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“It is the direction and not the magnitude
which is to be taken into consideration.”

(Thomas Paine)



Resumo
As propriedades críticas de sistemas que exibem magnetismo têm sido objeto de intensa
pesquisa ao longo dos anos. O estudo do comportamento crítico de muitos materiais
magnéticos, isolantes e anisotrópicos pode ser abordado através de modelos tais como Ising
e Heisenberg. A consideração de efeitos anisotrópicos em modelos de spins usualmente
resulta na presença de comportamento tricrítico no diagrama de fases. Em particular, a
interação Dzyaloshinskii-Moriya consiste em um importante tipo de anisotropia, que tem
atraído atenção ao longo das últimas décadas, desempenhando um papel relevante na
descrição de algumas classes de isolantes, bem como no estudo dos fenômenos envolvendo
quiralidade, dentre outros. A presença de desordem nos modelos, introduzida através de
variáveis aleatórias governadas por distribuições de probabilidades, também resulta na
alteração do comportamento crítico em relação a sistemas puros. Nesta tese, o modelo de
Heisenberg anisotrópico ferromagnético com interação Dzyaloshinskii-Moriya é estudado
nas versões spin-3/2 e spin-2 através de uma aproximação de pares. O formalismo pode ser
aplicado a diversos tipos de redes. Contudo, os resultados aqui apresentados tratam em
detalhes o caso da rede cúbica simples (q = 6). Os diagramas de fases e as propriedades
magnéticas investigados revelam a existência de pontos tricríticos e transições de fase de
primeira ordem. Para o modelo de spin-1, são tratados os casos envolvendo a desordem
gerada a partir da inclusão de campo aleatório. Além disso, alguns resultados com aplicação
da teoria de campo efetivo, bem como o modelo antiferromagnético são discutidos.

Palavras-chave: Interação Dzyaloshinskii-Moriya. Transições de fases. Modelo de Heisen-
berg. Campo aleatório. Ponto tricrítico.



Abstract
The critical properties of systems that exhibit magnetism have been the subject of intense
research over the years. The study of the critical behavior of many magnetic, insulating and
anisotropic materials can be approached through Ising and Heisenberg models, for exemple.
Taking into account anisotropic effects in spin models usually results in the presence
of tricritical behavior in the phase diagram. In particular, the Dzyaloshinskii-Moriya
interaction consists of an important type of anisotropy, which has attracted attention over
the last decades, playing an important role in the description of some classes of insulators,
as well as in the study of phenomena involving chirality, among others. The presence
of disorder in the models, introduced through random variables governed by probability
distributions, also results in a change in critical behavior in relation to pure systems. In
this thesis, the ferromagnetic anisotropic Heisenberg model with Dzyaloshinskii-Moriya
interaction is studied in spin-3/2 and spin-2 versions within the pair approximation. The
formalism can be applied to different types of lattice. However, the results presented
here deal in detail with the case of the simple cubic lattice (q = 6). The phase diagrams
and magnetic properties reveal the existence of tricritical points and first-order phase
transitions. For the spin-1 model, cases involving the disorder generated from the inclusion
of a random field are treated. In addition, some results with the application of the effective
field theory, as well as the antiferromagnetic model, are discussed.

Keywords: Dzyaloshinskii-Moriya interaction. Phase transitions. Heisenberg model. Ran-
dom field. Tricritical point.
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1 Introdução

As propriedades magnéticas dos materiais têm sido um tópico de grande interesse ao
longo do tempo [1,2]. Atualmente, a investigação de transições de fases e fenômenos críticos
em sistemas de spins possui grande relevância [3–5], pois possibilitam muitas vantagens
relacionadas a aplicações em novas tecnologias. Dessa forma, abordagens teóricas que lidam
com diferentes efeitos anisotrópicos, tais como campo cristalino, Dzyaloshinskii-Moriya e
campo magnético aleatório têm tido crescente interesse [6–11]. É bem conhecido o fato de
que o tratamento da desordem em sistemas magnéticos representam um grande desafio,
uma vez que suas propriedades são tipicamente mais complexas em relação a sistemas
puros ou não desordenados. O modelo de Heisenberg, por exemplo, tem sido vastamente
empregado na abordagem a sistemas com tais características [12–19].

Usualmente, o hamiltoniano H = −J12S1 · S2 descreve a interação de troca1 (ou
exchange) entre dois spins no modelo de Heisenberg [21]. H é dado em termos de um
produto escalar entre S1 e S2, de modo que a energia é minimizada se eles estiverem numa
orientação colinear (paralela ou antiparalela). Nesse caso, a interação é dita simétrica e
qualquer desvio desta configuração está associado a um custo energético. Quando atua
entre dois spins S1 e S2, a interação Dzyaloshinskii-Moriya (DM) [22, 23], por sua vez,
é descrita pelo termo H

DM
= −D12 · (S1 × S2). O produto vetorial resulta num vetor

perpendicular ao plano de S1 e S2 vezes (produto escalar) o vetor D. Isto assegura que pode
ocorrer ganho energético na configuração de ângulo não-nulo entre dois spins. Normalmente,
diz-se que a interação DM é de natureza antissimétrica.

A interação DM possui aplicação direta em antiferromagnetos [24, 25], explicando
o efeito conhecido como ferromagnetismo fraco [26], como no composto La2CuO4 [27]. Tal
efeito pode ocorrer também em ferrimagnetos [28]. Essa interação é levada em conta na
explicação de fenômenos com presença de quiralidade2 [29, 30], especialmente em sistemas
bidimensionais [29,30], em estruturas denominadas skyrmions [31–38]. Além disso, o papel
da interação DM para coexistência e forte acoplamento entre ferroeletricidade e ordem
magnética incomensurável tem sido considerado [39]. A explicação da polarização elétrica
espontânea ou induzida em compostos como CuFeO2 [40] e Ni3V2O8 [41] também leva em
conta a presença desta interação.

De um ponto de vista teórico, esta interação tem sido investigada em alguns modelos

1 De acordo com a mecânica quântica, a interação de troca está fundamentalmente baseada no princípio
de exclusão de Pauli, a partir da exigência de que as funções de onda das partículas sejam antissimétricas
em relação à troca das coordenadas. Para uma derivação matemática completa, vide Ref. [20].

2 Quiralidade é uma forma de assimetria do sistema. Se a estrutura atômica de um magneto possui ausên-
cia de simetria por inversão, diz-se que é um magneto quiral. Um exemplo de composto intermetálico
com tal característica é o monossilicida de manganês (MnSi).
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aplicados ao estudo sistema com emaranhamento quântico [42–46]. Experimentalmente,
observações recentes têm indicado que a variação da temperatura é possivelmente uma
forma de controle da interação DM [47]. Isso pode ter influência significativa em potenciais
aplicações, especialmente em filmes finos. Recentemente, a contribuição da interação DM
tem sido estudada para S = 3/2 em estruturas do tipo kagomé, como Co3V2O8 [48].

O estudo desenvolvido na presente tese trata das propriedades magnéticas e críticas
do modelo de Heisenberg ferromagnético de spin-3/2 e spin-2 com interações anisotrópicas
de troca e Dzyaloshinskii-Moriya. Uma das principais motivações é o fato de que apenas os
modelos com S = 1/2 e S = 1 haviam sido estudados anteriormente. Assim, os resultados
são discutidos em comparação com estes casos. Para o caso spin-1, também são mostrados
alguns resultados para os modelos antiferromagnético e ferromagnético isotrópico com
inclusão de campo aleatório numa distribuição trimodal. Além disso, foi analisado o modelo
com S = 1 através de uma abordagem via teoria de campo efetivo.

O texto está organizado da seguinte forma: no Capítulo 2 são discutidos alguns
modelos magnéticos e a teoria de Landau para as transições de fases. No Capítulo 3 é feita
uma descrição detalhada de algumas técnicas aproximativas, inclusive para spins S > 1/2.
Os resultados são apresentados e discutidos no Capítulo 4. Por fim, no Capítulo 5, são
feitas as considerações finais.
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2 Magnetismo e transições de fases

O estudo dos fenômenos críticos baseia-se, de modo geral, em modelos que procuram
se adequar à descrição dos materiais, através de seus constituintes microscópicos. No caso
do magnetismo, o momento magnético intrínseco do elétron, denominado spin, é o elemento
que desempenha papel fundamental na descrição das propriedades. Neste Capítulo são
descritos alguns modelos utilizados no estudo de sistemas magnéticos interagentes e
localizados. É de particular interesse a classe de materiais sólidos que exibem não apenas
regularidade no arranjo espacial atômico, mas também no alinhamento de seus momentos
magnéticos. A estrutura magnética dos ferromagnetos, antiferromagnetos e ferrimagnetos
são as mais comuns nos materiais magneticamente ordenados.

Os momentos magnéticos em materiais paramagnéticos são desordenados até a
aplicação de um campo magnético externo. No estado cristalino, a maioria dos elementos
mostram este comportamento. Contudo, em certos metais 3d, terras raras e seus compostos,
os momentos magnéticos tornam-se espontaneamente ordenados ou alinhados em uma
direção particular, abaixo de uma temperatura característica. Com base na orientação
relativa dos momentos, os materiais ferromagnéticos, antiferromagnéticos e ferrimagnéticos
são distinguidos.

Um material ferromagnético ocorre quando os momentos magnéticos são de igual
magnitude e alinhados paralelamente numa direção comum (eixo fácil de magnetização).
Tal configuração é exatamente o que ocorre em baixas temperaturas. No entanto, em altas
temperaturas, pode se falar neste alinhamento apenas em termos de médias. Acima de
uma certa temperatura Tc, chamada usualmente de temperatura crítica ou temperatura
de Curie, o ordenamento é completamente destruído, tornando-se um paramagneto.

Quando ocorre ordenamento dos momentos magnéticos, conquanto a magnetização
espontânea líquida seja nula, temos o fenômeno do antiferromagnetismo. Uma nova classe
de materiais que exibem esse comportamento foi sugerida inicialmente por Néel. Nesse
caso, fala-se de temperatura de transição TN ou temperatura de Néel [49]. Diferentemente
do caso de sistemas ferromagnéticos, muitos arranjos diferentes são possíveis, por exemplo,
em estruturas antiferromagnéticas cúbicas.

Os ferrimagnetos, por sua vez, são constituídos de dois ou mais tipos de acoplamen-
tos antiferromagnéticos com momentos magnéticos de diferentes magnitudes. Por possuírem
magnetização espontânea, pode-se esperar um comportamento similar ao ferromagnetismo,
porém há características significativamente diferentes, como no caso da temperatura de
compensação [50,51]. Geralmente denotada como Tcomp, esta é a temperatura na qual as
magnetizações de duas sub-redes são iguais e opostas entre si, de forma que a soma da
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magnetização total é nula [52]. Embora a temperatura de compensação seja semelhante à
temperatura crítica em termos de marcar uma transição no comportamento magnético,
ela não é necessariamente associada a uma mudança de fase no material, como acontece
com os ferromagnetos na temperatura crítica.

Em suma, o estudo das transições de fase magnéticas é essencial para o enten-
dimento da física dos materiais e tem aplicações significativas em diversas áreas, desde
a tecnologia de gravação magnética em discos rígidos até a pesquisa em nanomateriais
e dispositivos magnéticos avançados. Essas transições não apenas revelam a riqueza do
comportamento magnético, mas também proporcionam uma valiosa compreensão sobre a
natureza fundamental da matéria e suas interações.

2.1 Modelos magnéticos
No estudo do magnetismo, os modelos são fundamentais para a previsão de tran-

sições de fase nos materiais. De forma resumida, eles descrevem as interações entre os
momentos magnéticos do material, especificando as energias associadas às configurações dos
spins e suas interações, o que permite calcular a energia do sistema em uma configuração
magnética específica.

Desse modo, na modelagem magnética dos materiais, a energia é descrita em termos
de variáveis de spins. Uma formulação básica é dada pelo hamiltoniano

H = −
∑
i,j

Jij

[
α(Sx

i Sx
j + Sy

i Sy
j ) + βSz

i Sz
j

]
, (2.1)

em que i, j representam posições na rede, J é a interação de troca, Sµ
i (µ = x, y, z) é a

componente µ do spin e α e β são parâmetros. A partir da expressão (2.1) podem ser
definidos três dos modelos mais utilizados no estudo dos fenômenos magnéticos:

α = β = 1, modelo de Heisenberg;

α = 1, β = 0, modelo XY;

α = 0, β = 1, modelo de Ising.

Em essência, os modelos magnéticos estão associados ao tipo de spin e à estrutura
de rede (dimensionalidade). Em relação ao tipo do spin, podemos ter, por exemplo,
S⃗i = Sz

i ẑ; Sz
i = [−S, S] (Ising), S⃗i = (Sx

i , Sy
i ) (XY) e S⃗i = (Sx

i , Sy
i , Sz

i ) (Heisenberg).
Em relação às estruturas, alguns exemplos são as redes quadrada, kagomé e triangular
(em duas dimensões), e as redes cúbica simples, cúbica de corpo centrado (bcc) e cúbica
de face centrada (fcc) em três dimensões. Ilustrações esquemáticas para estas redes são
apresentadas na Figura 1.
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(a) Hexagonal. (b) Triangular. (c) Quadrada. (d) Kagomé.

(e) Cúbica simples. (f) Cúbica de corpo centrado. (g) Cúbica de face centrada.

Figura 1 – Representação esquemática de diversas estruturas em duas e três dimensões.

Dentre as diversas variantes de modelos magnéticos presentes na literatura, o
modelo de Ising tem grande destaque, principalmente pela simplicidade em relação aos
demais. Entretanto, novas adaptações podem ser feitas em busca do tratamento de casos
específicos, seja introduzindo novas interações ou aumentando o tipo de spin. Dessa forma,
várias modificação foram introduzidas ao longo do tempo, incluindo os bem conhecidos
modelos de Blume-Capel (BC) [53, 54] e Blume-Emery-Griffiths (BEG) [55], por exemplo.
Em particular, o modelo BC de spin-1 é o caso mais simples em que há ocorrência de
ponto tricrítico. Por outro lado, o mesmo modelo com spin-3/2 foi também introduzido
através da aproximação de campo médio para se obter um entendimento qualitativo das
transições de fase no composto DyVO4 [56] e propriedades críticas de fluidos ternários [57].

Para uma rede de N spins, o modelo de Ising é usualmente definido por:

H = −J
∑
⟨i,j⟩

σiσj − H
N∑
i

σi, (2.2)

em que a primeira soma é efetuada sobre os vizinhos mais próximos, o que é denotado
por ⟨i, j⟩, enquanto a segunda descreve o campo externo atuando sobre cada sítio i da
rede. H aqui já inclui o momento magnético em cada spin, J é a constante de troca ou
exchange e σ diz respeito às variáveis de spin, assumindo dois possíveis estados: +1 e −1
(modelo binário). O modelo de Ising foi inicialmente sugerido por Lenz [58], em 1920, como
um modelo simples para descrever o ferromagnetismo. O caso unidimensional foi então
estudado em detalhes por Ising [59], que em 1925 provou não haver transição de fase em
T > 0. A magnetização por spin, nesse caso, é dada por

m = senh(βH)√
senh2(βH) + e−4βJ

, (2.3)
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podendo ser obtida sem grandes dificuldades pela técnica da matriz da transferência [60]. No
regime βJ → 0, a solução é simplificada para m = tgh(βH). Porém, independentemente
do valor finito assumido por βJ , no limite H → 0 sempre ocorre que m = 0 (magnetização
espontânea nula). Uma análise gráfica da solução de (2.3) como função de βH para
diferentes valores de βJ é mostrada na Figura 2.

−2 −1 0 1 2
−1

−0,5

0

0,5

1

βH

m

Figura 2 – Magnetização em função do campo magnético no modelo de Ising unidimensional,
Eq. (2.3), para os valores βJ = 0 ( ), βJ = 0,5 ( ) e βJ = 1 ( ). Não há
magnetização espontânea.

A partir do resultado “frustrante” em uma dimensão, Ising supôs que para dimensões
maiores o sistema de spins interagentes também não exibiria transição de fase. No entanto,
o fato é que em duas dimensões o modelo já apresenta um nível de complexidade muito
maior do que para d = 1. Assim, em 1936, Peierls [61] elaborou um argumento sugestivo
para a existência de uma magnetização espontânea com temperatura não nula para o
modelo em duas dimensões. A temperatura de transição exata na rede quadrada foi
encontrada primeiramente em 1941 por Kramers e Wannier [62]. Isto foi seguido pela
solução exata para a energia livre, em 1944, por Onsager [63]. Em termos históricos, a
expressão para a magnetização espontânea

m =
1 − 1

senh4
(

2J
kBT

)
1/8

(2.4)

e, consequentemente, o valor exato do expoente crítico β = 1/8 parecem ter sido anunciados
por Onsager apenas de maneira informal em alguma conferência [64,65], tendo sido depois
elaborada e publicada uma prova mais rigorosa por Yang [66]. Um gráfico da magnetização
espontânea dada pela Eq. (2.4) pode ser visto na Figura 3.
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Eq. (2.4)

Figura 3 – Magnetização espontânea em função da temperatura reduzida para o modelo de Ising
na rede quadrada, de acordo com a solução analítica ( ) descrita pela Eq. (2.4).

A Eq. (2.4) pode ser resolvida para encontrar kBT/J , resultando em

kBT

J
= 2

argsenh
(

1
4√1−m8

) , (2.5)

que no limite m → 0 fornece a temperatura crítica1:

kBTc

J
= 2

ln(1 +
√

2)
≈ 2,2692. (2.6)

Devido à grande complexidade no caso tridimensional, as soluções exatas de alguns
modelos da mecânica estatística geralmente ocorrem para uma e duas dimensões [67].
Em 2000, Istrail [68] mostrou que obter a solução exata do modelo de Ising não planar
consiste essencialmente em um problema NP-completo, o que basicamente significa ser
computacionalmente intratável. Entretanto, nos últimos anos Zhang [69] e colaboradores
[70, 71] têm reivindicado uma solução para o caso do modelo em três dimensões, ao
que Fisher e Perk [72] têm rebatido veementemente, apontando algumas falhas [73, 74]
na solução alegada. Dessa forma, as simulações computacionais, tais como o método
de Monte Carlo, continuam sendo o resultado mais confiável em relação às estimativas
das propriedades do modelo 3D. Atualmente, pode-se considerar que o melhor valor
estimado para a temperatura inversa crítica na rede cúbica simples é o da referência [75]:
Kc = 0,221654626(5), com simulações de tamanhos de rede de até 10243.

1 Na verdade, a partir de (2.4), já é imediato que a criticalidade é satisfeita simplesmente resolvendo-se
a condição senh(2J/kBTc) = 1.
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A título de ilustração, na Figura 4 são mostrados alguns resultados de uma simulação
feita em Python para o modelo de Ising 3D, via método de Monte Carlo2, em redes cúbicas
relativamente pequenas. Em ambos os gráficos, as linhas verticais tracejadas indicam o
valor da “pseudotemperatura” crítica obtido pela Ref. [75].
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Figura 4 – Magnetização espontânea (a) e susceptibilidade magnética (b) em função da tempe-
ratura reduzida no modelo de Ising tridimensional, obtidas através de simulação de
Monte Carlo para os tamanhos de rede N3.

2.2 Transições de fases
Uma fase consiste num estado da matéria em equilíbrio termodinâmico. Um mesmo

sistema pode estar em vários estados ou fases diferentes, dependendo da condição macros-
cópica (pressão, temperatura, campo magnético etc.). Um caso típico da nossa experiência
diária trata-se da água, para a qual os estados de gelo, líquido e vapor são facilmente
observados. Dada uma condição macroscópica, os sistemas espontaneamente vão para uma
fase particular correspondente à menor energia livre.

Há uma vasta gama de transições de fase começando pelos casos de líquido-gás,
paramagneto-ferromagneto, condutor-supercondutor, dentre muitas outras. A maioria delas
pertencem a um dos dois tipos: primeira ordem e segunda ordem. Pelo critério de Ehrenfest,
uma transição de fase de ordem n corresponde a uma descontinuidade da n-ésima derivada
da energia livre. Comumente, as transições de fase são estudadas através da variação da
temperatura do sistema e a transição se dá em T = Tc, sendo Tc a temperatura crítica.

Na Figura 5, pode-se ver que as linhas de transição de primeira ordem (curva de
vaporização para um fluido e a linha H − T para sistemas magnéticos) terminam em um

2 Dentre alguns dos algoritmos que podem ser encontrados online e adaptados, está um código em
Fortran no site do Prof. Rubin H. Landau (ver também na Wayback Machine).

http://sites.science.oregonstate.edu/~landaur/Books/Problems/Codes/OlderCodes/Fortran95codes/Ising3D.f95
http://web.archive.org/web/20220517170920/https://sites.science.oregonstate.edu/~landaur/Books/Problems/Codes/OlderCodes/Fortran95codes/Ising3D.f95
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ponto crítico em T = Tc.

Tt Tc

Pt

Pc

S L

G

T

P

(a)

Tc

0

T

H

(b)

Figura 5 – Diagramas de fases: (a) pressão por temperatura para um fluido simples. As linhas
indicam as transições de primeira ordem (coexistência de fases). Além disso, temos o
ponto triplo (Tt, Pt) e o ponto crítico (Tc, Pc) indicados; (b) campo magnético por
temperatura num ferromagneto simples, onde a linha cheia indica a coexistência de
duas fases ferromagnéticas distintas.

O diagrama P − T , por sua vez, mostra os domínios das três fases distintas (sólida,
líquida e gasosa) para um fluido. Existem dois pontos particulares: o ponto triplo (Pt, Tt)
na junção dos três domínios e o ponto crítico (Pc, Tc), ponto final na fronteira entre os
domínios da fases líquida e gasosa. Ao contornar ao redor do ponto crítico pode-se passar
continuamente de um estado líquido para um estado gasoso (sem transição descontínua).

2.2.1 Teoria de Landau

Em geral, as equações de estado de um sistema podem ser expressas em termos de
quantidades termodinâmicas, tais como pressão, volume, entropia etc. Estas quantidades
podem sempre ser escritas como derivadas da energia livre [76]. A ideia central da teoria
de Landau é que a energia livre de qualquer sistema próxima à transição de fase pode
ser escrita como um funcional do parâmetro de ordem que, por sua vez, depende da
temperatura.

No caso de uma transição de fase contínua, o parâmetro de ordem é seguramente
pequeno nas proximidades da temperatura crítica podendo, então, ser avaliado através
de uma expansão. O tipo de termos dessa expansão depende fortemente da natureza do
parâmetro de ordem e das simetrias do sistema. Para o caso do magnetismo, no qual o
parâmetro de ordem é a magnetização m, temos

F (T, m) = F0(T ) + a(T )m2 + b(T )m4. (2.7)
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Em (2.7), por questões de simetria, é notável o fato de que a energia livre não
depende do sinal de m, ou seja, F (T, m) = F (T, −m), de modo que apenas potências
pares devem aparecer na expansão.

A dependência de a com relação à temperatura é considerada de tal forma que
para T ⩾ Tc a energia livre será minimizada apenas para m = 0, já para T < Tc, a energia
apresenta mínimos3 |m| > 0.

Assim, temos duas situações distintas: a > 0 quando T > Tc e a < 0 quando T < Tc.
Dessa forma, a energia livre será mínima em m = 0 quando T > Tc e em m ̸= 0 quando
T < Tc. Além disso, há ocorrência do ponto crítico em T = Tc quando a(Tc) = 0, uma vez
que F deve variar continuamente na região de transição. Com isto, pode-se escrever:

a = α(T − Tc), α > 0. (2.8)

Minimizando com relação a m, a energia livre tem os extremos:

m = 0 e m = ±
√

−a

2b
= ±

√
α

2b
(Tc − T ). (2.9)

Quando T > Tc, um mínimo ocorre para m = 0. Por outro lado, quando T < Tc a
minimização se dá para m = ±

√
(α/2b)(Tc − T ). Dessa forma, abaixo de Tc o parâmetro

de ordem é não nulo e cresce proporcional a (Tc − T )1/2.

Assim, pode-se expressar a energia livre da seguinte maneira:

F (T, m) =

F0, se T > Tc;

F0 − α2(Tc−T )2

4b
, se T < Tc.

(2.10)

Na Figura 6 é esquematizado o comportamento da energia livre para o caso de uma
transição de fase de segunda ordem. Acima de Tc há um mínimo global da energia livre em
m = 0. Em Tc, a curva torna-se mais achatada na vizinhança de m = 0 e, finalmente, em
T < Tc passam a existir dois mínimos simétricos da energia livre cujas posições indicam
os valores finitos do parâmetro de ordem ±m0; enquanto m = 0 passa a ser um máximo
local.

3 O que garante que F será mínima são as condições (∂F/∂m)T = 0 e (∂2F/∂m2)T ⩾ 0 para o equilíbrio.
Isto assegura que b > 0 para o equilíbrio mais estável (graficamente, um mínimo global).
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Figura 6 – Curvas da energia livre em função do parâmetro de ordem m: teoria de Landau para
uma transições contínuas. As linhas são para temperaturas T > Tc ( ), T = Tc

( ) e T < Tc ( ).

A teoria de Landau permite também descrever um ponto tricrítico [77], onde
termina uma linha de transição de segunda ordem. Para isso, deve-se levar em conta
também um termo de sexta ordem na expansão da energia livre, escrevendo-a como:

F (m, T ) = F0(T ) + a(T )m2 + b(T )m4 + c(T )m6 + · · · , (2.11)

cujos extremos são dados por:

∂F

∂m

∣∣∣∣∣∣
T

= 2am + 4bm3 + 6cm5 = 0. (2.12)

As soluções para (2.12) são:

m = 0 e m2 = −b ±
√

b2 − 3ac

3c
. (2.13)

Nesta situação pode-se ter dois regimes: uma linha de transições de fase contínuas e
uma de transições descontínuas. As condições que devem satisfazer uma transição descon-
tínua ou de primeira ordem são F = F0 e (∂F/∂m)T = 0. Essas equações simultaneamente
resolvidas fornecem:

m2 = −b

2c
, (2.14)

de modo que para m2 > 0 exige-se b < 0, e

a = b2

4c
, (2.15)
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que determina a linha de transição de primeira ordem. Já para transições de segunda
ordem, tem-se a condição a = 0.

Na Figura 7 é apresentado o comportamento da energia livre para uma transição
de fase de primeira ordem.
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F
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0

Figura 7 – Curvas da energia livre em função do parâmetro de ordem m na teoria de Landau
para uma transição descontínua ou de primeira ordem. A temperatura de transição,
nesse caso, corresponde à curva preta ( ), na qual os mínimos com m = 0 e m ̸= 0
possuem valores iguais.

As linhas começam com temperaturas acima de Tc, onde o sistema encontra-se
na fase desordenada, pois F tem apenas um mínimo em m = 0. As temperaturas vão
decrescendo até T = Tc, que corresponde à temperatura para a qual ocorre transição de
primeira ordem, quando os mínimos da energia livre m ̸= 0 são iguais ao mínimo m = 0.
Neste ponto, as fases ordenada e desordenada coexistem. Para T < Tc, o mínimo global
m ̸= 0 garante a estabilidade do sistema na fase ordenada.

Vale observar ainda que para temperaturas um pouco acima da transição de
primeira ordem aparecem mínimos locais, que representam a situação de metaestabilidade
da fase ordenada (o equilíbrio se dá na fase desordenada, pois m = 0 é mínimo global). O
parâmetro de ordem é uma grandeza termodinâmica que reflete a presença ou ausência
de uma ordem específica no sistema, como a magnetização em transições magnéticas,
a densidade em transições líquido-sólido, ou a ordem de longo alcance em transições
ferroelétricas, entre outras. Na Tabela 1 são listados alguns exemplos de transições de
fase. Além disso, o comportamento do parâmetro de ordem em termos da temperatura
nas transições de fase pode ser visto na Figura 8.
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Tabela 1 – Exemplos de transições de fases com os respectivos parâmetros de ordem [78].

Transição de fase Parâmetro de ordem Exemplos
Paramagnética-ferromagnética Magnetização m Fe,Ni
Paraelétrica-ferroelétrica Polarização p BaTiO3, BiFeO3

Paramagnética-
antiferromagnética

Magnetização alternada
(staggered) ms = mA −mB

RbMnF3

Gás-líquido Densidade ρ − ρc CO2, H2O

Tc

Transição
descontínua

Temperatura

Pa
râ

m
et

ro
de

or
de

m

(a)

Tc

Transição
contínua

Temperatura

Pa
râ

m
et

ro
de

or
de

m

(b)

Figura 8 – Ilustração do comportamento característico do parâmetro de ordem em função da
temperatura nas transições de fase magnéticas: (a) primeira ordem e (b) segunda
ordem. No caso magnético, o parâmetro de ordem é a magnetização.
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3 Métodos aproximativos

No tratamento de sistemas magnéticos interagentes, geralmente torna-se inviável
levar em conta os detalhes de todas as possíveis interações nos modelos. É o clássico
problema de muitos corpos. Desse modo, quando as soluções tornam-se muitos complicadas
para um tratamento analítico exato, aproximações tais como as teorias de campo médio
(MFA) e campo efetivo (EFT)1 são ferramentas de grande utilidade para obtenção de
importantes propriedades físicas. Ocasionalmente, recursos de simulação numérica, a
exemplo do método de Monte Carlo, são também utilizados na estimativa de resultados.

3.1 Aproximações de campo médio
Por simplicidade, serão abordadas as expressões para o modelo de Ising, embora o

método possa ser aplicado da mesma forma ao modelo de Heisenberg, por exemplo.

3.1.1 Spin-1/2

3.1.1.1 Minimização da energia livre

O método fundamenta-se na desigualdade de Gibbs-Bogoliubov, que é a base formal
da teoria de campo médio [79]:

G ⩽ G0 + ⟨H − H0⟩0 , (3.1)

onde G é a energia livre do sistema descrito por um hamiltoniano H (exato), G0 é a energia
livre associada ao sistema simplificado, dado pelo hamiltoniano H0 (aproximado) e ⟨···⟩0

denota a média tomada do ensemble definido por H0.

Seja um sistema dado por um hamiltoniano H. A energia livre correspondente é
definida por:

G = −kBT ln Z, (3.2)

onde Z é a função de partição canônica do sistema:

Z =
∑
{s}

e−βH{s}, (3.3)

cuja soma é realizada sobre todas as configurações de spins (caso magnético). G é a
verdadeira energia livre do sistema, sem aproximações.

Considerando agora que:
H = H0 + H1 (3.4)

1 Optou-se por manter as siglas em inglês: MFA (mean field approximation) e EFT (effective field theory).
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Z =
∑

e−βH =
∑

e−βH1−βH0 =
∑

e−βH1e−βH0 (3.5)

Dividindo ambos os membros por Z0, teremos:

Z

Z0
=
∑

e−βH1e−βH0∑
e−βH0

=
〈
e−βH1

〉
0

. (3.6)

Pela propriedade de convexidade2 da função f(x) = e−x (ver Figura 9) é obtida a
relação:

⟨e−βH1⟩0 ⩾ e−β⟨H1⟩0 (3.7)

Com a desigualdade (3.7) segue então de (3.6) que:

Z

Z0
⩾ e−β⟨H1⟩0 ou ln Z − ln Z0 ⩾ −β⟨H1⟩0 (3.8)

Uma vez que G = − 1
β

ln Z, G0 = − 1
β

ln Z0 e ⟨H1⟩0 = ⟨H − H0⟩0, prova-se imedia-
tamente a relação (3.1):

G ⩽ G0 + ⟨H − H0⟩0 . (3.9)

x1 0 ⟨x⟩ 1 x2 2 2,50

0,5

1

1,5

2

2,5

e−⟨x⟩

⟨e−x⟩

e−x1

e−x2

⟨e−x⟩ ⩾ e−⟨x⟩

x

e−
x

Figura 9 – Ilustração gráfica da relação ⟨e−x⟩ ⩾ e−⟨x⟩. A desigualdade de Gibbs-Bogoliubov
provém da convexidade da função exponencial.

Para exemplificar a aplicação, vamos considerar inicialmente uma aproximação de
um sítio no modelo de Ising, descrito pelo hamiltoniano

H = −J

Nq/2∑
⟨i,j⟩

SiSj − H
N∑

i=1
Si (3.10)

2 Uma função f(x) é convexa se f
(

x1+x2
2
)
⩽ f(x1)+f(x2)

2 para todo x1 e x2 pertencentes ao domínio. Se
o sinal da desigualdade for invertido, a função é dita côncava.



Capítulo 3. Métodos aproximativos 29

Nesse caso, o hamiltoniano tentativa será dado por:

H0 = −λ
∑

i

Si, (3.11)

em que λ é o parâmetro variacional. A energia livre de campo médio pode ser obtida
minimizando G0 + ⟨H − H0⟩0 em relação a λ. A função de partição de um único spin Z0 e
a energia livre G0 correspondentes a H0 são dadas por:

Z0 = e+βλ + e−βλ = 2 cosh(βλ),

G0 = −NkBT ln Z0 = −NkBT [ln 2 + ln cosh(βλ)],

e, assim, m0 = − 1
N

∂G0
∂λ

= tgh(βλ). O segundo termo do lado direito da desigualdade, por
sua vez, pode ser calculado como:

⟨H − H0⟩0 =

∑
{S}

− J
∑
⟨i,j⟩

SiSj + (λ − H)
∑

i

Si

e
βλ
∑

i

Si

∑
{S}

e
βλ
∑

i

Si

(3.12)

= −J
∑
⟨i,j⟩

⟨Si⟩0⟨Sj⟩0 + (λ − H)
∑

i

⟨Si⟩0 , (3.13)

onde se considera que ⟨SiSj⟩0 ≡ ⟨Si⟩0⟨Sj⟩0 = m2
0. Desse modo, para um sistema de N

spins em uma rede com número de coordenação q:

⟨H − H0⟩0 = −Nq

2 Jm2
0 + (λ − H)Nm0. (3.14)

Desse modo, a desigualdade será então dada por:

G0 + ⟨H − H0⟩0 = −NkBT ln 2 − NkBT ln cosh(βλ) − Nq

2 Jm2
0 − N(H − λ)m0, (3.15)

cuja minimização fornece:

�
�
�∂G0

∂λ
− NqJm0

∂m0

∂λ
+ N(λ − H)∂m0

∂λ
+ ���Nm0 = 0 (3.16)

=⇒

qJm0 + H − λ

∂m0

∂λ
= 0, (3.17)

De (3.17), implica que o valor do parâmetro variacional é dado por3 λ = qJm + H,
logo:

m = tgh[K(qm + h)], com K = βJ e h = H/J. (3.18)

A chamada equação de estado auto-consistente obtida via aproximação de campo
médio (3.18) tem uma solução gráfica mostrada na Figura 10 para o caso H = 0. Nesse
3 Com notação m0 ≡ m.
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caso, há claramente dois regimes: T > Tc e T < Tc. No primeiro, apenas a solução m = 0
é possível. Já no segundo, há três interseções entre as curvas: 0, ±m. Pode-se verificar que
G(0) > G(±m), de modo que as soluções ±m são as soluções, nesse caso.

−1,5 −1 −0,5 0 0,5 1 1,5
−1

−0,5

0

0,5

1

m

y

Figura 10 – Gráficos de y = tgh(m) e y = m. As soluções são dadas pelas interseções.

Em T = Tc, as inclinações das curvas y = m ( ) e y = tgh(m) ( ), de modo
que:

Kq sech2 (Kqm)
∣∣∣
m=0

= 1, (3.19)

que no limite m → 0 dá o resultado kBTc/J = q.

Vamos agora considerar o caso de uma aproximação de dois sítios. Em uma rede
hipercúbica temos Nq/2 pares de vizinhos mais próximos4 (número de ligações). Assim,
no modelo de Ising:

H = −J

Nq/2∑
⟨i,j⟩

SiSj − H
N∑

i=1
Si (3.20)

e
H0 =

∑
pares

H2, onde H2 = −JS1S2 − λ(S1 + S2) (3.21)

Temos N/2 pares de spins no hamiltoniano tentativa e então:

Z0 = Z
N/2
2 , onde Z2 = 2eβJ cosh(2βλ) + 2e−βJ . (3.22)

Logo:
G0 = − N

2β
ln
[
2eβJ cosh(2βλ) + 2e−βJ

]
(3.23)

4 Cada um dos N sítios possui q ligações, sendo que cada uma destas é compartilhada entre dois vizinhos.
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E assim, a magnetização por sítio com relação a H0 será:

m0 = − 1
N

∂G0

∂λ
= senh (2βλ)

cosh (2βλ) + e−2βJ
(3.24)

Para o cálculo do segundo termo, temos:

⟨H − H0⟩0 = ⟨H⟩0 − ⟨H0⟩0 = −Nq

2 Jm2
0 − HNm0 + J

N

2 m2
0 + λNm0 (3.25)

=⇒ ⟨H − H0⟩0 = −NJ

2 (q − 1)m2
0 − N(H − λ)m0 (3.26)

Assim, a partir da minimização

∂

∂λ

[
G0 − NJ

2 (q − 1)m2
0 − N(H − λ)m0

]
= 0, (3.27)

teremos:

−���Nm0 − NJ(q − 1)m0
∂m0

∂λ
− NH

∂m0

∂λ
+ ���Nm0 + Nλ

∂m0

∂λ
= 0 (3.28)

− NJ(q − 1)m0 − N(H − λ)
∂m0

∂λ
= 0 (3.29)

Logo, segue de (3.29) que o parâmetro variacional é dado por

λ = J(q − 1)m + H (3.30)

e a energia livre, nesse caso, terá a forma:

G = G0 + NJ(q − 1)m2︸ ︷︷ ︸
⟨H−H0⟩0

, com G0 dada por (3.23). (3.31)

E a magnetização (3.24) torna-se:

m = senh {2K [(q − 1)m + H/J ]}
cosh {2K [(q − 1)m + H/J ]} + e−2K

, (3.32)

com K = J/kBT .

A aproximação de pares ou método de Oguchi [2] é a maneira mais direta de
se melhorar os resultados de campo médio de um sítio. A relação (3.32) fornece uma
estimativa ligeiramente melhor da temperatura crítica em relação a Eq. (3.18), conforme
será discutido a seguir.
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Cluster de um sítio

Em resumo, para S = 1/2, um cluster de um sítio dá como resultado:

m = tgh(Kqm), com K = J/kBT e H = 0. (3.33)

Resolvendo diretamente (3.33) para 1/K ≡ kBT/J se obtém:

kBT

J
= qm

argtanh(m) , (3.34)

de modo que:
kBTc

J
= lim

m→0

qm

argtanh(m) = q. (3.35)

Cluster de dois sítios

Já para um cluster de dois sítios:

m = senh[2K(q − 1)m]
cosh[2K(q − 1)m] + e−2K

(3.36)

Resolvendo também (3.36) para kBT/J ≡ K−1 e tomando o limite para m → 0,
teremos a expressão da temperatura crítica dada por:

kBTc

J
= 2(q − 1)

1 + (q − 1) W
[

exp( 1
1−q )

q−1

] , (3.37)

em que W é a chamada função W de Lambert5. Assim, se q = 4 (rede quadrada), por
exemplo, teremos numericamente a solução

kBTc

J
= 6

1 + 3 W
[

1
3 exp(−1

3)
] ≈ 3,7764 < 4. (3.38)

Para uma rede cúbica simples, temos kBTc/J = 6 na aproximação com N = 1 e
kBTc/J = 5,8469 para N = 2, em que N diz respeito ao número de spins do cluster.

Cluster de quatro sítios

Em se tratando do caso spin-1/2, não é tão difícil de se obter resultados para
clusters de tamanhos ainda maiores. Para N = 4, por exemplo, temos:

m = 2 senh(2γ) + e4K senh(4γ)
2 + e−4K + 4 cosh(2γ) + e4K cosh(4γ) (3.39)

5 A função W (x) é definida como a inversa da função f(x) = xex, para todo x ⩾ −1. Logo, assim
como pelas propriedades logarítmicas, ex = a ⇔ x = ln(a), analogamente, xex = b ⇔ x = W (b). Para
maiores detalhes, ver Refs. [80, 81].
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com γ = K(q − 2)m. Nesse caso, as temperaturas críticas das redes quadrada e cúbica
simples são, respectivamente, kBTc/J = 3,4996 e kBTc/J = 5,6784.

Percebe-se, através das representações gráficas de m versus kBT/J na Figura 11, a
exata proporção nas diferenças dos resultados obtidos para kBTc/J à medida que o número
de sítios aumenta.

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 40

0,2

0,4

0,6

0,8

1

kBT/J

m

N = 1
N = 2
N = 4
Exata

Figura 11 – Magnetização em função da temperatura no modelo de Ising spin-1/2 para a rede
quadrada. As linhas cheias, tracejadas e pontilhadas são para os casos N = 1, N = 2
e N = 4, respectivamente.

A seguir, serão mostradas expressões da magnetização para os casos das aproxima-
ções de um e dois sítios quando S > 1/2, usando o mesmo procedimento abordado nesta
seção.

3.1.2 Spin-1

Cluster de um sítio

Nesse caso, a magnetização é dada por:

m = 2 senh(Kqm)
1 + 2 cosh(Kqm) , (3.40)

equivalente ao modelo Blume-Capel no limite do campo cristalino tendendo a zero. Resol-
vendo (3.40) para kBT/J ≡ K−1, teremos a expressão:

kBT

J
= qm

ln
(

−m−
√

4−3m2

2(m−1)

) . (3.41)
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E tomando o limite para m → 0, obtém-se a temperatura crítica
kBTc

J
= 2q

3 . (3.42)

Assim, para a rede quadrada (q = 4), por exemplo, teremos a solução da temperatura
crítica kBTc/J = 8/3 ≈ 2,667. Já para a rede cúbica simples (q = 6): kBTc/J = 4. Valores
críticos para outros tipos de estruturas são dados nas Tabela 2 para clusters de um e dois
spins. As curvas de m em função de kBT/J para alguns valores de q podem ser vistas na
Figura 12.

Cluster de dois sítios

Na aproximação de pares, a magnetização é dada pela equação:

m = 2 senh(γ) + 2eK senh(2γ)
1 + 2e−K + 4 cosh(K) + 2eK cosh(2γ) , (3.43)

com γ = K(q − 1)m.

Tabela 2 – Temperaturas críticas para redes diversas obtidas através das aproximações de um e
dois sítios no modelo de Ising spin-1.

Redes q N = 1 N = 2
hexagonal 3 2 1,8482
quadrada 4 2,667 2,5515

cúbica simples 6 4 3,9218
bcc 8 5,333 5,2739
fcc 12 8 7,9598
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Figura 12 – Magnetização em função da temperatura no modelo de Ising com S = 1. Os números
com cores correspondentes às curvas indicam o valor de q. Linhas cheias e tracejadas
são para os casos N = 1 e N = 2, respectivamente.
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3.1.3 Spin-3/2

Cluster de um sítio

Magnetização na aproximação de campo médio para spin-3/2:

m =
3 senh

(
3γ
2

)
+ senh

(
γ
2

)
2 cosh

(
3γ
2

)
+ 2 cosh

(
γ
2

) , (3.44)

com γ = Kqm.

Cluster de dois sítios

Para uma aproximação de dois sítios com S = 3/2, teremos:

m = 1
2

Ω
Z

, (3.45)

sendo o numerador Ω dado por

Ω = 2
[
exp

(
K

4

)
+ 2 exp

(
−3K

4

)]
senh(γ)

+ 8 exp
(3K

4

)
senh(2γ) + 6 exp

(9K

4

)
senh(3γ) (3.46)

e a função de partição

Z = 2
[
exp

(
−K

4

)
+ exp

(
−9K

4

)]
+ 2

[
exp

(
K

4

)
cosh(γ) + 2 exp

(
−3K

4

)
cosh(γ)

]
+ 2

[
2 exp

(3K

4

)
cosh(2γ) + exp

(9K

4

)
cosh(3γ)

]
, (3.47)

com γ = K(q − 1)m, sendo K = βJ .

Valores críticos para diversos tipos de redes são apresentados na Tabela 3, enquanto
o comportamento das curvas de magnetização em função da temperatura é visto na
Figura 13.

Tabela 3 – Temperaturas críticas para redes diversas obtidas através das aproximações de um e
dois sítios no modelo de Ising spin-3/2.

Redes q N = 1 N = 2
hexagonal 3 3,75 3,4892
quadrada 4 5 4,8026

cúbica simples 6 7,5 7,3662
bcc 8 10 9,8985
fcc 12 15 14,9315



Capítulo 3. Métodos aproximativos 36

0 2 4 6 8 10 12 14 16

0,3

0,6

0,9

1,2

1,5

3

4

6

8

12

kBT/J

m

Figura 13 – Magnetização em função da temperatura no modelo de Ising com S = 3/2. As linhas
cheias e tracejadas são para os casos N = 1 e N = 2, respectivamente. Os números
com cores correspondentes às curvas indicam o valor de q.

3.1.4 Spin-2

Cluster de um sítio

Para S = 2, a aproximação de campo médio fornece

m = 4 senh(2γ) + 2 senh(γ)
1 + 2 cosh(2γ) + 2 cosh(γ) , (3.48)

com γ = Kqm.

Nesse caso, para uma rede cúbica simples, kBTc/J = 12. Esse é o valor que deveria
constar na Tabela 5.1 da Ref. [82]. É notável que o valor da temperatura crítica nesse
caso é praticamente equivalente ao da aproximação EFT-16 obtida por Freitas [82]. Isso
provavelmente se dá por conta da aproximação dos momentos de ordens mais altas na
forma ⟨Sn⟩ ≡ ⟨S⟩n (n ⩾ 2), introduzida pelas Refs. [83–86].

Cluster de dois sítios

Para uma aproximação de dois sítios com S = 2, teremos

m = 1
2

Ω
Z

, (3.49)

sendo o numerador Ω dado por

Ω = 8e4K senh(4γ) + 12e2K senh(3γ) + 4eK senh(2γ)
6 A teoria de campo efetivo será descrita na seção 3.2.
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+ 8 senh(2γ) + 4e−2K senh(γ) + 4 senh(γ) (3.50)

e a função de partição

Z = 1 + 2
[
e−K + e−4K + 2 cosh(γ) + 2 cosh(2γ) + e4K cosh(4γ)

]
+ 2

[
2e−2K cosh(γ) + 2e2K cosh(3γ) + eK cosh(2γ)

]
, (3.51)

sendo γ = K(q − 1)m, com K = βJ .

Na Tabela 4 estão listados os valores críticos para redes diversas, enquanto a
Figura 14 exibe as curvas de magnetização em relação à temperatura.

Tabela 4 – Temperaturas críticas para redes diversas obtidas através das aproximações de um e
dois sítios no modelo de Ising spin-2.

Redes q N = 1 N = 2
hexagonal 3 6 5,5993
quadrada 4 8 7,6970

cúbica simples 6 12 11,7948
bcc 8 16 15,8445
fcc 12 24 23,8950
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Figura 14 – Magnetização em função da temperatura no modelo de Ising com S = 2. Os números
com cores correspondentes às curvas indicam o valor de q. Linhas cheias e tracejadas
são para os casos N = 1 e N = 2, respectivamente.
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3.1.5 Spin-5/2

Cluster de um sítio

Nesse caso, a magnetização é dada pela expressão:

m =
senh

(
γ
2

)
+ 3 senh

(
3γ
2

)
+ 5 senh

(
5γ
2

)
2 cosh

(
γ
2

)
+ 2 cosh

(
3γ
2

)
+ 2 cosh

(
5γ
2

) , (3.52)

com γ = Kqm.

Cluster de dois sítios

Para uma aproximação de dois sítios com S = 5/2, teremos:

m = 1
2

Ω
Z

, (3.53)

sendo o numerador Ω dado por

Ω = 10 exp
(25K

4

)
senh(5γ) + 16 exp

(15K

4

)
senh(4γ)

+ 12 exp
(5K

4

)
senh(3γ) + 6 exp

(9K

4

)
senh(3γ)

+ 8 exp
(3K

4

)
senh(2γ) + 8 exp

(
−5K

4

)
senh(2γ)

+ 2
[
exp

(
K

4

)
+ 2 exp

(
−3K

4

)
+ 2 exp

(
−15K

4

)]
senh(γ) (3.54)

e a função de partição

Z = 2
[
exp

(
−K

4

)
+ exp

(
−9K

4

)
+ exp

(
−25K

4

)]
+ 4

[
exp

(
−3K

4

)
cosh(γ) + exp

(
−15K

4

)
cosh(γ)

]
+ 4

[
exp

(3K

4

)
cosh(2γ) + exp

(
−5K

4

)
cosh(2γ)

]
+ 4

[
exp

(5K

4

)
cosh(3γ) + exp

(15K

4

)
cosh(4γ)

]
+ 2 exp

(
K

4

)
cosh(γ) + 2 exp

(9K

4

)
cosh(3γ)

+ 2 exp
(25K

4

)
cosh(5γ), (3.55)

com γ = K(q − 1)m.

Com base nestas equações, a Tabela 5 fornece os resultados dos valores críticos de
diferentes redes, ao passo que a Figura 15 ilustra como as curvas de magnetização variam
com relação à temperatura.
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Tabela 5 – Temperaturas críticas para redes diversas obtidas através das aproximações de um e
dois sítios no modelo de Ising spin-5/2.

Redes q N = 1 N = 2
hexagonal 3 8,75 8,1784
quadrada 4 11,667 11,2346

cúbica simples 6 17,5 17,2076
bcc 8 23,333 23,1118
fcc 12 35 34,8505
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Figura 15 – Magnetização em função da temperatura no modelo de Ising com S = 5/2. As linhas
cheias e tracejadas são para os casos N = 1 e N = 2, respectivamente. Os números
com cores correspondentes às curvas indicam o valor de q.

3.2 Teoria de campo efetivo
A teoria de campo efetivo (EFT) consiste, sem dúvida, em um dos formalismos mais

utilizados na literatura para o estudo de sistemas de Ising e Heisenberg. A aproximação
consiste em separar o hamiltoniano do sistema em duas partes distintas: HΩ e H′ , de tal
forma que a primeira inclui as contribuições do conjunto de sítios Ω da rede, enquanto a
segunda diz respeito ao restante. É relevante mencionar que, em geral, os hamiltonianos
HΩ e H′ não comutam, ou seja,

[
HΩ, H′

]
̸= 0. No entanto, mesmo nesses casos a teoria tem

sido empregada de maneira aproximada, fornecendo resultados superiores à aproximação
tradicional de campo médio.

Inicialmente, o valor esperado de uma grandeza física A relacionada à parte
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aproximada do hamiltoniano pode ser calculada da relação:

⟨A⟩Ω = Tr Ae−βH

Z
, (3.56)

na qual Z = Tr e−βH.

Considerando a definição H = HΩ + H′ , o traço total em (3.56) pode ser expresso
como um produto dos traços parciais da seguinte maneira:

⟨A⟩Ω = 1
Z

[
Tr′ TrΩ Ae−β(HΩ+H′ )

]
(3.57)

= 1
Z

[
Tr′ (TrΩ Ae−βHΩ

)
e−βH′

]
. (3.58)

Inserindo TrΩ e−βHΩ/ TrΩ e−βHΩ ≡ 1 em (3.58), com algumas manipulações pode-
mos reescrever:

⟨A⟩Ω = 1
Z

Tr′

TrΩ Ae−βHΩ

TrΩ e−βHΩ

TrΩ e−βHΩe−βH′

 . (3.59)

Empregando o fato de que Tr′ TrΩ ≡ Tr e e−βHΩe−βH′
= e−β(HΩ+H′ ) = e−βH,

teremos:

⟨A⟩Ω =
Tr
(

TrΩ Ae−βHΩ

TrΩ e−βHΩ

)
e−βH

Z
, (3.60)

ou, equivalentemente7:

⟨A⟩Ω =
〈

TrΩ Ae−βHΩ

TrΩ e−βHΩ

〉
, (3.61)

que é conhecida na literatura como identidade de Callen-Suzuki [87,88] e implica que o
valor médio de A, nessa aproximação, se reduz ao cálculo do traço no aglomerado finito
convenientemente escolhido. Pode-se dizer que este é o ponto de partida da aproximação
de campo efetivo para as descrições termodinâmicas de modelos de spins localizados. A
relação (3.61) torna-se naturalmente exata no caso particular em que haja comutatividade
entre os hamiltonianos:

[
HΩ, H′

]
= 0.

Por simplicidade, se considerarmos o modelo de Ising spin-1/2 e Ω como sendo os
clusters de tamanhos finitos Ω1 = {σ1} e Ω2 = {σ1, σ2}, então as magnetizações médias
por spin serão definidas por:

m = ⟨σ1⟩ =
〈

tgh
K

∑
j

σj

〉 , (3.62)

m =
〈

σ1 + σ2

2

〉
=
〈

senh(u + v)
cosh(u + v) + e−2K cosh(u − v)

〉
, (3.63)

sendo que em (3.63), u = K
∑

j

σj e v = K
∑

k

σk, com K = βJ e σ = ±1.

7 Comparar com a Eq. (3.56).
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3.2.1 Método do operador diferencial

Basicamente, a utilização do operador diferencial nos permite transformar a iden-
tidade exata (3.61) de modo a levar em consideração as autocorrelações de spins na
vizinhança do cluster, bem como as correlações de multi-sítios, tornando os resultados
EFT melhores do que a abordagem clássica de campo médio.

A técnica consiste essencialmente em considerar a expansão em série de Taylor de
uma função em torno de um ponto arbitrário x0:

f(x) =
∞∑

n=0

1
n!f

(n)(x0)(x − x0)n. (3.64)

Vamos definir o deslocamento λ = x − x0, de modo que possamos reescrever a
expressão (3.64) da seguinte forma:

f(x0 + λ) =
∞∑

n=0

1
n!f

(n)(x0)λn. (3.65)

De forma explícita, a n-ésima derivada de f(x) é dada por:

f (n)(x) = d

dx

d

dx
· · · d

dx︸ ︷︷ ︸
n vezes

f(x) =
(

d

dx

)n

f(x). (3.66)

Além disso, tomando x0 ≡ x e aplicando (3.66), reescrevemos de maneira mais
conveniente a relação (3.65):

f(x + λ) =
∞∑

n=0

1
n!

(
d

dx

)n

f(x)λn =
∞∑

n=0

1
n!

(
λ

d

dx

)n

f(x) (3.67)

Essa já é basicamente a relação na forma que queremos. Resta apenas compará-la
com a expansão da função exponencial

ez = 1 + z + 1
2!z

2 + 1
3!z

3 + · · · =
∞∑

n=0

zn

n! , (3.68)

considerando a substituição z = λDx (Dx ≡ d/dx), de tal forma que a equação (3.67)
torna-se8:

f(x + λ) = eλDxf(x) (3.69)

8 Podemos generalizar (3.69), considerando em vez de f(x), uma função de várias variáveis. Nesse caso,
teremos:

f(r + λλλ) = eλλλ·∇∇∇f(r),

em que para três dimensões, por exemplo, r = (x, y, z), λλλ = (λx, λy, λz) e ∇∇∇ =
(

∂
∂x , ∂

∂y , ∂
∂z

)
.
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A relação (3.69) foi utilizada inicialmente por Honmura e Kaneyoshi [89] para
a transformação da identidade de Callen-Suzuki. Desde então, passou a ser aplicada
em diversos trabalhos tratando ligas magnéticas [90,91], supercondutores [92], sistemas
amorfos [93], grafeno [94], diamante [95], filmes finos [96], nanofios [97], nanotubos [98],
dentre outros.

A fim de ilustrar uma aplicação, vamos considerar a aproximação de cluster de um
sítio no modelo de Ising spin-1/2. Dessa forma, a Eq. (3.62) pode ser reescrita da seguinte
forma:

m =
〈

e
K
∑

j

σjDx
〉

tgh (x)
∣∣∣∣∣∣
x=0

(3.70)

m =
〈 q∏

j

eKσjDx

〉
tgh(x)

∣∣∣∣∣∣
x=0

(3.71)

Considerando a expansão9:

eλσ =
∞∑

n=0

1
n! (λσ)n = 1 + λσ + 1

2!(λσ)2 + 1
3!(λσ)3 + 1

4!(λσ)4 + 1
5!(λσ)5 + · · ·

= 1 + λσ + 1
2!λ

2 + 1
3!λ

3σ + 1
4!λ

4 + 1
5!λ

5σ + · · ·

=
(

1 + λ2

2 + λ4

4! + · · ·
)

+ σ

(
λ + λ3

3! + λ5

5! + · · ·
)

= cosh(λ) + σj senh(λ), (3.72)

e substituindo em (3.71), teremos:

m =
〈 q∏

j

[
cosh(KDx) + σj senh(KDx)

]〉
tgh(x)

∣∣∣∣∣∣
x=0

. (3.73)

Fazendo uso da chamada aproximação de Zernike10:

m = (Cx + m Sx)q tgh(x)
∣∣∣
x=0

, (3.74)

em que Cx = cosh(KDx) e Sx = senh(KDx).

Logo, no caso unidimensional ou de uma cadeia linear (q = 2):

m = (Cx + mSx)2 tgh(x)
∣∣∣
x=0

=
(
C2

x + 2m CxSx + S2
x

)
tgh(x)

∣∣∣
x=0

(3.75)

9 Resultado conhecido na literatura como identidade de van der Waerden.
10 Vamos aproximar as correlações de multi-spins da seguinte forma:

⟨σjσkσl . . . σn⟩ ≈ ⟨σj⟩⟨σk⟩⟨σl⟩ . . . ⟨σn⟩,

para j ̸= k ̸= l ̸= . . . ̸= n.
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O primeiro e o último termos ( C2
x e S2

x) dessa expansão são funcionais pares, de
modo que podem ser desconsiderados quando aplicados à tangente hiperbólica11 (ímpar).
Logo, teremos:

m = A1m ⇒ A1 = 1, (3.76)

sendo A1 = 2 CxSx tgh(x)|x=0. Ou seja:

1 = 2 cosh(KDx) senh(KDx) tgh(x)|x=0 (3.77)
= senh(2KDx) tgh(x)|x=0 (3.78)

= 1
2
(
e2KDx − e−2KDx

)
tgh(x)|x=0 (3.79)

= 1
2 [ tgh(2K) − tgh(−2K)] (3.80)

= tgh(2K) (3.81)

Resolvendo, então, a equação 1 = tgh(2K), temos K−1
c = 0 (previsão correta para

o modelo de Ising unidimensional). Resultado que pode ser interpretado graficamente,
uma vez que 1 é uma das assíntotas horizontais da função tgh(x). Para qualquer outro
valor do número de coordenação, o procedimento é análogo, aumentando apenas o número
de coeficientes e, consequentemente, o trabalho matemático. Em geral, em vez de (3.76), a
expansão da magnetização é da forma:

m =
q∑

n=1
An(K)mn, com n ímpar, (3.82)

embora a criticalidade seja avaliada sempre pela condição A1 = 1, uma vez que, nesse
caso, m ≪ 1. De (3.82), numa rede cúbica simples, por exemplo:

m = A1m + A3m
3 + A5m

5. (3.83)

Na aproximação de dois sítios, o procedimento é análogo, de modo que a aplicação
do operador diferencial na média dada pela Eq. (3.63) resulta em:

m =
〈∏

j

eKσjDx
∏
j′

eKσj′ Dy
∏
k

e(KDx+KDy)σk

〉
f(x, y)

∣∣∣∣∣∣
x=0,y=0

, (3.84)

sendo que
f(x, y) = senh(x + y)

cosh(x + y) + e−2K cosh(x − y) . (3.85)

Na relação (3.84), os dois primeiros produtos são para os vizinhos isolados dos
sítios σ1 e σ2, respectivamente. Já o terceiro produtório aparece se a estrutura possuir
11 Isso é generalizado para qualquer função f(x) ímpar, de modo que:

Φ(λD)parf(x)
∣∣
x=0 = 0 e Φ(λD)ímparf(x)

∣∣
x=0 = f(λ).
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vizinhos em comum aos dois sítios do cluster, como nos casos das redes kagomé, triangular
e bcc, por exemplo. Esse é um aspecto destacável da teoria de campo efetivo em relação
às aproximações de campo médio: conseguir diferenciar tipos de estruturas com mesmo
número de coordenação. Definindo q′ como o número de vizinhos comuns aos dois spins da
aproximação, os dois primeiros produtórios irão de 1 até q −1−q′, enquanto o último irá de
k = 1 até q′. Por exemplo, nas redes cúbica simples e triangular, teremos, respectivamente:

m = (Cx + mSx)5(Cy + mSy)5f(x, y)
∣∣∣
x=0,y=0

, (q = 6 e q′ = 0) (3.86)

m = (Cx + mSx)3(Cy + mSy)3(Cxy + mSxy)2f(x, y)
∣∣∣
x=0,y=0

, (q = 6 e q′ = 2) (3.87)

sendo Cν = cosh(KDν), Sν = senh(KDν) (ν = x, y), Cxy = cosh[K(Dx + Dy)] e Sxy =
senh[K(Dx + Dy)].

Apenas para ilustrar e dar uma melhor noção do quão superiores são os resultados
EFT em relação às aproximações discutidas na seção 3.1, na Figura 16 são apresentadas
as curvas da magnetização para a rede quadrada no modelo de Ising.

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 40
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0,4
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1
N = 1
N = 2
N = 4

kBT/J

m

Solução exata

Figura 16 – Magnetização em função da temperatura no modelo de Ising spin-1/2 para a rede
quadrada com aproximações MFA e EFT. Os tamanhos dos clusters são indicados
com as cores das curvas. As linhas cheias e tracejadas são para MFA e EFT,
respectivamente. Pode-se comparar com a solução exata, nesse caso.

3.2.2 Método de integração funcional

Nesta seção é abordado de forma breve um método alternativo, menos utilizado na
literatura, que consiste em reescrever a funções hiperbólicas da identidade de Callen-Suzuki
por meio da utilização da função delta de Dirac e suas propriedades [99–101].
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Para o caso de um sítio, por exemplo, vamos aplicar a propriedade da função delta
de Dirac ∫ +∞

−∞
f(x)δ(x − α)dx = f(α) (3.88)

à identidade (3.62), considerando f(x) ≡ tgh(x). Assim, teremos12:

m =
〈

tgh
K

∑
j

σj

〉 =
∫ +∞

−∞
tgh(x)

〈
δ

x − K
∑

j

σj

〉 dx, (3.89)

onde K = J/kBT . Aplicando a representação integral da função delta

δ(x − α) = 1
2π

∫ +∞

−∞
eiω(x−α)dω, (3.90)

ficaremos com13:

m =
∫ +∞

−∞
tgh(x)

〈 1
2π

∫ +∞

−∞
e

iω

(
x−K

∑
j

σj

)
dω

〉dx

=
∫ +∞

−∞
tgh(x)

 1
2π

∫ +∞

−∞

〈
exp

−iωK
∑

j

σj

〉eiωxdω

dx

=
∫ +∞

−∞
tgh(x)

 1
2π

∫ +∞

−∞

〈 q∏
j

e−iωKσj

〉
eiωxdω

 dx (3.91)

A partir daqui, aplicando a aproximação de Zernike, já discutida na subseção 3.2.1,
podemos reescrever que: 〈∏

j

e−iωKσj

〉
≈
∏
j

〈
e−iωKσj

〉
, (3.92)

e expandindo exp (−iλσj) (λ = ωK) em série de potências:

e−iλσj =
∞∑

n=0

1
n! (−iλσj)n

= 1 − iλσj + 1
2!(−iλ)2σ2

j + 1
3!(−iλ)3σ3

j + 1
4!(−iλ)4σ4

j + 1
5!(−iλ)5σ5

j + · · ·

= 1 − iλσj − 1
2!λ

2 + i
1
3!λ

3σj + 1
4!λ

4 − i
1
5!λ

5σj − · · ·

=
(

1 − λ2

2 + λ4

4! − · · ·
)

− iσj

(
λ − λ3

3! + λ5

5! − · · ·
)

= cos(λ) − iσj sen(λ). (3.93)

Agora, com os resultados (3.93) e (3.94), a Eq. (3.91) passa a ser reescrita na forma:

m =
∫ +∞

−∞
tgh(x)

{
1

2π

∫ +∞

−∞

[
cos(ωK) − im sen(ωK)

]q

eiKωxdω

}
dx, (3.94)

12 Por simplicidade, consideraremos as equações na ausência de campo.
13 Note que α = K

∑
j

σj em (3.89).
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em que se considera m = ⟨σj⟩.

Similar ao que ocorre na aplicação do operador diferencial, da expansão de
[cos(ωK) − im sen(ωK)]q só irão contribuir os termos (coeficientes) ímpares com o fa-
tor i. E levando em conta que [102]:∫ +∞

−∞
tgh(x)

[ 1
2π

∫ +∞

−∞
i sen(nωK)eiωxdω

]
dx = − tgh(nK), (3.95)

onde n é uma constante arbitrária, os mesmos resultados da subseção 3.2.1 podem ser
facilmente obtidos. Por exemplo, no caso q = 2, o termo que interessa da expansão
polinomial em (3.94) é

−2i cos(ωK) sen(ωK) = −i sen(2ωK), (3.96)

que aplicado a (3.95) dará o resultado tgh(2K), conforme esperado.

3.2.3 Identidade de van der Waerden para S ⩾ 1

Até aqui foram abordadas aplicações EFT ao caso S = 1/2. Para S > 1/2, por
outro lado, embora o formalismo seja semelhante, a complexidade matemática aumenta
consideravelmente, uma vez que se faz necessária a utilização de novas formas da identi-
dade de van der Waerden. Há dois modos de se proceder nesses casos: escolher entre as
identidades de van der Waerden generalizadas exata ou aproximada. Ambas as situações
serão brevemente discutidas a seguir.

Em geral, para um valor de spin arbitrário S, é válida a relação:

eαSj =
2S∑

n=0
An(α)Sn

j , (3.97)

onde α é um parâmetro arbitrário e Sj = −S, −S + 1, . . . , S − 1, S.

Assim, para S = 1:
eαSj = A0 + A1Sj + A2S

2
j , (3.98)

e sendo Sj = −1, 0, +1, pode ser facilmente demonstrado que:

eαSj = 1 + Sj senh(α) + S2
j [cosh(α) − 1] . (3.99)

Já para S = 3/2:

eαSj = A0 + A1Sj + A2S
2
j + A3S

3
j , (3.100)

com os coeficientes:

A0 = 1
8

[
9 cosh

(
α

2

)
− cosh

(3α

2

)]
,
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A1 = 1
12

[
27 senh

(
α

2

)
− senh

(3α

2

)]
,

A2 = 1
2

[
cosh

(3α

2

)
− cosh

(
α

2

)]
,

A3 = 1
3

[
senh

(3α

2

)
− 3 senh

(
α

2

)]
,

e assim por diante, para os demais tipos de spins.

O grande problema, nesse caso, está na necessidade de se avaliar os valores esperados〈
Sn

j

〉
, (n = 1, ..., 2S). A fim de evitar tais dificuldades inerentes ao uso da identidade exata

de spin-S, é possível separar (3.97) em duas somas de potências pares e ímpares:

eαSj =
∞∑

n=0

α2n

(2n)!S
2n
j +

∞∑
n=0

α2n+1

(2n + 1)!S
2n+1
j , (3.101)

e considerando as aproximações S2n
j ≈

〈
S2

j

〉
, S2n+1

j ≈ Sj

〈
S2

j

〉
com a definição η2 = ⟨S2

j ⟩,
teremos:

eαSj = cosh(αη) + Sj

η
senh(αη), (3.102)

que corresponde à identidade de van der Waerden geral, mas aproximada. Para spins
S ⩾ 3/2, por exemplo, já é bem mais “acessível” de se trabalhar com (3.102) no formalismo
EFT. Usualmente, costuma-se definir q

D
= ⟨S2

j ⟩ como o momento quadrupolar, de modo
que podemos representar (3.102) também na forma:

eαSj = cosh(α√
q

D
) + Sj√

q
D

senh(α√
q

D
). (3.103)

Pode-se notar que para S = 1/2, essa identidade retoma a forma exata já conhecida,
mas para S = 1, já temos uma pequena diferença em relação à identidade exata (3.99).
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4 Modelo de Heisenberg anisotrópico
com interação Dzyaloshinskii-Moriya

Neste Capítulo são discutidos os diagramas de fases e as propriedades termodi-
nâmicas do modelo de Heisenberg com interação DM, através da aproximação de pares.
Na seção 4.1 é apresentado o formalismo e são discutidos os resultados no modelo de
spin-3/2, enquanto a seção 4.2 é dedicada aos resultados para o caso spin-2. Na seção 4.3
são mostrados os resultados em comparação com os casos S ⩽ 1. Por fim, a seção 4.4 trata
de algumas variações do modelo, incluindo o caso antiferromagnético e aplicação da teoria
de campo efetivo para S = 1.

O ponto de partida para as próximas seções é o hamiltoniano dado pela equação

H = −
∑
⟨i,j⟩

Jij[(1 − ∆)(Sx
i Sx

j + Sy
i Sy

j ) + Sz
i Sz

j ] −
∑
⟨i,j⟩

Dij · (Si × Sj), (4.1)

na qual os somatórios levam em conta as interações entre primeiros vizinhos, com Sα
i

(α = x, y, z) denotando as componentes do operador de spin no i-ésimo sítio da rede. Na
primeira soma, Jij é a interação de troca e ∆ ∈ [0, 1] é o parâmetro de troca anisotrópico.
Em particular, os casos ∆ = 0 e ∆ = 1 correspondem aos modelos de Heisenberg isotrópico
e Ising, respectivamente. Além disso, temos o vetor de acoplamento DM antissimétrico
(Dij = −Dji). Aqui consideraremos Jij > 0 (acoplamento ferromagnético) e D = D z (z é
o vetor axial).

Dessa forma, o hamiltoniano para um cluster de dois sítios é dado por:

−βH12 = K[(1 − ∆)(Sx
1 Sx

2 + Sy
1 Sy

2 ) + Sz
1Sz

2 ] + L(Sx
1 Sy

2 − Sy
1 Sx

2 ) + γ(Sz
1 + Sz

2), (4.2)

em que K = βJ , L = βD, β = 1/kBT (kB é a constante de Boltzmann e T é a temperatura).
Por fim, temos o parâmetro γ = K(q − 1)m, sendo q o número de coordenação da rede e
m a magnetização por sítio.

Nas seções seguintes são abordados os casos de spin-3/2 e spin-2, levando-se em
conta a aproximação (4.2) ao modelo (4.1).
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4.1 Caso S = 3/2

Para o tratamento do modelo nesse caso, consideraremos agora a aplicação das
matrizes de spin-3/2 com as seguintes definições1:

Sx = 1
2


0

√
3 0 0

√
3 0 2 0

0 2 0
√

3
0 0

√
3 0

 , (4.3)

Sy = 1
2i


0

√
3 0 0

−
√

3 0 2 0
0 −2 0

√
3

0 0 −
√

3 0

 , (4.4)

Sz = 1
2


3 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −3

 . (4.5)

4.1.1 Forma matricial do hamiltoniano

Usando as matrizes de spin-3/2 descritas pelas Eqs. (4.3) a (4.5), a aproximação
(4.2) resulta numa matriz 16 × 162, cuja forma explícita é relativamente grande, porém
com muitos elementos iguais a zero. Desse modo, a seguir são listados todos os elementos
não-nulos3:

h1,1 = 9K

4 + 3γ,

h2,2 = 3K

4 + 2γ, h2,5 = 3
2

[
K(1 − ∆) + iL

]
,

h3,3 = −3K

4 + γ, h3,6 =
√

3
[
K(1 − ∆) + iL

]
,

h4,4 = −9K

4 , h4,7 = 3
2

[
K(1 − ∆) + iL

]
,

h5,2 = 3
2

[
K(1 − ∆) − iL

]
, h5,5 = 3K

4 + 2γ,

h6,3 =
√

3
[
K(1 − ∆) − iL

]
, h6,6 = K

4 + γ, h6,9 =
√

3
[
K(1 − ∆) + iL

]
,

h7,4 = 3
2

[
K(1 − ∆) − iL

]
, h7,7 = −K

4 , h7,10 = 2
[
K(1 − ∆) + iL

]
,

h8,8 = −3K

4 − γ, h8,11 =
√

3
[
K(1 − ∆) + iL

]
,

h9,6 =
√

3
[
K(1 − ∆) − iL

]
, h9,9 = −3K

4 + γ,

1 Ver, por exemplo: <http://easyspin.org/documentation/spinoperators.html>
2 Para mais detalhes, ver o Apêndice A ou consultar as Refs. [103,104].
3 São 34 de um total de 256.

http://easyspin.org/documentation/spinoperators.html
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h10,7 = 2
[
K(1 − ∆) − iL

]
, h10,10 = −K

4 , h10,13 = 3
2

[
K(1 − ∆) + iL

]
,

h11,8 =
√

3
[
K(1 − ∆) − iL

]
, h11,11 = K

4 − γ, h11,14 =
√

3
[
K(1 − ∆) + iL

]
,

h12,12 = 3K

4 − 2γ, h12,15 = 3
2

[
K(1 − ∆) + iL

]
,

h13,10 = 3
2

[
K(1 − ∆) − iL

]
, h13,13 = −9K

4 ,

h14,11 =
√

3
[
K(1 − ∆) − iL

]
, h14,14 = −3K

4 − γ,

h15,12 = 3
2

[
K(1 − ∆) − iL

]
, h15,15 = 3K

4 − 2γ,

h16,16 = 9K

4 − 3γ.

Conforme definições prévias: K = βJ , L = βD e γ = K(q − 1)m.

4.1.2 Autovalores

Através da diagonalização do hamiltoniano, cujos elementos de matriz não-nulos
são apresentados na subseção 4.1.1, torna-se possível a construção da função de partição
e, consequentemente, a obtenção de todas as demais propriedades termodinâmicas do
sistema. Os dezesseis autovalores reais obtidos são listados a seguir:

λ1 = 9K

4 + 3γ, λ2 = −3K

4 + γ, λ3 = −3K

4 − γ, λ4 = 9K

4 − 3γ,

λ5 = −K

4 + γ +
√

K2 + 24W 2

2 , λ6 = −K

4 + γ −
√

K2 + 24W 2

2 ,

λ7 = −K

4 − γ +
√

K2 + 24W 2

2 , λ8 = −K

4 − γ −
√

K2 + 24W 2

2 ,

λ9 = 3K

4 + 2γ + 3W

2 , λ10 = 3K

4 + 2γ − 3W

2 ,

λ11 = 3K

4 − 2γ + 3W

2 , λ12 = 3K

4 − 2γ − 3W

2 ,

λ13 = −5K

4 + W +

√
4(K + W )2 + 9W 2

2 , λ14 = −5K

4 + W −

√
4(K + W )2 + 9W 2

2 ,

λ15 = −5K

4 − W +

√
4(K − W )2 + 9W 2

2 , λ16 = −5K

4 − W −

√
4(K − W )2 + 9W 2

2 .

Aqui, temos que: W = K
√

(1 − ∆)2 + (D/J)2.

4.1.3 Função de partição e magnetização

A função de partição, nesse caso, pode ser facilmente calculada através da definição:

Z = Tr[exp(−βH12)] =
16∑

n=1
eλn (4.6)
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Desse modo, aplicando os autovalores mostrados na subseção 4.1.2, Z será dada
pela seguinte expressão:

Z = 2 exp
(9K

4

)
cosh (3γ) + 2 exp

(
−3K

4

)
cosh (γ)

+ 4 exp
(

−K

4

)
cosh (γ) cosh

(√
K2 + 24W 2

2

)

+ 4 exp
(3K

4

)
cosh (2γ) cosh

(3W

2

)
(4.7)

+ 2 exp
(

−5K

4 + W
)

cosh

√

4 (K + W )2 + 9W 2

2


+ 2 exp

(
−5K

4 − W
)

cosh

√

4 (K − W )2 + 9W 2

2

 .

A magnetização, por sua vez, é obtida através da relação:

m = 1
2

Tr
[(

Sz
1 + Sz

2

)
exp

(
− βH12

)]
Tr
[

exp (−βH12)
] = 1

2

(
∂ ln Z

∂γ

)
(4.8)

Dessa forma, teremos:
m = A

Z
, (4.9)

sendo que Z é dada pela Eq. (4.7) e o numerador tem a expressão:

A = 3 exp
(9K

4

)
senh (3γ) + exp

(
−3K

4

)
senh (γ)

+ 2 exp
(

−K

4

)
senh (γ) cosh

(√
K2 + 24W 2

2

)

+ 4 exp
(3K

4

)
senh (2γ) cosh

(3W

2

)
,

com os parâmetros γ = K(q − 1)m, K = βJ e W = K
√

(1 − ∆)2 + (D/J)2.

Com a função de partição descrita, a energia livre por spin é definida como sendo:

g(m, K) = K(q − 1)m2 − β−1 ln Z(m, K). (4.10)

Esta expressão deve ser analisada para se determinar as transições de fase de
primeira ordem. Já nas proximidades de uma transição de segunda ordem, m≪1, de modo
que podemos fazer uma expansão do lado direito da Eq. (4.9) para obter:

m = A1m + A3m
3 + A5m

5 + O(m7), (4.11)

onde An são coeficientes dependentes de J , D e q.
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De acordo com a Eq. (4.11), na vizinhança de uma transição crítica contínua:

m2 = 1 − A1

A3
. (4.12)

Assim, a linha de transição de segunda ordem é determinada pelas condições
A1 = 1 e A3 < 0 e termina em um ponto tricrítico, dado por A1 = 1 e A3 = 0 (com
A5 < 0). Se A1 = 1 e A3 > 0, temos uma linha instável e deve-se investigar a solução
para uma transição de primeira ordem através da formulação da energia livre do modelo.
As temperaturas críticas de uma transição descontínua são obtidas pela comparação da
energia livre nos estados ordenado e desordenado, ou seja, g(m) e g(0). As condições que
devem ser simultaneamente satisfeitas são g(m) = g(0) e ∂g/∂m = 0.

4.1.4 Resultados

A Figura 17 mostra o comportamento da magnetização como uma função da
temperatura para alguns valores de D/J com ∆ = 1. Para D/J = 1, 3 e 4,7, a magnetização
decresce até zero de forma contínua, caracterizando uma transição de fase de segunda
ordem.

0 , 0 0 , 5 1 , 0 1 , 5 2 , 0 2 , 5 3 , 0 3 , 5 4 , 0 4 , 5 5 , 0 5 , 5 6 , 0 6 , 5 7 , 00 , 0 0

0 , 2 5

0 , 5 0

0 , 7 5

1 , 0 0

1 , 2 5

1 , 5 0
∆ = 1

b

e

e

d

d

c

c

c

b a

e

d
cm

k B T / J

Figura 17 – Variações térmicas da magnetização para ∆ = 1 com diferentes valores do parâmetro
DM: a) D/J = 1, b) D/J = 3, c) D/J = 4,7, d) D/J = 4,95 e e) D/J = 5. As linhas
cheias e tracejadas correspondem às soluções estáveis e instáveis, respectivamente.
As linhas pontilhadas verticais indicam a descontinuidade de m nas temperaturas
críticas de primeira ordem para as curvas d) e e).

Nestes casos, quando D/J = 3 e 4,7, são mostradas também soluções fisicamente
instáveis, que são dadas pelas linhas tracejadas com as letras correspondentes. Por outro
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lado, quando D/J excede o valor Dt no ponto tricrítico, temos a presença de transição de
fase de primeira ordem e a magnetização sofre uma descontinuidade de um valor finito a
zero na temperatura crítica de primeira ordem. Isso ocorre para D/J = 4,95 e D/J = 5,
com as temperaturas kBTc/J = 2,1949 e kBTc/J = 1,1638, respectivamente.

O diagrama de fases do sistema é mostrado na Figura 18. A variação da tem-
peratura de transição é dada em função de D/J . São destacadas algumas curvas para
diferentes valores do parâmetro anisotrópico de troca: ∆ = 0 (modelo isotrópico), ∆ = 0,3
(anisotrópico) e ∆ = 1 (modelo de Ising de spin-3/2). De zero até valores intermediários de
D/J , nota-se claramente que o sistema exibe as maiores medidas de temperatura crítica no
limite do modelo de Ising (∆ = 1). Além disso, quando ∆ = 1, na ausência do parâmetro
DM, obtém-se a temperaturas críticas kBTc/J = 7,3662, que é consistente e menor do que o
resultado obtido através da aproximação padrão de campo médio (kBTc/J = 7,5) [105]. Tal
valor pode também ser comparado com as Refs. [106] (kBTc/J = 6,6962) usando teoria de
campo efetivo de um sítio (EFT-1), [107] (kBTc/J = 6,6601) por EFT-2 e kBTc/J = 6,5339
na rede de Bethe [108] e pelo método de cluster variacional [109].

0 , 0 0 , 5 1 , 0 1 , 5 2 , 0 2 , 5 3 , 0 3 , 5 4 , 0 4 , 5 5 , 0

1

2

3

4

5

6

7

4 , 7 5 4 , 8 0 4 , 8 5 4 , 9 0 4 , 9 5 5 , 0 0 5 , 0 5
0 , 0

0 , 5

1 , 0

1 , 5

2 , 0

2 , 5

3 , 0

 ∆ = 1
 ∆ = 0 , 3
 ∆ = 0

D / J

k BT c/J
 

 

 

 

Figura 18 – Diagrama de fases do modelo de Heisenberg com spin-3/2 para valores selecionados
de ∆. As linhas cheias e pontilhadas indicam as transições de fase contínuas e
descontínuas, respectivamente. Os pontos tricríticos são marcados pelos pontos no
gráfico. A inserção mostra em detalhes a região tricrítica e as linhas de transição de
primeira ordem.

Conforme pode ser observado, quando D/J aumenta a partir de zero, a temperatura
crítica na transição de segunda ordem vai decrescendo até o PTC (Tt, Dt) e a temperatura
tricrítica Tt = 2,7405 é independente do valor assumido pelo parâmetro ∆. O valor Dt, por
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sua vez, é numericamente dado em termos de ∆, de sorte que Dt =
√

24,2234 − (1 − ∆)2.
As transições de primeira ordem (linhas pontilhadas no diagrama) tendem para zero na
escala de temperatura quando D/J aumenta a partir do PTC (Dt) até o valor crítico
D0 =

√
25,5224 − (1 − ∆)2.

Energia interna, calor específico e susceptibilidade magnética

A seguir são mostrados os gráficos da energia interna, calor específico e susceptibi-
lidade magnética a campo nulo para o modelo com S = 3/2. A energia interna por spin é
calculada através da definição

u = −∂ ln Z

∂K
= − 1

Z

∂Z

∂K
, (4.13)

de modo que o calor específico reduzido pode ser avaliado pela derivada da Eq. (4.13)
em relação à temperatura ou diretamente por diferenciação numérica e a susceptibilidade
magnética a campo nulo é dada por χ = ∂m/∂H|H=0, usando-se m da Eq. (4.9) com
γ = K[(q − 1)m + H/J ]. Algebricamente, as expressões para a energia interna e a
susceptibilidade magnética são relativamente grandes, mas são apresentadas em linguagem
Fortran no Apêndice B para o caso de spin-3/2.

0 2 4 6 8 1 0 1 2 1 4

- 2 5

- 2 0

- 1 5

- 1 0

- 5

0
∆ = 1

k B T / J

u

 D / J = 0 , 5
 D / J = 2 , 5
 D / J = 4 , 0
 D / J = 5 , 0

Figura 19 – Energia interna em função da temperatura para valores selecionados de D/J e
anisotropia ∆ = 1.
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0

2

4

6

8 ∆ = 1 D / J = 0 , 5
 D / J = 2 , 5
 D / J = 4 , 0

k B T / J

c

Figura 20 – Calor específico em função da temperatura para valores selecionados de D/J e
anisotropia ∆ = 1.

4 , 0 4 , 5 5 , 0 5 , 5 6 , 0 6 , 5 7 , 0 7 , 5 8 , 0 8 , 5 9 , 0
0

2 0

4 0

6 0

8 0 ∆ = 1

k B T / J

χ

 D / J = 0 , 5
 D / J = 2 , 5
 D / J = 3 , 5

Figura 21 – Susceptibilidade magnética a campo nulo em função da temperatura para valores
selecionados de D/J e anisotropia ∆ = 1.
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4.2 Caso S = 2

Partiremos novamente da aproximação de pares já discutida na seção anterior:

−βH12 = K[(1 − ∆)(Sx
1 Sx

2 + Sy
1 Sy

2 ) + Sz
1Sz

2 ] + L(Sx
1 Sy

2 − Sy
1 Sx

2 ) + γ(Sz
1 + Sz

2), (4.14)

com K = βJ , L = βD, γ = K(q − 1)m e vamos agora considerar as matrizes de spin-2
com as definições:

Sx = 1
2



0 2 0 0 0
2 0

√
6 0 0

0
√

6 0
√

6 0
0 0

√
6 0 2

0 0 0 2 0


, (4.15)

Sy = 1
2i



0 2 0 0 0
−2 0

√
6 0 0

0 −
√

6 0
√

6 0
0 0 −

√
6 0 2

0 0 0 −2 0


, (4.16)

Sz =



2 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 −2


. (4.17)

4.2.1 Forma matricial do hamiltoniano

Usando as matrizes de spin-2 descritas pelas Eqs. (4.15) a (4.17), a Eq. (4.14)
é representada por uma matriz 25 × 25. Assim como na subseção 4.1.1 para o caso de
spin-3/2, somente os elementos diferentes de zero4 são listados a seguir:

h1,1 = 4K + 4γ, h2,2 = 2K + 3γ, h2,6 = 2
[
K (1 − ∆) + iL

]
,

h3,3 = 2γ, h3,7 =
√

6
[
K(1 − ∆) + iL

]
, h4,4 = −2K + γ,

h4,8 =
√

6
[
K(1 − ∆) + iL

]
, h5,5 = −4K, h5,9 = 2

[
K (1 − ∆) + iL

]
,

h6,2 = 2
[
K (1 − ∆) − iL

]
, h6,6 = 2K + 3γ,

h7,3 =
√

6
[
K(1 − ∆) − iL

]
, h7,7 = K + 2γ, h7,11 =

√
6
[
K(1 − ∆) + iL

]
,

h8,4 =
√

6
[
K(1 − ∆) − iL

]
, h8,8 = γ, h8,12 = 3

[
K (1 − ∆) + iL

]
,

4 No total, há 56 elementos não-nulos.
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h9,5 = 2
[
K(1 − ∆) − iL

]
, h9,9 = −K, h9,13 = 3

[
K (1 − ∆) + iL

]
,

h10,10 = −2K − γ, h10,14 =
√

6
[
K (1 − ∆) + iL

]
h11,7 =

√
6
[
K(1 − ∆) − iL

]
, h11,11 = 2γ,

h12,8 = 3
[
K(1 − ∆) − iL

]
, h12,12 = γ, h12,16 =

√
6
[
K (1 − ∆) + iL

]
,

h13,9 = 3
[
K(1 − ∆) − iL

]
, h13,17 = 3

[
K(1 − ∆) + iL

]
h14,10 =

√
6
[
K(1 − ∆) − iL

]
, h14,14 = −γ, h14,18 = 3

[
K(1 − ∆) + iL

]
h15,15 = −2γ, h15,19 =

√
6
[
K(1 − ∆) + iL

]
,

h16,12 =
√

6
[
K(1 − ∆) − iL

]
, h16,16 = −2K + γ,

h17,13 = 3
[
K(1 − ∆) − iL

]
, h17,17 = −K, h17,21 = 2

[
K (1 − ∆) + iL

]
,

h18,14 = 3
[
K(1 − ∆) − iL

]
, h18,18 = −γ, h18,22 =

√
6
[
K (1 − ∆) + iL

]
,

h19,15 =
√

6
[
K(1 − ∆) − iL

]
, h19,19 = K − 2γ, h19,23 =

√
6
[
K (1 − ∆) + iL

]
,

h20,20 = 2K − 3γ, h20,24 = 2
[
K (1 − ∆) + iL

]
,

h21,17 = 2
[
K(1 − ∆) − iL

]
, h21,21 = −4K,

h22,18 =
√

6
[
K(1 − ∆) − iL

]
, h22,22 = −2K − γ, h23,19 =

√
6
[
K(1 − ∆) − iL

]
,

h23,23 = −2γ, h24,20 = 2
[
K(1 − ∆) − iL

]
, h24,24 = 2K − 3γ, h25,25 = 4K − 4γ.

Aqui, mais uma vez, temos: K = βJ , L = βD e γ = K(q − 1)m.

4.2.2 Autovalores

Calculando-se os autovalores da matriz cujos elementos são dados na subseção 4.2.1,
é possível construir a expressão da função de partição e, a partir daí, obter as propriedades
termodinâmicas do modelo. Neste caso, todos os autovalores reais obtidos são listados a
seguir5:

λ1 = 2γ, λ2 = −2γ, λ3 = 4(K + γ), λ4 = 4(K − γ),
λ5 = 2K + 3γ + 2W, λ6 = 2K + 3γ − 2W,

λ7 = 2K − 3γ + 2W, λ8 = 2K − 3γ − 2W,

5 Diferentemente do caso S = 3/2 abordado na seção 4.1, o aumento da dimensão matricial torna o
cálculo dos autovalores uma tarefa não trivial. Neste caso, os três últimos autovalores (λ23, λ24 e λ25)
foram obtidos a partir da análise do polinômio característico, cuja fatoração resulta num produto de
vários polinômios, sendo o maior deles de grau 3. Com isso, as soluções de uma equação cúbica (para
três raízes reais distintas) foram obtidas com base na Ref. [110].
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λ9 = −5K

2 +
√

9K2 + 16W 2

2 , λ10 = −5K

2 −
√

9K2 + 16W 2

2 ,

λ11 = K

2 + 2γ +
√

K2 + 48W 2

2 , λ12 = K

2 + 2γ −
√

K2 + 48W 2

2 ,

λ13 = K

2 − 2γ +
√

K2 + 48W 2

2 , λ14 = K

2 − 2γ −
√

K2 + 48W 2

2 ,

λ15 = −K + γ + 3W

2 + Υ1

2 , λ16 = −K + γ − 3W

2 + Υ2

2 ,

λ17 = −K + γ + 3W

2 − Υ1

2 , λ18 = −K + γ − 3W

2 − Υ2

2 ,

λ19 = −K − γ + 3W

2 + Υ1

2 , λ20 = −K − γ − 3W

2 + Υ2

2 ,

λ21 = −K − γ + 3W

2 − Υ1

2 , λ22 = −K − γ − 3W

2 − Υ2

2 ,

λ23 = −5K

3 + 2
3

√
Ω1 sen

[
π

6 + 1
3 arccos

(
KΩ2

Ω1
3/2

)]
,

λ24 = −5K

3 + 2
3

√
Ω1 cos

[
π

3 + 1
3 arccos

(
KΩ2

Ω1
3/2

)]
,

λ25 = −5K

3 − 2
3

√
Ω1 cos

[
1
3 arccos

(
KΩ2

Ω1
3/2

)]
.

Aqui, temos Υ1 =
√

4K2 + 12KW + 33W 2, Υ2 =
√

4K2 − 12KW + 33W 2, Ω1 =
13K2 + 66W 2 e Ω2 = 35K2 − 477W 2 com W = K

√
(1 − ∆)2 + (D/J)2.

4.2.3 Função de partição e magnetização

Aplicando os autovalores obtidos na subseção 4.2.2, a função de partição Z será
dada pela seguinte expressão:

Z = 2 cosh(2γ) + 2 exp (4K) cosh (4γ) + 2 exp
(

−5K

2

)
cosh

(1
2

√
9K2 + 16W 2

)
+ 4 exp (2K) cosh (3γ) cosh (2W ) + 4 exp

(
K

2

)
cosh (2γ) cosh

(1
2

√
K2 + 48W 2

)
+ 4 exp (−K) cosh(γ)

[
exp

(3W

2

)
cosh

(
Υ1

2

)
+ exp

(
−3W

2

)
cosh

(
Υ2

2

)]

+ exp
{

−5K

3 + 2
3

√
Ω1 sen

[
π

6 + 1
3 arccos

(
KΩ2

Ω1
3/2

)]}
(4.18)

+ exp
{

−5K

3 + 2
3

√
Ω1 cos

[
π

3 + 1
3 arccos

(
KΩ2

Ω1
3/2

)]}

+ exp
{

−5K

3 − 2
3

√
Ω1 cos

[
1
3 arccos

(
KΩ2

Ω1
3/2

)]}
.

A magnetização m tem a expressão (como já discutido anteriormente):

m = A

Z
, (4.19)
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sendo Z a função de partição dada pela Eq. (4.18) e

A = 2 senh (2γ) + 4 exp (4K) senh (4γ) + 6 exp (2K) senh (3γ) cosh (2W )

+ 4 exp
(

K

2

)
senh (2γ) cosh

(1
2

√
K2 + 48W 2

)
+ 2 exp (−K) senh(γ)

[
exp

(3W

2

)
cosh

(
Υ1

2

)
+ exp

(
−3W

2

)
cosh

(
Υ2

2

)]
,

com γ = K(q−1)m, K = βJ , Υ1 =
√

4K2 + 12KW + 33W 2, Υ2 =
√

4K2 − 12KW + 33W 2

e W = K
√

(1 − ∆)2 + (D/J)2.

4.2.4 Resultados

O comportamento da magnetização como função da temperatura é mostrado na
Figura 22 para valores selecionados de D/J com ∆ = 1. Para D/J = 1, 3,5 e 5, ocorrem
transições de fase de segunda ordem, em que a magnetização decresce continuamente
até zero no ponto crítico. Quando D/J = 3,5 e 5 as soluções instáveis podem ser vistas
pelas curvas tracejadas com as letras correspondentes. Quando D > Dt, são apresentadas
duas curvas com transição de fase de primeira ordem: D/J = 5,20 e D/J = 5,25, com
temperaturas críticas kBTc/J = 3,4797 e kBTc/J = 1,4390, respectivamente.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 20 , 0 0

0 , 2 5

0 , 5 0

0 , 7 5

1 , 0 0

1 , 2 5

1 , 5 0

1 , 7 5

2 , 0 0

c

d

d

d
c

e
c

e

∆ = 1

b

e

c

b
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e

d
c

m

k B T / J

Figura 22 – Variações térmicas da magnetização para ∆ = 1 com diferentes valores do parâmetro
DM: a) D/J = 1,0, b) D/J = 3,5, c) D/J = 5,0, d) D/J = 5,20 e e) D/J =
5,25. As linhas cheias e tracejadas correspondem às soluções estáveis e instáveis,
respectivamente. As linhas pontilhadas verticais indicam a descontinuidade de m
nas temperaturas críticas de primeira ordem para as curvas d) e e).
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A Figura 23 mostra o diagrama de fases do sistema para o caso S = 2, em que a
temperatura crítica varia em função de D/J . As representações gráficas de algumas curvas
para diferentes valores de ∆ são indicadas na legenda. O comportamento é qualitativamente
similar ao caso S = 3/2, já discutido anteriormente. Em relação às medidas dos parâmetros,
quando ∆ = 1 e D = 0, por exemplo, obtém-se o valor kBTc/J = 11,7948, que pode ser
comparado com a aproximação de campo médio: kBTc/J = 12 [105]. É também comparável
com os resultados das Refs. [106] (kBTc/J = 10,769) usando EFT-1, kBTc/J = 10,6916,
por meio de EFT-2 [107] e kBTc/J = 10,514 na rede de Bethe [108].

0 , 0 0 , 4 0 , 8 1 , 2 1 , 6 2 , 0 2 , 4 2 , 8 3 , 2 3 , 6 4 , 0 4 , 4 4 , 8 5 , 2

1
2
3
4
5
6
7
8
9

1 0
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1
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 ∆ = 1
 ∆ = 0 , 3
 ∆ = 0

D / J

k BT c/J
 

Figura 23 – Temperatura crítica do modelo de Heisenberg spin-2 como função da interação DM
para valores selecionados de ∆. As linhas cheias e pontilhadas indicam as transições
de fase contínuas e descontínuas, respectivamente. Os pontos tricríticos são marcados
pelos pontos no gráfico. A inserção mostra em detalhes a região tricrítica e as linhas
de transição de primeira ordem.

Além disso, nesse caso a temperatura tricrítica vale Tt = 4,0146 e independe do
valor assumido pelo parâmetro anisotrópico de troca ∆. O valor de Dt, por outro lado, é
numericamente dado em termos de ∆, de tal forma que Dt =

√
26,8667 − (1 − ∆)2. Já

para as transições de primeira ordem (linhas pontilhadas), no limite kBTc/J → 0, temos o
valor crítico D0 =

√
28 − (1 − ∆)2.

Energia interna, calor específico e susceptibilidade magnética

A seguir são mostrados os gráficos da energia interna, calor específico e susceptibi-
lidade magnética a campo nulo para o modelo com S = 2.
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Figura 24 – Energia interna em função da temperatura para valores selecionados de D/J e
anisotropia ∆ = 1.
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Figura 25 – Calor específico em função da temperatura para valores selecionados de D/J e
anisotropia ∆ = 1.
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Figura 26 – Susceptibilidade magnética a campo nulo em função da temperatura para valores
selecionados de D/J e anisotropia ∆ = 1.

Nas seções iniciais deste Capítulo foram apresentados os diagramas de fases e
propriedades termodinâmicas do modelo anisotrópico de Heisenberg com interação DM
através de uma aproximação de pares para os casos S = 3/2 e S = 2. Foi mostrado
que a interação DM induz um comportamento tricrítico no sistema, sendo que o valor
de D/J no ponto tricrítico é dado em termos do parâmetro anisotrópico ∆. Contudo,
destaca-se a independência da temperatura tricrítica com relação a ∆. Em termos gerais,
o comportamento crítico mostrado pode ser explicado como resultado de uma competição
da interação DM com a interação de troca J . Enquanto esta tende a produzir um estado
ferromagnético colinear, a presença da interação DM contribui para a desordem do sistema.
Ou seja, à medida que o parâmetro DM aumenta, o sistema tende à fase paramagnética
mais rapidamente. Dessa forma, uma menor temperatura é suficiente para provocar uma
quebra do alinhamento entre os spins. Este comportamento é evidente quando se observa
as curvas de magnetização.

4.3 Comparação com os casos S ⩽ 1

No trabalho desenvolvido por Sun e Kong [17] para o modelo com S = 1, relatou-
se que por comparação com resultados já conhecidos para S = 1/2, as temperaturas
tricríticas eram inferiores, ao passo que os valores de D no ponto tricrítico eram maiores.
Uma checagem dos cálculos de ambos os casos previamente reportados é capaz de mostrar a
razão de tal comportamento: nos estudos do modelo com spin-1/2 [13,15,16], os operadores
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de spin Sα
i (α = x, y, z) foram considerados como sendo as matrizes de Pauli (sem incluir

o fator ½). Ou seja, pelo menos para efeitos de comparação, é conveniente considerar
os operadores de spins com as constantes apropriadas6. Posto isto, na Figura 27 são
produzidas as curvas dos diagramas de fases com ∆ = 0,3 (Heisenberg anisotrópico) para
os quatro tipos de spins, incluindo os casos discutidos previamente na literatura.
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S = 3 / 2
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S = 1 / 2

D / J
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Figura 27 – Diagrama de fases kBTc/J − D/J com ∆ = 0,3 para S = 1/2, S = 1, S = 3/2 e
S = 2 na rede cúbica simples.

Conforme pode ser visto da comparação entre os diferentes casos, as temperaturas
críticas (e tricríticas) são maiores conforme se aumenta o valor do spin. É evidente que
um comportamento similar também ocorre em relação a D no ponto tricrítico.

Semelhante ao obtido por Sousa et al. [13] para o caso S = 1/2, a solução analítica
para o ponto tricrítico é dada pelas equações:

Tt = q − 1
6 e Dt =

√√√√(q − 1)2

9 argcosh2
[
2 exp

(
3

q − 1

)]
− (1 − ∆)2. (4.20)

Os resultados de (4.20) são obtidos das condições A1 = 1, A3 = 0 na expansão da
magnetização. Dessa forma, fica claro que o valor da temperatura é dependente apenas
do tipo de estrutura considerada (número de vizinhos q), enquanto o parâmetro DM
depende também da anisotropia do modelo. Isto implica que para a rede cúbica simples
(q = 6): Tt = 5/6 e Dt =

√
10,7465 − (1 − ∆)2. Por outro lado, para S = 1, temos as

soluções numéricas Tt = 1,7084 e Dt =
√

19,5016 − (1 − ∆)2. Na Tabela 6 são listados
6 Isso vale especialmente para os casos de spins semi-inteiros.
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numericamente os parâmetros críticos do modelo para os diferentes tipos de spins estudados.
São usadas as seguintes notações: Dt = D/J e Tt = kBTc/J no ponto tricrítico, D0 = D/J

quando kBTc/J → 0 e T0 = kBTc/J quando D/J = 0.

Tabela 6 – Localização dos pontos tricríticos, valores críticos da interação DM (kBTc/J → 0)
e temperaturas críticas com D = 0 para S = 1/2, S = 1, S = 3/2 e S = 2 na rede
cúbica simples.

S = 1/2 [13, 16] S = 1 [17]
∆ = 0 ∆ = 0,3 ∆ = 1 ∆ = 0 ∆ = 0,3 ∆ = 1

Dt 3,1219 3,2029 3,2782 4,3014 4,3602 4,4161
Tt 0,8333 0,8333 0,8333 1,7084 1,7084 1,7084

D0 3,3541 3,4293 3,5000 4,4721 4,5288 4,5826
T0 1,4298 1,4463 1,4617 3,8608 3,8921 3,9218

S = 3/2 [111] S = 2
∆ = 0 ∆ = 0,3 ∆ = 1 ∆ = 0 ∆ = 0,3 ∆ = 1

Dt 4,8191 4,8717 4,9217 5,0859 5,1358 5,1833
Tt 2,7405 2,7405 2,7405 4,0146 4,0146 4,0146

D0 4,9520 5,0032 5,0520 5,1962 5,2450 5,2915
T0 7,2673 7,3180 7,3662 11,6478 11,7232 11,7948

As demais propriedades termodinâmicas, comparadas em relação aos diferentes
tipos de spins, são mostradas a seguir. São considerados os parâmetros fixos ∆ = 1 e
D/J = 0,5, para os quais há ocorrência apenas de transições de segunda ordem.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 20 , 0

0 , 5
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1 , 5
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D / J = 0 , 5
 S = 2
 S = 3 / 2
 S = 1
 S = 1 / 2

∆ = 1

Figura 28 – Magnetização em função da temperatura com D/J = 0,5 e ∆ = 1 para os casos de
S = 1/2 a S = 2.
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Figura 29 – Energia interna em função da temperatura para diferentes tipos de spin e valores
fixos ∆ = 1 e D/J = 0,5.
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Figura 30 – Calor específico em função da temperatura para diferentes tipos de spin e valores
fixos ∆ = 1 e D/J = 0,5.
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Figura 31 – Susceptibilidade magnética a campo nulo em função da temperatura para diferentes
tipos de spin e valores fixos ∆ = 1 e D/J = 0,5.

4.4 Abordagem a outras versões do modelo

4.4.1 Modelo isotrópico com interação DM e campo aleatório

Os efeitos de campo aleatório nos modelos magnéticos têm sido um tópico de
crescente interesse ao longo dos anos [6, 8–10,19, 112–114]. Respostas para várias questões
tais como existência ou ausência de pontos tricríticos [115–117] ainda não foram obtidas
de forma definitiva. Neste contexto, a escolha da distribuição do campo, bem como o tipo
de aproximação utilizada desempenham um papel relevante. O modelo de Ising de campo
aleatório (RFIM) foi inicialmente introduzido por Larkin [118] para supercondutores e
depois generalizado por Imry e Ma [119]. Uma das maiores motivações para investigação
de campos aleatórios é o fato de que antiferromagnetos diluídos na presença de campo
homogêneo se comportam como ferromagnetos em campo aleatório uniaxial. Alguns
exemplos de aplicações são os compostos FexZn1−xF2 [120] e Rb2CoxMg1−xF4 [121].

Do ponto de vista teórico, a maioria dos estudos considerando a inclusão de
campo aleatório nos modelos tais como Ising e Heisenberg lidam com o caso de spin-
1/2. Albuquerque e Arruda [122] estudaram as características da transição de fases com
campo distribuído de forma bimodal através da teoria de campo efetivo (EFT-2), onde
foi encontrado um ponto tricrítico. Posteriormente, Albuquerque et al. [123] trataram o
mesmo sistema para o caso amorfo. Com a abordagem EFT, Sousa et al. [18] estudaram
os efeitos de campo aleatório numa distribuição bimodal no modelo de Heisenberg clássico
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e quântico e também obtiveram um comportamento tricrítico. O caso de uma distribuição
trimodal de campo aleatório foi tratado por Akıncı [113] no modelo de Heisenberg quântico
anisotrópico, com resultados para as redes cúbica simples e cúbica de corpo centrado,
também via formalismo EFT. O comportamento crítico do modelo de Heisenberg clássico
com campo aleatório numa distribuição trimodal foi ainda investigado por Santos-Filho et
al. [8]. Alguns estudos têm abordado modelos com presença de campo cristalino e campo
aleatório simultaneamente, como na Ref. [124] para o modelo Blume-Capel spin-3/2.

Dessa forma, além da interação DM, já é conhecido o fato de que a presença
de campo magnético aleatório em alguns modelos podem induzir um ponto tricrítico
no diagrama de fases [8, 113]. Nesta seção, analisaremos o modelo de Heisenberg spin-1
com interação DM e campo magnético aleatório, mostrando que em algumas situações
há ocorrência de fenômenos multicríticos, como a presença de pontos críticos de quarta
ordem [125–128], os quais podem também ser obtidos em outros sistemas, tais como no
modelo de Ising misto com diferentes anisotropias de íon-único [129].

A seguir, serão discutidos o formalismo e alguns resultados do modelo, com aplicação
para a rede cúbica simples7. Nesse caso, o hamiltoniano é descrito através da relação:

H = −
∑
⟨i,j⟩

JijSi · Sj −
∑
⟨i,j⟩

Dij · (Si × Sj) −
∑

i

Hi · Si, (4.21)

em que as modificações em relação aos casos discutidos nas seções prévias consistem na
ausência de anisotropia de troca (∆ = 0) e inclusão do termo de campo externo, para o
qual será aplicada uma distribuição de probabilidades trimodal:

P (Hi) = pδ(Hi) + 1 − p

2

[
δ(Hi − H) + δ(Hi + H)

]
. (4.22)

Na Eq. (4.22), p é um número real (p ∈ [0, 1]), e δ(X) [X ≡ Hi, Hi ± H] é a função
delta de Dirac. Para p = 1 ou H = 0, o sistema se reduz ao modelo de Heisenberg com
interação DM, enquanto para o intervalo 0 < p < 1, há uma contribuição ±H, com
probabilidades (1 − p)/2. Já quando p = 0, retoma-se o caso de uma distribuição bimodal,
com probabilidades iguais a 1/2 para +H e −H.

Formalismo

Considerando J > 0, D = Dz e o campo externo longitudinal H = Hz, o hamilto-
niano (4.21) na aproximação de pares será descrito por:

−βH12 = K (Sx
1 Sx

2 + Sy
1 Sy

2 + Sz
1Sz

2) + L(Sx
1 Sy

2 − Sy
1 Sx

2 ) + xSz
1 + ySz

2 , (4.23)

7 Um estudo inicial desse modelo foi desenvolvido na dissertação de mestrado [130]. Contudo, não foram
devidamente discutidos alguns aspectos do modelo, tais como a estabilidade dos pontos tricríticos nos
diagramas de fases.
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com K = βJ , L = βD, β = 1/kBT , x = K[(q − 1)m + H1/J ], y = K[(q − 1)m + H2/J ],
sendo m a magnetização por sítio e q o número de coordenação da rede.

Na representação do produto direto de Sz
1 e Sz

2 , o hamiltoniano efetivo (4.23) é
escrito pela matriz hermitiana:

−βH12 =



h11 0 0 0 0 0 0 0 0
0 x 0 γ 0 0 0 0 0
0 0 h33 0 γ 0 0 0 0
0 γ∗ 0 y 0 0 0 0 0
0 0 γ∗ 0 0 0 γ 0 0
0 0 0 0 0 −y 0 γ 0
0 0 0 0 γ∗ 0 h77 0 0
0 0 0 0 0 γ∗ 0 −x 0
0 0 0 0 0 0 0 0 h99



, (4.24)

com elementos h11 = K + x + y, h33 = −K + x − y, h77 = −K − (x − y), h99 = K − (x + y),
γ = K + iL e, consequentemente, γ∗ = K − iL é o complexo conjugado.

Através da diagonalização do hamiltoniano (4.24), os autovalores calculados são
listados a seguir:

λ1 = K + x + y, λ2 = K − (x + y), (4.25)

λ3 = x + y + Ω1

2 , λ4 = x + y − Ω1

2 , (4.26)

λ5 = −(x + y) + Ω1

2 , λ6 = −(x + y) − Ω1

2 , (4.27)

λ7 = −2K

3 + 2
√

3
3

√
Ω2 cos

[
1
3 arccos

(
Ω3

(Ω2)3/2

)]
, (4.28)

λ8 = −2K

3 − 2
√

3
3

√
Ω2 sen

[
π

6 − 1
3 arccos

(
Ω3

(Ω2)3/2

)]
, (4.29)

λ9 = −2K

3 − 2
√

3
3

√
Ω2 cos

[
π

3 − 1
3 arccos

(
Ω3

(Ω2)3/2

)]
. (4.30)

Aqui, temos as variáveis: Ω1 =
√

(x − y)2 + 4w, Ω2 =
∣∣∣K2/3 + (x − y)2 + 2w

∣∣∣ e
Ω3 = K

√
3
[
(K/3)2 − (x − y)2 − w

]
com w = K2 [1 + (D/J)2].

Aplicando os autovalores obtidos (Eqs. (4.25) a (4.30)), a função de partição será
dada pela seguinte expressão:

Z = 2eK cosh (x + y) + 4 cosh
(

x + y

2

)
cosh

(
Ω1

2

)

+ exp
{

−2K

3 + 2
√

3
3

√
Ω2 cos

[
1
3 arccos

(
Ω3

(Ω2)3/2

)]}
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+ exp
{

−2K

3 − 2
√

3
3

√
Ω2 sen

[
π

6 − 1
3 arccos

(
Ω3

(Ω2)3/2

)]}
(4.31)

+ exp
{

−2K

3 − 2
√

3
3

√
Ω2 cos

[
π

3 − 1
3 arccos

(
Ω3

(Ω2)3/2

)]}
.

Desse modo, temos que a magnetização será:

m = 1
Z

[
2eK cosh (x + y) + 2 cosh

(
x + y

2

)
cosh

(
Ω1

2

)]
, (4.32)

sendo que Z é dada pela Eq. (4.31) e x = K[(q − 1)m + H1/J ], y = K[(q − 1)m + H2/J ]
e w = K2 [1 + (D/J)2].

Para se levar em conta a influência do campo aleatório no modelo, deve-se ainda
realizar o cálculo da média configuracional:

⟨m⟩c =
∫∫

dH1dH2P (H1)P (H2)m(x, y), (4.33)

em que P (Hi) (i = 1, 2) é a distribuição trimodal (4.22). Note que m depende também
dos demais parâmetros: J , D e q. Na vizinhança de uma transição contínua, expandindo a
magnetização em série de potências, temos8:

m = A1m + A3m
3 + A5m

5 + A7m
7 + O(m9), (4.34)

sendo An os coeficientes dependentes de J , D, H e p.

Conforme já discutido anteriormente, a linha de transição de segunda ordem é
determinada pelas condições A1 = 1 e A3 < 0 e termina em um ponto tricrítico, dado
por A1 = 1 e A3 = 0 (com A5 < 0). Se A1 = 1 e A3 > 0, a transição é de primeira ordem
(ou descontínua) e deve ser analisada através da energia livre. Nesse casos, em alguns
diagramas há também a possibilidade de um ponto crítico de quarta ordem (demarca
o fim de uma linha de pontos tricríticos [131–134]), que é determinado pelas condições
A1 = 1, A3 = 0, A5 = 0 e A7 < 0 na expansão (4.34).

Resultados

A Figura 32 mostra os diagramas de fases tridimensionais que mapeiam o com-
portamento crítico do sistema para p = 1 e p = 0. Estes diagramas fornecem uma visão
geral das regiões críticas. Pode-se notar através dos gráficos que há uma linha tricrítica
(vermelha) separando duas superfícies de transições de fase de segunda ordem (acima) e
de primeira ordem (abaixo).

8 Por simplicidade, será mantida a notação m ≡ ⟨m⟩c.
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(a) p = 1 (b) p = 0

Figura 32 – Diagramas de fases kBTc/J − D/J − H/J mostrando as superfícies de transições
para (a) p = 1 e (b) p = 0. As curvas em vermelho separando as superfícies, para
ambos os casos, correspondem às soluções dos pontos tricríticos.

Conforme esperado, as temperaturas críticas decrescem à medida que os valores
de D/J ou H/J aumentam. Quando p = 1, o modelo não tem dependência com o campo
H e somente D contribui para a variação da temperatura, enquanto que para p = 0,
a variação de H também influencia o comportamento crítico do sistema. É facilmente
notável que as maiores temperaturas tricríticas correspondem ao limite D/J → 0 com
uma distribuição bimodal do campo (Figura 32(b)). Quando ambos os parâmetros D e
H são nulos, é obtida uma única solução para a temperatura crítica de segunda ordem:
kBTc/J(H/J = 0, D/J = 0) = 3,8608. Para o caso H = 0 com D > 0, por outro lado,
nós temos o modelo dependendo apenas do parâmetro DM. Neste caso, a temperatura
tricrítica é Tt = 1,7084. O valor Dt, por sua vez, é numericamente dado por Dt = 4,3014.
Estes resultados estão em concordância com a Ref. [17].

Para ambos os casos mostrados na Figura 32, as linhas tricríticas são estáveis.
Entretanto, isso não ocorre em todo o intervalo de p (0 ⩽ p ⩽ 1). Para alguns outros
valores de p, temos também a presença de pontos críticos de quarta ordem. Dessa forma,
os diagramas de fases H/J − D/J e kBTc/J − D/J (projeções planares) podem ser vistos
na Figura 33, detalhando o comportamento das linhas tricríticas e suas fronteiras para
os demais valores de p. Linhas cheias e pontilhadas correspondem às soluções tricríticas
e críticas de quarta ordem, respectivamente. Na Figura 33(b), no limite p = 1 as curvas
coincidem no ponto kBTc/J = 1,7084 e D/J = 4,3014. Por outro lado, à medida que p

decresce, a temperatura passa a depender simultaneamente da variação de ambos, D e H.
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Figura 33 – (a) Plano H/J − D/J com p variando de 0 a 1 com incremento 0,1; (b) Plano
kBTc/J − D/J com p variando de 0 a 0,6 com um incremento de 0,1. Em ambos os
diagramas, as linhas cheias demarcam soluções tricríticas. Para casos com 0,1 ⩽ p ⩽
0,6, a presença dos pontos críticos de quarta ordem é indicada. A linha pontilhada
vermelha indica a projeção dos pontos críticos de quarta ordem para todos os valores
de p.

Nos gráficos seguintes, é analisado especialmente o caso para D relativamente
pequeno, de modo que o comportamento tricrítico aparece apenas devido ao campo
aleatório. Neste caso, uma visão geral das regiões críticas pode ser vista na Figura 34(a).

(a)

0 , 0 0 0 , 0 3 0 , 0 6 0 , 0 9 0 , 1 2 0 , 1 5 0 , 1 8 0 , 2 1 0 , 2 4
1 , 9

2 , 0

2 , 1

2 , 2

2 , 3

2 , 4

2 , 5

2 , 6  D / J = 0 , 0
 D / J = 0 , 5
 D / J = 1 , 0

k BT c/J

p

(b)

Figura 34 – Diagrama de fases: (a) kBTc/J − H/J − p com D/J = 0,5. A curvas cheias e
tracejadas representam as soluções de transições de segunda e de primeira ordem,
respectivamente. A linha preta determina a solução dos pontos tricríticos, terminando
em um ponto crítico de quarta ordem (vermelho). (b) kBTc/J − p mostrando o
comportamento das curvas tricríticas para diferentes valores de D/J .

As curvas de transições de segunda e primeira ordens para diferentes valores de p

são mostradas, bem como a linha tricrítica com p variando de zero até o ponto crítico de
quarta ordem (em vermelho). A curva tricrítica (preta) demarca a fronteira das transições
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de fase de primeira e de segunda ordem. A partir do valor de p no ponto crítico de quarta
ordem, há ocorrência apenas de transições contínuas. As linhas de transições descontínuas
são para p = 0, 0,1 e 0,2. Para mais detalhes de como se dá a variação das temperaturas
tricríticas em relação a p, as projeções das curvas no plano kBTc/J − p são mostradas na
Figura 34(b). À medida que se considera maiores valores de D/J , visivelmente há um
decréscimo das temperaturas críticas e tricríticas. Esse é um comportamento esperado,
uma vez que pode ser associado ao aumento da desordem do sistema.

Os diagramas apresentados nesta seção mostram que a escolha de p pequeno garante
um comportamento tricrítico mesmo para um D próximo de zero. Por outro lado, quando
p tende ao limite máximo, as curvas tricríticas ficam restritas à região com D grande, uma
vez que H age fracamente no sistema. Os diagramas de fases espaciais kBTc/J −D/J −H/J

e kBTc/J − H/J − p fornecem uma visão geral do comportamento crítico, mostrando os
diferentes tipos de transições, as linhas tricríticas e os pontos críticos de quarta ordem.
Assim, a análise detalhada do efeito combinado tanto do campo aleatório quanto da
interação DM mostra que ambos competem com a interação de troca, contribuindo para
levar o sistema à região paramagnética mais rapidamente.

4.4.2 Abordagem EFT-2 ao modelo ferromagnético de spin-1

Na literatura, a maioria dos trabalhos utilizando a abordagem EFT a modelos
com S > 1/2 é para clusters de um sítio. Jurčišin et al. [107] foram aparentemente os
primeiros a levar em conta uma aproximação com dois sítios nesse formalismo, onde
foi considerado o modelo Blume-Capel. Seguindo essa abordagem, mas considerando a
aproximação usada por Freitas [82]9, a seguir são apresentados alguns resultados para a
rede cúbica simples no modelo ferromagnético spin-1 com interação DM. O formalismo é
bastante similar ao já apresentado nas seções anteriores10. O diagrama de fases obtido pela
teoria de campo efetivo através desta abordagem não prevê presença de ponto tricrítico e
só é fisicamente “consistente” para o intervalo de D/J mostrado no gráfico, pois não há
decréscimo significativo da temperatura crítica a partir daí.

9 Nesta referência, foi considerada uma aplicação ao modelo de Ising spin-2.
10 É considerado o mesmo hamiltoniano da Ref. [14], mas aplicando a identidade de van der Waerden

generalizada exata para S = 1 discutida na subseção 3.2.3.
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Figura 35 – Modelo de Heisenberg no limite Ising (∆ = 1) com interação DM: (a) Magnetização
em função da temperatura para o valor reduzido D/J = 0,8; (b) Diagrama de
fases kBTc/J − D/J . Os resultados são comparados com a aproximação de pares
desenvolvida na Ref. [17].

Na Figura 36, são mostrados no mesmo diagrama os resultados para S = 1/2 e
S = 1 na rede cúbica simples. O resultado com spin-1/2, estudado por Lacerda et al. [14]
foi adaptado para comparação. Nesse caso, se D = 0, kBTc/J = 1,2598, o que está de
acordo com a Tab. 6 da Ref. [79].

0 0,5 1 1,5 2 2,5 30

1

2

3

4

D/J

k
B

T
c
/J

S = 1
S = 1/2

Figura 36 – Diagramas de fases do modelo de Heisenberg via EFT-2 no limite Ising (∆ = 1).
As curvas determinam as transições de fase de segunda ordem para os modelos de
spin-1/2 [14] e spin-1.
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4.4.3 Modelo spin-1 antiferromagnético

O modelo de Heisenberg com J < 0 e interação DM foi estudado inicialmente por
Gil e Sousa [135] na ausência de campo e, posteriormente, reabordado com H ̸= 0 por
Parente et al. [136], ambos tratando o caso spin-1/2. Através da mesma metodologia,
são obtidos alguns resultados para o caso S = 1, a princípio na ausência de campo
magnético externo. Os resultados são comparados com a Ref. [135]. Os diagramas de
fase são apresentados na Figura 37(a). Nesse caso, temos valores críticos de temperatura
kBTN/|J | = 1,4427, quando D = 0 e D(TN → 0) = 4,8990 para S = 1/2. Já para S = 1,
os mesmos limites são: kBTN/|J | = 3,8782 e D(TN → 0) = 7,6744.

0 2 4 6 80
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k
B

T
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/|
J

|

S = 1
S = 1/2

(a)

0 1 2 3 4
−1
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1

D/|J | = 0,5

S = 1/2

S = 1

kBT/|J |

m
A

,m
B

,m
S

(b)

Figura 37 – Resultados no modelo de Heisenberg isotrópico antiferromagnético para rede cúbica
simples: (a) Diagrama de fases no plano kBTN /|J | - D/|J |; (b) Magnetizações de
sub-redes e alternada em função da temperatura para D/|J | = 0,5. Os resultados
são comparados com S = 1/2. Nesse caso, como não há campo magnético aplicado,
as curvas da magnetização alternada mS coincidem com a magnetização de sub-red
mA.

Na Figura 38 também são mostradas curvas do parâmetro de ordem antiferromag-
nético em função da temperatura para alguns valores fixos de D/J . Na ausência de campo
aplicado, não há previsão de transições de primeira ordem, mesmo para o caso spin-1. Com
inclusão de campo no modelo, os resultados são discutíveis quanto à presença ou não de
ponto tricrítico nos diagramas de fase. É possível que essa metodologia não seja suficiente
para a determinação de tais fenômenos, uma vez que o caso antiferromagnético possui um
formalismo muito mais complicado do que o ferromagnético. Um estudo equivalente ao
da Ref. [136] com presença de campo magnético, mas para o caso S = 1 ainda está em
andamento.
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Figura 38 – Curvas da magnetização alternada em função da temperatura para alguns valores
fixos de D/|J | no modelo isotrópico antiferromagnético com S = 1.

O modelo de spin-1/2 antiferromagnético foi investigado através da aproximação
de pares no âmbito das teorias de campo médio e campo efetivo nas Refs. [136–138].
Recentemente, o problema com spin-1 foi abordado por Albayrak [139], incluindo um
campo magnético em três dimensões, através de uma aproximação de campo médio de
um sítio. Nesse trabalho foi relatada a presença de comportamento multicrítico (pontos
tricríticos e bicríticos, por exemplo). Com o formalismo já elaborado, será possível, em
breve, investigar tais resultados também na aproximação de dois sítios.
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5 Considerações finais

Nesta tese, foi realizado um estudo a respeito das propriedades termodinâmicas
do modelo de Heisenberg anisotrópico com interação DM para os casos de spin-3/2 e
spin-2. Para tanto, foi empregado o formalismo de uma aproximação de pares discutido no
Capítulo 3. As discussões dos resultados aplicados à rede cúbica simples foram apresentadas
no Capítulo 4.

A partir da análise dos diagramas de fases, fica evidente que a interação DM é
responsável por induzir um comportamento tricrítico no sistema, sendo que o valor de D

no ponto tricrítico é dado em termos do parâmetro anisotrópico ∆. Mas, por outro lado,
foi observado que a temperatura tricrítica independe da anisotropia do modelo. É provável
que estes resultados sejam oriundos do tipo de aproximação utilizada, embora Lacerda et
al. [14] já tenham mostrado o mesmo comportamento por meio da abordagem EFT no
modelo spin-1/2.

Uma abordagem EFT para spin-1 foi também desenvolvida, mostrando um resultado
qualitativamente similar à aproximação de pares de campo médio. Contudo, apesar dessa
técnica fornecer bons resultados para o estudo de ligas diluídas [82], não parece ser eficiente
para aplicação no modelo aqui considerado. Por isso, a elaboração de um formalismo
levando em consideração a expressão do momento quadrupolar está em andamento, o que
dará maior confiabilidade aos resultados.

Levando-se em conta os efeitos de campo aleatório, pode ser visto que para alguns
valores de p na distribuição trimodal, temos também a presença de pontos críticos de quarta
ordem. Desse modo, os resultados indicam que com o aumento da complexidade do sistema,
novos fenômenos podem emergir. Além da interação DM, a presença da aleatoriedade
do campo induz a um rico diagrama de fases. Para os casos particulares p = 1 e p = 0,
os diagramas de fases kBTc/J − D/J − H/J foram construídos para o mapeamento do
comportamento do sistema, de modo a fornecerem uma visão geral das regiões críticas.

Em termos gerais, a criticalidade estudada pode ser explicada como resultado de
uma competição entre a interação de troca e a interação DM. A presença desta última
contribui para a desordem do sistema. O comportamento é basicamente de tendência à
região paramagnética, à medida em que se aumenta a contribuição do parâmetro D/J .
Os resultados são estendidos ainda à descrição do comportamento das propriedades
termodinâmicas do sistema no limite do modelo de Ising (∆ = 1), onde são caracterizadas
especialmente as transições de fase contínuas. O formalismo desenvolvido aqui pode ser
utilizado para o tratamento de outros modelos e/ou redes distintas.

Em relação às perspectivas, os resultados apresentados na subseção 4.2.4 estão em
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preparação para submissão de novo artigo. Para S ⩾ 1, o modelo antiferromagnético deverá
ser estudado com a inclusão de campo magnético, com o objetivo de investigar a ocorrência
de comportamento tricrítico, o que não é reportado no caso S = 1/2 [136]. Não obstante o
custo computacional, o aumento do número de spins nos clusters deve ser considerado, com
o intuito de se obter resultados melhores. Além disso, pretende-se investigar os resultados
recentemente discutidos na Ref. [139], mas através de uma aproximação de dois sítios.
Outra possibilidade diz respeito ao tratamento de sistemas envolvendo spins mistos com
interação DM [28], algo ainda pouco explorado na literatura teórica.
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APÊNDICE A – Produto de Kronecker

Considerando que A e B sejam duas matrizes genéricas de dimensões m × n e p × q,
respectivamente, o produto de Kronecker de A e B será a matriz C de dimensão mp × nq

definida por:

C ≡ A ⊗ B =


a11B a12B · · · a1nB

a21B a22B · · · a2nB
... ... . . . ...

am1B am2B · · · amnB

 , (A.1)

em que amn denota o elemento de A na linha m e coluna n. No caso mais simples possível,
se A e B forem ambas matrizes quadradas 2 × 2, então:

A ⊗ B =
 a11B a12B

a21B a22B



=


a11b11 a11b12 a12b11 a12b12

a11b21 a11b22 a12b21 a12b22

a21b11 a21b12 a22b11 a22b12

a21b21 a21b22 a22b21 a22b22

 . (A.2)

Nota-se facilmente que o produto de Kronecker de duas matrizes de modo geral
resulta numa outra matriz de maior dimensão. Esta operação, na literatura, pode ser
também denominada de produto tensorial ou produto direto entre matrizes.

Algumas propriedades básicas (considerando as matrizes A, B e C) são:

(i) Bilinearidade:
A ⊗ (κB) = κ(A ⊗ B) = (κA) ⊗ B, (A.3)

sendo κ um escalar.

(ii) Distributividade e associatividade:

(A + B) ⊗ C = (A ⊗ C) + (B ⊗ C) (A.4)
A ⊗ (B + C) = (A ⊗ B) + (A ⊗ C) (A.5)
(A ⊗ B) ⊗ C = A ⊗ (B ⊗ C) (A.6)

(iii) Não-comutatividade:
A ⊗ B ̸= B ⊗ A (A.7)

(iv) Assumindo que o número de colunas de A seja igual ao de linhas de C e similarmente
para B e D, então:

(A ⊗ B)(C ⊗ D) = AC ⊗ BD (A.8)
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(v) Se A e B são matrizes quadradas e inversíveis, vale:

(A ⊗ B)−1 = A−1 ⊗ B−1 (A.9)

Para o tratamento de sistemas com múltiplos spins interagentes, é essencial levar
em conta a seguinte definição:

Sα
j =

N fatores︷ ︸︸ ︷
I ⊗ · · · ⊗ I ⊗ Sα ⊗ I ⊗ · · · ⊗ I, (A.10)

= ⇓
= j-ésima posição

em que I é a matriz identidade de ordem equivalente a Sα, sendo Sα a matriz de spin
(com α = x, y ou z) na j-ésima posição (j = 1, 2, ..., N). N diz respeito ao número de
sítios em um cluster.

Outra propriedade relevante diz respeito à soma de Kronecker de A e B definida
por:

A ⊕ B = A ⊗ Ib + Ia ⊗ B, (A.11)

em que A e B são matrizes quadradas de ordem a e b, respectivamente, e In é a matriz
identidade de ordem n. A seguir são mostrados exemplos de aplicações.

Exemplo 1: Das definições (A.1) e (A.10), considerando o caso de spin-½ aplicado
a um cluster de três spins, o termo Sy

1 Sy
3 será representado matricialmente da seguinte

forma:

Sy
1 Sy

3 = Sy ⊗ I2 ⊗ Sy (A.12)

= 1
2i

 0 1
−1 0

⊗

 1 0
0 1

⊗ 1
2i

 0 1
−1 0

 (A.13)

= −1
4


0 0 1 0
0 0 0 1

−1 0 0 0
0 −1 0 0

⊗

 0 1
−1 0



= 1
4



0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0 0 0



. (A.14)

Note que em (A.13) vale a aplicação das propriedades (A.3) e (A.6).
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Para o temo Sz
3 , por sua vez, teremos:

Sz
3 = I2 ⊗ I2 ⊗ Sz (A.15)

=
 1 0

0 1

⊗

 1 0
0 1

⊗ 1
2

 1 0
0 −1

 (A.16)

= 1
2



1 0 0 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 −1



. (A.17)

Exemplo 2: No tratamento do modelo de Heisenberg ferrimagnético de spins mistos
com spin-3/2 e spin-1/2 (como é o caso da Ref. [140]), alguns dos termos do hamiltoniano
serão explicitados a seguir (será adotada a notação Sα

i ≡ Sα
i,3/2 e Sα

j ≡ Sα
j,1/2, com α = x,

y ou z).

Sx
i Sx

j = Sx
i ⊗ Sx

j (A.18)

= 1
2


0

√
3 0 0

√
3 0 2 0

0 2 0
√

3
0 0

√
3 0

⊗ 1
2

 0 1
1 0

 (A.19)

= 1
4



0 0 0
√

3 0 0 0 0
0 0

√
3 0 0 0 0 0

0
√

3 0 0 0 2 0 0
√

3 0 0 0 2 0 0 0
0 0 0 2 0 0 0

√
3

0 0 2 0 0 0
√

3 0
0 0 0 0 0

√
3 0 0

0 0 0 0
√

3 0 0 0



. (A.20)

Sz
i + Sz

j = Sz
i ⊕ Sz

j (A.21)
= Sz

i ⊗ I2 + I4 ⊗ Sz
j (A.22)

= 1
2


3 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −3

⊗

 1 0
0 1

+


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⊗ 1
2

 1 0
0 −1





APÊNDICE A. Produto de Kronecker 94

= 1
2



3 0 0 0 0 0 0 0
0 3 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 0 −3 0
0 0 0 0 0 0 0 −3



+ 1
2



1 0 0 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 −1



. (A.23)

E, finalmente, realizando as operações em (A.23), temos:

Sz
i + Sz

j =



2 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 −2



. (A.24)
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APÊNDICE B – Códigos em Fortran

Neste apêndice são apresentados dois programas simples em linguagem Fortran
para a obtenção dos resultados da energia interna e da susceptibilidade magnética. Essa
é uma das formas possíveis de se obter os dados para essas grandezas. As expressões
mostradas são para o caso de spin-3/2 (subseção 4.1.4).

• Energia interna

program int_energy
implicit none
real *8 :: t, m, u, a, del
integer :: q, nlinhas

q=6 ! rede cubica simples

del =1.0 D0 ! del=Delta ( anisotropia )

a=0.5 D0 ! a=d ( parametro DM)

! Ler arquivo de dados da magnetizacao
open(unit =1, file=’mT_Delta1_d05 .dat ’)

open(unit =2, file=’U_t[d05 ]. dat ’)

nlinhas =0
do

read (1,*, end =1111)t,m

! Expressao da energia interna :
u= -(0.9 D1 /0.2 D1*exp (0.9 D1 /0.4 D1/t)* cosh (0.3 D1/t*dble(q -1)*m)
+0.6 D1*exp (0.9 D1 /0.4 D1/t)* sinh (0.3 D1/t*dble(q -1)*m)* dble(q-1
)*m -0.3 D1 /0.2 D1*exp ( -0.3 D1 /0.4 D1/t)* cosh (0.10 D1/t*dble(q -1)*
m)+0.2 D1*exp ( -0.3 D1 /0.4 D1/t)* sinh (0.10 D1/t*dble(q -1)*m)* dble
(q -1)*m-exp ( -0.10 D1/t/0.4 D1)* cosh (0.10 D1/t*dble(q -1)*m)* cosh
(sqrt (0.10 D1/t **2+0.24 D2/t**2* dble ((1- del )**2+a **2))/0.2 D1)+
0.4 D1*exp ( -0.10 D1/t/0.4 D1)* sinh (0.10 D1/t*dble(q -1)*m)* dble(q
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-1)*m*cosh(sqrt (0.10 D1/t **2+0.24 D2/t**2* dble ((1- del )**2+a**2
))/0.2 D1)+ exp ( -0.10 D1/t/0.4 D1)* cosh (0.10 D1/t*dble(q -1)*m)* sinh
(sqrt (0.10 D1/t **2+0.24 D2/t**2* dble ((1- del )**2+a **2))/0.2 D1)*
(0.10 D1/t **2+0.24 D2/t**2* dble ((1- del )**2+a**2))**( -0.1 D1 /0.2
D1 )*(0.2 D1/t+0.48 D2/t*dble ((1- del )**2+a **2))+0.3 D1*exp (0.3 D1
/0.4 D1/t)* cosh (0.2 D1/t*dble(q -1)*m)* cosh (0.3 D1 /0.2 D1/t*sqrt(
dble ((1- del )**2+a **2)))+0.8 D1*exp (0.3 D1 /0.4 D1/t)* sinh (0.2 D1/
t*dble(q -1)*m)* dble(q -1)*m*cosh (0.3 D1 /0.2 D1/t*sqrt(dble ((1-
del )**2+a **2)))+0.6 D1*exp (0.3 D1 /0.4 D1/t)* cosh (0.2 D1/t*dble(q
-1)*m)* sinh (0.3 D1 /0.2 D1/t*sqrt(dble ((1- del )**2+a **2)))* sqrt(
dble ((1- del )**2+a **2))+0.2 D1 *( -0.5 D1 /0.4 D1+sqrt(dble ((1- del)
**2+a **2)))* exp ( -0.5 D1 /0.4 D1/t+0.10 D1/t*sqrt(dble ((1- del )**2
+a **2)))* cosh(sqrt (0.4 D1 *(0.10 D1/t+0.10 D1/t*sqrt(dble ((1- del
)**2+a **2)))**2+0.9 D1/t**2* dble ((1- del )**2+a **2))/0.2 D1)+ exp
( -0.5 D1 /0.4 D1/t+0.10 D1/t*sqrt(dble ((1- del )**2+a **2)))* sinh(
sqrt (0.4 D1 *(0.10 D1/t+0.10 D1/t*sqrt(dble ((1- del )**2+a **2)))**
2+0.9 D1/t**2* dble ((1- del )**2+a **2))/0.2 D1 )*(0.4 D1 *(0.10 D1/t+
0.10 D1/t*sqrt(dble ((1- del )**2+a **2)))**2+0.9 D1/t**2* dble ((1-
del )**2+a**2))**( -0.1 D1 /0.2 D1 )*(0.8 D1 *(0.10 D1/t+0.10 D1/t*sqrt
(dble ((1- del )**2+a **2)))*(0.1 D1+sqrt(dble ((1- del )**2+a**2)))
+0.18 D2/t*dble ((1- del )**2+a **2))/0.2 D1 +0.2 D1 *( -0.5 D1 /0.4D1 -
sqrt(dble ((1- del )**2+a **2)))* exp ( -0.5 D1 /0.4 D1/t -0.10 D1/t*sqrt
(dble ((1- del )**2+a **2)))* cosh(sqrt (0.4 D1 *(0.10 D1/t -0.10 D1/t*
sqrt(dble ((1- del )**2+a **2)))**2+0.9 D1/t**2* dble ((1- del )**2+a
**2))/0.2 D1)+ exp ( -0.5 D1 /0.4 D1/t -0.10 D1/t*sqrt(dble ((1- del )**
2+a **2)))* sinh(sqrt (0.4 D1 *(0.10 D1/t -0.10 D1/t*sqrt(dble ((1- del
)**2+a **2)))**2+0.9 D1/t**2* dble ((1- del )**2+a **2))/0.2 D1 )*(0.
4D1 *(0.10 D1/t -0.10 D1/t*sqrt(dble ((1- del )**2+a **2)))**2+0.9 D1
/t**2* dble ((1- del )**2+a**2))**( -0.1 D1 /0.2 D1 )*(0.8 D1 *(0.10 D1/
t -0.10 D1/t*sqrt(dble ((1- del )**2+a **2)))*(0.1 D1 -sqrt(dble ((1-
del )**2+a **2)))+0.18 D2/t*dble ((1- del )**2+a **2))/0.2 D1 )/(0.2D
1* exp (0.9 D1 /0.4 D1/t)* cosh (0.3 D1/t*dble(q -1)*m)+0.2 D1*exp (-0.
3D1 /0.4 D1/t)* cosh (0.10 D1/t*dble(q -1)*m)+0.4 D1*exp ( -0.10 D1/t/
0.4 D1)* cosh (0.10 D1/t*dble(q -1)*m)* cosh(sqrt (0.10 D1/t **2+0.24
D2/t**2* dble ((1- del )**2+a **2))/0.2 D1 )+0.4 D1*exp (0.3 D1 /0.4 D1/
t)* cosh (0.2 D1/t*dble(q -1)*m)* cosh (0.3 D1 /0.2 D1/t*sqrt(dble ((1
-del )**2+a **2)))+0.2 D1*exp ( -0.5 D1 /0.4 D1/t+0.10 D1/t*sqrt(dble
((1- del )**2+a **2)))* cosh(sqrt (0.4 D1 *(0.10 D1/t+0.10 D1/t*sqrt(
dble ((1- del )**2+a **2)))**2+0.9 D1/t**2* dble ((1- del )**2+a**2))
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/0.2 D1 )+0.2 D1*exp ( -0.5 D1 /0.4 D1/t -0.10 D1/t*sqrt(dble ((1- del )*
*2+a **2)))* cosh(sqrt (0.4 D1 *(0.10 D1/t -0.10 D1/t*sqrt(dble ((1-
del )**2+a **2)))**2+0.9 D1/t**2* dble ((1- del )**2+a **2))/0.2 D1))

write (2 ,*) t, u

nlinhas = nlinhas +1
enddo
1111 continue
close(unit =1)
close(unit =2)

end program int_energy

• Susceptibilidade magnética

program suscept
implicit none
real *8 :: t, m, chi , a, del
integer :: nlinhas

del =1.0 D0 ! del=Delta ( anisotropia )

a=0.5 D0 ! a=d ( parametro DM)

! Ler arquivo de dados da magnetizacao
open(unit =1, file=’mT_Delta1_d05 .dat ’)

open(unit =2, file=’chiT_d05 .dat ’)

nlinhas =0
do

read (1,*, end =1111)t,m

! Expressao da susceptibilidade :
chi =(0.2 D1*exp (0.10 D1/t*( -0.1 D1 +0.2 D1*sqrt(dble (1 -2* del+del*
*2+a **2)))/0.2 D1)* cosh (0.5 D1/t*m)* cosh(sqrt (0.10 D1/t**2* dble
(25 -48* del +24* del **2+24* a **2))/0.2 D1)* cosh(sqrt (0.10 D1/t**2*
(0.17 D2 +0.8 D1*sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a**2)) - dble (26* del )+
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dble (13* del **2)+ dble (13*a **2)))/0.2 D1)+ exp (0.10 D1/t*( -0.1 D1+
sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a **2))))* cosh (0.5 D1/t*m)* cosh(sqrt(
0.10 D1/t **2*(0.17 D2 +0.8 D1*sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a**2)) -
dble (26* del )+ dble (13* del **2)+ dble (13*a **2)))/0.2 D1 ) -0.16 D2*
exp (0.3 D1 /0.2 D1/t)* sinh (0.5 D1/t*m)* cosh(sqrt (0.10 D1/t**2* dble
(25 -48* del +24* del **2+24* a **2))/0.2 D1)* sinh (0.10 D2/t*m)* cosh(
0.3 D1 /0.2 D1/t*sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a**2))) -0.12 D2*exp (0.
3D1/t)* sinh (0.15 D2/t*m)* sinh (0.5 D1/t*m)* cosh(sqrt (0.10 D1/t**
2* dble (25 -48* del +24* del **2+24* a **2))/0.2 D1 )+0.20 D2*exp (0.3 D1
/t)* cosh (0.15 D2/t*m)* cosh (0.5 D1/t*m)* cosh(sqrt (0.10 D1/t**2*
dble (25 -48* del +24* del **2+24* a **2))/0.2 D1 )+0.26 D2*exp (0.4 D1/t
)* cosh (0.15 D2/t*m)* cosh (0.10 D2/t*m)* cosh (0.3 D1 /0.2 D1/t*sqrt(
dble (1 -2* del+del **2+a **2)))+ exp ( -0.10 D1/t*(0.1 D1+sqrt(dble (1
-2*del+del **2+a **2))))* cosh (0.5 D1/t*m)* cosh(sqrt (0.10 D1/t**2
*(0.17D2 -0.8 D1*sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a**2)) - dble (26* del )+
dble (13* del **2)+ dble (13*a **2)))/0.2 D1 )+0.2 D1*exp ( -0.10 D1/t*(
0.1 D1 +0.2 D1*sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a **2)))/0.2 D1)* cosh (0.5
D1/t*m)* cosh(sqrt (0.10 D1/t**2* dble (25 -48* del +24* del **2+24* a*
*2))/0.2 D1)* cosh(sqrt (0.10 D1/t **2*(0.17 D2 -0.8 D1*sqrt(dble (1-
2* del+del **2+a**2)) - dble (26* del )+ dble (13* del **2)+ dble (13*a**
2)))/0.2 D1 ) -0.6 D1*exp (0.5 D1 /0.2 D1/t)* sinh (0.15 D2/t*m)* sinh (0
.5D1/t*m)+0.8 D1*exp (0.10 D1/t*(0.1 D1 +0.2 D1*sqrt(dble (1 -2* del+
del **2+a **2)))/0.2 D1)* cosh (0.10 D2/t*m)* cosh (0.3 D1 /0.2 D1/t*sqrt
(dble (1 -2* del+del **2+a **2)))* cosh(sqrt (0.10 D1/t **2*(0.17 D2+0
.8D1*sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a**2)) - dble (26* del )+ dble (13* del
**2)+ dble (13*a **2)))/0.2 D1 ) -0.8 D1*sinh (0.5 D1/t*m)* sinh (0.10 D2
/t*m)* cosh (0.3 D1 /0.2 D1/t*sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a **2)))* exp
(0.10 D1/t)+0.10 D2*exp (0.5 D1 /0.2 D1/t)* cosh (0.15 D2/t*m)* cosh (0
.5D1/t*m)+0.9 D1*exp (0.10 D1/t*(0.2 D1+sqrt(dble (1 -2* del+del **2
+a **2))))* cosh (0.15 D2/t*m)* cosh(sqrt (0.10 D1/t **2*(0.17 D2 +0.8
D1*sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a**2)) - dble (26* del )+ dble (13* del*
*2)+ dble (13*a **2)))/0.2 D1 )+0.9 D1*exp ( -0.10 D1/t*( -0.2 D1+sqrt(
dble (1 -2* del+del **2+a **2))))* cosh (0.15 D2/t*m)* cosh(sqrt (0.10
D1/t **2*(0.17 D2 -0.8 D1*sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a**2)) - dble (2
6* del )+ dble (13* del **2)+ dble (13*d **2)))/0.2 D1 )+0.10 D2*cosh (0.
5D1/t*m)* cosh (0.10 D2/t*m)* cosh (0.3 D1 /0.2 D1/t*sqrt(dble (1 -2*
del+del **2+d **2)))* exp (0.10 D1/t)+0.20 D2*exp (0.3 D1 /0.2 D1/t)*
cosh (0.5 D1/t*m)* cosh(sqrt (0.10 D1/t**2* dble (25 -48* del +24* del*
*2+24*a **2))/0.2 D1)* cosh (0.10 D2/t*m)* cosh (0.3 D1 /0.2 D1/t*sqrt
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(dble (1 -2* del+del **2+a **2)))+0.8 D1*exp ( -0.10 D1/t*( -0.1 D1 +0.2
D1*sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a **2)))/0.2 D1)* cosh (0.10 D2/t*m)*
cosh (0.3 D1 /0.2 D1/t*sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a **2)))* cosh(sqrt
(0.10 D1/t **2*(0.17 D2 -0.8 D1*sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a**2)) -
dble (26* del )+ dble (13* del **2)+ dble (13*a **2)))/0.2 D1 ) -0.24 D2*
exp (0.4 D1/t)* sinh (0.15 D2/t*m)* sinh (0.10 D2/t*m)* cosh (0.3 D1 /0.
2D1/t*sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a **2)))+0.9 D1*exp (0.11 D2 /0.2D
1/t)+0.4 D1*cosh(sqrt (0.10 D1/t**2* dble (25 -48* del +24* del **2+24
*a **2))/0.2 D1 )+0.4 D1*exp (0.10 D1/t/0.2 D1)* cosh(sqrt (0.10 D1/t*
*2* dble (25 -48* del +24* del **2+24* a **2))/0.2 D1 )**2+0.16 D2*exp (0
.5D1 /0.2 D1/t)* cosh (0.3 D1 /0.2 D1/t*sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a*
*2)))**2+ exp ( -0.10 D1/t/0.2 D1 ))/(0.2 D1*t*exp ( -0.10 D1/t/0.2 D1)
*cosh (0.5 D1/t*m )**2+0.2 D1*t*exp (0.11 D2 /0.2 D1/t)* cosh (0.15 D2/
t*m )**2+0.30 D2*exp (0.5 D1 /0.2 D1/t)* sinh (0.15 D2/t*m)* sinh (0.5D
1/t*m) -0.50 D2*exp (0.5 D1 /0.2 D1/t)* cosh (0.15 D2/t*m)* cosh (0.5 D1
/t*m) -0.45 D2*exp (0.11 D2 /0.2 D1/t)+0.4 D1*t*exp (0.5 D1 /0.2 D1/t)*
cosh (0.15 D2/t*m)* cosh (0.5 D1/t*m) -0.10 D2*exp (0.10 D1/t*( -0.1 D1
+0.2 D1*sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a **2)))/0.2 D1)* cosh (0.5 D1/t*
m)* cosh(sqrt (0.10 D1/t**2* dble (25 -48* del +24* del **2+24* a**2))/
0.2 D1)* cosh(sqrt (0.10 D1/t **2*(0.17 D2 +0.8 D1*sqrt(dble (1 -2* del
+del **2+a**2)) - dble (26* del )+ dble (13* del **2)+ dble (13*a **2)))/
0.2 D1 )+0.60 D2*exp (0.3 D1/t)* sinh (0.15 D2/t*m)* sinh (0.5 D1/t*m)*
cosh(sqrt (0.10 D1/t**2* dble (25 -48* del +24* del **2+24* a **2))/0.2
D1 ) -0.20 D2*cosh(sqrt (0.10 D1/t**2* dble (25 -48* del +24* del **2+24
*a **2))/0.2 D1 ) -0.5 D1*exp (0.10 D1/t*( -0.1 D1+sqrt(dble (1 -2* del+
del **2+a **2))))* cosh (0.5 D1/t*m)* cosh(sqrt (0.10 D1/t **2*(0.17 D
2+0.8 D1*sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a**2)) - dble (26* del )+ dble (13
*del **2)+ dble (13*a **2)))/0.2 D1 ) -0.5 D1*exp ( -0.10 D1/t*(0.1 D1+
sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a **2))))* cosh (0.5 D1/t*m)* cosh(sqrt(
0.10 D1/t **2*(0.17 D2 -0.8 D1*sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a**2)) - dble
(26* del )+ dble (13* del **2)+ dble (13*a **2)))/0.2 D1 ) -0.100 D3*exp(
0.3 D1/t)* cosh (0.15 D2/t*m)* cosh (0.5 D1/t*m)* cosh(sqrt (0.10 D1/t
**2* dble (25 -48* del +24* del **2+24* a **2))/0.2 D1 ) -0.130 D3*exp (0.
4D1/t)* cosh (0.15 D2/t*m)* cosh (0.10 D2/t*m)* cosh (0.3 D1 /0.2 D1/t*
sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a **2)))+0.80 D2*exp (0.3 D1 /0.2 D1/t)*
sinh (0.5 D1/t*m)* cosh(sqrt (0.10 D1/t**2* dble (25 -48* del +24* del*
*2+24*a **2))/0.2 D1)* sinh (0.10 D2/t*m)* cosh (0.3 D1 /0.2 D1/t*sqrt
(dble (1 -2* del+del **2+a**2))) -0.45 D2*exp (0.10 D1/t*(0.2 D1+sqrt
(dble (1 -2* del+del **2+a **2))))* cosh (0.15 D2/t*m)* cosh(sqrt (0.1
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0D1/t **2*(0.17 D2 +0.8 D1*sqrt(dble (1 -2* del+del **2+d**2)) - dble(
26* del )+ dble (13* del **2)+ dble (13*a **2)))/0.2 D1 )+0.120 D3*exp (0
.4D1/t)* sinh (0.15 D2/t*m)* sinh (0.10 D2/t*m)* cosh (0.3 D1 /0.2 D1/t
*sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a **2)))+0.2 D1*t*exp ( -(0.3 D1 +0.4 D1*
sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a **2)))/ t/0.2 D1)* cosh(sqrt (0.10 D1/t
**2*(0.17 D2 -0.8 D1*sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a**2)) - dble (26* del
)+ dble (13* del **2)+ dble (13*a **2)))/0.2 D1 )**2+0.2 D1*t*exp (( -0.
3D1 +0.4 D1*sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a **2)))/ t/0.2 D1)* cosh(sqrt
(0.10 D1/t **2*(0.17 D2 +0.8 D1*sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a**2)) -
dble (26* del )+ dble (13* del **2)+ dble (13*a **2)))/0.2 D1 )**2 -0.20D
2* exp (0.10 D1/t/0.2 D1)* cosh(sqrt (0.10 D1/t**2* dble (25 -48* del +2
4* del **2+24* a **2))/0.2 D1 )**2 -0.80 D2*exp (0.5 D1 /0.2 D1/t)* cosh(
0.3 D1 /0.2 D1/t*sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a **2)))**2 -0.100 D3*exp
(0.3 D1 /0.2 D1/t)* cosh (0.5 D1/t*m)* cosh(sqrt (0.10 D1/t**2* dble (2
5 -48* del +24* del **2+24* a **2))/0.2 D1)* cosh (0.10 D2/t*m)* cosh (0.
3D1 /0.2 D1/t*sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a**2))) -0.50 D2*cosh (0.5
D1/t*m)* cosh (0.10 D2/t*m)* cosh (0.3 D1 /0.2 D1/t*sqrt(dble (1 -2* del
+del **2+a **2)))* exp (0.10 D1/t) -0.40 D2*exp ( -0.10 D1/t*( -0.1 D1+0
.2D1*sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a **2)))/0.2 D1)* cosh (0.10 D2/t*m
)* cosh (0.3 D1 /0.2 D1/t*sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a **2)))* cosh(sqrt
(0.10 D1/t **2*(0.17 D2 -0.8 D1*sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a**2)) - dble
(26* del )+ dble (13* del **2)+ dble (13*a **2)))/0.2 D1 ) -0.45 D2*exp(-
0.10 D1/t*( -0.2 D1+sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a **2))))* cosh (0.15
D2/t*m)* cosh(sqrt (0.10 D1/t **2*(0.17 D2 -0.8 D1*sqrt(dble (1 -2* del
+del **2+a**2)) - dble (26* del )+ dble (13* del **2)+ dble (13*a **2)))/
0.2 D1 ) -0.40 D2*exp (0.10 D1/t*(0.1 D1 +0.2 D1*sqrt(dble (1 -2* del+del
**2+a **2)))/0.2 D1)* cosh (0.10 D2/t*m)* cosh (0.3 D1 /0.2 D1/t*sqrt(
dble (1 -2* del+del **2+a **2)))* cosh(sqrt (0.10 D1/t **2*(0.17 D2 +0.
8D1*sqrt(dble (1 -2* del+del **2+d**2)) - dble (26* del )+ dble (13* del
**2)+ dble (13*a **2)))/0.2 D1 )+0.40 D2*sinh (0.5 D1/t*m)* sinh (0.10
D2/t*m)* cosh (0.3 D1 /0.2 D1/t*sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a **2)))*
exp (0.10 D1/t) -0.10 D2*exp ( -0.10 D1/t*(0.1 D1 +0.2 D1*sqrt(dble (1-
2* del+del **2+a **2)))/0.2 D1)* cosh (0.5 D1/t*m)* cosh(sqrt (0.10 D1
/t**2* dble (25 -48* del +24* del **2+24* a **2))/0.2 D1)* cosh(sqrt (0.
10D1/t **2*(0.17 D2 -0.8 D1*sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a**2)) - dble
(26* del )+ dble (13* del **2)+ dble (13*a **2)))/0.2 D1 )+0.8 D1*t*exp(
0.5 D1 /0.2 D1/t)* cosh (0.10 D2/t*m)**2* cosh (0.3 D1 /0.2 D1/t*sqrt(
dble (1 -2* del+del **2+a **2)))**2 -0.5 D1*exp ( -0.10 D1/t/0.2 D1 )+0.
4D1*t*exp ( -0.10 D1/t*( -0.2 D1+sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a**2)))
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)* cosh (0.15 D2/t*m)* cosh(sqrt (0.10 D1/t **2*(0.17 D2 -0.8 D1*sqrt(
dble (1 -2* del+del **2+a**2)) - dble (26* del )+ dble (13* del **2)+ dble
(13*a **2)))/0.2 D1 )+0.4 D1*t*exp ( -0.10 D1/t*(0.1 D1+sqrt(dble (1-
2* del+del **2+a **2))))* cosh (0.5 D1/t*m)* cosh(sqrt (0.10 D1/t**2*
(0.17D2 -0.8 D1*sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a**2)) - dble (26* del )+
dble (13* del **2)+ dble (13*a **2)))/0.2 D1 )+0.8 D1*t*exp (0.3 D1/t)*
cosh (0.15 D2/t*m)* cosh (0.5 D1/t*m)* cosh(sqrt (0.10 D1/t**2* dble(
25 -48* del +24* del **2+24* a **2))/0.2 D1 )+0.4 D1*t*exp ( -0.3 D1 /0.2D
1/t)* cosh(sqrt (0.10 D1/t **2*(0.17 D2 +0.8 D1*sqrt(dble (1 -2* del+d
el **2+a**2)) - dble (26* del )+ dble (13* del **2)+ dble (13*a **2)))/0.
2D1)* cosh(sqrt (0.10 D1/t **2*(0.17 D2 -0.8 D1*sqrt(dble (1 -2* del+d
el **2+a**2)) - dble (26* del )+ dble (13* del **2)+ dble (13*a **2)))/0.
2D1 )+0.8 D1*t*cosh (0.5 D1/t*m)**2* cosh(sqrt (0.10 D1/t**2* dble (2
5 -48* del +24* del **2+24* a **2))/0.2 D1 )+0.8 D1*t*exp (0.4 D1/t)* cosh
(0.15 D2/t*m)* cosh (0.10 D2/t*m)* cosh (0.3 D1 /0.2 D1/t*sqrt(dble (1
-2*del+del **2+a **2)))+0.8 D1*t*exp ( -0.10 D1/t*(0.1 D1 +0.2 D1*sqrt
(dble (1 -2* del+del **2+a **2)))/0.2 D1)* cosh (0.5 D1/t*m)* cosh(sqrt
(0.10 D1/t**2* dble (25 -48* del +24* del **2+24* a **2))/0.2 D1)* cosh(
sqrt (0.10 D1/t **2*(0.17 D2 -0.8 D1*sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a**2
))- dble (26* del )+ dble (13* del **2)+ dble (13*a **2)))/0.2 D1 )+0.8 D1
*t*exp (0.10 D1/t/0.2 D1)* cosh (0.5 D1/t*m)**2* cosh(sqrt (0.10 D1/t
**2* dble (25 -48* del +24* del **2+24* a **2))/0.2 D1 )**2+0.4 D1*t*exp
(0.10 D1/t*( -0.1 D1+sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a **2))))* cosh (0.5
D1/t*m)* cosh(sqrt (0.10 D1/t **2*(0.17 D2 +0.8 D1*sqrt(dble (1 -2* de
l+del **2+a**2)) - dble (26* del )+ dble (13* del **2)+ dble (13*a**2)))
/0.2 D1 )+0.8 D1*t*exp (0.10 D1/t)* cosh (0.5 D1/t*m)* cosh (0.10 D2/t*
m)* cosh (0.3 D1 /0.2 D1/t*sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a **2)))+0.16 D
2*t*exp (0.3 D1 /0.2 D1/t)* cosh (0.5 D1/t*m)* cosh(sqrt (0.10 D1/t**2
*dble (25 -48* del +24* del **2+24* a **2))/0.2 D1)* cosh (0.10 D2/t*m)*
cosh (0.3 D1 /0.2 D1/t*sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a **2)))+0.4 D1*t*
exp (0.10 D1/t*(0.2 D1+sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a **2))))* cosh (0
.15 D2/t*m)* cosh(sqrt (0.10 D1/t **2*(0.17 D2 +0.8 D1*sqrt(dble (1-2
*del+del **2+a**2)) - dble (26* del )+ dble (13* del **2)+ dble (13*a**2
)))/0.2 D1 )+0.8 D1*t*exp (0.10 D1/t*(0.1 D1 +0.2 D1*sqrt(dble (1 -2*d
el+del **2+a **2)))/0.2 D1)* cosh (0.10 D2/t*m)* cosh (0.3 D1 /0.2 D1/t
*sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a **2)))* cosh(sqrt (0.10 D1/t **2*(0.1
7D2 +0.8 D1*sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a**2)) - dble (26* del )+ dble(
13* del **2)+ dble (13*a **2)))/0.2 D1 )+0.8 D1*t*exp (0.10 D1/t*( -0.1
D1 +0.2 D1*sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a **2)))/0.2 D1)* cosh (0.5 D1/
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t*m)* cosh(sqrt (0.10 D1/t**2* dble (25 -48* del +24* del **2+24* a**2)
)/0.2 D1)* cosh(sqrt (0.10 D1/t **2*(0.17 D2 +0.8 D1*sqrt(dble (1 -2*d
el+del **2+a**2)) - dble (26* del )+ dble (13* del **2)+ dble (13*a**2))
)/0.2 D1 )+0.8 D1*t*exp ( -0.10 D1/t*( -0.1 D1 +0.2 D1*sqrt(dble (1 -2*d
el+del **2+a **2)))/0.2 D1)* cosh (0.10 D2/t*m)* cosh (0.3 D1 /0.2 D1/t
*sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a **2)))* cosh(sqrt (0.10 D1/t **2*(0.1
7D2 -0.8 D1*sqrt(dble (1 -2* del+del **2+a**2)) - dble (26* del )+ dble(
13* del **2)+ dble (13*a **2)))/0.2 D1))

write (2 ,*) t, chi

nlinhas = nlinhas +1
enddo
1111 continue
close(unit =1)
close(unit =2)

end program suscept

Para S = 2 ou qualquer outro tipo de spin, o procedimento é análogo, bastando
trocar as expressões de u e χ e usar sempre o arquivo de dados de entrada com os valores
reduzidos D/J equivalentes aos do programa.
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