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Resumo

Nesta dissertacao, nosso objetivo € apresentar uma breve introducao a Teoria de Regularidade
para solucdes de equagdes Elipticas Nao-Locais. O trabalho estd dividido em trés capitulos
onde dissertamos sobre trés grandes artigos de Caffarelli e Silvestre. A ideia € apresentar a
versao Nao-Local da teoria existente para operadores Uniformemente Elipticos e traz importantes
resultados como uma estimativa ABP, um principio de comparacao, estimativas Holder C* e
C'?, resultados de regularidade por aproximacdo e uma versio do teorema de Evans-Krylov

para solugdes de uma equagdo Integro-Diferencial cujo operador associado é concavo.

Palavras-chave: Equacdo Nao-Local. Teoria de Regularidade.



Abstract

In this dissertation, our goal is to present a brief introduction to the regularity theory for solution
of Nonlocal Elliptic equations. The work is divided in three chapters where we discuss three big
papers from Caffarelli and Silvestre. The ideia is to present the Nonlocal version of the existing
theory to Uniformly Elliptic operators and we bring important results like an ABP estimate, a
comparison principle, C* and C'** Holder estimates, regularity results by approximation and a
version of the Evans-Krylov theorem for solutions of an Integro-Differential equation for which

the associated operator is concave.

Keywords: Nonlocal Equation. Regularity theory.
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Introducao

Uma Equacgao Diferencial Parcial (EDP) € uma relagdo entre os valores de uma fungdo
desconhecida e suas derivadas parciais de diferentes ordens. Dentre os motivos pelos quais
estuda-se esse ramo da Andlise Matemdtica, pode-se destacar a relacdo existente entre solu¢des
destas equagdes e modelagem de fendOmenos reais, o que desempenha importante papel em
termos de simula¢des computacionais. Um dos exemplos mais fascinantes de EDP é Equacao de

Laplace
Au= )" =0, (1)
i=1

cujo modelo descreve desde concentracdes quimicas a potenciais eletrostaticos. Outro exemplo

tao importante quanto que é dado por
aij(x)aiju = f, (2)

onde a fun¢do w, neste caso, descreve fendmenos em meios heterogéneos submetidos a forcas
externas. Para ser mais rigoroso matematicamente, de acordo com (EVANS, 1998) , uma EDP de

ordem k € uma expressao da forma
F (Dku(x), D*¥'u(x),..., Du(x), u(x),x) =0 paraxeU, 3)

onde
F R YR X XR'XRXU — R

¢ um funcional dado e u : U — R é a fun¢do desconhecida. Esta escrita € importante para
podermos classificar as equacdes a depender das hipéteses estruturais impostas sobre ¥, o que
nos fornece que tipo de propriedades devemos procurar ou até mesmo o que podemos esperar das
solugdes destas equacdes. Uma das hipdteses amplamente estudada € a de Elipticidade Uniforme,
a qual encobre problemas do tipo (1,2)(Ver (CABRE; CAFFARELLI, 1995)).

Os modelos da forma (3) possuem uma caracteristica particular. Para podermos avaliar a
equacdo em um ponto, € necessdrio sabermos apenas o comportamento local da fun¢do naquele
ponto, isto €, numa vizinhanga bem pequena. Paralelamente a isto, existem modelos onde o
oposto acontece, ou seja, € necessdrio que saibamos um comportamento global para avaliarmos
a equacao em determinado ponto, 0 que nomeia esta classe de problemas por Nao-Locais. O
representante candnico estd relacionado com a tentativa de obter poténcias fraciondrias de (1) e

¢ dado por

()Pt = S [ Q) vy uta )

2 T > @

o operador acima € denominado por Laplaciano Fraciondrio de ordem o € (0, 2).

A motivacdo em se estudar equacdes nao-locais € novamente as aplicacdes ao mundo real. Na
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verdade, o que acontece € que muitas vezes estes problemas modelam de uma melhor maneira
certos fendmenos em relagdo aqueles, como acontece na area de Processamento de Imagens
para deteccdo de contornos e na drea de Fisica Quantica com o movimento Browniano. Em
especial, o operador (4) pode surgir na drea matematica de Finangas sobre a consideracao de
ser um processo aleatdrio que permite grandes saltos arbitrariamente, algo bastante natural se

pensarmos nos pregos de agdes.

Para entender isto melhor, digamos que o movimento em uma certa regido Q seja
determinado randomicamente por uma certa probabilidade. Além disso, toda vez que saimos pela
primeira vez através de um salto para fora da regido Q para um ponto y € R"\Q ganhamos um
total de up(y) em moedas. Com isso, se u(x) determina a quantidade de moedas que esperamos

ganhar, entdo a prescri¢do de seu comportamento € determinada por resolver a seguinte equagao

(-A)7?u(x) =0 emQ
u=ug em R"\Q,

ver (BUCUR; VALDINOCI, 2016) para uma modelagem precisa.

O surgimento de Operadores Nao-Locais estd também intimamente relacionado com
processos estocdsticos com saltos como geradores infinitesimais de processos de Lévy (ver
(APPLEBAUM, 2009; ROS-OTON, 2015; OTON, 2014)). Estes generalizam o conceito de
movimento browniano onde a condi¢do da continuidade sobre o movimento é relaxada. Para ser
mais preciso, pela Férmula de Lévy-Khintchine (ver (BERTOIN, 1996)), o gerador infinitesimal

de qualquer processo de Lévy é um operador da forma

Hu(x) = Z aij0;ju + Z b;iOiu + ./Rn (u(x+y) —u(x) —y - Vu(x)Xp, (y)) dv(y),

L.j
onde v é uma medida (chamada medida de Lévy) que satisfaz a propriedade
min (1, |y|2) dv(y) < oo, (&)
Rn

Se negligenciarmos a parte local na expressao em Hu(x) o operador se torna

L) = [ (o 3) =) = - ) X () (), ©

onde a indexacdo € feita para ressaltar a importancia na definicdo do operador. A expressao em
L, acima inspira, por sua vez, classes de operadores mais gerais que possuem certa correlagio.
Na Teoria dos jogos, por exemplo, quando € permitido ao jogados optar por diferentes estratégias
em cada passo, entdo uma familia {vg}geg de medidas aparece, onde B pode ser um conjunto de

indices arbitrédrios. A fim de maximizar o ganho do jogador, o seguinte operador ndo-linear surge

JTu(x) =sup Lygu(x).
peB
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Quando € permitida a entrada de mais jogadores, equagdes mais complicadas aparecem, como
por exemplo

Tu(x) = inf sup L, ,u(x), 7
a€EA BeB

onde os conjuntos de parametros A e B pode ser considerados arbitrarios. Estes modelos sao
chamados na literatura de Equagdes de Isaacs e Bellman.

Outro aspecto interessante em se estudar equagdes nao-locais € a possibilidade de se recuperar
certos problemas locais de segunda ordem como limite, o que conecta ainda mais as duas teorias

e motiva o estudo deste trabalho. O exemplo primordial disto é que
—(-A)""?u(x) — Au(x), quando o — 2, (8)

que mostra a intima relacao entre os modelos locais e ndo-locais. Mostramos na secao subsequente,
em (22), como isto é feito e ainda de que maneira podemos recuperar uma grande classe de
operadores de segunda ordem. Além disso, € possivel ainda recuperar estimativas para equacoes

de segunda ordem, como serd visto em (1.3).

Neste presente trabalho iremos considerar trés artigos de Caffarelli e Silvestre, onde
apresentaremos de forma detalhada toda a teoria exposta nesses artigos e, por vezes, comparando
aos resultados existentes para equagdes de segunda ordem que podem ser encontrados no cldssico
livio (CABRE; CAFFARELLLI, 1995). A ideia dos autores nestes trabalhos foi estender a teoria
existente para equacdes de segunda ordem, a qual estd muito bem estabelecida, para equagdes
nao-locais de tal forma que os métodos e as estimativas atinjam uniformemente os problemas de

segunda ordem a medida que a ordem da equacgao tende para 2.

Neste sentido, dedicamos o Capitulo O para as preliminares. Dissertamos sobre aspectos
gerais da teoria, como o tipo de solucdo que iremos considerar, a saber, a solu¢ao no sentido
da viscosidade. Discutimos também sobre os operadores extremais e as classes de Kernels que
iremos considerar ao longo do trabalho. Por fim, dedicamos a dltima secao para mostrar como
pode-se obter equacdes de segunda ordem como limites de operadores uniformemente elipticos.
Esta secdo € particularmente importante para entender a conexdo entre operadores Nao-Locais e

de segunda ordem locais.

O Capitulo 1 € destinado ao desenvolvimento da teoria exposta em (CAFFARELLI;
SILVESTRE, 2009). O principal interesse neste artigo € o estudo da regularidade de solugdes da
equacgao

JTu(x) =0, 9)

onde 7 € um operador Nao-Local invariante por translacdo, ou seja, possui coeficientes constantes,
e a Unica hipétese estrutural imposta € a de Elipticidade Uniforme (1.1), que pode ser pensada

como uma espécie de comparacao com Laplaciano Fracionario (7), a saber,

My(u—-v)(x) < Tu(x)—Iv(x) < MZ(u -v)(x),
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onde Mz e M, sdo as versoes ndo-local dos operadores extremais de Pucci. Esta condi¢do mostra-
se suficiente para obtermos resultados de estabilidade como, por exemplo, a passagem ao limite.
Impondo uma condicao minimal de elipticidade sobre a classe de operadores € possivel obter um
Principio de Comparacgdo e com isso a questdo de existéncia de solugdes fica quase determinada.
A seguir apresentamos uma versao ndo-local da estimativa Aleksandrov-Bakel’man-Pucci(ABP)
que desempenha um papel importante na teoria de regularidade, pois permite a passagem de
estimativas em medida para estimativas pontuais. Isto fornece um controle apropriado da oscilagdo
da fun¢do e assim pode-se obter a Holder continuidade das solugdes. Por fim, adicionando uma

regularidade extra a classe de Kernels dos operadores em questdo prova-se uma estimativa C?,

No Capitulo 2 apresentamos os resultados expostos em (CAFFARELLI; SILVESTRE,
2011b). Neste artigo os autores estendem a teoria de regularidade em (CAFFARELLI; SILVES-
TRE, 2009) para equagdes com operadores ndo-necessariamente invariantes por translacio, ou
seja, que possuem coeficientes. O foco € estudar a regularidade de solucdes para equagdes do
tipo

I (u,x)=f, (10)

onde 7 € um operador Nao-Local Uniformemente Eliptico com coeficientes. A heuristica do
problema em questdo € cldssica, se uma equagdo estd préxima, em um certo sentido, de outra que
possui solugdes com certa regularidade, entdo € esperado que as solu¢des da primeira também a
herdem. Neste sentido, prova-se um resultado de regularidade por aproximacao extremamente
geral utilizando um argumento de compacidade para que possamos aplicar nos mais diversificados
contextos. Para isto definimos uma maneira apropriada de medir proximidade entre operadores
ndo-locais que reproduz a oscilag@o para operadores uniformemente elipticos de segunda ordem.
Esta ferramenta, por sua vez, nos permite fornecer uma melhoria substancial para os resultados
de estabilidade apresentados no primeiro capitulo para as equacdes em questao e assim garantir
o ambiente apropriado para o resultado de regularidade por aproximac¢ao. Como aplicacao
apresentamos a versao ndo-local do Cordes-Niremberg, assim como um resultado de regularidade

C?>® para equagdes préximas do Fracionario Laplaciano.

Para finalizar o trabalho, no Capitulo 3 apresentamos o artigo (CAFFARELLI; SILVES-
TRE, 2011a) no qual os autores provam uma versao Nao-Local do Teorema de Evans-Krylov.
Neste artigo € considerada uma classe de equacdes integro-diferenciais do tipo Bellman e €

provado que solugdes da equagao

inf L,u(x) = inf / (u(x+y)+ulx—-y)—2u(x)K,(y)dy =0, (11)
a€eA a€A Jrn

sdo de classe C7** com uma estimativa, onde o é a ordem da equagdo e L, € L, para todo a
em um conjunto de parimetros arbitrario A, sendo £, é uma classe de kernels definida em (21).
Para isto, a regularidade extra sobre os Kernels e o fato de o operador em questdo ser concavo
desempenha papel fundamental para provar que os operadores extremais sao limitados. Esta

informacgdo permite criar um processo iterativo para que possamos transmitir tal informagao
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de volta para a solu¢do da equacdo em questdo, e por fim garantir que (—A)"/>u € C® e
uma estimativa na norma C®. Consequentemente, através de resultados cléssicos, teremos que
ueCcoe.
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Preliminares

Neste capitulo iremos tratar de algumas defini¢des e resultados que serdo de grande
importancia em todo o decorrer do trabalho. Dissertamos sobre a solu¢do no sentido da
viscosidade, os operadores extremais e por fim mostramos como obter operadores de segunda

ordem como limite de operadores ndo-locais.

Sobre a definicao de solucao no sentido da viscosidade

Os geradores do processos de Levy mostrados sdo extremamente gerais, como podemos
claramente ver em (6). Em termos de aplicagdes reais, iremos nos restringir ao caso em que a

medida u € dada por um Kernel simétrico nao-negativo K, i.e, K(y) = K(-y), onde

/ FO)u() = / FOIK()dy.
Q Q

E importante lembrar que niio é necessério subtrair o termo —Vu(x) - yXp, se pensarmos no
operador no sentido P.V, i.e, do valor principal em (6). Por outro lado, como o Kernel K é

simétrico, podemos reescrever o operador na seguinte maneira

Lu() = 5 [ (e 9) =) = 20K )y

Para entender melhor sobre estas questdes, indicamos fortemente (NEZZA; PALATUCCI;
VALDINOCI, 2012), se¢do 3).

Para ndo tornar a notagao carregada, escrevemos
O(u,x,y) =ulx+y)+ulx—y)—2u(x).

Por simplificacdo, podemos omitir o % na definicao do operador L acima e com isto a expressao

se torna
Lu(x) = /n O(u, x, y)K(y)dy. (12)
E importante lembrar que a condicdo (5) se escreve na forma
/n min (1, [y?) K (»)dy < oo, (13)
ou equivalentemente ,
/R 2 ||y|2K(y)dy < . (14)

Para clarificar essa condi¢do, se pensarmos nos operadores do tipo Isaacs-Bellman da forma

JTu(x) = inf sup Lypu(x),
aeA PEB
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onde cada L,gu(x) € um operador linear da forma (12) com um Kernel genérico K, 3 que satisfaz
a condicdo (13). Para que o operador fique pelo menos bem definido, € necessério que a condi¢ao

(13) seja uniformemente satisfeita por todos @ e 8 no sentido de que

/min(1,|y|2) sup  Kap(y)dy < oo, (15)
n a€A,BeB

Isto ficard mais claro ap6s fornecermos a definicao de Elipticidade uniforme na préxima secao.
Se considerarmos um operador 7 uniformemente eliptico com respeito a alguma classe £ e
quisermos avalid-lo em « num ponto x, precisamos que u seja pelo menos pontualmente C!! no

seguinte sentido.

Definiciio 0.1. Uma funcdo ¢ é dita ser CY' no ponto x, e escrevemos ¢ € C'(x), se existe um

vetor v € R" e um niuimero M > 0 tal que

lp(x +y) —@(x) —v - y| < M|y|?

para |y| pequeno o suficiente. Dizemos que uma funcdo é C' num conjunto Q se a definicdo

acima vale para todo x € & com uma constante M uniforme.

Dada a intima relacao entre operadores nao-locais e de segunda ordem, € natural que o

tipo de solucdo a ser considerado seja semelhante. Neste sentido, temos a seguinte definicao.

Definicao 0.2. Uma funcdo u : R" — R semicontinua superiormente em € é dita ser uma

subsolugdo (supersolugcdo) para Tu = f, e escrevemos Tu > f(Lu < f) se o seguinte acontece:

® x ¢ um ponto de Q.

e N é uma vizinhanga de x em Q2.
e ¢ é alguma fungdo C* em N.

® o(x) = u(x).

® o(y) > u(y)(¢(y) <u(y)), paratodoy € N\{x}.

Entdo se definirmos
¢ em N

u emR"\N,

devemos ter Iv(x) > f(x)(Iv(x)) < f(x) no sentido classico.

Na literatura de EDP, é comum se dizer que ¢ € C?(N) toca u por cima em x numa
vizinhanga N de x, equivalentemente aos itens da definicdo de solucdo no sentido da viscosidade
local. E importante comentar que eventualmente o operador I pode ter coeficientes. A definico

de solucdo no sentido da viscosidade, entretanto, € a mesma; basta trocar J u por 7 (u, x). Este
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tipo de solucdo ird ser adotada simplesmente porque a classe de operadores satisfazem uma
condicao de elipticidade uniforme garante que este tipo de solucao estd bem definida. Para
melhores detalhes sobre este tipo de solu¢do, recomendamos ao leitor (KOIKE, 2004) e (BARLES;
IMBERT, 2008).

Por fim, vale ressaltar que embora utilizemos a nomenclatura Nao-Local indistintamente
ao longo do trabalho, sua definicdo precisa serd fornecida precisamente no Capitulo 2; sua
principal caracteristica € que permitem algum tipo de crescimento no infinito. Com isso, seria
natural pedir que u € C"!(x) N L'(R", w), onde w é um peso que controla o crescimento dos
Kernels no infinito. Naturalmente, isto também se aplica a operadores Integro-Diferenciais do

tipo que foi discutido anteriormente.

Operadores Extremais

Nesta secao, iremos apresentar o conceito de operador extremal. Estes fazem papel

andlogo aos Pucci para operadores uniformemente elipticos do caso local, onde

MM, A) = A Z ei+ 1 Z ei= sup Tr(AM)
ei>0 ei<0 AEﬂA’A
M- (M, A,A) = A Z ei+ 1 Z er= inf Tr(AM),

e; <0 e; >0

onde A, . € a classe de matrizes A € S" que satisfazem A|y|*> < Ay -y < A|y|? paratodo y € R".
Esta maneira de definir os Pucci fornece uma ideia de como podemos nos basear para estabelecer
os operadores extremais nao locais. Dessa forma, dada uma classe de operadores (ou kernels) £,

definimos da seguinte forma

Myu(x) = iug Lu(x), (16)
M u(x) = Lnelf: Lu(x). (17)

onde £ é uma classe de operadores lineares L cuja expressdo é dada por (12). Usualmente
chamamos Mz e M, os operadores maximal e minimal de Pucci com respeito a classe L. Por
exemplo, uma classe importante que serd estudada a frente € a classe L, de operadores L da

forma (12) cujos Kernels associados satisfazem a seguinte desigualdade

A
<K(y)<(2-0)——, onde O0<o<?2. (18)

- |y|n+o"

(2-0)

|y|n+0'

Para essa classe de operadores em especifico, podemos representar os operadores maximais de
uma maneira mais conveniente, a saber

A6F(u,x,y) — 20~ (u,x,y)

|y|n+0'

dy (19)

M7 u(x) = (2~ 0')/

n
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/15+(I/l,x, )7) - Aé—(u’x’ )’)

|y|n+0'

My u(x)=(2- 0')/

onde 6% (u, x,y) e 6 (u, x, y) sdo, respectivamente, as partes positiva e negativa de §(u, x, y).

dy, (20)

n

Mostremos esta igualdade para (19) (a demonstragdo para (20) € analoga). Mostraremos,

primeiramente, que

A(5+(u,x, y) - ld—(u’xa )’)

|y|n+0'

Mzou(x) <@2-o0) y dy.

Lembre que 6(u, x,y) = 6*(u,x,y) — 6 (u,x,y). Com isto, usando (18) temos

Lu(x) = ‘/Rné(u,X,y)K(y)dy

= /n 0 (u,x,y)K(y)dy — ./R” 0 (u,x,y)K(y)dy

A A
< (2—0)/ &* (u, x, y) dy-Q2-0) | & (u,x,y)——=dy
RP ly|+e Rr ly|r+eo
A6t (u,x,y) — A6~ (u, x,y)
= (2-0) . |y|n+o dy,

para todo L € L e portanto a desigualdade segue. Para mostrar o outro lado da desigualdade,

defina o seguinte Kernel

A A
|y|+e tAp |y

2

mw=@—w(n

onde A={yeR":6(u,x,y) >0te A={y eR":6(u,x,y) <0}. Assim, este Kernel satisfaz

a condi¢do (18) e com isto
Lu) = [ s KOy

A

+XB|y|n+0'

|y|}’l+0'

(2_0-) An(6+(u’x’y)_5_(u’x’y)) XA dy

A6t (u,x,y) — A6 (u,x,y)

R7 |y |+

= (2-0) dy,

dai segue a outra desigualdade. Com isso mostramos (19) e de maneira andloga mostramos (20).
Ao longo deste trabalho iremos considerar outras classes de kernels que sdo extremamente impor-
tantes para a Teoria de Regularidade proposta em (CAFFARELLI; SILVESTRE, 2009),(CAF-
FARELLI; SILVESTRE, 2011b),(CAFFARELLI; SILVESTRE, 2011a). Por exemplo, temos a

classe £ de kernels em L tal que vale

IVK(y)| < Cly|™ " em R"\{0},
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iremos considerd-la para a Teoria de regularidade por aproximacdo do Capitulo 2. No Capitulo 3

iremos considerar uma classe menor de kernels em £; que satisfazem
ID*K(y)| < Cly|™™" em R"\{0}, 1)

denominaremos tal classe por L. A ideia por trds em trabalhar com tais operadores € simplesmente
porque podemos substituir qualquer outra equagdo em particular através de certas desigualdades,
a saber,

M (u—v)(x) < Tu(x) = Iv(x) < M} (u—v)(x),

desde que I(u, x) e I(v,x)(I pode ou ndo ter coeficientes) estejam bem definidos. Esta é uma

desigualdade que envolve a defini¢do de elipticidade que veremos posteriormente.

Equacoes de segunda ordem como limites de operadores Elip-

ticos

Nesta secao traremos alguns exemplos de como podemos obter Equagdes de Segunda
Ordem como limites de equagdes envolvendo um operador ndo-local que podem ser encontrados
em (CAFFARELLI; SILVESTRE, 2009),(CAFFARELLI; SILVESTRE, 2011b),(CAFFARELLI,
CHARRO, 2015). Vamos mostrar que podemos recuperar qualquer equagdo da forma F(D?u) do
tipo Isaacs-Bellman, e a Equagcdo de Monge-Ampere através de limites de operadores nao-locais.
Primeiro veremos a mais clédssica de todas, que mostra a relacdo fundamental entre dois operadores

que sdo extremamente importantes. Assim, temos que Se u € C*(x) N L (R™"), entdo

(-A?)u(x) > —Au(x) quando o — 2. (22)
Lembre que
_ATu(x) = C(n,o) / 2u(x) —u(x+y) —u(x—y)dy
2 R ly|*e
C(n,o) 2u(x) —u(x+y) —ulx—y)
= dy
2 Bs ly|™*e
+C(n,0’) 2u(x)—u(x+y)—u(x—y)dy
2 R™\Bs |y|n+0'
- C(”z’ 9 (1410,

onde a constante C(n, o) é dada por

~ 1-cos(¢) .\ o2-0)
o= ([ Gr) = gt
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A andlise assintética destas constantes podem ser encontradas com grandes detalhes em

((NEZZA; PALATUCCI; VALDINOCI, 2012), secdo 4), e € mostrado que lirn2 A(n,o) < +coe
g—

limy—» B(o) = 1/2.

Vamos estimar a integral na expressao em /1. Temos que

. /\ 2u(x) ~utx +y) ~ute =yl o
R"\Bs

- |y|n+a'

IA

1
HJul s / dy
LR r\Bs [V

o0 1
= 4||u|| 0 n / / dS( )dr
LE s o8, 1y Y

= Wl / 1|08, |dr
)

= dlullpogeey [ 0B ar
o

— Hllulliegen 9B / 1 dr
)

-0

= Hullpo®n)|0B1|—
(0B

Consequentemente,
C(n,o) 07
52U < Hlul| = o) |0B1 | *—
1 o -7
= —(2- - w@m|0B1|—
3= | o m Nl emloB =

= S 0)f(0) =0

quando o — 2 pois a funcio f (o) € limitada. Para estimar /, vamos usar a expansio de Taylor

ao redor de x,

w(x) +(Vu(x), y) + 3 (D*u(x)y, y) + R(y)
u(x) = (Vu(x), y) + 5 (D?u(x)y, y) + R(),

u(x+y)
u(x —y)

com R(y) satisfazendo

tim 2 o,
=0 [y[?
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o que pode ser visto como |R(y)| < €|y|* para |y| < 8. Daf,
- EICLOETES
Bs Lyl

(D2u()y.y) R(y)
- T nro @Y
Bs 1Yl B, |¥]
Para controlar a segunda integral, perceba que
R 2
/ (y+) dy < 6/ |y|+ dy
Bs 1Y Bs Y7
§ 2
e/ / |y|+ ds(y)dr
o Jos, IyI"™”

5 2
0B e P lar
n+o
o r

dy

5(2-0)
= |<931|62_
Com isso C( ) R(Y)
5 / e d s SRR e - dne,

onde usamos o fato de C (n, 0)/(2 - 0) — 4n/|0B;| quando o — 2, que pode ser encontrado
em ((NEZZA; PALATUCCI; VALDINOCI, 2012), Secao 3, Corolério 4.2). Depois fazemos

e — 0.

Agora vamos fazer algumas manipulagdes na primeira integral de /. Note que, fazendo

y = dz, temos

(Dzu(x)y,y>d _ 6”/ (D?u(x)dz,0z)
B

<

By |y|n+o' |5Z|n+0'
— 52—0’ / <D2M(.X)Z,Z> 7z
B, |Z|n+0' :

Fazendo novamente uma mudancga de varidvel, observe que

(D*u(x)z,z) _ (D*u(x)z,z)
f, e = / e SO

1 2
/ r”_I/ <D ulo)ry. ry)dS(y)dr
0 o, lryl™

1
/ rl_”/ <D2u(x)y,y> dS(y)dr
0 0B,

1
Zu(x r=odr].
[ mnrsol [+
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1
1
/ r'=rdr = ——,
0 2—-0

(D*u(x)y,y) 5=
/ oAy =
Bs ly|™*e (2-0) Jos,

Pelo Teorema da Divergéncia, temos

Como

obtemos

(D*u(x)y, y) dS(y).

/ <D2u(x)z, z) dS(z) / V. (Dzu(x)z)dz
0B,

B

/ 0, Zﬁiju(x)zj dz
Bi = =1

1 j=

/ Z@,-ju(x)dz
B =

|Bi|Au(x).

Dessa forma

_C(n,O') <D2u(X)y,y>d __C(n,(r) 5(2-0)
2 Sy, b YT T2 2-o)

|B1|Au(x).

Finalmente, fazendo o — 2,
C(n,o) 6%
2 (2-0)
como pode ser encontrado em (NEZZA; PALATUCCI; VALDINOCI, 2012), Se¢ao 3, Corolério

4.2), e assim a convergéncia desejada segue.

|Bi| — 1,

Aproveitando estes cdlculos, se fizermos uma simples mudanga de varidvel Az = y, sob

as mesmas hipdteses sobre u, pode-se provar que
C(n,o) u(x+y)+u(x-y)—2ulx)

I dy = ijUuij(x), 23
0'1—>rr12 2 R” det(A)lA_1y|n+O' Yy lzjl a ]u J (X) ( )

onde {a;;} sdo as entradas de AA”. Para entender como isso acontece, basta fazermos a mesma
andlise que foi feita para o Laplaciano Fraciondrio separando as integrais adequadamente. As
mesmas convergéncias acontecem aqui, a diferenga € na anélise no termo da integral em I, que

neste caso ira ser )
(D*u(x)y,y)
5, det(A)| ATy

Para analisar isso, lembre que, como mostramos anteriormente,

/ <D2u(x)y,y>d _ §5(2-0)
Bs

y =
|ly[™+e (2-0) Jos,

(D*u(x)y,y) dS(y).
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Utilizando esta observagao acima e fazendo a mudancga de varidvel y = Az e usando o Teorema

da Divergéncia, obtemos

(D%u(x)y,y) (D?u(x)Az, Az)
/Bédet(A)lA‘lyI”*”dy = s, 2| &
_ (2(2 :)/ (D*u(x)Az, Az) dS(z)
_ ((;(2_—:) /a X A'Du(x)Az, 2) dS(2)
_ (‘;(2__:) A V. (Aszu(x)Az) ds(z)
- ,Zl ayiigu(x).

de onde segue (23).

Dessa maneira, se F' € um operador Uniformemente Eliptico do tipo Isaacs-Bellman que

possui a forma

F(M) = 1nf sup Z BMU + b,
ﬁeB

para alguma cole¢ao {af.;.ﬁ},-,j = AaﬁAgﬁ e constantes b, com a € A, B € B e A, B podem ser

conjuntos arbitrarios de parametros. Dai, por (23),

-2
F(D?u) = lim | inf sup Cln o) ulx+y) tulx - y) u(x) dz +b*P ||,
o2 \aeA geg 2 R™ det(Agﬁ)lA 7|

desde que possamos comutar a operacdo de limite com o infimo e supremo, o que pode ser
garantido simplesmente pelo fato de F' ser um operador uniformemente Eliptico.

Podemos novamente aproveitar os cdlculos feitos em (22) para obter

lim M7, ) = /(,B] A(D*u(x)y,y)" = A{D%u(x)y,y) " dS(y), @4

o2

onde MZO () € o operador maximal referente a classe £ que tem a forma

A(5+(I/l,.x, y) - /16_(11,)(:, )7)

|yll’l+0'

MZO(O') 2-0) RR

dy.

Isto nos diz que limg,_,, M. é um operador uniformemente eliptico da forma F(D?u), onde

Lo(o)

F(A) = /a A A ) = Ay dS0).
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Naturalmente, pode-se comparar F' com o Pucci cldssico M™*, pois basta lembrar que como 9B
€ compacto, a funcdo (Ay, y) assume maximo e minimo em vetores y, y» que sao autovetores
associados a A aos autovalores e, e> que (pode-se mostrar) sio 0 maior € menor autovalor de A

respectivamente. Assim

[ Aty - acayy)ds) < AoBiler - aloBile:
4B,

< /~\ Z e; — /i Z e;

e; >0 e; <0

= M*(A,LA).

Dai, temos que
lim M7 (%) < M (D?u, 1, A). (25)
Contas semelhantes podem ser feitas para
lim M7, >

onde M, denota o operador minimal com respeito a classe L.

Lo(o)
Podemos ainda obter a equacdo de Monge-Ampere como limite de uma equagdo
envolvendo um operador ndo-local. Se definirmos o seguinte operador
1 / u(x+y)+u(lx—y)—2u(x)

D%u(x) = inf {5 ATy

dy:A>0,det(A) = 1}.

podemos obter
lim ((2 - O')D%u(x)) — det(D%u(x)) V"
o—
Isto € feito em dois passos. Primeiro mostra-se que, sobre certas condi¢des sobre u,

lim ((2 - O')Z)%u(x)) - % inf {Tr (AA’Dzu(x)) LA > 0,det(A) = 1},

cujas contas podem ser encontradas no apéndice de (CAFFARELLI; CHARRO, 2015). Dai,

usa-se um fato de Algebra Linear que se B é simétrica e positiva semi-definida entio
ndet(B)'/" = inf {Tr(AA'B) : det(A) = 1},

cuja demonstracdo pode também ser encontrada no mesmo apéndice citado.

Estas consideracoes ratificam, mais uma vez, a importancia de se estudar os mais variados

tipos de equagdes nao-locais, uma vez que € possivel recuperar problemas locais através desses.
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Teoria de Regularidade para Equacoes
Integro-diferenciais completamente nao li-

neares

Neste capitulo estudaremos a regularidade de solugdes de equacdes completamente nao
lineares do tipo
JTu(x)=0 em Q, (1.1)

onde u € uma funcao limitada no R”, Q é um aberto limitado e 7 é um operador uniformemente
eliptico, de acordo com a definicdo 1.1 a frente, para uma certa classe £ de Kernels que sera
descrita posteriormente. Os resultados apresentados aqui podem ser encontrados no artigo
(CAFFARELLI; SILVESTRE, 2009) de Caffarelli e Silvestre.

A ideia dos autores foi se basear na teoria existente para equagdes de segunda ordem
para desenvolver resultados similares para equagdes envolvendo operadores nao-locais e por esta
razao, muitas das técnicas apresentadas aqui relembram as cldssicas. Além disso, para que a
teoria apresentada aqui seja uma generalizacdo de equacdes diferenciais elipticas de segunda
ordem existe um problema a mais na obtencado dos resultados, que € sempre tentar manter as
estimativas uniformes na ordem o da equacoes para que estes resultados continuem a reproduzir

o caso local no limite.

Como estamos apenas interessados nos resultados que concernem sobre regularidade,
nosso foco esteve em volta destes que sao usados para tal propdsito. Em suma, traremos os
seguintes problemas:

1. Um principio de Comparacao para uma classe geral de Equacdes;
2. Uma versao ndo-local da estimativa Aleksandrov-Bakel’man-Pucci (ABP);
3. Estimativa Holder para equacdes como Kernels comparéveis aos do Laplaciano Fraciondrio;

4. Estimativa C'® para uma classe de Equacdes com regularidade extra nos kernels acima.
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Este Capitulo estd dividido da seguinte maneira, primeiro dedicamos uma se¢ao de preliminares,
onde destacamos algumas definicdes que serdo usadas e alguns resultados de estabilidade
que nao fazem mencao diretamente aos nossos propositos de regularidade. Na seguinte se¢do,
sobre uma condicao estrutural minima na classe de operadores £, apresentamos um principio
de comparacdo, o qual desempenha importante papel na existéncia de solu¢des. Na secao 3
desenvolvemos a estimativa ABP nao-local. Este resultado é o mais delicado deste capitulo e é
essencial para obtencdo dos resultados de regularidade por ser a ponte entre estimativas pontuais
e estimativas em medida. A secdo 4 € dedicada a constru¢do de uma funcao especial. Esta fun¢do
serd uma subsolucdo envolvendo o operador Minimal de pucci nao-local que funcionard como
uma barreira para as solu¢oes de (1.1). Na secdo 5 € onde obtemos a estimativa Holder C* usando
a estimativa ABP. A func¢do especial desempenha papel importante neste processo para forgar o
toque da solu¢do com seu conjunto de contato. Por fim, na secao 6, exigindo uma condicao de

integrabilidade extra sobre os Kernels, obtemos a estimativa C!»¢ para solucdes de (1.1).

1.1 Preliminares

Nesta secdo iremos fornecer a definicao de elipticidade que usaremos ao longo deste
capitulo e mostraremos que operadores como em (7) satisfazem essa condi¢do. Além disso,

mostraremos algumas propriedade de estabilidade que esses operadores possuem.

1.1.1 Sobre a definicao de Elipticidade Uniforme

Vamos fornecer a definicio de Elipticidade que usaremos ao longo deste capitulo usando
operadores extremais. Esta definicdo € inspirada na hipétese cldssica de Elipticidade Uniforme
para operadores locais e baseia-se em uma desigualdade envolvendo os ‘maiores’ e ‘menores’
operadores lineares sobre uma classe. Portanto, ¢ demasiadamente importante saber quais serdo
os operadores lineares a ser considerados para definir esses operadores extremais. Levando isto

em consideracdo, um operador L linear Integro-Diferencial genérico terd a forma

L) = [ () +utr = 3) = DK )y,

para alguma funcdo K : R — R ndo-negativa, que chamaremos de ntcleo, que satisfaz a
propriedade (13). Podemos ainda indexar o operador Lx com seu nicleo K para expressar a
dependéncia na sua defini¢ao, porém isto torna a notagdo um pouco carregada e portanto nao
iremos fazer tal indexagdo. Esta op¢do de indexar, ou ndo, pode ser um preciosismo, uma vez
que um kernel K define um operador L e um operador L sempre estd associado a um nicleo K.

Tendo isto em consideracdo, temos a seguinte defini¢do.

Definicao 1.1. Seja L uma classe de operadores lineares integro-diferenciais. Um operador I é

dito ser uniformemente eliptico com respeito a uma classe L se possui as seguintes propriedades:
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e Se u é qualquer funcdo limitada, Tu(x) estd bem definido para toda u € C"'(x).
e Se u € C? em algum conjunto aberto Q, entdo Tu(x) é uma funcdo continua em Q.
e Se u e v sdo funcoes limitadas e C"' em x entdo

My (u—v)(x) < Tu(x) = Tv(x) < M} (u—v)(x),

A condicao de Elipticidade nos permite linearizar a equacao para o caso invariante por
translacao, isto é,
7,Ju = I (tu),

onde T,u(x) = u(x — z). Embora neste capitulo iremos considerar operadores invariantes por

translacdo, é facil perceber que Mz e M, sdo invariantes por translac¢do, pois

.M ju(x) sup Lu(x +z)

Lel

= sup / (U +2+y) +ulx+2 - y) - 2u(x +2)K(y)dy
LeL JR"

= sup | (rzu(x+y) +7ou(x — y) - 212u(x))K(y)dy
Lel JR"

= sup Ltu(x)
LeL

= Mjytu(x),

e da mesma forma para M~. Um exemplo prético do beneficio disso € que podemos transladar

certas estimativas.

O primeiro resultado desta secdo asserta sobre a desigualdade de elipticidade do operador
base definido em (7).

Lema 1.1. Seja I um operador como em (7) e L uma colecdo de operadores integro-diferenciais.

Assuma que L,p pertenga a classe L para todo a e . Entdo para cada u,v € C L1(x) temos

My (u—v)(x) < Tu(x) = Tv(x) < M7(u—v)(x)

Demonstragdo. Como u,v € Cl1(x), Lypu(x) e Logv(x) estdo definidos de maneira cldssica

para todo @ e . Note que para cada a e § temos, pela linearidade do operador,

Lop(u —v)(x) + Logv(x) = Lopu(x).
Além disso, note que

My (u = v)(x) < Lop(u = v)(x) < M (u —v)(x).
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Por estas desigualdades, temos
M (u = v)(x) + Lopv(x) < Logu(x) < Lagv(x) + M (u —v)(x).
Agora passando o supremo em « e depois o infimo em S obtemos
My (u—v)(x) + Tv(x) < Tu(x) < ITv(x) + M (u-v)(x),
e consequentemente

My (u—v)(x) < Tu(x) = Iv(x) < M7(u—v)(x).

O lema que provaremos a seguir refor¢a a ideia de que o tipo de solug¢do que estamos
adotando (solugdo no sentido da viscosidade) carrega importantes propriedades sobre a funcao.
Em outras palavras, o toque por cima (ou por baixo) de funcdes suaves forca algum tipo de

regularidade infinitesimal nas solu¢des. Mais objetivamente temos o seguinte resultado

Lema 1.2. Seja I o operador definido em (7) tal que para todo K,p vale a desigualdade (18).
Se u é uma subsolucdo Tu > f em Q e ¢ € C* toca u por cima em x € Q, entdo Tu(x) estd
definido no sentido cldssico e Tu(x) > f(x).

Demonstragdo. Defina, parar > 0,

(¢ emB
Tl w emRMB ().

Dai segue que Jv,(x) esta definido classicamente e Mzo o)V (x) = Iv,(x) = f(x). Com isso,

v x, VA (v, x,y)A

|y|n+0' |y|n+0'

My = 2=0) | ( dyzf. (12
Como ¢ toca u por cima no ponto x, temos

o(vr,x,y) = 6(u,x,y) paratodoy e R",

pois u(x) = v,(x) = p(x) etambém u(x +y) < v, (x +y), u(x —y) < v,(x — y) (isto segue do
fato de ¢ > u em B,). Como v, € C!!(x), pela definicdo 0.1 e pela desigualdade triangular,

temos

vr(x+y) +v(x = y) = 2v,(x)| vr(x+y) =ve(x) = p-yl

v (x —y) = v (x) = p - (=)l

IA

2M|y)?,
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paray € B, com r pequeno. Assim,

|5(Vr’xvy)| _ |(5(Vr,X,y)| |5(vr,x,y)|
————dy = ————dy+ ————=d
rRe |y [ i ad re\B,  |YI"™7
Nl 1
< 2M / + 4|1 |oo dy
ly |"+cr re\B, Y™
0 1
= ZM/ / n+o_dS(y) ds+4||u||oo/ / ——dS(y) | ds
B r OB, T
r s2sn—1 00 sn—l
= 2M|831|/ ds+4||u||oo|631|/ ds
0 SI’H'O' - SI’H'O'
1 2—0 1 -0
= 2M|0B| r 7 +4||ul||w|0B1|—1r77.
2-0) o
L . l6(vr,x, )| . ) N
0go, 0 quociente MT ¢ integravel e consequentemente como 6™ (u, x,y) < [6(v,,x,¥)],
6+(u’x’ y)

segue que ¢ integravel. Separando a integral (1.2) na parte positiva e negativa de

| |n+a’

(v, x,y) temos

_ 6" (vr, X, y) _ AST (v, X y)\
(2 O')/n (/l NG )dys (2 0')/n( NG )dy f(x).

Como ¢ toca u por cima em x, temos que 6(v,, x, y) decresce a medida que r diminui, pois se
r < ro, entdo B, C B,, e com isso segue, por contas andlogas, que d(v,,x,y) < 6(v,,X,y) €

portanto §* (v,, x,y) < 6* (v, x,y). Logo, usando esta desigualdade, temos

6 (vr,x,y)4 0t (Vi X, V)A
(2-0) (T) dy < (2-0) (# dy — f(x). (1.3)
|yl R7 ||
Se r < rg entdo 6(v,,x,y) < 6(v,,,x,y). Dai segue que 6(v,,x, y) € mondtona crescente, pois
5_(Vr, X, )’) Z 6_(‘}1”()’ X, }’) Além diSSO’ 6_(Vr’ X, }’) - 5_ (u’ X, )’) quandO r— 0 PelO Teorema
da Convergéncia mondtona, temos

) 0 (v, x,y)4 0 (u,x,y)A
r—0 R Iyl |yl

Passando o limite quando r tende a 0 em (1.3) obtemos

(2-0) (—‘””’x’y 1 ) dy<(2-0) (—‘5+(V">’x’y )A) dy - (x) < .
[yl R [yl

o(u,x,y) |

= € integravel pois suas partes positiva e negativa o sdo e

Dessa maneira, temos que
consequentemente 7 u(x) é computdvel no sentido cldssico, uma vez que L,gu(x) estd bem

definido no sentido cldssico para qualquer a e .
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.0y —ux,y) < ) .
Note que o quociente o ¢ uma funcdo mondétona decrescente, converge para 0 e é
y
. ce 0V — X, Y) ,
limitado pela funcdo integrdvel ———————. Com isso,

|y|n+cr

A6+ r— UsA,
lim M* (v, — u)(x) = lim (2 - o-)/ ( v +u al y)) dy,
r—0 r—0 R7 |y|” o

lembrando que v, > u e porisso 6 (v, —u,x,y) = 6 (v, —u, x, y). Pelo Teorema da convergéncia
Mondétona, temos
lirr(l) M* (v, —u)(x) =0.
r—
Pelo Lema 1.1 temos
Tu(x) 2 Ive(x) + M (u—v,)(x) = Tv,(x) = M (v, —u)(x),

e passando o limite quando » — 0 obtemos

Tu(x) > f(x).

O

Assim como apontado em (CAFFARELLI; SILVESTRE, 2009), a definicao de Eliptici-

dade 1.1 se estende para uma classe de operadores muito mais rica, como por exemplo

Glulx+y) —u(x) |

|y|n+o'

Tu(x) =
Rn

onde G : R — R é diferencidvel, G(0) =0ed < G'(x) < A.

b

1.1.2 Propriedades de estabilidade

Nesta se¢do, iremos tratar de alguns resultados de estabilidade. Nesse contexto, o resultado
mais importante concerne sobre quais sao as condi¢des necessdrias para que possamos fazer
a passagem ao limite em equacdes envolvendo operadores ndo-locais. Em comparativo com a
teoria local, a definicao de Elipticidade uniforme para funcionais

F:.:S" >R,
¢ suficiente para garantir que se
2
Fx(D7ug) = fi,

no sentido da viscosidade, onde F; — F,u; — u, fr — f localmente uniforme, entao
F(D?u) = f,
isto pode ser encontrado em ((CABRE; CAFFARELLI, 1995),Proprosicdo 2.9). A mesma

técnica € aplicdvel no nosso contexto, entretanto, o carater Nao-local dos operadores exige um

comportamento relativamente adequado ndo apenas localmente mas em todo R”.

O primeiro resultado desta secdo € acerca de equicontinuidade de uma certa familia de

funcoes.



Capitulo 1. Teoria de Regularidade para Equagées Integro-diferenciais completamente ndo lineares 32

Lema 1.3. Seja f € L*(R") e {go} uma familia de funcées tal que |go(x)| < |g(x)|, para

alguma g € L. Entdo a familia f * g, é equicontinua em conjuntos compactos.

Demonstracdo. Seja K ¢ R” um conjunto compacto e € > 0. Como g € L!, entdo

/ lg(¥)|dy < oo,
Rn

dai escolhemos R > 0 grande o suficiente para que K C Br e

€
lgWldy £ 7, (1.4)
-/R"\BR(x) 8[1 £l (rm)

para todo x € K. Escrevendo f = fi + f>, onde fi = fXp,; € fo = fXrn\B,s» Perceba que

[(f2 * o) (X)] /R f2(y)8a(x - y)dy‘

= / f(y)ga(x - y)dy'
R™\Br

IA

/ A0 lgax = dy
R"\Byg

IA

[ / g (x — )ldy
R™\Bag

11 / l2a(9)]dy.
R"\Bg(x)

E portanto, temos que

|(f2 % ga) (X)| <

, comx € K.

ool m

Como g € L', existe 5y > 0 tal que

€
g(x)dx < / lg(x)|dx < ————, V|A]| < do. (1.5)
/A A 16]1 /1= () 0

Considere agora n um mollifier padrao como em B.2 e facamos a mollificacdo de f;. Note
que o suporte de fi estd em Byg e f1 *xn; = 0 fora de B4 para t pequeno. Assim temos que
f1*n; — f1 q.t.p em Bygg pelo Teorema B.4. Pelo Teorema B.3, existe A C Byg tal que |A| < 9
e fi *1; — fi uniformemente em R"\ A. Em particular, existe fi = fi * 17;, tal que

A=Al < oo
8llg Lt (rmy

em R"\ A. Dai, temos que

€

(f = f) (1= Xa) * gallo@ny < 11(fi = A1) (1 = Xa)lleo@m 8ol Lt ey < 2

(1.6)
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Por outro lado, por (1.5) e pelo fato de |A| < &, temos

€

I1(fi = fi)Xa * gallL=@n) < 3

(1.7)

Note também que a familia f| * g, é equicontinua pois f; é continua e ||g||;: é limitada e com

isso existe 0 > 0 tal que
= = €
| f1 % ga(x) — f1 * ga(V)| < Py

sempre que |x — y| < §. Dai, substituindo f = f; + f> e somando e subtraindo termos

adequadamente, temos

|f * 8a(x) = f * ga(¥)]

|1 % 8a(x) = f1 % &a(¥) + f2 % 8a(x) — f2 % &a ()]

= [(fi = 1) * 8a(x) = (fi = f1) % 8a(¥) + f2 * 8a(X) = f2 % ga())
+/1 % 8a(¥) = fi % g (¥)]

| /2% 8a ()| + | f2 % ga W) + | f1 * 8a(¥) = fi * ga(X) |+

|(fi = (1 = Xa) * o ()] + (i = fi1)Xa * ga(x) |+

|(f1 = (L= &Xy) # ga W]+ 1(f1 = f1)Xa * ga(Y)]

< £4€, €€

IA

4737y,
= 6’
sempre que |x — y| < d. Logo, f * g, € equicontinua. m]

Como aplicagdo deste resultado, temos o seguinte lema que mostra a segunda condi¢dao
para que o operador definido em (7) seja, de fato, um operador eliptico de acordo com a Defini¢do
1.1.

Lema 1.4. Seja I um operador como em (7) e assuma (15). Sejav € L®(R") N C1(Q). Entdo

Iv é continua em Q.

Demonstragdo. Vamos mostrar primeiramente que a familia L,gv € equicontinua. Escrevamos

K= sup Kup
aceA,LeB

como em (15). Sejae > 0e xp € Q. Comov € CH! em Q, existe C > 0 tal que
16(v,x, )| < Cly]?>, se xeQ e |y|<dist(x,dQ).
Pela condigdo (15), para r < 1 suficientemente pequeno,
. 2 €
C min (1, [y ) K(y)dy < 3
B,

Assim

W m

/B ClyPK (y)dy =<
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Com isso, separando a integral

/n S(v,x,y)Kop(y)dy

La,BV ()C)

/ 5(v, %, ) Kap(v)dy + / 5(v, %, ) Ko () dy
B, R"\B,

wi(x) + wa(x).
Assim, segue que

€
w1 ()] < /B CIy PRy < 5.

Note que w; pode ser reescrita da seguinte maneira

w@ = [ vteeKpoirs [ oKy =2 [ v@kpody

[ vt o Ko )y + [ =) (Ko Kag) )y

() /R (X, Kag) (V) dy

/ V(x4 3)gap(y)dy + / V(x = ¥)gap(¥)dy — 20(x) / gas () dy
Rn R7 R7

= [ =gty [ v asidy =20 [ gap)ds

onde g,5(y) = Xpm\B, Kop(y) € 8ap(y) = gap(—y). Assim

w2 :V*gaﬁ+v*gaﬁ_2(/R gaﬁ()’)dD’) v.

Note que como Xrn\p K € L'(RY) e 8ap < Xrn\p, K, temos que gqp5 € L'(R™). Pelo lema 1.3,

wy € equicontinua. Dai, existe 6 > 0 tal que
Iwa(x) — wa (x0)| < g quando  |x — xo| < 6.
Com isso,
|Lapv(x) = Lapv(xo)| < [wi(x)[ + [wi(xo)| + [wa(x) —walxo)| <,
independentemente de @ e S. Dai, segue que |7 v(x) — I v(xg)| < € sempre que |x —xo| < d e

portanto J v é continua em x. m|

A Definic¢do 0.2 de solucdo no sentido da viscosidade avalia o operador em fungdes teste
que sdo pontualmente C2. A fim de expandir o conjunto das funcdes teste, seria interessante
utilizar solucdes que sio pontualmente C!+!. Veremos que, na verdade, ambas defini¢cdes sio

equivalentes.
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Lema 1.5. Seja I eliptico com respeito a alguma classe L no sentido da definicdo 1.1. Seja
u : R" = R uma fung¢do semicontinua superiormente tal que Tu > f em Q no sentido da
viscosidade. Seja ¢ : R" — R uma funcdo limitada e C'' em x € Q. Assuma que ¢ toca u por

cima em x. Entdo I ¢(x) estd definido no sentido classico e I p(x) > f(x).

Demonstragdo. Como ¢ € C!(x) entdo 7 ¢(x) estd definido classicamente. Por esta razio,

tomando ¢(y) = @(x) +v.(y —x) + (M +r)|y — x|?, temos que

lg(y) — (M| < C()ly —xI*, y € B (x),

e C(r) — 0 quando r — 0. Defina

g em B,
vy =
u emR"\B,.

Como Zu > f em Q no sentido da viscosidade, entdo 7 v,(x) > f(x), com Zv,(x) bem definido.

q emB,
Pr =

Além disso, defina

¢ emR™\B,.
Com isso,

To(x) = Lor(x) 2 My (¢ = ¢r)(x),

somando e subtraindo 7 v, (x), obtemos
To(x) 2 Tvp(x) + Lor(x) = Lvr(x) + M (¢ — @) (x),
como Z ¢, (x) = Zv,(x) > M_Z(Sor - v)(x),
To(x) > Tv,(x) + M7 (g, = v) (%) + M7 (6 — 9) (%),
como (¢, — v,) tem um minimo em x, M (¢, — v,)(x) > 0, e daf
To(x) = Ive(x) + Mp(¢ = @r)(x) 2 f(x) + M (¢ = @) (x). (1.8)
Note que,
Mi(e= e = jnt [ 50 grry)KL0)dy.
LGL Rn
Como ¢(x) = g(x) e ¢ = ¢, em R"\ B, entao,
Mz(e= et = int [ 6o grx )KLy
el B,

como ¢, =gem B, e 6" (¢ —q,x,y) >0, temos

Mi(e =gt = jnt [ =57(¢ = qx )KL,
E.C Br
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dai, obtemos
M(¢ — 00) () = / 57 (0 — g%, VK (y)dy,

r

pois K(y) = sup; ., K7.(y). Note que

6 (¢ —q,x,y) = max{-6(¢ — q,x,y),0} < 2C|y|%,

com isso,
My(6 - o)) > / 2CIyPR()dy.

r

Devido a condi¢ao de integrabilidade do Kernel (13), temos

/ 201y 2K (v)dy s/ 2Cmin(1,|y|2)K(y)dy < co.
B, B,

Com isso, a integral a esquerda nesta ultima expressao tende para zero a medida que r — 0.

Fazendo r — 0 em (1.8) obtemos
To(x) = f(x).

O

A nogdo de solucdo no sentido da viscosidade para operadores uniformemente elipticos
(teoria local), como bem apresentado em (CABRE; CAFFARELLI, 1995), é poderosa devido a
sua estabilidade via limites uniformes em conjuntos compactos. Em se tratando de solu¢des que
a priori sdo apenas semicontinuas(inferiormente ou superiormente), o limite uniforme pode ser

relaxado um pouco. Para isso, iremos considerar o I'—limite e sua defini¢do é dada por
Definicao 1.2. (I'—convergéncia) Uma sequéncia de funcées semicontinuas inferiormente (uy)
['—converge para u em um conjunto € se as duas condigcoes abaixo valem

® Para toda sequéncia x; — x em Q, liminfy_ ug(xx) = u(x);

® Para todo x € Q, existe uma sequéncia xy — x em L tal que

lim sup ug (xg) = u(x).

k—o0

Uma propriedade interessante que serd usada acerca de I'—convergéncia € que se uy
I'—converge para u, u é semicontinua inferiormente e ¢ € C? toca u por baixo em x, entio
podemos encontrar x; € dy € C? tal que ¢ + dj toca up em x; e xp — x e dy — 0. A ideia para
provar isto € usar, equivalentemente, que se ¢ toca u por baixo em x entdo (# — ¢) tem minimo

local em x. Assim, suponha que u — ¢ atinge minimo local em x, ¢ € C?. Defina
5, (y) = @(y) = Skly — x[*.
Para d; pequeno o suficiente, temos

(u—=@)(x) = (u = ¢5)(x) < (u=s5) ).
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Como u é semicontinua inferiormente, seja x; € Q tal que (ux — @5, ) (xx) = ming (ux — @s,) €
dai o resultado segue.

Provemos agora o principal resultado de estabilidade desta secao.

Lema 1.6. Seja I eliptico no sentido da Definicao 1.1 e (uy) uma sequéncia de funcoes que sdo

uniformemente limitadas no R" e semicontinuas inferiormente em € tal que

1. Tuy < fr em &
2. ur — uem Q no I'—sentido,
3. up > uq.tpnoR";

4. fr — f localmente uniforme em Q para alguma fungdo continua f.
Entdo Tu < f em Q.

Demonstragdo. Seja ¢ uma funcio que toca u por baixo em um ponto x em uma certa vizinhanga
N(x). Defina
¢ em N

u emR"\N,

Vv =

Pela I'—convergéncia de u; para u em €, para grandes valores de k podemos encontrar x; e
dr € C? tal que ¢ + dy toca uy em x; e além disso, dy — 0 e x; — x. Como Juy < fi, se

definirmos
p+dy em N

Uy em R"\N,

Vi =

temos, claramente, 7 vy (xx) < fr(xx). Agora considere z € N(x) tal que dist(z, dN) > p > 0.

Temos
[Zvi(2) = Iv(2)] < max{|M}(vik —=v)(2)|,IM7(v —vi)(2)[}

supyc s [IL(vi = v)(2)],

considerando K = sup, . » Ky, temos que

IA

sup |[L(vi —v)(2)| < / [6(vi = v, 2, ¥)|K(y)dy.
LeL R~

Perceba que se y € B, entdo z +y,z —y € N(x) e com isso segue que

5(vk = v, 2. K () dy < / 15(vi = v, 2. I ().

R" R"-B,

Note também que a sequéncia v, € limitada pois suas sentencas também o sdo e além disso
d(vk — v, z,y) converge para 0 q.t.p pois u; converge para u q.t.p.. Como K (y) € integravel longe
da origem, ou seja, K € L! (R™\B,), temos, pelo Teorema da Convergéncia Dominada que a

ultima expressdo acima em integral converge para 0 quando k — oo uniformemente em z. Dai,
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segue que Jvi(z) — ZIv(z) localmente uniforme em N. Pelo Lema 1.4, 7v é continua em N.

Com isso,
[Zvi(xk) = Tv(0)] < [Zvi(xx) = Tv(xe)| + [ Zv(xk) — Zv(x)| — 0.

Dessa forma, 7 v (xj) converge para Z v(x) quando k — co. Como x; — x e fy — f localmente
uniforme, temos também f; (x;) — f(x). Passando o limite quando k tende para o infinito em
Ivi(xr) < fi(xg) obtemos T v(x) < f(x). O

Provamos no lema acima a estabilidade de supersolucdes via I'-limites. O mesmo
resultado pode ser provado para subsolug¢des que s@ao semicontinuas superiormente € com isso

obtemos o seguinte coroldrio sobre estabilidade via limite uniforme.

Corolario 1.1. Seja I eliptico no sentido da Definicdo 1.1 e (uy) uma sequéncia de fungoes que

sdo uniformemente limitadas no R" e continuas € tal que

1. Tu, = fk em Q;
2. up — u uniformemente em €2;
3. ux — uq.tpnoR";

4. fr — f localmente uniforme em Q para alguma fungdo continua f.
Entdo Tu = f em Q.

Note que este resultado de estabilidade fixa o operador 7 . O mais realistico, neste contexto,

seria considerar uma sequéncia Zy, uy, fx tal que
Ikuk = fk cm Q,

e exigir hipéteses de convergéncia adequadas para cada sequéncia. Os resultados deste capitulo,

porém, ndo exigem tal generalidade.

1.2 Principio da Comparacao

Nesta se¢do, iremos obter um principio de comparagdo para sub e supersolugdes de
equacdes Nao-locais. Mostraremos, essencialmente, que a diferenca entre uma subsolucio e uma
supersolucao ainda resolve uma equacao envolvendo um operador uniformemente eliptico. Para
isto, iremos mostrar que a diferenca entre uma sub e supersolu¢do possui um comportamento
classico local usando o método de inf e sup-convolucao criado por Jensen em (JENSEN, 1988),
que foi utilizado para mostrar existéncia de solu¢des para equacdes de segunda ordem. Esta
técnica, por sua vez, se aplica da mesma maneira para equagdes ndo-locais, como iremos ver
adiante.
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Para que possamos ter algum tipo de comparagio, serd de suma importancia que a classe

de operadores que estamos trabalhando possua uma minima condicao de Elipticidade, i.e,

Hipoétese 1.1. Existe uma constante Ry > 1 tal que para todo R > Ry, existe 6 > 0, que pode
depender de R, tal que para qualquer operador L € L, temos Ly > 6 em By, onde ¢ é dada por

@¢(x) = min (1, i—f) .

Esta hipotese € satisfeita, por exemplo, para Laplacianos Fraciondrios, pois

6(p,y,x) e+ y 12+ | = y* = 20x
2-0) | o dy = 2-0) e dy
re |V Be Iyl

+

(2-0)

p(x+y)+ox —y) —2¢(x) dy

R\ B, |y

1
|y|n+gdy

%

€
(2 - 0)|0B| / r'=Tdr = 2|x*(2 - o)
0 R"\B¢

2 —
|0B |7 — 2|x|2ﬂ|331|e—“.
o

z 2 . . . . 7’ .
Dai, obtemos |x|> < ﬁ 5 . Isto significa que em uma vizinhanga de x o operador € estritamente

positivo como requer a hipdtese acima. Vale ressaltar que como o Fraciondrio Laplaciano é um
operador invariante por scalling, mostrar a hipétese (1.1) € equivalente a mostrar a positividade

em uma vizinhanga de x.

Esta secdo serd dedicada a demonstracdo do seguinte teorema.

Teorema 1.1. Seja L uma classe de operadores que satisfaz a Hipotese 1.1. Seja I um operador
eliptico com respeito a L no sentido da Defini¢do 1.1. Seja & um conjunto aberto limitado e u e

v duas funcoes tais que

1. u,v sdo limitadas no R";

2. u é semicontinua superiormente em todo ponto de €;

3. v é semicontinua inferiormente em todo ponto de ;

S

. Tu > felv< femQ paraalguma funcdo continua f;

N

u <vemR"\Q

Entao, u <vem Q.
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A ideia para a demonstracdo deste resultado segue da seguinte maneira. Supondo que
possamos manipular algebricamente no sentido classico, terifamos que se Ju > fe v < f,

entdo pela Definicao de Elipticidade 1.1, temos que
My(u—-v)>2Tu—-Iv>f—-f=0,

€ assim
M7 (u—v) 2 0.

A minima condicao de Elipticidade da classe £ imposta pela Hipdtese 1.1 nos permite criar uma
barreira apropriada para a funcdo (u — v) no R” e assim garantir a comparagao entre u e v. O
problema nisto é que ndo necessariamente podemos avaliar de maneira cldssica o operador 7 em
u e em v(e consequentemente M.). Para contornar este problema, usaremos as aproximagdes do

tipo sup e inf convolucdes que iremos definir a seguir.

Definicao 1.3. Dada uma funcdo semi-continua superiormente e limitada u, a aproximacao

sup-convolugdo u€ é dada por

1
uf(x) = sup{u(x+y) — —|y[*}. (1.9)
yeR" €

De maneira semelhante, se u for semi-continua inferiormente podemos definir a aproximagao

inf-convolugdo, dada por

ue(x) = inf {u(x+y)+1|y|2} (1.10)
yeR” €

A partir da definicdo acima podemos perceber que u€ > u(x) e uc(x) < u(x), pois 0 € R".
Note também que se y é tal que o supremo de u€(x) é atingido, ou seja, u€(x) = u(x +y) — élylz,
entao

1
u(x+2z) >ulx+z+y) - E|)’|2,

fazendo y = y — z e expandindo o produto interno, iremos obter expandindo o produto interno,

temos
u(x+z) > u(x+z+y—z)—é|y—z|2
= u(x+y) -1 (bP-2<y,z2>+z)
= u(x)— é|z|2 +% <Z,y>,
e assim

1 2
u(x+2z) >u(x) - —|z|2 +-<z,¥y>
€ €

isto significa, por sua vez, que u¢ € semiconvexa, ou ainda, que para cada x existe um paraboloide

ue toca u€ por baixo (note que exatamente o mesmo poderia ser feito para u,).
€

Proposicao 1.1. Se u é limitada e semi-continua inferiormente no R", entdo ue converge no
I"-sentido para u. Se u é limitada e semi-continua inferiormente, entdo —u€ converge no I'—sentido

para —u.
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Demonstragao. Mostremos apenas a primeira assertiva. Precisamos mostrar que

1. Paratoda x, — x, temos liminf, o uc(xe) > u(x);

2. Paratodo x € R", existe x, — x tal que

lim sup ue(xe) = u(x).
e—0

Para o item 1 note que, pela defini¢do de infimo, para cada € > 0 existe y, tal que o seguinte vale

1
u(xe +ye) + g'yelz Sue(xe) +€ <u(xe) +e, (L.11)

dai, rearranjando os termos, obtemos

|y6|2 < e(—u(xe +ye) +u(xe) +e€),

e com isso, temos que y. — 0 quando € — 0. Pela desigualdade (1.11) temos

1
Ue(xe) > u(xe +ye) + El)’6|2 —€ > u(xe +)’e) — €,

passando o lim inf na desigualdade acima quando € — 0 obtemos
lim iélf Ue(xe) > u(x).
E—

Para mostrar o item (2), dado x, precisamos achar x. — x, quando € — 0 tal que vale o
que foi proposto. Para fazer o papel da sequéncia, basta tomar a sequéncia x, = x + y,, onde
ve € encontrado a partir da semicontinuidade inferior de u.(x) para cada € > 0. Dai, vimos
anteriormente que x. = (x + y.) — x pois y. — 0 e além disso segue que u(xe) > u(x) — €, 0
que implica, por sua vez,

lim sup ue(xe) = u(x).
e—0

De maneira inteiramente andloga, mostra-se a segunda parte da proposicao. O

No caso em que u € uma funcio continua(semicontinua inferiormente e superiormente),
a convergéncia da sup e inf convolucao € uniforme. Dessa forma, a I'—convergéncia pode ser

entendida como uma generalizacdo para o caso em que as funcdes sdo apenas semicontinuas.

Essas regularizagdes da funcdo u(u€ e u) possuem propriedades interessantes. Além de
podermos avaliar o operador Nao-Local nestas funcoes, gracas a propriedade de Elipticidade,

temos a seguinte proposicao.

Proposicao 1.2. Se f é uma fungdo continua e Tu > f, entdo Tu > f —dc.. Ese Iv < f,
entdo Ive < f +de, onde d. — 0 quando € — 0 e depende do modulo de continuidade de f.
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Demonstracdo. Seja ¢ uma fungdo teste que toca u. por baixo no ponto x numa vizinhanga N.
2
Para € suficientemente pequeno existe x + 4 € N tal que u. < u(y + h) + @ com igualdade em
2
y = x. Consequentemente, a fungdo ¢ — 4]

- toca u por baixo em x + & na vizinhanga N. Por

hipétese, Ju < f no sentido da viscosidade, e portanto se considerarmos

|l

p——— emN
u em R"\N,

A Va—

como fungdo teste para u, temos Jv(x + h) < f(x+ h) < f(x) + p(|h|), onde p é o médulo

P s

de continuidade de f. Como I € Eliptico com respeito a Defini¢ao 1.1, a constante =- ndo

tem efeito no valor de 1 (v + @) e portanto J (v + @) < f(x) + p(|h]). Agora note que se
definirmos
_ ¢ emN
Vv =
ue emR"\N,

2
usando o fatode que v < v + % e a defini¢do de Elipticidade 1.1 novamente, obtemos

Iv(x) < f(x)+p(|h]),

como queriamos. |

E desejavel que sempre que tivermos um comportamento classico das solucdes (local-
mente), o operador possa ser avaliado pontualmente. Em outras palavras, temos o seguinte

lema.

Lema 1.7. Seja u : R" — R uma fungdo semi-continua inferiormente(superiormente) em R"
tal que Tu < 0(>) em Q no sentido da viscosidade. Seja x € Q um ponto de tal forma que
u € CY1(x). Entdo Tu(x) estd definido classicamente e Tu(x) < 0(>).

Demonstracdo. Provemos para supersolucdes. Como u € C!(x), considere

Vey) =u(y) = Sly=xP <u(y). vy € B, ().

Assim . toca u por baixo em x numa vizinhanga B, (x). Pelo Lema 1.5, ZTu(x) esta definido

classicamente e usando a Defini¢do de Elipticidade 1.1 e fazendoe — Otemosque Zu(x) < 0. O

O lema acima € importante para garantir que a sup e inf convolu¢do possuem um
comportamento razodvel para que possamos avaliar o operador de maneira cldssica nestas

funcgdes. Neste sentido, o Lema 1.7 pode ser aplicado da seguinte maneira.

Lema 1.8. Seja I eliptico no sentido da Defini¢do 1.1. Sejam u,v duas funcoes limitadas tais

que

1. u é semicontinua superiormente e v é semicontinua inferiormente em R", e
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2. Tu > felv < gno sentido da viscosidade em Q para duas funcoes continuas f e g.
Entdo, M (u—v) > f — g em Q no sentido da viscosidade.

Demonstragdo. Por (1.2) temos que Tu® < f —d. e Ive < g+ de. Além disso, temos que
—u® — —u e ve — v no I'-sentido. Pela estabilidade de solucdes sobre limite no I'-sentido e
como de — 0, € suficiente mostrar que M7.(u€ — ve) > f — g — 2de em Q para todo €.

Seja ¢ € C? que toca u€ — v€ por cima em x € Q. Para qualquer € > 0 as fungdes u€ e v, sdo
semiconvexas, ou seja, para cada uma delas existem um paraboloide que as toca por baixo em
cada ponto x. Se uma fungio C? toca (u€ — v,) por cima entdo, da semiconvexidade de cada
funcdo, segue que cada uma delas tem que ser C1!(x). Daf, pela Lema 1.7, Tu€(x) e Tv¢(x)

podem ser avaliados classicamente. Pela defini¢do (1.1) temos
M7 (u€ =ve)(x) > Tu(x) = Ive(x) > f - g — 2de,

com isso, temos que M7¢(x) > f — g — de, pois ¢ toca (u® — v¢) por cima. Dessa maneira,
podemos concluir que MZ(uE —ve) = f — g —2de no sentido da viscosidade em Q. Fazendo

€ — 0 e pelo Lema 1.6 concluimos este Lema. O

O Lema 1.8 € quase o que precisamos provar para o Teorema 1.1. Porém note que este
teorema permite que as funcdes sejam descontinuas fora do dominio da equacdo. Para resolver
este problema basta estendermos as fun¢des adequadamente e aplicar o Lema 1.8 provado acima.

Com isto, temos o seguinte resultado.

Teorema 1.2. Seja I eliptico no sentido da Definicdo 1.1. Sejam u,v duas funcoes limitadas

tais que
1. u é semi-continua inferiormente e v é semi-continua superiormente em €2, e
2. Tu > felv < gno sentido da viscosidade em €, para f, g funcoes continuas.

Entdo, M (u —v) > f — g em Q no sentido da viscosidade.

Demonstragcdo. Mostraremos que existem sequéncias uy € v, semicontinuas superiormente e

inferiormente, respectivamente, de tal maneira que
® Uy :uemQ,vk :vemQ,
s uy — u,evy — vqtpemR\Q,

e JTup > fre Ivy < gr com f;, — f e gy — g localmente uniforme em Q.
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A existéncia dessas sequéncias uy e v satisfazendo os dois primeiros itens € sempre possivel.
Basta fazer uma mollificagdo padrdo de u e v longe de Q e entdo preenchendo o espago que falta
de uma maneira semicontinua. O que iremos mostrar é que existem funcdes f; e gx de tal forma
que o terceiro item valha. Como u coincide com u em Q, segue que (u; — u) é identicamente
nulaem Qe Mz(u x — u) estd definido no sentido cldssico em Q. Por definicdo,

Mzl -0 = ot [ oG~y 0K )y

= Jnf | (G —u)(x+y)+ (e —u)(x = y)Kp(y)dy,
eL Jrn

pois uy(x) = u(x). Separando as integrais e fazendo uma mudanca de varidvel, obtemos

My (ug —u)(x) = 2inf [ (ux —u)(x+y)Kp(y)dy
Lel Jgn
> =2inf [ |ug —ul|(x+y)KL(y)dy
LE.E R

> >-2 g [(ux —u)(x +y)|K(y)dy,

onde usamos o fato de K = sup; . » K. Como

Buisixoo)(x) CQ e ur=u em Q,

temos

i@ =2 [ 0 s KOy = ).
dist (x,0Q) X

Dessa maneira, temos que h; € continua em Q. Como u; — u q.t.p em RM\Q, segue, pelo
Teorema da Convergéncia Dominada, que A (x) — 0.

Agora seja ¢ € C!(x) que toca uy por cima em x. Daf, ¢ +u — uy € C!(x). Porém, ¢ + u — uy
toca u por cima em x. Dai, pela Lema 1.5 temos que 7 (¢ + u — uy)(x) > f(x). Com isso, pela

definicao de Elipticidade,
To(x) 2 I(o+u—up)(x) +Mp(u—up)(x) = f(x) + he(x).

Para finalizar, basta tomar f; = f + hx. O mesmo processo pode ser aplicado para a sequéncia vy.

Dessa forma, pelo Lema 1.8, temos
My (ug = vi) > fi = gk
no sentido da viscosidade em Q. Passando o limite, pelo Lema 1.6, temos que
Mp(u-v)>f-g,

em £ no sentido da viscosidade. O
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Agora veremos como a minima Elipticidade exigida na classe £ dada pela Hipdtese 1.1

nos permite criar uma barreira para a solucao u.

Lema 1.9. Seja u uma funcdo limitada, semicontinua superiormente em todo ponto de Q tal que

+ . . . ~
M7u > 0 no sentido da viscosidade em Q. Entdo supg u < Supga\q U

Demonstragdo. Seja Ro da Hipotese 1.1 e escolha R > Ry de tal maneira que Q C Bg. Dado
€ > 0, defina a fungdo

om(x) =M+ e(1 - p(x)),

onde ¢(x) = min{1, |x|>/R3}. Perceba que 0 < ¢(x) < 1. Com isso, 1 > 1 — ¢(x) > 0 e daf
segue que M < M + €(1 — ¢(x)) < M + ¢, para todo x € R”. Da Hip6tese 1.1 temos que existe
0 > 0 tal que para todo L € L temos Ly > ¢ em Bg. Com isso

Loy (x) = L(M + €(1 - ¢(x))) = —eLo(x) < €0,

e como consequéncia,

7em(x) < —€d, paratodo x € Bg.

Considere My o menor valor de M tal que ¢y > u em R". Devemos ter My < supgnm g U, pois
do contrdrio, se Mo > Supgm\q U, entdo ¢u, = Mo > Suppm g u > u(x) para todo x € R". Como
u(x) < gum,(x) para todo x € R", entdlo existiria xo € Q tal que ¢y, (x0) = u(xp). Mas com isso
¢ M, tocaria u em x( por cima, sendo ¢y, € C 2(xo) entdo, pela defini¢do de solucdo no sentido
da viscosidade de M7.u > 0 deverfamos ter M. ¢um,(xo) > 0, que € uma contradi¢éo com o fato

de MZ(,DM (x) < —€d, para todo x € Bg. Portanto, para todo x € R” temos

u(x) < epy(x) < Mp+e€ < sup u+e.
R"\Q

Fazendo € — 0 obtemos u(x) < supgn g u € dai supg u < Supgm\q u. O
Com este resultado podemos finalmente demonstrar o Teorema 1.1.

Demonstragdo. Sob as hipéteses do Teorema 1.1, se u, v sdo limitadas no R", u € semicontinua
superiormente em €, v € semicontinua inferiormente em Q, Ju > f e Iv < f, entdo, pelo

Teorema 1.2 temos M™*(u — v) > 0 no sentido da viscosidade. Pelo Lema 1.9 temos que

sup(u —v) < sup (u —v).
Q R"\Q

Como u < v em R"\Q, segue que supg(# —v) < 0ecomissou <vem Q. |
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1.3 A estimativa ABP nao-local

Nnesta se¢do, iremos provar uma estimativa do tipo Aleksandrov-Bakel’man-Pucci (ABP)
para solucdes de uma certa inequacao envolvendo o operador maximal de Pucci Nao-Local.
Este resultado desempenha um papel extremamente importante em diversas dreas da Andlise as
Equacdes Diferenciais como na prova de desigualdades de Autovalores, Isoperimétricas, Sobolev
(ver (CABRE, 2017)) e, no nosso caso, para dar acesso 4 Teoria de Regularidade. Isto acontece
pois o ABP € a ferramenta que permite passarmos de estimativas em medida para estimativas

pontuais, como veremos em se¢oes posteriores.

Paralelamente ao caso local, é conhecido (ver (CABRE; CAFFARELLI, 1995)) que se u

resolve
MY (D*u,A,A) > —f(x) em B, (1.12)
eu < 0em 0By, entdo
1/n
supu* < C (/ (f+)"dx) , (1.13)
By Bin{u=T",}

onde I';, € o envelope concavo de u. De maneira intuitiva, este resultado nos diz que se nao for
muito ‘convexa’(cujo controle é dado pelo lado direito de (1.12)) entdo vale uma limita¢ao do
tipo (1.13). O surpreendente desta estimativa € que pouco importa o comportamento da funcéo u
fora do conjunto de contato {u = I',}, as propriedades intrinsecas ao problema estao atreladas a

este conjunto.

Nesta linha de pensamento, Caffarelli e Silvestre, em (CAFFARELLI; SILVESTRE,
2009), tentam adaptar este resultado para solugdes de equacdes Nao-Locais. Para isso, é necessario
um cuidado a mais devido aos efeitos Nao-Locais causados pela natureza do operador. O primeiro
problema proveniente disto € a dificuldade em se definir o envelope concavo, uma vez que, fora do
dominio da equagdo, ndo necessariamente temos um controle da convexidade e/ou concavidade
como ocorre para operadores de segunda ordem locais. Ainda assim, aproveitando a defini¢ao do
envelope concavo no caso Local, temos a seguinte defini¢do: se u ¢ uma fung@o ndo-positiva em

R™\ B, entdo seu envelope cdncavo I em Bj € definido por

min{p(x) : para todos planos p > u*em B3} em Bj

I'x) =
) 0 em R"\Bj3.

Podemos entender o envelope concavo como o desenho concavo de u. Denotaremos por
¥ = {u =T’} N By o conjunto de contato de u com seu envelope concavo em Bj. E importante
ressaltar que a andlise serd concentrada neste conjunto, pois, como comentado acima, este carrega
informacdes cruciais da fungdo em questao.

A seguir apresentaremos o primeiro Lema desta secdo. Relembre a definicao de superdiferencial
de uma func¢do concava em (B.1). Este resultado refor¢a, mais uma vez, a importancia do

conjunto 2.



Capitulo 1. Teoria de Regularidade para Equagées Integro-diferenciais completamente ndo lineares 47

Lema 1.10. Seja u < 0 em R"\B,. Considere I o envelope concavo de u em Bz. Assuma
=1

Mzou(x) > —f(x) em By. Seja po = 1/(8yn), ri = po2@a * e Ri(x) = B, (x)\By,,, (x).

Existe uma constante Cy dependendo apenas de n e A, mas ndo de o, tal que para qualquer

x € {u =T} e qualquer M > 0 existe um k tal que

IR 0 {u(y) < u) + (- 0.0 - 2N < X Precor

onde VI representa o superdiferencial de I" em x, que ira coincidir com o gradiente de I" e

também o gradiente de u quando estas funcoes sdo diferenciaveis.

Demonstracdo. Como x € {u = I'}, existe um plano P que toca o grafico de u por cima em x.

Dessa forma pelo Lema 1.2, Mzou esté definido classicamente em x e temos

A6t (u,x,y) — A6~ (u, x, y)

|y|n+0'

Mzou(x) =2-0) dy > —f(x).

R7
Lembre que 6(u,x,y) = u(x +y) +u(x —y) — 2u(x) e u(x) = I'(x) = P(x) para algum plano
P que estd acima de u em Bj3. Dai, se x + y e x — y pertencem a B3 entdo u(x) > u(x+y) e
u(x) > u(x —y)ecomissod(u,x,y) <0.Casox+youx— ynao pertenca a Bz, entdo ambos
ndo pertencem a B e como u é negativa fora de B; por hipdtese, segue que 6 (u, x, y) < 0. Dessa
maneira,

-6~ (u,x,y)

n |y|n+0'

-0 (u,x,y)

|y|n+0'

b

dy§(2—0')/l/

By (x)

—f(x) < M7 u(x) = (2~ 0')/

onde rg = po2~1/>=7) Perceba que B,,(x) = Uy By, (x)\By.,, (x) = Ug Ri(x). Com isso, temos

(o)

0, —6~(u,x,
—f(x) < (2—0')/1/ Mdy:(z_o')ﬂZ/ (M+X y)dy,
By (x) |y|n 7 = IR |y|n o

€ por isto,
0 (u,x,y)

|y|n+a'

f(x) = (2—0‘)/151/

=0 ¥ R (x)
Agora suponha, por contradi¢do, que (1.14) nio vale. Com isso, temos que, como R;(x) N A C
Ri(x),onde A = {u(y) <u(x)+ (y—x).VI'(x) — Mr,%}, segue que

0 (u,x,y)

|y|n+0'

f(x) > (Z—U)ﬂi/

k=0 Rk(X)ﬂA

Zeux—y) <

Agora, note que se y € Ry(x) N A, temos u(x +y) < u(x) +y.VI'(x) — Mr;
u(x) — y.VI'(x) — Mr,%. Dai, obtemos 6(u,x,y) < —2Mr,%. Como 6(u,x,y) < 0 segue que

o (u,x,y) =-6(u,x,y) > 2Mr,%. Dai,

1

r(x)NA |)’|n+a

fx)=>Q2-0)1 ) 2Mr?
2|
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Como y € R;(x),

1 1
@>/ dy > ——|Re(x) N A
/Rk wna [y Re)nA T3 7 r ZW

Pela hipétese de contradicao

f()

[Ri(x) NA] > Co——=[Ri(x)].

Combinando as estimativas, obtemos

Cof(x)

ﬂm>@chy %% Re(o)] = (2 @MW%ﬂmZ ,
k k

Q(") n

wi1) = T Como rp = pe2” k2-1/(2=7) temos que

onde usamos [R(x)| = a(n)(ry —r
P20 = (% o-k(2-c)p-1 e portanto,

k
1
k(2-0)n-1 20' -1 20' k(2-0)
Zz 2" = Zz > 27! (1 2(20_))

Dai,
2
Py

flx) =2 (@2- O')C(n,/l)com

f(x),

como 0 < o < 2, temos que 7 (2-0)

- bermanece limitado por baixo. Dessa maneira,

f(x) = C(n, HCo f (x).

Tomando Cy suficientemente grande, obtemos uma contradi¢do e temos o desejado. O

O préximo Lema serd importante para mostrar que a estimativa no Lema anterior garante
um deslocamento quadratico uniforme de I" com respeito a seu plano tangente. Mais precisamente

temos o seguinte lema.

Lema 1.11. Seja I" uma fungdo concava em B,. Assuma que para € pequeno tenhamos

{y :T(y) <T(x)+(y—x).VI(x) = h} 0 (Br(x)\Br/2(x))| < €[Br(x)\By2(x)|  (1.15)

entdoI'(y) > T'(x) + (y —x).VI'(x) — h em B, »(x).
Demonstragdo. Considere y € B (x)eyrey,emB, (x)\Bg (x) tal que

l.y=ayi+(1-a)yse

2. Iyi—x|=ly2—x|=3r
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para algum a € (0, 1), o que é sempre possivel devido a convexidade de Bs, /4.Consideremos
as bolas By = B:(y1) e By = B:(y2). Estas bolas sdo simétricas com respeito a y e estdo

completamente contidas em B, (x)\B% (x). Como

[{y : T'(y) <T(x) + (y =x).VI'(x) = 2} 0 (Br(x)\Br/2(x))| < €[Br(x)\Br/2(x)],

se € for pequeno o suficiente, poderemos encontrar pontos z; € B e 7, € B» tais que vale

1. I'(z1) 2 T'(x) + (z1 —x).VI'(x) — A,

2. I'(z2) 2 T'(x) + (22 —x).VI'(x) — h.

E além disso, essa escolha pode ser feita de tal maneira que temos y = a;z; + (1 — a)z2, com
a; € (0, 1). Pela concavidade I, temos

[(y) =T(a1z1 + (1 —a1)z2) 2 a1l'(z1) + (1 = ) '(z2).

Dai, fazendo a multiplicaciao e somando as desigualdades abaixo

1. eqT(z1) = oy T(x) + @ (21 — x).VO(x) — ayh,
2. (1—a)T(z2) > (1 —a)T(x) + (1 — 1) (z2 = x).VI(x) = (1 — ay)h.
Desta maneira, pela concavidade de T,
T(y) = aqT(z1) + (1 = a)[(22) = T(x) + (y — x).V(x) — h.
O

O lema (1.11) é um lema sem relagdo com EDP’s e sua demonstracdo é um fato da

Andlise Convexa. Com este lema temos o seguinte coroldrio que também € livre de EDP’s.

Corolario 1.2. Para qualquer €y > 0 existe uma constante C tal que para qualquer funcdo u

nas hipoteses do Lema 1.10 existe um r € (0, po2ﬁ) tal que

[{y € B, (x)\B,2(x) : u(y) < u(x) + (y =x).VI'(x) = Cf (x)r*}| -
|Br(x)\Byj2(x)] -

€0 (1.16)

VE(B,ja(0)] < Cf (x)"|Byja(x).] (1.17)

Demonstragdo. Basta tomar M = %(Ex) no Lema 1.10 e dai, (1.16) segue. Para obtermos a
segunda estimativa, defina F(y) = I'(y) = I'(x) = VI'(x).(y — x) + C f (x)r?. Como I" é cOncava,
entdo I'(y) < I'(x) + VI'(x).(y — x), daif segue que F(y) < Cf(x)r? paratodo y € Bp(x) e
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além disso, do Lema 1.11, temos F(y) > 0 em B, /»(x). Como I' € cOncava, temos que F €

cdncava. Além disso, como F(y) < Cf(x)r?, temos por B.1 que
IVF(y)| = [VI'(y) = VT (0)| < Cof ()1, y € Byja(x).

Isto significa que
VI'(By/a(x)) C B, f(x)2 (VI (X)).
Por consequéncia,
VL (Byja(0))] < |Be, (2 (V)| = a(m)C3 " (x)r™".

Como r? < r, temos a(n)Cy f" (x)r¥" < a(n)Cgf"(x)rni—Z =4"C f"(x)(r/4)"a(n). Por fim,

IVL(B,j4(x)| < C(n) f*(x)|Byja(x)].

O

Agora notemos o seguinte detalhe. Na prova do ABP no caso Local, se M = supu™ =
u*(xo), entdo o cone C (em R"*!) com vértice em (xg, —M) e base em dB3 x {0} possuia uma

propriedade curiosa; qualquer hiperplano (em R"*!) da forma
Xptl = —M +&.(x —x0), talque |&] < M/3,
possuia um hiperplano paralelo de suporte para u* em algum ponto x* € By, e por isso,
B u C VI, (By).

Isto nos fornece a seguinte estimativa

n

M
a(n)3—n < [VLu(B1)l,

€ consequentemente
suput < C(n) |VI,(By)|.

A estimativa obtida acima € essencial para obter o ABP, desde que I', seja regular o suficiente.
No caso ndo-local tal regularidade ndo € esperada para o envelope definido, porém podemos
reproduzir o mesmo raciocinio utilizando o superdiferencial(que funciona como se fosse o
gradiente) e o deslocamento quadratico de I'(e de u) dos seus planos tangentes para obter um

resultado um pouco mais grosseiro.

Lema 1.12. Seja B, (x) com x € X sendo a familia de bolas construidas no Lema 1.10, entdo

L JB-()

XEX

> C(supu)”.
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Demonstragdo. Lembre que X = {u ="} N By, é o conjunto de contato de u com seu envelope
concavo. Consideremos a cobertura aberta para X citada acima e aplicamos o Teorema de
Recobrimento de Besicovitch B.2 nesta cobertura. Com isso cada ponto de I pertencerd a no
maximo C(n) > 0 elementos da cobertura. Como I" tem crescimento quadrético em cada B;

desta cobertura, entdo pelo Corolario 1.2 temos
IVI'(B;)| < C|Bj|.

Com isso,
(supu)” = (supI)" < C|VI'(B3)| = C|VI'(2)].

Além disso, temos
VL(D)| = [VI(UB)| < ) IVT(B))| < ) IB)l.
j J

Como a cobertura tem overlap limitado, podemos comparar

B

XEX

2

D I1Bjl < C(n)
J

e assim segue o desejado. O

Por fim desta se¢do, provemos a estimativa ABP Nao-Local que reproduz a estimativa

original no limite.

Teorema 1.3. Sejam u e I" funcoes como no Lema 1.10. Existe uma familia finita de cubos

abertos Q ; com didmetro d; tal que o seguinte vale

1. Os cubos Q; sdo dois a dois disjuntos.
2. {M:F} C UQ_]

3. {u=T}N Qj # 0 para qualquer Q;.

4. d; < po27"/%9) onde py = 1/(8/n).
5. [VT(0,)] < C(maxg, )10
6. {y € 8vnQ; s u(y) > ['(y) - C(maxg, f)d}| = ulQ;l.

A constante C > 0 e u > 0 dependem de n, A e A mas ndo de o.

Demonstragdo. Seja {Q;} uma cobertura aberta para By de cubos Q; de didmetro d; menor ou
igual a pp2~1/>=9). Como B, é compacto, podemos extrair uma cobertura finita. Descartamos
todos os cubos que nao intersectam o conjunto de contato {u# = I'}. Além disso, essa constru¢ao

pode ser feita de tal maneira que as condi¢des de 1 a 4 sempre valem. O problema é que pode



Capitulo 1. Teoria de Regularidade para Equagées Integro-diferenciais completamente ndo lineares 52

existir, eventualmente, um cubo que nao satisfaca as condicdes restantes 5 e 6. Dai, repartimos
este cubo que houve falha em 2" cubos cujo didmetro vale metade do original. A ideia é mostrar
que este processo de reparticao de cubos acaba em um ndmero finito de passos. Desta maneira,
suponha por contradicdo que o processo nio acaba apds um nimero finito de passos, em outras
palavras, existe um cubo Q; da cobertura inicial que, ao ser repartido, ird conter pelo menos um
cubo que também nao satisfaz o desejado. Como o processo € infinito, iremos encontrar uma
familia de cubos encaixados. Com isso, a interseccao dos fechos dessa familia de cubos, por
serem encaixados, serd um ponto (digamos xp). Como todos estes cubos intersectam o conjunto
de contato {u = I'}, entdo u(xg) = I'(xg).

Pelo Coroldrio 1.2, temos que dado €y > 0, existe um raio 7, com 0 < r < pg2~'/?=) tal que

[{y € Br(x0)\Brj2(x0) : u(y) < u(x) + (y = x).VL(x) = Cf (x)r}] <€ (1.18)
|By (x0)\ By 2(x0)| < € :

IVI'(B,4(x0))| < Cf(x0)"|Br/a(x0)]. (1.19)

Pela comparatividade entre cubos e bolas, existe um cubo Q;, com x( € 0 j» com um certo

didmetro d;, tal que r /4 <d p<r /2. Dessa maneira, temos que

Q; C Byj2(x0),  By(x0) C 8VnQ;,

poisse y € Q_J-, ly —xol <d; <r/2,entdo y € B,)2(xp). Caso y € B,(xp), entdo |y —xp| < r <
4d; < 84/nd; e consequentemente y € 8v/nQ ;.

Lembre que, da concavidade de I" em B», temos
[(y) < T'(xo) + (y —x0).VI(x0) = u(xo) + (y — x0).VI'(x0).

Com isso, temos a seguinte estimativa

{y € 8VnQ; 1 u(y) 2 T'(y) - C(%@X N} =

{y € 8VnQ; 1 u(y) > u(xo) + (y = x0).VI'(x0) - C(r%aXf)df}l

[{y € 8VnQ; : u(y) > u(xo) + (y — x0).VI'(x0) — ¢ f (xo)r*}|
[{y € B, (x0)\B,/2(x0) : u(y) > u(xo) + (y — x0).VI'(x0) — ¢ f (x0)r*}|
(1 = €0)|Br(x0)\B2(x0)].

Y

%

Onde usamos o fato de ¢ f (xg)r? < c(maXQ-j f)djz. , By (x0) € 84/nQ; e (1.18) para estimar
|B(x0)\B/2(x0)| = [A] +|B| < €| B, (x0)\B,/2(x0)| + |B|.

onde
B = {y € B:(x0)\By/2(x0) : u(y) > u(xo) + (y — x0).VI'(x0) — ¢ f (xo)r*}
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A ={y € B.(x0)\B,/2(x0) : u(y) < u(xo) + (y —x0).VI(x0) — ¢ f (x0)r*}.

Consequentemente,

(1 = €)|B(x0)\B,j2(x0)| <
{y € By (x0)\By/2(x0) : u(y) = u(xo) + (y = x0). VI (x0) — ¢ f (x0)r*}|.

Dai,
(1 = €)1Br(x0)\Bj2(x0)| = (1 — €0)cr” > (1 - €)cd; > pulQ;l.

Com isto, o item (6) do Teorema ¢ valido. Como Q j C Br(x0) e (1.19) entdo o item 5 do

Teorema também vale para Q; e com isso, Q; ndo se repartiria. Contradigao. O

Observacio 1.1. E importante destacar que podemos reproduzir as estimativas do caso Local
quando o — 2. Primeiro perceba que a medida que o se aproxima de 2, os didmetros pg se

tornam pequenos. Assim,
§ VI (Q;)| < § C(Hngf*)”lel-
J J J

O lado direito da expressdo acima se torna proxima da soma de Riemman com respeito a integral
de (f*)" em {u = I'}. Dai, temos

VE (=) < [vr ey < YTl < [ (ryan
; {u=T}

1.4 Uma func¢ao Especial

Nesta sec¢do iremos construir uma fungao barreira que denotaremos por fungdo especial.
A necessidade de tal construgdo € para forcar a ndo-negatividade de u em uma regido maior
para que possamos usar a Estimativa ABP obtida na secdo anterior. Para isso, construimos uma
funcao que € subsolu¢do para uma equacgao envolvendo o operador minimal fora de uma certa
bola e é estritamente positiva numa bola maior. Isto serd de grande importancia para forcar que
o conjunto de contato permaneca dentro de uma certa regido, ou seja, para forcar o contato da

solu¢do com seu conjunto de contato.

Lema 1.13. Existe p > 0 e oy € (0,2) tal que a fun¢do
f(x) =min(2”, |x|7?)

é uma subsolucdo para
My f(x) =0, (1.20)

para todo o € (09,2) e |x| > 1.
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Demonstragdo. E suficiente mostrar (1.20) para x = e; = (1,0,...,0), pois se |x| = 1, entfio
através de uma rotacdo R : R” — R” tal que R(e;) = x temos

A(f(R(e1) +y) + f(R(e1) —y) — f(R(e1))" — Ao~

|y|n+0'

Mz f0=2-0) | dy.

Como R € linear, |R(z)| = |z| para todo z € R" e f ¢ radial, fazendo a mudanga de varidavel
z =Ry, teremos §(f, R(e1),y) = 6(f,e1,z) e dy = |det(R)|dz. Dessa forma,
A (f, R(e1),y))" = Ao~

|y|n+0'

A6(f,e1,2)* — A6~

|Z|n+0'

dy = (2 - 0)|det(R)|
Rn

(2-o0) dz.
Rn

Assim, Mzof(x) = |det(R)|MZOf(e1). Além disso, se |x| > 1, definimos g(y) = |x|” f(|x]y).
Perceba que g(y) > f(y) pois

g(y) = lx[P min{2”, [x|""|y|7"} = 27 |x[” > 27,

e também

g(y) = [x|” min{2%, |x|"P|y[""} > |x|”|x[P|y|7P = |y|7.
Consequentemente, g(y) > min(27”, |y|™”) = f(y). Com esta informagao e do fato de M, f(x) >
|x|_P_‘TM20f(|§—|), pois como ¢ (g, |§—|, y) = |x|?6(f,x, |x|y), fazendo a mudancga de varidvel

z = |x|y iremos obter dy = |x|"dz. Dessa maneira,

+
26 (. 23) = A5

+ _
Mae 5= o) [y = Croprg [ SR
e portanto

Mg (|i_|) =[x M7, £ (x).
Consequentemente,

_ e _ X o _ X
ML()f(x) = X7 O-ML()g (M) = x| O-ML()f (M)

Feita estas redugdes, considere x = e;. Relembre as seguintes relagdes para qualquera > b > 0

eq>0,
b
(a+b)™ > a—4(1 —q—), (1.21)
a
(a+b) "+ (a—-b)1>2a"9+q(q+1)b*a"972. (1.22)

Entdo, para |y| < 1/2,

6 = Py |x -y =20
= <e;+ye+y >%+<el—y,el—y >7 -2

(T+2y1+ [y T+ (1 =2y + [y 7 -2.
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Usando a relacio (1.22) com a = (1 + [y|?) e b = 2y, temos

0

\%

201+ |y F +5(5+1) QyD)2(1+ [y F2-2
20+ 1y T +p(p+2) Y1+ yH T2 -2.

Pela relagdo (1.21), temos que 2(1 + |y|2)$ >2(1 - %lylz) =2 — p|y|* e da mesma maneira
(1+]yP) T2 > (1= (£ +2)|yP). Com isso,

)

\%

—plylF+p(p+2)y3(1 = (5 +2)|y[%)
p(=IyP(p+2)y? = 2(p+2)(p + H)y3|y[%).

Agora escolhemos p grande de tal forma que
(r+24 [ 3dse) - 0Bl = >
9B,

€ vamos estimarMZOf(el).NotequeemBr,comr < }L,temosf(y+el) =|y+ei|Pef(ej—y) =
ly — e1|™”. Além disso, usando do fato de 6*(f, e1,y) > 6'f,e1,y) = |y +e1| + |y — e1]| — 2e1],

A6t — AS~ A6t — AS~
M f(el):(Z—O')(/ —dy+/ —dy).
Lo I 0 re\B, |Y["7

Agora observe que

temos

yllyl2

5t —|y|?
/l/ dy > Ap dy+/lp(p+2)/ dy—A—= (p+2)(p+4)/
b, DI+ s, DI e e

Como —y% > —|y|? e usando coordenadas polares para a integracio, obtemos

6+ r —S2 r 1
A dy > 2 —_|@B,|ds + Ap(p +2 205 | d
/B, lyln+o yo= p/() s”+0'| slds p(p4 ) 0 ST (-/c’)Bsyl (y)) §

S
—%/lp(p+2)(p+4)/ —|0B;|ds.
o ¢

Como |0Bs| = s"|0B1| e pela mudanga de variavel y = sz,

/ YidS(y) = 575" / Y1dS(y),
0B, 0B
temos que

/l/ " 4 /l|6B|/r_S2d+/l(+2)/rS2d/ 248 (y)
= —ds —dAds
B, lylIn+o Y PO Jo stve PP o sho aB,yl ’

r 4
N
—3Ap(p +2)(p +4)|0B)| /0 o ds

r 2
((p+2)/1/ zdS(y)—/llaBll)
0B

\%

=P
0

__/lp(p+2)(p+4)|aBl|/ 1+0'

r 2
((p+2)ﬂ/ yldS(y)—AlﬁBll)
0B

\%

p
0

"
~Lp(p+2)(p 44| [ s
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onde usamos, na ultima desigualdade, que 4 < A. Calculando as integrais

r SZ
/ 1+o ds = ﬁrz_o—
9 r ss4 -
—_ —a
‘/0 S1+0_ dS = ﬁr .
finalmente obtemos
5+ 1 2—0 2
A —dy 2> P5 r (p+2)2 y1dS(y) — A|0Bi]
B, Iyl 1 - o 9B 1
—=Ap(p+2)(p +4)|4B| re.
2 4—- 0

Para estimar a parte negativa, usamos o fato de f € C? e assim, pela expansio de taylor,

fyr+e)) = flen)+(Vf(er),y)+3(Hs(e1)y,y)+O0(ly)
fy—e) = fler) = (Vf(er),y)+3(Hp(e)y,y)+0(y%).

Dessa forma,
16(f,e1. )] =If(er+y) + fler—y) =2f(e)| = O(Iy]).

Agora usamos o fatode 6~ (f, e, y) < |0(f,e1,y)| e assim

[y [y b, VP 2

~A6~(f, e, —Alo(f, et i =
/ (freny) 2/ e Iy —en [ 2 gy —enjony
B, B, -

Com isto, obtemos

10T = AS™
/ 7R, pﬁrz-a((pw)ﬂ /8 y%dS(y)—Aan)
B, By

|y|n+0'

—3Ap(p +2)(p +4)|0B)| 25" — CA|9B| 521"

> Clpﬁrz_aéo — %/lp(p +2)(p + 4)|8B1|ﬁr4_‘7.

Note também que como 0 < f(x) < 27 e 16" > 0, entdo

A5t = A6~ A2P
re\B, |Y[" re\B, Y™
= _laBl|A/ —1 ds
L sl

1
= ——|(9Bl |2pr_‘f.
(o
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Agora prosseguimos com a conta,

A0 — A6~ A0t — A6~
(2-0) / —+d)’+/ —+dY)
B, IyI™” r\B, |y|"7

Aot A6~ A6~
2-0) / +a’y—/ +dy—/ +dy)
B, Iy B, Iy ro\B, ||

1
2—0

My f(er)

\%

\%

2-0)|Cip

-0 1 1 -0
17780 — =Ap(p +2)(p +4)|0B| rt
2 4 — o

1
-(2-0)—|0B1]2°r "
o

1
,
4 -0

4—o

. 1
= Cipri - (2~ T)ZAp(p +2)(p + 4|08

1
—(2-0)—|0B1]2°r77.
o

Note que (2 — o) — 0 quando o= — 2. Dessa forma, € possivel escolher oy) préoximo o suficiente

de 2 de tal forma que o segundo e terceiro termo da expressdo acima ficam suficientemente

pequenos. Com isto, teremos

C r?=o poo
2

como queriamos. |

My f(e) = > 0,

Através de um simples scalling, obtemos o seguinte coroldario do Lema anterior.
Corolario 1.3. Dado qualquer oy € (0,2) e r > 0 existe um p > 0 e 6 tal que a fungdo
fs(x) = min(677, [x|77)

é uma subsolucdo para
M7, f(x) = 0,

para todo o € (0p,2) e |x| > r.

Demonstragdo. Pelos comentdrios feitos no resultado anterior, faremos a demonstracao para
|x] = r = 1. Considere o e pg do Lema 1.13. Dessa maneira, sabemos que este coroldrio ¢

vélido para ¢ = % e p = po, que € exatamente o Lema 1.13. Quando ¢ < % temos que
Bs C By — Rn\Bl/z c R™\Bs.

Com isto, temos |x| > 6 < |[x|’ > ¢/ < |x|?? < 677, ouseja, f5 > fi/2. Como
f5(x) = fi/2(x) entdo
My fs(x) 2 Mg fij2(x) 20,
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para valores de o tais que o > o7. A questdo agora € escolher 6 pequeno o suficiente para que o
resultado valha para o € (07, 0 ]. Para isso, lembre que se p > n, a func¢do |x|™” ndo € integravel

ao redor da origem. Escolhendo p = max{pg, n} e seja x = ¢; como no Lema anterior. Com isso,

) 26" AS™
My fte) = C-o) [ Zoa-e-o) [ S

= L1+ 1.

Para estimar /5, usamos o fato de fs € C? e assim, pela expansao de taylor,

fle) +(Vfs(en),y) + 5 (Hys(en)y,y) + O(Iy)
fler) = (Vfs(en),y) + 5 (Hpy(en)y,y) + Oyl

fo(y+er)
fos(y —e1)

Dessa forma,

16(f5.e1. )| = | fs(er +y) + fs(er — y) = 2f5(e1)] = O(Iy[),
para |y| < r. Agora usamos o fato de 5 (fs, e1,y) < |6(fs,e1,y)| e assim

/ —1&5_(f5,€1,y)d / -Al6(fs.e1, )] ly[?
y > e
B, B,

1
n+o n+o dy > -CA n+o ,,2—0'
|| || B, ¥l

dy = —CA|0B|
2—-0

Como 1/|y|™“ € integravel no infinito e fs € limitada por baixo, temos que
L > -Cy,
com C; > 0. Para estimar I, note que
(ler+ ¥ +ler =yI77 =2)" > (ler +y[ " +er =y = 2).

Como p > n, o lado direito da expressao acima nao € integravel na origem, consequentemente o
lado esquerdo também nao o serd. Dai, a medida em que 6 diminui, /; fica tdo grande quanto

queiramos e, em particular, podemos fazer I} > C; > —I,. Com isto, obtemos

M, fs(er) > 0.

Vamos construir agora a fun¢ao especial.

Corolario 1.4. Dado qualquer oy € (0,2), existe uma funcdo ¢ tal que

1. ¢ é continua no R",
2. ¢(x) =0 parax € R"\B,
3. ¢(x) >2parax € Q3 e

4. Mzocp(x) > — iy (x) no R” para alguma funcdo positiva Y (x) com suporte em B} /4
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Demonstracdo. Sejam p e ¢ do Coroldrio 1.3 com r = %. Considere

q em By
¢=Cq [xI"? = (2vn)™" em B, ;\Bs
0 em R"\Bzﬁ,

onde ¢ é um paraboloide quadritico escolhido de tal maneira que ¢ é C'! ao longo de 9 B;. Para
que ¢ seja continua no R” basta olhar a transicao da segunda sentenca de ¢ para a terceira, pois
a transicdo da primeira para a segunda € escolhida de tal maneira para que ja seja suave. Mas
se |x| = 24/n, entdo |x|7? = (2+/n)7? e dai |x|? — (24/n) P = 0. Diretamente da defini¢do de
¢ temos que ¢(x) = 0 se x € R"\B,, ;. Note que Q3 C B, ;. A constante C € escolhida de tal

forma que ¢(x) > 2 para x € Q3. Perceba também que ¢ é C"! em B, . uma vez que suas
sentengas o sdo e a transicao entre a primeira sentenca e a segunda foi feita de tal maneira que a

regularidade permanecesse. Dai, dos resultados de estabilidade, MZO¢ ¢ continua em Bzv%

Escrevendo
q em B
¢s=Cy fs(x) = (2vn)™" em B, ;\Bs
0 em R"\B, 7.

Como fs5(x) < |x|77, temos que ¢s5 < ¢. Consequentemente My ¢ =M, ¢s.Do Coroldrio 1.3,
temos que M20f5 > (0 para |x| > 1/4. Dessa forma, obtemos Mzoqﬁ(g(x) >0paralx| >1/4eo0

item 4 do Coroldrio segue. O

1.5 Estimativa Holder C*¢

Nesta secao, iremos obter a Holder continuidade no interior para fun¢des que nao sao
muito ‘convexas’ nem muito ‘concavas’, ou seja, resolvem uma equacao envolvendo os operadores
extremais. No caso de equagdes envolvendo operadores elipticos de segunda ordem, temos que

se u resolve

MH(D*u) = -|f| em Oy
M= (Du) < |f| em Qi

entdo u € C*(Q, /2) € vale a estimativa

lullga(g, ) < C (Hlulle=coy) + 1 flloy)) -

A ideia da demonstracao desse resultado, como pode ser encontrado em ((CAB RE: CAFFARELLI,
1995), Teorema 4.3), é controlar a oscilagdo em cubos(i.e, 0, = supg, U — infp, u) da solucao do
problema acima u usando a Desigualdade de Harnack, a qual diz que

supu < C(inf u+ || f||z70)))-
012 012

A natureza da norma L" da f € um aspecto extremamente curioso na estimativa acima. Sua

aparicao € proveniente da forte estimativa ABP que solu¢des de equagdes com operadores de
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segunda ordem elipticos possuem. Esta € a primeira deficiéncia clara para o contexto Nao-Local,
cujo ABP s6 enxerga um lado direito limitado. E importante ressaltar que na literatura existe
uma versao do ABP(ver (GUILLEN; SCHWAB, 2012)) que enxerga a norma L" do lado direito
da equacdo, porém a estimativa obtida ainda envolve sua norma L. Nesta estimativa, a medida
que a ordem da equacao o se aproxima de 2, tal dependéncia da norma L desaparece, o que

reproduz a estimativa no caso local.

A mesma estratégia para obtencdo de regularidade € levada para o contexto Nao-Local,
como pode ser visto em (CAFFARELLI; SILVESTRE, 2009), utilizando a mesma heuristica, ou

seja, devemos usar o fato de u € L™ (R") resolver

MZOMZ—C() em B
MEOMSC() em Bj,

para controlar a oscilacio da solu¢do u. Em vez da Desigualdade de Harnack(a qual estd disponivel
para solucdes do problema acima(ver (CAFFARELLI; SILVESTRE, 2009))), usaremos um

resultado conhecido na literatura como Estimativa L€, o qual é potencialmente mais forte.

O primeiro passo para obter a estimativa desejada € o seguinte lema de aproximagao.

Lema 1.14. Seja o > o > 0. Existem constantes €y > 0, u € (0,1), e M > 1 que dependem de

o0, constantes de Elipticidade e dimensdo, tal que se

1. u>0emR",

2. infu<le
03

3. Mzou < e em Q4\/,;,
entdo lu < M N Q| > pu.

Demonstragdo. Considere v = ¢ — u, onde ¢ € a funcdo construida no Corolario 1.4. Perceba
que
+ + + — gt -
MLO(d) —u) 2 M£o¢ + ML()(_M) - ML()¢ N ML()u 2 —Y — €.

Considere também I" 0 envelope concavo de v em Bg,j; € {Q;} a familia de cubos do Teorema
1.3. Do Lema 1.12 temos

(supv)" < C|VT(Byyp)| < € ) [VI(Q))].
J

Pelo item (v) do Teorema 1.3, temos que

IVI(Q))] < Conax(y + 0)"1Q;] < Cnax (v + )™ 1,

J
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Assim,

supv < C

1/n 1/n
D max(y + €o)+"|Qj|) <Ce+C|) r%aX(l/f)”Ile) .
j J j J

Comoiélfu <1<e¢>2em O3, temos
3
v=¢—-—u>2—infu > 1,
03

e portanto max v > 1. Escolhendo €, pequeno o suficiente para que 1 — Cey > 1/2, temos

<C

N =

1/n
Z n1_aX(¢)+n|Qj|) )
79

Do Corolério (1.4), ¢ tem suporte em B /4 € € limitada, com isso

1/n

<C Z 0,/| = Z 10, = C. (1.23)

1
2 — —
J:QiNB14#0 J:QiNB14#0

-1
O diametro destes cubos Q;, de acordo com o Teorema 1.3, satisfazem d; < p¢22-, onde

1
po = ——=. Com isto, toda vez que x; € Q; N By,4, se y € 44/nQ;, temos

8vn

=1
Iyl < |y —x;| +|xj| < 4Vnpe2=e + —.

TN

Como 27 < 27!, temos |y| < % Isto significa que 4vnQ; C By, sempre que Q; N Bjs # 0.

Seja My = maxp, , ¢. Pelo item (vi) do Teorema (1.3), temos

[ € 4VQ;  v(x) > T(x) - Cd}| = lQl.

Agora, considere a colecdo de cubos {4y/nQ;} tais que Q; N By/4 # 0. Esta colegdo forma uma
cobertura aberta para a unido dos cubos correspondentes O ; e cada elemento estd contido, pelo
que mostramos anteriormente, em Bj ;. Tomando uma subcobertura com finito overlapping que

ainda cobre a uniéo dos Q ; e combinando as estimativas anteriores, obtemos

Hx € Bip:vix) 2T'(x) - Cp%}l > [{xe€Bjp:vx) 2T(x) - Cd]2.}|
Z{x € 4VnQ; : v(x) > T'(x) - Cd3}]
fin

\%

%

C.
Dai, [{x € Byjz: v(x) > T'(x) - Cp(%}l > C.Como I' > 0, temos

[x € Bija i v(x) = ~Cpg}| = [{x € Biyz s v(x) 2 T(x) — Cp3)l.
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Consequentemente, [{x € By, : v(x) > —Cpé}l > C. Reescrevendo v, temos |{x € By :
u(x) < ¢(x) + Cp(z)}l > C. Como ¢ < maxg, , ¢ = Moy, temos

[{x € Bijatux) < Mo+ Cpl}| = |{x € Bija  u(x) < $(x) + Cop}l,

eportanto [{x € By : u(x) < M0+Cpg}| > C. Agora,como By C Q1,tomando M = My+Cp?,
temos
Hx e Qr:ulx) <M} >|{x€Bjp:ulx) <M} >C,

como desejado. O
Iterando este lema, € possivel obter um decaimento para a fungdo distribui¢do de u.
Lema 1.15. Seja u como no Lema 1.14. Entdo
{u> M} 001l < (1-p,
parak =1,2,...,onde M e u sao como no Lema 1.14. Como consequéncia, temos que
{u>t}NQq| <dt ™ Vt>0,
onde d e € sdo constantes universais positivas.

Demonstragdo. A prova da demonstragao segue por inducdo. Se k = 1, pelo Lema (1.14) e

decompondo Q; de maneira adequada, temos

|O1]

H{u <M} QrU{u>M};nQ
{u <M} Qi+ {u>M}N Q|
pA{u> Mol

\%

Consequentemente,
{u>M}N O < Q1] —p=(1-p).

Agora suponha que vale até k — 1 e vamos provar que vale para k. Defina
A={u>MYNn0, e B={u>M"1n0Q}.

Com isto, é suficiente, mediante hipdtese de inducdo, provar que |A| < (1 — u)|B|, uma vez que
temos |B| < (1 — u)*~!. Perceba que A ¢ B ¢ Qy, pois MK > M*~1 além disso, pelo Lema
(1.14), |A] < {u > M} N Q1| < (1 — u). Nos resta mostrar a condicdo de que se Q = Q%_(xo) é
um cubo diddico tal que |[A N Q| > (1 — u)|Q| entdo Q C B, onde O é o0 do Lema B.1. Pzara isto,
suponha por contradi¢io que O ¢ B. Consequentemente, deve existir ¥ € Q tal que X ¢ B, ou
seja, u(¥) < M*'. Agora considere a transformagio

1
X =x0+ 5, yte,er:Q%(xO)
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e a funcao
8 u(x)
u(y) = M
Esta funcgao i satisfaz i > 0 em R" e
. . — 1 _
infi < infu<l e Muac< M u < €.
03 Mk=1 04 Mk-1

Por consequéncia, podemos aplicar o Lema 1.14 e obtemos

p < Hi(y) < My n Qi) =2"{u(x) < M*} n Q4.
Dai,
1

o\l > 5

p=10|p
€ com isso,
101 = IQ\A[+|Q NA| > plQ[+|ANQ| & [ANQ| < (1-p)|0],
que € uma contradicdo. Consequentemente, pelo Lema B.1 temos
|Al < (1 = p)|B]

e o Lema estd provado.
Como consequéncia disto, tomando d = (1 — u)~' e e tal que 1 — u = M€, temos que dado
t > 0, existe k € N tal que M* > t. Com isto,

u>tyn Q1 < Hu>MYynoy < (1-pr=dld - ' =am<*D < are,
H{ } U 7

Por um argumento de recobrimento, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 1.4. Sejau > 0 em R", u(0) < 1, e M, u < € em By. Suponha que o > o para
algum oo > 0. Entdo
[{u>t}NBy| <Ct ¢ Vi>0,

onde a constante C e € dependem de 1, A, n e 0.

Demonstracdo. O Teorema segue pelo Lema 1.15. Porém antes note que B pode ser coberto

por uma quantidade finita de cubos Qj com centro em algum x; € By e k € {1,..., p}. Dai,

p P
{u>}nBil <> [{u>13NQl < Y dirre=Cre,
k=1 k=1
onde usamos o Lema 1.15 na penultima desigualdade. O

Através de um simples scalling, obtemos o seguinte decaimento para a fun¢do distribuicao

de u, para finalmente obtermos a estimativa L€.
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Teorema 1.5. Sejau > 0 em R", u(0) < 1, e My u< Co em By,. Suponha que o > oy para

algum oo > 0. Entdo
{u >t} N B,| < Cr'"(u(0) + Cor?)t ¢ Vt >0,
onde a constante C e € dependem de A, A, n e 0.

Demonstragao. Defina
v(x) = S — u(rx)
M(O) + Cor? '

Dai segue que M, v(x) < €y em By, v(0) < 1 ev > 0 em R". Dessa forma, v se encaixa nas
Lo

hipéteses do Teorema 1.4 e por consequéncia
{v>T}NB)| <CTc¢ VT >D0.
Em particular, tomando 7 = tey(u(0) + Cor”)~! > 0 no Lema 1.4 obtemos
[{v > T} B ={v > teo(u(0) + Cor”) ™'} N By| < C(u(0) + Cor”)t .
Agora basta notar que
rinl{u >t} N B,| < |{v > teog(u(0) + Cor®) ™'} N By,

e por consequéncia
{u >t} N B,| <Cr'*(u(0) + Cor?)r¢.

O

Agora estamos preparados para obter a Holder continuidade citada no inicio desta secdo.

Para isso, usaremos o seguinte Lema.

Lema 1.16. Seja o > o para algum o > 0. Seja u uma funcdo tal que

——<uc< em R", zo>—eo em By, M; <€ em Bj.

| =
| =

Entao existe um a > 0 que depende apenas de A, A\,n e oy tal que u € C* na origem. Mais

precisamente,

|u(x) —u(0)] < Clx[*,

para alguma constante C.

Demonstragdo. A demonstragdo consiste em achar sequéncias My e my tais que

my <u<M; em Byr e M —my =47,
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Garantindo isto, o lema segue pois se x € By, entdo existe k € N tal que x € By« \By-x+1), ou
seja, 4~ K+D) < |x| < 47, Assim,

lu(x) —u(0)| < My —my
— 4—a'k
— 4a/4—(k+1)cy
< 4%x|”.
oA N . 1
Vamos mostrar a existéncia destas sequéncia indutivamente. Se k = 0, tomemos mg = ) e

My = % Agora suponha que construimos as sequéncias até um valor k. Vamos construir my,; €
M. Perceba que na bola B, +1) devemos ter ou u > (My +my)/2 ouu < (My +my)/2 em

pelo menos metade dos pontos(em medida). Digamos que o primeiro acontece, ou seja,

M B+
us Metmel gl s Beool (1.24)
2 2
Defina
u(47kx) — my
v(x) = ————r

(My —my) /2

Da hipétese de indugdo, v > 0 em B; e rescalonando u em (1.24), temos

B
(v > 1} N Byl > | 12/‘”.

Além disso, como Mzou < € em By, temos, ao fazer a mudanca de varidvel z = 4k y, que

M- v 2-0) / A4 x +478y) + u(47* x —47%y) = 2u(47*x))* — A6~ dy

" = M —mp)2

|y |n+0'
= 249477k Mu(47*x)
= 247k pr=y (47*x)

< 2e,

em By« desde que escolhamos 0 < @ < o. Da hipdtese de indugdo temos que para qualquer
j>1u(4 " ) > my_;, dai

u(47%x) — my My—j —mg  Mg—j+ Mg — My —my

YO o2 © Me=m2 - (Mr=mo)2

Mp_j —Mk_j+Mk — my _ mk_j+Mk_j N
(My —my)/2 (M —my) /2

v

= 24 k=Dlgek 49 = (497 1),
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para x € B,;, pois se x € B,;, entdo [47¥x| < 47%2/ < 272k*J < 1. Note também que se |x| > 1,
entiao
—2(|4x|* = 1) = =24%|x|* +2 < =247 +2 = -2(4" - 1) < v(x).

Se definirmos w = max{v, 0}, entdo temos M, w < 2¢p em B34 desde que a seja pequeno o
suficiente. Além disso, como w > v, temos que vale [{w > 1} N By4| > |By/4|/2. Dado qualquer
ponto x € By, podemos aplicar o Teorema 1.5 transladado para Bi(x) comt=1ler =1/2e

com isto obtemos

B
C(w(x) +2€) = [{w > 1} N Bya(x)| = {w > 1} N By4| > | 12/4|. (1.25)

Se escolhermos €, pequeno, entdo temos, por (1.25), que w > 6 em Bj4, 6 > 0. Com isso,
tome My = My € mpy = my + O(My — my)/2 e dai segue que mypy; < u < My, em
By-(es1) € Mpyy —mpy = (1 -6/ 2)4‘“". Para finalizar, escolhemos 6 e « apropriados para que
(1 —60/2) =47 e assim My, — mys1 = 4% D como queriamos.

Por outro lado, se tivéssemos

M + my, |B4—(k+l)|
UL — N By-e)| = —,
{ 2 e 2
entao iriamos definir
My — u(4_kx)
v(x) = ————=
(My —my)/2
e continuariamos a conta utilizando o fato de Mzou > —€. O

Usando este Lema e o fato de M* e M~ serem operadores invariantes por scalling,

obtemos finalmente a Estimativa C?.

Teorema 1.6. Seja o > o para algum oy > 0. Seja u uma funcgao limitada em R" tal que

Mzou >—-Cy em By,
MZOMSCO em Bj.

Entdo existe um a > 0 que depende apenas de A, A,n e oy tal que u € C*(B13) e
[ulca(s,)) < C(SI}Rlp |lu| + Co),

para alguma constante C > Q.

Demonstragdo. Para a demonstracao basta definir

v(x) =

€0

(x).

2 supgn |u| + Cou

, z . 1 1 + —
Dai, se € é pequeno o suficiente -5 < v(x) < 7 MLOV > —€eemBje MLOV < ¢gem By e com
isso usamos o Lema 1.16. Dai, mostramos que v € Holder continua na origem. Se definirmos
w(x) = Ty, v(x), para xo € By 2, temos que w resolve a mesma equagdo satisfazendo as mesmas
limitagdes. Com isso, segue que w € Holder continua na origem e consequentemente v é Holder

continua em x( para qualquer xo € B1. ]
2
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E importante comentar que o By, que aparece na estimativa € apenas por conveniéncia.

Poderiamos obter a mesma estimativa C* em Bj_s para 6 > 0 pequeno.

1.6 Estimativa C'¢
Para finalizar este capitulo, apresentaremos a estimativa C!® para solucdes de
Tu=0, (1.26)

onde 7 € um operador Nao-Local Eliptico com respeito a uma classe L. ¢ L que iremos definir
posteriormente. A ideia € iterar a estimativa Holder C“ sobre os quocientes incrementais

u(x+h) —u(x)

h —
T

Como provamos no Teorema 1.2, temos que
MHwh >0
M-wh <0,
para h pequeno o suficiente, e o resultado de Holder continuidade (1.6) garante que

lw'(x)| < C, para x € B,.

Dai, se queremos aplicar o Teorema 1.6 para w precisarfamos garantir que esta é uniformemente
limitada em R"\B, em A, o que ndo € necessariamente verdade. Dessa forma, fica evidente
que se faz necessdria alguma hipétese adicional sobre o problema para compensar a falta de
regularidade de u no infinito. Como estamos lidando com operadores nao-locais que sao Elipticos
com respeito a alguma classe L, € natural pensar em assumir regularidade extra sobre os Kernels

para realizar tal compensacao.

Neste contexto, a hip6tese minima sobre os kernels que iremos precisar € a seguinte

K(y) - K(y -
/ KOV =KO=Rl o 1 < 22, (127)
R™\Bj,

|Al 2

Esta condigdo garante que mesmo que w”

ndo seja uniformemente limitada em ~ em todo o R”,
este ainda possui oscilagdes que se cancelam no infinito. Veremos com mais clareza o que isto

significa ao longo da demonstracdo do Teorema abaixo.

A classe de Kernels K € L que satisfazem (1.27) é denotada por L.. Note que uma
condicfio natural de se pedir a fim de que K satisfaca (1.27) seria |[VK(y)| < A/|y|"*™*7. Agora
vamos 4 demonstragio do teorema que nos leva a regularidade C1 de solucdes de (1.26) e a

uma estimativa no interior.

Teorema 1.7. Suponha que o > oy. Existe um po > 0 que depende de A, \, o e n tal que se T

¢ um operador Eliptico Ndo-local com respeito a L. no sentido da Definicdo (1.1) e u é uma
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funcgdo limitada tal que Tu = 0 em By, entdo existe um a > 0 que depende de A, \, 0 e n tal
queu € C1¥(Byp) e

||u||C1’“(§1/2) <C (SI}&;I"p |Lt| + |IO|)

para alguma constante C > 0. A constante C depende de A, \, o e n e da constante em (1.27).

Demonstragdo. Temos que L, ¢ Ly. Como Ju = 0 em By, temos M u = M7, (u—0) >
Tu—-70=-70e M u < 70 em Bj. Das estimativas obtidas no Teorema 1.6 , u € C*(B|_s)
para qualquer 6 > 0 com [u]ce < C(sup |u| + |Z0|). Dai, queremos iterar o Teorema 1.6 até
obter regularidade Lipschitz em uma quantidade finita de passos (ver Apéndice B, C.1). Agora,
suponha que provamos u € C#(B,) paraalgum 8 >0e1/2 <r < 1.

Defina
p u(x+h)—u(x)

|hlP

Queremos aplicar o Teorema 1.6 a w” para obter C**#(B,_s). Pelo Teorema 1.2, como Tu = 0,

temos que Mz wh >0e Mz w" < 0em B, c B;. Como L, C Ly, temos, em particular,
Mzowh >0e Mzowh <0.Comou € CP (B,), w' & uniformemente limitada em B,, pois

|u(x+h)—u(x)|< |x+h—x|ﬁ_
|h)# - g

h
lw"| =

em B,. Para aplicar o Teorema 1.6 a w” precisariamos que w” fosse limitada uniformemente
fora de B, 0 que niio podemos garantir. Para prosseguir, vamos localizar w”. Considere 7 uma

func¢do Cutoff da seguinte maneira

n=1 em B,_s/4
0<n<1 emB:\B,_s4
0 em R"\B,,

onde ¢ é um niimero positivo pequeno que serd determinado posteriormente. Dai,

wh = gwh+ (1 —n)wh
nu(x+y) —nu(x) (1-nux+y)—(1-nu(x)
|h|B |h|B
= wi+wh

Sejax € B,y e |h| < 6/16. Dai, n = 1, consequentemente (1 —n)u(x) = (1 —nmu(x+h)=0e
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assim w' (x) = w’ll(x). Vamos mostrar que w’f € CP**(B,_s). Para isso, note que

+ h + h
My wi =2 Mjwi

h h
M7 (w" = w3)

> MO0 = M ()
A
- -
M, wi M, wy
= MZ*(wh - wé‘)
< Mz*(wh) - Mz(wg)
<

—Mz* (wé’)

Para aplicar o Teorema 1.6 precisamos mostrar que |ML (wg)l e |M2* (wé’)l sao limitados em
B,_5)2 por C sup |u| para alguma constante C universal. Mostraremos estas desigualdades para
qualquer operador L € L, e consequentemente iremos obter as estimativas desejadas. Como
(1=mu(x)=(1-nu(x+h) =0ew(x) = wi’(x), temos

Wirey) = (=)l h) =G+ )
Whr=) = (=t =y+h) = u(s =)
wé’(x):O.

Dai, fazendo uma mudanca de varidvel e usando a simetria do Kernel K (y), temos
(A-—npux+y+h) - (1 -nux+y)

R7 |h|A

Note que se |y| < /8, entdo |x+y+h| < |x|+|y|+|h| < r/2+6/8+6/16 =r/2+436/16 < r—6/4

elx+y| <r/2+6/16 <r-6/4.Dai, (1 —nu(x+y+h)=(1-n)u(x+y) =0para|y| < /8.

Tomando pg = §/4, entdo fazendo a mudanca de varidvel y — y — h apenas na parte da integral

ng =2 K(y)dy.

com (1 —n)u(x +y + h), obtemos

K(y—h) - K(
= | [ =y KD KD
Rn |h]
2|lK(y—=h)-K
< [ 10 =mut+ KO =D =KW,
5 ]
K(y— - K
R"\Bs/4 |l
K(v-h)-K
R"\B,, I

Usando a Hipétese 1.27, temos

|Lw§’| < C|h|" P sup |u| < C sup |u|.



Capitulo 1. Teoria de Regularidade para Equagées Integro-diferenciais completamente ndo lineares 70

Dai, obtemos que |M2*w§’| < Csup |u| e consequentemente MZ*W? > —Csuplu|e Mz*w? <
C sup |u| em B,_s/> para |h| < 6/16. Agora podemos aplicar o Teorema (1.6) para obter que wi’,

e portanto w”, é C% em B,_5 C B,_s)>.

Usando os mesmos argumentos como no Lema C.1 obtemos u € C**#(B,_s), e ap6s
uma quantidade finita de iteragdes, devemos ter que u € Lipschitz em B3,4(escolhendo r € 6 de

maneira apropriada em cada iteracdo) e vale
|ullgoa (s, < € (slélnp |u| + |IO|) .

Agora seja e € §"~! um vetor unitdrio e 4 € R. Se considerarmos o seguinte quociente diferencial

u(x + he) —u(x)

wh(x) = h

o mesmo raciocinio ainda se aplica. Consequentemente, iremos obter que w" € C¢ (B 3_ 5) e
1

W™l < C(sup|u|+|IO|)
C¢ (B%_(;) R

Assim, temos que

”Wh”Lm (B%,g) + [wh]m (B%,é) <C (S{;P lu| + |10|)

Como a estimativa nao depende de &, podemos passar o limite quando 2 — 0 e assim

||88u||Lm(Bi_6) + [aeu]ca(83_6) <C (s]lglp) |u| + |IO|) .

Como vale para todo e € $"~!, temos que
[|Vul| + [Vu] < C(sup|u|+|IO|),
) ey )€1

para um certo § > 0 a ser escolhido. Disto segue que u € C*(B; /2) com a estimativa

desejada. O



71

Resultados de Regularidade por Aproxima-

cao para Equacoes Nao-locais

Neste Capitulo, vamos estender os resultados de Regularidade do Capitulo 1 para solucoes
de Equacdes Nao-Locais Elipticas ndo-necessariamente invariantes por translacdo através de um
método perturbativo. A heuristica € que se duas equagdes estiverem uniformemente préximas,
entdo suas solugdes também estardo. Esta ideia j4 foi aplicada para problemas elipticos cléssicos

para obter, por exemplo, estimativas do tipo Cordes-Niremberg para solucdes de
Tr (.?I(x)Dzu(x)) - f(x) x€B, @2.1)

onde ||A(x) — 6(x)|| < € para todo x € Bj. Esta ideia foi generalizada para solug¢des de

Equacoes Elipticas Totalmente ndo-Lineares do tipo
F(D*u(x),x) = f(x) x € By, (2.2)

por Caffarelli, em (CAFFARELLI, 1989), admitindo que a oscilagao dos coeficientes € pequena

e que a equacao homogénea com coeficientes constantes possui estimativa C Le,

A dualidade Local e Nao-Local nos permite perguntar, naturalmente, se 0 mesmo

problema tem sentido para equagdes Nao-Locais, isto €, se solugdes de
T (u(x),x) = f(x) xeBy, (2.3)

onde 7 € um operador Nao-Local Eliptico com respeito a uma certa classe £ de operadores
lineares que estd préximo de um operador (%), Para entender melhor esse problema, é importante
que sempre tenhamos em mente o seguinte modelo de equacao Nao-Local

dap (X, y)

|y|n+0'

I (u,x) := inf sup/ O(u,x,y)(2—-0)

dy = f(x) x€ By, (2.4)
€A pes JR

onde a,p € uma familia de fun¢des ndo-negativas com indices « e B variando em conjuntos A e
B arbitrdrios. As aplicagdes mais interessantes que traremos no final incluem o seguinte uma

versdo Nao-Local da estimativa de Cordes-Niremberg e
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*se0 <A< ag <A, |[Vyaes(x,y)| < Cly|™'e aqp € continua em x com um médulo
de continuidade independente de a e 8 entdo as solugdes de (2.4) sio C'** em B /€

possuem uma estimativa;

*se0 <A< ags <A, |Vyasx,y)l < Cly|™!, aqspndodependedexe A-n <1 <A+7n
para um 7 pequeno o suficiente, entdo solugdes de (2.4) sao C>“ no interior e possuem

uma estimativa.

Embora estejamos interessados em modelos da forma (2.4), os resultados que apresentaremos
aqui estdo em uma forma bem geral para que possamos aplicar nas mais diversificadas situacoes.
Isto € possivel gracas a condigdo estrutural de Elipticidade uniforme que deve ser entendida

simplesmente como a seguinte desigualdade
Mv(x) < T(u+v,x) =1 (u,x) < Mpv(x), (2.5)

onde M e Mz sdo os operadores extremais com respeito a alguma classe de operadores, e 7 €

um operador Nao-Local, cuja defini¢ao se fard mais precisa adiante.

Este Capitulo estd separado da seguinte maneira. Na primeira se¢do apresentamos
algumas preliminares. Isto inclui algumas defini¢des, hip6teses e resultados auxiliares. Dentre
os resultados auxiliares, apresentamos resultados de regularidade que estendem o Teorema 1.7
para solugdes u que possuem crescimento no infinito, ou seja, u € C(B1) N L' (R”, w), onde w é
um peso adequado. Apresentamos também alguns resultados de estabilidade, onde provamos
uma versao mais geral do Lema 1.6 que permite que o operador varie. Provamos também que
sequéncias de operadores uniformemente elipticos com respeito a uma classe de operadores
convergem fracamente a menos de subsequéncia. Na sec@o subsequente, provamos que solucoes
de uma equacao envolvendo os operadores extremais possuem regularidade no bordo. A ideia é
semelhante como ocorre no caso local e a ideia € construir uma barreira adequada para controlar o
crescimento da fun¢@o longe do bordo e utilizar scalling regularidade no interior apropriadamente.
Na terceira secdo apresentamos o Lema de aproximacdo e o resultado principal do Capitulo, que €
aregularidade C* para solucdes de equacdes envolvendo operadores Nio-Locais Uniformemente
Elipticos. Para isso, € essencial assumir regularidade extra sobre a classe de operadores em

questdo. Veremos que kernels K € L que satisfazem
IVK()] < Cly[™"7"" em R"\{0},

possuem regularidade suficiente para nossos resultados. Por fim, na secdo seguinte apresentamos

algumas situacdes em que nossos resultados se aplicam.

2.1 Preliminares

Nesta se¢do apresentamos algumas preliminares para este capitulo. Primeiro fornecemos

algumas definicdes que serdo importantes, como a definicao de operador Nao-Local e a de
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convergéncia de operadores. Em seguida iremos discutir sobre as hipéteses sobre o peso que

iremos considerar. Por fim provaremos alguns resultados de regularidade e estabilidade.

2.1.1 Algumas definicoes

A primeira definicdo € acerca de Operador Nao-Local. Iremos considerar nos nossos

resultados operadores que satisfazem o seguinte

Definicao 2.1. Um operador I Ndo-Local é uma fungdo que atribui para uma fungdo u o valor

I (u,x) em cada ponto x satisfazendo as seguintes hipoteses

o 7 (u,x) estd bem definido desde que u € C*(x) N L' (R", w),

e Seu e C*(Q) N L' (R, w), entdo I (u,x) é continua em Q como uma fungdo de x.

A defini¢do acima é bem geral e faz mais sentido quando adicionamos a hipdtese de
Elipticidade Uniforme 2.5. Vale ressaltar que quando dizemos u € C?(x) significa que existem

um polindmio quadritico ¢ tal que u(y) = g(y) + o(|y — x|?).

Para medir proximidade entre os operadores iremos considerar a seguinte norma

Definicao 2.2. Dado um operador ndo-local I, definimos ||I'|| em um dominio Q com respeito

a algum peso w como

|| := sup{|T (u,x)|/(1+ M) : x € QueC*(x), el rr oy < M,
u(y) —u(x) = Vu(x).(y —x)| < M|y —x|> Vy € B(x)}.

A ideia desta defini¢do é que se 7 (u,x) — I (u,x) de alguma forma uniforme, entdo

[|[Zx — I||] — 0. A forma mais apropriada de convergéncia que devemos ter € a seguinte.

Definicao 2.3. Dizemos que I, — I fraco em Q se para todo xo € Q e para toda fungdo v da
forma
p(x) sex € By(xo)
v(x) =
u(x) sex € R"\B,(xp),
temos I;(v,x) — 1(v,x) uniformemente em B,>(xo),onde p é um polinémio de grau 2 e
u € LY (R, w).

2.1.2 Condicoes no peso e hipoteses sobre os Kernels

Aqui iremos falar sobre as hipéteses acerca do peso que consideraremos ao longo do

Capitulo. E importante que tenhamos em mente o seguinte modelo de peso

1

W, (2.6)

w(y) =
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onde o € (1,2). A hipétese de u € L' (R", w) significa que a integral em (2.4) ndo é singular

no infinito para qualquer o > oy. Para verificar isso, basta notar o seguinte

1 I (14 y+x|™9)
[owteniozay = [ i gy
R"\B, |yl R"\B, Iyl L+ |y +x|™*oo

1+ |y +x|™*70 1
L eI s
R™\B; Iyl |y +x|™*oo

Dai, basta notar que
1 + |y +x|n+0’0 1 + 2n+0'0|y|n+0'0 + 2n+0'0 |x|n+0'0
<
|y|n+0' - |y|n+0'

1 + 2n+0’0 |x|1’l+0'() 2n+0’0|y|n+0'0

|y|n+0' |y|n+0'

IA

1 + 2n+0’0 |x|n+0'0 + 2n+0’0|y|0'0—0'

IA

C(n,0p),

onde usamos o fato de y € R"\By, |y|™ 7 < 1, |y|?°"? < 1 pois ¢ > 0p e x € B]. Assim,

teremos

2-o) [ jueeypde™ 1

d < 2—09)C s T n ,
R™\Bj |}’|n+o' |y +x|n+0'() Y ( O) (”l O)Hu”Ll(R W)

onde o que aparece no lado direito € independente de o, desde que o > 09. A conta acima

também mostra, na prética, como deve ser feita a escolha do peso.

Precisaremos que o peso w satisfaca algumas condicoes que serdao importante ao longo

deste capitulo. A primeira condi¢cdo de que
(1+[y) € L'(R",w), 2.7)
€ razodvel, uma vez que a ordem o da equagdo € maior que 1. A segunda condi¢do, por sua vez,
sup w(z) < C(r)w(y), (2.8)

ZEBr (y)

¢ mais técnica e serve para evitar medidas singulares. Note que (2.8) é satisfeita para (2.6), pois

se z € B,(y), entdo

o = |

1 + |Z|I’l+0'0

1 + |y|n+0'0 ( ) 1 + |y —z+ Z|n+0’0
w =
1 + |Z|I’l+0'0 y 1 + |Z|I’Z+O'0

) w(y)

1+ 2n+0’+0|y _ Z|n+o-o + 2n+o-0|Z|n+o-o
( 1+ |Z|n+0'0

) w(y)

oo (1 + |Z|n+0'0 rn+0'0

1+ [z|*o0 1+ |Z|n+:ro) w(y) <277 (1+r77) w(y)
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As hipéteses minimas que a classe de operadores L com kernels K deverd satisfazer sdo duas. A

primeira € a seguinte
Hipoétese 2.1. Se K = sup, K,, é o supremo de todos os Kernels na classe, entdo para cadar > 0
K(y) < CGw(y) se |ylzr,

para alguma constante C,.

Note que se considerarmos os kernels da classe Ly e o peso (2.6), essa condigcdo é

satisfeita, pois

1 1+ |y|**oo
|y|n+a' - |y|n+0' W(y)
1 oy—0o
= \ppe + [yl w(y)

1 agp—o
< (rn+(,+r 0 )W(y)

IA

C(r,o0)w(y),

uma vez que o € [0y, 2]. A segunda hipétese sobre a classe de operadores € a seguinte

Hipétese 2.2. Para alguma constante C e todo L € L, temos ||L|| < C(o que implica ||MZ|| <C
e ||[M;|| <C).

Esta hipétese nos diz basicamente que os Kernels sdo controlados por fun¢des C? préximo

da origem.

2.1.3 Resultados de Regularidade

Aqui apresentaremos os resultados de regularidade vistos no Capitulo 1 (Teorema 1.6 e

1.7), porém permitindo que a solu¢do u possua um certo tipo de crescimento no infinito.

Teorema 2.1. Sejao > 0 > 0, u € L' (R", w), paraw = 1/(1+|y|™°), tal que se u é continua

em B e

v

Mzo —-Cy em By
M~ZO < C() em B17

entdo existe um a > 0 (que depende apenas de A, A, n, o) tal que u € C*(By)2) e

lullces, ) < C (Sl‘;p |l + [lullz1 gn ) + Co)
1

para alguma constante C que ndo depende de o .
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Demonstragdo. Considere ii(x) = Xp,u(x). Com isso, note que
M7 i(x) 2 My u(x) = My, (i@ —u)(x).

Vamos estimar Mzo(zl —u)(x).Seja L € L.

La-0w = [ 6-uxnKo)dy

_ / (@(x+y) — u(x +y)K(y)dy
5

IA

2 » ld(x +y) —u(x+y)|K(y)dy

IA

1
2 [ 108, 0) = DA s

< C(A,O’o)||u||L'(R",w)’

para todo L € L e dai segue que

M*i > =Co — cl|ullp1 gn )
M~ < Co+ cllull gn

W)

. O resultado segue do Teorema 1.6. O

Da mesma forma, podemos obter regularidade C!* admitindo regularidade extra nos
kernels e permitindo algum crescimento da u no infinito. E suficiente considerar a classe £,

dada por kernels que estdo em L e satisfazem
IVK(y)| < Cw(y) R"\Bp,,
para um certo pog > 0 dado. Dessa maneira, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.2. Suponha que o > o > 0. Existe um py > O(que depende de A, A\, 0, n) tal que
se I é um operador invariante por translacdo ndo-local eliptico com respeito a classe L. e u
¢ uma fungdo continua em By tal que u € L'(R", w) paraw = 1/(1 + |y|"*??), Tu = 0 em By,

entdo existe um a > 0 universal( que depende apenas de A, A, n, o) tal que u € Cl’“(Bl/z) e
||u||cw(Bl/2) <C SII;P |u| + ||“||L'(Rn,w) +170]),
1

para alguma constante C universal.
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Demonstracdo. A demonstracdo segue as linhas da prova do Teorema 1.7. A diferenca é que

como u € L'(R",w), usamos o fato de |[VK(y)| < Cw(y) para garantir que

[ B0y = [ e IR - 0y + 60 - m)lds
R\ B, |A| R™\Bj,

< [, -

< c [, e

<

Cllullp (rrwy < 0
e iterar a estimativa Holder 2.1 acima da mesma forma, onde usamos na desigualdade acima a

Hipoétese 2.8 sobre os kernels. O

E importante observar que a classe L. ndo é invariante por scalling, isto &, se K € L,

para um certo p > 0, entdo K = """ K (1-) é tal que
IVK(2)| < CA7'w(z) em R"\Bj,.

Para nossos propésitos de regularidade por aproximagao, serd importante que a classe £ de

operadores considerada seja constituida de kernels que sao invariantes por scalling.

2.1.4 Resultados de Estabilidade

Agora iremos apresentar alguns resultados que concernem sobre a estabilidade das
Equacdes que iremos considerar. O primeiro deles € a respeito de uma restricao no conjunto de

fungdes teste.

Lema 2.1. Nadefinicdo 0.2 é suficiente considerar fungoes teste ¢ que sdo polindmios quadrdticos

e vizinhangas N que sdo bolas centradas no ponto de toque.

Demonstracdo. Suponha que a Definicao 0.2 vale sempre que ¢ € um polindmio e N € uma bola
centrada no ponto de toque. Mostraremos que isto implicard em considerar fungdes teste ¢ € C?
que ndo necessariamente sao polindmios quadriticos. Como a demonstrag¢do funciona da mesma
maneira se considerarmos funcdes teste que tocam por cima ou por baixo, iremos nos concentrar
no caso em estas tocam por cima. Dessa maneira, considere ¢ € C? uma fungio que toca u por
cima em um ponto xo numa vizinhanca N. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que xg
€ a origem do espaco R”.

Seja p o polindmio obtido da expansao de Taylor de 2° ordem de ¢ somado com um termo

quadrético convexo, i.e.

p(3) = (J(D26(0) + el x4 (1 To(0) + 6(0)



Capitulo 2. Resultados de Regularidade por Aproximagdo para Equagées Nao-locais

78

Lembremos que, pelo Teorema da Expansao de Taylor,

ra(x)

@(x) = ©(0) + (Ve(0), x) + % (D*¢(0)x,x) +r2(x) com lim =0.

€50 [x]?

Dai, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que se |x| < J, entdo

lo(x) = (¢(0) + (Vep(0), x) + 3 (D?*¢(0)x, x))| ..
|x|? ’

€ consequentemente

(x) = (9(0) + (Ve(0),x) + 5 (D>0(0)x,x)) < elx|*.

Assim, temos que

IA

¢(0) + (Vep(0), x) + 5 ((D*¢(0) + €l,)x, x)
p(x) Vx € Bs(0).

@(x)

Dai, p > ¢ > u numa vizinhan¢a B, (0) em que vale a expansio de Taylor acima e B,(0) C N.

Considere

(x) = p(x) sexe N
el = u(x) sex ¢ N.

{ p(x) sex e B.(0)
Vp(x) =
u(x) sex ¢ B,(0).

Note que v, (x) < vy(x) + 2€|x|>Xp,, pois se x € B,, entdo v, (x) = vy(x). Da expansdo de

Taylor,
lo(x) — (90(0) +(Ve(0),x) + % (Dzw(O)x,X>) | < elx]?,
Consequentemente
—€lx|* < o(x) - ((p(()) +(Ve(0),x) + % (ngo(O)x,x)) < e|x|?.
Dai,
ve(x) = ¢(x)
> ¢(0)+(Ve(0),x) + % <D2¢(0)x,x> — €|x|?
= p(x) —2elx|?

vp(x) — 2€|x|?

vp(x) = 2¢|x|’Xp., Vx € B.(0) CN.

v

Dessa forma, v, (x) < v, (x) +2€|x|*Xp,. Caso x € N\B,(0), entdo
Vp(x) = u(x) < @(x) =ve(x) +0 =v,(x) + 26|X|2X3r.
Finalmente, se x ¢ N, entdo x ¢ B, e assim

Vp(x) =u(x) =vy(x) +0=v,(x) + 26|x|2z\’3r Vx ¢ N.
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Como p é um polindmio quadrético tal que p > ¢ > u e ¢ toca u por cima em 0, i.e, ¢(0) = u(0),
temos p(0) = ¢(0) = u(0). Dai, p toca u por cima em 0. Dai, pela definicao de solugdao no

sentido da viscosidade 0.2, temos
I(vy,0) > f(0).

Por outro lado, da defini¢ao de Elipticidade Uniforme, temos

I (vy,0) =1 (vp,0)

\%

M, (vy—v,,0)
= —M*(vp—v,,0).

Como v, (x) —ve(x) < 2€|x|>Xp, paratodo x € R" e (vp(0) = vy, (0)) = (2¢€|x]?Xp,)(0) = 0,
temos que M*(v, — v,,0) < M*(2¢|x|*X5,,0). Dai,

T (v4,0) = I (vp,0) —M*(2€|x|*Xg,,0)

—SUPscr L(2e|x|2(\’3r)

—2€sup; ., L(|x|2XB,)
—2CEe.

\%

Como 7 (v,) > f(0), temos
I (vy,0) > T (v),0) —2Ce, Ve>0.
Consequentemente, 7 (v, 0) > £(0). O

O proximo Lema é uma melhoria do resultado (1.6). A diferenca entre estes dois
resultados é que agora permitimos algum crescimento da u no infinito, os operadores podem ter
coeficiente e também € habilitado que os operadores variem desde que sobre certas condi¢des de

convergéncia.

Lema 2.2. Seja I} uma sequéncia de operadores uniformemente elipticos com respeito a classe L.
Assuma que a Hipotese 2.1 vale. Seja uy uma sequéncia de fungoes semi-continuas superiormente

em Q tal que

® Ji(up,x) < fr(x) emQ,

® u; — u no I'—sentido em Q,

o uy — uem L'(R", w),

e fi — [ localmente uniforme em Q,

® I — I fraco em Q(com respeito a w)

® |ui(x)| < C para todo x € Q.

Entdo, Tu < f em Q.
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Demonstracdo. A fim de que Tu < f em Q, devemos mostrar que dado x € Q e ¢ € C? que

toca u por baixo em x, entdo 7 (v,x) < f(x), onde

{ p(x) sex € Ny
v(x) =
u(x) sex ¢ Ny,

onde N, € uma vizinhanga de x. Pelo Lema (2.1), temos que é suficiente considerar ¢ = p, um
polinémio quadratico e N, = B, (x). Por hipétese, u; converge no I'—sentido para u em Q. Dai,
para k grande, encontramos xi € dy € C? tal que p + di toca uy em x; e além disso, x; — x e

dy — 0, quando k — o0. Como J (ug, x) < fr(x), se definirmos

p+d; em B,(x)
vi(x) = {
Ui em R"\B, (x),

entdo Iy (vi,xx) < fi(xx). Claramente, vy — v, onde

| P B
YT 4 em RM\B, ().

Agora considere z € B, /4(x). Pela desigualdade triangular,
k(v 2) =L (v, 2)| < [Tk, 2) = e (v, )| + [Tk (v, 2) = L (v, 2).
Pela condig¢do de Elipticidade Uniforme, temos

T (v, 2) = I (v, 2) M*(vi —v,2) |M*(vi — v, 2)|
Ii(v,2) = Li(vi,2) < MY(v—=vi,2) < [IMT(v—vi,2)

IA
IA

A
A

Dai,

IA

[ 2k (Vi 2) = Lk (v, 2)] max{|M*(vi —v,2)|,IM*(v - vi,2)|}
supze [L(vi =v)(2)].

Do fato de K(y) = sup; ., K7 (y), temos que

IA

sup |[L(vi —v)(2)| < / [6(vi = v, 2, y)|K(y)dy.
LeL R~

Note que se y € B,,entdo y +z € B,(x), pois [(z+y) —x| < |y|+|z—x| <r/2+7r/4 <r.Com
isso, 6(v — vk, z,y) = 0. Dessa maneira

sup [L (v —v)(2)] < / 15k = v, 2, K () dy.
Lel R™\B,/»

Pela desigualdade triangular,

6k =v, 2,9 < [k =v) (2 + V)| +[(vi =) (2 = Y] + [V =) (2)].
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Dai,
/ (v —v, 2Ky < / vk =)z +9)IKG)dy
R™\B, R™"\B,)»

+/Rn\3r/2 |(vi =v)(z = y)IK(y)dy

AveEI [ KOy
/2

Pela Hipétese 2.1, como |y| > r/2, temos que existe C, tal que K(y) < C,jow(y). Dai,

/ 0 =)+ VKDY < Cops / (v =) (z 4 ) w(y)dy
Rn\Br/Z Rn\Br/Z
- ) / vk = )N IW(y = 2)dy
R™\ B, /2(z)

< Cp / vk = v))] sup wiy — 2)dy.
Rn\Br/2(Z)

ZEBr/4

FaZCmOS a mesma conta para mostrar que
/ vk =) (z = K )y < Copa / (v = )] sup wiy = 2)dy.
R™\B, /> R™\B,./2(z)

ZEBr/4

Além disso, como
/ K(y)dy < Cr/Z/ w(y)dy < C,
R™\B, ), R”

\Br/Z

temos

/ l6(vk—v, 2, y) K (y)dy < 2Cr/2/ |(vk=v) ()] sup w(y=2)dy+Clvi(z)-v(2)I.
R"\Br/z R™M\B;/2(z

2€B; 4

Agora, usando o fato de

sup w(y—2z) = sup w(z) < Cw(y),
Z€B; 4 ZEBr/4(Y)

temos que

IA

20,1 / vk = ))] sup w(y — 2)dy
R™\B,2(z

ZEBr/4

c /R e BT

IA

Cllvi = vl ®n w)-

Finalmente, obtemos

1 Zk (v, 2) = Z (v, 2)| < Cllvi = vllpi ey + Clvi(2) = v(@)] + [ Lk (v, 2) = T (v, 2)].
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Note que como Z; — I fraco em Q, entdo J; (v, z) converge uniformemente para J (v, z) com
Z € B,/4(x), e assim terceiro termo do lado direito da expressdo acima tende a zero. Note também

que como u; — u em L' (R", w), entdo vy — v em L!(R", w) e portanto

vk = vl wew) — 0.
Como d; — 0, temos que vy — v uniformemente em B, (x). Dai, obtemos que

I (vi,x) = I (v,x), (2.9)
uniformemente em B, /4(x). Agora, pela desigualdade triangular, temos

[k (vie, xk) = L (v, 0)| < [Tk (Vi, xi) = L (voxi) |+ |2 (v, xi) = 2 (v, x)].
Por 2.9 e pelo fato de 7 v ser continuo, temos que
[ 2k (vie, xk) = (v, x)| = 0,
quando k — oco. Como x; — x e f; — f localmente uniformemente, temos
L(v,x) = lim L(vi, xi) < lim fi (i) = f(x),

e, por conseguinte, 7 (v,x) < f(x). O

Este resultado de estabilidade € importante para sabermos sobre quais condi¢des podemos
passar o limite nas equagdes. Nesta linha de pensamento, faz sentido perguntar sobre a existéncia

de um peso que controla o crescimento da u no infinito. Dessa forma temos a seguinte observacao.

Observacao 2.1. A condi¢do de u estar em um espaco com peso ndo é supérflua.

De fato, tomando
L=—(=M"Y T=A e up(x) = Xp, () (Ix]* = 1) — MyXamp,,»

temos
T (ug, x)

u(y) —u(x)
Chs /R ——————dy

n |y _ x|n+2s

2 2 2
- |x -M; —|x|*+1
Cus (/ —lyl |+|2 dy+/ k| |+2 dy
B ly — x|+es R"\ By ly —x|**=s

Dai, obtemos i (ug,x) < C; — M C, e escolnemos M, > 0 grande tal que 7 (uy,x) < 0. Porém,

note que u; — u = Xp, (x)(Jx|> = 1). Da, se passarmos o limite
Ju=Au=2n>0.

O préximo Lema garante convergéncia uniforme de sequéncias no espago dos operadores 7

desde que estejam sendo avaliados em fungdes adequadas.
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Lema 2.3. Seja v uma fungdo

{ P(x) sex e B,
v(x) =
u(x) sex¢B,,

e Iy uma sequéncia de operadores uniformemente Elipticos com respeito a alguma classe L
satisfazendo a Hipdtese 2.1. Entdo existe uma subsequéncia Iy, tal que fi, = Iy (v, x) converge

uniformemente B, 5.

Demonstracdo. Para a demonstragdo, iremos usar o Teorema de Arzeld-Ascoli. Com isto,
precisamos que a sequéncia f; seja uniformemente limitada em B, /> € possui um mddulo de
continuidade uniforme. O fato de J; ser uniformemente Eliptica garante que Z; (v, x) = fi(x) é
uniformemente limitada. Agora, vamos encontrar tal médulo de continuidade. Para isso, dados

X,y € B,jp com |x — y| < r/8, temos

() = fe(y) Iy (v, x) = L (v, y)
T (v, x) = Tp (Ty—xv, X)

< Mp(v = Tyv,x),

onde 7;u(x) = u(x + z). Note que a fungdo v — 7,_,v € uma funcdo linear em B, 4(x). Para
verificar isto, basta lembrar que v(x) = p(x) em B,, onde p(x) é um polindmio quadratico, i.e,

p(x) = (Ax,x) + (b, x) + c. Dai, se y,x € B, ), entdo B,4(x) C B,, pois se z € B,/4(x), entdo
lz| < |lz—x|+ x| <r/d+r/2<r.

Dessa forma, usando o fatode v = p em B,, temos que se z € B, /4, entdox—z,x+z € B,4(x) C B,.

Assim,

p(x+z)—p(y+2)

(Ax,x) +{(Ax,2) + (Az,x) + (A7, 2) + (b, x) + (b, 2) + c—
((Ay,y) +(Ay, z2) +(Az,y) + (Az,2) + (b, y) + (b, 2) + )
(Ax,x) + (Ax,z) + (Az,x) + (b, x) —

((Ay,y) +(Ay,z) +{Az,y) +(b,y)) .

Com isto, podemos ver claramente que (v — 7,_,v) € uma func@o linear em B, /4(x). Assim temos

(v —Ty—xv)(x +2)

que 6(v — 7y_xv,x,2) = 0 para z € B, /4. Assim,
A0 =R < [ o0 novx K@z
Rn\Br/4
onde K(z) = sup K, (z). Pela Hipétese 2.1, existe C,4 tal que K(z) < C,/4w(z). Com isto,
Je(x) = fi(y) < Cr/4/ [v(x+2) +v(x—2) =2v(x) —v(y+2) —v(y —2) +2v(y) [w(2)dz.
Rn\Br/4

Pela desigualdade triangular,

l6(v —1yxv,x,2)| < x+2) —v(y+ )+ |v(x —2) —v(y - 2| +2[v(x) = v(y)]

= |nv(2) — 1@+ [ev(=2) — 7y (=2)[ +2[v(x) —v(y)l.
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Dessa forma,

fr(x) = fr(y)

IA

C,a2v(x) = v()| /

w(2)dz+Cyja / v (2) = 1yv(2)lw(2)dz
Rn\Br/4

Rn\Br/4

+Copa / [t (=2) = Tyv(=2)Iw(2)dz
Rn\Br/4

= 2Cr/4

[v(x) = v(y)] w(z)dz + / |Tev(z) — ‘ryv(z)lw(z)dz)
R™\B,. 4 R™\B,. 4

IA

(v —v) +/

Rn\Br/4

|Tev(2) = TyV(Z)IW(z)dz)

= (b =y [ vt - v - )

IA
a

v(x) —v(y)| + /Rn |Te—yv(z) = v(z)| sup wdz)

B (z2)

IA
A

|f_y|5|x_y|,f,y63r/2 Br(Z)

sup {w) v+ [ T = v(a) sup wdz|})

< c(lx=yD.

onde c¢(p) € definida por

n

c(p) = ( sup [v(x) = v(y)l +/ |7y (2) = v(2)w(2)dz, I)

|x=y|<p.x,yEB; 2
e usamos o fato de

sup w < Crw(z).
B (2)

A funcido c(p) é, de fato, um médulo de continuidade. Para mostrar isso, precisamos mostrar que
¢(p) € mondtona crescente, que vale a condigdo de que dado € > 0, existe r > 0 tal que c(r) < €
e que | fr(y) = fx(x)| < c¢(Jx — y|). Claramente ¢(p) é monétona crescente, uma vez que se
ri <ryelx—y| <rp,entdo |x —y| < r. Consequentemente, c(r) < c¢(r;). A segunda condi¢ao
segue da continuidade de v em B, e do fato de u € L'(R", w). A terceira condicio segue da
propria constru¢ao do médulo de continuidade. Dessa maneira a sequéncia f; € uniformemente
limitada e possui um moédulo de continuidade uniforme. Pelo Teorema de Arzeld-Ascoli, fi

possui um subsequéncia que converge uniformemente em B,. O

E fato na Teoria Local para operadores uniformemente elipticos que toda sequéncia de

operadores {¥ } converge, a menos de subsequéncia, para um operador # que € uniformemente
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eliptico com respeito a mesma classe. O Teorema a seguir reproduz este resultado no contexto

nao-local sobre algumas hipéteses minimais que sdo naturais para o problema.

Teorema 2.3. Seja I uma sequéncia de operadores uniformemente Elipticos com respeito a
alguma classe L satisfazendo as Hipdteses 2.1 e 2.2. Entdo existe uma subsequéncia Iy; que

converge fraco.

Demonstracdo. Primeiro mostraremos que podemos construir um subconjunto denso de fungdes

teste v da forma
p(x) sex e B,

V) = u(x) sex ¢ B,.

Primeiro lembre que L'(R", w) é separdvel. Dai, L' (R”,w) contém um subconjunto denso
enumeravel {u;}. Lembre também que o espaco dos Polindmios quadraticos é um espago de
dimensao finita que também possui um subconjunto denso enumeravel {P;}. Agora, para cada

k € N defina

P; (x) sex € By«

Vi () =
uj,(x) sex ¢ Byx.

Dessa forma, dado € > 0 e qualquer funcdo v da forma

p(x) sexé€ B,

V@) = u(x) sex¢B,,

escolhemos k tal que 2% < r < 27%*! ¢ depois escolhemos i e i tal que ||uz, — ul|p1(gn ) < €,
pois {u;} é densoem L' (R", w) e P;, € {P;} tal que |D?>P;, —D*P| < eem By«,|DP;,—DP| < €
em B, « e |P;, — P| < € em B, «. Para esta escolha de P;,, basta notar que DP(x)e D?P(x) tém
grau 1 e 2 respectivamente, e portanto é possivel usar a densidade do mesmo espago {P;}. Da
construgdo, temos que o conjunto {vi;, ;,} € enumerdvel, Dessa maneira, podemos fazer um

rearranjo adequado dos termos em uma sequéncia {v;} da forma

Pi(x) sex e B,

vilx) = ui(x) sex ¢ B,,

de tal maneira que para cada v da forma

P(x) sexe€ B,

V() = u(x) sex ¢ By,

exista v; tal que
v =villr g w) <€
lv—vi| <e em B, /> 2.10)
|[Dv — Dv;| < € em B, />
|D%v — D%v| < € em B, .
Pelo Lema 2.3, temos que para cada v; podemos encontrar uma subsequéncia Z; ki, (v;) converge

uniformemente em B, . Por um argumento cldssico de diagonal, temos que existe uma
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subsequéncia i, tal que para todo v;, Ii;(v;,x) converge uniformemente em B,, > para um
operador 7, (v;,x). Com isso, se v € qualquer funcdo teste, existe i € N tal que vale 2.10. Para

cada x € B, ), temos, pela defini¢do de Elipticidade Uniforme, que
]k(V,.X) - Ik(viax) < MZ(V - vi7x)'

Reescrevendo (v — v;) da seguinte forma

(v-vi) = (v-vi)Xp,,+(v—vi)Xrnp,,
= (v-vi)Xp,, +(v-v)(1-Xp,,),
temos
M7 (v=vi,x) < Mp((v =vi)XB, 5, x) + Mp((v = vi)(1 = X, ,),X).
Assim,

ME((v=v) (1= Xg,,),x) = sup /R 8((v = v (1= K ). %, 1)K (1) dy

Kol

sup / 5(v = vix, ¥)Ka (¥)dy
KoL Rn\Br/Z

< A [6(v = vi,x, y)K(y)dy.

A Hipétese 2.1 garante que K(y) < C,jow(y). Com isso e pela desigualdade triangular, temos
ME((v=v)(1= X5, ), %) < Cppo /R =l w0y
"\B, 2

+Cojn / (v = v)l(x = Y)w(y)dy
Rn\Br/Z

G [ 1= wl@wdy
R™\B; 12

IA

Cr 22|y = villp1mn ) + €C)

< eCy.

Além disso, como (v — v;) é uma fung¢do quadritica em B, 5(y), em particular € uma fungdo C 2,

temos
M7 ((v =vi)XB, ,.x) < €||M7|| < eC.
Com isto,
MZ((V_VI‘),X) < MZ((V _Vl‘)XBr/z,.X)‘i'MZ((V _vi)(l _XBr/z)’x)
< eC+eCy
< eC.
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Agora perceba que Z; (v, x) € uma sequéncia de cauchy em L™ (B,2) pois
|ij(V,X) - .Z-k[(V,X)l < |ij(V,X) - ij(Vi,X)l + |ij(Vj,X) - Ik[(V,X)l-

Mostramos, anteriormente, que |Zi; (v, x) — Zi; (v, x)| — 0 quando k; — co. Para estimar o

segundo termo, lembre que Z; , (vi,x) — Zo(v;, x). Dal,
|Iki(v’x) - IOO(VI',XN < |Iki(v’x) - Iki(vl"x)| + |Iki(vi’x) - IOO(VI"X)|-

Novamente, |, (v, x) — i, (vi,x)| = 0 quando k; — oo, e | T, (vi, x) — Zeo(v,x)| — 0 quando
ki — oo. Consequentemente, Z; (v, x) € uma sequéncia de cauchy em Lo (B,/2). Da completude
de Lo, temos que I, (v, x) € convergente, e converge uniformemente para um certo Z (v, x) em
B, 5.

Com isto, mostramos que J; converge uniformemente para um certo /o, em B, ;. Agora,
precisamos mostrar que este operador pode ser estendido para um operador uniformemente
eliptico para todas fungdes teste ¢. A ideia € lembrar que se ; € uniformemente elipticoe vy e

v2 sdo fungdes teste da forma

pi(x) sex € B, p2(x) sex € B,
Vl(x) = VZ(X) =

ui(x) sex ¢ B, uy(x) sex ¢ By,

entdo, pela Elipticidade uniforme, temos

M~ (vi =v2,x) < I, (vi = v2,x) < M*(vi = v2,Xx).
Passando o limite na desigualdade, obtemos

M~ (vi —v2,x) £ Ioo(vi —v2,x) < Mt (v —v2,x).

Isto garante que hd uma maneira tnica de estender 7, para todas as fungdes teste ¢ usando o

mesmo argumento de aproximacdo do lema 2.1. O

2.2 Regularidade no Bordo

Nesta se¢do mostraremos um teorema de extensao de médulo de continuidade até o
bordo para solugdes de equacgdes envolvendo os operadores extremais. Mais precisamente, iremos
mostrar que se temos um moédulo de continuidade no bordo do dominio da equagao, entao
podemos encontrar outro médulo de continuidade, que pode ser diferente, dentro do dominio.
A estratégia para isso, assim como no caso Local (proposicdes 4.10,4.12,4.14 em (CABRE;
CAFFARELLLI, 1995)), € controlar o crescimento de u através de uma funcdo barreira, scallings

e Holder continuidade no interior.

Vamos construir uma func¢ao barreira. Para isso, vamos usar o Lema C.2 de maneira

adequada. Fazendo um truncamento na funcio deste lema, podemos obter o seguinte coroldrio
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Corolario 2.1. Para qualquer constante C, existe uma fungdo continua ¢ tal que

1. ¢ =0em By,
2. ¢ 20emR",
3. ¢ > 1emR"\By,

4. M*¢ < 0 em R"\Bj para todo o > 0.

Demonstragdo. Basta considerar ¢(x) = min(1, Cu(x)), onde u é do lema (C.2) e notar que
M7 @(x) < My u(x) + M7 (¢ — Cu)(x),
e usar o lema C.2. O

Agora vamos em busca de estender o médulo de continuidade. Queremos provar o

seguinte teorema

Teorema 2.4. Seja oo > oy > 0, p um mddulo de continuidade e M* e M~ os operadores

. . + — . ~ . .
maximais M To(o) € M Lol0)’ Considere u uma fungdo limitada tal que

M*tu > -C em B,
Mu<C em Bj,
lu(y) —u(x)| < p(ly—x]) x€dB;, yeR"By.

Entdo existe outro médulo de continuidade f tal que |u(y) —u(x)| < p(|y —x|) para todo x € B,

e y € R". Este modulo de continuidade p depende apenas de p, A, \, 0, n, ||| € C.

Para isso, iremos dividir o problema em duas partes, assim como no caso Local. Primeiro
vamos obter um moédulo de continuidade no bordo(x € 0B e y € R"), depois vamos estender até
o bordo(x € By e y € R"). Para a primeira parte, vamos precisar construir uma barreira para u
usando a funcdo ¢ do coroldrio 2.1. A ideia € usar a equacdo para comparar os valores de u e da

barreira dentro do dominio em que vale a equac¢do usando um principio de comparacao.

Lema 2.4. Suponha que o > oo > 0 e seja p um médulo de continuidade. Seja u uma fungdo

limitada tal que

M*u(x) > -C em B
u(y)—u(x) <p(ly—-x|) x€dBi, yeR"B.

Entdo existe outro médulo de continuidade p tal que u(y) —u(x) < p(|y —x|) para todo x € B,
e y € R". Este modulo de continuidade depende apenas de p, A, \, 0, n, C e ||ul|w.
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Demonstracdo. Primeiro observe que como 2 > o > oy, a fungio p(x) = max{0,4 — |x|*}
satisfaz M*p > —c em B para alguma constante ¢ > 0. De fato, note que
6(p,x,y) = (p(x+y)+plx—y)-2p(x))
= (max{0,4 — |x + y[*}) + max{0,4 — |x — y|*} = 2(4 - |x|*))
> 6(4 - |'|2’x’y)
= 4-lx+yP+4-|x-yP>-2(4-|x])
= P -2<xy> PP +2<xy> [yl +20x]
= -yl
Como p(x) =4 — |x|?, entdo M*p(x) > M*(4 —|.]?)(x). Dai,
At =67 (4 - |.1%x,y)

ME-IPE) = @m0 [ S dy
_/16_(4_ |'|2’x9y)
= (2 ) |y|n+cr dy
~ —ﬂlyl2
- ) | |n+o'
= ¢ <00,

Onde a integral acima € finita pois n + o — 2 < n. Com isto, podemos reduzir o problema deste

lema para o caso em que M*u > 0, pois basta definir

C
V=u-—p,
c

e consequentemente M*v > M*u — —M *p > —C+C = 0. Seja pg o médulo de continuidade da

funcdo ¢ do Coroldrio 2.1. Defina

p(r) = inf (pGBR) + llul =m0 (7))

Afirmamos que p € de fato um mdédulo de continuidade.Primeiro perceba que p € crescente pois

se ry < ry,entdo ri/R < ry/R e como po é um médulo de continuidade, po(F) < po(%3). Dai,

r r
PGR) +lullimgnypo () < PBR) +llullimgnpo (F) . VR >0,

Com isto, segue que p(r;) < p(rp). Agora precisamos mostrar que dado € > 0, existe

r > 0 tal que p(r) < €. Para isso, primeiro escolhemos R tal que p(3R) < €/2 e r tal que

[lu|lz=®npo(r/R) < €. Dai,
~ . r r
A(r) = inf (pGR) + ulli=gnp0 (%)) < PGR) + lullienpo (%) < e

Para finalizar, precisamos mostrar que §(|y —x|) > u(y) — u(x) para qualquer y € R" e x € dBj.

Para isso, vamos construir uma fun¢ao barreira para u. Sejax € dB; e y € R" e defina

B(y) = u(x) + p(3R) + |lullr=(zn)¢ (‘x ¥ yl_ex) '
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Como ¢ > 0, temos que B(y) > u(x) + p(3R). Se y € B3g(x), temos ||y — x|| < 3R e assim
PBR = p(|ly—x]|) = u(y) —u(x), paray € R"\ B}, onde o médulo de continuidade p se aplica.
Assim, temos que que B(y) > u(y)para y € B3g(x) N R"\B;. Agora note que se ||y — x|| > 3R,

entao

x|

—xl =2,

‘—x+y_x|2 =
R R

e assim ¢ (—x + %) > 1. Note que podemos supor u(x) > 0, pois basta considerar v =

u + ||u||p=(rny. Dessa forma, temos

B(y) 2 [lullp=®n = u(y) para y € R"\B3g(x).

Agora perceba que se y € By N B3g(x), entdo (—x + 2z~ € R"\B ). Para verificar isto, suponha

o contrario. Com isso,

1>‘—x+

ly—x(1+R)| = —=|y|+x(1+R)] = —|y|+(1+R)<R

y;x‘ — R>|y-x(1+R)|

Dai, teriamos |y| > 1, contradi¢do pois |y| < 1. Consequentemente, temos que M*B < 0 em
B, pois M*¢ < 0 em R"\B;. Assim, temos que M*B <0 < M*uem By N B3g(x) eu < Bem
(R™\B1) N B3g(x). Pelo Principio da Comparacdo (1.1), temos que B > u em B N B3g(x) e
dessa forma B > u em R". Agora note que B < u(x) + p(3R) + |[u||r~®m)po(|ly — x|/R), pois

P = e B = - (e 25|
R R R

Assim

25 e 255 v

Como |x| =1, ¢(x) = 0 e assim

Dessa forma,
B < u(x)+p3R) + [|ul|r=®mnpo(ly — x|/R).

Como vale para qualquer R > 0, consequentemente vale para o infimo. Dai,

B <u(x)+p(ly —x|).

Como u < B, temos u(y) < u(x) + p(|ly —x|) e assim u(y) —u(x) < p(|ly — x|). O

Agora vamos obter regularidade até o bordo. Para isso, vamos fazer um truncamento da
fungdo que resolve a equagdo em torno do valor dela num ponto da fronteira 9 B;. O motivo disto
€ que a menos de scalling, este truncamento resolve uma equagao em que podemos aplicar a

estimativa de Holder continuidade para construir tal médulo de continuidade.
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Lema 2.5. Suponha que o > oy > 0. Seja p um médulo de continuidade e u uma funcao
limitada tal que

M*u > -C em B,

M u<-C em Bj,

lu(y) —u(x)| < p(ly—x[) x€dB;, yeR"

Entdo existe um médulo de continuidade p tal que |u(y) — u(x)| < p(|y — x|) para todo x € By

ey € R".Este modulo de continuidade depende apenas de p, A, \, oo, n, C e ||u|| = wn).

Demonstracdo. Sejax € By e y € R". Consideraremos dois casos. Se ||y — x|| < w ou

[ly = x]|| = W.No segundo caso, se ||y — x|| > w

, entdo, da compacidade de 0B,
temos que existe xo € 0B tal que dist(x,dB;) = ||x — xol||. Pela desigualdade triangular e pelo

modulo de continuidade, obtemos

|u(y) = u(x)]

IA

lu(y) — u(xo)| + lu(xo) — u(x)|
p(ly = xol) + p(lxo — x|)
p(Slx =y + p(4lx = y|).

IA

IA

Consideremos, agora, o caso em que ||y — x|| < |[|x — xo||/4. Sejar = ||x — xo||/2 e defina
u := min(u(xg) + p(4r), max(u, u(xo) — p(4r))).

Dai, temos
t(z) — u(2)| < min((p(2r + |z - x|) — p(4r))*, M),

onde M = 2||u||p~(rn). Para verificar isso, iremos separar em trés casos. No primeiro caso,

suponha que u(xg) + p(4r) > u(z) > u(xg) — p(4r). Neste caso, u(z) = u(z) e assim
|t(z) —u(z)| =0 < min((p(2r + |z = x[) — p(4r))", M).

Agora suponha que u(z) < u(xg) — p(4r) < u(xg) + p(4r). Neste caso u(z) = u(xg) — p(4r) e
assim
|t (z) —u(z)| = u(xo) —u(z) — p(4r).

Como xg € 0By, z € R" e p € um mddulo de continuidade
u(xo) —u(z) < p(lz = xol).
Pela desigualdade triangular, |z — xo| < |z — x| + |x — xo| = |z — x| + 2r, e assim
p(lz = xol) < p(2r + ]z —x]).

Consequentemente,

|t(z) = u(2)]

IA

p2r + |z —x[) — p(4r)
(p(2r +1z —x|) — p(4r))*.

IA
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Também temos que u(xg) — u(z) — p(4r) < u(xp) —u(z) < M. Dai,
|t(z) = u(z)| < min((p(2r + |z = x|) = p(4r))*, M).

O terceiro caso, u(z) > u(xg) +p(4r) > u(xg) — p(4r), € andlogo ao segundo caso. Agora defina
o scalling de B, (x) para By,

v(z) = u(x+rz)

v(z) = u(x+rz).
Dessa forma

[v(z) = v(2)|

lu(x +rz) —u(x +rz)|
min((p(2r +r|z|) — p(4r))", M).

Vamos estimar M*v em Bj. Primeiro, lembre que, por hipétese, M u > —C. Assim,

IA

A(v(xo+y) +v(xo - y) = 2v(x0))* — A6~

|y|n+0'

M*v(xo)

(2-0) dy
Rn

Alwu(x+rxg+ry) +u(x+rxg—ry) —2u(x+rxp))* — A6~
|y|n+0'

(2-0)
R®

dy.

Fazendo a mudancga de varidvel z = ry, temos dy = r~"'dz e assim

AS* — 15"
M*v(xg) = (2—0')r_”/ Mdz
R

n |r—lz|n+0'
= r"M*u(x +rxp)

> —Crv.

Também note que v =v+v —v. Dai, M™v > M*v — M*(v — V). Agora vamos estimar M* (v —V)

por cima em Bp. Dessa maneira,

A6t = A6

M*(v-v) = (2—0')/n NG

dy

(=" (+y)+(-V(z-y) -2(v-V)(2)"

< 2-0)A dy.
R |y
Note que se y € By, entdo
x+r(y+z)—x| = |r(y+2)|<2r
x+r(y+z)—x] < 2r
lx +7rz — x| < r.

Consequentemente,

x+r(y+z)—xo] < |x+r(y+2)—x|+x—x0| <4r
4r

3r < 4r,

IA

lx +r(y —z) — xo
|x +rz — x|

IA
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eporisto, v(z+y) =v(z+y),v(z—y) =v(z—-y) ev(z) =v(z). Assim

(=PG4 + =D

|y|n+0'

M*(v=¥)(z) < (2— O')A/

R™\By

Como [z+y| < |y|+1el|z—y| < |y|+1, temos que p(2r +rlz+y|) < pQBr+rly|) e
pQr+riz—=y|) < p(3r +r|yl|), e assim

2 mi 3r+ —pdr)*,M
M+(V—V)(Z) S (Z—O')A/ mln((p( r r|YJ_) P( 7")) )dy
R\ B, Lyl
= I.
Note que como 2 min((p (37 + r|y|) — p(4r))*, M) < 2M, temos
I,SZM(2—0')A/ dySZM(2—0')A/ dy < 0.
R”™\ B |y|n+0' R”\ B |y|n+0'()

Pelo Teorema da convergéncia Dominada,
I, -0 se r—0.
Além disso, a convergéncia € uniforme em o para o > 0g. Assim
MV(z) >Mv(z)-M"(v-v)(z) > -Cr“ -1, em By,
e Cr? + 1, — 0ser — 0. Fazendo as mesmas contas, obtemos
M7v<Cr’+I. em Bj.
Da defini¢do de v temos que v < u(xg) + p(4r). Assim, pela estimativa C*, Teorema 1.6, obtemos

[v(z) =v(0)] < Ci(Cr7 + I, + supga [V)[2]*
Ci(Cr7 + I + p(4r))|z|”
= Clmr|zla,

IA

com m, — 0 se r — 0, uniformemente em o, para o > oyp,onde supomos, sem perda de

generalidade, que u(xp) < 0. Dai

i (x +rz) —u(0)| < Crmy|2|”.

Fazendo z = *=, temos

() =) < Com, (2221)
Como u = u em B, (x), temos
— @ d®m,
i) = < i (2] < 01 sp S
r r>2d 1Y
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onde a ultima desigualdade vale pois |x — y| < |x — xg|/4 = r/2, ou seja, r > 2d. Agora,
provaremos que |u(y) — u(x)| < p(|x — y|) para algum médulo de continuidade 5 desde que
possamos escolher g(d) > C; sup,.,y % > 0. Para isso, provaremos que se d — 0, entdao

[e3
SUp,o, dr# — 0. Dessa forma, suponha que nao vale. Por conseguinte, da definicdo de supremo,

. A di¥my. PR
existe € > 0 e sequéncias r; e d; com r; > 2d; e d; — 0 tal que ’r—a” > €. Como m, € limitado

L

superiormente, a sequéncia d /r{' ndo pode tender a zero, pois do contrério terfamos

@ d®
0<m,— <C— —0,
ri Fi

e assim m,,d{ /r{ tenderia a zero, o que ndo pode acontecer. Isto significa que, obrigatoriamente,
devemos ter r; — 0, pois do contrério a sequéncia r; seria limitada e com isso d{ /r{* — 0, o que

nao pode acontecer. Dessa maneira, como r; > 2d;, temos

0 d? d? 1 0
<mp— < m,. = —m; — 0,
T T Qdye 20"
pois r; — 0. Assim, m,,d? /r{ — 0, que € uma contradi¢do e o Lema estd provado. m|

Com estes dois lemas preparatdrios, podemos provar o Teorema 2.4 da maneira que foi

citada anteriormente.

Demonstragdo. Basta usar os Lemas 2.4 e 2.5. Como

M*u>-C em B,
lu(y) —u(x)| < p(ly —x|) x€dBy, y€eR"\B.

em particular, u(y) — u(x) < p(jJx —y|) Vx € 9By e y € R". Dai, o Lema 2.5 garante que
encontraremos outro médulo de continuidade p; que se estende para y € R". Assim, teremos
u(y) —u(x) < p1(Jx —y|) parax € 9B; e y € R". Agora aplicamos o mesmo lema para —u, pois
M*(—u) =-M"u > —C em Bj. Dessa forma, obtemos |u(y) —u(x)| < p1(]x — y|) para todo
xe€dByeyeR".

M*u > -C em B,
Mu<cC em By,

lu(y) —u(x)| < p(ly —x|) x€dBy, y€eR"B.

E dai, existe § médulo de continuidade tal que |u(y) — u(x)| < 5(Jx — y|) para todo x € B e
y € R™. O

E importante notar que as condi¢des M*u > —C e M~u < C sio provenientes do fato de

u ser solu¢dao de uma equacao do tipo

/ 52 )2 - ) Xy - () em B,
Rn ly|+o
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onde 1 < a(x,y) < Ae f € Lo(By). De fato, note que

/ S(u,x,y)(2 - O_)a(x,y)dy

|y|n+0'

= flewes) < f(x)

a(x, y)6+(u,x, y) B a(x, y)é_(uax’ y)

|y|n+a'

(2-0)
Rn

dy

IA

/ 2-0) A6t (u,x,y) — A6~ (u, x, y) dy

|y|n+0'

= Mtu(x).

Dai, M*u > —C em B;. Da mesma maneira mostra-se que M u < C.

2.3 Regularidade C'* para Equacdes com Coeficiente Varia-
veis

Nesta secdo apresentaremos o resultado principal deste capitulo; uma estimativa C®
para equacoes ndo-locais que ndo-necessariamente sao invariantes por translacdo. A heuristica
por trds desse problema, proveniente do caso Local, é que se dois operadores estdo proximos,
entdo assim serdo suas solugdes. A diferenca agora é que como estamos lidando com operadores
Nao-Locais, precisamos lidar com os efeitos da natureza do operador. Para entender melhor um
desses problemas, olhemos para o seguinte quociente

[u — 1]

/11+a

w(x) =

(Ax),

onde / é uma func¢do afim. Este quociente surge pois como estamos querendo provar regularidade
C'@, ¢ esperado que u possua o perfil de uma funcdo afim e assim faz sentido(pelo menos
heuristicamente) usarmos um argumento de aproximagdo baseado na constru¢do de fungdes
lineares como veremos adiante. O principal problema desta técnica para o contexto ndo-local é
que o quociente w € ilimitado, uma vez que estamos considerando todo o espaco R” e [ € uma
funcao afim. Isto pode ser contornado pelo fato de ainda sabermos quantificar seu crescimento
no infinito simplesmente por ser uma fun¢do afim (o que pode ser entendido também como uma
justificativa de consideramos nos teoremas das se¢des anteriores que u € L' (R”, w)). Com isso
fica claro também a necessidade da condi¢do 2.7.

E importante também que possamos dar um pouco mais de liberdade para o conceito de scalling,
uma vez que a técnica que iremos usar € baseada em sucessivos rescallings. Desse modo, vamos
admitir uma espécie de invariancia por scalling para a classe de kernels que iremos trabalhar. Essa
invariancia funciona da seguinte maneira: toda vez que K € £, devemos ter que """ K(1-) € L
para todo A < 1, e sempre que isto acontecer diremos que a classe £ tem escala 0. A exemplo

temos a classe L que satisfaz essa propriedade de invariancia, enquanto £, definida antes do
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Teorema 2.2 ndo a satisfaz, como mostramos.

Precisamos determinar também que equagdo o quociente w resolve. Pelo fato de estarmos lidando
com os incrementos de segunda ordem 6(u,x,y) = u(x +y) + u(x — y) — 2u(x), temos que a
subtracdo de uma funcdo afim nfo interfere, ou seja, 6(u — [, x,y) = 6(u,x,y). Assim, basta
avaliarmos que equacdo a fun¢do v = pu(A-) resolve.

Desta forma, definimos o operador rescalonado da seguinte forma

Definicao 2.4. Dado o € (0,2) e um operador I, definimos o operador rescalonado
La(w,x) =27ul (y_lw(/l_l—),/lx) .

A norma de escala o é definida por

-1,
o

<1

2 - 12
Com isto, temos que v resolve 7, 1(v,x) = A7 uf(x). Por esta razdo, precisamos definir a

norma de escala o, pois como fazemos sucessivos rescallings, é necessdrio que saibamos julgar

proximidade em cada escala, e com isso faz-se importante medir essa distancia levando em

consideracgdo os scallings de ordem o .

A classe de operadores que iremos trabalhar é denominada por £, esta serd a maior classe

contida em £, que € invariante por escala. Esta € a classe de kernels K € £ que satisfazem
[VK(y)I < Cly[™™™" em R™\({0}. 2.11)

O primeiro passo em busca do resultado de aproximagdo principal deste capitulo € o seguinte

lema de aproximacao.

Lema 2.6. Para algum o > o9 > 1 e @ < 0 — 1 consideremos operadores ndo-locais 1y, 11 e

I, uniformemente elipticos com respeito a Lo(o). Assumindo que o problema de fronteira

Jou=0 em B
u=g emR"\B

ndo tem mais que uma solucdo u para uma certa g continua tal que |g(x)| < M(|x| + 1)+,

Dado M > 0, um médulo de continuidade p e € > 0, existe um n > 0 pequeno e R > 0 grande

tal que se u, v, Iy, I, I satisfazem

Zo(v,x) =0 em B,
Ii(u,x) > - em By,
DH(u,x) < -n em By,
u=v em R™"\Bj,
121 = Zoll <7 em B
12— Dol <7 em B

lu(y) —u(x)| < p(ly-x|) VxeBgr\B1 e yeR"By,
lu(x)| < M(|x] +1)!*e.

Entdo, lu —v| < € em Bj.
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Demonstragcdo. Suponha que o Lema € falso. Dai, existem sequéncias Ry, 0, Ug, Vi, Iok, Ilk, Izk
tal que Ry — oo, nx — 0 e todas as hipéteses do Lema valem, mas sup |uy — v¢| > € em Bj.

Como Jz)k € uma sequéncia de operadores uniformemente Elipticos, o Teorema 2.3 garante que
existe ng que converge fraco para um operador uniformemente eliptico 7y e que também ¢é

eliptico com respeito a mesma classe L. Dai, como
WL - I8l <me e 15 = Ifll <m
para todo k € N, pela desigualdade triangular, temos
17 = Boll < 157 = 1711 +112," = Boll = 0,

kj ~ . kj
e 0 mesmo vale para Z,”’. Com esta observagio, podemos garantir que 7, ' e Izk2 convergem

fraco para Jj, pois dado v da forma

p(x) sex € By(xop)

v(x) =
u(x) sex ¢ By(xo),

Entao,

k:

I ! V,X _I V,X
wp 1515 (v.) ~ H(vn)| = (140 sup 0D
xEBp/z XGBp/z 1 + M

IA

(1+ ML - Il — 0,

. ki k;
parai € {1,2}. Dessa forma, mostramos que 7, e I, convergem fraco para Jy. Agora note que
uy € vy possuem o mesmo moédulo de continuidade p em 9By, pois, por hipétese, uy = vy em

R™\B; e p € o médulo de continuidade de u;. Como uy resolve a equagao

TFug,x) > - em B,
TFue,x) <n em By,

entao
M*(ug,x) 2 -np em By

M~ (up,x) <nr em By,

evale |ux(y)—ui(x)| < p(|ly—x|) paratodox € Bg, \B; ey € R".Em particular, |u; (y)—ui(x)| <
o(]y—x|) paratodox € 9By ey € R". O teorema 2.4 garante que p pode ser estendido para p em
que vale |ux(y) — ur(x)| < 5(]y — x|) paratodo x € By e y € R". Consequentemente, obtemos
que uy € v, possuem um modulo de continuidade uniforme em Bg,, onde Ry — oo, € assim
podemos encontrar uma subsequéncia que converge uniformemente (em conjuntos compactos)
e com isso converge ¢g.t.p em R”". Dai, O Teorema da Convergéncia Dominada garante que
estas subsequéncias convergem em L!(R”, w). Dessa forma, sejam u, v os respectivos limites de

uy € vi. Como sup |uy — vi| = € em Bj. Como uy e v; convergem uniformemente para u e v,



Capitulo 2. Resultados de Regularidade por Aproximagdo para Equagées Nao-locais 98

respectivamente, temos que sup |u — v| > € e por isso u e v devem ser diferentes. O Lema 2.2,

por sua vez, nos permite passar o limite nas equacoes

T (g, x) = —ni

I (ug, x) < m,

para garantir que Jy(u,x) = 0 em Bj. Porém, usando o Lema 2.2 novamente, temos que

Iy(v,x) = 0 em By, uma vez que Iok (vk,x) = 0em B;. Com isso, obtemos

Io(v,x) =0 em B
Iy(u,x) =0 em B,
u=v em R"\Bj.

Dessa maneira, pela unicidade de solugdes de 7y, deveriamos ter u = v em Bj. Contradicdo. O

A estratégia agora € usar o lema de aproximacao 2.6 iterativamente para obter o seguinte

resultado.

Teorema 2.5. Suponha que o > oo > 1. Seja T° um operador ndo-local invariante por
translacdo fixo em uma classe L C Lo(o7) com escala o e estimativas C1? interior(por exemplo
L =1Ly). Seja I' e I? dois operadores ndo-locais, elipticos com respeito a Lo(o), e suponha

que existan > 0 tal que
||‘Z-i_‘z-0||0'<]7’ para 16{172}
Seja u uma funcdo limitada que resolve a equacdo

T u,x) > fi(x) em B,
I%(u,x) < fr(x) em By,

para fungoes fi, f> limitadas. Entdo, u € C’l’“(Bl/z) para qualquer a < min(@, 09— 1) e
ullgres, ) < C (Hullomn + 1 fille@) + 11 Lllee )

e a estimativa depende apenas de n, A, \, 09, mas ndo de o.

Demonstragdo. Fazendo o scalling

v = : u((2R)1-),

S fillos) + 1Ay + ullzs

podemos supor que

filleegy <1 Nolleey <0 lullpe@ny <1,
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e u resolve a equagcdo em Bjg, com R grande, a ser escolhido posteriormente. O argumento

consiste em encontrar uma sequéncia de funcoes lineares [y = ay + by.x e um A > 0 tal que

sup |u — Ig] < k(=)
B
lagn —ar] < Ak

b —by| < CAFIH®),

Para k = 0, tomamos /o = 0. Agora assumimos que vale até k e vamos mostrar para k + 1. Defina

wi(x) = [u = ] (2%).

Nk(1+a)

Dai, note que wy resolve uma equagdo com mesma Elipticidade

1 1
L) = L (W)
/lko-/l—k(1+a)]-(/lk(l+a)wk(/rk_), /lkx)
/lk(”_l_“)f(u,/lkx)

/lk(o-_l_w)fl (/lkX),

v

e do mesma maneira
Ik(z)(wk,x) < AK=1=0) £ (akx).

Comoo -1-a > o09-1-a > 0, olado direito das equagdes acima se tornam menores a

medida que k cresce, pois 1¥("~1=®) < | para todo k € N. Além disso, note que

”I(J) —I(O)” )I(J) I(O)“
k k

IA

sup
A<1

Hfm ((»H <.

Da hipétese de indugdo, temos que |wi| < 1 em B;. Consideremos @ < a; < min{a, oy}
e vamos mostrar que podemos construir a sequéncia /; de tal modo que também tenhamos

crescimento linear em R”\Bj, ou seja,
lwi(x)] < |x|"*1,  x e R"\By.

Como wy, resolve a equagio acima, e os operadores 7 (V) e 7(? sdo uniformemente elipticos com
respeito a classe Ly, temos por 2.1 que wy € Holder continua. Tomamos R > 0 do Lema 2.6, de
tal forma que wy seja Holder-continua em By (e, em particular, Bg\B]) e apliquemos o mesmo

Lema para a funcdo & que resolve

1% =0 em B,
h=wy em R"\B;.

Assim, o Lema 2.6 garante que |wy — h| < €(n, R) em B;. Como 7, k(o) ¢ um operador invariante

por translacdes e eliptico com respeito 2 £, temos estimativa C' no interior. Sejal = @ + b.x
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a parte linear de & ao redor da origem. Como |wy — h| < €(n, R), entdo, pela desigualdade

triangular inversa, obtemos
|h| < e(n,R) +|wi| < e(n,R) +1,

e assim |@| < e(n, R) + 1. Além disso, a estimativa C*? nos garante um controle universal do
coeficiente b, ou seja,
|[;| < (.

Também temos que
|h =1 < Cs3|x|™® em Bj).

Portanto, temos as seguintes estimativas

we =1 < |wk—hl+|h-1I|
< €(,R)+C3lx|"™" em Byp;
lwe =1l < |wi —h|+]|h|+]]
< e, R)+1+€e(n,R)+1+€(n,R)+Colx|
< 3e(n,R)+2+Cy, em Bi\Bjp
we =1 < |wil +11]
< x|+ al + 1] Ix|
< x4l + €(n,R) + Co|x| em R™\Bj.

Escolheremos A > 0 pequeno, que determinaremos abaixo, e depois 77 e R tal que €(77, R) < A1*2,
Com isso, se definirmos
Lo () = I (x) + AKOF] (/l_kx) ,

1
/1(k+1)(1+a)

[wr =] (Ax) .

Wiet (x) [ = lgar] (441x)

/ll+a

Agora, vamos verificar as estimativas anteriores para o scalling acima. Antes note que, nesse

novo sistema reescalonado, estaremos realizando as estimativas em
n
B/l—l/z, B/l—l \B/l_l/Z € R \B/I—l .
pois

x| < 1/2 = |x] <a7')2, 12<x] <1 & 17')2<|x| <!

x| >1 & |x] > 7L
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Dai,
Wit )] = izl (wie = D ()]
< Lo (e(n, R) + Calx| )
< A7+ G em By
Wir1(x)] < /lé_a+(2+C2)/l_(l+a) em B/l—l\B/l—l/z
Wea (D] < AT 200 4 gy

+A7%Co|x| em R™MBj-1.

Agora escolhemos A pequeno de tal maneira que (1 + C3)197% < 1, dai, como B C B /25

temos [wi+1(x)| < 1 em B;. Além disso, se tomarmos A > 0 pequeno o suficiente, ainda teremos

Wit ()] < (1+C3)A%
< 1
< xl < x| em Byoi)p\Bi,
Wis1 ()] <A77+ (24 Cp)am )
< AMTY 4 (2 4+ Cy)A" )
< caa) < Clx[™* em  Byi\Bi ),
Wie1 (x)] < A% 4 = U+e) L gan—a)y|l+er €, 1=y
< C(AY2Q=(1 4+ @)A1 =217 |x|*
< C|)C|1+a1 R™\B-1.

Com isso, mostramos que |[wy41| < |x|'*® em R”\B;. Além disso, valem as estimativas

|ak+1 — ak| < /lk(1+a/)
Al — by < Gk,
também temos que
= lipt| = |u— I — AR50

AR+ |y (27K x) = [(A7%x))|
/lk(“a)/ll"ﬂ — /l(k+l)(1+cx)

IA

em B k.

Isto finaliza o processo indutivo. Esta informagco, por sua vez, implica que u € C'?(B, /2), € isto
baseia-se no fato de os coeficientes sequéncia [, com as estimativas obtidas, sdo sequéncias de
cauchy ((ax) € Re (by) ¢ R"). Como R" é um espaco de Banach, temos que estas sequéncias
convergem, e portanto /; converge para um certo /.. Consequentemente, mostra-se que /o,
satisfaz

u(x) = Lo (x)] < Clx|™*,

Por fim, a Teoria sobre espacos de Campanato garante que sobre estas condicoes,
u € C"*(B1)),

e segue a estimativa desejada. O
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E importante ressaltar que o tltimo passo no Teorema acima apesar de ser cldssico, nio é
trivial. Detalhes dessa demonstracao podem ser encontrados no cldssico artigo (GIAQUINTA,
1983), onde mostra-se um isomorfismo entre os espacos de Campanato L7 e o espaco das

fungdes a—Holder continuas C%(ver Capitulo 1).
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2.4 Aplicacoes

Nesta sec@o daremos algumas aplicacdes do teorema 2.5 que foi feito de maneira geral

para podermos aplicar em diversas situacoes.

24.1 Equacoes lineares com coeficientes variaveis
A primeira aplicacdo € a versao ndo-local do Cordes-Niremberg.

Teorema 2.6. Seja o > 1 e uma funcdo u limitada que resolve a equagao

I (u,x) ::/ O(u,x,y)(2 - G)cll()lcnj;) = f(x) em Bj.

Suponha que f € L™ (B}) e |a(x,y) —ao(y)| < n paratodo x € B\ e para algum n > 0 pequeno.
Suponha que ag é uma fungdo limitada tal que k(y) = (2 — o)ao(y)|y|™""7 pertenca a L.

Entao, para qualquer a« < o — 1, u € Cl’“(Bl/z) se 1 é pequeno o suficiente e
lullcrap, ) < CUlullze@ny + 1 f1lL=5)))

Demonstracdo. Aplicaremos o Teorema 2.5 para o operador 7 (9 dado por

I(O)(u,x):/ 5(u’x’y)mdy

|y|n+0'

Por hipétese, 79 € £, que é uma classe de operadores invariantes por scalling com estimativas
de regularidade C no interior. Agora note que como a equagio acima ¢é linear e os coeficientes

nao dependem de x, entdo as derivadas da solucdo resolvem a mesma equacao, pois se definirmos
0 +1v) —
hx) = 24 () = tim L) — )
ov t—0 t

entao

TO(hx) = /na(h,x,y)(z—a) r;‘iflfgdy

/ (h(x+y) + h(x - y) = 2h(x)) (2 - &) l"yjﬁf},dy
Rn

/ lim — (u(x +y+1v) —ulx+y)+
R

nt—0 f

+u(x —y+tv) —ulx —y) = 2u(x +tv) +2u(x))(2 — o) lijggdy
o a(y) , a0(y) ,
= }E%t ( /n o(u,x,y)(2 - 0')| |"+‘T /n O(u,x +1tv,y)(2 - a')l G dy

1
= lir% " (—I(O)(u,x) + I(O)(u,x + tv)) =
t—
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Com esta observacdo podemos concluir que as solucdes dessa equacio, na verdade, sdo C>¢, e
portanto, em particular, o operador 7 ©) possui estimativas C L interior.

O peso que iremos considerar é
1

1+ |y|n+0"

w(y) =

Vamos estimar ||7 — 7 ||, onde

1 = 1Oy = sup ||, - LYII.
A<1

Note que

(Z1a— Il(,g))(u,X) = / o(u,x,y)(2-0) (a(dx, /Ty)n:(rao(/l)’)) dy,
R yl

la(Ax, Ay) — ag(Ay)| < n. Da Definicao 0.2,

Tia(u,x) = 1, (u, x)
1+M

0
54— 291 = sup

IA

1 (2-0)n
[ sl S ay,

Na defini¢do (0.2), a fung@o u € de tal forma que ||u|| 1 (gn ) < M, [u(y)—u(x)—Vu(x).(y—x)| <
M|y - x|* e y € B{(x). Note que essas duas condi¢des juntas implicam que |u(x)| < CM em B;

para alguma constante C > 0. Como |u(y) — u(x) — Vu(x).(y — x)| < M|y — x|, temos

160, 12T gy et ) +ux— ) - 2] S g
B | | B | |
< |u(x+y)—u(x)—Vu(x).y|(2_U)d
B ly|+o
[t = 3) = () + Tt y|(| l,,f?dy

IA

2
M=o [ (i

= 2M(2- 0')/ (/B ) 7% (y))

1
= 2M(2—0')|831|/ s'=7ds
0

= 2|8By|M.
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Por outro lado, do fato de ||u||,1gn ) < M e lu(x)| < CM, temos

(2-0) 1
/ 6w E Dty < @) [ syl ——dy
R™\B; Iy R™\B, |yl

1
+(2-0) |u(x =yl dy
R™\ B | |n+0'

o [l

1
- 20- a){ u(x + )| dy+/ () }
R"\Bl ly|+e R\ B, ly |”+"
< 22- ){C |()|1d+CM |1d}
< (on uly y Yy
R"\Bl ly|™*o r\B, Y]
1
< 2(12- J){C1||u||L1(Rn )+CM/ (/ Snm)ds}
9B,
= 2(2- 0’){C1||M||L1(Rnw)+CM|<931|—| }
= 2(2- 0'){C1||u||L1(Rnw)+CM|331|—}

como?2 > o > 1,temosque (2—-0) < 1 e(lr < 1. Com isso
1
22 -0) {ClllMllLl(Rn W) +CM|6B1|—} <CM.
’ o

Dessa maneira, obtemos que
1214 291 < Cn,

para qualquer 4, e portanto

I = 1Oy = sup |71, - Z|| < C.
A<1

Se 1 € pequeno o suficiente, podemos aplicar o Teorema 2.5 para concluir que a equagao

T (u,x) = f(x) possui estimativas C'® interior para o < o — 1. O

2.4.2 Equacoes nao-lineares com coeficientes variaveis

Teorema 2.7. Seja o > 0¢ > 1 ¢ L1(0) € Lo(0) a classe definida pela condicdo (2.11).

Suponha que I é um operador Nao-Local invariante por translacdo uniformemente Eliptico

com respeito a L1(0) e I um operador uniformemente Eliptico com respeito a L. Suponha que
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|17 (= x) =T, < nparatodo x € By e > 0 pequeno. Seja f € L*(B)) e u uma funcéo

limitada que resolve a equagdo
I (u,x)=f(x) em By.
Entdo u € Cl’“(Bl/z) para algum a pequeno e

llullera(s, ),y < CUlulls@n +11f1les)))s

e a estimativa depende apenas de o, n, A, A, Cy mas ndo de o.

Demonstragio. Como 7® ¢ um operador ndo-local invariante por translacio que possui
estimativas C® no interior pelo Teorema 2.2 e || 7 (—,x) — V||, < 5 para x € By, entdo o

Teorema 2.5 garante o resultado. i

Um exemplo de como aplicar esse teorema € considerar operadores J da forma

I (u,x) = inf sup/ 5, x, y) (2 - o0)(ao(y) +aqp(x,y)) oy,
@ B |y|n+0'

n

desde que
laqp(x,y)| <n, uniformemente em « e g,

A<ap(y) <A,

[Vao(y)| < Clyl™,
esta ultima condicdo € para que o kernel (2 — 0)ap(y)|y|™ 7 € Li(0). Se impusermos um
modulo de continuidade uniforme sobre os coeficientes do operador, € possivel obter resultados

semelhantes, como no seguinte teorema.

Teorema 2.8. Dado o > oy, seja I (u,x) dado por

2 - 2
T (u,x) =infsup [ 6(u,x, y)( 0)dap (X, y) dy,
@ :8 R7 |y|n+(r

tal que para todo « e B temos A < aqup(x,y) < A e |Vyaup(x,y)| < Cily|™' e também
laop(x1,y) = anp(x2,y)| < c(|x1 — x2|) para algum modulo de continuidade uniforme c. Entdo
solucoes da Equagdo

I(u,x)=f(x) em B,

sdo de classe C1% (B, /2) para algum « > 0 pequeno e
||M||clsa(31/2) < C(llullpe@my + | fllL=(8y))

e a estimativa depende apenas de oy, A, \, C1, do modulo de continuidade c e da dimensdo n,

mas ndo de o.
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Demonstragdo. Devido a uniformidade do mddulo de continuidade, para cada xo € By
podemos encontrar » > 0 tal que para todo x € B,(xg) temos |aqp(X,y) — aqp(x0,y)| <
c(]x = xo|) < c(r)Mn. Assim, fazendo as mesmas contas do Teorema 2.6, mostra-se que
[|7 (=, x) = I (-, x0)|| <Cn.Tomando 7© = T (-, xq) como operador nio-local invariante por
translacdes no Teorema 2.7 aplicado em B, (xo). Recobrindo B; /2 com bolas de raio r podemos

obter a estimativa em By . O

2.4.3 [Equacoes nao-lineares com coeficientes constantes com Kernels nao-

diferenciaveis

Em termos de aplicacdes a engenharia, € interessante se pudermos relaxar a condi¢cdo de
que K deve ser diferencidvel longe da origem. Isso pode ser feito da seguinte maneira: defina a

classe £ de operadores com nicleo K que satisfazem

a(y) +ax(y)

K() = (2-0) s
A<ai(y) <A
laz| <

[Vai(y)l < Cly|™" em R"\{0}
Teorema 2.9. Suponha que o > o9 > 1. Se n é pequeno o suficiente(dependendo apenas de

A, A, Cy e dimensdo) entdo a equagdo ndo-local
T(u,x) = inf sup / 51, %, y)Kap(y)dy = £(x).
B JR"

tem estimativa C1® interior se Kop € L acima para todo « e .

Demonstracdo. Seja L € L um operador com kernel K. Como K tem a forma
ai(y) +ax(y)

K(y)=(2-o0) —,
|yl
entdo podemos escrever K = K| + K3, onde
ai(y) ax(y)

e L=L"+L? onde L' é o operador correspondente ao kernel K; parai € {1,2}. Dai, note que

fazendo as mesmas contas do Teorema 2.6,
1 2
IIL = L'le = [IL"]le < Cn, (2.12)
pois |az| < n. Dai, escrevendo
I(O)(u,x) = inf sup L;ﬂu(x),
07
B
como operador ndo-local invariante por translacio com estimativa C'® interior, entio obtemos
através de (2.12) que ||[7 — 79|, < Cn. Dessa forma, se 17 é pequeno o suficiente, entio

podemos aplicar o Teorema 2.5 para garantir a estimativa C'*% no interior para o operador
I (u,x). O
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2.4.4 Equacoes nao-lineares proximas do Laplaciano Fracionario

Podemos obter boa regularidade para as solugdes de certas equacdes envolvendo operado-
res que sdo invariantes por translacdo desde que estejam suficientemente proximas do Laplaciano
fraciondrio. Essa proximidade serd realizada sobre a elipticidade do operador em questiao da

seguinte maneira.

Teorema 2.10. Suponha o > o > 1. Existeumn > 0e pg > O0tal que se A< 1+n,1>1-n,
I é um operador ndo-local invariante por translacdo e uniformemente eliptico com respeito
a L. e u é uma fungdo continua em By tal que u € L' (R, w), Tu = 0 em By, entdo existe um

a > 0 universal(que depende apenas de n e o) tal que u € CZ’“(Bl/z) e

||M||c2«r(31/2) < C(sgp |u| + ||u||L1(R",w) +120]),
1

para alguma constante C > 0 (onde I 0 remete ao valor que obtemos ao aplicar o operador I a

fungdo constante igual a zero). A constante C depende de oy, n e da constante em 2.7.

Demonstragdo. Pelo Teorema 2.2, temos que u € C1¥(B3 /4) € assim obtemos, em particular,
que u € diferencidvel. Seja w = u, uma derivada direcional. Agora, seguimos 0os mesmos passos
da demonstracdo do Teorema (1.7) e reescrevemos w = w1 + w> onde wy se anula em Bs/g € wi
resolve a equacao
M w
Mwi

\%

=Cllullp gy em  Bspg

IA

Cllullpignwy em  Bss.

Agora note que ||M7. + (-A)7?|| < Che M5+ (—A)?/?|| < Cn. Para verificar isto, basta
prosseguir com as mesmas contas do Teorema 2.6 e usaro fatode 1 —n <1 < A < 1 +n para

obter
Aot — A6~

NI

Mz*v < 2-0)

(I+m)o" = (1-n)o~
|y|n+0'

IA

(2-0)

dy

6t—=0"+n(6t+67)

|y|n+a'

(2-0)

dy
Rn

2-0) 6(v,x,y) +1|6(v, x,y)|

= d

- I Y
e da mesma forma 5 5]
-0V +1|ov
—MZ*VS(z—U)/nMT

Dai, segue que

M} v(x) = (8) ()| < 2= o) / |"||ffl-
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Fazendo as mesmas contas que fizemos no Teorema 2.6 obtemos o desejado, onde v é uma
fungao de acordo com a Defini¢do 2.2. As mesma contas podem ser feitas para o operador M, .

O Teorema 2.5 garante que w; € C'* em B, /2 € temos a seguinte estimativa
lwilletacs, ) < € (||W1||L°"(R”) + C||u||L1(R”,w)) :

Como por hipétese, u resolve 7 u = 0 em By, temos, pela estimativa C' do Teorema 2.2 que

[Iwillge@ny < C (SUP |u| + [|ul| 1m0y + |I0|) .

B,

Dai, obtemos que

[willeras, )

C (1wl cam + Cllul 3 o
c (supBl ] + 1l oy + |IO|) .

IA

Dai, teremos que

luelleros, ) < C (S};p lua| + [uel |1 gy + IIOI)
1

para todo e € §"~! e portanto
[[Vullcre(s, ) < C (S;lp lul + ]| ) + |IO|)
1

Dai, segue que u € C>® com a estimativa desejada.
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O Teorema de Evans-Krylov para Equacoes

Nao-Locais totalmente Nao-Lineares

Neste capitulo iremos considerar um caso particular da equagao definida em (7), em que
estaremos lidando com kernels sem dependéncia no supremo. Formalmente, desejamos estudar a

regularidade de solucdes da equagdo

Tu(x) = ;2; Lou(x) = 012; /Rn(u(x +y) +u(x —y) = 2u(x))Kq(y)dy =0, 3.1)

onde u € L*(R").

Paralelamente ao caso Local, € sabido que se u € uma funcao limitada que resolve
T(Dzu) = 0, onde ¥ € um operador Uniformemente Eliptico cdncavo ou convexo, entdo
u € C>? para algum « > 0. Este é o grande resultado de Evans-Krylov que foi provado
independentemente por cada autor nos cldssicos artigos (EVANS, 1982) e (KRYLOV, 1982). A
heuristica desse resultado € que o operador F' € compardvel ao Laplaciano cldssico no sentido de

que € possivel obter uma estimativa uniforme envolvendo a funcdo v = Au.

A ideia, neste Capitulo, € pensar no mesmo tipo de resultado para solu¢des da equagao
(3.1), cujo operador I é concavo. Pela Teoria classica acerca do Fraciondrio Laplaciano, é sabido

que solucdes limitadas de
—(=2)""u(x) =0

sdo de classe C7* e possuem uma estimativa. Neste aspecto, devido a intima relagdo entre
os problemas Locais e Nao-Locais, € esperado que solucdes de (3.1) tenham regularidade
semelhante a do Fraciondrio, a depender da quantidade de regularidade imposta sobre os Kernels
K,.

De maneira semelhante ao que foi feito nos capitulos anteriores, consideramos cada
L, pertencente a uma certa classe £ e que isso € suficiente para que o operador definido aqui
satisfaca a condicdo de Elipticidade em sua classe. Trabalharemos indistintamente com trés

classes de operadores, a saber, Ly, L1, L. A classe L jé foi definida anteriormente em (18).
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A classe £ também j4 foi definida anteriormente e € constituida dos Kernels K em Ly que
satisfazem (2.11). A nova classe que iremos considerar neste capitulo é a £, que é composta dos

Kernels K € £ tais que
C

|y|n+2+a' ’

ID*K(y)| <

Se consideramos os operadores maximais referentes a cada classe

A5+(u,x, y) - /15_(1’!’ X, y)

Mgu(x) = sup Lu(x) = (2 - 0) dy

LeLo Rn |yl
M{u(x) = sup Lu(x)

LeL,
Mju(x) = sup Lu(x),

Lel,

entdo naturalmente vale a seguinte desigualdade
Mgu(x) > M{u(x) > Mju(x)

devido a inclusdao £, ¢ L c Ly. Algo semelhante vale para os operadores minimais de cada

classe e entdo teremos
Mgu(x) > Miu(x) > Mju(x) > Myu(x) > Myu(x) > Myu(x).
O resultado almejado neste capitulo € o seguinte,

Teorema 3.1. Suponha que todo L, em (3.1) pertenca a classe L. Se u é uma funcdo limitada
em R" tal que Tu =0 em By, entdo u € C7**(By)2). Além disso,

llullgrra(s, ) < Cllull=m.

Iremos considerar, a fim de garantir uma melhoria nos resultados em relacao aos dos
capitulos anteriores, que o > 1. Se o < 1, entdlo estimativas de regularidade C' j4 foram
obtidas nos capitulos anteriores para solu¢des de uma equagao mais geral. A ideia € mostrar que
todo operador em £, possui uma certa semelhanga com o Fraciondrio Laplaciano, e daf usar a

teoria de regularidade classica deste operador.

Este capitulo estd dividido em 4 secOes onde na primeira estabelecemos algumas
preliminares. Dentre estas, incluimos um processo de regularizacdo utilizando as ideias e
resultados do Capitulo 2, o que nos permite tratar as solucdes como se fossem cldssicas. Apds isso,
mostramos que a estrutura concava do operador permite estabelecer que média de subsolugdes
ainda é uma subsolucdo. Em seguida apresentamos a Teoria Linear para operadores Integro-
Diferenciais, onde usamos resultados cldssicos da Anélise Harmonica no ponto de vista de
operadores pseudo-diferenciais e para finalizar as preliminares mostramos que subsolucdes em
L' de uma certa equagio envolvendo o operador maximal sdo limitadas. Estes resultados serdo
demasiadamente importantes ao longo de todo capitulo. Na segunda se¢dao, mostramos que cada

L, em (3.1) € limitado usando o fato de médias de segunda ordem dos quocientes incrementais
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serem subsolucdes de uma equagao envolvendo o operador maximal da classe £,. Na terceira
se¢do, utilizamos ideias semelhantes da secdo 2 para mostrar que os operadores Extremais da
classe Ly sdo limitados e com isso obter uma estimativa para as médias de segunda ordem
dos quocientes incrementais em termos da norma L* da solucdo u de (3.1). Por fim, na se¢ao
4 iremos usar um argumento iterativo para mostrar que uma certa fungdo, que é comparavel
ao Fraciondrio Laplaciano, € a—Holder continua e usando essa comparacao e por resultados

classicos acerca do Laplaciano Fraciondrio podemos garantir o desejado.
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3.1 Preliminares

Nesta secao apresentaremos alguns resultados auxiliares que serdo importantes ao longo
do trabalho. Dentre estes, mostramos um processo de regulariza¢do e como a concavidade do

operador (3.1) € utilizada.

3.1.1 Um processo de Regularizacao

Aqui apresentaremos uma maneira de regularizar as solucdes para que possamos manipuld-

las como se fossem classicas.

Lema 3.1. Seja u uma funcdo continua em R" que resolve (3.1) em By com cada L, pertencendo
a classe Ly(respectivamente L1 ou Ly). Existe uma sequéncia de equagoes regularizadas na
mesma classe

IT¢u¢ =inf, LSu® =0 em By,

Ue=U em R™"\ By,
tal que as solucées u€ sdo C>® no interior de By para todo € > 0 e ll_I)Ig) u¢ = u uniformemente

em Bj.

Demonstragdo. Seja n uma fungdo cutoff tal que

0<n<1 emR"
n=0 em R"\Bj,
n=1 em By,

e considere n.(x) = n(x/€), note que esta funcdo satisfaz

0<ne<1 emR"
ne=0 em R"\ B,
ne=1 em B¢)>.

Consideremos os seguintes kernels regularizados

KO) = A2 L (1= ne(y)Ka(y).

|y|n+0'

Definimos
Lév(x) = /R 5(v, %, Y)KE(y)dy

I¢v(x) =inf L{v(x).

Note que se L, € L;, entdo L§ € L; parai = {0, 1,2}, pois K € uma combinagdo convexa entre
o kernel do Laplaciano Fraciondrio e K,. Agora, seja u¢ a solu¢ao do seguinte problema de
Dirichlet,

T€u® =inf, L{u® =0 em By,
=u em R\B;.
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Perceba que

T€v(x) inf L{v(x)

inf [ 50, (n.fw(2 —9) (1 —ne(y))Ka(y)) dy
o bl

a

Assim, fazendo scalling no operador, temos

Ifv(x) = infa” / S(v,x, A7 Y)KE(y)dy

= inf/ 6(v,x,2) (ne(/lz)/l (| |n+g) + (1 =n(22))A™9K, (/lz)) Z.

a
Note que 1 = ne(A1-) satisfaz

0<n!<1 emR",
=0 em R"\B_;-1,
=1 em By-15.

Se A € pequeno o suficiente, entdo If , se torna o Fraciondrio Laplaciano. Assim ”If, 1t
i(—A)C’/ 2|| < n. Seguindo como na demonstragio do Teorema 2.10 mostra-se que u € C><.
Agora note que se v € C%(x) e [v(y) — v(x) = Vv(x).(y —x)| < M|y — x|?> em B;(x) entio
|T7€v(x) — Tv(x)| < CMe>™7. Para verificar isto, basta fazer a conta diretamente sobre 7 €v(x).
Lembre que J “v(x) = inf, L¢v(x). Dai,

Lév(x) = /R 6(v,x, y)K;(y)dy

[ (10022 1m0k, 0)) 6030

- a-0) [ 0=y [ sk

- [ v nKa )y

|}’l+0’

- A2-0) / ne(y >‘”(x 2 4y 4 Lov(x) - /B 1e ()60 (x, ) Ko (3)dy
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Usando o fato de K, € Ly e escrevendo § = §* — 67, temos

Lov(x) = A2-0) / 5fvl,ji0_y)dy+Lav<x>— /B 18 x ) Ka(3)dy

- A2-o) / ne(y >6+(V|nf0_y)d _A2-0) / pe(y) LX) (Vlnfo_y)dywav(x)

- / 18" (vrox. V) Ka () dy + / 18 (v.x, V) Ko (y)dy

€ BE

IA

0t (v,x,y) - 1
A2 - 0')/ NG dy+Lav(x)+A(2—0')/ ) (v’x’y)—lyl’””dy
Be

= ANC=0) [ 150 dy + Lo,

€ assim

Liv(x) — Lgv(x) < (A+A)(2 - 0')/3 |[6(v,x,y)| IyI}”f’ dy.

Da mesma maneira, podemos obter um limitante inferior

Loy (x)

A2 - a)/ 1e)° |;+;_y’d - a)/ 1e) 0 s 1)

|n+0'

—/ ne(y)5+(v,x,y)l<a(y)dy+/ Ne(y)o~ (v, x, y)Kq(y)dy
B. B.

\%

Y 5t(v,x,y) _ _ _ 1
A(2 )/ NG ————dy+L,v(x) -AQ2-0) /Bgé (v,x,y)—|y|n+0dy,

€ assim,

L) = Lov) > =@+ @ =0) [ [5(0.2.3)

|y|n+0' Y-

Consequentemente,

[Liv(x) — Lav(x)] < (A+A)(2 - 0')/B [6(v,x,y)] lyliwdy.

Agora perceba que como |v(y) —v(x) = Vu(x).(y —x)| < M|y —x|?, entdo |6(v, x, y)| < 2M|y|>.

S 2
[l oy [ L
Be

[y|*e a B. |yl

€ 1
2M ——dS d
/0 (</BBS sn+0'—2 (}7)) §

2M|9B |- €e*.

Assim,




Capitulo 3. O Teorema de Evans-Krylov para Equacoes Ndo-Locais totalmente Ndo-Lineares 116

Dessa forma
|LEv(x) = Lov(x)] < (A +A)2M|OB|€¥7,

para todo a € A, e portanto
|T€v(x) - Tv(x)| < CMe*™.

Isto significa dizer que ||[7€ — 7|| — O0se € — 0 (0 < 2). Pelo Lema 2.6, temos que |u€ —u| < €

em Bj e portanto, u¢ — u uniformemente em B; quando € — 0. i

Note que nesta demonstragao nao usamos o fato de o operador 7 ser concavo. A mesma

demonstracao se aplica quando o operador 7 é o Totalmente ndo-linear de Isaac-Belman
Ju(x) =supinf Lypu(x) = sup inf/ o(u,x,y)K,p(y)dy =0,
b ¢ b ¢ Jrn

e portanto podemos aproximar solugdes dessa equagio por uma familia de fun¢des C? e obter

resultados como se o operador estivesse definido no sentido cldssico.

3.1.2 Média de Subsolucoes é uma subsolucao

Aqui iremos mostrar porque a concavidade do operador (3.1) € importante. Esta estrutura
permite garantir que média de subsolugdes ainda € uma subsolugdo. O primeiro resultado asserta

sobre a média aritmética de subsolugdes.

Proposicao 3.1. Sejam u, v subsolugcoes de Tu =0 e Iv =0 em um dominio Q, u,v continuas
emR", T(*3*) > 0em Q.

Demonstragcdo. Caso u,v € C 2 entio Iv,Tue I (u + v)podem ser avaliados classicamente.

Dai, da concavidade de 7, temos

()

W%

lIu(x) + %Iv(x)

3 (Tu(x) +Iv(x)) > 0.

Do contrério, usamos o processo de regularizacdo da sec@o anterior para encontrar sequéncias
u€, v€ funcdes C? tal que os operadores LEu€ e LEv€ na formula para 7€ estdo bem definidos e

sdo continuos. Como u€ e v¢ sio C2,

Is(u ;—v) > %(IeuE+IEvE)ZO em Q.

Como v¢ — v e u® — u uniformemente em Q e 7€ — 7, podemos passar o limite, pelo Lema

(2.2), e assim

I(”;v)zo em Q.
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Utilizando argumentos semelhantes, obtemos o seguinte resultado que serd importante

ao longo de todo o Capitulo.

Proposicao 3.2. Seja u uma solucdo de Tu = 0 em By e n um mollifieri.e,

1. n>0;

2. /nzl;

3. supp(n) C Bs,
temos I (n+u) > 0em Bi_s.

Demonstragdo. Sendo u solucdo de 7u = 0 em By, pelo Lema 3.1, encontramos uma sequéncia

u® tal que

Tu*=0 em B
u =u em R"\Bj.

Agora considere uj, = u® 1 e note que

Luy = | (uple+5) +up(e =) = 2 (x)KE()dy

/n / u(x +y—2)n(z)dzKg (y)dy + /R /R u(x =y — 2)n(2)dzK; (y)dy

) /n /n u¢(x — 2)n(z)dzK5(y)dy

/ (U (x +y = 2) + 1 — y — 2) — 2 (x — 2))n(KE(y)dzdy
n Rn
Pelo Teorema de Fubini,

L¢u

TE] /n - (W (x+y—z)+u(x—y—-2)—2u(x - 2))n(z)K;(y)dydz

/ n(z) / (u(x+y-2)+u(x—y—2z)—2u(x - 2))K;(y)dydz
R7 R

/ n(z)Lu®(x - z)dz
Rl’l

/ n(z)Lu®(x —z)dz > 0
Bs
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parax € Bi_g, pois |[x —z| < |x|+]z] < 1 =0+ =1, e assim, Lu(x — z) > 0. Com isso,

€

temos que L°uj, > 0 em B;_; e portanto 7 “u;, > 0 em Bj_s. Como u;,

— u * 1 uniformemente,

passando o limite quando € — 0, temos

T(uxn) >0 em Bj_s.

3.1.3 A Teoria Linear de Operadores Integro-Diferenciais

Aqui apresentaremos alguns resultados acerca de solucdes de operadores Integro-
Diferenciais lineares. Isto serd importante na Sec¢iio 3.3 para obter uma estimativa em L? de uma
certa funcao que serd 1til para mostrar que os Operadores Extremais sdo limitados. Usaremos
alguns resultados cldssicos da Andlise Harmonica envolvendo os simbolos de um operador

Integro-Diferencial e o Teorema da Imersdo de Sobolev. Primeiro temos o seguinte resultado.

Teorema 3.2. Seja L um operador integro-diferencial na classe L1, com o > oo > 1. Suponha
queu € L! (R", W) que resolve a equacdo Lu = 0 em By, entdo u € Cz’“(Bl/g) e temos a

estimativa

||u||c2,a(33/4)SCIIMIILI(RH )

T

As constantes C e « dependem de n, A, A e o, mas ndo de o.

Demonstracdo. Provaremos a estimativa a priori. A estimativa de regularidade para solugdes no
sentido da viscosidade segue do processo de regularizacdo. Primeiro aplicamos o Teorema 2.2
para obter u € C'%(B; /4) € a seguinte estimativa

||u||Cl’n(B3/4) S CllullLl(Rn 1 )'

71+‘y‘n+0‘

A ideia € aplicar a mesma estimativa para cada derivada direcional u,. Como Lu = 0, temos

/Rn ue(y)K(x +y)dy = 0. (3.2)

Como nao temos uma estimativa em L fora de B34 vamos usar um argumento de localizagao.

Para isso, considere 7 uma funcao cut-off tal que

0<n<1 emR”"
n=0 em R"\ B34
n=1 em Bsg.
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Dai, como vale (3.2), temos

/ ue(Y)n(y)K(x + y)dy' / ue(y)(mn(y) — DK(x +y)dy + / ue(y)k(x + y)dy‘
R~2 R~ R~2

= /R ue(y)(n(y) - DK(x + y)dy‘

= / u(y) me(Y)K(x+y) + (n(y) — DKe(x +y)) dy|,

onde integramos por partes na dltima igualdade. Agora vamos estimar as duas integrais. Primeiro

note que como K € L; c Ly, podemos compara-lo com o peso W Como |7.| < 1, temos

/n WK (4 y)dy| < Cllly g,

1+‘y‘n+(r)

De maneira semelhante, como K € £, temos que vale

IVK(y)| < C

|y|n+0'+1 ’

Usando o fato de |K,(y)| < [VK(y)| e 7 = 1 em Bs/g, temos

1
/u(y)(n(y)—l)Ke(Hy)dy‘ < C/ lu(Y)|-——rdy
R7 R™\Bs /g |X + y|

1
< C / u(y)| dy
R"\BS/S |y|n+0'+1
Iy|™!
e / ()| dy
R"\B5/g | |n+0'+1
< Cllull,\(wn
LI(R ’1+Iyll”+(’)
Consequentemente, temos que
'/ ue(V)N(y)K(x +y)dy| < CIIMIIU( )
1+‘y‘n+(T

Agora note que como Lu, = 0 e L € linear, temos que L(u.n) = L(u.(n — 1)). Pelas contas que

fizemos acima, temos que

LG = D)@ < Cllly oy

71+|y|n+0'

Em outras palavras, temos que

Lawen = /. e IMflle= < Cllally g,

]+|y|n+o')

Como o > 1, pelo Teorema 2.6, temos que a funcio nu, € C“’(Bl/z) e portanto u, € Cl’“(Bl/z)
para todo e € §"~!. Dessa forma segue que u € C>%(B; /2) € segue a estimativa desejada. O
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Agora vamos utilizar um pouco de Andlise de Fourier para mostrar que em L2, todos
operadores lineares t€ém normas comparaveis. A ideia € que como estamos lidando com normas
em L? e operadores lineares invariantes por translacdo, podemos usar a transformada de Fourier

na perspectiva de operadores pseudo-diferenciais.
Teorema 3.3. Sejam Lg e L operadores integro-diferenciais lineares na classe L. Suponha

que Lou € L*>(R"), entdo Liu € L*(R™).

Demonstragdo. Primeiro note que

(u(-+y) +u(-=y) =2u(.)
= (M4 e - D)a(e)
2(cos(y.£) — Da(é),

5(u, x,y)

onde usamos, na ultima estimativa, a identidade de Euler. Usaremos esta identidade obtida acima
para computar o valor do simbolo s(¢) de um operador —L como operador pseudo-diferencial.

Dessa maneira

—Lu(¢) - (/ 6(u,x,y)K(y)dy) (&)

_/ fix'f/ 6 (u, x, y)K (y)dydx
n R®

- / / e ¢6(u,x, y)K(y)dydx, pelo Teorema de Fubini,

—/ / e'ix'gé(u,x,y)K(y)dxdy

-/, K(y)6(u, x, y)dy

([ 20-costvokoar) ace

= s(5)a(g).

Note que para todo &, a fungio (1 — cos(£.y)) é C? e limitada no R” e por isso, a integral estd

bem definida. Agora, vamos obter limitantes superior e inferior do simbolo s(¢). Note que para



Capitulo 3. O Teorema de Evans-Krylov para Equacdes Nao-Locais totalmente Ndo-Lineares 121

qualquer R > 0,

5© = [ 20-costr KOy

/B 21 - cos(y.£)K(y)dy + / 2(1 - cos(y.£))K(y)dy

R™\Br

< [ averkoiave2 [ Koy
BR Rn\BR
< wpe-on [ Paoo-on [ oa
BR |y|n v Rn\BR |y|}’L o
R [ee]
= 200l [ 1ol Tas +2e -] [ s
0 R
- 2— 2 (2-0) _
= 2A|0B1|R"7|€| +2TO—A|631|R o
< Clel,

desde que escolhamos R = |£|~!. Por outro lado, note que (1 — cos(£.y)) e K(y) sdo fungdes

nao negativas. Com isso,

5(&) = /R 2(1 - cos(Ey)K ()dy
2 —
> /BW Ly.er ")||"+0'
>

|§|/ P2 -0) W

Bygp

= 11|0B|€2|&|7 2

= clé]”.
Dai, temos que o simbolo s(¢&) é compardvel a |£|7 para qualquer operador L € L. Pela Andlise
Classica de Fourier para operadores Pseudo-diferenciais, um operador 7', com simbolo a (&),
mapeia fungdes de L? em L? desde que a(£) seja limitado. A composi¢do de operadores ;07>
pseudo-diferenciais se reduz a multiplicacdo de seus respectivos simbolos a; (&) e a»(¢). Estes
resultados podem ser encontrados no cléssico livro (STEIN; MURPHY, 1993). Dessa forma, o
operador L1 L ! possui stmbolo limitado e portanto mapeia fungdes L? em L. Daf, L, L(;lv e L?,

se v € L?. Como, por hipétese, v = Lou € L?, temos

| L1ullp2mny = ||L1L61L0M||L2(Rn) = H(L1Lo )v

L2(RM)
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Pela Identidade de Parseval, temos

(£azs!) v

Pelas contas feitas no comeco, temos
-1
‘(LILO v)

onde s1(£) e so(&) € o simbolode Ly e L ! respectivamente, e a constante C é proveniente da

- H(LlL(;lv)
LZ(Rn) LZ(R”)

= [Is1sovll 2@y < C VIl 2@mn »
L2(R7)

limitacdo do simbolo de L1L6 ! Usando novamente a identidade de Parseval, temos

IVl 2@y = VI 2mny = |1 Loul| 2Ry »
€ portanto
| L1ull 2y < [|LoullL2gny >

como queriamos. O

Combinando os resultados anteriores, obtemos o seguinte teorema.

Teorema 3.4. Seja L um operador integro-diferencial na classe L1, com o > oo > 1. Suponha
queu € L! (R”, W) que resolve a equacdo Lu = f em By para alguma f € L?. Seja Ly um

operador em L, entdo Liu € LZ(BI/Z) e

P Ty [ Fo

EL (——r
2
para alguma constante C que depende de n, A, A\, 0.

Demonstracdo. Considere a funcdo v que resolve
Lv=fXp em Bj.

Como f € L*(B)), entdo fXp, € L*>(R"). Pelo Teorema 3.3 temos que L;v € L*(R"). Como o
operador Ly = (-A)7/? € £, ¢ £, ¢ Ly, podemos aplicar o Teorema 3.3 novamente e assim
temos que

Lov = (=A)7?v e L2(RY).

Da Teoria Cléssica do Fracionario Laplaciano, temos que v € H/?(espaco de Sobolev fracionario

Homogéneo). Pelo Teorema de Imersao de Sobolev,
H7? < LP parap =2

Dessaforma,v € L?(R"),eem particular, v € L! (R” ).Assim, comou € L! (R”

)
2 1+|y|n+(r 9
segue que u —v € L! (R”, W) Note que L(u —v) = Lu—Lv = f — fXp, =0em By. Pelo

Teorema 3.2, segue que (4 — v) € C2’“(Bl/2). Com isso,

1
b 1+|y|l‘l+ﬂ'

IL1ullz2(B, ) < 1L (u=)l2s, ) + IL1VI2(8, ) < L1 (u = V)[128, ) + ClILVI|L2(B, )
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pela estimativa na norma C> de u — v temos

||L1(u_v)||L2(Bl/2)SCHM_V”L](R,,’ | )SCIIMIIU(RH | )+CIIVI|L1(Rn )’

1|y|n+a' ’l‘y‘l’H'G' ’l‘y‘l’H'D'

Pela Imersao de Sobolev, comparamos

My g0,y < N2V e

> 1|y|n+0'

Por fim, comparamos as normas L? de L,v e Lv pelo Teorema 3.3 e finalizamos com o fato de
que

||LV|L2(R") = ||f||L2(Bl)-

Dai, segue a estimativa desejada. |
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3.1.4 Subsolucdes em L' sdo limitadas superiormente

Agora iremos usar as ideias da demonstra¢ao da Desigualdade de Harnack apresentada
em (CAFFARELLI; SILVESTRE, 2009) para mostrar que subsolu¢des em L! (R”, W) de
uma equagdo envolvendo o operador maximal MZO = M sdo limitadas superiormente por uma

constante universal.

Teorema 3.5. Seja u € C(B,) e suponha que
|u(y)
————dy < C
/Rn C+ e @ =50

M(J)’u > —Cy em Bj,

entdao
u(x) < CCy em By,

onde C ¢ uma constante universal.

Demonstracdao. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que Cy = 1. Basta considerar
V= Clou. Considere o menor valor de ¢ tal que

u(x) < h(x):=t(1—|x))™ parax € Bj.
Com isso, deve existir xg € Bj tal que u(xg) = h;(xp), pois do contrdrio haveria espago para
decrescer o valor de #( 0 que ndo pode acontecer pois ¢ € minimo). Seja d = (1 — |xo|) > 0, a
distancia de xo a dB;. Para r = d/2, queremos estimar a por¢do de B,(xp) que é coberta por
{u < u(xg)/2} e por {u > u(xp)/2}. Mostraremos que o valor de # ndo pode ser muito grande, e

isto garante o resultado do Teorema, pois se existir C > 0 tal que ¢ < C, entdo
ulx) <h(x)=t(l-]xD™"<C-x)™"<2"C=C.

Primeiro considere A := {u > u(x()/2}. Note que u € L' (By), pois

/ u(ldy = / gy ay
B B

. 1+ |y|n+0'

< 2/ lu(y)| dy
B, 1+ [y

2Cy.

IA

Com isso, temos
/ luldy < luldy < C < o0,
ANB; B
como u > u(xp)/2 em A, entdo

|u(xo)|

lu(xo)| dy < / luldy < C.
2 ANB; ANB,

———|ANB{| =
> | 1]
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Dai, usando o fato de |B,| = |B;|r", temos

2C =2Ct7'd™

ANB < C——=
ANBI < Crel = o)

= 20t 127" = Cr VB, .

Isto significa que se ¢ for grande, entdo A s6é pode cobrir, no maximo, uma pequena porcao de

B, (xp). Para obtermos uma contradicdo, mostraremos que
{u <u(x0)/2} N B, (x0)| < (1 - a)|By,

para uma constante positiva « independente de t. Agora, considere 6§ > 0 pequeno e vamos

estimar |[{u < u(xg)/2} N By, (x0)|. Para todo x € By, (xgp), temos

u(x) he(x) = (1 = |x[)™" = (1 = |x = x0 + x0[) ™"
t(1 =[x = xo| = |xo))™"

t(1 = |xo| — 6r)™"

t(d—-0%)™"

td (1 - §)

= ux)(1-9

com (1 — 68/2)™" préximo de um, pois 6 € préximo de zero. Consideremos, a fungdo v(x) =

I IA IA A

(1 —68/2)u(xp) — u(x). Dai, pelas contas acima temos que v(x) > 0 para x € By, (xg). Por
hipétese, Mju > -1, com isso Myv = —Mju < 1. Queremos aplicar o Teorema 1.5 para v.
Porém v ndo € positiva no dominio inteiro, mas apenas em By, (x(). Com isso, considere w = v*

e vamos encontrar um limitante superior para Myw = M;v*. Sabemos que

A5+(V,X,y) —A(S_(V,X,)’)dy <1.

Myv(x)=(2-0) »

|y
Dai,
Myw(x) = Myv(x)+ (M(;w(x) - Mo_v(x))
< 1+ (Mo_w(x) - Mo_v(x)) .

Vamos encontrar um limitante superior para M;w(x) — M v(x). Note que

dy

Mgw() = Mgv(x) 1 6% (w,5,3) = 67 (v,3,)
2-0) B /l/n

|y|n+0'

A/ 6_(v7x’y)_6_(w’x7y)dy

|y|n+0'

= L+1.

Agora como
Vix+y) =vx+y)+v (x +y),
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temos que
Stw,x,y) =6(v,x,y)+v (x —y) +v (x +y).

Levando em conta também que 6*(w,x,y) > 6" (v,x,y) e que 6(v,x,y) = 6*(v,x,y) —

6_ b b
_/1/ (v f y)dy
{6tw>6*v} |y|n 7

caf  eewrreen,
{5tw>d*v}

|y|l’l+0'

0~ (v,x,y), temos que

I

IA

< A/ v_(x+y)+v_(x—y)dy’
{6tw>0}

|y|n+0'

onde adotamos a notagao de que g = 6(g, x, y). Da mesma maneira
Ov—0"
b:A/ Tv_Ow
(5-v>0)nfo-wes—v) Y™

N A/ v(x+y)++v (x—y)dy
(6-v=0}n{5- w6~} |y|+e

< A —ov-dv
n+o y
(5-vs0pn{s-wes-vy |Vl

Usando a seguinte relagdo -6 v — 6w =—-6"w+ v (x +y) + v~ (x — y), podemos continuar a

estimar /I, para obter

_s5t
I, < A/ +W dy
(5-v>0yn{s-wes—v} [V
“(x+y)+v(x -
oaf ) ey
(5-v>0}n{6-wE5-v} |y
< A/ v_(x+y)+v_(x—y)dy'
{6-w>0}

|y|n+0'
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Utilizando a estimativa obtida para I; e I, obtemos

Myw(x) — Mjv(x)

= L+
2o 1+ 12

IA

|y|n+0'

A/ v_(x+y)+v_(x—y)dy
{6-w>0}

N A/ vix+y)+v (x—y)dy
(6+w=0}

|y|n+0'

_ A/ v_(x+y)+v_(x—y)dy

|y|n+0'

- —2A/ V(xty)d
{v(x+y)<0} |y|n 7

Com isso, se x € B o (x0), pela definicao de v, temos

Myw(x) - Myv(x) (u(x +y) - (1 - 0/2)"u(x0))*
PEPS R /Rn\gg,<xo_x> GG .

Como u(xg) > 0, temos que (u(x +y) — (1 —0/2)"u(xp)) < u(x +y). Dessa forma, obtemos
(u(x+y)—(1-6/2)"u(x0))" < (u(x+y))* < |u(x+y)|. Usando o fato de que y € R"\ By, (xo—
x), podemos estimar

ly = (xo = 0)|"™

S < C(r)™,

€ com isso, teremos

Myw(x) = Myv(x) o lu(x +y)|
(2-0) = 2ACEn) zn |y = (x0 —x) "

Por hipétese, u € L! (Rn, W) Adicionando isto a estimativa acima, temos

Myw(x) — Mjv(x)
(2-0)

< C(6r)™

Dai, Myw < C(68r)™""7 em By, 2(xo0). Denote por G = {u < u(x0)/2}N By, /4(xo). Pelo Teorema
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1.5 (aplicado aw em By, /2 (X)), temos (lembrando que w (xo) = v(xo) = ((1 = 6/2)™ — 1) u(xo)),

|G| = |{w > u(xo) ((1 - g)_ - %)} N By, 4(x0)
< o) prowean = 3] fun[(1-5) -3)
((1-9)7" = 1) uto) + o)™
= C(or)" —
uxo) ((1-9)" - 1)
< C(6r)" (((1 — 9 1) +(0r)" (u(xo) ((1 —9) - %))_1)

< C(6r) (((1 —9 - 1) + (er)—"fzf"ffrf") .
Escolhemos 6 > 0 de tal maneira que

C(Or)"((1-6/2)™" = 1) < <|Byrp2l,

B -

e esta escolha € independente do valor de ¢. Assim para este valor fixo de 6, se t é grande o
suficiente, teremos também |
C(0r)"0™" 1™ < 7|Borpal,

€ portanto
1
{u < u(x0)/2} N By, ja(x0)| < §|Bﬁr/4|-
Isto, por sua vez, implica que
|A N Bgyja(xo)| = [{u > u(x0)/2} N Byrja(x0)| > c|By,
e isto é uma contradi¢ciio com o fato de |A N By| < Ct~!|B,|, pois
Ct™'|B,| 2 |AN Bi| 2 |A N Bgrja(xo)| = c|B,|.

Dessa forma f ndo pode ser muito grande e deve existir uma constante C tal que t < C, como

queriamos. m|

3.2 Cada L, é limitado

Esta secdo serd dedicada para mostrar que se u resolve Ju = 0 e L, € L, para todo
a, entdo temos uma limita¢ao de L,u uniformemente em a envolvendo a norma L de u. Isto
¢ realizado usando um argumento de localizacao para mostrar que, na verdade, a fungdo L,u
resolve a equacdo M*(Lqu) > —C||u||z~(p,). Aqui ficard claro a importincia de estarmos sobre
a classe de operadores £, e da concavidade do operador . Primeiro temos o seguinte Lema de

localizacao.
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Lema 3.2. Suponha que u € C> e Tu = 0 em B). Seja K um kernel simétrico que satisfaz
K(y) < (2 —=0)Aly|™" 7 (mas ndo necessariamente a limitacdo por baixo). Entdo, para toda
funcdo teste b tal que

0<b(x)<1 emR"

b(x) =b(—x) emR"

b(x)=0 em R"\B| ,,

temos

M3 (/Rn o(u,x, y)K(y)b(y)dy) >0 em By.

Demonstragdo. Seja ¢y a seguinte sequéncia de funcoes,

¢(k)(y) = Xpm\g,, K(y)b(y).

Note que ¢ € L!, pois

6elliin = /R X1, K ()b ()| dy

IA

/ K ()] dy
R™\By 2

1
(2 - O')A/ dy < 0.
R”\B]/z |y|n+0'

Dai, como u € C2, 6(u,x,y)dx(y) — 6(u,x, y)K(y)b(y) e pelo fato de K ser simétrico, temos,

IA

gracas ao Teorema da convergéncia Dominada, que

[ stuxnrmbay

k—o00

lim o(u,x,y)pr(y)dy
Rn

tim [ (e 3) e - 3) = 2u(0) 84 (3)dy
—00 Rn

2}}9}; (/R u(x +y)or(y)dy — u(x) /R ¢k(y)dy)

2 Jim (s i = ulldullpr e ) ()

Pela Proposicdo 3.2, obtemos

7 ( . ¢—) >
I PrllLrmmy
Disto e do fato de 7 u = 0, temos, pelo Lema (1.2),

P
M3 (” * Pk — ||¢k||L1(R")”) = My (” # ——— gl — ||¢k||L1(R")u)
[kl mn)
Pk
= ||¢k||L1(Rn)1VI£r (M * m —u| >0.
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Dai, temos que My (u * ¢r — ||¢k||1(rnyu) > O para todo k € N. Pelo Lema 2.2, passando o

limite, obtemos

Tim M3 (e g = Ngellpw) = MEClm ws 6y =[xl

i [ [ ekt -t [ koiwa)

M;( R"(u(x+y) - u(X))K(y)b(y)dy) > 0.

Como K e B sdo simétricos e M € homogéneo, temos

5 [ s 3) = utongroea) = s [ ot y>K(y)b<y>dy) |
e o resultado segue. g

Usando novamente um argumento de localiza¢do, podemos garantir que Lu resolve uma

certa equacgao envolvendo o operador maximal da classe £, e temos o seguinte lema.

Lema 3.3. Suponha que u € C?> e Tu = 0 em B,. Entdo existe uma constante universal C tal

que para todo operado L € L5,
M3 (Lu) = =Cl|lul|r~> em By .

Demonstragdo. Seja ¢i(y) = Xan\p,, (v)K(y) uma sequéncia de fungdes L', e como no Lema
3.2, aproximamos o valor da seguinte integral por

Lu(x) = lim [ 8,2, 5)6e(x)dy =2 lim (u+ g = ullgill).
—00 Rn —00
Seja b uma funcgao cut-off tal que

0<bh(x) <1 emR",

b(x) = b(-x) emR",
b(x)=0 em R"\Bj 2,
b(x)=1 em Bj4.

Dessa forma, usando os mesmos argumentos da demonstra¢do do Lema 3.2, mostra-se que
I (u * M) > 0, (3.3)
iDL

eportanto
M; (u * (¢pxb) — ||gxb||1u) = 0.



Capitulo 3. O Teorema de Evans-Krylov para Equacdes Nao-Locais totalmente Ndo-Lineares 131

Agora, vamos estimar J (u * (¢x(1 — b)) em By >. Note que

I (ux (¢r(1 - b)) (x) inf L (u * (¢x (1= ))) (x)

= inf [ (G @01 = D)+ )+ (0 (11 = D)) (5= )
2w (41 = D)D)K, ()

— it [ [ w@(@ -y -+ (@1 -y-2)
251 = D) (& - DK (s

= it [ u@) [ (@ -0y =0+ @i =) -y -2
201~ ) ~ DKoz

= inf [ (@ La(e(1 = b)) -

inf(u * La(¢x(1 = b)) (x)

Note também que as hipéteses sobre o kernel K garantem que ¢ (1 —b) € L' e D?>¢(1-b) € L'

para todo k € N. Para verificar isso, basta notar que

e =Bl = [ 8)(1 =)0y

/R Xama K) (1= ) () dy

IA

1
2-0)A dy
‘/Rn\BlM |}’|n+o-

© 1
= (2- 0')/\‘/1/4 (/635 snwdS(y)) ds

© 1
= (2—0')/\/ ——s""10B,|ds
1/4

sn+0'

2_
= LD opemy).
g

Fazendo contas semelhantes, mostra-se que D?¢ (1 — b) € L' (R") uniformemente em k. Estas

duas informacdes, por sua vez, implicam que L(¢(1 — b)) é limitado uniformemente em L'
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para todo operador L € L. Dai,

|(u * La(¢x (1 = D)) (x)]

IA

[t =2iLutoutt - ) )1z

IA

[letl|zo || La (@k (1 = D)) |1z

IA

Cllullpe®ny-

Como isto vale para todo operador L,, temos

1L (u+ (¢i (1= b)))] < Clluf|Lo @ (3.4)

Pelo Lema (1.2) e pela concavidade de 7, temos

M3 (e gx = pulloreoy) 2 TG 60 = 119llus e Tu = T (u % 1)
= T(uxge(1-b+b))

= T(ux*¢p(l—b)+uxgyb)

\%

I (ux (1 =b))+ 1 (ux¢rb)

dib

= |lpxbllps nI(u*—
L®Y) i Dl111

)+I(u*¢k(l—b))

\%

0 = CllullLe@n),
onde usamos (3.3) e (3.4) na dltima desigualdade. Dat,
M (u * P — ||¢k||L1((Rn))u) > —C||u||g=(®m)), paratodo k € N.

Passando o limite, pelo Lema (2.2), temos que

My (Lu)(x) = My (2 lim (u ¢i = ullellL1(gmy)) (1))
= 2 lim M3 (u = ¢ — ullPellrmmy) (%)
> =Cllul[Le®n).

Usando estes lemas, obtemos a seguinte estimativa de limitacao nas fun¢des L,u.

Lema 3.4. Seja u uma solugdo de Tu = 0 em By. Suponha que L, € L, para todo a. Entdo,

para todo a, Lqu < C||u||~®n) em By, para alguma constante C universal.
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Demonstracdo. Primeiro note que podemos assumir que u € C2, pois, pelo Lema 3.1, podemos
aproximar u por uma sequéncia u¢ € C? que resolve o mesmo tipo de equacdo. Desta forma,
nosso objetivo € provar a estimativa para uma constante C independente de € e depois passar o
limite em € para obter a estimativa para u. Desta forma, assumamos que u € C? (o que garante

que as integrais estdo bem definidas). Pelo Lema 3.3, sabemos que para cada L,
M5 (Lqu) 2 =Cl|lul|~@n —em By,

Queremos aplicar o Teorema 3.5 para L,u e para isso precisamos de uma estimativa em, pelo
menos, L' (R”, (1 + |y|)™7). Note que,

Lqu(x) > inf Lyu(x) = Tu(x) =0 em By,

e assim L,u > 0 em B;. Agora seja b uma fun¢do cutofftalque 0 < b < lemR", b =1 em
By e b =0emR"\By. Dai,

An Lou(x)b(x)dx /n /n O(u,x,y)K,(y)dyb(x)dx

- /n Rn(u(x +y) +u(x —y) — 2u(x))K,(y)b(x)dxdy

= [ [ wsnriomwas [ [ ut-ngobeds

- / / () Ka(y)b(x)drdy
R JR2

- / /,,(b(x+Y)+b(x—y) —2b(x)) Ky (y)u(x)dxdy

= / Lob(x)u(x)dx

< Cllull~.

Dai, L,u € Ll(Bl/z), pois

0 < leanllay < [ ILas)lbCds < Cllulos, (35)

B2

Note que ainda precisamos controlar os valores de L,u fora de B, para poder aplicar o Teorema
3.5. Como ndo queremos assumir uma possivel regularidade de u fora de B, iremos usar a

funcdo cutoff novamente. Sendo assim, seja c(x) := b(2x) e w(x) = c(x)L,u(x). Vamos estimar
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M7 w(x) parax € Bj4. Para isso, consideremos qualquer operador L € £, e vamos estimar

Lw(x)

[ tex Ky

/ B(eLatx, K (3)dy

[ stanxykody = [ 6((1 =)L x DKy

LLa)) =2 [ Lot y)(1 = clx+ DKy

LLa) () =2 [ ule+ )La((1 = el + DRIy

\%

L(Lqu)(x) = Cllu|L=,

onde usamos que L,((1 — ¢(x +.))K) € L' uniformemente para x € B /4. Agora, passando o

supremo em L, obtemos
Myw(x) > M3 (Lqu) — Cllul|> = —Cl|ullz~ parax € Bys.
Com isto, w se encaixa nas hipéteses do Teorema 3.5 e desta maneira,
w < Cllullr=  x € Byys.
Porém, como w(x) = c(x)Lqu(x) e c(x) = 1 em By 4, temos

Lou(x) < Cllul|lp~, x € Bys.
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3.3 Operadores Extremais sao limitados

Nesa se¢@o iremos provar um dos resultados essenciais para obtermos (3.1). A ideia
€ usar um argumento de localizagdo para mostrar que os operadores extremais da classe L
sdo limitados. Isto serd feito mostrando que as fungdes Lu(x) sdo limitadas para todo L € L

uniformemente em L. O primeiro resultado € o seguinte lema.

Lema 3.5. Suponha que u € C>. Entdo para todo Kernel simétrico K satisfazendo K(y) <

(2 = o) Aly|™""7 (mas ndo necessariamente limitado por baixo) e toda fungao teste tal que

0<bh<l1 emR",

b(x) =b(—x) emR",
b(x)=0 em R"\B| ,,
b(x)=1 em By 4.

Entdo,

> —C||M||L°° em Bl/2~

M3 (b(x) [ swrnrmay
B2
Demonstragdo. Denotemos
Ltu(x)z‘/ o(u,x,y)K(y)dy.
By)2
Pelo Lema 3.2, temos

M3 (/R 5(u,—,y)K(y)dy) (x) >0 em By, (3.6)

€ portanto
M3 (L'u) > 0.

Seja L € L, um operador qualquer, vamos estimar L(bL'u).

L) (x) /6(bvu,x,y>l<<y)dy

/ (L x, VK ()dy - /R (1= B)Lu,x, YK ()dy

/ 5(L'u,x, y)K (y)dy — / (1= B)L'u)(x + )K()
Rn Rn

+((1 = b)Lw) (x = y)K(y) = 2((1 = b)L'u) (x)K (y)dy

/ 5(L'u,x, y)K (y)dy - 2 / (1= b)L'w) (x + Y)K (3)dy.
Rn Rn
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onde usamos na tltima passagem o fato de b(x) = 1 em By, e portanto (1 — b)(x) =0, e
fizemos uma mudanga de varidvel no segundo fator da soma na segunda integral. Agora, note

que, denotando
I- / L'u(x +y)(1 = b(x + y)K(y)dy,

I = /Rn (‘/Bl/zé(u,x+y,z)K(z)dz

/"-/B S(u,x+y,2)K(z)(1 = b(x+y))K(y)dzdy
1/2

temos

(I =b(x+y)K(y)dy

/ / u(x +y+ DK - b(x +y)K(y)dydz+

By JR?

[ty =DK@ - bl + DKy

/ —2/ u(x+y)K(z)(1 —b(x+y))K(y)dydz

Bi)» n

- / / u(x + VK1~ b(x +y - 2)K(y — )dydz+
By JR

/ u(x+ K1~ blx+y+2)K(y +2)dydz

Rn

/ —2/ u(x+y)K(z2)(1 -b(x+y))K(y)dydz
By n

/ / u(x + VK(5((1  bx + K. v, 2)dydz
Bl/2 Rn

/ / u(x + Y)K(2)((1 = b(x + K. y.2))dzdy
" J By

[+ L (1= b+ DK )y,

Assim, temos

L(bL'u)(x)

/ §(L'ux, YK (y)dy - 2 / u(x+ )L (1 b(x + -)K) (y)dy
Rn R'l

\%

/ 5(L . x, YK (y)dy — 2l[ull / L'((1 = b(x + -)K)(y)dy.
Rn Rl’l



Capitulo 3. O Teorema de Evans-Krylov para Equacdes Nao-Locais totalmente Ndo-Lineares 137

Por (3.6) e como L'((1 = b(x + —))K) é limitado em L', temos
L(bL'u)(x) 2 =C|lul|r (g,
para todo L € L, e dai segue o desejado. O

Agora vamos usar este lema e os resultados da Secdo 3.1.3 para garantir o proximo lema
que € basicamente o que almejamos nesta secdo. Vale comentar que este € o inico momento em

que usamos os resultados desta se¢do.

Lema 3.6. Seja u uma solucdo de Tu = 0 em By com todos operadores L, € L;. Existe
uma constante C tal que para todo operador L com Kernel simétrico K satisfazendo K(y) <

(2 = o) Aly|""7 (mas ndo necessariamente a limitagcdo por baixo), temos
|Lu(x)| < Cllull~  em By.

Demonstragdo. Vamos assumir u € C2, assim como no Lema 3.4. Se considerarmos v =

u/||ul|L~(®ny, entdo podemos assumir que ||u||z~rr) = 1. Além disso, provaremos a estimativa

em Bj g4 € 0 resultado do Lema segue através de um recobrimento de By ». Seja L, um dos
operadores usados no infimo em (3.1). Pelo Lema 3.4, temos que L,u < C em By/;. Em

particular,
1/2
HLG”HLZ(BI/Z) = / |Lau(x)|2dx < ClBl/2|1/2 =C.
Bip
Note que

el 1p1apypey) < Cllul|ze@n).

Dai, pelo Teorema 3.4, para cada L € L, temos

’1+\y\"+a—

[Lullz2(p, ) < C||M||L1(R,, ) < Cllul|p=@m = C. (3.7)
Agora, separando a integral

Lut) = [ SxyKody+ [ swr K0y
B1/2 R"\31/2
podemos observar que o segundo termo é limitado, uma vez que K € L' (R"\B, /2). Por este

comentario e de (3.7), temos

<C.

L%(By4)

< [|Lullr2(p,,,) +
L2(By}4)

/ 5, x, y)K (y)dy
By

/ 5, x, VK (y)dy
R™\By»

(3.8)
Por outro lado, pelo Lema 3.2, temos que

M3 (/Rné(u,x, y)K(y)C(y)dy) > 0, (3.9)
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para uma funcgio teste c(x) tal que
supp(c)=Bis e c=1 emBjs;.

Note que como 0 < c(x) < 1 e (3.9), temos

M; (/B 5, %, y) (y)dy) 2 M; (/R o(u,x,y)K(y)c(y)dy] = 0.
1/2 n
Definamos a seguinte quantidade

w(x) = c(x) g o(u,x, y)K(y)dy.
1/2

Notemos que w = 0 em R"\By/4 e w € L>(R") de (3.8). Pela desigualdade de H6lder temos que

w(y) = W e L'(R") e dessa formaw € L' (R", W). Pelo Lema 3.5, temos que
M;(W) >-C em Bl/l6-
Pelo Teorema 3.5, temos que w < C em Bj/3; € consequentemente
/ 6(u,x,y)K(y)dy < C em By3;.
B
Assim, por observacdes anteriores

LM(X)=/ 6(u,x,y)K(y)dy+/ o(u,x,y)K(y)dy < C em Byj3.
B|/2 Rn\Bl/Z

Agora vamos usar a equagao para obter um limitante inferior para Lu(x). Lembre que, pelo Lema

3.4, L,u é limitado e L,u e Lu sdo dados por

L) = [ swxyKady e Lue)= [ Sr Ky

onde
2-0) NG <K,(y) <(2-0) NG e K(y)<(2-o0) N
Consideremos o Kernel 5 |
K;=-K,—-—K
d /l a A bl

e seu operador correspondente L,. Note que

2 2 1 1
Kd(y) = EKa(y) - %K(y) 2 /_1 ((2 - O-)|y|/nl+g-) - X(z_ 0-) |y|/;}+a' = (2 - 0-) |y|n+0"
€
2 A A 1 2N A 1
Kd(y) < (/_1) (2 - O-)|y|n+0' - K(z - 0)|y|n+o- = (2_ O-) (7 - K) |y|n+0"

Dai, L, pertence a classe £ cujas constantes de elipticidade sdo 1 e (2A/A — A/A). Fazendo as

mesmas contas que fizemos para esta classe, iremos obter

L; <C emBj3;.
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Dessa forma, dos fato de L, ser limitado, temos
2A
Lu = TLa - ALd > —C,

€ por isso
|Lu| <C em Bl/32.

Como coroldrio direto, temos o seguinte resultado.
Corolario 3.1. M e M sdo limitados em B ;.
Demonstragdo. Como My = sup; . ,, L e, pelo resultado anterior, temos
|Lu| < Cllul|p=®n) em By, paratodo L € Lo,
onde C € uma constante que independe de L. Dessa forma, passando o supremo, iremos obter
IMG| < Cllull|p=@m).
De maneira andloga mostra-se para M, . O

Tendo em vista que os operadores extremais da classe L sdo limitados, podemos usa-los

de maneira adequada para mostrar que as integrais em (3.1) sdo absolutamente convergentes.

Teorema 3.6. Suponha que L, € L, para todo L,. Se u é uma fungdo limitada em R" tal que

JTu =0 em By no sentido da viscosidade, entdo temos a seguinte estimativa

(2-0)
l6(u, x, y)|————dy < Cllullr~ em By .
R” |yl
Demonstragdo. Aplicando o Lema 3.6 a L = —(A)?/2, temos
(2-0)
L) =[-8 Puo)] = e [ otuxn) SZDdy| < Clallivgeny em B
Rn

Por outro lado, pelo Corolario 3.1, temos que para qualquer par (4, A) com 4 < A,

_ 2-0)
|M(J)'u(x)| = "/R (A5+(u,x,y) - A0 (u,x,y))lleady < Clll/l”LOO(Rn) em Bl/2~
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Dessa forma, como ¢ é limitadae § = §* — 6, obtemos

(2-0)

| |n+0’ Yy

Mgu(x) + A(=A)72u(x)

(AG™ (u,x,y) = A6 (u, x, ¥))
Rn

9
+/lcg/ -0(u,x,y) (| |+O-)dy
n y n+o

/ (ASH(u,x,y) — A6~ (u, x,)) (2-9) dy
R |y

(2
+Acy /n -6t (u,x,y) NG d

_ 2-0)
+ Acy ‘/Rné (u,x,y) NG dy
> A= [ tux BTy

R | |n+0'

Pelas estimativas anteriores, temos que
2
Miu(x) + A(=A)7?u(x) < Cllul|z(en,

€ portanto

(A=) [ 6" xn TSy < Cllulesen,

Da mesma maneira, mostra-se que

(2-0)

| |n+0'

(A=2) o (u,x,y)
Rn

dy < A(=A)7Pu(x) = Mu(x) < C|lul|=(n)-

Somando ambas estimativas, iremos obter

(2-0) (2-0)
(A=) [ |6(ux,9)|~—dy = (A=) [ 6 (u,x,y)————d

Rn |yl R7 |yl

_ (2-0)
+ (A=) fo 6 (u,x,9) ppedy

< Cllullp=n).
Consequentemente, teremos
(2-0)
|6 (u, x, y)] dy < Cllul|z>wn).

R7 | |n+0’



Capitulo 3. O Teorema de Evans-Krylov para Equacoes Ndo-Locais totalmente Ndo-Lineares 141

3.4 Mais regularidade

Nesta secdo iremos fazer a conexdo entre o Teorema principal 3.1 e o Teorema 3.6. Pelo

Teorema 3.6, temos a seguinte estimativa

2-0)
/ 16,1, )] dy < Cllullze.
By

|y|n+0'

A fim de obtermos regularidade C“*%, a ideia € mostrar que

2-0) o
[ 18 = 660001 T2y < Clal
Bij |yl

para alguma constante C > 0, > 0 e para todo x € Bj/4. Com isto, serd possivel garantir que
(—A)‘T/ 2 4 é a—Holder continuo e por resultados cldssicos teremos a regularidade e estimativa
desejada. Consideremos Kernels K da forma

(2-0)

|y|n+(r

Ka(y) = Xa(y),

onde X4 € a funcdo caracteristica do conjunto A, cuja propriedade € a de simetria. Seja b uma

funcdo teste como no Lema 3.5. Para cada conjunto A, escrevamos

wa(x) = b(x) g (6(u,x,y) = 6(u,0,y))Ka(y)dy.
12

Pelo Lema 3.6, temos que w4 € uniformemente limitado e além disso, pelo Lema 3.5, temos

Miwa 2 =C|lul|lz= em By,

e esta estimativa € uniforme em A uma vez que o maior conjunto simétrico A € o préprio R”.
Defina
P(x) :=supwa(x) e N(x):=sup—wy(x).
A A

Note que

PO =b(x) [ 6ux,y) - 60,0, 2T g
By |)’|
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Para verificar isto, basta definir A = {y : 6(u,x,y) > (1,0, y)}. Diretamente segue que A = —A,

ou seja, simétrico. Assim

7 _
PO 2 a0 =50 [ (0Gx) - 00030 D Xa
Bip Iyl

= 50 [ Gwx) - 6600 22D Xy (ay
A ]

s b [ 6y - 56,0,) 2D X () dy
Bi;2\A |yl

= 500 [ 00x3) = 60,050 2D a0y +0
A |yl

= 500 [ 0w =00, 2y
A |yl

= b [ G,y - 60,0, 2Dy,
Bi)2 |)’|

Além disso, o conjunto A € o maior conjunto simétrico em By, tal que 6(u, x,y) > 6(u,0,y).
Disto segue a igualdade desejada. Da mesma maneira, mostra-se que

(2-0)

|y|n+a'

N(x) := Slj‘p -wa(x) = b(x) (0(u,x,y) —6(u,0,y))” dy,

By

e nesta ocasiao o maior conjunto simétrico ¢ A = {y : 6(u,x,y) < 6(u,0,y)}.

Lema 3.7. Suponha que ||u|| = 1. Existe uma constante C tal que para x € By,
A A
KN(X) - Clx| £ P(x) < zN(x) + Clx|

Demonstragdo. Para x € Byjs considere uy(z) = u(x + z). Como u resolve a equagdo numa
vizinhanca de x, entdo u e u, resolvem a equacido numa vizinhanga de 0. Dessa forma, pela

definicao de elipticidade, temos que
M5 (uy —u)(0) >0 e M, (uy—u)(0) <0.

Para todo Kernel K € £,, temos

L= = [ ol - u0.0K()dy

[ (6ex.) =60, Ky

/ (S(,x,y) — 80,0, ) K(y)dy + / (S(u.x.y) — 80,0, 7)) K(y)dy.

BI/Z Rn\Bl/Z
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Note que

[ sy -0 Koy = [ 500K =X, (3 - 2)dy
R™\Bj )2 R?

+ [ 500Ky (= )dy

C
< 164, 0, y) | —— x]dy
‘/R"\B‘+|x| |y|n+o-+1
2
A2 -0)
811l / A=) 4y
%+‘X|\Bl/2 |y|
< Clx|.

Assim, para todo Kernel K € £, temos
/R (6(u,x,y) = 6(u,0,y))K(y)dy < / (0(u,x,y) = 6(u,0,y))K(y)dy + Clx|,
n By
tomando o supremo, iremos obter
0 < M5 (ux —u)(0) < sup / (0(u,x,y) —6(u,0,y)K(y)dy + C|x|,
Kel, By
em particular, como £, C L, temos

sup /B (S(,x,y) — 61, 0,y) K (¥)dy = ~Cll,
12

A(2— A(2-
R <K ()<

reescrevendo a integral, temos AP(x) — AN (x) > —C|x|. Usando o fato de M (uy —u)(0) <0
obtemos a outra desigualdade. O

A estratégia para demonstrar o resultado de regularidade serd provar que

sup P(x) < Cr”.

XEB,
Perceba que € suficiente obter a estimativa para |x| pequeno o suficiente, e entdo podemos
considerar o rescalling

WG = Zwa(r),

onde C € a constante do Lema 3.7 e r € R € pequeno o suficiente de tal forma que as estimativas

se tornam

Para todo conjunto A : [wy| <1 emR” (3.10)

Para todo conjunto A : Mswy > —€; em B (3.11)

A A
XN(x) — x| < P(x) < zN(x) +e|x|7e, (3.12)
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para € arbitrariamente pequeno. Para verificar isso, basta lembrar que originalmente temos
+ A A
wal < Cllullimgny, M5wa = =Cllullimny, & 5N = Cll < P) < TN+ Cla.
Assim, se supusermos que ||u||;~®rn) = 1, temos diretamente que [Wa| < 1 e
+ ~ 1 oast o
MiWwa(x) = rod Mywa(rx) > —r? > —€,

para r suficientemente pequeno. Além disso, note que P(x) = %P(rx) e N(x) = %N (rx). Assim,

A -~ ~ A ~
KN(x) —rlx| £ P(x) < EN(X) + r|x|,

com isso note que r|x| = r|x|¢'|x|' 7. Se |x| < (67‘)1/6', temos (3.12).

ApOs esses comentdrios e as reducdes temos o seguinte lema.

Lema 3.8. Suponha que o € (1,2). Seja P(x) a funcdo definida anteriormente. Existe uma
constante C e a > 0 tal que
P(x) < Clx|*|lullp@n).-

Demonstragdo. Se considerarmos v = u/||u||z~rn), podemos supor que ||u||z~®rn) = 1. Como
mencionado anteriormente, apos um scalling apropriado, podemos assumir que as estimativas
(3.10), (3.11), (3.12) valem para €; pequeno o suficiente. Por outro lado, podemos também supor,
através do processo de regularizagio, que u € C? e assim P(x), N(x) e w sdo fungdes continuas.
Vamos obter estimativas a priori que independem do médulo de continuidade destas fungdes,
e portanto as estimativas irdo se manter ao passarmos o limite e assim podemos recuperar a

estimativa para solucdes no sentido da viscosidade.
Provaremos que existe r > 0 e 6 > 0 tal que

log(1 -6
supP < (1 -0)F =%, onde o= M. (3.13)
B i log(r)

Se k = 0, entdo por (3.10) e pelo fato de P(x) := sup, wa(x), temos
P(x) =supwy(x) <1 em R",
A

em particular, vale (3.13) para k = 0. Prosseguimos por indu¢@o. Suponhamos que vale até k.
Assim, se |x| > r¥ entdo
wa(0)| < (1-6)""|x|”.

Considere o seguinte rescalonamento

wa(x) = (1-60)* wa(r*x)
P(x) = (1-60)7%P(rkx) =sup, wa(x)
N(x) = (1-6)"*N(rkx) = sup, —wa(x).
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Pela hipétese de inducdo, temos que
P(x) <1 xeB.
Além disso, como w4 (x)| < (1 —6)7 x| para |x| > r¥, entdo

P(x)

IA

(1-6)7*% sup 4 wa(rkx)
(1-6)7* (1 -0)"'rek|x|
= (1-6)7"x|*,

IA

para |x| > 1. Da estimativa (3.12) segue que

%N(x) —€ < P(x) < %N(x) + €, (3.14)
uma vez que |x| < r*1/4 < 1. Queremos mostrar que se 6 e r forem escolhidos pequenos o
suficiente, teremos P < (1 — ) em B,.. Provaremos por contradicio. Seja xo o ponto em que P
atinge o maximo em B, para algum r € (0, 1/2) e suponha, por contradi¢do, que P(xg) > 1—6.Da
defini¢do de P, considere o conjunto A em que P(xg) = wa(xg) > 1 — 6. Definavy = (1 —wy)*
e note que como supg P =P(xp) > 1 -6, entdo

infvy <6.
B,

Além disso, como (1 —Ww4)* = (1 —=wa) + (1 —Wwy4)~, temos

IA

Myva < My(1—a)+MF(1—a)"

< —M;(WA) + M;(l —Wa)~.
Assim, como M3Wwa > —€j e (1 —W4)” < ((1- 0)~ x| - 1)+, temos Myva < C em By);.

Pelo Teorema (1.5), para algum p > O e r < 1/4 temos a estimativa
{va > 10} N By | < Cr'* (60 + Cr?)P(t0)7".
Escolheremos r(que dependerd de 0) tal que Cr? < 6. Assim, temos
[{va > 10} N B,| < |{va > 10} N By (x0)| < Cr''t™? = Ct™P|B,| = Ct Pr"|By]|. (3.15)

Com isso, se escolhermos ¢ > 0 grande, a medida do conjunto {v4 > t6} N B, se tornard um
pequeno fator de |B;| independentemente do valor de 6. Relembre que v4 = (1 —W,4)™, e assim

se vy >t entdo wy < 1 —t6 e vice-versa.
Seja G = {v4 < t0} N B,. Por (3.15), temos que |G| > |B,| - Ct™?|B,| = (1 -Ct7?)|B,|.
Note que se v4 < 16, entdo w4 > 1 — 6. Por outro lado, como G C Bj, temos P<lemG.

Consequentemente, P — w4 < 1 — (1 —16) =t em G.

Agora perceba que como W4 + wae < P — N, temos que N + wae < P — 104 < t6em G.
Por (3.14), temos

&~

N(x) = =P(x) — €,

A
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€ por esta razao,

=
=
IA
~
S
I
=
1§

IA
~
S

+ €1

wa + €
1—-10)+¢

16 —
16 —

IA A
>l >l >

IA
~

—A,
desde que €; e 6 sejam pequenos e x € G. Com isso, teremos que

> |G| > (1 - CtP)|B,|. (3.16)

'{VVAC < —%} N B,
Agora considere a seguinte fun¢do
1\
ve(x) = (WAC(er) + ﬁ) .
Como v (x) = Wac(krx) + ﬁ emR", v, =0parakrx € Ge M;WA > —€1, temos que
Mjv. > —€

em B, para k pequeno. Pelo Teorema 3.5, temos v.(x) < CCy para x € By, onde Cy =

€1 + ||vc||L1(Rn | ) Com isso,
’1+|y|”+"'
ve(y)l
(0) < Cle + ————d
w0 = clas [ DL
- C61+C/ —'V“(y,ﬂ(rdwc/ e,
Bl(_l I+ |y| R"\BK_| 1+ |y|
Como vale (3.16), temos |[{v. > 0} N B,-1| < Ct™?|B,-1| = Ct Px™". Adicionando este fato a
K K

estimativa anterior, teremos

1
ve(0) < Ceg +CK_nl‘_p/ —+dy+C/ |Vc(y)J|r dy
Bk—l 1 + |y|n T Rn\BK—l 1 + |y|n a

~ +

< Ce+Ck"t? +C/ m
R"\Bk,l 1+ |y|n 7

2ra’ a 07

< Ca+C"tP+C / 2yl
r\g_, L+ [y[™

a
< C61+CK_"t_p+C/<a/ ]

—dy’
R"\BK—I 1+ |y|”+0-

onde usamos na tltima desigualdade que r < 1. Agora note que como 1 + [y|"™*7 > |y|"*7, temos

@ « 1 ® 1
/ |y| - dy — |aBl|/ S—1—0'+a’ds — S—O'+CX — KO'—Q’.
r\B_, 1+ |y[™e e —-o+a
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Adicionando isto a estimativa anterior, iremos obter que v.(0) < Ce; + Cxk™"t7? + Ck?. Agora
podemos escolher « e €] pequenos o suficiente de tal forma que Ce; + Ck” < 1/(8A) e depois

escolher 7 tal que Cxk™"t77 < 1/(8A). Pela defini¢do de v, teremos que

A A A
D Ac — <V, < — D Ac < —.
Wac(0) + = <ve(0) < = &= Wae(0) < -~

Como W 4¢(0) = 0, temos uma contradicio. Daf, teremos que P < (1 — 6) em B,. Pela definicio
de P, teremos P < (1 — 0)**! em B,.1 e com isso vale 3.13 para todo k € N e o resultado

segue. ]

Usando o Lema 3.8 podemos finalmente provar o teorema de Evans-Krylov em sua

versao nao-local proposto em 3.1. Por conveni€ncia, enunciaremos novamente.

Teorema 3.7. Suponha que todo L, em (3.1) pertenca a classe L. Se u é uma funcdo limitada

em R" tal que Tu = 0 em By, entdo u € C7**(Bj 2). Além disso,
llullco+e(s, ) < Cllullps®n)-

Demonstracdo. Consideremos o Laplaciano Fraciondrio de ordem o,

—(=A) P u(x) = cg(2—0')/ S(u, x,y) }lmdy,
Rn

Iyl

onde a constante ¢, € limitada para o € (1,2). Considere » uma funcao cutoff como no lema

3.5. Para x € Bj4, denotando
I'=(=8)7u(0) = (-=8)7 u(x),

temos a identidade

1 1
60'(2_0-) (_ ‘/IR;" 5(14’0’)7) |y|n+o-dy+/n 6(u’x’y) |y|n+0'dy

~
|

= c,2-0) : (6(u,x,y) —6(u,0,y))
1/2

dy

|y|n+0'

+ce(2-0) (0(u,x,y) = 6(u,0,y))
R™\By/s

dy

|y|n+0'

= Co (P(x) —-Nx)+(2-0) /R (6(u,x,y) —06(u,0, y));dy .

”\Bl/z |y|n+o-

Pelo Teorema 3.8, temos que
P(x) < Cllul|p=mlx|®.

Pelo lema 3.7, temos
—N(x) < Cllul|z=@mlx|®.
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O terceiro termo, por sua vez, € limitado por C||u||z~®n)|x|, pelas mesmas contas feitas no lema

3.7. Dessa forma, para x € Bj 4, temos
(=A)72u(0) = (=) u(x) < Cllullzs(amlx]*.
Fazemos a mesma conta para
= (M) u(0) + (-A)7* u(x),

e assim
[(=8)72u(x) = (=8)72 u(0)] < Cllulo eI,

para x € Bj/4. Fazendo uma translag¢do da estimativa, obtemos

~8)" < Clfullpan)-
Jar2| < Cllllzeeey

Consequentemente, temos que # € C7**(Bj/2) com a estimativa desejada pelo Teorema B.5. O
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APENDICE A - Lista de Notacoes

Aqui apresentaremos uma lista de notacdes que podem ser tteis para consulta ao longo

da leitura do texto.

Notacoes para matrizes

1

. Escrevemos A = (a;;) para indicar uma matriz genérica quadrada de ordem n cujas

entradas sdo a;;.
. 8" denota o espaco das matrizes simétricas de ordem n.
tr(A) denota o trago de uma matriz A.
det(A) denota o determinante de uma matriz A.
. AT denota a matriz transposta de A.
. A1 denota a matriz inversa de A.

A, denota o subconjunto de S” tal que A|y|*> < (Ay,y) < Aly|>. Uma matriz desse
conjunto € comumente referida a uma matriz uniformemente eliptica com constantes de
elipticidade 1 e A.

Notacoes geométricas

1

2.

. R denota o espaco euclidiano n—dimensional.

e; =(0,...,0,1,...,0) denota o i—ésimo vetor da base candnica de R”.

. Um vetor genéricoem R" é x = (x1,...,x,).

. OU denota a fronteira topoldgica de U e U denota o fecho topolégico de U.

B,(x) ={y € R" : |y — x| < r} denota a bola aberta em R" de centro em x e raio r > 0.
Quando x = 0, B,(0) = B,. B,[x] = {y € R" : |y —x| < r} denota a bola fechada e
0B, (x) ={y eR": |y —x|=r}.

|A| denota a medida de lebesgue de um conjunto A C R.

. |0B,| = r""1|4Bj|, onde |dB;| denota a medida (n — 1)—dimensional do conjunto dB;.
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8. Sea=1(ai,...,ap)eb=(by,...,b,) pertencem a R", entdo

. . 1/2
(a,b):a-bzzaibi la| = (Zalz)

i=1 i=1
Notacoes de funcoes

1. Escremevos u = v para denotar que u € identicamente igual a v. A notagdo u := v denota a

definicdo da fung¢do u como sendo igual a v. O suporte de uma funcdo u serd denotado por

supp(u).

2. A parte positiva de uma fungao é denotada por u* = max(u,0). A parte negativa serd
denotada por u~ = max(—u, 0). Qualquer fungdo u pode ser escritacomou = u™ —u" e

lu| =u* +u".

3. A notacdo Xr denota a funcdo caracteristica do conjunto E. Esta funcdo € definida da

seguinte forma
0 sex¢FE

1 sexe€E,

Xg(x) = {
4. Uma fungdo u : U — R € dita ser a—Holder continua se
u(x) —u(y)| < Clx = y|%,
para a € (0, 1], alguma constante C > 0 e x, y € U. Denotamos

. lu(y) —u(x)]
[u]ca(U) = sup ————.
x,yeU.x#y lx =yl

5. A convolugdo de duas funcoes f e g em U € denotada por f * g e € definida por
fegt)i= [ for=)gOd.

6. M™ denota o operador maximal de Pucci. Este operador M* : 8" — R é definido da

seguinte maneira

M*(A) = sup Tr(NA)=A Z Py Z A,
NeAA ;>0 2;<0
onde A; é um autovalor da matriz A.
E comum escrever M*(A) = M; A(A) = M¥(A, A, A) para explicitar a dependéncia
de A e A na definicao do operador. As constantes A e A sdao chamadas de constantes de
elipticidade.
Da mesma forma define-se o operador minimal de Pucci M™(A) := infyeqa,, Tr(NA).
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Notacoes de derivadas

3.

4.

5.

Suponhaqueu : U - Rex e U.

Uy, (x) = Oju(x) = Ogu(x) := l%in%) w denota a i—ésima derivada parcial de u,

desde que esse limite exista.

. Da mesma forma denota-se derivadas parciais de segunda ordem por d;;u(x), dx;x ju(x)ou

Ui -
Vu(x) = Du(x) = (uy,(x), ..., ux,(x)) denota o vetor gradiente de u em x.
D?*(x) = (0;ju(x)) denota a matriz hessiana de u em x.

V- F(x) = X, 0;(Fi(x)) denota o operador divergente, onde F : U — R”".

Notacoes para espacos de funcoes

1.

CWU)={u:U —>R:u écontinua} denota o espago das fun¢des continuas em U.
CHU)={u:U - R:u ék—vezes continuamente diferenciavel } denota o especo das
funcgdes k-vezes continuamente diferencidveis em U.

C*WU) =N C*(U) denota o espaco das fungdes infinitamente diferencidveis em U.

LP(U) ={u :U — R :u ¢€Lebesgue mensuravel, ||u||z») < co}denota o espaco de

Lebesgue das fun¢des que sdo p—integriveis, onde

1/p
ullir o, = ( / |u|f’dx) ,
U

L¥(U)={u:U —R:u ¢&Lebesgue mensuravel, ||u|| =) < oo} denota o espaco das

paral < p < oo.

funcgdes essencialmente limitadas, onde

|ul|lz>w) = esssupylul.

LP

loc

(U)={u:U—->R:ueLP(V) paracadaV com fecho compacto em U}.

Ck(U) com a € (0, 1] denota os espacos de Holder das fungdes u € CK(U) cujas

k—ésimas derivadas sao «—Holder continuas.
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APENDICE B - Resultados Cldssicos

Nesta secao apresentaremos alguns resultados e defini¢des cldssicas que serdo usadas ao

longo do trabalho.

Sobre func¢oes convexas

Nesta secao iremos apresentar alguns resultados sobre fun¢des convexas que podem ser
encontrados em (FIGALLI, 2017). O primeiro fato que iremos apresentar é acerca da definicao

de subdiferencial de uma fun¢do convexa.

Definicao B.1. Dado Q c R" um conjunto aberto e ¢ : Q — R uma fungcdo convexa, para

x € Q, definimos o superdiferencial de ¢ em x como o seguinte conjunto
dp(x) :=={p € R" : ¢(2) 2 ¢(x) +(p, 2 —x) Yz € Q}.

O conjunto d¢(x) € fechado e convexo, uma vez que ¢ € convexa. O significado geométrico

do subdiferencial é que se p € d¢(x) entdo a funcdo afim

Lep(2) == ¢(2) +(p, 72— x)

toca ¢ por baixo em x. Em outras palavras, I, , € um hiperplano de suporte para ¢ em x. Este € um
fato local e nao depende do conjunto €. Este conceito de subdiferencial generaliza o gradiente
da fungiio ¢ no sentido de que se ¢ for diferencidvel, entdo d¢(x) = {V¢(x)}. E importante
comentar também que uma vez que ¢ € convexa, o conjunto d¢(x) € sempre ndo vazio. No caso

em que ¢ é concava, temos o conceito de superdiferencial e resultados semelhantes valem.

Outro resultado cldssico a respeito de fungdes convexas € que sao Localmente Lipschitz.

Teorema B.1. Seja Q c R" um conjunto aberto e ¢ : Q — R" uma funcdo convexa. Entdo ¢ é

localmente Lipschitz dentro de Q e

< 2l (€2)

V|| —_—,
IVollL=(k) < dist (K.

para qualquer K cC Q' C Q.

Vale comentar que o mesmo resultado vale para funcdes concavas.

Sobre decomposicao e recobrimento de conjuntos

Nesta secao vamos apresentar dois resultados cldssicos sobre decomposi¢cdo de conjuntos
que € adecomposicao em cubos de Calderén-Zygmund, o Teorema de recobrimento de Besicovitch

e o Teorema de Egoroff. Estes resultados serdo usados no texto.
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Primeiro iremos apresentar a decomposi¢do em cubos de Calderén-Zygmung, isto pode
ser encontrado no 4 capitulo de (CABRE; CAFFARELLI, 1995). Dessa forma, seja Q1 o cubo
unitario. Dividimos este cubo em 2" cubos com metade do lado do cubo Q. Fazemos o mesmo
processo em cada um desses 2" cubos e iteramos este processo. Os cubos provenientes dessa
iteragdo sdo chamados de cubos diddicos. Se Q € um cubo diddico diferente de Q1, dizemos que
Oéo predecessor de Q se Q € um dos 2" cubos obtidos da divisdo de 0. Com essa terminologia

podemos enunciar o seguinte resultado.

Lema B.1. Sejam A c B C Q| conjuntos mensuraveis e 0 < 6 < 1 tal que

1. |A| < 6;

2. Se Q é um cubo diddico tal que |A N Q| > 6|Q|, entdgo QO C B.
Entdo |A| < 6|B|.

O segundo resultado € o Teorema de recobrimento de Besicovitch. Este € um resultado é
usado para extrair coberturas de conjuntos com uma propriedade especial cuja demonstracao
pode ser encontrada em (EVANS; GARIEPY, 2015).

Teorema B.2. Existe uma constante C(n), que depende apenas da dimensdo n, com a seguinte

propriedade:

Se F ¢é qualquer colegdo de bolas fechadas ndo-degeneradas em R" com
sup{diam(B)|B € F} < o

e se A é o conjunto de todos os centros das bolas em ¥, entdo existem N, colecoes enumerdveis

G1, ..., Gcm) de bolas disjuntas em F tais que

E comum dizer que a cobertura proveniente do Teorema de Besicovitch tem overlap
limitado. Isto significa que cada ponto do conjunto a ser recoberto estd em, no mdximo, uma

quantidade N,, de elementos dessa colec¢ao.

Apresentaremos agora o Teorema de Egoroff cuja demonstracdo pode ser encontrada em
(EVANS; GARIEPY, 2015).

Teorema B.3. Seja yu uma medida em R" e suponha que fi : R* — R™ é u-mensurdvel para

cada k € N. Suponha também que A C R" é u-mensuravel com u(A) < oo, and

fx — f u-qtpemA.

Entdo para cada € > 0 existe um conjunto u-mensuravel B C A tal que
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o u(A\B) <¢€, e

® fi — f uniformemente em B.

Convolucao e Suavizacao

Nesta secdo apresentaremos a ferramenta de aproximagao por mollifiers. As demonstracdes
podem ser encontradas com detalhes no Apéndice C.5 do livro (EVANS, 1998). Primeiro, vamos

definir o mollifier padrao.
Definicdo B.2.  [. Definan € C*(R") por

Cexp(Hz%) se x| <1
X) = s
n(x)

0 se |x| > 1,

onde a constante C é escolhida de tal forma que /R" ndx = 1.
2. Para cada € > 0, defina

mx) = o),

Chamamos 1 de mollifier padrao. Note que cada 1, é C*(R"), também satisfaz a

propriedade de ./R" n:dx = 1 e seu suporte estd em B;.

Com isso, podemos definir o que vem a ser a molificagdao padrao de uma func¢ao localmente

integrivel.
Definicao B.3. Se f : U — R é localmente integravel, defina sua molificacdo por
fl=mxf

emU; :={x € U : dist(x,0U) > t}, isto é,

ﬂ@=[ﬁﬂ%ﬁﬂﬁ@=én&%ﬂ—w@,

para x € U,.

A molificac@o possui propriedades interessantes. A ideia € que a convolugdo transfere
regularidade para a fungdo com menos regularidade. O teorema a seguir compila todas as suas

propriedades importantes.
Teorema B4. 1. f' € C*(U,).
2. f' > fqtpset — 0.
3. Se f € C(U), entdo ' — f uniformemente em subconjuntos compactos de U.

4. Sel<p<oefel) (U),ento f' — femL; (U).

loc
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Regularidade do Laplaciano Fracionario

Nesta secao vamos apresentar resultados cldssicos que concernem sobre a regularidade
do Laplaciano Fraciondrio. Isto pode ser encontrado no User guide (STINGA, 2019). Neste

sentido, temos o seguinte Teorema

Teorema B.5. Seja u € L*(R"). Assuma que (-A)??u = f € C® para algum « € (0,1].

Entdo u satisfaz as estimativas
1. Sea+o0 < 1entdou € CO(R") e
lullgnase ey < € (ltllz +11f o ) :
2. Sel<a+o <2entdou € CH¥7 " 1(R") e
lullgrave1 gy < € ([lulles +11fllgoen )
3. Se2 <a+0 <3entdou € C***"2(R") e
lullgz.ese-2gay < € ([lullim + 11 fllgoeqes) )
onde a constante C depende apenas de n, o e a.

E comum dizer que a fun¢do u que satisfaz as consequéncias acima ser de classe C7*+.
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APENDICE C - Resultados Auxiliares

Este Apéndice serd dedicado a apresentacdo de resultados auxiliares que serdo usados ao

longo do texto. Algumas demonstracdes serdo apresentadas por completude.

O seguinte Lema € essencial no Teorema (1.7) no qual iteramos a Estimativa C® para os

quocientes incrementais. Este Lema pode ser encontrado na secio 5.3 de (CABRE; CAFFARELLI,
1995)(Lema 5.6).

Lema C.1. Sejam 0 < al, 0 < B8 < 1 e K > 0 constantes. Seja u € L™([-1, 1]) que satisfaz
llullz=((-1,11) < K. Defina, para h € R com 0 < |h| < 1,

u(x+h) —u(x)
AP ’

vgn(x) =

parax € I, = [-1,1 —h] se h > 0 e [-1 - h,1] se h < 0. Suponha que vg;, € C*(I;) e
[lvgnllce(r,) < K para qualquer O < |h| < 1. Entdo, temos

o Sea+f < 1entdou e C™*B([-1,1]) com
|[ullgass (-1,17) < CK,
e Sea+p>1entiou e CO([-1,1]) com
llullgo.r((-1,17) < CK.
As constantes C nos itens acima dependem apenas de « + .

Demonstracdo. Primeiro note que, sem perda de generalidade, podemos assumir que € suficiente
limitar |u(x + €) —u(x)| para—1 < x <0,e >0ex+e€ < 1, pois o problema é simétrico com

respeito a mudanga de varidvel x — —x.
Considere i € N de tal forma que x + 2'e < 1 < x + 2'€ e defina 7y = 2’€. Dai, segue que
—l<x<x+1<lel/2 <1 <2,umavez que
l<x+2¥le=x+21p &= 1>5E>1/2 e

x+1p=x+2e<1 — 19<1l-x<2

Defina

w(t)=u(x+7)—u(x),0 <71 <19
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Assim,
‘w(r) - 2w (I)| = ‘u(x +7)—u(x)—2u (x + %) + 2u(x)‘

2

= ‘u(x+7') —u(x+§) +u(x) —u (x+%)‘
T\B T

= (3) Pos(+3) - vas )
T\B T\®

< (3 %)
2 T a+ﬁ2

()

2
onde usamos a hipétese de ||vg ||ce(s,) < K. Portanto, segue que

1 T0 - (70 i1 70 70
2w (21'—1) - 2'w (5) 2! ‘w (F) - 2w (E)

i1 T0 a/+,6

2k (3)

= L e (-(asp)) patB
Do+ 0o -

IA

para todo i € N. Dessa forma,

[w(10) = 2'w(e)] w(10) = 2'w(27'19)|

< |w(tg) = 2w )|+ 2w (27 ) = 22w (27 21) | + . . .
+|2i_1w(2_(i_1)70) - 2iw(2_i70)|
i . . . .
= 212 w@ V)~ 2w (2 )
=1 .
U avp N0 o (=)(1=(a+B)
< 20/+,8KT0 Z;ZJ .
j:

Como 1/2 < 19 < 2, temos que 27/ = GT()_l < 2e. Além disso, como ||u||z~[-1,1] £ K, temos

w(e)l < w(e) =27w(zo)|+27"|w(0)]
< 27w(t)| + 27 |w(mo) = 2'w(e)|
i
< 27w(m)| +27 T Kt Z 2 (=1 (1-(a+B)
J=1
1 S
< 4Ke+et)! 2(}—%[{7-(‘)"%’ Z (=D (1= (a+B))
j=1
_ L 0481 N (-D(1-(a48)
= 4Ke+ 2(1_+ﬁK6TO Z 2 .
j=1
Se a + B < 1, temos
w(e)l < 4Ke+CKer) P 12i0-(a+h)
= 4Ke+ CKe™P,
Se o+ > 1, temos
lw(e)] < 4Ke+ CKET(;H’B_1 Z;‘;l 20D (U~(a+p))

< C(CKe,

como queriamos. |
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Outro resultado que serd importante no Capitulo 2 para a constru¢ao de uma funcado
barreira é o seguinte

Lema C.2. Dado qualquer o € (0,2), existe um a@ > 0 e r > 0 pequeno tal que a fungcdo
u(x) = ((|x] = D" satisfaz M*u(x) < 0 em By, \Bj para todo o > ov.

Sua demonstracao pode ser encontrada no apéndice do artigo (CAFFARELLI; SILVES-
TRE, 2011b).
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Importancia social

Neste trabalho, estudamos propriedades qualitativas de solucdes de equacdes Integro-
Diferenciais gerais. O representante candnico das equacgdes que iremos considerar envolve o
Laplaciano Fraciondrio. O estudo de problemas desse tipo € motivado fortemente por suas
aplicagdes em diversas dreas da ciéncia, como na drea de Processamento de Imagens para detectar
contornos de objetos na Fisica Quantica com o movimento Browniano e, em especial, na drea da
Economia para modelar o preco de agdes do mercado financeiro, o qual pode admitir grandes
saltos em seus valores. Nesse contexto, esta dissertagcdo € dedicada a entender de forma precisa o

comportamento de fungdes que modelam estes fendmenos.
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