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RESMO

A solucdo de um problema quéantico de muitos corpos requer para casos praticos a adogdo de um
conjunto de aproximacdes. Entre aquelas que sdo adotadas, por exemplo, no contexto de calculos
baseados na Teoria do Funcional da Densidade (dependente e independente do tempo), Hartree-
Fock e pds-Hartree-Focck se destaca a de Born-Oppenheimer como um primeiro degrau no
processo de simplificacdo e resolugdo do problema. Neste trabalho de conclusdo de curso
abordaremos detalhadamente essa aproximacdo e a colocaremos no contexto da mecénica
quantica, desde a equacdes de Schroedinger de uma Unica particula até o problema mecanico

quantico de um sistema de vérias particulas.
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ABSTRACT

The solution of a quantum many-body problem requires, for practical cases, the adoption of a set
of approximations. Among these, for example, in the context of calculations based on the
Density Functional Theory (both time-dependent and independent), Hartree-Fock and post-
Hartree-Fock, the Born-Oppenheimer approximation stands out as a first step in simplifying the
process and solving problem. In this course conclusion work, we will discuss this approximation
in detail, and place it within the context of quantum mechanics, starting from the Schroedinger
equations for a single particle and extending to the quantum mechanical problem of a system

comprising multiple particles.

Keywords:
Quantum Mechanics, many-body quantum problem, Born-Oppenheimer approximation
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1. INTRODUCAO

No inicio do século XX, os cientistas estavam comecando a descobrir que os
comportamentos das particulas atomicas e subatdomicas ndo podiam ser explicados pelas leis da
Fisica Cléssica [1]. Nesse sentido, Max Planck em 1901 introduziu o conceito de quantizacao da
energia para explicar o comportamento da radiagao térmica e formulou a lei da radiagdao do corpo
negro. Albert Einstein em 1905, por sua vez, contribuiu com a teoria dos fotons para explicar o
efeito fotoelétrico. A descoberta de que a energia estava quantizada e que a matéria exibia um
comportamento dual onda-particula (teoria de De Broglie) estabeleceu as bases para o problema
quantico de um unico corpo através da equacdo de Schroedinger em 1926, uma equacao
fundamental para a Mecanica Quantica, assim como as equagdes de Maxwell sdo para o
Eletromagnetismo. A Mecanica Quantica de Schroedinger permitiu descrever o comportamento
dos atomos de modo geral, em especial, &tomos com um tUnico elétron ou hidrogendides e foi um
passo fundamental para descricdo adequada da matéria.

A aplicagdo da equacao de Schroedinger para estudar sistemas com muitas particulas
trouxe desafios significativos, pois a interacdo entre particulas ¢ um problema complexo e por
consequéncia a solugdo da equacdo nio poderia mais ser resolvida de forma analitica. A teoria de
perturbagdo [6] e as técnicas de aproximacgdo variacional [6] se tornaram essenciais para lidar
com sistemas complexos de muitos corpos interagentes, permitindo estimar propriedades
observaveis de energias em sistemas quanticos.

Nesse contexto também surgiu a aproximacdo de Born-Oppenheimer em 1927 que
desempenha um papel fundamental na resolucdo de problemas envolvendo muitos corpos
interagentes [3]. Ela ¢ um primeiro nivel de aproximacao adotado pelos métodos de calculo de
estrutura eletronica de moléculas e dos solidos que sdo bastante conhecidos pela comunidade de
Fisica e Quimica Quantica Computacional, como os baseados na Teoria do funcional de
densidade (DFT), modelos do tipo Hartee-Fock HF e p6s HF.

Em sintese, a aproximagdo de Born-Oppenheimer permite simplificar a descri¢gdo do
comportamento de particulas em um sistema complexo, considerando a separagdo entre as
variaveis eletrOnicas e nucleares. Isto €, ocorre uma separagdo do Hamiltoniano do sistema,
separando o movimento nuclear do eletronico. Seus efeitos dependem da propriedade do sistema
em estudo. Por exemplo, essa aproximag¢do muda o valor da energia do estado tripleto da
molécula de metileno por um fator de 40 cm™, o que ¢ relativamente pequeno quando comparado
a escala de energia de ligagdes moleculares, mas relevante para escala de energia de medidas de

espectroscopia.



O principal objetivo desse trabalho de conclusdo de curso ¢ descrever a aproximagao de
Born-Oppenheimer e mostrar a sua fun¢do no estudo de sistemas quanticos de muitas particulas
interagentes. Para cumprir esse objetivo, o texto a seguir foi dividido em trés se¢des. A parte
seguinte descreve como chegar ao problema quantico de um sistema de uma tnica particula
como o de um elétron no 4&tomo de hidrogénio. A segunda se¢do generaliza o problema de unica
particula para um problema quantico de um sistema de varias particulas interagentes. Na terceira
se¢do ¢ realizada a descricdo detalhada da aproximagdo de Born-Oppenheimer. Por fim, sdo
apresentadas as conclusdes. Existe ainda alguns apéndices descrevendo algumas demonstracdes

que foram evitadas no texto principal.

2. 0 PROBLEMA MECANICO QUANTICO DE UM SISTEMA DE UMA PARTICULA

Novos conceitos, ideias e ferramentas de calculo foram introduzidos a partir do
desenvolvimento da Mecanica Quantica. Por exemplo, para a descri¢ao das propriedades de uma
particula de massa m que se move ao longo de uma dire¢ao “x” e esta sujeita a um potencial
V(x,t) € preciso encontrar a fun¢do de onda associada a particula em questdo, representada por

Y(x,t), que ¢ obtida ao resolvermos a equacdo diferencial denominada de equacdo de

Schroedinger [3].

L 0P(Y) _ R% 9PW(xt)

lh—at ==z T Vix,t)¥(x,t) (1.0)
onde i é a unidade imaginaria (i> = —1) e h ¢ a constante de Planck reduzida (h/2m).

A fungdo de onda ¢ o que caracteriza a particula em um dado estado. Max Born inseriu
uma interpretacdo para a fung¢do de onda € que para o quadrado do modulo da fungdo de onda,
isto é, |W(x, t)|?, que se relaciona com a densidade de probabilidade, logo, a probabilidade seria
dada entdo por:|W(x, t)|?dx, a qual seria, basicamente, a chance de se encontrar a particula em
um comprimento “dx”.

[P
t

Nos casos em que a energia potencial ¢ independente de “¢’, a equacdo diferencial
parcial (1) pode ser transformada em duas equagdes diferenciais ordindrias usando o método de

separagdo de varidveis (ver apéndice A). Assim, a equagao (1.0) se transforma em:

dot) _ iE



IV Ly (x) = Ep(x) (1.2)

2m 0x?

Sendo ¢ a varidvel de tempo e E a energia do sistema.
A equagdo (1.1) é a parte dependente do tempo da equacdo de Schroedinger cuja
solucdo ¢é da forma:

@(t) = eIE/D) (1.3)

Por outro lado, a equacdo (1.2) para ser resolvida depende da forma de V(x). Ela ¢
chamada de equagao de Schroedinger independente do tempo. Pode-se reescrevé-la de forma
mais conveniente, para isso considere a energia total, isto €, cinética mais potencial, representada

na forma de uma Hamiltoniana, isto é:

H(xp) =L+ V() (1.4)

onde o operador Hamiltoniano correspondente ¢ obtido pela substituigdo candnica p —
ih(9/0x) ou

A=-L2 4v@ (1.5)

Assim, a equagdo de Schroedinger independente do tempo (1.2) pode ser reescrita na

forma seguinte:

Hy(x) = E(x) (1.6)

Essa ¢ uma equagao de autovalores (E) e autovetores 1/(x) que podem ser determinadas

de forma algébrica (Ver apéndice B).

Podemos reescrever o problema descrito acima para uma particula sujeita a um
potencial tridimensional. Isto é, seja agora V(¥) onde # = x i+y j+z k é o vetor de posigdo da

A

particula. O operador Hamiltoniano ficara (sera omitido o

1
H= ﬁ(pxz + pyz + pzz) +V(xy, 2) (2.0)

para simplificar a notacao):

onde podemos designar

h h o
px__- 'py Lay pz_-z (2-1)

ou



p=-V (2.2)
assim a equacao de Schroedinger fica:

_%vzlp(x, v,z)+V(x,y,2)¥(x,y,2z) = EY(x,y,z) (2.3)

onde
Vi=—+-—5+— (2.4)

¢ o operador Laplaciano em coordenadas cartesianas.

Percebe-se que a energia potencial V e a fungdo de onda W sdo agora funcdes em trés
dimensdes, logo a probabilidade de se encontrar a particula no volume infinitesimal d*7# =

dx dy dz é |¥|*d37 e sua condi¢do de normalizagio é escrita por:
[1w]Ra3r =1 (2.5)

Se o potencial independe do tempo existe entdo um conjunto completo de estados
estacionarios que ¢ dado por

¥y (F, t) =yYn (F)e_iEnt/h (2.6)

nos quais a funcdo de onda espacial i, satisfaz a equagdo de Schroedinger independente do
tempo.

Uma das aplicagdes mais importantes da Mecanica Quantica de Schroedinger como
descrito anteriormente ¢ na obtencdo das energias e das fun¢des de onda do elétron no dtomo de
hidrogénio ou sistemas hidrogenoides. Os 4tomos hidrogenoides sdo atomos formados a partir de
um nucleo e somente um elétron, por isso apresentam comportamento quimico semelhante ao
atomo de hidrogénio. Solugdes analiticas da equagdo de Schroedinger sdo obtidas somente nesse
caso e isso se deve em parte ao fato do potencial elétron-nucleo ter simetria esférica, isto ¢
e? 1

V(r) =—
) dmtegr

Além disso, ¢ possivel utilizar a técnicas de massa reduzida, isto ¢, o dtomo real ¢
substituido por um atomo no qual o nucleo ¢ infinitamente massivo ¢ o elétron tem massa

reduzida u dada por:

- ()
M_m+Mm
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onde “m” ¢ a massa real do elétron e M ¢ a massa real do nucleo. O elétron de massa reduzida
move-se em torno do nucleo infinitamente massivo com a mesma separagao elétron-ntcleo do
atomo real. Como o ntucleo ¢ infinitamente massivo deve permanecer estacionario, basta tratar

somente 0 movimento do elétron de massa reduzida.

3. O PROBLEMA MECANICO QUANTICO DE UM SISTEMA DE MUITAS
PARTICULAS

Os atomos multieletronicos, as moléculas e os s6lidos possuem um grande nimero de
particulas que interagem e podem ser descritos como sistemas compostos por N elétrons e M
nucleos. Para eles a equacdo de Schroedinger independente do tempo pode ser escrita na seguinte
forma [4]:

H¥(Ry, ..., Rui s ooy Py) = EW(Ry, oo, Ragi Py s Ty) (3.0)

= . .
onde a fun¢do de onda depende das coordenadas nucleares R, das coordenadas espaciais 7 dos
elétrons. Sendo assim, o operador Hamiltoniano ndo relativistico para um sistema composto por

varios corpos interagentes ¢:

—h? szl

_21

e%z; e? e?7Z;

Y o S G4

V27 Z
i

2

- Zl m; JIR; rl|

Os dois primeiros termos da equagdo acima referenciam o operador energia cinética dos
nucleos e dos elétrons, e os trés ultimos termos sdo referentes a energia potencial como
consequéncia das interagdes eletrostaticas entre elétron-ntcleo, elétron-elétron e nucleo-nucleo.
A resolu¢ao de um problema cujo Hamiltoniano tem a forma da equagdo (3.1) pode envolver
uma série de aproximagdes. Uma primeira dessas aproximagdes quando se aplica os métodos de
calculos baseados na Teoria do Funcional da Densidade, de Hartree-Fock ou Pés-Hartree-Fock ¢

a denomina de aproximag¢ao de Born-Oppenheimer [4-7].

4. APROXIMACAO DE BORN-OPPENHEIMER

Ao se estudar as propriedades quanticas de solidos e moléculas, ¢ preciso considerarmos
sistemas compostos de varias particulas que interagem entre si. O maior desafio na resolugao de

11



problemas desse tipo ¢ o fato de as coordenadas espaciais eletronicas e nucleares estarem
acopladas, logo dependentes entre si, na fungao de onda ‘P(ﬁj, 7;). Para contornar esse problema,
pode-se adotar a aproximacao de Born-Oppenheimer.

No primeiro momento, deve-se observar que nos sistemas em questdo a escala de
tempo associada ao movimento nuclear ¢ muito menor do que a escala de tempo associada ao
movimento eletronico. Isso é devido, principalmente, ao fato de que a massa dos nucleos
atdmicos serem muito maiores que a massa dos elétrons. Assim, os elétrons respondem quase
que instantaneamente a quaisquer deslocamentos nucleares. Sao estes os principais argumentos
da Aproximagao de Born-Oppenheimer, na qual ¢ dito que, sob determinadas condigdes, a
influéncia perturbatéria do movimento nuclear sobre a fun¢do de onda dos elétrons deve ser
minima. Do ponto de vista matematico, ¢ o equivalente a dizer que no lugar de se resolver
problemas para as varias particulas simultaneamente (elétrons e nucleos), ¢ possivel considerar
os nucleos como pontos fixos e resolver, entdo, a equacao de Schroedinger para um sistema
eletronico sob o potencial estatico desses nticleos. Essas afirmagdes serdo provadas a seguir.

Considere o hamiltoniano (3.6) escrito na forma de seus respectivos operadores:

A=T;+T:+V{F#@R) (4.0)
onde

]7(?' ﬁ) = Ve + Vee + Uy
e para simplificar a notagao, R descreve o conjunto das coordenadas nucleares € 7 o conjunto de
coordenadas eletronicas.

Podemos entdo reescrever a equagao (4.0) na seguinte forma:
H=H,+Tz 4.1)

onde

A~ A~ A~

He=TF+ eN+I7;3e+ NN

Considerando os nucleos com posigdes fixas, o operador de energia cinética nuclear T

serd nulo e o problema (4.1) ¢ reduzido a:
Apn(R,7) = E.(R)pn(R7)

[A. — €a(R)] @n(R.7) =0 4.2)

12



onde o indice “n” indica todos os niimeros quanticos que caracterizam os estados do sistema.
. = ~ = .
Para cada estado n, a energia En(R) e a funcdo de onda <pn(R,r) dependem parametricamente

das coordenadas nucleares R.

Agora iremos supor que as autofun¢des da equagdo (4.2) sdo conhecidas. Dito isso

podemos propor uma solucio ‘P(ﬁ, ?) para o hamiltoniano A da equacdo (4.1) como uma

combinagdo linear de autoestados eletronicos ¢, (ﬁ, 7):
Y(R,7) = %, ®n(R) on(R,7) (4.3)

onde os coeficientes P, (ﬁ) da expansdo sdo fungdes apenas de R.
Agora, substitui-se a expansdo (4.3) em (4.1) e manipulando algebricamente essas

equagdes, mostra-se (Ver apéndice C):

(Tr + en(R) — E)Dy(R) = T A @ (R) (4.4)

onde
—~ 2 = N x (D 2\% D 2\ 92
Ron = Zilf;—if o (R, #)Vz0n(R,7)d7V5 — [ @i(R, 7#)Tzpn(R,7)d? (4.5)

¢ denominado de operador de acoplamento nao-adiabatico. Quando se considera apenas os
termos m = n, a aproximagdo ¢ dita adiabatica e o primeiro termo de (4.5) ¢ nulo. O segundo

termo ¢ chamado de corre¢do diagonal de (4.4), tal que podemos reescrevé-la da forma:
[Tz + &a(R) + [ 0(R.7) Tgon(R,7)d7]|®n(R) = E®n(R) (4.6)

O trabalho de Born-Oppenheimer consistiu em mostrar que o termo de correcdo
diagonal ¢ menor do que a energia cinética eletronica presente no termo &, (1_?)) por um fator de
% =~ 107*[8]. Esse termo de corre¢io estima o erro introduzido na equacio (4.4) ao desprezar a

energia cinética nuclear.
Considerando que o efeito perturbativo do movimento nuclear sobre a funcao de onda

eletronica pode ser desprezada, a equagao (4.4) se transforma em:

13



[T5 + &n(R)]|®py(R) = Eny®py(R) 4.7)

Esta ¢ a equagdo de Schroedinger para a determinagdo da dindmica nuclear. Os subindices n e v
sdo para dar conta de que para cada configuracdo eletronica diferente tem-se, também, um
arranjo nuclear diferente. As solugdes &, (ﬁ) obtidas fornecem as superficies de energia potencial
para a qual os nucleos se movem.

Considerando a aproximagdo de Born-Oppenheimer o hamiltoniano eletronico se

escreve:
He =Ti+ Vey + Uge + Vyy (4.8)
Com Vy sendo uma constante e a coordenada R de Von € fixa.

Em uma andlise da teoria de perturbacdo da Aproximacdo de Born-Oppenheimer, a
corregdo de primeira ordem para a energia eletronica de Born-Oppenheimer devido ao
movimento nuclear ¢ a corregdo diagonal de Born-Oppenheimer (BODC- Born-Oppenheimer

diagonal correction), isto €:
Escop = (W( B)|Tulw (7 R)) (4.9)

que pode ser aplicado a qualquer estado eletrdnico 1/)(?; ﬁ)

O BODC também ¢ conhecido como ‘“correcdo adiabatica.” Uma das primeiras
investigacdes sistematicas deste efeito foi realizada por Handy, Yamaguchi e Schaefer em 1986
[9]. Uma descoberta interessante foi que o BODC altera a divisao singleto-tripleto em metileno

1

por 40 cm™ -, o que € pequeno em uma escala de energia quimica, mas muito relevante para uma

escala de energia espectroscopica.

5. CONCLUSOES

Como visto, a aproximacdo de Born-Oppenheimer ¢ adotada em um primeiro nivel de
simplificagdo para a resolugao do problema quantico de muitos corpos que consiste na separagao
do movimento nuclear do eletronico. Os varios métodos de calculo de estrutura eletronica

baseados na Teoria do Funcional da Densidade, Hartree-Fock e pos-Hartree Fock, dependem
14



dessa aproximacdo. Essa aproximacgdo €, portanto, bastante utilizada, e ainda estudada, por
cientistas dos variados campos da fisica e quimica para avaliar seus efeitos. Espera-se que esse
material desenvolvido neste trabalho de conclusdo de curso contribua para o entendimento da
aproximacao de Born-Oppenheimer e em que contexto do problema quantico de muitos corpos

ela ¢ adotada, como, por exemplo, calculos de estrutura eletronica baseados em DFT.

APENDICE A: Separacio da equacio de Schroedinger em dependente do tempo e

independente do tempo.

Partindo da equacao (1.0).

L N A 4

ih— _—

at  2m 9x?

+VY (A.1)

Para determinado potencial V(x,t). Agora, adotando V independente de t. Resolvemos a
equagao A.1 pelo método da separagao de varidveis, buscando solugdes que sao produtos simples

na forma de:

Y(xt) =9Ppx)e(t) (A.2)

Onde ¥ (psi mintsculo) ¢ uma fun¢do apenas de x e ¢ (fi) ¢ uma funcdo somente de t. Para

solugdes separaveis temos:

ov _ ,de 3 _ &Y
Fr ¥ a € o e ? (A3)
Substituindo A.3 em A.1 ficamos com:
byl - _ 1o
ihy = amae T Ve (A.4)
Dividindo ambos os lados de (A.4) por Y, temos:
hide o I10W (A5)

@ dt  2m dx?

Note que o lado esquerdo ¢ uma fungdo apenas de t e o lado direito ¢ uma funcdo apenas de x.
Igualando ambos os lados a uma constante, que chamaremos de E, temos que:

15



lhaa =F
Ou ainda
dp _ _IE
s (A.6)
e
—h% (1) %Y (x
WOV |,y
2m () Ox
ou ainda
RO |y
p—— +VyY =Ey (A7)

APENDICE B: Autovalores e autovetores.

Em um espago vetorial complexo, todas as transformagdes lineares possuem vetores “especiais”
como esses, os quais sdo transformados em multiplos escalares deles mesmos, isto é:

Tla) = A|a) (B.2)
Sendo T o operador, |a) os autovetores e o nimero complexo A seu autovalor. Para qualquer
multiplo, ndo zero, de um autovetor este ainda € o mesmo autovetor com o mesmo autovalor. Em
relacdo a uma determinada base, a equagdo de autovetores assume a forma matricial, isto é:

Ta = Aa (B.2)

Para a nao zero, podemos escrever:

(T—AHa =0 (B.3)
Como, por suposi¢do, a € ndo zero, a matriz (T — AI) deve, de fato, ser singular. O que significa

que o determinante sera zero.

Tll - A T12 aen Tln
det(M—AD=| Ta  Taa=4 T =9 (B.4)
Tml Tmz Tmn -4

A expansdo do determinante produz uma equacao algébrica para A:

CoA" + Cp AV 14+ CLA+Cy =0 (B.5)

16



No qual os coeficientes C; dependem dos elementos T. Isso ¢ chamado de equagdo caracteristica
para a matriz, suas solucdes determinam os autovalores. Note que por ser de ordem n, e pelo

teorema fundamental da algebra, possui n raizes complexas.

APENDICE C: Demonstracio da equagio (4.4)

Usando a expansao

Y(R,7) = L, 0n(R) 0n(R,7) (C.1)
como autofungdo para o operador
A=H,+Tz (C.2)
temos que:
AY(R,7) = E¥(R,7)
ou

Zn(Tﬁ + ﬁe)q)n(ﬁ) @n(ﬁ' 7—:) =EX¥n q)n(ﬁ) ‘pn(ﬁ' ?) (C3)

Nesse momento admitiremos a seguinte simplifica¢do, @, (ﬁ) wn(ﬁ, 17) — &, ¢,, de modo que:

h? . —~
_WZ{V%(CDn(pn)} + Z H, @, 0 = EZ D, @p
n n n

2 (Var, = . R
) {MR [(‘anﬁq)n) + (cbnvﬁ(pn)]} + E H,®pp, =E E D, op
- L
l n n

h? - = - _
=D i D on(T0) + 2T () + u(Tap)} + D Putap =Y 0
i T n n

onde foi usada a regra de diferencial do produto e, a partir da segunda linha, o fato de H, estar
presente somente nas autofungdes eletronicas. Ao multiplicarmos a ultima expressao em por @,
integrando sobre todas as coordenadas eletronicas e considerando [ @@, dr = 8y, €ncontra-se

o seguinte conjunto de equagdes:
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(Tr + n(R) — E)®p(R) = TnApn®r(R) (C.4)
Na qual o operador A,,,, d4 origem ao que se chama acoplamento nio-adiabatico:
—~ 2 = N\ =\ = « (2 A = 5\ o

A, = Zl;;—lf (R, 7) V20, (R, 7)d7Vz — [ o (R, #)Tz0n (R, 7#)d7 (C.5)

Nessa expressdo, o primeiro termo atua como um misturados dos diferentes autoestados
eletronicos ¢, € ¢,, o que da origem a transi¢gdes nao-radiativas, como as originadas por

acoplamento eletron-fonon.
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