Gustavo Alves de Menezes

EFEITOS DA FORMA DO PULSO NO
ESPALHAMENTO THOMSON NAO LINEAR

Sao Cristévao-SE

Dezembro de 2023






Gustavo Alves de Menezes

EFEITOS DA FORMA DO PULSO NO ESPALHAMENTO
THOMSON NAO LINEAR

Trabalho de Conclusdo de Curso apresentado a
Universidade Federal de Sergipe como requisito
para obtenc¢do do titulo de Bacharel em Fisica.

Universidade Federal de Sergipe — UFS
Centro de Ciéncias Exatas e Tecnologia

Graduagdo em Fisica

Orientador: Prof. Dr. Stoian Zlatev

Sao Cristovao-SE

Dezembro de 2023



Gustavo Alves de Menezes

EFEITOS DA FORMA DO PULSO NO ESPALHAMENTO
THOMSON NAO LINEAR

Trabalho de Conclusao de Curso apresentado a
Universidade Federal de Sergipe como requisito
para obteng¢do do titulo de Bacharel em Fisica.

Prof. Dr. Stoian Zlatev
Orientador

Prof. Dr. Mario Everaldo de Souza
Convidado 1

Prof. Dr. Washington Figueiredo
Convidado 2

Prof. Dr. Milan Lalic
Convidado 3

Sao Cristévao-SE
Dezembro de 2023



RESUMO

Desde o advento da tecnologia laser na década de 60, a fronteira Classica-Quantica da Fisica vem
cada vez mais chamando a atencdo de especialistas de diversas dreas do conhecimento humano. O
espalhamento Compton nao linear e seu equivalente de baixa energia, o espalhamento Thomson
ndo linear, sdo fendmenos caracteristicos desse regime que descrevem a emissao de um féton apos
a interacdo de um elétron com um um pulso eletromagnético de alta intensidade e curta duragao.
Neste trabalho, estudamos a influéncia do formato desses pulsos no espectro de frequéncias e
probabilidades de transi¢do do féton emitido através de um formalismo hibrido entre a Teoria
Quantica de Campos e a Eletrodinamica Cléssica. Sdo observados deslocamentos de frequéncias
harmonicas e o aparecimento de padrdes tnicos de ressonancia para diferentes duragdes efetivas
e formas dos pulsos, o que implica fortemente a efetividade do uso de modulacao nesses feixes
Oticos para criacdo de diferentes cendrios experimentais na espectroscopia atomica e na fisica de
particulas como um todo. Palavras-chave: Espalhamento. Thomson. Compton. Eletrodindmica.

Quantica. Pulso.






ABSTRACT

Ever since the advent of laser technology in the 60s, the Quantum-Classical frontier has con-
tinuously drawn much attention from experts in diverse areas of human knowledge. Nonlinear
Compton scattering, and its low energy equivalent, nonlinear Thomson scattering, are character-
istic phenomena in this regime that describe the emission of a photon as result of the interaction
between an electron and a high intensity electromagnetic pulse of short duration. In this work,
we study the influence of the pulse shape on the frequency spectrum and transition probability of
the emmited photon through a hybrid formalism between Quantum Field Theory and Classical
Electrodynamics. We observe displacements of the harmonic frequency lines and the appearance
of unique ressonance patterns for the different effective duractions and shapes of the pulses,
which heavily imply the effectiveness of modulation on these optical beams in order to create

different experimental scenarios on atomic spectroscopy and particle physics as a whole.

Keywords: Scattering. Thomson. Compton. Electrodynamics. Quantum. Pulse.
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1 INTRODUCAO

Um dos maiores desafios da fisica contemporanea é certamente conciliar o regime
classico com o quantico. Nessa regido fronteiriga, lasers, pulsos eletromagnéticos de curtissima
duracdo e altissima intensidade, sdo frequentemente usados em estudos de espectroscopia
atdmica, espalhamento de particulas, criacdo de pares, entre outros. Desses processos, um que
vem chamando bastante atencdo nos ultimos anos devido ao nimero de artigos publicados € o do
espalhamento Compton ndo linear (ver, por exemplo (FEDOTOV et al., 2022; PIAZZA et al.,
2012; EHLOTZKY; KRAJEWSKA; KAMINSKI, 2009)).

Tradicionalmente, o espalhamento Compton (discutido em inimeros livros textos de
TQC, como por exemplo (SREDNICKI, 2007)) consiste no espalhamento de um féton apds
a interacdo com uma particula eletricamente carregada, geralmente um elétron. E comumente
analisado no referencial de repouso da particula carregada, onde se observa uma alteracao na
frequéncia e direcdo da radiacdo incidente acompanhado de um recuo da particula. No limite de
baixas energias, denominado espalhamento Thomson (ver, por exemplo, (SREDNICKI, 2007)),
o recuo do elétron € praticamente inexistente e o processo se torna completamente eldstico. Isso
se da para fotons de comprimento de onda A muito maiores que o comprimento de onda de
Compton \¢ = # (SREDNICKI, 2007), onde m é a massa do elétron, h € a constante de
Planck e c € a velocidade da luz no vicuo.

No contexto ndo linear, para um elétron de carga e negativa, o produto do processo € o
mesmo mas o féton inicial é substituido por um feixe coerente de muitos fotons, geralmente na
forma de um pulso curto e intenso, o que torna a probabilidade de espalhamento dependente
de forma nao linear da amplitude adimensional (NAROZHNYT; FOFANOV, 1996; BOCA;
FLORESCU, 2009)

ag = @, (1.1)

mc
onde a € a amplitude maxima do quadripotencial eletromagnético externo A*. A dependéncia se
torna significativa para valores de ay > 1, dando origem a efeitos relativisticos (PIAZZA et al.,

2012).

Considerando um elétron em repouso, ay ~ 1 corresponde a uma intensidade do pulso
eletromagnético da ordem de 10*® W/cm? (NAROZHNYI; FOFANOV, 1996). Com o advento de
métodos de criacdo de pulsos eletromagnéticos ultracurtos como CPA (Chirped Pulse Amplifica-
tion) (STRICKLAND; MOUROU, 1985), a intensidade de lasers 6ticos vem crescendo cada vez
mais, atualmente chegando em 1023 W/cm? (YOON et al., 2021). Nesse cendrio, experimentos
recentes (ver, por exemplo, as inimeras referéncias de (FEDOTOV et al., 2022)) vem testando
efeitos previstos por trabalhos tedricos na drea ao longo das décadas, grande parte ainda na

década de 60, inspirados pela prépria criacao do laser (FEDOTOV et al., 2022). No inicio, foram
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usadas ondas monocromaticas para representar 0s campos externos, como nos trabalhos pioneiros
de (BROWN; KIBBLE, 1964) e (NIKISHOV; RITUS, 1964), devido a facilidade analitica do
calculo de observaveis, sendo possivel tratar o campo externo de forma exata (FEDOTOV et al.,
2022).

Nas décadas recentes, o foco foi posto em modelos mais realistas de lasers, enfim tratando
pulsos finitos, grande parte através de métodos de integracao numérica (BOCA; FLORESCU,
2009; HARVEY; ILDERTON; KING, 2015; KING, 2021), mas também havendo discussdes
de métodos analiticos em regimes perturbativos (DINU, 2013; SEIPT et al., 2016). Uma das
principais abordagens utilizam pulsos descritos por ondas monocrométicas moduladas por
envelopes, fungdes que se extinguem rapidamente e dao ao pulso um cardter aproximadamente
monocromatico ao longo da sua curta duracdo (ver, por exemplo, (HEINZL; SEIPT; KAMPFER,
2010; HARVEY et al., 2012; ANGIOI; MACKENROTH; PIAZZA, 2016)).

Na linguagem da Eletrodinamica Quantica, o espalhamento Compton € tratado para
campos eletromagnéticos de baixa intensidade através da teoria de perturbacdo de segunda
ordem, sendo um dos primeiros resultados relevantes desse formalismo (SREDNICKI, 2007).
Para campos externos fortes, um formalismo hibrido é geralmente utilizado onde o elétron
€ fruto de um campo quantizado que interage com o campo externo cldssico. Além disso, a
emissdo fotonica ao final do processo € descrita pela interacdo do campo eletrénico e do campo
eletromagnético quantizado (BOCA; FLORESCU, 2010). Dessa forma, o campo eletronico
serve como um mediador entre os dois campos eletromagnéticos, ndo havendo interagdes diretas
entres esses campos. Na figura 1, temos a esquerda o diagrama de Feynman de primeira ordem
para o processo, onde as linhas cheias duplicadas simbolizam os elétrons no campo externo e o
féton é representado pela tradicional linha ondulada. A direita, esse diagrama é reinterpretado
como a soma de ¢ diagramas, onde ¢ é o nimero de fétons absorvidos pelo elétron (linha cheia

simples).

Nesse contexto, o presente trabalho pretende utilizar a Teoria Quantica de Campos para
descrever, de maneira analitica, o efeito da forma de dois tipos de envelope no espalhamento
Thomson. A fim de simplificar os célculos, ignoramos efeitos espinorais e tratamos como
particula carregada um elétron de spin zero, aqui denominado de selétron (SREDNICKI, 2007),
representado por um campo quantizado de Klein-Gordon (ver, por exemplo, (SREDNICKI,
2007)). Além disso, vamos tratar o caso especifico de retroespalhamento, onde o fé6ton emitido

viaja na direcao contréria a do pulso.

Os capitulos 2 e 3 abordam fundamentos tedricos da Teoria Quantica de Campos e da
Eletrodindmica Quantica de Campos Fortes, enquanto os capitulos 4 e 5 sdo reservados para o

desenvolvimento dos cdlculos e resultados da espectroscopia do processo.

Por dltimo, grande parte das convencdes notacionais segue as apresentadas em (SRED-
NICKI, 2007). O tensor métrico de Minkowski é da forma ¢g"* = diag(—1, 1,1, 1) e o produto

interno no espaco de Minkowski entre dois quadrivetores quaisquer z* e y* é muitas vezes
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Figura 1 — Diagrama de Feynman de primeira ordem do processo.
Fonte: (HEINZL; SEIPT; KAMPFER, 2010).

representado por zy == z,y". Enquanto isso, trivetores espaciais sdo representados por letras nao
italicizadas em negrito v = (v', v?, v®). Ademais, sdo utilizadas as unidades naturais: i = ¢ = 1,
onde h = % ¢ a constante reduzida de Planck. Nesse contexto, a carga elétrica e < (0 é uma
grandeza negativa determinada pela constante de estrutura fina o = % ~ % Ocasionalmente, o
simbolo e também representa o nimero de Euler e ~ 2.71828, porém a distin¢ao se torna nitida

devido ao contexto.
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2 FUNDAMENTOS TEORICOS

A primeira se¢do deste capitulo trata o formalismo covariante do campo eletromagnético,
discutido em varios livros (por exemplo, (LANDAU; LIFSHITZ, 1980)) e de grande familiaridade
entre os fisicos. Apesar de bastante conhecido, sua inser¢do neste trabalho € util para a introdug@o

de parte da notacao que serd usada ao longo do texto.

2.1 ONDAS ELETROMAGNETICAS PLANAS

Na teoria da relatividade restrita, o campo eletromagnético cldssico € tradicionalmente
posto em uma forma covariante em relacao as transformacgdes de Lorentz (LANDAU; LIFSHITZ,

1980) através do uso do quadripotencial eletromagnético A*, dado pelas relagdes:

E:-VAO—%
ot’

B=V xA.
O rotacional quadrimensional do quadripotencial, o chamado tensor eletromagnético

F,, = 0,4, —0,A

vl

nos permite escrever as equagdes de Maxwell na forma covariante:

B = —J7, 2.1)
8, F,p+ 0,F,, +8,F,, =0, 2.2)

onde J# é a quadricorrente geradora do campo. Dada uma funcio escalar qualquer A, depen-
dente apenas das coordenadas z, € possivel perceber que os campos E e B sdo invariantes a

transformacoes da forma
A, — A, + 0.

Essa liberdade é chamada de invariancia de calibre. A fim de eliminarmos essa redundancia,
"fixamos o calibre", ou seja, escolhemos A de forma a determinarmos A* de maneira univoca.
Por exemplo, no calibre de Lorenz, escolhemos A de forma que a quadridivergéncia de A* seja
nula:

0, A" = 0. (2.3)

Dessa maneira, expandindo a equacdo (2.1), notamos que as componentes do quadripotencial

passam a obedecer as equagdes de onda ndo homogéneas:

H M A = —J”. (2.4)
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Na auséncia de interacdes (J# = 0), qualquer solugdo das equagdes diferenciais lineares
acima pode ser decomposta em uma combinag¢do linear dos modos de vibragdo do sistema. Esses
modos sao compostos por ondas planas monocrométicas de quadrimomento £*, ou seja, senoides
que dependem das coordenadas apenas na forma invariante kx, onde k* obedece ao vinculo
relativistico:

k* = 0. (2.5)

Para cada valor de k£*, temos um modo normal de vibra¢do dado pela combinagao:

up(z) = 1™ 4 e, (2.6)

onde c; e ¢y sdo constantes arbitrarias.

Assim, uma solucgdo possivel das equacdes de Maxwell que obedece o calibre de Lorenz

€ o quadripotencial

3
AF = Z hetkr (2.7)
A=0

onde ¢; é novamente uma constante arbitraria e os quadrivetores de polariza¢do €y formam uma
base no espaco de Minkowski. Substituindo o quadripotencial A* em (2.3), temos a seguinte

relagcdo de ortogonalidade:
3
> ken=0. (2.8)
A=0

O vinculo acima elimina um grau de liberdade no espaco dos quadrivetores de polarizagao
possiveis do campo, mas néo os determina univocamente. Se fizermos a substituigdo € — €k +
csk* (para cg arbitrdrio), a equacdo (2.8) acima ainda € satisfeita devido ao vinculo relativistico
k? = 0. Percebemos entdo que ainda hd um grau de liberdade redundante, o qual podemos
eliminar ao escolhermos, por exemplo, A° = (. Essa restricdo somada ao calibre de Lorenz é

geralmente chamada de calibre de radiacdo. Como consequéncia, a equacgdo (2.8) se torna

3
> k-ex=0. (2.9)
A=0

Logo, s6 existem dois quadrivetores de polarizacdo independentes possiveis para uma dada onda

plana eletromagnética.

Para descrever a acdo de lasers, necessitamos de pulsos, ondas de duragao finita. Como
mencionado, qualquer pulso pode ser descrito como uma superposicao de infinitas ondas planas
monocromaticas. Alternativamente, pulsos de lasers podem ser aproximados por uma tnica onda
plana monocromética, modulada por um funcao ) que extingue a onda fora de um intervalo

T T

[—5, 5], onde 7 € a duragdo efetiva do pulso.

Em outras palavras, dada uma senoide de fase —kx, podemos formar um pulso finito ao

T T

multiplica-la por uma fungdo ¢ (—nx) de suporte compacto supp(v)) = [—5, 5] , onde

nt = —, (2.10)
w
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e w € a frequéncia caracteristica do pulso, dada por
w = [k|. (2.11)

Essa funcio, chamada de envelope, altera a forma da senoide no intervalo de duragdo do pulso,

sendo objeto de andlise desse trabalho, como veremos mais a frente.

2.2 SOLUGCOES DE VOLKOV

Sob a presenca de um quadripotencial eletromagnético externo qualquer A*(z), a equa-
cdo de Klein-Gordon toma a seguinte forma (BERESTETSKII; LIFSHITZ; PITAEVSKII, 1982):

(—D* +m?)¢ =0, 2.12)
onde ¢(z) é um campo cldssico de Klein-Gordon e D* é a derivada covariante:

Dt = o' —ie A", (2.13)

No caso de um campo externo de onda plana, o quadripotencial depende das coordenadas

espago-temporais na forma ¢ = —nax, onde n* € um quadrivetor do tipo luz:
n? = 0.

Além disso, o quadripotencial satisfaz a condi¢do de Lorenz (2.3):

= 0. (2.14)

Sem perda de generalidade, o termo constante em .A* pode ser ignorado e assim, temos a seguinte

relacdo de ortogonalidade:

nA = 0. (2.15)

Buscamos solucdes da forma:
Pp(Era) = 7" fi(£€), (2.16)
onde o quadrivetor p* est4d na camada de massa: p> = —m?. Essa equagio representa uma fungio

de onda de Klein-Gordon que é modificada por uma fase oriunda da interacdo com o campo
externo. Como condi¢do de contorno, a funcdo acima deve tender a uma fun¢do de onda de uma
particula livre de quadrimomento p* no limite £ — &j:

: . __ _*tipx
Jim ¢y (;2) = €4 (2.17)

O sinal positivo ou negativo indica se a solu¢do livre contém somente energias positivas ou

negativas, respectivamente.
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Substituindo (2.16) em (2.12) e fazendo uso de (2.14) e (2.15), temos:

dfp(=;

j:2z'npfp((]1€ 13 + (e A% F 2eAp) fo(£;€) = 0,

cuja solugdo é:
e2 A?

ol 6) = exp lnp/ de’ (—ep.A +5 )] , (2.18)

para , arbitrario. Para facilitar a notac¢do, definimos as fungdes F},(+; &) como
2 A2
Fo(£:6) — Fy(d:&) = — / d¢’ (—epA + 5 ) (2.19)

e assim, temos as chamadas solugdes (ou func¢des) de Volkov (VOLKOV, 1935):

¢p(E;z) = exp {j:ipx + Fo(£; —nx) — Fp(=; EO)] (2.20)

Tratando a equacdo de Klein Gordon (2.12) como uma equagdo de autovalor do operador
P = —{j0* no espago Hilbert de uma tnica particula (BERESTETSKII; LIFSHITZ; PITAEVS-
KII, 1982), podemos determinar as relagdes de conservacido do quadrimomento inicial p* do
selétron. Como exemplo ilustrativo (NIKISHOV; RITUS, 1964), tomemos o trivetor n paralelo
ao eixo z, A" linearmente polarizado ao longo do eixo = e A” = (. Nesse referencial especial,
a fungdo de Volkov é autofungio dos operadores P!, P? e da combinagdo —n, P* = P° — P3.
Isso implica na conservacdo dos respectivos autovalores p, p* e p° — p?, j4 que esses operado-
res comutam com o operador de Klein Gordon (2.12). A energia p° e 0 momento p?® nio sdo

individualmente conservados, o que € caracteristico da interacdo com um campo externo.

Por fim, as solugdes de Volkov sdo ortogonais sob o chamado produto interno de Klein-
Gordon (BOCA, 2011):

(0 (32), 0p (i 2)) = [ @0 g ('3 ) (00 + 26 Ao (x: )
= 2p°(27)* x5, 6 (p — D). (2.21)

Além disso, elas também sao completas no espaco de Hilbert sob 0 mesmo produto interno
(BOCA, 2011).

2.3 TEORIA DE CAMPOS

2.3.1 CAMPOS LIVRES

A densidade Lagrangiana de Klein-Gordon L. do selétron em um campo externo é da
seguinte forma (FRADKIN; GITMAN; SHVARTSMAN, 1991):

L.=—(D,®)*D'd — m*d*P. (2.22)
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Na equagdo acima, supomos que o campo externo seja livre e obedeca as equagcdes de Maxwell

na forma:

0, F" =0,

onde F* = o* A¥ — 0¥ A*. Em outras palavras, assumimos que ele ndo seja gerado por nenhuma
corrente oriunda do sistema analisado. Isso justifica a auséncia de um termo dependente de F*

para o campo externo na Lagrangiana.

Antecipando o caso quantico, vamos considerar os campos escalares ¢ e ®* como os
unicos campos dindmicos do sistema, tratando, apds a quantiza¢ao, 0 campo externo como um
campo classico. Desse modo, ap6s a habitual transformacgdo de Legendre, obtemos a densidade

Hamiltoniana:

He = I + ie A (II® — [1*0*) 4 &*(—D? + m?)®, (2.23)

onde

II = (Dy®)" = (0y + ieAy)P", (2.24)
¢ a densidade de momento candnico.

Para um dado instante ¢ = 2, o conjunto de fungdes de Volkov (2.20) é completo (BOCA,
2011) e podemos decompor o campo P e o seu conjugado complexo ®* em uma soma dessas
funcdes (FRADKIN; GITMAN; SHVARTSMAN, 1991). No caso de espalhamento, estamos
interessados, como condic¢des de contorno, o passado distante (! — —oo) e o futuro distante
(t — o0), onde assumimos que a particula ndo se encontra mais sob a influéncia do campo
externo. Nesses respectivos instantes temporais, temos &, = n’t — n - x — Foo, assumindo que
o trivetor x seja finito (BOCA, 2011).

Neste trabalho, representaremos as funcdes de Volkov por indices no lado inferior
esquerdo para as fungdes no passado (+¢p), € no lado superior esquerdo para o futuro (£¢p).
Novamente, a diferenca de sinais representa a diferenga no sinal da energia da funcao assintética

(2.17) que representa a particula livre no respectivo extremo temporal.

Impondo a relagdo de comutacdo candnica em tempos iguais
[®(x, 1), TI(x', )] = i6°(x — x'), (2.25)

obtemos, no instante t;, :== t — —o00, a seguinte expansao dos campos escalares (aqui chamados

de campos de Volkov) na representacdo de Schrodinger (¢ = 0):

O(x,0) = / 2])0d(2]:r)3 [ap (tin) + 6p (%, 0) + ) (tin) - dp(x, 0)] , (2.26)

(I)T(X, 0) - /2])(?(21;_)3 [GL(tin)+¢;(X7 0) + bp(tin)—¢;(xa O)} : (227)

~ . L. . . 2
Nas equagdes acima, p” estd implicitamente na camada de massa p° = \/m?2 + |p|”.
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A transicdo para a representacdo de Heisenberg € entdo feita através da transformagao
unitaria

O(z) = Ul(t,0)®(x,0)U.(t,0), (2.28)

onde U,(t,ty) é o operador de evolugdo temporal

Ue(t,to):T{exp{ /t at’ [ dHe )H (2.29)

Na expressdo acima, o operador de ordenamento temporal T (SREDNICKI, 2007) se faz necessa-
rio devido a dependéncia temporal explicita de H.. Assim, os campos de Volkov na representa¢ao

de Heisenberg sao:

/ 2p ap (in)+dp(2) + bz)ﬁn)—ﬁbp@)} ) (2.30)
(@) = / W al(inﬁ‘?;(?ﬁ) + bp(in)- g (2)] . 2.31)

ou, analogamente para tq, =t — 00:

/ 2p ap(0ut) *op () + b (0ut) dp(a)] (2.32)
/ 20(2 [af,(out)* 6 () + by (out) " ()] | (2.33)
onde* (FRADKIN; GITMAN; SHVARTSMAN, 1991)

ap(in) = Ul (tin, 0)ap (tin) Ue(tin, 0), (2.34)
ap(out) = Ul (teu, 0)ap (tou)Ue(tour; 0). (2.35)

Como se pode notar, podemos decompor o campo em funcao tanto de operadores de
aniquilacdo e criacdo que atuam no passado distante ou no futuro distante. Porém, utilizando as
relagdes de ortogonalidade (2.21), percebemos que operadores da mesma espécie em instantes

distintos diferem um do outro apenas por uma fase constante:

ap(out) = ap(in) lim exp{i[F5(+:¢) — Fp(+; =)}

bl (out) = bl (in) lim exp{—iFp(—:€) — Fy(—: —&)]}.

E—o0

Como veremos mais a frente, no calculo da probabilidade de transi¢do do processo, o termo
mensurdvel ndo € proporcional a amplitude em si, mas ao quadrado do seu médulo. Qualquer fase
constante C' proveniente desses operadores pode ser facilmente fatorada para fora da amplitude
St

Spi — 'S i

O andlogo vale para os operadores bp.
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sem interferir no valor do médulo da mesma. Podemos, desde j4, descartar essas fases adicionais.

Dessa maneira, temos uma representacdo vélida para os dois extremos temporais:

d*p . .
O(z) = / 2T [ap (i) dp(x) + B (in) dp(a)] (2.36)
o (z) = / 2];(23;)3 [l (in) g5 () + by (in) & (2)] (2.37)
onde

¢p(x) = explipz + iFp(§)],
Fo(§) = Fp(+; ).

Para facilitar ainda mais a notagao, a partir daqui, vamos omitir os indices "in" dos operadores de
aniquilacdo e criacdo dos campos de Volkov acima. Por dltimo, através da relacdo de comutagdo

candnica (2.25), obtemos as seguintes relacdes de comutagdo para esses operadores:

lap, ab| = 2p°(27)°6%(p — P), (2.38)
[bpr, B | = 20°(27)°6% (p — p'). (2.39)

Enquanto isso, o campo eletromagnético convencional segue a quantizac¢io no calibre de
radiacao (SREDNICKI, 2007):

A'=V.A=0,

’ o 8183 3 /
[A;(x,t), B;(x',t)] =i <5ij ~ % ) 9 (x — %),

resultando em:

H, = ; (B - A-(V?A)), (2.40)
A (gj‘) _ d3k Z [C)\ (GA)*eikx + (C)\)Te)\efikz} (241)
i 2k0(27)3 f— k\~u k) Su ’

onde os dois quadrivetores de polarizacao 5,1,, e ei sdo ortonormais

1 2

€. =0,

1 1w 2 2,
€,€ €,€ 1.

Além disso, k° obedece implicitamente k° = |k|. Finalmente, os operadores de aniquilagdo e

criacdo desse campo obedecem a seguinte relacdo de comutagao:

e, ()] = 2k°(27)% 050 0° (k — K. (2.42)
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2.3.2 INTERACAO

O sistema dindmico completo envolvendo o campo de Volkov e o campo eletromagnético

quantizado é descrito pela Hamiltoniana:
H{(t) = / d®x [He(t) + Hy + Hin(t)]. (2.43)

Na equagdo acima, H. descreve a dinamica do campo escalar e corresponde a densidade Hamil-
toniana (2.23). H., representa a parte livre (2.40) do campo eletromagnético quantizado e Hiy, a

parte de maior interesse, representa a interacao desse campo com o campo de Volkov.

Para simplificar o tratamento dessa ultima interagdo, utilizamos a chamada representacio
de Furry (FURRY, 1951), um caso particular da representacio de Dirac para campos quantizados
sob a acdo de um campo cldssico externo. Nessa representacdo, os campos escalares ® e <I>J[P
e o campo eletromagnético A correspondem aos respectivos operadores na representacdo de

Heinsenberg sem a presenca da interacao #p,:

Op(z) = Ul(t,0)0(x,0)U.(t,0), (2.44)
Al (z) = UI(t) A*(x,0)U, (t), (2.45)
onde
U, (t —ty) = exp[—i(t —to) /d% Hv].

A conexao entre a representacao de Heisenberg e a de Furry € dada pelas relacdes:

D(x,t) = ST(t,t0)Pr(x,t0)S(t, to), (2.46)
Al (x,t) = ST(t, 1) Ak (x,0)S(t, to). (2.47)
O operador S,
t
Aﬂam):T{@m{—i dfﬂmfwﬂ}, (2.48)
to
onde

Hinp(t) = UL(6)UL (¢, 0) Hin(0)Ue(t, 0)U, (1),
conduz a evolugdo temporal dos autoestados de momento na nova representacao.

A partir daqui, todos os operadores estardo implicitamente na representacdo de Furry, a

menos quando indicado. Logo, omitiremos os indices F'.

Antes de voltarmos ao formalismo Lagrangiano, uma udltima simplificacdo: impomos

que o campo externo também obedeca ao calibre de radiacao:
A'=V.-A=0. (2.49)

Consequentemente, a densidade de momento candnico (2.24) do campo de Volkov passa a ser

igual a densidade de momento cinético:

I = 9,d".
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Dessa forma, temos:
Hint = —Ling = —e A, J" + 2 A0, (2.50)

onde
Jh = —i o' Dro — (D), (2.51)

€ a quadricorrente de Noether (ver, por exemplo (SREDNICKI, 2007)) associada ao campo de
Volkov.
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3 ESPALHAMENTO

O caso de interesse envolve o espalhamento de um selétron, um elétron escalar, em um
campo externo de onda plana, tendo como resultado a emissao de um féton. Sem campo externo,
essa interacdo sO é possivel se pelo menos uma das trés particulas (selétron inicial, final ou
foton emitido) ndo estiver na camada de massa, ou seja, se a interagdo € uma subdivisdo de um
processo maior (SREDNICKI, 2007). Caso contrario, por simetria, poderiamos ter o processo
andlogo onde um selétron e um antiselétron sdo criados a partir de um féton de massa total 2m
(HEINZL; ILDERTON, 2008). Isso viola a lei da conservacdo de energia-momento. Na presenca
do campo externo, o mesmo fornece a energia necessaria para o processo (BERESTETSKII;
LIFSHITZ; PITAEVSKII, 1982).

Dado um estado inicial |i) e um estado final | f) quaisquer, ambos estados compostos
por produtos tensoriais de estados de particulas (assintoticamente) livres no espaco de Fock, a

probabilidade diferencial de transi¢ao é dada por

dP; ¢ = Mdﬂ, 3.1
VAVPRUD)
onde
Sy = (fIS)3) (3.2)

¢ a amplitude de transi¢c@o entre esses dois estados. O termo dII representa uma parte infinitesimal
de uma regido do espaco de fase contendo os respectivos momentos das particulas no estado
final do espalhamento. Para termos um resultado mensuravel e probabilistico, a integral de dII
na totalidade dessa regido deve ser 1. E necessdrio entdo impormos condi¢des periédicas aos

valores dos momentos finais ou, de forma equivalente, confind-los a uma regido cubica finita V':

N
an =]

onde N € o numero final de particulas. Com essa restri¢do, a delta de Dirac tridimensional se

&’pi, (3.3)

Vv
(2r)?

transforma em uma delta de Kronecker:

1 : /
B p-p)— (Zﬂ)g/e“‘(p_p VP2 = Vi, .
%

Esse formalismo d4 sentido ao produto interno dos autoestados, que apresentam deltas de Dirac
com argumento zero, como se pode notar ao analisarmos um estado de particula tnica qualquer

utilizando as relagdes de comutagio (2.38):
{p|p) = (0] apal 0) = 2p°(27)%83(0) — 2p°(27)*V.

Na relac@o acima, foi utilizado o fato de que a norma do estado de vécuo |0) é 1.
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Dito tudo isso, ainda ndo temos uma quantidade mensurdvel. Tradicionalmente, para um
processo de espalhamento de uma particula em duas, a quantidade utilizada € a taxa temporal de
transicao (mais especificamente, de decaimento):
dpr i—f

T Y

onde 7' é a duracdo total da interacdo, considerada finita, de modo andlogo a localiza¢ao do

dFi*)f =

(3.4)

processo em um volume finito V. Esse formalismo € adequado quando se ha conservacdo da
energia, visto que o fator 7' é eliminado por outro fator 7' decorrente de uma delta de Dirac

correspondente.

Como foi visto anteriormente na se¢ao 2.2, ndo hd conservacdo da energia nem do
momento na dire¢do do trivetor n. Por isso, uma alternativa a equagdo (3.4) se torna necessaria.
Seguindo (BOCA; FLORESCU, 2010) e (ANGIOI; MACKENROTH; PIAZZA, 2016), nota-se
que a diferencial de probabilidade do processo pode ser vista como a razao entre a energia

transferida do campo externo aos campos quénticos e a energia w’ por féton emitido:

dw
APy = — (3.5)

W
A energia transferida d1 é mensurdvel e ndo depende explicitamente do tempo. Essa serd a

grandeza a ser calculada.

3.1 AMPLITUDE DE TRANSICAO

O elemento Sy; da matriz S é a chamada amplitude de transi¢do entre os estados |i) e
|f)- No caso a ser estudado, temos um selétron (assintoticamente) livre no estado inicial e no
estado final, um selétron e um f6ton (assintoticamente) livres. Na representacao de furry, essas

particulas sdo representadas pelos seguintes estados de momento:
i) = |p) = a 0)
£y =1p") @ K, 2) = ag(cie)"10).
Utilizando as relagOes acima e a equacdo (2.48), temos a amplitude:
Sy = (p,X|S|p) = (0] aprcin T {exp {z / d*z ﬁim} } al 0} . (3.6)

Depois, substituimos a forma explicita da Lagrangiana (2.50) em (3.6) e expandimos perturbati-

vamente a exponencial em poténcias da carga elétrica e até a primeira ordem:
s = (0] a T {/ d*z (1 + z'eAuJ“)} al, |0) + O(e?).

O operador identidade 1 representa o espalhamento ausente de interagdo e, como mencionado,

esse processo nao € fisico. Assim, desconsideramos esse termo. Temos, entao:

Spi— (f1S = 1]i) = (0] apred T {/ d'z (ieAMJ“)} af, [0) + O(e?).
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Introduzindo a corrente (2.51) e a partir daqui omitindo o fator de ordem O(e?), temos:
Spi = (0] agrch / d'z eA,N{®T D ® — (D"®) ®}af (in) |0)
= (0| aprciy /d41: ieAN{DTO*® — (0"DT) D — 2ieA*DTD}al [0) .
No célculo acima foi utilizado o Teorema de Wick, substituindo o produto de ordena-
mento temporal T pelo respectivo produto de ordenamento normal N (SREDNICKI, 2007). As

contragdes dos campos ndo influenciam a amplitude em primeira ordem e, consequentemente,

foram descartadas.

Com a ajuda das relagdes de comutacao (2.38) e (2.42), obtemos:
Spi = ee / e e (31,00 (0p) — dp0™ () — 2ie A (Ddp)] -

Ap6s a diferenciacao, temos:

2A2

., H
St :ieez\t/d‘lxe_mw{[p“—i—zp (epA— ‘ 5 ) +(p<—>p')]

—QeA“}w;cbp). 67)

3.1.1 COORDENADAS DE CONE DE LUZ

Antecipando a escolha do referencial inercial do sistema, vamos fixar o quadrivetor n*

no sentido negativo do eixo z:
n* =(1,0,0,—1). (3.8)

Consequentemente, a varidvel independente ¢ da fase de Volkov se torna igual a combinacao
linear 2° + 2% (NEVILLE; ROHRLICH, 1971) e o problema é simplificado ao serem utilizadas
coordenadas de cone de luz (ver, por exemplo (BRODSKY; PAULI; PINSKY, 1997)). Nessa
convengdo, as componentes z' e 22, ditas transversais, permanecem inalteradas, sendo comum

1

utilizar a abreviagdo z ao se referir a um vetor (z!, 2%) no subespago R? com produto interno

euclideano. A partir daqui, a notacao para o produto escalar convencional nesse subespaco ¢:
i L0 1,1 2,2
Ty =Yy =y +x7yn.
Enquanto isso, as componentes z° e 23 se misturam e ddo lugar a novas componentes:

xt =2’ + 2®,
=2 — :C3,
x:':

T4+ = —7

Logo, o produto interno no espaco de Minkowski é dado por:
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xy:xLyL—Ferer—l—x_y_
1 1
B e e
Ty 2xy Qxy.

Além disso, o elemento invariante de volume quadrimensional na integral (3.7) se torna:

1
d*z = 3 ot detda.
A amplitude (3.7) se torna entao:

. " 2 112
Sti= %eﬁ/d%L detda™ { [p“ + Zp (epA(x+) — W) +(p ¢ p')]

—26A”(x+)} X exp lm(p —p = k) +iF,(a") — iFy (mﬂ} :

Como o campo externo depende exclusivamente de x*, as integrais em =+ e 2~ ge-

ram trés deltas de Dirac, como mencionado anteriormente. Isolando as deltas, temos a parte

perturbativa da matriz S, geralmente chamada de matriz de transferéncia, simbolizada por 7

(SREDNICKI, 2007). Podemos entao escrever, em primeira ordem em e:
Sfi = (27T)3Z'652('PL>5<7)+)7}1‘,
onde

m:/dﬁﬁﬁﬁ+%<mﬂf%}%ﬁﬁw>+@Hﬂﬂ

—26.A“(:I:+)} X exp [;Pfr +iFy(z") —iFy (m*)] :

P=p+k—p

3.2 CINEMATICA

(3.9

(3.10)

(3.11)

O referencial mais apropriado para o tratamento do espalhamento Thomson € o referencial

de repouso do selétron, onde inicialmente o selétron de quadrimomento

p’u = (m7 07 07 0)7

(3.12)

sofre uma colisdo direta com um um pulso eletromagnético que se propaga ao longo do eixo z,

cujo quadripotencial depende das coordenadas na forma —nx = x™, como mencionado na se¢io

anterior.
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3.2.1 RETROESPALHAMENTO

No caso especifico de retroespalhamento, o trivetor de onda k' do f6ton emitido é
antiparalelo ao trivetor n e seu comprimento € igual a frequéncia w’ desse f6ton. Assim, o
quadrivetor £'* é da forma:

' = W'nM,
onde n* = (1,0,0,1).

O quadrimomento final do selétron € totalmente determinado pelas relacdes de conserva-

¢do e pelo vinculo relativistico p? = —m?:
0 _ m
w e —
b ( — 2w’ >
13
= —W —|—
P ( — 2w’ )
/1

De forma geral, para determinado valor de w’, podemos escrever as relagdes de conserva-
¢do na forma quadrimensional (FEDOTOV et al., 2022):

[y Ty (3.13)

onde k* = wn. O coeficiente adimensional ¢ depende apenas de w’ e é univocamente determinado

pelas equagdes cinemadticas anteriores:

P~ W om
/ = — = — .14
b ) 2w wm — 2w (3.14)

Interpretamos esse coeficiente como o nimero de fétons de frequéncia w emitidos pelo campo

externo, caracterizando o aspecto nao-linear do processo (FEDOTOV et al., 2022).

Ademais, como o campo eletromagnético quantizado A" obedece ao calibre de radiagao,

temos as seguintes relacdes para os devidos quadrivetores de polarizacao:

0
6)\:0,

fiey =0 — €5 = 0.

Assim, o campo eletromagnético quantizado sé possui componentes transversais, acarretando
nas relacdes de ortogonalidade:
exp’ = ney = 0. (3.15)

Essas restricdes excluem a dependéncia do termo linear no campo externo A" na fase do
integrando em (3.10) e retira a parte divergente da integracdo de termos que nao sao nulos fora
do intervalo [—f f] Usando (3.14), a expressao final do elemento da matriz de transferéncia

272
(3.10) se torna:

T = —2¢k d:c+.A exp [z&ux +iFp(zT) — in/($+)}. (3.16)

ISR
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3.3 ENERGIA TRANSFERIDA POR FOTON

A diferencial de probabilidade (3.1) se torna:

Thil?
AP, ; = (2m)8e2[82(PH)S(PH)]? [75: 11 (3.17)
< = B ) (e A (i)
|75l

- (2%)36252(PL)5(P+)W dIl . (3.18)
Ap6s substituirmos dII pela medida de integracdo correspondente (3.3), os fatores de volume se
cancelam:

dP: o 62 52 PJ_ 5(7)4»)@ d3 /dBkJ 3.19

=) (2m)3 (P7) 8pOp/0 k0 p (3.19)

As deltas eliminam a dependéncia em relagdo a0 momento p’, se integrarmos em relagdo a
medida invariante equivalente na hipersuperficie p'~ = 0 (ANGIOI; MACKENROTH; PIAZZA,
2016):
d?’p/ dzpu de-
2p/0 o 2+ )

(3.20)
Dessa forma, a diferencial se torna:

e’ Tl
(27T)3 8p0k’0(p+ _ k;”‘)

dP,; = 3K, (3.21)

onde foi utilizado o fato de que p't = p* — k'*.

Ao substituirmos p* e k'* por suas componentes no referencial de repouso do selétron,

obtemos: )
e? | Tsi

d3K
(27)3 8mw'(m — 2w')

dPi—>f =

Devido ao vinculo w’ = k"® = |Kk’|, a medida é simplificada ao adotarmos coordenadas polares:

e? |7}¢|2

"dw' dQ 22
(2m)3 8m(m — 2w’)w ©En (3:22)

sz‘—>f =

onde
dQ) =sinfdfde

¢ a diferencial do angulo sélido €.

Por ultimo, multiplicando a diferencial por w’, temos a diferencial de energia transferida

(3.5):
dw a ww

dw dQ (4m)% m?

onde /(w') é o nimero de fétons emitidos pelo campo externo (3.14) e

0w Tl (3.23)

¢é a constante de estrutura fina.
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4 PULSOS

Neste trabalho, vamos considerar apenas pulsos de amplitude maxima a, linearmente

polarizados ao longo do eixo x. De forma geral, temos:
A" (xh) = ap(z) cos (wx*) o, 4.1)

onde ¢} = (0, 1,0, 0). De forma a simplificar os cdlculos, tomamos a seguinte condi¢@o periddica
para a duragdo efetiva do pulso:
_ 27N

T , 4.2)
w

onde N é o nimero de ciclos. Além disso, qualquer parte constante do pulso serd descartada,

visto que ndo interfere no médulo da amplitude.

Definida a polarizagio e a forma do pulso, podemos reescrever o elemento 7¢; (3.16) na
forma
Tri = —2€ex01(ea)Ryi, 4.3)

onde R; € a parte da amplitude que ndo depende da polarizagao do foton emitido, chamada aqui

de amplitude reduzida:

Ryi= _g dat (zh) coswa™ exp{i&uafr + 2iw /m+ dé [4(€) cos wﬂQ}. 4.4)

3
Na equagdo acima, o parimetro adimensional 3 € dada por
e?a? (1 1
=—|——=-—1- 4.5
Y 0
O médulo do elemento T; ao quadrado € entdo dado por:

[ T5il” = 4(ea)’(ex)u(€2) 0107 | R il (4.6)

A polarizacio final é geralmente de dificil medi¢do e no nosso contexto assume pouca importan-
cia, ja que o selétron € uma particula de spin 0. Dessa forma, € natural efetuarmos a soma de
(4.6) em relacdo as possiveis polarizacdes A (SREDNICKI, 2007):

Tl = 3 ATal @.7)
A identidade de Ward (SREDNICKI, 2007)
kuTf =0, (4.8)
permite a substitui¢ao

Y (e )ul€r) = G (4.9)

A
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e assim;
| Til* = 4(ea)’| Ryl . (4.10)

Finalmente, substituindo (4.10) na diferencial de energia (3.23), obtemos:

dWw «
m = HG%WWIE(W,NRJCZ‘F, (411)
onde a( € a amplitude adimensional (1.1)

lefa
ag = —.
m

4.1 PULSO DE ENVELOPE RETANGULAR

4.1.1 CASO GERAL

O primeiro pulso finito a ser analisado € caracterizado por um envelope composto por

T T

uma fungdo indicadora no suporte supp(y)) = {—5, 5]:

7] <
4.12)

<
—~
8
+
S—
I

—
Z
=]
=3
=

I

NN N

0, |z*t]>
Esse envelope, comumente chamado de retangular (FEDOTOV et al., 2022), ndo altera a ampli-
tude da senoide original no seu intervalo de duragdo.

Usando as condi¢des periddicas (4.2) e descartando os termos constantes, temos:

zt | sin2wat +
plany TR s
0, |z t] >

(4.13)

NI SIE]

Substituindo o potencial senoidal (4.12) e a fase derivada (4.13) no elemento (4.3) da

matriz 7, obtemos:

z in 2wzt
Ry = * dat coswat exp [MWQJJF +1if (wx+ + Sm;}ggﬂ . (4.14)

T
2

A integral acima nao admite uma solucdo em fungdes elementares, por isso expandimos o

integrando periédico em uma série de Fourier:
+ 5 : + - 6 —irwzt
coswx ™ exp 7,5 sin2wzx™ | = Z B, —3 e ) (4.15)

onde B, é uma fun¢do de Bessel generalizada:

()1 E ) (D] e
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Assim, a expressao se torna:

Ri= S B, <_§> ? 4t expliwat (0 + 8 — 7)), @.17)

-z
r=—00 2

cujo resultado € obtido facilmente:

(4.18)

s B\ sin[% (£ + B8 —1)]
Rpi=2 3 B”<_2> NETELE

4.1.2 LIMITE MONOCROMATICO

No limite de um pulso de duracdo infinita 7, os coeficientes das fun¢des B, em (4.18) se

tornam deltas de Dirac:

sin[5°((+8—7)] =
lim 2 = I lwl+p—1)]. 4.19
A fim de interpretarmos esse resultado, vamos voltar ao caso cldssico de uma particula num
campo externo de onda monocromatica. O quadrimomento cinético da particula € dado por

(LANDAU: LIFSHITZ, 1980):

k 2 A2
T =P~ A= (e - eAp> , (4.20)

onde p, € o quadrimomento da particula anterior a presenga do campo (¢t = t;,). Ambos o0s
quadrimomentos p,, € 7, se situam na camada de massa:

p?=nt=—-m?

O mesmo ndo ocorre para o0 quasimomento q,,,
€2 (A?)
2kp

a média do quadrimomento cinético em relagdo a duragdo efetiva do pulso (4.2), que na realidade

Qu = (Tp) =pu — k., 4.21)

se encontra situado na camada de uma massa efetiva m.,:

—m?2=¢*=-m?—¢€ A2>
, mia} (3 9
=-—m" — dat (coswz™)?. (4.22)
T /=3

No caso da onda monocromatica, temos

m2a2
G = Py 4pr " (4.23)
€ Consequentemente*
2
m? = m? <1 + a;) . (4.24)

*

O fator de 2 no denominador de a2 é devido a polarizago linear do campo. Ele ndo estd presente no caso de
polarizacdo circular.



36 Capitulo 4. Pulsos

Com a ajuda do quadrivetor n# = (1,0, 0, 1), projetamos esse momento na direcéo p~:

2.2
m-ag

2pt

+

—ng=gq =p (4.25)

Ao substituirmos o valor de 3 (4.5) em (4.19), fica claro entdo que as deltas induzem a seguinte
relagcdo de conservacao:
ng + rnk = ng' + nk’, (4.26)
onde r € um inteiro dado por:
r=/L4(w')+ 5. (4.27)

Assim, o quadrimomento conservado do selétron no limite monocromatico é o quasimomento

q", que obedece a conservagdo quadridimensional:
g+ rkt = g" + k" (4.28)

Como r € estritamente inteiro, € natural interpretarmos (no caso monocromatico) a equagao
(4.28) como a representacdo da interacdo de um selétron com r fétons oriundos do campo
externo, resultando numa alteracdo do momento do selétron e na emissdo de um féton (BROWN;
KIBBLE, 1964; NIKISHOV; RITUS, 1964).

4.2 PULSO DE ENVELOPE SENOIDAL

O préximo pulso é composto pela soma de duas senoides de mesma amplitude, porém

com frequéncias diferentes e de valores extremamente proximos:

a cos [(wtew)zT] acos [(w—ew)zT] +
+ et <

A(x+) = 2 ? =]
0, ’$+’ >

, (4.29)

NN NN

onde ¢ << 1.
O pulso pode ser representado por uma unica senoide de frequéncia w (a frequéncia
média), envelopada por uma senoide de frequéncia cw (o desvio padrio das frequéncias):

acosewzrt coswr™, |zT] <

A(zt) = (4.30)

NN

0, |zt | >
Para os nossos propdsitos, a segunda representacdo € mais conveniente, onde temos o envelope:
Y(2™) = Lgpp(y) cos ewz™. (4.31)

Elevando o quadripotencial (4.30) ao quadrado e integrando em z ™, obtemos:

xt 1 : sin 2ewz ™ sin [2w(1+€)z 7] sin [2w(1—¢)z 1]
Tt {sm T  SREET 4 TG i M T s } , lat| <

F(zt) =
0, lzt| >

ENISIRERNTE
'UJ .

S}

N
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Substituindo:
z +
Ry = * dat cosewz™ coswrT exp {i&uﬁ + zﬂw;
-2
B sin2ewz™  sin[2w(l +e)zT]  sin[2w(l — &)aT]
Bl in owat . (433
T e T (1 +2) 21— o) (4.33)

A exponencial pode ser decomposta num produto de séries de Fourier da forma:

(0.9}
- P
6’75111513 — E Jn(_,_}/)e msx , (4'34)
n=-—00
para vy e s reais quaisquer. Temos assim:

3
Rii= Y. Cabed dz™ cosewz™ coswa™
a,b,c,d -

SR

+

X exp {z’&ux+ + zﬂwx — 2iwx [a(1+¢e) +b(l —¢e) +c+ da}}, (4.35)

onde’

p p B B
Cabea(0,w,€) = Ja (—M> Iy (—8(1 — 5)> Je (—4> Ja <—4g> : (4.36)

A integracdo resulta em:

+g+(C—2a—2b—2c)+s(n—2a+25—2d)”}
' .
2

+ (¢ — 20— 2b— 2¢) + £( — 20+ 2b — 2d)]
(4.37)

T O fndice a diz respeito ao somatdrio e nio & amplitude maxima do pulso.
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5 RESULTADOS

Seguindo (NAROZHNYI; FOFANOQOV, 1996) e (BOCA; FLORESCU, 2009), considera-
mos um laser de baixa frequéncia
w=1.17eV, (5.1)

0 que nos permite aproximar o nimero de fétons transmitidos (3.14) dos pulsos finitos por:

/
(o) =2—"
wm — 2w
/
~ 2 (5.2)
w
j& que a massa do selétron
m ~ 0.511 MeV, (5.3)

¢ aproximadamente 10° vezes maior que w.

Ademais, para cada envelope, vamos analisar 3 pulsos com distintos nimeros de ciclos

N (4.2) e com duragdo efetiva 7 da ordem de 10 fs. Esses valores estdo ilustrados na Tabela 1.

N [ 710 fs]
3 ([ 1.06
5 1.77
10 || 353

Tabela 1 — Tabela de valores da duragao efetiva dos pulsos.

5.1 ANALISE ESPECTRAL

A razao
m

= (54)

m

entre as massas do selétron tem um papel importante no espectro dos pulsos retangulares. No

caso da onda monocromética, o nimero de f6tons emitidos r (4.27) € dado por

2
r=L0uw)+ [~ (1 + a20> (W)
g /
4 (5.5)
I
induzindo o espectro discreto de frequéncias caracteristicas, aqui chamadas de harmodnicos
monocromaticos (FEDOTOV et al., 2022):

wl = prw, r € N*. (5.6)
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Como 0 < p < 1, os fétons emitidos possuem frequéncias menores que as apresentadas no
espalhamento Thomson linear (x = 1), fendbmeno conhecido como redshift (desvio para o

vermelho).

Os pulsos finitos apresentam espectros continuos caracterizados por picos centrados nas
frequéncias de ressondncia das suas expansodes de Fourier. Para o envelope retangular, essas

frequéncias satisfazem a condi¢do
(W) +B—(25+1)=0, (5.7)

onde s € um inteiro positivo. Substituindo os valores de 3 (4.5) e £ (5.2), obtemos o seguinte
espectro das ressonancias:
2 1
W' = (37—1—2)01 = 1*(2s + 1w.

a4

I+

ou, em termos do primeiro harmdnico monocromatico (5.6):

W= (25 + 1)uw). (5.8)

O caso do envelope senoidal é bem mais rico, havendo 6 parametros livres diferentes:

W=~ [(2a+2b+2¢ — )+ £(2a — 2b + 2d — n)], (5.9)
1+ 3
onde a,b,c,d € Z, ( = 1 e n = *1. Torna-se necessdria uma avalia¢do qualitativa através de

grificos das amplitudes.

5.2 REPRESENTACAO GRAFICA DOS RESULTADOS

Esta secdo contém gréficos da diferencial de energia (4.11) em funcao da frequéncia do
foéton emitido para pulsos finitos com os 2 envelopes apresentados. A amplitude adimensional
foi mantida fixa, ap = 1, assim como a frequéncia relativa e = 0.05. Todos os gréaficos foram

feitos utilizando o software Wolfram Mathematica (Wolfram Research Inc., 2010).

O regime analisado consiste no intervalo w’ € [0, 3] eV, jd que o espectro para valo-
res maiores demonstrou-se ser praticamente nulo devido a baixa frequéncia do pulso. Para o
pulso retangular, os termos r = —1, 0, 1 na amplitude reduzida R ; (4.18) dominam completa-
mente a forma do grafico, ndo havendo nenhuma mudanga significativa ao adicionarmos termos

subsequentes.

Para valores pequenos de ¢, o fator C;.4 (4.36) do pulso de envelope senoidal é dominado

pelo termo J, (—4%) , 0 Unico cujo argumento € inversamente proporcional a €. Dessa maneira,

as ordens dos termos considerados da expansao de Fourier em (4.35) formam as combinagdes
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dos indices inteiros:

a={-2-1,0,1,2},
b={-2-1,0,1,2},
c={-2,-1,0,1,2},
d = {-20, ..., 20}.

Termos de maior ordem ndo apresentaram mudangas significativas nos gréficos.

5.2.1 PULSO RETANGULAR

Na figura 2, temos os graficos para os 3 pulsos retangulares. As linhas vermelhas cheias
representam os primeiros harmdnicos monocromaticos (Am = \/g) (5.6), enquanto as linhas
pretas tracejadas representam os harmonicos lineares (Am = 1) (5.6). Como € possivel inferir da
equacdo (5.8), a amplitude do pulso retangular é marcada pela inexisténcia de ressondncias nos
harmonicos w!. de r par. Isso € caracteristica do restroespalhamento: como vimos na subse¢ao
3.2.1, os termos lineares no campo A" presentes no argumento da exponencial em (3.16) foram
eliminados, causando esse fendmeno. E possivel observar que na vizinhanga de r = 2, wh = 1.56
eV, temos um padrdo grafico oscilante e de baixa amplitude, aproximadamente simétrico em
relacdo ao eixo dessa frequéncia até os outros harmonicos monocromaticos mais proximos. Com

o aumento do nimero de ciclos, esse padrao se torna cada vez menos presente.

As frequéncias de ressonancia do pulso retangular no intervalo analisado correspondem
aw] = 0.78 eV e wj = 2.34 eV. Naturalmente, a distribui¢do de dI¥ nessas ressonancias é
proporcional a duracdo do pulso, tornando-se cada vez maior e concentrado nesses harmonicos.
Na subfigura 2a, o primeiro pico estd situado na regido delimitada pela frequéncia w] pela
esquerda e pelo harménico linear w’ = w = 1.17 eV pela direita, aproximando-se cada vez mais
de w] a medida que N cresce (vide as subfiguras 2b e 2c). Isso se deve ao fato de que a massa
efetiva (4.22) para o pulso retangular ndo € constante, variando em relacdo a duracdo efetiva 7,

fendmeno conhecido como Alargamento Ponderomotivo (FEDOTOV et al., 2022).
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107217}

di
dQdw’

107217}

di
dfdw’

107217}

dw

dQdw’
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Figura 2 — Gréficos para os pulsos retangulares de N ciclos.
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5.2.2 PULSO DE ENVELOPE SENOIDAL

O grifico da diferencial para os 3 pulsos de envelope senoidais considerados sdo ilus-
trados no item (a) das figuras 3,4 e 5, novamente com diferentes nimeros de ciclos. As linhas
vermelhas cheias representam os harmonicos monocromaticos, mas dessa vez as linhas pretas
tracejadas representam uma parte das ressonancias previstas pela férmula (5.9). Novamente,
temos uma figura oscilante na vizinhanga de w) que tende a diminuir com o aumento do niimero

de ciclos.

O comportamento do pulso com N = 3 em 3 apresenta poucas variacdes em relacao
a do pulso retangular em 2a, porém é notdvel a diferenga entre os picos correspondentes no
primeiro harmdnico linear w, ja que esse harmonico faz parte do espectro do envelope senoidal.

A diferenca é de aproximadamente AdW ~ 0.05 10% sr~.

Para N = 5, notamos um deslocamento dos picos para longe da frequéncia de simetria ws:
o primeiro pico tem um deslocamento mais acentuado que o andlogo retangular, ultrapassando o
harménico monocromatico w/; o pequeno pico subsequente é deslocado do harménico linear w
até a vizinhanca da frequéncia de ressonéncia w’ ~ 1.03 eV. Esse pequeno pico também esta
presente em 2b, mas € menos intenso, apresentando aproximadamente a mesma diferenga anterior
AdW = 0.05 102 sr!. No lado direito do eixo de simetria, o pico no segundo harménico linear
¢ deslocado até a ressonancia w’ &~ 2.43 eV, enquanto um pequeno pico subsequente é formado

emw ~ 2.62eV.

O caso N = 10 (figura 5) é sem ddvidas o de maior discrepancia. O primeiro pico €
deslocado para a ressonancia w’ = 0.84 eV e sua intensidade € cerca de 3 vezes menor que o pri-
meiro pico na subfigura 2c, localizado no primeiro harmonico monocromatico w. Essa diferenca
de amplitude vem acompanhada de uma alteracdo na regiao de antes baixa intensidade entre
os harmdnicos monocromadticos w) e wj, surgindo pequenos picos de significativa intensidade,
onde o maior apresenta dW = 0.95 102 sr—!. O mesmo ocorre para a vizinhanga do segundo
harmonico, com o aumento da intensidade em w’ ~ 2.62 eV ¢ o surgimento de um pico em

w' ~ 2.85 eV, porém nesse caso ocorre a diminui¢do da intensidade do pico em w’ &~ 2.43 eV.

Os 3 pulsos de envelope senoidais considerados sdo ilustrados em azul no item (b) das

figuras 3,4 e 5. A curva em amarelo representa o envelope do pulso.
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6 CONCLUSOES

Neste trabalho, utilizamos métodos analiticos para estudar efeitos da forma de pulsos
eletromagnéticos intensos no espalhamento Thomson nao linear. Para evitar complicagdes
técnicas de menor importancia, consideramos o retroespalhamento de uma particula escalar de

massa semelhante a do elétron.

A quantidade mensuravel correspondente foi a razdo diferencial da energia transferida
pela frequéncia do féton emitido, em lugar da mais usada secao de choque de espalhamento,
devido ao cardter ndo conservativo da energia do processo. O pulso de envelope retangular, apesar
de tratado extensivamente na literatura, serviu como teste do método e base comparativa para
o pulso de forma mais complexa, o de envelope senoidal. O comportamento da diferencial da
energia desse ultimo demonstrou padrdes bastantes distintos para diferentes duragdes efetivas do
pulso, como o deslocamento dos picos em relacdo aos harmdnicos monocromadticos, ressonancias
caracteristicas do pulso retangular. Ademais, o aumento da duracio efetiva desse pulso produziu
uma distribui¢do mais homogénea da energia transferida, possibilitando um espectro mais rico

de frequéncias com um nimero maior de picos de diferentes intensidades.

A efetividade do método demonstra seu potencial, abrindo caminho para o seu uso no
estudo de processos semelhantes ou com menos restricdes. Exemplos imediatos sdo o tratamento
do elétron propriamente dito, uma particula de spin semi-inteiro descrita por um campo de Dirac;
andlise de angulos de espalhamento diferentes entre as particulas finais; espalhamento Compton
para pulsos de energias proximas a energia de repouso do elétron, onde efeitos quanticos

relevantes, como a polarizagdo do vicuo, estao presentes.
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