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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo o estudo sobre a sequéncia de Fibonacci,
onde iremos destacar o contexto historico, varias propriedades, e aplicagoes praticas
de atividades didaticas. A questao norteadora foi a seguinte: Quais atividades
didaticas podem ser desenvolvidas com alunos do segundo ano do ensino médio com
a sequéncia de Fibonacci? A metodologia adotada foi a revisao bibliogréafica de ma-
teriais relacionados com o tema: livros, monografias, dissertacoes, artigos, e também
a utilizacao de alguns websites. Comecamos falando sobre o do contexto histérico,
onde destacamos aspectos sobre a vida de Fibonacci e suas principais obras, depois
abordamos o estudo de suas propriedades, onde definimos e provamos essas propri-
edades. Em seguida, comentamos sobre as atividades aplicadas as turmas de 2° ano
do Ensino Médio.

Palavras-chaves: Fibonacci, Aplicacoes, Educacao Bésica, Zeckendorf.



Abstract

The present work aims at studying the Fibonacci sequence, where we will high-
light the historical context, various properties, and practical applications of educa-
tional activities. The guiding question was as follows: What educational activities
can be developed with Junior students using the Fibonacci sequence? The adopted
methodology involved a literature review of materials related to the topic: books,
monographs, dissertations, articles, as well as the use of various websites. We began
by discussing the historical context, where we emphasized aspects of Fibonacci’s life
and his main works. Then, we delved into the study of its properties, where we
defined and proved these properties. Subsequently, we commented on the activities
applied to the Junior studentsa classes.

Keywords: Fibonacci, applications, basic education, Zeckendorf.
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Introducao

Este trabalho trata de uma das mais belas sequéncias matematicas: a sequéncia
de Fibonacci. A sequéncia de Fibonacci estd intimamente ligada ao mundo con-
creto, em muitos casos na natureza, que tem diversas manifestacoes: nas arvores,
plantas, animais, etc. Vamos citar um famoso problema da criacao de coelhos do ma-
tematico italiano Leonardo de Pisa, que originou essa sequéncia que posteriormente
foi estudada por muitos outros matematicos que descobriram muitas propriedades
interessantes. O que ha de mais atraente nessa sequéncia é sua relacao com o nimero
aureo, resultando em uma curva fantastica, conhecidas como Espiral de Fibonacci.
Em relacao ao nimero de ouro, um numero misterioso, conhecido desde os tempos
antigos, que aparece nas piramides egipcias, nos Elementos de Euclides, nos escritos
dos pitagdricos, etc. o niimero de ouro inspirou as obras de muitas pessoas famosas,
entre as quais podemos citar Leonardo da Vinci, autor das famosas obras “Mona
Lisa”, “Homem Vitruviano”, “A Ultima Ceia”, entre outros.

No primeiro capitulo, vamos dar énfase ao contexto histérico de Leonardo de Pisa,
também conhecido como Leonardo Fibonacci, juntamente com a famosa sequéncia
de Fibonacci e sua relagao com o niimero de ouro. Iremos mostrar também a relagao
existente da sequéncia com a natureza, como por exemplo, niimeros de pétalas de
flores, alguns animais, etc.

J& no segundo capitulo, serao demosntradas varias e magnificas propriedades
dos Numeros de Fibonacci, sao propriedades muito interessantes, com resultados
surpreendentes. Também trazemos nesse capitulo, alguns teoremas, como a férmula
de Binet e Teorema de Zeckendorf, esse tltimo, tem uma demonstragao belissima e
resultados muito interessantes.

No terceiro capitulo, é destinado a varias atividades aplicadas em sala de aula, em
turmas de 2° anos do ensino médio. Atividades que levaram os alunos a trabalhar
o raciocinio logico , interpretacao, e terem conhecimento da famosa sequéncia de
Fibonacci. Nesse capitulo, temos a exposicao de atividades realizadas pelos alunos
juntamente com as conclusoes tiradas dessas aplicacoes.



Capitulo 1

Contexto Historico de Leonardo
Fibonacci

No inicio do século 13, nasceu Leonardo Fibonacci, o matemético mais talentoso
da Idade Média. Leonardo (Pisa 1170-1250), também conhecido como Leonardo
de Pisa, nasceu em Pisa, um importante centro comercial onde seu pai trabalhava.
Foi este percurso que permitiu a Leonardo ser parcialmente educado em Bejaia, no
Norte de Africa, para onde o pai tinha ido desempenhar funcoes aduaneiras. O que
a literatura nos revela sobre Leonardo Fibonacci é que foi o primeiro grande ma-
tematico europeu da Idade Média. Esse reconhecimento se deve, em grande parte,
as consequéncias envolvidas a sequéncia que mais tarde ficaria conhecida como a
sequéncia de Fibonacci, e além disso, por participar, da disseminacao dos alga-
rismos arabicos na Europa. Entre seus muitos escritos, Fibonacci se destaca em
1202, quando publicou o livro ”Liber abaci” (o dbaco ou livro de célculos), escrito
na linguagem numérica usada pelos hindus. Assim que os europeus tomaram conhe-
cimento desse método de contagem, a matematica européia se desenvolveu a todo
vapor nos séculos seguintes. Em Liber Abaci ha um problema especifico envolvendo
o crescimento hipotético de uma populacao de coelhos, cuja condicao inicial esta na
existéncia de um casal de coelhos. A reproducao dos coelhos de geracao em geragao,
partindo de uma lei de formacao, origina a tal sequéncia de Fibonacci. A sequéncia
registrada e difundida pelo Liber Abaci, ja era conhecida pelos matematicos indianos
no século VI, porém coube a Fibonacci divulga esse resultado aos estudiosos do Oci-
dente. Fibonacci faleceu alguns anos mais tarde, provavelmente em Pisa. No século
XIII foi erguida em Pisa uma estatua em sua homenagem, que hoje esta localizada
na galeria ocidental do Camposanto, cemitério histérico da Piazza dei Miracoli.



1.1. VERSAO DOS COELHOS

Figura 1.1: Estatua de Fibonacci

-
¥

FONTE:https : //commons.wikimedia.org/wiki/File :
Leonardoribonaccigstatua.J PG

1.1 Versao dos coelhos

A versao do problema do coelho publicada no Liber Abacci difere da versao
apresentada aqui nesse estudo. Mas o padrao que Leonardo obteve quando resolveu
sua versao do problema foi o mesmo. Segundo (ZAHN, 2011) (p.5), a versao atual
do problema do coelho coloca a seguinte situagao: "Em um cercado fechado um
homem coloca um par de filhotes de coelhos. Em um ano quantos pares de coelhos
podem ser gerados a partir desse par se, considerarmos que, todo més um par gera
um novo par que é fértil a partir do segundo meés de seu nascimento?” Veja abaixo
uma forma de organizar a solucao do problema:

e No primeiro més temos um par de coelhos que € filhote e por isso nao é fértil
ainda, logo temos um par de coelhos;

e No segundo meés o par de coelhos inicial é adulto, portanto é fértil, continuamos
com 0 mesmo par;

e No terceiro més o par de coelhos adulto gera um novo par, logo temos 2 pares;

e No quarto meés o casal inicial gera um novo par de coelhos e o casal nascido no
meés anterior fica adulto esse més, portanto fértil. Assim temos o casal inicial,
o casal nascido no meés anterior e o casal nascido nesse més. Logo temos trés
pares;
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e No quinto meés o casal inicial gera um novo par e o casal nascido no terceiro
més também gera um novo par. Portanto temos os dois casais que geraram
dois novos pares e o casal nascido no més anterior que também fica adulto.
Logo, temos 5 casais;

e No sexto meés o casal inicial gera um novo par, o casal gerado no terceiro mes
gera um novo par, o casal gerado no quarto meés, agora adulto, também gera
um novo casal, e os dois casais nascidos no meés anterior ficam férteis. Portanto
temos 8 casais;

e No sétimo meés o primeiro casal gera um novo casal, o casal nascido no terceiro
meés gera outro casal, o casal nascido no quarto meés gera outro, os dois casais
nascidos no quinto més geram um par cada e temos ainda os trés casais nascidos
no meés anterior que ficam adultos.

Figura 1.2: Sequéncia de coelhos

‘ Casal de Filhotes “ 1

% Casal de Adultos %‘ZS,

|

.

&5
- -
%@3 b &
o |
& 4 & & b s 8

FONTE: Elaborado pelo autor
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Ao continuarmos esta andlise até o décimo segundo més o nimero de pares de
coelhos é ordenadamente como segue abaixo:

1,1,2, 3,5, 8,13, 21, 34, 55, 89, 144.
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1.2 Definicao da sequéncia de Fibonacci

Defini¢ao 1.1 A sequéncia de nimeros naturais F,, : (1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, ...),
onde Fi =1, Fb =1 e F, = F,_1 + F,_o, para todo n > 3, recebe o nome de
Sequéncia de Fibonacci.

Uma observagao importante da sequéncia de Fibonacci é que, ao dividirmos
um nimero da sequéncia pelo seu anterior, obtemos um valor aproximado de 1,6, e
quando esse numero fica suficientemente grande, ele coincide com o nimero de ouro,
ou seja:

- Fn+1_¢_1+\/5
n—oo F), R 2

A demonstracgao e mais detalhes dessa proposicao, iremos ver no préximo capitulo.

1.3 Arvore genealégica dos Zangoes

Os nimeros de Fibonacci também aparecem de maneira incomum nas arvores ge-
nealégicas dos zangoes, abelhas machos. Os ovos das abelhas operarias, na auséncia
de fertilizacao, desenvolvem-se em zangoes, caso sejam fertilizados, produzem abe-
lhas operarias, e quem decide se a abelha sera macho ou fémea é a abelha rainha
de acordo com a necessidade da colonia. Isso significa que o zangao nao tem pai,
tendo somente mae; ja a abelha operaria, possui pai e mae. Ao construirmos a
arvore genealdgica de um zangao: observamos que o zangao s6 possui 1 mae, dois
avés maternos (1 avo e 1 avd), trés bisavds (2 bisavos e 1 bisavo), 5 tataravos (3
tataravos e 2 tataravos), e assim por diante como mostra a figura (1.3).
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Figura 1.3: Arvore genealdgica de um zangao

1 E‘c ,,1‘: Zangao
4 ‘/,é\\“ A, Averna
——
2 A A
| ——
3 A A A
I
s A A A A A

FONTE: Elaborado pelo autor

Os numeros 1, 1, 2, 3, 5,... nesta arvore genealdgica formam a sequéncia de
Fibonacci, que permite definir um nimero de ancestrais de um zangao de n geragoes
atras.

As abelhas tem outra caracteristica muito interessante: depois de varios experi-
mentos feito por cientistas ficou comprovado que as abelhas nao conseguem voar a
noite, ou seja, quando eles desligam a luz elas pousam. Por usar a luz do sol como
referéncia, a luz entra no olho da abelha por varias lentes é polarizada, se andar no
mesmo angulo em relagao ao Sol, a polarizagao vai ficar a mesma, entao com essa
referéncia, e como o Sol estda aparentemente no infinito o efeito pratico é que ela
pode voar em linha reta e pode se orientar, o mais incrivel é que vérios insetos usam
a mesma técnica, por isso quando vocé acende as luzes a noite os insetos interpretam
a luz como referéncia e entao a luz sai de sua lampada e vai para o olho do inseto, o
inseto precisa ficar no mesmo angulo para voar, mas quando a luz esta préxima ele
comeca a se curvar naturalmente em direcao a luz pois precisa manter esse angulo
como referéncia; este angulo o faz voar na minha linha reta, esta descrigao é uma
aproximagao da incrivel curva estudada por Jakob Bernoulli, e é a curva também
conhecida como espiral de Fibonacci.
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1.4 Ntumero de ouro e o retangulo aureo

Definicao 1.2 Diz-se que um ponto divide um segmento de reta em média e extrema
razao ou em se¢cao durea, se o mais longo dos segmentos é a média geométrica entre
o menor e o segmento todo. A razao entre o maior segmento e o menor segmento
chama-se razao durea.

Geometricamente, dado um segmento AB de medida f + g, seja C um ponto
entre AeB tal que AC' = f > CB = g, como mostra a figura (1.4) abaixo:

Figura 1.4: Segmento dividido na razao durea
-A ‘C ‘B
. - . - °

Com isso, temos:

ftg _ [
f g
Desenvolvendo a expressao, temos:
fP=fo+g
Dividindo ambos os membros por g2, encontramos:
2 _ i
9> 1+ g
Como 5 = ¢, temos que:
¢ —6—1=0
Resolvendo a equacgao para valores positivos, obtemos:
_ 1+V5
o =150

Um retangulo cujo a razao entre a medida de seu comprimento pela medida da
largura é igual ao nimero de ouro é chamado de retangulo aureo, como mostra a
figura (1.5) abaixo.

Figura 1.5: Retangulo dureo

A M

FONTE: Elaborado pelo autor




1.4. NUMERO DE OURO E O RETANGULO AUREO

Partindo de um retangulo &ureo AMND com AM/AD = ¢, seja B um ponto entre
A eM tal que AB = AD e O entre ND tal que BMNO seja um retangulo. Observe que
B é o ponto que divide o lado AM em proporgao aurea, isto é, AM/AB = AB/BM.
Assim podemos concluir que BMNO é retangulo dureo pois MN/BM=AD/BM=AM/AB=
0.

Assim, sempre que esta construcao for realizada a partir de um retangulo aureo,
este sera dividido em um quadrado e um outro retangulo dureo.

O retangulo BMNO serd também um retangulo aureo, como a figura (1.6):

D O N

A B M

Figura 1.6: Elaborado pelo autor

Ao dividirmos o novo retangulo aureo, formando um novo quadrado de lado BM,
obtemos um novo retangulo aureo, ilustrado na figura (1.7):

D O N

A B M

Figura 1.7: Retangulo dureo

Ao continuarmos esse processo, obtendo retangulos aureos dentro do retangulo
inicial, teremos uma sucessao de retangulos dureo, como mostra a figura (1.8):

D O T N

v A lw
B1

Figura 1.8: Elaborado pelo autor
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1.5 Sequéncia de Fibonacci e o Triangulo de Pas-
cal

Podemos encontrar a sequéncia de Fibonacci também na construcao do Triangulo
de Pascal, triangulo esse formado por niimeros binomiais (Z), onde n representa a

linha que o elemento se encontra e o p a coluna, partindo da contagem do (8).
Observe a figura (1.9).

Figura 1.9: Tridngulo de Pascal
(o)
(o) (D)
) GG
HHEE
GGG
0D EEEE)

@G EEE) -G

FONTE: Elaborado pelo autor

Calculando cada nimero binomial do triangulo de Pascal acima, temos os se-
guintes valores como podemos observar na figura (1.10):
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Figura 1.10: Triangulo de Pascal

1

1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

FONTE: Elaborado pelo autor

Assim, tragando diagonais e somando os valores de cada uma, obtemos a sequéncia
de Fibonacci, como mostra a figura (1.11)

Figura 1.11: Triangulo de Pascal com a sequéncia de Fibonacci

1
1
2
3
5
8
13
21
1
1910 51
1520156 1

FONTE: Elaborado pelo autor
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1.6 Sequéncia de Fibonacci e a Tripla Pitagérica

Outra situacao muito importante é a relacao entre a sequéncia de Fibonacci e
a tripla pitagérica, ou seja, se pegarmos 2 numeros consecutivos da sequéncia de
Fibonacci, e aplicarmos na tripla pitagéria, obteremos outro termo da sequéncia de
Fibonacci. Mas o que é uma tripla pitagorica? E um trio de inteiros positivos a, b e
¢ que satisfaz o teorema de Pitdgoras. Ao tomarmos dois niimeros m e n, podemos
escrever a seguinte relacao:

(m2 _ n2)2 + (an)Q — (m2 + n2)2

Com isso, podemos associar:

a=m?+n?

b=m?—n?

c=2mn

Exemplificando a situagao acima, considere m = 5 e n = 3, teremos:

a=>5%+3%=34

b=5"-32=16

c=2-5-3=230

Concluindo:

34% = 16% + 307

1156 = 256 4+ 900

Verificando que sempre ocorrera essa relacao: vamos chamar m = F, 1o e n =
F, 11, assim:

a = F3+2 + F3+1

a = Fuopo (Fop1+F)+ Fly

a = Fn+2'Fn+1+Fn+2'Fn+Fs—|—1
a = Foo-Fy+Fo1- (Foie+ Fuyr)
a = Fy-Fopo+ o Fos

a = Foyiinte

a = Fyys.

1.7 Espiral de Fibonacci

A espiral de Fibonacci pode também ser obtida construindo quadrados conse-
cutivos utilizando como medida os nimeros da sequéncia de Fibonacci. Seguindo a
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1.7. ESPIRAL DE FIBONACCI

sequeéncia 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, etc, vamos construir sucessivos quadrados. A figura
(1.12) representa um quadrado de lado 1.

Figura 1.12: Sequéncia de 1 quadrado
1

A figura (1.13), representa um 2° quadrado de lado 1, obtendo um retangulo 2
x 1.

Figura 1.13: Sequéncia de 2 quadrados
1 1

Utilizando o lado do retangulo da figura anterior, construimos um quadrado de
lado 2, obtendo um retangulo 3 x 2, como mostra a figura (1.14):

Figura 1.14: Sequéncia de 3 quadrados
2

Sempre utilizando como suporte o lado do retangulo ja construido, construimos
sucessivos quadrados obtendo sempre novos retangulos, como mostra as figuras a
seguir:

Figura 1.15: Sequéncia de 4 quadrados
3 2

11



1.7. ESPIRAL DE FIBONACCI

Figura 1.16: Sequéncia de 5 quadrados

3 2

Figura 1.17: Sequéncia de 6 quadrados

1’_1
5

Figura 1.18: Sequéncia de 7 quadrados

Construindo arcos de circunferéncias, partindo do 1° quadrado feito, e ligando
os vértices nao consecutivos, obtemos o Espiral de Fibonacci, como mostra a figura
(1.19):
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1.8. RELACAO DA SEQUENCIA DE FIBONACCI COM A NATUREZA

Figura 1.19: Espiral de Fibonacci

Sl

1.8 Relacao da Sequéncia de Fibonacci com a na-

tureza

Essa série de nimeros pode ser encontrada em varios fenomenos naturais, desde
o numero de pétalas em uma flor até a distribuicao de galhos em uma arvore.

Essa proporc¢ao é frequentemente encontrada em padroes geométricos na natu-
reza, como conchas de caracol, galdxias espirais, na distribuicao de folhas em uma
planta, no formato de asas de borboletas e até mesmo no rosto humano.

A figura abaixo é uma tabela que mostra os nimeros de Fibonacci associado a
quantidade de pétalas das flores:

’ X \ Flores ‘
1 Jarros
3 Lirios, iris e agucenas
) Columbias, raininclos amarelos e esporas
8 Delfinios
13 Crisantemos e margaridas azuis
21 | Asteraceas, margaridas inglesas, olhado preto e chicéria
34 Daélias e malmequeres
55 Margaridas africanas e malmequeres
89 Malmequeres

Aqui vamos mostrar algumas flores que contém na tabela:

e Flor com uma pétala:
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1.8. RELACAO DA SEQUENCIA DE FIBONACCI COM A NATUREZA

Figura 1.20: Jarros

e Flores com 3 pétalas:

Figura 1.22: Iris

Figura 1.21: Acucena

e Flores com 5 pétalas:
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e Flor com 8 pétalas:

e Flor de 13 pétalas:
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1.8. RELACAO DA SEQUENCIA DE FIBONACCI COM A NATUREZA

Figura 1.25: Margarida Azul

e Flor com 21 pétalas:

Fig

el

ura 1.26: Margarida Inglesa

b

e Flores com 34 pétalas:
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1.8. RELACAO DA SEQUENCIA DE FIBONACCI COM A NATUREZA

Figura 1.27: Dalias Figura 1.28: Malmequer

e Flor com 55 pétalas:

Figura 1.29: Margarida Africana
4 ¢ [l

A sequéncia de Fibonacci e propor¢ao aurea tém um papel importante na na-
tureza, ajudando a garantir eficiéncia e estabilidade nas formas e estruturas dos
seres vivos e do mundo ao seu redor. A presenca da sequéncia de Fibonacci e da
proporc¢ao aurea na natureza ¢ um exemplo fascinante da beleza e complexidade da
matematica que permeia o nosso mundo natural.

Outro exemplo na natureza é o girassol, onde suas sementes formam o espiral de
Fibonacci. Observe a figura (1.30)
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1.8. RELACAO DA SEQUENCIA DE FIBONACCI COM A NATUREZA

Outros exemplos do espiral de Fibonacci sao o nautilus, o furacao, etc, como
conta nas figuras (1.31) e (1.32) abaixo:

Figura 1.31: Nautilus
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1.9. RELACAO FIBONACCI E OS ANIMAIS

1.9 Relacao Fibonacci e os animais

Podemos perceber que em alguns animais observamos de forma clara a espiral
de Fibonacci. Como exemplos, temos o antilope e o camaledao conforme a imagem
(1.33) abaixo. No caso de um antilope, caso seus chifres continuassem a crescer sem
parar, o resultado seria uma espiral de Fibonacci. No caso dos camaledes, uma das
manifestacoes mais perfeitas dessa espiral também ¢é claramente visivel quando a
cauda do animal é retraida.

Figura 1.33: Antilope e o Camaledo

FONTE: Freitas (2008, p. 38) e jsocial.stoa.usp.br/articles/0015/6376/
ApresentacaoRazaoAurea.ppty,

O falcao peregrino é uma ave de porte médio que se desloca rapidamente, per-
mitindo voar a altas altitudes e localizar pequenas presas a uma distancia de um
quilometro e meio. O bidlogo Vance A. Tucker, da Universidade de Duke, na Ca-
rolina do Norte (EUA), concluiu, apés intimeras observagoes e experimentos, que,
devido aos olhos laterais do falcao-peregrino, uma tinica maneira de manter a presa
em seu campo de visao é descer em volta dela a medida que se aproxima, sempre
mantendo uma inclinacao em relagao ao alvo. Dessa forma, durante a captura da
presa, o falcao nao segue o caminho mais curto, como uma linha reta, mas voa em
uma espiral logaritmica.

Conforme mencionado acima, uma espiral é uma curva que mantém um angulo
constante em todas as suas retas e passa por um ponto fixo. A espiral logaritmica
permite que o falcao capture sua presa de maneira rapida e eficiente.
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1.9. RELACAO FIBONACCI E OS ANIMAIS

Figura 1.34: Falcao pelegrino
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Capitulo 2

Propriedades da sequéncia de
Fibonacci

Para Gundlach (1992, p. 63):

Sao muitas as identidades dedutiveis dos nimeros de Fibonacci, varias
delas oferecendo exemplos nao ébvios de demonstragoes por inducao ma-
tematica, e elas aparecem em diversos ramos da Matematica. Particular-
mente interessantes parecem ser as propriedades em teoria dos nimeros,
envolvendo numeros aleatoérios, primos, propriedades da fatoracao e ou-
tros topicos.

A sequencia de Fibonacci esta repleta de propriedades, nesse capitulo vamos
demonstrar varias delas. A maioria das demonstracoes serao feitas pelo Principio
de Indugao Finita.

2.1 Proposicoes

Proposicao 2.1 A soma dos n primeiros numeros da sequéncia de Fibonacci € igual
a Fhio—1, isto é:

Demonstragao:
Note que:
1 = 2-1
F ;-1
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2.1. PROPOSICOES

Entao, para n = 1, a proposicao é valida.
Suponha que seja valido para algum n = k entao:

Fi+FE+-+F, = Fro—1

Mostraremos que (2.1) é valido para n = k + 1. Por hipétese de indugao, temos
que:

Fi+Fy+- o+ P+ Fpr = Frpo— 1+ Fry
= Flriot+ Frp1— 1
Fi4Fot 4 Fot Py = Frg—1

Pois Fyio+ Fyy1 = Fjr13. Com isso, pelo Principio de Inducao Finita a propriedade
é valida para todon € N

Proposicao 2.2 A soma dos n primeiros numeros da sequéncia de Fibonacci com
indices impares € iqual a Fs,, isto é:

Fi+Fy+--+ Fy oy = Iy, (2.2)
Demonstragao:
Note que:
1 =1
Fi = K

Entao, para n = 1, a proposicao é valida.
Suponha que seja valido para algum n = k entao:

Fi+Fs+- -+ Fyy = Iy

Mostraremos que (2.2) é vélido para n = k+1. Assim, pela hip6tese de indugao,
temos que:

Fi+Fs+4 -+ Fop 1+ Fop1 = Fog + Forn
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2.1. PROPOSICOES

Aplicando a definicao no 2° membro, temos:

F1—|—F2+"'+Fk+Fk+1 = F2k+2
Fi+ B+ 4+ Fe+ Fpq = FQ-(kJrl)

Assim, pelo Principio de Inducao Finita a propriedade é valida para todo n € N
[ |

Proposicao 2.3 A soma dos n primeiros numeros da sequéncia de Fibonacci com
indices pares € iqual a Fy,. 1 — 1, isto é:

B+ Fi+- -+ Fyy=Fop— 1 (2.3)
Demonstragao:
Observe que:
1 = 2-1
Fl = F3 - 1

Com isso, fica provado que a proposicao é véalida para n = 1.
Suponha que seja valido para algum n = k entao:

Fo+Fy+--+Fy = Fopp—1

Mostraremos que (2.3) é valido para n = k+ 1. Por hipdtese por indugao, temos
que:

Fo+Fy+---+Fop+ Foppo = Fagqr — 1+ Fopgo
= Fogy1+ Fopyo— 1
= Foyiz—1

Fo+Fy+--+ Fop+ Fopro = Foggngr — L

Assim, pelo Principio de Inducao Finita a propriedade é valida para todo n € N

Ao dividirmos um ntmero da sequéncia de Fibonacci pelo seu anterior, obtemos
um valor aproximado de 1,6, e quando esse niimero fica suficientemente grande, ele
coincide com o numero de ouro, a tabela abaixo mostra os quocientes:
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2.1. PROPOSICOES

’ n.Fibonacct ‘ F..1/F, ‘ Quociente

1 1/1 1
1 2/1 2
2 3/2 1,5
3 5/3 1,66666
5 8/5 1,6
8 13/8 1,625
13 21/13 1,61538
21 34/21 1,61904
34 55/34 1,61764
55 89/55 1,61818
89 144/89 1,61797
144 233/144 | 1,61805
233 377/233 1,61802
377 610/377 | 1,61803
Proposicao 2.4
. 1++5
li =¢ =
n—oo F, 2

Demonstracgao:

Seja r, = F;fl ,comn > 2. Como F, 1 = F, + F,_1, temos que:

_ Fn+Fn—1 _ Fn—l
e _1+_Fn'

1

Seja lim r, = L. Como lim r, ; = L, segue -se que L = 1+ 7, ou seja,
n—00 n—00

I?-L—-1=0
Resolvendo esta equagao vem que:

_ 1V
L=="

Como r, > 0, Vn, podemos concluir que L = 1+2\/g = ¢, como queriamos provar.

Proposicao 2.5 Quaisquer dois niumeros da sequéncia de Fibonacci consecutivos

5G0 Primos entre si:
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2.1. PROPOSICOES

m.d.c.(F,, Fy1) =1 (2.4)

Demonstragao:
Perceba que:

1 =m.d.c(1,1) = m.d.c(F, F)

Suponha que seja valido para algum n = k entao:

m.d.c.(Fg, Fiy1) = 1, parak > 1

Entao, para n = k + 1 teremos:

m.d.c.(FkH, Fk+2) = m.d.c.(FkH, Fk+1 + Fk)
m.d.c.(Fk+1, Fro1 + Fk) = m.d.C.(Fk+1, Fyo1 + Fy — Fk+1)
m.d.C.(Fk+1, Fk) =1

Proposicao 2.6 Seja F, 1, um nimero da sequéncia de Fibonacci. Dados Vm > 1
eVn > 1, temos que:

Fm+n:Fm—1'Fn+Fn+1'Fm (25)

Demonstracao: Note que:

Fm+1 = o1+ Fy
Fm+1 = Fh1-1+1-F,
Fonpw = Fyuo-Fi+F - Fy.

Entao, para n = 1, vale a proposicao.
Suponha que seja valido para algum n = k entao:
Fm+k = Fm—l'Fk+Fk+1'Fm

Entao, vamos mostrar que (2.5) é valido para n = k + 1. Assim, pela hipdtese
de indugao, temos que:
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2.1. PROPOSICOES

Fotkrn = Fogr + P

Aplicando a hipétese de indugao em Fj, ., temos
Foikrn = Fon Fo+ Fepr - B+ Frge

Agora, aplicando a hipétese de inducao em Fj, s _1:

Fovkrn = Py Fo+ Fopr - P+ Foy - B + Fr - By
Foskrn = Foor- (Fy+ Fioq) + Fo - (F + Figa)
Foskr1 = Fpor - Py + By Figo.

Proposicao 2.7 Seja F,, um numero da sequéncia de Fibonacci. Dados m e n €
N, tal que n > m > 2 | temos F,,|F, se, e somente se, m|n.

Demonstragao:

Partindo da hipdtese que m e n € N | tais que 2 < m < n e F,|F,. Assim,
E,=F,oukF, <F,

Se F,, = F'n, temos que m = n, e, com isso, temos m|n

Se F,, < F,, , entao m < n. Portanto existe um k € N tal que n = m + kq ,
assim, podemos escrever:

Fo|F, = Fo|Fmar,

A afirmagao acima e a propriedade (2.1) nos permite escrever:

le(Fm—l Fk1+Fka1) = Fm|Fm—1 'Fk1
Pois, sabemos que F,,|F,, - Fi, 11
Pela proposicao (2.4) , temos mdec(Fy,, Fr,—1) = 1, e assim:

Fm’melel = leFk1 =m < k;

Agora, se m = ki, temos m|n = m + k; = m + m = 2m No caso de m < ky,
reiniciamos o processo procurando ky tal que k; = m + ko. Podemos fazer esse
processo p vezes até obtermos um £k, tal que m = k,. Como resultado teremos
n=(p+1)-m e portanto m|n .
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Reciprocamente, considere, m e n € N tal que, n = m - k. Vamos mostrar que
F,.|Fyk por indugao em k.

Com isso, fica provado que a proposicao é valida para k = 1.
Entao vamos mostrar que é véalido para n = k + 1. Assim, pela hipotese de
inducao, temos que:

Para k 4+ 1 teremos:

Fm(k+1) = ka+m = Fop—1Fm + kaFm—l—l

Veja que

Fm‘kalem + kaFerl = Fm|Fm(k+1)

Portanto, por indugdo matemética temos F,|F,x Yk € N,
[

Proposicao 2.8 A soma de seis niumeros consecutivos de Fibonacci € divisivel por

/.

5
> Fuy=A4F, (2.6)

r=0
Demonstragao:
Para n > 0, temos:

5
ZFn+r = Fn+Fn+1+Fn+2+Fn+3+Fn+4+Fn+5
r=0

= (Fn+Fn+1)+Fn+2+Fn+3+Fn+4+(FN+3+Fn+4)
= 2F, 0+ 2F, 3+ 2F, 4

= 2(Foy2+ Fuys) +2F,14

= 2F 4+ 2F

5
Z Fn—H“ = 4Fn+4-
r=0
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Proposicao 2.9 A soma quaisquer dez miumeros consecutivos de Fibonacci € di-
visivel por 11

9
> Fopr =11F (2.7)

r=0
Demonstragao:
Paran >0

9
ZFn-H“ = Fn"'Fn-i-l+Fn+2+Fn+3+Fn+4+Fn+5+Fn+6+Fn+7+Fn+8+Fn+9
r=0

(Fot Fopi+ Fo+ Fs + Fopa + Fugs) + Foye + Foyr + Foys + Foyr + Foys
= 4Fu+ Fope + 287+ 2 048
= (4F4+4F,5) + TF 6
= 4F,6+ TFus

9
Z Fn+7- — 11Fn+6.
r=0
|

Proposicao 2.10 Seja F,, um numero da sequéncia de Fibonacci, entao para todo
n>1,né&N , temos:

> Fio=TFj, (2.8)
i=1
Demonstragao:
Observe que:
1 = 17
FQ == F22

Para n = 1, temos a proposicao verdadeira.
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Suponha que seja valido para algum n = k entao:

o+ Fs+ -+ Fy_o = F2

Mostraremos que (2.8) é valido para n = k + 1. Por hipétese de indugao, temos
que:

Fy+ I+ -+ Faypoo+ Fipro = F22K + Fipso

Fo+Fs+ -+ Fipo+ Fipo = F22k + Foriiqok+1
Aplicando (2.1) em Fopi14ok11:

Fy+ Fs+ -+ Fuo+ Fipo = Fj+ For - Fapyr + Fopgr - Fopyo
Fop - (For + Fopgr) + Fopgr - Foppo
Fop, - Fopyo + Fopyr - Fopo

Fopyo - (For + Fopq)

= Fopro - Fopyo

Fo+Fo+ 4 Fyot Fuyo = Fipy

Com isso, pelo Principio de Inducao Finita, a propriedade é valida para todo n € N

Proposicao 2.11 Seja F,, um numero da sequéncia de Fibonacci, entao para todo
n>1,ne&N , temos:

> Fuis=Fpuy - Fay (2.9)
i=1
Demonstracao:
Verifique que:
1 =1-1
= F-F.

Entao, para n = 1, temos a proposicao verdadeira.
Suponha que seja valido para algum n = k entao:
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Fy+F5+- -+ Fuyes = Foq - Foy

Mostraremos que (2.9) é valido para n = k + 1. Por hipétese de indugao, temos
que:

Fi+Fs5+4 -+ Fypg+ Fayppn = Fopr - Fop + Faa
Fi+Fs+ -+ Fypg+ Fayppr = Fopqy - Fop + Foppaqor

Aplicando a proposi¢ao em Fbyi1.9%, temos:

Fi+F5+ -+ Fy 3+ Fuyy = Fopr - Fop + Fop - Fop + Fopyr - Forg
= Fop - (Fop—1+ For) + Fopgr - Forpa
= Fop - Fopy1 + Fopyr - Fogpa
= Fopyr - (For + Forya)
= Fopr1 - Fopgo
Fi+Fs+-+Fyps+ Fu = Fagan-1- Fogr

Assim, pelo Principio de Inducao Finita a propriedade é valida para todo n € N

Proposicao 2.12 A soma dos quadrados dos n primeiros nimeros da sequéncia de
Fibonacci € igual a F,.F, .1, isto é:

FP+Fy+- -+ F=F,F,, (2.10)
Demonstragao:
Note que:
1 =11
F! = F.F.

Assim, fica provado a proposicao paran = 1.
Suponha que seja valido para algum n = k entao:

FP v F+- +F} = FpFun
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Mostraremos que (2.10) é valido para n = k+ 1. Entao, por hipdtese de inducao,
temos que:

FP+Fy+ -+ Fp+ F2, = FpFe + Fid?
= Fri1.(Fy + Frp)
F12+F22++F;3+F]3+1 == Fk+1-Fk+2.

Assim, fica provado, pelo Principio de Inducao Finita que a propriedade é valida
para todo n € N

Proposigao 2.13 Seja F,, um nimero da sequéncia de Fibonacci, entdo:

F?—Fog-F,5=4-(—1)"" (2.11)
Demonstragao:
Observe que:
—4 = —4
9-13 = —4

3P —-13-1 = 4-(-1)
FP—F-F = 4-(-1)0°.

Com isso, fica provado que a proposicao vale para n = 1.
Suponha que seja valido para algum n = k entao:

F? —Fis-Frg = 4. (=1

Para n = k + 1, a afirmacao é valida, pois multiplicando por —1 ambos os
membros, teremos:

Frys Fp_s— F2 = 4-(—=1)F?

Contudo,
Chamando Fj 3 - Fj_3 — F¢ de a:
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@ = (Fysa— Fryo) (Fooy — Fro) — F7
= Fria-Fyo1 — By Fyoo — Fyo - Fopy + Frgo - F_o — Ff
= (Frys+ Frro)  Foor — Frpa - Fooo — Fryo - Frpy + Frpo - (Fx — Fyo1) — F7
= Frys Foa+ Fryo  Foon— Frya  Foo— Fryo Fopr + Fryo - Fx — Fryo - Froy — F7
= (Fry2+ Fer1) Foo1 — Fyga - Fyeo + Fypo - Fy — Fypo - Fyoy — I
= Fryo Fo1+ Fopr Fiot — Frya - Fro+ Fryo - Fyy — Fryo - Fyoq — F}

= By Fyo1 = Fiya - Fooo + Fiyo - Fyy — F}

= Fpp1 B — Foya - Fx o+ Bl (Frpo — Fy)

= Fgp1- Fyo1 — Frya - Fyo+ Fl - Fr

= Py B+ Fe- Fepn — Frya - P

= Fppr - (Fe1 + Fr) — Frqa - Froo

= Fry1- Frp1r — Frya - Fr o

= Fpr1® = Fiya - Froo

o = Fk+12 - F(k+3)+1 : F(k73)+1

Assim, pelo Principio de Indugao Finita a propriedade é valida para todo n € N

[ |
Proposigao 2.14 Seja F,, um termo da sequéncia de Fibonacci, entdo:

(Fn ’ Fn+3)2 + (2 : Fn+1 ) Fn+2)2 = F22n+3 (2'12)

Demonstragao:
Note que:

9+16 = 25
(1-3)*+(2-1-2)* = 5
(Fl‘F4)2+(2'F2'F3>2 = F52

Entao, fica provado que a proposicao é verdadeira para n = 1.
Suponha que seja valido para algum n = k entao:

(F - Frgs)’ + (2 Fog1 - Fo2)® = Fipis
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Mostraremos que (2.12) é valido para n = k+ 1. Por hipdtese de indugao, temos
que:

(Fip1 - Fiya)? + (27 Frya - Feps)® = 20 Fiy - Fiyg 4 (Figa - Frga)®

= 22 Fy - (Fres - Fiegs) + (Fega - Frga)?
= 22 Fly - (Firs - (Fiez + Frqn)) + (Fig - Frya)®
= 2. F]3+2 (Frso Fras + Feer - Fras) + (Frgr - Frga)®
= 2. F o (Foyo - (Fygz + Fipr) + Frgr - Fras) + (Fign - Figa)®
= 22 Fy - (Fho+ Fusr - Frpo 4 Frsr - Fras) + (Fea - Frga)®
2% Fiyo - (Fiia + Frr - (Fiva + Fiys)) + (Firn - Fira)®
(

= 22 Fo - (Fiyo + Fryr - Frya) + (Frpa - Frga)?
(Frp1 - Fiya)? + (27 Frya - Feps)® = (2- FRL)’ + 2% Fiiy - Fipr - Frepa + (Frga - Frga)?

Como a expressao (2- FZ )2 +22- F2 o« Fyi1 - Fipa + (Fygr - Fipa)® representa
um quadrado perfeito, temos:

(Fit1 - Figa)® + (2 Fiso - Fyps)? (2 F2ro + Fig1 - Frga)?

(Fis2 - 2+ Fygo + Frga - Frga)®
(Fyt2 - (Fyg2 4 Fig2) + Fyg1 - Fiya)®
(Fit2 - (Fygo + Fig1 + Fi) + Fyp1 - Fiya)®
(Frt2 + (Fiys + Fi) + Fisr - Fipa)®

= (Fits Fipo + Fio - Fepo + Fiwr - Fiia)®
(Frts - (Frg1 + F) + Fi - Fypo + Fpr - Frpa)?
(Fyt1 - Frys + Fio - Fogo + Fy - Fiig + Fioyr - Figa)?
(Fis1 - Frgs + Fio - (Fogo + Firs) + Frgr - Figa)®
(Fios1 - Frys + Fro - Fyga + Frega - Frqa)®
(Fios1 * Frgs + (B + Figr) - Frga)?
(

(Fet1 - Fopa)® + (2 Figo - Fiys)® = (Fer - Figs + Frso - Fisa)®

A expressao Fyiq - Fjyis3 + Frio - Fii4, de acordo com a proposicao 2.6 é igual a
Fiyoykts, assim:

(Fis1 - Fraa)? + 2 Frga - Fiis)® = Fiioirys
(Fyt1 - Frga)® + (2 Fryo - Fygs)® = Foyps
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Assim, pelo Principio de Inducao Finita, a propriedade é valida para todo n € N

Proposicao 2.15 Sendo F,, um numero da sequéncia de Fibonacci, a soma alter-
nada dos n primeiros nimeros da sequéncia € igual a 1+ (=1)"*1 - F,_;:

Fi—B+F—F+-+ (=) F, =1+ (-1)"" . F, (2.13)

Demonstracgao:
Observe que:

=1
F, = 1+ (=172 F,.

Assim, fica provado a proposicao para n = 1.
Suponha que seja valido para algum n = k entao:

F\—F+F—F+ 4+ ()" F = 1+ (=D B
Mostraremos que (2.13) é valido para n = k+ 1. Assim, por hipdtese de indugao,

temos que:
Chamando F1 — F2 + Fg — F4 + -+ (-1)k+1 : Fk + (—1)k+2 : Fk+1 de 63

B (=DFY B+ (D2 By
= (=D By + (DM (=1) - (Fy + Fra)
= 14+ (D" [F + (1) - Fo 4 (=1) - Fr
= 1t (CDF(C1) R

5 (_1>k+2 . Fk‘

Assim, pelo Principio de Inducao Finita, a propriedade é valida para todo n € N

Proposicao 2.16 Dadon € N, se F,, € par, entao, (F2,, — F?_,) € divisivel por 4.
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2.2. FORMULA DE BINET

Demonstragao:
Sejam n,q € N, tal que F,, = 2q, entao:
Aplicando a defini¢ao no Fj, 1, temos:

F3+1 —F, = (F,+F)—F,

= F?+2-F,-F, 1 +F> - F*
F2, —F:, = F}4+2-F, - F,,

n
Como F,, = 2q, fazendo a substituicao na expressao:

F2

Pa—F = (29°+2-2¢- Fy

n—1
= 4¢° +4q- Fy
2 —F, = 4-(*+q F.1)

n n

Assim, fica provado que a proposicao é vélida para todo n € N

2.2 Formula de Binet

Esta férmula é conhecida como Formula de Binet, podemos encontrar qualquer
termo da sequéncia de Fibonacci sem a necessidade de conhecer dois termos anteri-
ores.

Teorema 2.1 (Férmula de Binet) Dado F,, um nimero da sequéncia de Fibo-
nacct, podemos encontrar qualquer termo dessa sequéncia usando a formula:

o — g 1+vE . 1-5
——— . onde o = ep=
75 2 2

Demonstragao: Provando pela segunda forma de inducgo em n=1en = 2:

F, =
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2.2. FORMULA DE BINET

1+vV5-1++5 <1+2\/3) —(1_\/5>

_ Y5 2 2
F = 1_\/5_ NG _ =
1+2V6+5-142V5-5 (1+\/5> _(1—\/5)
= 1—£_ 4 _ 2 D)
2 — —\/5_ \/g _ \/5

Assim, a proposicao ¢é valida paran =1en = 2.
Suponha que seja valido para algum n =k e n = k + 1 entao:

Pela defini¢cao, sabemos que Fj.o = Fj, + Fj.1, e usando a hipétese de inducao,
teremos:
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2.2. FORMULA DE BINET

1+\/5 k 1_\/5 k 1+\/5 k+1 1_\/5 k+1
2 B 2 2 B 2
Frio = \/5 + \/5
1+\/5 k 1_\/5 k 1—'_\/5 k+1 1 \/g k+1
2 L2 12 S\ 2
Frio = NG
() (-2 (57) (50)
Fyio = NG
145\ (3+ V5 -5\ [3-5
2 ' 2 B 2 ' 2
Fk+2 = \/3
113\ [6+2v5 1—v5\" (6—2v5
2 ' 4 2 ' 4
Fk+2 = \/5
1+v5\ (142545 1B\ (1-2v5+5
2 ' 4 B 2 ' 4
Fypo = 7
1+vB) (1+v5)_(1-vB) (1-v5)
2 ' 2 - 2 ' 2
Fryo = 7
<1+\/5>k+2 (1_\/5>k+2
2 B 2
Fk+2 =

Com isso, fica provado que a proposicao é valida para todo n € N
[

O teorema seguinte nos d4 uma boa aproximacao de F;, em termos de o o qual

. . n
pode ser encontrado em Vorobiov (1974, p.26). Consideremos a,, = 3—5 como sendo
0 n-ésimo termo da progressao geométrica cujo primeiro termo é a; = \% e cuja

razao é a.
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2.2. FORMULA DE BINET

Teorema 2.2 O Numero de Fibonacci F,, é um nimero inteiro proximo do nimero

ap = ‘f}' podemos afirmar que a distancia de F), a a, satisfaz |F,, — a,| <1

Demonstragao: Demonstraremos que o valor absoluto da diferenca entre F, e a,,
¢ sempre menor que = . De fato,

0" =B et _Ja" =" =t _ |6
V5 V5 V5 G

Como |f| < 1 temos que |f"]| < 1, dal |f"] < 1 o que nos diz que % < \/Lg <

| Fo — an|

1
29
uma vez que /5 > 2. Portanto segue que |, — a,| < %

No teorema 2.2 observamos que |F, —a,| = ‘ﬁ—\/%' < 1 oqueimplica lim |F,—a,| =
n—oo

hm——O p01s0<|\5[|<%.

n—00 \/_

Quando voltamos nossa atencao para trés niimeros consecutivos na sequéncia de
Fibonacci, podemos ver que o quadrado do termo médio difere em uma unidade do
produto dos outros dois termos. Além disso, se o termo do meio ocupa uma posigao
par na sequéncia, seu quadrado serd uma unidade a menos que o produto dos outros
dois termos. Se o termo médio ocupa um nimero impar de posigoes, seu quadrado
¢ 1 maior que o produto dos outros dois termos. Essa proposicao é conhecida como
identidade de Cassini ou férmula de Cassini.

Proposicao 2.17 Seja F,, um numero da sequéncia de Fibonacci, entao:

Foi-Fop — F?, = (—1)" (2.14)
Para todo n > 1.
Demonstragao:
2—-1 =1
1-2-1* =1
P F3—Fy = (=1)?

Com isso, fica prova a proposicao para n = 2.
Ao multiplicarmos os membros de (2.14) por —1, teremos:
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2.3. TEOREMA DE ZECKENDORF

F2— Fy 1Fpy = (—1)""!

Ou seja,

<_1)n+1 = Ff — F1Fon
- Fr%_(Fn-&-l_Fn)Fn—&-l
= F3+FnFn+1_F3+l
= Fn(Fn‘l'Fn—i—l)_FS-f—l

(_1)n+1 - FnFn+2 - F3+1-

Assim, pelo Principio de Inducao Finita a férmula de Cassini é vélida para todo
n>2eN

2.3 Teorema de Zeckendorf

A seguir, teremos um teorema muito interessante, teorema esse que prova que
qualquer ntmero natural, ¢ um ntmero da sequéncia de Fibonacci ou pode ser escrito
como uma soma de termos nao consecutivos da sequéncia, chamado de Teorema de
Zeckendorf.

Edouard Zeckendorf (1901-1983), matematico belga, conseguiu o doutorado em
medicina no ano de 1925 e se tornou médico do exército belga. Mas, ficou conhe-
cido por trabalhar com os numeros de Fibonacci, desses trabalhos, um dos mais
importante foi o famoso teorema de Zeckendorf, publicado em 1972.

Lema 2.1 Para qualquer sequéncia crescente (ci)fzo tal que ¢; > 2 e cipg > ¢+ 1
para i > 0, temos:

k
Y F., <Fun (2.15)
=0

Demonstragao:
Note que, tomando Fj; como o maior termo, a maior soma de numeros nao
consecutivos de Fibonacci é:
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2.3. TEOREMA DE ZECKENDORF

F+Fy=1+3=4<5=F;

Suponha que as somas dos nimeros de Fibonacci nao consecutivos até Fj;_; sejam
todas menores que Fj. Essa soma até F; nao conterda Fj_; e, portanto, serd uma
soma de F; e uma soma nao consecutiva de nimeros de Fibonacci até F;_,, que
serd menor que Fj_; pela hipétese indutiva. Assim, para quaisquer sequéncia (¢;)
conforme descrito acima onde ¢ = j, temos:

k k-1
ZFCi :Fj"‘qu <Fj+Fj1=Fjn
1=0 1=0

Isso prova o resultado para todo 7 € N indutivamente.

Teorema 2.3 (Zeckendorf) Seja n um nimero positivo. Entdo existe uma unica
sequéncia crescente (ci)f:() tal que ¢; > 2 e cip >cy+ 1 parai >0, e que:

k

n=>Y F, (2.16)

i=0
Essa soma serd chamada de representacao de Zeckendorf para n.
Demonstragao:
Vamos iniciar mostrando a existéncia:

= F
= B
Fy
Fy+ F
Fs
— [+ B

< S ISR GUR R
I

Diante disso, o resultado é valido para todo nimero natural n < 6.

Suponha agora que podemos encontrar tal representacao para todos os inteiros
positivos até k. Se k + 1 é um nimero da sequéncia de Fibonacci, ja fica provado
o teorema. Se k 4+ 1 nao é um numero de Fibonacci, entao existe j € N tal que
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2.3. TEOREMA DE ZECKENDORF

F; <k+1< Fj;;. Defina o = k41— Fj, como o < k, por hipdtese a tem uma
representacao Zeckendorf. Também notamos que:

F}+Oé:k+1 < F}‘+1:Fj+Fj,1
a < f7j—1

Assim, a representacao Zeckendorf de a nao contém um termo F;_; , entao
k +1 = F; + a produzira uma representacao de Zeckendorf para k + 1. Isso prova
a existéncia da representacao de Zeckendorf para inteiros positivos por inducao.

Provando agora a unicidade: Seja n um inteiro positivo com dois conjuntos nao
vazios de termos S e T que formam representacoes Zeckendorf de n. Seja S’ = S\T
e T" = T\S. Como ambos os conjuntos perderam os mesmos elementos comuns,
ainda temos:

D SRIED SED I

zeS aeSNT yeT besSNT
2T = 2y
zes’ yeT”’

Assim, se S’ = @ ou T’ = &, resultard em uma soma de 0. Como todos os termos
nao sao negativos, a outra soma, igual a 0, também deve estar vazia, significando
que 8" =T'= @, entao S = SNT = T. Vamos supor agora que ambos os conjuntos
S’ e T' sdo nao vazios. Seja Fy = maxS’ e F; = maxT’. Como S’ # T', podemos
supor sem perda de generalidade que Fs < F}. Pelo lema, podemos dizer que:

Z$<Fs+1§Ft

zes’

Como as somas sobre S e T' sao nao negativos e iguais, isso é uma contradicao,
entao S=T=0,e S=T.

[ |
Existe uma calculadora na internet, chamada de calculadora de Zeckendorf, que
dé a representacao Zeckendorf de qualquer ntimero inteiro positivo. o link https :
/Jwww.dcode. fr|zeckendor f — representation dé acesso a calculadora.
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Capitulo 3

Aplicacoes da sequéncia de
Fibonacci em sala de aula

Neste capitulo, fornecemos aos nossos leitores uma pasta de trabalho que contém
algumas atividades da sequéncia de Fibonacci. Esperamos, portanto, facilitar o tra-
balho de professores de matematica do ensino médio que desejam abordar essa im-
portante sequéncia numérica no Ensino Basico. As atividades foram aplicadas em
turmas de 2° ano do ensino médio do Colégio Estadual do Campo Maria Freire Anun-
ciagao Silva, localizado no Distrito de Lagoa Redonda, Itapicuru-BA. Tinhamos um
total de 99 alunos distribuidos em 4 turmas.

Sobre a 12 atividade abordada: O problema cldssico dos coelhos de Fibonacci,
tinha como objetivo testar o poder de raciocinio e interpretacao dos alunos, para que
assim pudessem construir mes a mes a quantidade de coelhos, e durante o processo,
conseguissem identificar que teriamos uma sequéncia, e, a partir dai, identificar
o padrao de recorréncia, poupando o trabalho de construcao até o 12° més. Essa
atividade foi aplicada em grupos de 5 alunos para que pudessem discutir um caminho
de construcao. Essa atividade teve a duracao de 2 aulas,

3.1 Atividade 1

Em um determinado cercado, uma pessoa colocou 1 casal de filhotes de coelhos.
Sabendo que o casal fica fértil a partir do 2% més e que a cada més eles tém um
novo casal de coelhos, quantos casais teremos ap6s 1 ano? (obs.: ndo ha problemas
genéticos no cruzamento consanguineo; os coelhos nunca morrem)

Atividade essa realizada em grupo para alencar a discussao do problema, foram
16 grupos. Foi observado a discussao de cada grupo procurando a melhor estratégia
e tivemos o seguinte resultado:
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3.1. ATIVIDADE 1

’ Quant.degrupos ‘ Resultados ‘

10 Satisfatério
6 Deficiente

O exemplo abaixo representa um dos grupos satisfatorio:

Figura 3.1: Acervo pessoal

Nesse exemplo, percebemos que os alunos tiveram um bom raciocinio sobre o pro-
blema, observamos que eles utilizaram uma legenda para diferenciar coelhos filhotes
de coelhos adultos. Foi visto também que, no meio da construcao, eles conseguiram
identificar o padrao e nao acharam mais necessario continuar a construgao mes a
mes, com isso, o objetivo da atividade foi alcangado, pois a ideia era que eles perce-
bessem que cada meés, sempre seria a soma dos dois meses imediatamente anterior.

Nesse exemplo da figua 3.2, concluimos que o grupo nao conseguiu responder
corretamente o problema:

>

Figura 3.2: Acervo pessoal

7 s 9 104844
I
l

'1’;3_355 !
{3 1111 to
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3.2. ATIVIDADE 2

Conseguimos perceber que a construcao do modelo iniciou com logica, mas, esse
grupo, em especifico, acabou se perdendo durante a execucao do problema. Nao foi
colocado uma legenda para que o leitor soubesse identificar os filhotes e os adultos.

Com isso, podemos concluir que esses grupos nao conseguiram discutir adequa-
damente o problema, e assim, nao encontraram o padrao de construgao necessario.

3.2 Atividade 2

Utilizando a sequéncia de Fibonacci (1, 1, 2, 3, 5, 8 e 13), construa uma sequéncia
de quadrados, a partir do quadrado dado, com as seguintes caracteristicas: O 1°
quadrado a ser construido deve estar a direita do quadrado dado. Para construgao
dos demais quadrados, deve-se utilizar o maior lado do retangulo formado pelos
quadrados anteriores. A construcao deve seguir sempre o sentido anti-horario.

Nessa atividade foi fornecido uma malha quadriculada para facilitar a construcao:
Essa atividade foi aplicada nas 4 turmas de 2° anos de forma individual, com o ob-
jetivo de perceber, o poder de raciocinio de cada aluno, e obtivemos os seguintes
resultados:

] Quant.dealunos \ Resultados ‘
79 Correto
13 Parcialemente correto
7 Incorreto

O exemplo da figura 3.3 representa o aluno ”A”, que conseguiu concluir a ativi-
dade de forma correta. Percebe-se que ele entendeu a ideia da questao seguiu todo
0 passo a passo até com uma certa facilidade.
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3.2. ATIVIDADE 2

Figura 3.3: Construgao do aluno A

Na figura 3.4, temos um exemplo do aluno "B”, que representa os 13 alunos,
mesmo tendo construido os quadrados corretamente, nao conseguiu concluir com
sucesso o espiral.

Figura 3.4: Construcao do aluno
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3.3. ATIVIDADE 3

E, 7 alunos nao conseguiram fazer a construcao correta, como consta no exemplo
abaixo do aluno C:

Figura 3.5: Construcao do aluno

O aluno apresentou dificuldades ja na etapa inicial da construcao dos quadrados
que servia de base para o desenho do espiral de Fibonacci.
Uma terceira atividade aplicada foi a respeito do teorema de Zeckendorf:

3.3 Atividade 3

De acordo com o teomera de Zeckendorf: Todo niimero natural pode ser escrito
de modo tnico como a soma de termos da Sequéncia de Fibonacci, de indices nao
consecutivos e maiores que 2, escreva cada nimero abaixo usando esse teorema.

O objetivo dessa atividade foi colocar em pratica o teorema de Zenckendorf,
um importante teorema da sequéncia de Fibonacci. Os alunos deveriam listar os
numeros da sequéncia de Fibonacci, para servir de consulta para a atividade

Antes da aplicacao dessa atividade proposta, foi disponibilizado em slides, tabe-
las de niimeros onde, escolhendo um aluno ao acaso, conseguiamos adivinhar a idade
do pai ou da mae. Os alunos acharam muito interessante e curiosos em saber como
aquilo era possivel. Foi feita uma demonstracao aos alunos de como foi construida
as tabelas de nimeros e a logica de cada uma delas.

A tabela esta demonstrada a seguir:
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3.3. ATIVIDADE 3

Figura 3.6: Nimeros méagicos Fibonacci

1 4 6 9 12 14 2 7 10 15 20 23
17 19 22 25 27 30 28 31 36 41 44 49
33 35 38 40 43 46 54 57 62 65 70 75
48 51 53 56 59 61 78 83 86 91 9% 9
64 67 69 72 74 77 104 109 112 117 120 125
80 82 8 88 90 93 130 133 138 143 146 151
95 98 101 103 106 108 154 159 164 172 175 180
11T 114 116 119 122 124 185 188 193 198 201 206
3 4 11 12 16 17 5 6 7 18 19 20
24 25 32 33 37 38 26 27 28 39 40 41
45 46 50 51 58 59 52 53 54 60 6l 62
66 67 71 7279 80 73 74 75 81 82 83
87 8 92 93 100 101 94 95 96 107 108 109
105 106 113 114 121 122 115 116 117 128 129 130
126 127 134 135 139 140 141 142 143 149 150 151
8 9 10 11 12 29 13 14 15 16 17 18
30 31 32 33 42 43 19 20 47 48 49 50
44 45 46 63 64 65 51 52 53 54 68 69
66 67 84 8 8 87 70 71 72 73 74 75
88 97 98 99 100 101 102 103 104 105 106 107
118 119 120 121 122 131 108 109 136 137 138 139
132 133 134 135 152 153 140 141 142 143 157 158
21 22 23 24 25 26 34 3 36 37 38 39
27 28 29 30 31 32 40 41 42 43 44 45
33 76 77 718 79 80 46 47 48 49 50 51
81 82 83 84 8 86 52 53 54 123 124 125
87 88 110 111 112 113 126 127 128 129 130 131
114 115 116 117 118 119 132 133 134 135 136 137
120 121 122 165 166 167 138 139 140 141 142 143
55 56 57 58 59 60 8 9 91 92 93 94
61 62 63 64 65 66 95 9% 97 98 99 100
67 68 69 70 71 72 101 102 103 104 105 106
73 74 75 76 77 78 107 108 109 110 111 112
79 80 81 82 83 84 113 114 115 116 117 118
85 8 87 88 199 200 119 120 121 122 123 124
201 202 203 204 205 206 125 126 127 128 129 130
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3.3. ATIVIDADE 3

Perceba que no canto superior esquerdo de cada tabela, esta escrito um nimero
de Fibonacci, em ordem crescente. apds isso, cada nimero natural que nao é da
sequéncia de Fibonacci, é aplicado o teorema de Zeckendorf, e, assim, sabemos em
qual tabela ele deve entrar.

Exemplo: o nimero 10, que nao é um nimero da sequéncia de Fibonacci, é a
soma dos nimeros F3-+ Fg, entao, ele deve ser colocado na tabela que tem o niimero 2
(F3) e o numero 8 (Fg) no canto superior esquerdo, com isso, conseguimos construir
toda as tabelas como mostra a figura acima:

Apés aplicacao dessa 12 etapa, foi mostrado como foram construidas as tabelas
de numeros, e apds isso, foi aplicada a atividade com varios niimeros naturais para
que o aluno escrevesse usando nimeros da sequéncia de Fibonacci. Essa atividade
foi aplicada em 4 turmas de 2° ano do ensino médio, de forma individual, totalizando
99 alunos, e obtivemos os seguintes resultados:

’ Quant.dealunos ‘ Resultados ‘
89 Correto
8 Parcialemente correto
2 Em branco

O exemplo abaixo representa uma atividade realizada com sucesso:

Figura 3.7: Construcio do aluno
) so= 34+ 13+

ny  so= HD +34+3 +4

m 7= 95+ F1+3

v 2= L9 F A+ 1

o w89+ 11484}
w w14 455 4 |

wiy  3s1= ) 354 A9+ 34+4
vill) 169:_51(/{{ +43+23+ i

n  211= 233+ 34+ 3+ |

x) 480=37F+84+33+]
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3.3. ATIVIDADE 3

Esse aluno conseguiu, sem maiores problemas concluir a atividade de forma
rapida e precisa.

Abaixo, temos um exemplo de um aluno que conseguiu concluir a atividade
parcialmente correta,

Figura 3.8: Construcao do aluno

1) 80=55+ &1 +13+4

o 79-55t4{+>

[

V)  25=2{+ DA
V) 120= 99+ 2+ F+L

Vi) 200:--f.2(2(¢—554—4
- 3
Vi) 351= 233+ 88+ 27T Qt

Vi) 169=4y Y 4 24+ 3+ {
X  271= 222+ 294D 1

—

X} 480=2‘>?‘?‘-’i— é)cj-’r-{:;‘i--{'

conseguimos perceber q ele acertou a soma de alguns nimeros, mas em alguns,
ele nao conseguiu fazer de forma correta. Apds uma breve discussao com os mesmo,
foi identificado que o que ocorreu foi apenas falta de atencao.

Apenas 2 alunos nao conseguiram entender o que fazer e entregaram em branco

a atividade.
Tendo como justificativa, nao conseguir compreender o que estava sendo pedido.
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3.3. ATIVIDADE 3

Figura 3.9: Construcao do aluno

1)

1)

V)

Vi)
Vi)
Vil
IX)

X)

50=

80 =

79 =

25=

120 =

200 =

351=

169 =

271 =

480 =

Espero que esse trabalho possa auxiliar os docentes em suas aulas, bem como na

sua formacao.

20




Apeéendice

Trazemos aqui as atividades aplicadas em sala de aula como complementacao do
trabalho.
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3.3. ATIVIDADE 3

Figura 10: Elaborado pelo autor

CECPMFAS | Alunos (ay:
] COLEGIO ESTADUAL | |
£ PROF? MARIA FREIRE

Série: 20 ano Turma: Turno:

Professor(a): Anderson Gomes Disciplina: Matematica

NS

12 ATIVIDADE

Em um determinado cercado, uma pessoa colocou 1 casal de filhotes de coelhos. Sabendo que o casal fica fértil
a partir do 22 més e que a cada més eles tém um novo casal de coelhos, quantos casais teremos apds 1 ano?

(obs.: ndo ha problemas genéticos no cruzamento consanguineo; os coelhos nunca morrem)
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3.3. ATIVIDADE 3

Figura 11: Elaborado pelo autor

% CECPMFAS | Alunos (a):
at COLEGIO ESTADUAL

—— K PROF?* MARIA FREIRE |

Série: 20 ano Turma: Turno: |
Professor(a): Anderson Gomes Disciplina: Matematica //
22ATIVIDADE

9,

SENTIDO ANTI-HORARIO

Utilizando a sequéncia de Fibonacci (1, 1, 2, 3, 5, 8 e 13), construa uma sequéncia de quadrados, a partir do quadrado
dado, com as seguintes caracteristicas:
e 0 12quadrado a ser construido deve estar a direita do quadrado dado.
e Para construgdo dos demais quadrados, deve-se utilizar o maior lado do retangulo formado pelos quadrados
anteriores.
e A construgdo deve seguir sempre o sentido anti-horario.

93

Apds a construgdo dos quadrados, a partir do ponto dado, ligue, com arcos, os vértices ndo-consecutivos,
percorrendo todos os quadrados na ordem que foram construidos.



3.3. ATIVIDADE 3

Figura 12: Elaborado pelo autor

CECPMFAS | Alunos (a):
J v COLEGIO ESTADUAL
S-ememem  PROF? MARIA FREIRE |
Série: 20 ano | Turma: | | Turno: |
Professor(a): Anderson Gomes || Disciplina: Matematica |
32 ATIVIDADE

Sabendo que todo nimero inteiro positivo pode ser escrito de modo Unico como soma de termos da
sequéncia de Fibonacci, de indices ndo consecutivos e maiores que 1, escreva cada nimero abaixo usando

termos da sequéncia de Fibonacci:

1) 50 =
1) 80 =
m — 79=
V)  25=
V) 120 =
Vl)  200=

o4
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