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RESUMO 

Os materiais honeycombs, também conhecidos como materiais celulares ou materiais 

favos de mel, são aplicados em diversas áreas, como arquitetura, engenharia e biomedicina. Na 

engenharia civil, esses materiais são empregados como reforço estrutural, soluções geotécnicas 

ou em estruturas sanduíche. As propriedades mecânicas desses materiais são intrinsecamente 

influenciadas pelas configurações das células unitárias. As pesquisas nesta área têm crescido 

nas últimas décadas, com enfoque nos comportamentos mecânicos, que podem ter 

características isotrópicas ou anisotrópicas. O presente estudo tem como finalidade investigar 

as propriedades mecânicas dos materiais celulares no plano, concentrando-se nas configurações 

de células unitárias em formato de diamante e cruz. Para alcançar tal objetivo, utiliza-se como 

base metodológica os conceitos da teoria de pórticos planos, embasados na lei de elasticidade 

e plasticidade via teoria de flexão de Timoshenko. Nesta pesquisa, são analisadas as 

propriedades elásticas e plásticas dos favos de mel em configurações de diamante e cruz, por 

meio de um critério de falha. Os resultados são validados por meio da comparação dos esforços 

e deslocamentos calculados para meios bidimensionais compostos por elementos finitos de 

pórticos planos, com propriedades do material constituintes, e por elementos finitos 

quadrilaterais, com as propriedades efetivas da célula unitária. Tais resultados comprovaram 

que a metodologia adotada descreve de forma satisfatória o comportamento dos materiais favos 

de mel em configuração cruz e diamante. Em especial, a abordagem elastoplástica para a 

configuração em cruz foi comparada com experimentos com acurácia satisfatória. 

 

Palavras-chave: Materiais favos de mel; Propriedades mecânicas; Células unitárias; Teoria de 

flexão de Timoshenko; Critério de Falha. 
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ABSTRACT 

Honeycomb materials, also known as cellular materials or honeycomb materials, are applied in 

various areas, such as architecture, engineering and biomedicine. In civil engineering, these 

materials are used as structural reinforcement, geotechnical solutions or in sandwich structures. 

The mechanical properties of these materials are intrinsically influenced by the unit cell 

configurations. Research in this area has grown in recent decades, focusing on mechanical 

behaviors, which can have isotropic or anisotropic characteristics. The present study aims to 

investigate the mechanical properties of in-plane cellular materials, focusing on diamond and 

cross-shaped unit cell configurations. To achieve this objective, the concepts of the theory of 

flat frames are used as a methodological basis, based on the law of elasticity and plasticity via 

Timoshenko's flexural theory. In this research, the elastic and plastic properties of honeycombs 

in diamond and cross configurations are analyzed, using a failure criterion. The results are 

validated by comparing the efforts and displacements calculated for two-dimensional media 

composed of finite elements of flat frames, with constituent material properties, and 

quadrilateral finite elements, with the effective properties of the unit cell. These results proved 

that the methodology adopted satisfactorily describes the behavior of honeycomb materials in 

cross and diamond configurations. In particular, the elastoplastic approach for the cross 

configuration was compared with experiments with satisfactory accuracy. 

Keywords: Honeycomb materials; Mechanical properties; Unit cells; Timoshenko bending 

theory; Failure Criterion. 
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1 INTRODUÇÃO 

1.1 Considerações iniciais  

Os materiais honeycombs, também conhecidos como favos de mel ou materiais 

celulares, recebem esse nome em virtude da sua semelhança com os favos presentes nas 

colmeias de abelhas (Zhang et al., 2015). Esses materiais podem ser categorizados em 

dois grupos distintos: metamateriais ou convencionais, cuja distinção é predeterminada 

pelas propriedades e características do material em questão. De acordo com 

Faraci, Driemeier e Comi (2021), os materiais favos de mel identificados como 

metamateriais denotam da origem artificial, sendo concebidos com a finalidade de obter 

propriedades específicas e altamente desejáveis, cuja a manifestação na natureza é rara 

ou inexistente. Estas propriedades anômalas são engendradas através da configuração da 

microestrutura subjacente, ao invés de depender unicamente da composição química dos 

elementos constituintes. Um exemplo de metamaterial derivados de favos de mel são 

representados pelos honeycombs auxéticos, caracterizados por apresentarem um 

coeficiente de Poisson negativo, isto é, ao serem submetidos, por exemplo, à tração, 

expandem-se na direção perpendicular à carga aplicada, como apresentado na Figura 1. 

 

Figura 1- (a) comportamento dos materiais convencionais; (b) comportamento de metamateriais 

auxéticos.  

 

Fonte: Autor (2024). 
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Os honeycombs convencionais também conhecidos materiais celulares se 

caracterizam pela complexa rede interconectada de escoras e placas, organizadas em 

arranjos de arestas e faces unitárias. Essa organização cria uma estrutura com células 

unitárias, que preenche o espaço bidimensional ou tridimensional. Tais estruturas estão 

presentes em elementos naturais como cortiça, madeira, coral, esponja e favos de mel de 

colmeias de abelhas (Surjadi et al., 2019).  

Os materiais favos de mel convencionais podem ser fabricados artificialmente, 

mediante a utilização de uma diversidade de materiais, que abrangem desde o papel, 

metais, cerâmicas e compósitos.  Exemplificativamente, os favos de mel periódicos 

ilustram um caso de estruturas celulares artificiais, cujos métodos de manufatura abarcam 

um aspecto que engloba múltiplos materiais (Zhang et al., 2015).  

Os favos de mel fabricados a partir de liga de alumínio ou folhas de aramida são 

amplamente empregados na construção de estrutura tipo sanduíche, devido às suas 

características de baixa densidade, alta resistência mecânica e boa capacidade de absorção 

de energia.  Enquanto que os favos de mel constituído de materiais compósitos encontram 

aplicação devido à excelente rigidez específica e resistência mecânica (Wei; Li; Xiong, 

2019). Estas versatilidades de aplicações abrangentes refletem a diversidade de 

propriedades que os favos de mel podem oferecer, tornando-os relevantes para indústrias 

aeroespaciais, da construção civil, arquitetura e medicina, onde a necessidade por 

estruturas leves e de alta resistência é crucial.  

No âmbito geral, as estruturas em honeycombs são notáveis pela sua capacidade de 

oferecer alta resistência com baixo peso em várias escalas de tamanho, ao mesmo tempo 

que apresentam propriedades mecânicas importantes, como a capacidade de absorção de 

energia, resistência à fadiga, resistência ao fogo e à corrosão (Isanaka et al., 2022). 

Destaca-se, que essas propriedades mecânicas estão intrinsecamente ligadas à 

configuração da célula unitária subjacente, a qual pode assumir configurações distintas, 

como hexagonal, retangular, diamante, quadrangular (cruz), triangular, dentre outras.  

As propriedades mecânicas dos materiais honeycombs podem ser investigadas com 

condições de carregamentos distintos, como carregamento no plano e fora do plano, 

abrangendo cargas estáticas, de baixa velocidade e impacto de alta velocidade (Wang, 

2019). No âmbito das aplicações de engenharia, as investigações abrangentes do 

comportamento das estruturas favos de mel são indispensáveis. Para abordar essas 

propriedades, diversos estudos têm sido desenvolvidos, explorando diferentes aspectos 
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desse comportamento. Xu, Qiao e Davalos (2001), empregaram uma abordagem analítica 

com técnicas de homogeneização, visando avaliar a rigidez de cisalhamento transversal 

em estruturas favos de mel com paredes finas, frequentemente empregadas em aplicações 

estruturais do tipo sanduíche.  

Ruan et al. (2003), explorou o comportamento dinâmico no plano de colmeias 

hexagonais de alumínio por meio de simulações de elementos finitos. Wu et al. (2017), 

se dedicaram à investigação das respostas sob condições de colisão e características de 

resistência apresentadas por materiais celulares de alumínio. No que concerne ao limite 

de escoamento, Li et al. (2018), desenvolveram uma abordagem teórica que visa elucidar 

esses limites em estruturas favos de mel quadradas, considerando diversas orientações de 

carregamentos. Destaca-se que estes trabalhos apresentaram limitações em relação aos 

métodos aplicados para descrever o comportamento desses materiais.  

Thomas e Tiwari (2019), analisaram o comportamento do núcleo de estruturas 

sanduiches compostas por materiais honeycombs, explorando cinco configurações de 

células unitárias (kagome, hexagonal, triangular, quadrangular e circular), sob diferentes 

condições de carregamento. No entanto, os resultados obtidos apresentaram uma 

divergência significativa em relação às conclusões proveniente da literatura.  Zhang et al. 

(2020), que formularam um modelo com o objetivo de analisar o comportamento de 

painéis sanduíches com núcleos favos de mel. Na qual, a pesquisa ressalta a necessidade 

de realizar estudos adicionais, principalmente, de propor uma lei constitutiva e critérios 

de dano mais apropriado para descrever o comportamento desses materiais em diferentes 

condições de solicitações. Mohammadi et al. (2023), investigaram o comportamento dos 

materiais honeycombs, ressaltando a necessidade de desenvolver modelos teóricos que 

possibilitem uma compreensão mais aprofundada das propriedades mecânicas desses 

materiais.  

Estes resultados apontam para a complexibilidade do comportamento desses 

materiais em determinadas condições de solicitações e destacam a necessidade de 

aprimoramento e refinamento nas formulações utilizadas para a compressão do 

desempenho mecânico dos materiais favos de mel. 

Ressalta-se que a análise do comportamento das estruturas em favos mel é 

complexo, sendo objeto de minuciosas investigações isoladas, para determinar sua 

resistência à compressão, tração ou ao cisalhamento (Rodríguez-Ramírez; Castanié; 

Bouvet, 2020). 
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Diante desse panorama, esta pesquisa tem como finalidade aprofundar a 

compreensão e investigar de forma abrangente o comportamento elastoplástico de 

materiais favos de mel, em configurações diamante e quadrangular. Para tanto, serão 

empregados os conceitos da teoria de pórticos elásticos e elastoplásticos, discutindo 

conceitos essenciais da teoria da elasticidade e da plasticidade. Estas investigações se 

propõem a elucidar a resposta mecânica dessas estruturas em condições de carregamentos 

distintos.   

Os modelos elastoplásticos englobam tanto deformações elásticas quanto 

permanentes. A relação entre tensão aplicada e deformação elástica encontra-se sujeita à 

influência direta da lei de elasticidade, a lei de evolução e a função de escoamento que 

delineia os critérios para o início da deformação plástica. Outro aspecto importante da 

teoria da plasticidade é o fenômeno de encruamento, o qual se caracteriza pelo aumento 

de resistência mecânica do material à medida que o processo de deformação avança. Além 

disso, o critério de falha é primordial nessa teoria para prever quando um material atingirá 

sua capacidade máxima de suportar cargas sem sofrer deformações plásticas 

permanentes. Diversos critérios de falha estão disponíveis na literatura como o critério de 

Tresca, critério de von Misses, critério de Tsai-Hill, critério de Hashin, critério de 

Hoffman, Critério de Puck e de Hill.  

Neste estudo, foi empregado o critério de falha proposto Hill (1948), na sua 

formulação quadrática no plano para investigar o comportamento anisotrópico dos 

materiais favos de mel. A escolha desse critério decorre devido a sua capacidade de 

modelar adequadamente as respostas mecânicas de materiais com propriedades distintas 

em diferentes direções.  

1.2 Objetivos 

1.2.1 Objetivo Geral 

O objetivo geral desta pesquisa consiste em analisar as propriedades mecânicas no 

plano de materiais favos de mel nas configurações de células unitárias diamante e cruz 

(quadrangular). 

1.2.2 Objetivos específicos  

Para atingir o objetivo geral da pesquisa, foram delineados os seguintes objetivos 

específicos: 
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• Analisar as propriedades elásticas das células unitárias dos materiais favos de 

mel nas configurações diamante e cruz, considerando diferente condições de 

solicitações no plano; 

•  Validar as formulações obtidas por meios de análises numéricas; 

•  Aplicar as formulações obtidas em problemas apresentados na literatura 

técnica.  

1.3 Organização do trabalho 

O capítulo 2 apresenta uma revisão bibliográfica dos materiais favos de mel, na 

qual abrange definição, topologia, processo de fabricação e as propriedades mecânicas. 

No capítulo 3, são explanados os conceitos fundamentais da notação de Powell essa 

notação é aplicada para a análise dos elementos elásticos de pórtico plano em conjunto 

com a teoria de flexão de Timoshenko. Ademais, no escopo deste mesmo capítulo, é 

abordado sobre a plasticidade uniaxial, a qual engloba os conceitos subjacentes à teoria 

da plasticidade, bem como os aspectos relativos aos materiais elastoplásticos e aos 

modelos elastoplásticos que são delineados mediante a lei de elasticidade, a regra de 

encruamento e o critério de falha.  

No capítulo 4 delineia-se a metodologia formulada para a determinação das 

propriedades elásticas dos materiais celulares. Além disso, é apresentado o procedimento 

empregado para a validação da teoria adotada, bem como é elucidada a aplicação da lei 

de plasticidade nesses materiais. 

 Já no capítulo 5, são evidenciados os resultados oriundos das análises dos materiais 

favos de mel nas configurações de diamante e quadrangular.  

Por fim, no capítulo 6, são apresentadas a conclusão e sugestões para trabalhos 

futuros. 
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2 MATERIAIS FAVOS DE MEL 

No presente capítulo faz-se uma breve introdução sobre os materiais de favos de 

mel, abrangendo aspectos fundamentais relacionados à sua definição, topologia e 

processo de fabricação, bem como as propriedades mecânicas desse material. 

2.1 Preâmbulo 

Os materiais honeycombs, também conhecidos como favos de mel ou materiais 

celulares, recebem esse nome em virtude da sua semelhança com os favos presentes nas 

colmeias de abelhas, caracterizando-se, em sua maioria, por suas configurações celulares 

fechadas. Estes materiais estão presentes na ecologia natural em diversas formas, tais 

como favos de mel produzidos pelas abelhas, exoesqueleto de corais marinhos e cortiça 

proveniente da casca do sobreiro (Figura 2). Além de sua ocorrência natural, esses 

materiais também podem ser fabricados artificialmente (Mohammadi et al., 2023). 

 

Figura 2- Favos de mel: (a) colmeia de abelha; (b) coral; (c) cortiça 

 

Fonte: Gura et al., (2023); wang et al., (2021). 

 

As estruturas favos de mel são constituídas por células unitárias, que variam de 

espessuras, dimensões, propriedades e geometrias (Zhang et al., 2015). Neste estudo, as 

células unitárias são definidas como elemento de volume representativo da estrutura que 

podem adotar diversas geometrias como: (a) diamante, (b) cruz, (c) triangular, (d) 

hexagonal, (e) quadrada, (f) circular, (g) hexagonal e (h) kagome como demonstrado na 

Figura 3. 
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Figura 3- Células unitárias 

 

Fonte: Autor (2024). 

 

Essas células unitárias são duplicadas em duas dimensões com a finalidade de 

instituir uma estrutura celular sólida periódica denominada como supercélula. Esta 

supercélula é composta por diferentes tipos de células ou tamanhos, como: (a) célula 

quadrada, (b) supercélula hexagonal composta por triângulos equiláteros, (c) célula 

hexagonal, (d) supercélula quadrada constituída por triângulo, (e) supercélula Kagome, 

(f) célula angular reta e (g) célula diamante, como evidenciado na Figura 4 (Wang; 

Mcdowell, 2004). 

 

Figura 4- favos de mel com diferentes formas celulares   

 

Fonte:  Wang; Mcdowell (2004). 
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As estruturas favos de mel com células triangulares demonstram propriedades 

superiores no que se refere à rigidez estrutural no plano e à resistência sob diferentes 

condições de carregamentos (Wang; Mcdowell, 2005). Por outro lado, as estruturas favos 

de mel com arranjos quadrados são utilizadas preferencialmente em cenário que 

envolvem cargas de alta severidades, como explosões e impactos, em virtude da 

combinação de resistência ao esmagamento fora do plano e capacidade de suportar forças 

de tração no plano (Li et al., 2018).  

Os materiais celulares apresentados na Figura 4 são artificiais, pois são 

constituídos a partir da distribuição de células unitárias com formas regulares, resultando 

em uma estrutura sólida com diferentes conectividades e propriedades distintas. Essa 

capacidade de reprodução artificial amplia consideravelmente as possibilidades de 

aplicação desses materiais, tornando-os versáteis em diversas áreas, como arquitetura, 

Biomedicina e engenharia.  

A incorporação de materiais honeycombs na arquitetura representa um avanço 

inovador que abrange diversos elementos cruciais, desde da configuração da célula 

unitária, seleção dos materiais de construção e a implementação decorativa nas 

edificações (Figura 5). A utilização desses materiais em edifícios apresenta-se vantagens 

significativas em termos de eficiência energética, características ecológicas, bem como 

resistências sísmicas (Zhang et al., 2015). 

 

Figura 5- favos de mel aplicados na arquitetura 

 

Fonte: Zhang et al., (2015) 
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Na área da biomedicina, esses materiais possuem aplicações importantes como 

fabricação de membrana alveolares (Yuan et al., 2020; Hayashi, et al., 2021; Raza; 

Niemiec; Kim,2023) e implantes médicos (Ahmadi et al., 2014; Zhang et al., 2018; 

Yadroitsava; Plessis; Yadroistsev, 2019), conforme evidenciado na Figura 6. Tais 

materiais são aplicados devido às suas propriedades mecânicas ajustáveis, que podem ser 

adaptadas ao módulo de elasticidade óssea e favorecer uma integração óssea aprimorada 

pelo tamanho adequado dos poros (Tan et al., 2017). 

 

Figura 6- favos de mel com aplicação na biomedicina: (a) cintura pélvica híbrida; (b) crânio com malha 

reticulada; (c) fêmur poroso; (d) implante de quadril dentro do fêmur 

              

Fonte: Du Plessis et al., (2022); wang et al., (2018). 

 

No contexto da engenharia civil, esses materiais são comumente empregados em 

na área de geotecnia e estrutura. Na área da geotecnia, os materiais honeycombs têm sido 

amplamente empregados em aterros, fundações, pavimentos, taludes, ferrovias e paredes 

de terra reforçada (Krishna; Latha, 2023). Suas propriedades como reforço oferecem um 

conjunto de vantagens substanciais quando comparado com outras metodologias de 

aprimoramento da capacidade de carga do solo, tais como facilidade de instalação, 

economia de custos e maior vida útil. Além disso, os materiais favos de mel contribuem 
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para enriquecimento da rigidez e resistência da camada de base e auxiliar na distribuição 

uniforme da carga (Al-Shamaa et al., 2021).  A versatilidade desses materiais é destacada 

em diferentes configurações como evidenciada na Figura 7. 

 

Figura 7- favos de mel com diferentes formas celulares: (a) quadrada; (b) circular; (c) retangular; (d) 

diamante; (e) hexagonal; (f) diamante  

 

Fonte: Krishna e Latha, (2023). 

 

No que tange à área de estruturas, os materiais favos de mel podem ser 

empregados como reforço estrutural quanto em vigas e em estruturas sanduíches. Como 

reforço estrutural (Figura 8) esse material em comparação com os polímeros reforçados 

com fibras, frequentemente utilizados como método de reforço estrutural, oferecem 

vantagens como alta ductilidade, peso leve, tolerância de espessura controlável e limitada, 

boa resistência à abrasão e boa resistência ao fogo (Patel; Joshi; Makawana,2023). 

 

Figura 8- Telas de aço utilizada como reforço estrutural 

 

Fonte: Patel; Joshi e Makawana (2023). 
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As estruturas sanduíches comumente são compostas por duas camadas externas 

finas e um núcleo intermediário (Figura 9). Este núcleo pode ser constituído por diversos 

materiais sendo os favos de mel frequentemente utilizados devido às suas propriedades 

como rigidez, resistência, capacidade de isolamento térmico e excelente característica de 

atenuação sonora (Zhang et al., 2020).  

 

Figura 9- Estruturas sanduíches  

 

Fonte: Kim e Sterkenburg (2021); Chen et al., (2020). 

 

A utilização de estrutura sanduíche constituída por materiais favos de mel 

representa uma abordagem eficaz na engenharia estrutural, oferecendo uma solução 

econômica e com excelentes propriedades mecânicas. O núcleo deste elemento estrutural 

em questão pode ser constituído por diferentes geometrias como círculo, hexagonais, 

triângulos, combinados com uma gama de diversidade de materiais, ampliando assim sua 

adaptabilidade às necessidades específicas de cada projeto (Sing; Rashid, 2022). 

2.2 Fabricação dos materiais Honeycombs 

A fabricação de estruturas favos de mel artificiais podem ser realizados de 

maneiras distintas, dependendo dos materiais empregados e das propriedades almejadas. 

Os favos de mel convencionais podem ser fabricados por meio da utilização de uma ampla 

gama de materiais, que abrangem desde o papel, alumínio, aço, polímero e entre outros 

(Figura 10) (Abdullah et al., 2018). 
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Figura 10- favos de mel: (a) Papel; (b) Alumínio; (c) aço 

 

Fonte: Abdullah et al., (2018). 

 

 De acordo com Britzer (1997), os procedimentos empregados na fabricação 

desses materiais com matéria prima metal compreendem métodos de colagem adesiva, 

soldagem por resistência, brasagem, colagem por difusão, fusão térmica, expansão e 

corrugação. No entanto, destaca-se que os processos de expansão a frios de tiras de metal 

periodicamente ligadas, ligação adesivo e soldagem de chapas metálicas onduladas são 

os métodos mais prevalente na indústria para produção de favos de mel comerciais 

metálicos (Afkhami et al., 2022). 

Os materiais favos de mel derivados do papel aramida pode ser fabricados através 

da utilização de robôs, os quais são programados para manipular materiais de forma 

precisa e eficiente, contribuindo para produção em larga escala e possibilitando a 

fabricação de diferentes configurações com custo de processamento reduzido, conforme 

evidenciado na Figura 11, (Ahmad et al., 2020). 

 

Figura 11- favos de mel impressão com auxílio de um robô 

 

Fonte: Ahmad et al., (2020); 
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Para os materiais favos de mel utilizando polímeros como matéria-prima, um dos 

métodos de fabricação é através da utilização da impressora 3D, também conhecida como 

fabricação aditiva. Este método de fabricação é uma alternativa viável, na qual os favos 

de mel podem ser produzidos em um único processo, eliminando a necessidade de 

empilhamento e uso de colas adesivas, resultando em uma abordagem de fabricação ágil 

e com redução significativa no desperdício de matéria-prima. Além disso, destaca-se a 

flexibilidade de adaptação do design da célula, o que possibilita a criação de várias seções, 

como demonstrado na Figura 12 (Yap; Yeong, 2015). 

 

Figura 12- favos de mel impressão 3D 

 

Fonte: Faria, (2020); Arab et al., (2020). 

 

A utilização de estruturas de materiais celulares artificiais apresenta algumas 

desvantagens, pois estes materiais têm alta sensibilidade, o que pode ocasionar a 

destruição ou separação de conexões durante a construção ou ao cortar e construir uma 

estrutura sanduíche. Os defeitos mais comuns de fabricação são a irregularidade das 

células, a destituição não homogênea e falhas adesivas, que afetam o desempenho 

mecânico da estrutura de honeycombs, como demonstrado na Figura 13. Embora seja 

amplamente utilizado como uma estrutura intacta para absorção de energia, quaisquer 

pequenos defeitos podem resultar em baixa capacidade de deformação, causando 

instabilidade estrutural quando essas estruturas são empregadas em componentes 

homogêneos (Wang et al., 2018). 
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Figura 13- Defeitos favos de mel: (a) Malformação; (b) Falha adesiva; (c) esquema de favos de mel 

irregular e regular  

 

Fonte: Wang et al., (2018). 

 

2.3 Propriedades mecânicas dos materiais favos de mel  

As propriedades dos materiais favos de mel podem ser determinadas mediante a 

aplicação de uma variedade de métodos numéricos e analíticos. Dentro desse escopo, o 

método de homogeneização surge como uma abordagem proveniente. Este método se 

fundamenta na representação explícita da microestrutura do material, conduzindo à 

análise dos campos de tensão e deformação locais para determinar os limites de condições 

de cargas externas. Posteriormente, a determinação das propriedades efetivas do material 

é realizada mediante a derivada desses parâmetros, viabilizando uma compreensão 

aprofundada do comportamento do material em questão (Moeinia; Begonb; Lévesquea, 

2022).  

Através da homogeneização de células unitárias, todas as propriedades equivalentes 

da estrutura podem ser determinadas, como evidenciada na Figura 14. 
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Figura 14- (a) Favos de mel (b) Estrutura homogeneizada  

 

Fonte: Moeinia; Begonb; Lévesquea, (2022). 

 

As propriedades mecânicas dos materiais celulares dependem majoritariamente das 

configurações das células unitárias que formam a estrutura sólida em vez das 

propriedades dos materiais da matriz. A matriz, neste contexto, é definida como o material 

sólido que preenche os espaços entre as células unitárias. Isto se deve, pois a geometria 

das células unitárias apresenta alto desempenho em diversas características mecânicas, 

como tenacidade à fratura, resistência ao impacto, dissipação de calor, amortecimento de 

vibrações, entre outras (Qi; Jiang; Yang, 2021). 

O campo de pesquisa que engloba os materiais de favos mel apresentou crescimento 

significativo nas últimas décadas. Diversos estudos se concentram em analisar e 

desenvolver modelos matemáticos com a finalidade de investigar o comportamento 

desses materiais sob diferentes condições de carregamentos, como no plano e fora do 

plano, com cargas quase estáticas ou de impactos. Wang (2019), realizou uma análise 

abrangente de diferentes tipos de materiais favos de mel por meio de uma revisão na 

literatura com a finalidade de analisar diversos aspectos relacionados ao desenvolvimento 

e o desempenho mecânico destes materiais. Ani et al. (2022), determinaram a resistência 

e a capacidade de absorção em estruturas favos de mel em configurações hexagonais 

fabricados na impressora 3D, submetidos a carregamento fora do plano através de ensaios 

experimentais. Li et al. (2023), realizaram uma pesquisa que combinou o método dos 

elementos finitos com ensaios experimentais para analisar o comportamento do material 

favos de mel submetidos a carregamento no plano e fora do plano. 



16 

 

Essas análises e modelos desenvolvidos para explanar as geometrias dos materiais 

favos de mel têm contribuído de maneira significativa para ampliação do conhecimento 

e compreensão das respostas mecânicas da estrutura celular submetida a diferentes 

condições de carregamento. Salienta-se que estes trabalhos apresentaram limitações em 

relação aos métodos aplicados para descrever o comportamento mecânico dos materiais 

honeycombs. Diante disso, o presente trabalho aborda as propriedades mecânicas dos 

materiais favos de mel no plano através da teoria de flexão de Timoshenko para pórticos 

planos.  
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3 TEORIA DE PÓRTICOS 

3.1  Pórticos Elásticos  

Neste subitem, são abordados os conceitos fundamentais da teoria da elasticidade. 

São apresentados diversos tópicos, incluindo a notação de Powell (1969) utilizada para 

representar os elementos de pórticos. Além disso, são discutidas as variáveis cinemáticas 

e estáticas de pórticos planos que descrevem o comportamento dos sistemas estruturais. 

Por fim, é explanada a lei constitutiva que define as relações de deformações e de tensões 

desse elemento estrutural específico. 

3.1.1 Notação de Powell  

Com o intuito de analisar diversos tipos de não linearidades relacionados a grande 

deslocamentos e elasticidade em estruturas, Powell (1969) propôs uma formulação que 

assume que as deformações no elemento são pequenas, apesar dos deslocamentos serem 

grandes. Embora originalmente aplicada em elementos de pórticos, essa teoria pode ser 

ampliada para outros elementos finitos, como elementos de placas submetidas à flexão, 

assim como para tensões planas e tridimensionais.  

Neste trabalho, a notação de Powell (1969) é usada considerando-se pequenos 

deslocamentos e pequenas deformações, sendo aplicada a elementos elásticos de pórtico 

plano por meio da teoria de flexão de viga de Timoshenko. A formulação proposta por 

Timoshenko (1921) considera a rotação adicional da seção transversal no cálculo das 

deformações e tensões da viga, considerando os efeitos da deformação por cisalhamento, 

ou seja, esse modelo considera a distorção por cisalhamento como uma rotação adicional 

da seção transversal. 

Com base nas hipóteses expostas, a determinação do momento de fletor, esforço 

cortante e força axial são apresentadas a seguir:  

 

𝑀(𝑥) = 𝐸𝐼𝜒 = 𝐸𝐼
𝑑𝛽

𝑑𝑥
 

(1) 

𝑉(𝑥) = 𝑘𝑠𝐺𝐴𝛾 = 𝑘𝑠𝐺𝐴 (𝛽 −
𝑑𝑤

𝑑𝑥
) 

(2) 
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𝑁(𝑥) = 𝐸𝐴
𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

(3) 

 

sendo 𝐸 o módulo de elasticidade longitudinal, 𝐼 o momento de inércia da seção 

transversal, 𝜒  a curvatura, 𝛽 é a rotação da seção, 𝑤 é o deslocamento transversal, 𝑘𝑠  o 

fator de correção ao cisalhamento, sendo igual a 5/6 para seções retangulares e 9/10 para 

seções circulares (Gere; Timoshenko, 1991); A área da seção transversal, 𝛾 é a 

deformação angular e 𝐺 o módulo de elasticidade transversal do material, dado por: 

 

𝐺 =
𝐸

2(1 + 𝜐)
 (4) 

 

em que 𝜐 é o coeficiente de Poisson. 

3.1.2 Cinemática de pórticos planos 

Considere o pórtico representado na Figura 15, composto por um conjunto de m 

elementos, conectados por n nós.   

 

Figura 15- Representação do elemento b 

 

Fonte:  Autor (2024). 
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A matriz de deslocamentos generalizados do nó i do elemento b é determinada 

pela Equação (5). 

 

{𝑞}𝑏𝑖 = {𝑢𝑖  𝑤𝑖 𝜃𝑖  }
𝑇 (5) 

 

em que, 𝑢𝑖 e 𝑤𝑖 são deslocamentos apresentados na direção do eixo global X e Z, 

respectivamente, e 𝜃𝑖 é a rotação do nó no plano XZ. De maneira similar, é definida a 

matriz de deslocamentos para o nó j. A matriz de deslocamentos generalizados do 

elemento b, conectado pelos nós i e j, como apresentado na Figura 15, é determinada a 

partir da Equação (6). 

 

{𝑞}𝑏 = {𝑢𝑖 𝑤𝑖 𝜃𝑖  𝑢𝑗  𝑤𝑗 𝜃𝑗}
𝑇
 (6) 

 

Os deslocamentos generalizados globais são obtidos considerando a quantidade 

de nós que compõem a estrutura, como evidenciado na Equação (7). 

 

{𝑈} = {𝑢𝑖 𝑤𝑖 𝜃𝑖  𝑢𝑗  𝑤𝑗  𝜃𝑗 … . . 𝑢𝑛 𝑤𝑛 𝜃𝑛}
𝑇
  (7) 

 

A matriz de mudança de forma não descreve o comportamento deformável da 

estrutura, descreve somente os deslocamentos e as rotações nodais do corpo rígido. Para 

descrever as modificações de forma e o comportamento elástico, é preciso utilizar um 

segundo conjunto de variáveis cinemáticas, denominadas como deformações 

generalizadas (Amorim, 2016). Considere um elemento estrutural, composto por dois nós 

i e j, respectivamente, conforme apresentado na Figura 16. 
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Figura 16- Deformações generalizadas do elemento 𝑏 conectado pelos nós 𝑖 e 𝑗 

 

Fonte: Flórez-López, Marante e Picón (2015). 

 

A matriz de mudança de forma do elemento b é determinada através da Equação 

(8). 

 

{𝛷𝑏} = {𝛷𝑖
𝑏 𝛷𝑗

𝑏 𝛿𝑏 }
𝑇
 (8) 

 

sendo 𝛷𝑖
𝑏 𝑒  𝛷𝑗

𝑏 as rotações relativas das seções transversais do elemento b, em relação a 

seções transversais dos nós i e j da corda, respectivamente, e 𝛿𝑏 alongamento do elemento, 

ou seja, a deformação axial do elemento.  

A matriz de mudança de forma para um movimento de corpo rígido do elemento 

de pórtico é nula. Caso haja alguma deformação, é possível verificar o novo formato do 

elemento através das componentes de rotações relativas, apresentadas na Figura 4.  Se os 

termos das rotações relativas do nós i e j possuem o mesmo sinal, o elemento apresenta 

uma deformação em forma de “S” (evidenciado na Figura 17(a)). Por outro lado, se as 

componentes de deformações tiverem sinais opostos, o elemento apresenta uma forma 

final semelhante à de um semicírculo, como demonstrado na Figura 17(b) (Flórez-Lopez; 

Marante; Picón, 2015). 
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Figura 17-(a) Deformada de um elemento com sinais iguais; (b) Deformada do elemento com sinais 

opostos 

 

Fonte: Amorim (2016). 

 

Para representar os deslocamentos generalizados, pode-se utilizar as coordenadas 

globais e locais. Considere um elemento de pórtico b que está conectado aos nós i e j, que 

possuem coordenadas globais no eixo XZ e locais no eixo 𝑋𝐿𝑍𝐿, como evidenciado na 

Figura 18. O ângulo formado pelo elemento em sua configuração inicial em relação ao 

eixo da coordenada global X é representado por 𝛼𝑏
0 e o comprimento do elemento sem 

sofrer esforço axial é denotado por  𝐿𝑏
0 . 

 

Figura 18 - (a) Elemento 𝑏 em coordenadas locais; (b) Deslocamentos generalizados do nó 𝑗 

 

Fonte: Amorim (2016). 

 

Os deslocamentos podem ser representados pelas expressões descritas nas 

Equações (9) a (13), correspondentes aos eixos das coordenadas globais e locais.  Para 

obter o deslocamento no eixo global, a partir das coordenadas locais, faz-se necessário 

realizar uma rotação de eixos. 
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𝑢𝑗 = 𝑢𝑗
𝐿𝑐𝑜𝑠𝛼𝑏

0 − 𝑤𝑗
𝐿𝑠𝑒𝑛𝛼𝑏

0 (9) 

𝑤𝑗 = 𝑤𝑗
𝐿𝑐𝑜𝑠𝛼𝑏

0 − 𝑢𝑗
𝐿𝑠𝑒𝑛𝛼𝑏

0 (10) 

𝑢𝑛
𝐿 = 𝑢𝑛𝑐𝑜𝑠𝛼𝑏 + 𝑤𝑛𝑠𝑒𝑛𝛼𝑏 (11) 

𝑤𝑛
𝐿 = 𝑤𝑛𝑐𝑜𝑠𝛼𝑏 − 𝑢𝑛𝑠𝑒𝑛𝛼𝑏 (12) 

𝜃𝑛
𝐿 = 𝜃𝑛 (13) 

 

onde n é igual a i e j, pois são os nós que estão conectados no elemento de pórtico b. Os 

deslocamentos locais do componente analisado podem ser obtidos através da rotação dos 

eixos, que é expressa pelo produto da matriz de transformação e de deslocamentos dos 

nós do elemento em sistemas globais, de acordo com que é apresentado na Equação (14).  

 

{𝑞𝐿}𝑏 = [𝑇]𝑏{𝑞}𝑏 (14) 

 

em que {𝑞𝐿}𝑏 é a matriz de deslocamentos generalizados do elemento 𝑏 em coordenadas 

locais, ou seja, {𝑞𝐿}𝑏 = {𝑢𝑖
𝐿   𝑤𝑖

𝐿   𝜃𝑗
𝐿  𝑢𝑗

𝐿   𝑤𝑗
𝐿   𝜃𝑗

𝐿} . [𝑇]𝑏 é a matriz de transformação, 

que depende do ângulo 𝛼𝑏 definida de acordo com a Equação (15).  

 

[𝑇]𝑏 =

[
 
 
 
 
 

𝑐𝑜𝑠 𝛼𝑏 𝑠𝑖𝑛 𝛼𝑏 0 0 0 0
−𝑠𝑖𝑛 𝛼𝑏 𝑐𝑜𝑠 𝛼𝑏 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0
0 0 0 𝑐𝑜𝑠 𝛼𝑏 𝑠𝑖𝑛 𝛼𝑏 0
0 0 0 − 𝑠𝑖𝑛 𝛼𝑏 𝑐𝑜𝑠 𝛼𝑏 0
0 0 0 0 0 1]

 
 
 
 
 

 

 

(15) 

 

A configuração da deformada de um elemento de pórticos depende do incremento 

infinitesimal do deslocamento generalizado aplicado em cada nó, como evidenciado na 

Figura 19 (Amorim, 2016). Quando o elemento é submetido a um incremento de 

deslocamento generalizado 𝑑𝑢𝑖
𝐿, há uma atenuação ou um acréscimo no tamanho da barra 
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como evidenciado na Figura 19(a) e 19(d). As deformações infinitesimais resultantes da 

aplicação do deslocamento no nó i e j estão dispostas nas Equações (16) e (17). 

 

𝑑𝛷𝑖 = 0       𝑑𝛷𝑗 = 0           𝑑𝛿 = −𝑑𝑢𝑖
𝐿 (16) 

𝑑𝛷𝑖 = 0       𝑑𝛷𝑗 = 0           𝑑𝛿 = 𝑑𝑢𝑗
𝐿 (17) 

 

Ao se aplicar um incremento de deslocamento 𝑑𝑤𝑛
𝐿 no nó i e j, (Figura 19(b) e 

19(e)), admite-se que esses deslocamentos e os ângulos são muitos pequenos, portanto, 

podem ser desprezados. Nesse caso não há modificação no comprimento do elemento e 

as deformações correspondentes são dadas por: 

 

𝑑𝛷𝑖 = −
𝑑𝑤𝑖

𝐿

𝐿𝑏
       𝑑𝛷𝑗 = −

𝑑𝑤𝑖
𝐿

𝐿𝑏
           𝑑𝛿 = 0 (18) 

𝑑𝛷𝑖 =
𝑑𝑤𝑗

𝐿

𝐿𝑏
       𝑑𝛷𝑗 =

𝑑𝑤𝑗
𝐿

𝐿𝑏
          𝑑𝛿 = 0 (19) 

 

Aplicando uma rotação infinitesimal aos nós do elemento de pórtico, como 

apresentado nas Figuras 19(c) e 19(f), a barra sofre somente um incremento da rotação 

relativa no nó i e j, respectivamente, mediante a aplicação da rotação. 

 

𝑑𝛷𝑖 = 𝑑𝜃𝑖
𝐿       𝑑𝛷𝑗 = 0           𝑑𝛿 = 0 (20) 

𝑑𝛷𝑖 = 0       𝑑𝛷𝑗 = 𝑑𝜃𝑗
𝐿            𝑑𝛿 = 0 (21) 
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Figura 19- (a) Incremento de deslocamento no nó 𝑖 na coordenada 𝑥𝐿; (b) Incremento de deslocamento 

no nó 𝑖 na coordenada 𝑍𝐿; (c) Aplicação da rotação no nó 𝑖; (d) Aplicação do deslocamento no nó 𝑗; 
(e) Aplicação do deslocamento no nó 𝑗; (f) Aplicação da rotação no nó 𝑗; 

 

 

Fonte: Amorim (2016). 

 

Admitindo-se que todos os incrementos de deslocamentos horizontais, verticais e 

rotações relativas acontecem simultaneamente, obtêm-se os seguintes incrementos de 

deformações generalizadas: 

 

𝑑𝛷𝑖 = −
𝑑𝑤𝑖

𝐿

𝐿𝑏
+ 

𝑑𝑤𝑗
𝐿

𝐿𝑏
+ 𝑑𝜃𝑖

𝐿 (22) 

𝑑𝛷𝑗 = −
𝑑𝑤𝑖

𝐿

𝐿𝑏
+ 

𝑑𝑤𝑗
𝐿

𝐿𝑏
+ 𝑑𝜃𝑗

𝐿 (23) 

𝑑𝛿 = −𝑑𝑢𝑖
𝐿 +  𝑑𝑢𝑗

𝐿 (24) 

 

A relação entre os deslocamentos generalizados e as deformações generalizadas 

obtidas através das coordenadas locais podem ser escritas de forma vetorial como 

evidenciada na Equação (25). 
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{𝑑𝛷}𝑏 = [𝐵(𝑞𝐿)]𝑏{𝑑𝑞𝐿}𝑏 (25) 

 

sendo [𝐵(𝑞𝐿)]𝑏  a matriz de transformação cinemática local do elemento b que depende 

do comprimento do elemento finito descrita como: 

 

[𝐵(𝑞𝐿)]𝑏 = 

[
 
 
 
 0 −

1

𝐿𝑏 
1 0

1

𝐿𝑏 
0

0 −
1

𝐿𝑏 
0 0

1

𝐿𝑏 
1

−1 0 0 1 0 0]
 
 
 
 

 
 

(26) 

 

A matriz de mudança de forma global do elemento em análise pode ser obtida 

através da matriz cinemática local, aplicando a rotação de eixos, conforme apresentado 

nas Equações (27) e (28). 

 

{𝑑𝛷}𝑏 = [𝐵(𝑞𝐿)]𝑏[𝑇]𝑏{𝑑𝑞}𝑏 = [𝐵(𝑞)]𝑏{𝑑𝑞}𝑏 

 
(27) 

[𝐵(𝑞)]𝑏 =

[
 
 
 
 
 

sin 𝛼𝑏

𝐿𝑏
−

cos 𝛼𝑏

𝐿𝑏
1 −

sin 𝛼𝑏

𝐿𝑏

cos 𝛼𝑏

𝐿𝑏
0

sin 𝛼𝑏

𝐿𝑏
−

cos 𝛼𝑏

𝐿𝑏
0 −

sin 𝛼𝑏

𝐿𝑏

cos 𝛼𝑏

𝐿𝑏
1

−cos𝛼𝑏 −sin𝛼𝑏 0 cos 𝛼𝑏 sin 𝛼𝑏 0]
 
 
 
 
 

 (28) 

 

onde [𝐵(𝑞)]𝑏 é a matriz de transformação global do elemento b. A matriz de mudança de 

forma generalizada global é válida para caso não lineares, uma vez que, em geral, as 

estruturas são tão rígidas que as modificações de comprimento e orientação dos elementos 

podem ser negligenciados ao calcular  a matriz de transformação (Flórez-Lopez; Marante; 

Picón, 2015). Nestes casos, a relação cinemática pode ser reescrita como:  

 

𝛼𝑏 ≅ 𝛼𝑏
0         𝐿𝑏 ≅ 𝐿𝑏

0         {𝛷}𝑏 ≅ [𝐵0]𝑏{𝑞}𝑏 (29) 
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em que [𝐵0]𝑏 é a matriz de transformação cinemática correspondente à configuração 

inicial do elemento (Amorim, 2016). 

A equação cinemática escrita em termos da matriz de deslocamento é dada por:  

 

{𝑑𝛷}𝑏 ≅ [𝐵𝐸(𝑈)]𝑏{𝑑𝑈};         {𝛷}𝑏 ≅ [𝐵𝐸
0]𝑏{𝑈} (30) 

 

sendo [𝐵𝐸(𝑈)]𝑏 = [𝐵𝐸
0]𝑏 correspondente à matriz de transformação cinemática 

expandida, para considerar simultaneamente todos os elementos, a fim de analisar a 

estrutura completa, onde colunas de zeros são inseridas nas posições que não 

correspondem aos deslocamentos do elemento em questão.  

 

[𝐵𝐸
0]𝑏

=

[
 
 
 
 0 0 0 . . .

𝑠𝑒𝑛𝛼𝑏

𝐿𝑏
−

𝑐𝑜𝑠 𝛼𝑏

𝐿𝑏
1 . . . −

𝑠𝑒𝑛𝛼𝑏

𝐿𝑏

𝑐𝑜𝑠 𝛼𝑏

𝐿𝑏
0 . . .

0 0 0 . . .
𝑠𝑒𝑛𝛼𝑏

𝐿𝑏
−

𝑐𝑜𝑠 𝛼𝑏

𝐿𝑏
0 . . . −

𝑠𝑒𝑛𝛼𝑏

𝐿𝑏

𝑐𝑜𝑠 𝛼𝑏

𝐿𝑏
1 . . .

0 0 0 . . . − 𝑐𝑜𝑠 𝛼𝑏 −𝑠𝑒𝑛𝛼𝑏 0 . . . 𝑐𝑜𝑠 𝛼𝑏 𝑠𝑒𝑛𝛼𝑏 0 . . .]
 
 
 
 

 

     𝑢1  𝑤1  𝜃1    . . .            𝑢𝑖                  𝑤𝑖        𝜃𝑖    . . .          𝑢𝑗               𝑤𝑗         𝜃𝑗   . . .     

 

(31) 

 

3.1.3 Estática de pórticos planos 

As variáveis estáticas de pórticos são subdivididas em matrizes de forças externas 

e de tensões que estão relacionadas por meio das equações de equilíbrio. O equilíbrio 

estático de uma estrutura é obtido com base nos princípios dos trabalhos virtuais, 

equiparando o trabalho virtual interno com o trabalho virtual externo, para quaisquer 

deslocamentos virtuais impostos, conforme a Equação (32).  

 

𝑤𝑑𝑒𝑓
∗ = 𝑤𝑒𝑥𝑡

∗         ∀ {𝑈}∗ (32) 

 

 



27 

 

O trabalho virtual de deformações ou trabalho virtual interno (𝑤𝑑𝑒𝑓
∗ ) é determinado 

pelas tensões generalizadas ou esforços generalizados. Essas grandezas estão 

relacionadas às deformações generalizadas de uma estrutura, como apresentado na Figura 

20 (a). De acordo com Powell (1969) os nós são entidades rígidas que apresentam apenas 

deslocamentos, enquanto os elementos são os responsáveis pela deformabilidade da 

estrutura, ou seja, são responsáveis pelo aspecto deformada da estrutura. Diante disso, o 

trabalho de deformações é descrito como:  

 

𝑤𝑑𝑒𝑓
∗ = ∑{𝛷∗}𝑏

𝑡  {𝑀}𝑏

𝑚

𝑏=1

 (33) 

 

em que {𝛷∗}𝑏
𝑡  é a matriz de deformações que representa os esforços virtuais atuantes na 

estrutura, {𝑀}𝑏 é a matriz de tensões generalizadas, descrita como {𝑀∗}𝑏
𝑡 = {𝑚𝑖, 𝑚𝑗 , 𝑛𝑏}, 

onde 𝑚𝑖 e 𝑚𝑗 são os momentos fletores nos nós i e j do elemento, respectivamente e 𝑛𝑏  

é a carga axial (Figura 20 (b)). Substituindo, a matriz de deformações Equação (30), o 

trabalho virtual interno é dado por: 

 

𝑤𝑑𝑒𝑓
∗ = ∑[𝐵𝐸

0]𝑏
𝑡  {𝑈∗}𝑡{𝑀}𝑏

𝑚

𝑏=1

 (34) 

 

Figura 20– (a) Forças externas aplicadas ao pórtico; (b) Tensões generalizada em um membro da 

estrutura  

 

Fonte:  Adaptada de Amorim (2016). 
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O trabalho virtual externo é determinado pelo produto entre as forças externas e os 

deslocamentos, apresentado na Equação (35).  

 

𝑤𝑒𝑥𝑡
∗ = {𝑈∗}𝑡{𝑃} (35) 

 

As forças externas aplicadas {𝑃} são compostas por forças e momentos distribuídos 

ou concentrados ao longo das estruturas. As ações distribuídas podem ser substituídas por 

forças nodais equivalentes, as quais são aplicadas nos nós do elemento e reunidas em uma 

matriz de forças nodais generalizadas, apresentada na Equação (36) (Amorim, 2016).  

 

{𝑃}𝑡 = {𝑝𝑢𝑖, 𝑝𝑤𝑖, 𝑝𝜃𝑖, … 𝑝𝑢𝑗 , 𝑝𝑤𝑗, 𝑝𝜃𝑗 … , 𝑝𝑢𝑛, 𝑝𝑤𝑛, 𝑝𝜃𝑛} (36) 

 

O segundo índice das forças nodais externas está relacionado aos nós, enquanto o 

primeiro índice refere-se às direções globais das forças. Utiliza-se, u para representar a 

força horizontal, w para a força vertical e θ para os momentos fletores. 

Portanto, as equações de equilíbrio são obtidas substituindo as Equações (34) e 

(35) na Equação (32), obtendo a Equação (37).  

 

∑[𝐵𝐸
0]𝑏

𝑡  {𝑀}𝑏 = {𝑃}

𝑚

𝑏=1

 
 

(37) 

 

3.1.4   Relação Constitutiva  

A relação entre matrizes de tensões e deformações é estabelecida por meio das 

leis constitutivas, em que as deformações generalizadas são compostas por duas rotações 

de flexão (𝛷𝑖, 𝛷𝑗), e um alongamento do elemento (𝛿). Conjugadas às deformações 

generalizadas, o elemento apresenta os esforços generalizados, que são constituídas por 

dois momentos fletores e uma força axial  (𝑚𝑖 , 𝑚𝑗 , 𝑛𝑏), conforme evidenciado na Figura 

21.   
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Figura 21– Tensões e deformações do elemento de pórtico. 

 

Fonte:  Adaptada de Amorim (2016). 

 

Ao determinar as deformações generalizadas em cada elemento de barra, é possível 

obter os deslocamentos generalizados nos nós, ou seja, a representação dos 

deslocamentos axiais e transversais em qualquer ponto do elemento, pode ser expressa 

em termos das deformações generalizadas (Amorim, 2016).  

As relações constitutivas abordadas nesta pesquisa são fundamentadas na teoria 

clássica de viga de Timoshenko, as quais descrevem o comportamento de um elemento 

de pórtico evidenciada na Figura 22 (a). A teoria de Timoshenko é empregada para 

modelar o comportamento de vigas de modo a considerar tanto a deformação por esforço 

de flexão, quanto a deformação por esforço de cisalhamento. Esse processo é viabilizado 

por meio de um conjunto de equações derivadas das condições de equilíbrio e da análise 

cinemática, descrita a seguir: 

 

𝑄𝑏(𝑥) =
𝑑𝑉𝑏(𝑥)

𝑑𝑥
 (38) 

𝑉𝑏(𝑥) =
𝑑𝑀𝑏(𝑥)

𝑑𝑥
 (39) 

 

sendo 𝑄𝑏(𝑥𝑏) a carga distribuída ao longo do elemento, 𝑀𝑏(𝑥𝑏) a distribuição do 

momento fletor ao longo do elemento. Por simplificação, admite-se que a carga é 

distribuída de forma uniforme em todo o elemento é igual a q, ou seja, 𝑄𝑏(𝑥𝑏) = 𝑞, como 

demonstrado na Figura 22 (b). 
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Figura 22– Forças locais no elemento b.  

 

Fonte:  Adaptada de Amorim (2016). 

 

A equação que descreve o momento atuante no elemento é determinada através de 

uma integração dupla da carga distribuída, como evidenciado na Equação 40. 

 

𝑀𝑏(𝑥𝑏) = ∬𝑞 𝑑𝑥 =
𝑞𝑥2

2
+ 𝐶1𝑥 + 𝐶2 (40) 

 

em que 𝐶1e 𝐶2 são constantes de integração e seus valores são encontrados aplicando as 

condições de contorno, conforme apresentado na Equação (38). Essas condições de 

contorno são provenientes da análise da Figura 22 (b), na qual são considerados os 

momentos fletores em dois pontos cruciais: o início do elemento, caracterizado pelo 

momento igual a 𝑚𝑖
𝑏 e o comprimento total do elemento em que o momento atuante é 

equivale a −𝑚𝑗
𝑏 , ou seja, 𝑀(0) = 𝑚𝑖

𝑏𝑒 𝑀(𝐿𝑏) = −𝑚𝑗
𝑏. Desta forma, é possível obter 

as constantes de integração: 

 

𝐶1 =
−𝑚𝑖

𝑏 − 𝑚𝑗
𝑏

𝐿𝑏
−

𝑞𝐿𝑏

2
;                 𝐶2 = 𝑚𝑖

𝑏 (41) 

 

A partir da relação momento-curvatura, evidenciado na Equação (1), é possível 

determinar a rotação da seção transversal do elemento de pórtico. Essa relação é 

primordial, pois expressa a variação angular da seção transversal ao longo do 

comprimento do elemento de pórtico. 
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𝛽(𝑥𝑏) = ∫𝑀(𝑥) 𝑑𝑥 =
𝑞𝑥3

6𝐸𝐼
+

𝐶1𝑥
2

2𝐸𝐼
+

𝐶2𝑥

𝐸𝐼
+

𝐶3

𝐸𝐼
 (42) 

 

O deslocamento transversal do elemento, 𝑤(𝑥),  é determinado através da 

formulação do esforço cortante, expressa na Equação (2). 

 

𝑤(𝑥) = −𝑘𝑠𝐺𝐴 (
𝑞𝑥2

2
+ 𝐶1𝑥 + 𝐶2) + (

𝑞𝑥4

24𝐸𝐼
+

𝐶1𝑥
3

6𝐸𝐼
+

𝐶2𝑥
2

2𝐸𝐼
+

𝐶3𝑥

𝐸𝐼
) + 𝐶4 

 

(43) 

 

sendo 𝐶𝑖 ,  com i variando de 1 a 4, constantes de integração e seus valores são encontrados 

aplicando as condições de contorno, cujos os valores são apresentados nas Equações (41) 

e (44). Essas condições de contorno são estabelecidas com base na análise da Figura 10 

(b), em que deslocamentos transversais na extremidade e no comprimento total da barra 

são iguais a zero (𝑊(0)  = 𝑊(𝐿𝑏) = 0 ).  

 

𝐶3 =
𝐸𝐼

𝑘𝑠𝐺𝐴𝐿𝑏
(−𝑚𝑖

𝑏 − 𝑚𝑗
𝑏) +

𝑞𝐿𝑏
3

24
+

𝑚𝑖
𝑏𝐿𝑏

3
+

𝑚𝑗
𝑏𝐿𝑏

6
;    𝐶4 = 𝑚𝑖

𝑏 (44) 

 

Ao aplicar as condições de contorno na Equação (42), sabendo que  𝛽(0) = −𝜙𝑖 e 

𝛽(𝐿𝑏) = −𝜙𝑗,  é possível determinar as rotações relativas das seções transversais dos nós 

que compõem o elemento de pórtico, ou seja, as rotações relativas do nó 𝑖 e j.    

 

𝜙𝑖 = (
1

𝐿𝑏𝑘𝑠𝐺𝐴
+

𝐿𝑏

3𝐸𝐼
)𝑚𝑖

𝑏 + (
1

𝐿𝑏𝑘𝑠𝐺𝐴
−

𝐿𝑏

6𝐸𝐼
)𝑚𝑗

𝑏 −
𝑞𝐿𝑏

3

24𝐸𝐼 
 (45) 

𝜙𝑗 = (
1

𝐿𝑏𝑘𝑠𝐺𝐴
−

𝐿𝑏

6𝐸𝐼
)𝑚𝑖

𝑏 + (
1

𝐿𝑏𝑘𝑠𝐺𝐴
+

𝐿𝑏

3𝐸𝐼
)𝑚𝑗

𝑏 +
𝑞𝐿𝑏

3

24𝐸𝐼 
 (46) 
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Para completar o conjunto de equações que compõem as deformações 

generalizadas, o alongamento do elemento ou deformação axial da barra (𝛿), é 

determinado pela Equação (47).  

 

𝛿 =
𝑛𝑏𝐿𝑏

𝐸𝐴
 (47) 

 

Segundo Perdomo et al. (2013), a relação entre matrizes de deformações 

generalizadas, {Φ𝑒}𝑏, e de tensões generalizadas, {𝑀}𝑏, do elemento b podem ser 

descritas em forma matricial, como apresentado na Equação (48). 

 

{Φ𝑒}𝑏 = [𝐹0]𝑏{𝑀}𝑏 (48) 

 

onde [𝐹0]𝑏 é a matriz de flexibilidade de elástica, a qual é determinada através dos 

conceitos de teoria clássica de vigas de Timoshenko como evidenciada a seguir: 

 

[𝐹0]𝑏 =

[
 
 
 
 
 

𝐿𝑏

3𝐸𝐼
−

𝐿𝑏

6𝐸𝐼
0

−
𝐿𝑏

6𝐸𝐼

𝐿𝑏

3𝐸𝐼
0

0 0
𝐿𝑏

𝐸𝐴]
 
 
 
 
 

+

[
 
 
 
 

1

𝑘𝑠𝐺𝐴𝐿𝑏

1

𝑘𝑠𝐺𝐴𝐿𝑏
0

1

𝑘𝑠𝐺𝐴𝐿𝑏

1

𝑘𝑠𝐺𝐴𝐿𝑏
0

0 0 0]
 
 
 
 

 (49) 

 

3.2 Plasticidade uniaxial 

3.2.1 Pórticos elastoplásticos 

A teoria da plasticidade tem como finalidade caracterizar as deformações elásticas 

e plásticas em um material. As deformações elásticas, são aquelas em os elementos que 

analisados recuperam suas propriedades após a retirada do carregamento, enquanto que 

nas deformações plásticas o material não retorna para sua configuração inicial, ou seja, o 

material apresenta deformações permanentes. 
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 O material que apresenta como resposta mecânica ambas as formas de deformações 

são denominadas como materiais elastoplásticos. Diante disto, a deformação total do 

elemento é definida como o somatório das deformações plásticas e elásticas, conforme 

evidenciado na Equação (50).  

 

𝜀𝑇 = 𝜀𝑝 + 𝜀𝑒 (50) 

 

A teoria da plasticidade fornece modelos matemáticos que descrevem 

aproximadamente o comportamento dos materiais. Esses modelos são regidos por três 

principais conceitos: lei de elasticidade, regra de encruamento e critérios de falha. 

 A lei de elasticidade estabelece a relação linear entre tensão e deformação elástica 

que ocorre dentro da região linearmente elástica de um material. Essa lei é descrita pela 

lei de Hooke, apresentada na Equação (51). Contudo, essa formulação não é integralmente 

suficiente para abranger o comportamento do material, cuja limitação reside no fato de 

que os valores das grandezas pertinentes não são preestabelecidos a priori. Portanto, para 

uma modelagem mais precisa, torna-se necessário introduzir novas formulações que 

atuam em consonância com a lei de elasticidade. Tais formulações, são denominadas 

como lei de evolução, caracterizada pelo seu vínculo à função de escoamento do material 

(Flórez-Lopez; Marante; Picón, 2015). 

 

𝜎 = 𝐸𝜀𝑒 = 𝐸(𝜀𝑇 − 𝜀𝑝) (51) 

 

sendo 𝜎 tensão aplicada ao material, 𝜀𝑇 é a deformação total do material e 𝜀𝑝 é a 

deformação plástica do elemento. Por simplificação, assume-se que o material é 

homogêneo e se comporta de maneira idêntica quando submetido a esforços em diferentes 

direções.  

A função de escoamento é um conceito fundamental, pois define critérios para o 

início das deformações plásticas em um material. Essa função estabelece uma relação 

entre o estado de tensão do material com um valor de escoamento. No caso um estado de 
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tensão uniaxial em que o material está submetido a uma única direção de tensão, a tensão 

de escoamento representa a transição entre o comportamento elástico e plástico, ou seja, 

indica o início das deformações permanentes (Pessoa, 2011).  

A lei de evolução tem como finalidade descrever como as propriedades plásticas do 

material evoluem ao longo do processo de deformações plásticas. Para ilustrar a função 

de escoamento e a lei de evolução, considere o modelo elastoplástico perfeito, 

apresentado a seguir: 

 

𝑓(𝜎) = |𝜎| − 𝜎𝑦 (52) 

{
𝑑𝜀𝑝 = 0 𝑠𝑒 𝑓 < 0 

𝑑𝜀𝑝 ≠ 0  𝑠𝑒 𝑓 = 0 
 (53) 

 

em que 𝑓 é a função de escoamento, 𝜎𝑦 tensão de escoamento 𝑑𝜀𝑝 incremento de 

deformações plásticas.  

Através da análise da lei de evolução, percebe-se que quando a função de 

escoamento é menor que zero, o material não apresenta incremento de deformações 

plásticas, mantendo-se em um comportamento elástico. Por outro lado, quando a função 

de escoamento é igual a zero, o material passa a apresentar um comportamento plástico, 

ou seja, deformações permanentes começam a ocorrer. Ressalta-se, que a lei de evolução 

e a função de escoamento variam de acordo com o tipo de material e das condições de 

carregamento.  

Entre os modelos elastoplásticos, dois aspectos importantes devem ser 

considerados, o encruamento e o efeito de Bauschinger. Estes efeitos são observados em 

situações de carregamentos cíclicos, nos quais as reversões de carga influenciam o limite 

de escoamento na direção oposta, resultando em uma translação constante da superfície 

de escoamento a cada mudança de direção (Lopes, 2014). Esse fenômeno está relacionado 

à redução da tensão de escoamento, quando o material é submetido a um carregamento 

em sentido oposto após a deformação plástica, por causa dos rearranjos estruturais das 

imperfeições. 
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A incorporação do efeito de Bauschinger na modelagem numérica para descrever o 

comportamento estrutural, é primordial, pois permite uma previsão com mais precisão 

das redistribuições do estado de tensões em materiais submetidos a carregamentos 

cíclicos. Destaca-se que, à medida que a intensidade ou nível de interferência entre os 

carregamentos ou forças aplicadas se intensifica, a deformação plástica amplifica, 

consequentemente, a magnitude desse efeito sobre a resposta da estrutura é maior (Hu; 

Penumarthy, 2014).   

Por sua vez, o encruamento é descrito como um aumento da resistência mecânica 

do material após a deformação. Salienta-se que a regra de encruamento é primordial para 

modelar as alterações na superfície de escoamento durante a trajetória do encruamento, 

delineando as modificações que ocorrem no material. Essa regra é fundamental na 

previsão do comportamento mecânico de materiais submetidos a carga cíclicas 

(Chintankumar; Gandhi, 2018). Neste contexto, destaca-se o encruamento cinemático 

evidenciado na Figura 23, onde se assume que a superfície de escoamento mantém uma 

invariabilidade em seu tamanho e se desloca no espaço de tensões à medida que a 

progressão do escoamento se desenvolve. 

 

Figura 23– Modelo elastoplástico com encruamento cinemático  

 

Fonte: Lopes (2011). 

 

3.2.2 Critério de falha   

Os critérios de falha são empregados para determinar o limite de quando um 

material alcançar um estado de tensão em que não é mais capaz de suportar as condições 
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de carga sem manifestar falhas. Entre os diversos critérios de falha disponíveis na 

literatura, com diferentes mecanismos de ruptura, tem-se, o critério de Tresca, critério de 

von Misses, critério de Tsai-Hill, critério de Hashin, critério de Hoffman, Critério de Puck 

e de Hill.  

No âmbito desta pesquisa, a ênfase será direcionada ao critério de Hill quadrática 

no plano, com a finalidade de avaliar a resistência e a estabilidade dos materiais favos de 

mel, as quais exibem comportamento anisotrópico em resposta à diversidade de condições 

de carregamento. A escolha desse critério como abordagem analítica emerge como uma 

decisão estratégica, objetivando proporcionar uma compreensão das reações dos 

materiais analisados quando submetidos às solicitações multiaxiais.  

3.2.2.1 Critério de Hill quadrática no plano  

A função de escoamento quadrática de Hill (1948), apresentada na Equação (54), é 

uma ferramenta capaz de analisar as tensões planas e descrever a anisotropia plástica de 

um material. Essa abordagem possibilita considerar a influência das tensões em diferentes 

orientações, sendo fundamental para descrever o comportamento mecânico dos materiais 

que apresentam respostas distintas em diferentes direções. 

 

𝑌2 = 𝜎1
2 + (

2𝑅0

1 + 𝑅0
)𝜎1𝜎2 + (

1 + 𝑅90

1 + 𝑅0
)

𝑅0

𝑅90
𝜎2

2  Ɐ 𝜎3 = 0 (54) 

 

sendo 𝜎1 e 𝜎2 os valores principais do tensor de tensão em cada direção de aplicação, 

𝑅0 e 𝑅90 a razão de deformações plásticas ao longo da largura e espessura, também 

denominados como coeficiente de Lankford.  

Os coeficientes de Lankford são empregados em análises de materiais que 

apresentam anisotropia plástica. Tais constantes são definidas como a razão de 

deformação plástica ao longo da largura e da espessura da estrutura analisada durante 

ensaios de tração ou compressão (Ghosh; Miroux; Kestens, 2015). 
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4 METODOLOGIA 

4.1 Propriedades Elásticas  

Nesta pesquisa, um dos objetivos é investigar as propriedades mecânicas dos 

materiais favos de mel. Para esse fim, a análise será realizada utilizando a teoria de 

pórticos planos, apresentada no Capítulo 3. Para viabilizar esta abordagem, torna-se 

imprescindível a definição da topologia da célula unitária, seguida da determinação da 

conectividade dos nós. 

4.1.1 Topologia 

Inicialmente, foram consideradas duas configurações distintas de células unitárias 

para análise: diamante e cruz. Ressalta-se que as propriedades mecânicas estão inter-

relacionadas com a configuração da célula unitária. A Figura 24 evidencia a célula 

unitária e a supercélula para ambas configurações. 
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Figura 24– (a) Célula unitária Diamante; (b) Supercélula Diamante; (c) Célula unitária cruz;                           

(d) Supercélula Quadrangular 

 

 

Fonte: Autor (2024). 

 

4.1.2 Aplicação da teoria de Pórticos 

Para aplicação dos conceitos de pórticos planos, é essencial a enumeração dos 

elementos e o estabelecimento das conectividades dos nós, conforme ilustrado na Figura 

25. Destaca-se, que essa etapa metodológica é importante para garantir uma representação 

precisa, além de facilitar a análise da estrutura, tanto na configuração da célula unitária 

diamante como na quadrangular, que neste estudo em particular é referida como célula 

unitária cruz. Para as Células unitárias em estudos, observa-se que o diamante é 

constituído por 5 elementos e 4 nós, enquanto, a célula unitária cruz possui 4 elementos 

e 5 nós. 
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Figura 25– (a) Célula unitária Diamante; (b) Célula unitária Cruz 

 

Fonte: Autor (2024). 

 

A consideração da conectividade facilita na obtenção da matriz de deslocamentos 

generalizados e matriz de forças externas que atuam na estrutura. Além disso, tal 

abordagem possibilita a determinação das matrizes de deformações generalizadas, 

tensões generalizadas e a formulação das equações cinemáticas para cada elemento da 

célula em análise. 

Após a obtenção dessas matrizes, procedeu-se a determinação da equação de 

equilíbrio e da matriz de flexibilidade para cada barra que constitui a configuração, em 

estudo. Ressalta-se, que para a determinação da matriz de flexibilidade é necessário 

considerar o fator de correção relacionado ao cisalhamento, o qual está intrinsecamente 

vinculado à geometria da seção transversal de cada célula unitária. Neste estudo, optou-

se por utilizar seções transversais retangulares para as células unitárias em configurações 

de diamante e circulares para as células unitárias em forma de cruz. 

4.1.3 Condições de contorno  

Após a obtenção de todos esses parâmetros relevantes descritos nos tópicos acima, 

torna-se necessário aplicar as condições de contorno e de equilíbrio à estrutura, levando 

em consideração os esforços atuantes na mesma. Essa etapa é fundamental para 

determinar as respostas mecânicas da estrutura sob condições de aplicação de esforços e 
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restrições, possibilitando uma análise abrangente da estabilidade e desempenho do 

sistema estrutural. 

4.1.3.1 Condições de contorno para tração Horizontal 

Para simular o comportamento de uma estrutura periódica sujeita a carregamento 

de tração horizontal, no contexto da célula unitária do diamante, adotou-se premissas que 

consideram as restrições de deslocamentos tanto na direção horizontal e vertical nos nós 

1 e 3 da célula unitária. Adicionalmente, foram impostos os deslocamentos no nó 

pertencente ao elemento 5, que é constituído pelos nós 2 e 4, juntamente com a restrição 

de deslocamento vertical nesses respectivos nós. Esta análise teve como escopo a garantia 

do equilíbrio estrutural subjacente. A Figura 26 (a) ilustra de maneira elucidativa as 

condições de contorno pertinente à célula unitária do diamante.  

De maneira análoga, a análise foi conduzida para a célula unitária da configuração 

tipo cruz, na qual se considerou a restrições de deslocamentos nas direções horizontal e 

vertical nos nós 1 e 5, enquanto que nos nós 2 e 4 os deslocamentos foram limitados 

unicamente na direção vertical. Ademais, foram introduzidos nos nós 2 e 4 um 

deslocamento horizontal, como demonstrado na Figura 26 (b). Salienta-se que, tanto na 

Célula unitária diamante quanto na cruz, as rotações são permitidas. 

 

Figura 26– Tração Horizontal célula unitária:(a) Diamante; (b) Cruz 

 

Fonte: Autor (2024). 
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4.1.3.2 Condições de contorno para tração vertical 

Para tração vertical, na célula unitária diamante, foram impostas restrições na 

direção horizontal nos nós 1 e 3. Além disso, deslocamentos foram aplicados na direção 

vertical a esses mesmos nós. No que se refere aos nós 2 e 4, foram impostas as restrições 

na direção horizontal quanto na vertical, como evidenciado na Figura 27 (a).  

Para a célula unitária configurada em cruz, e também sujeita à tração vertical, foram 

aplicadas restrições de deslocamentos na direção horizontal nos nós 1 e 5. 

Adicionalmente, nestes respectivos nós, foram introduzidos os deslocamentos na direção 

vertical. Nos nós 2 e 4, por sua vez, restringem-se os deslocamentos na direção horizontal 

quanto na vertical, conforme demonstrado na Figura 27 (b). 

 

Figura 27–Tração Vertical célula unitária: (a) Diamante; (b) Cruz 

 

Fonte: Autor (2024). 

 

4.1.3.3 Condições de contorno para Cisalhamento 

No contexto do material submetido ao esforço de cisalhamento aplicado à célula 

unitária do diamante, foram aplicados deslocamentos na direção horizontal nos nós 1 e 3, 

conjuntamente com os deslocamentos verticais nos nós 2 e 4, conforme exposto na Figura 

28 (a). 
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Por outro lado, na célula unitária cruz sob carregamento por cisalhamento, impôs-

se um deslocamento horizontal nos nós 1 e 5. Simultaneamente, os deslocamentos 

verticais foram aplicados nos nós 2 e 4. Adicionalmente, foram impostas restrições de 

deslocamentos horizontais nos nós 2 e 4, enquanto restrições verticais foram impostas 

nos nós 1 e 5, como demonstrado na Figura 28 (b).  

 

Figura 28–Cisalhamento aplicado na Célula unitária: (a) Diamante; (b) Cruz 

 

Fonte: Autor (2024). 

 

4.1.4 Deslocamento imposto 

Os deslocamentos impostos foram obtidos mediante a aplicação dos conceitos da 

teoria da elasticidade, com ênfase na relação entre tensão e deformação de um material 

em regime elástico linear, na qual é descrita através da formulação matricial da Lei de 

Hooke, representada na seguinte forma: 

 

{

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

} = [
𝐶11

𝐶12

𝐶13

𝐶12

𝐶22

𝐶23

𝐶13

𝐶23

𝐶33

] {

𝜀𝑥

𝜀𝑦

𝜀𝑥𝑦

} (55) 
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onde 𝜎 é o tensor de tensões, 𝜏𝑥𝑦 é o tensor de cisalhamento, 𝐶 é a matriz constitutiva, 

que contém as constantes elásticas do material, definida na Equação (56).  

 

[
 
 
 
 

𝐸1

1 − 𝜐12𝜐21

𝜐21𝐸1

1 − 𝜐12𝜐21
0

𝜐12𝐸1

1 − 𝜐12𝜐21

𝐸1

1 − 𝜐12𝜐21
0

0 0 𝐺12]
 
 
 
 

 (56) 

 

em que  𝐺12 é o módulo de cisalhamento. Essa formulação encontra-se amplamente 

deduzida em diversos trabalhos na literatura, que explana sobre as propriedades 

mecânicas do material, como o de Reddy (2013), Mase; Smelser e Rossmann (2020). 

Para atender a finalidade desta pesquisa, optou-se, por adotar uma deformação 

unitária como premissa fundamental. Para exemplificar esse conceito, considere a célula 

unitária no formato diamante, demonstrada na Figura 29, submetida a um carregamento 

de tração horizontal. 

 

Figura 29– Deformação na Célula unitária Diamante 

 

Fonte: Autor (2024). 

 

Neste contexto, ao se considerar uma deformação igual a 1mm, torna-se possível 

empregar a relação intrínseca demonstrada na Equação (55). Por conseguinte, viabiliza-

se o cálculo preciso do deslocamento imposto neste exemplo, conforme demonstrado na 

Figura referida e na Equação (57). 
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𝜀𝑥 =
2𝐿 − 𝐿

𝐿
= 1,     𝑈2 =

𝐿

2
 ,          𝑈4 = −

𝐿

2
 (57) 

 

Destaca-se, que esse procedimento é análogo e foi empregado para determinação 

dos demais deslocamentos aplicados na tração vertical e cisalhamento da célula unitária 

na configuração diamante. A mesma abordagem também foi utilizada no cálculo dos 

deslocamentos impostos na análise da Célula unitária em forma de cruz.  

4.2 Propriedades Plásticas  

Com base nos conceitos explanados neste trabalho, visando aplicar a lei de 

plasticidade em materiais periódicos favos de mel, tornou-se necessário a determinação 

dos valores principais do tensor de tensão ao longo de cada direção de aplicação de 

esforços. Para tal propósito, é essencial estabelecer a lei de elasticidade e a função de 

escoamento, inerente ao modelo elastoplástico adotado. Ressalta-se que o modelo 

elastoplástico com encruamento cinemático é a abordagem adotada no âmbito desta 

pesquisa.  

A lei de elasticidade é conceituada mediante a aplicação dos conceitos da lei de 

Hooke. Essa lei estabelece relação entre a força normal, deformação e o deslocamento, 

como apresentado a seguir: 

 

𝐿𝑒 = 𝑛 = 𝐸𝐴 (
𝛿

𝐿
− 𝜀𝑝) (58) 

 

onde 𝑛 é a força normal (tração ou compressão) aplicada ao elemento estrutural, 𝛿 é o 

deslocamento no elemento estrutural; 𝜀𝑝 é à extensão plástica acumulada, ou seja, é uma 

medida da deformação do elemento em resposta à carga aplicada. L representa o 

comprimento original do elemento estrutural antes da aplicação da carga e EA é rigidez 

axial do material, ou seja, o produto do módulo de elasticidade longitudinal e a área da 

seção transversal.  
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A função de escoamento, derivada da Equação (52), tem como finalidade 

determinar o início da deformação plástica nos materiais. Essa formulação é expressa de 

forma reiterada na Equação (59). 

 

𝑓(𝜎) = |𝜎𝐴| − 𝜎0𝐴 = |𝑛| − 𝜎0𝐴 (59) 

 

em que 𝜎0 é a tensão de escoamento do material. 

Salienta-se, que a lei de elasticidade e a função de escoamento são estabelecidas 

após a equação de equilíbrio e subsequente a isso, é delineado o primeiro passo elástico. 

A evolução prossegue até que a tensão de escoamento seja alcançada, marcando o início 

das deformações plásticas no material. Estas deformações se acumulam até que o material 

alcance sua tensão última. Diante disso, torna-se viável o cálculo da tensão de escoamento 

e da tensão de ruptura. 

Após a obtenção dessas tensões, torna-se possível aplicar o critério de falha de Hill 

quadrática no plano, com o propósito de avaliar a resistência e a estabilidade dos 

materiais, englobando células unitárias na configuração de diamante e cruz. Essa 

formulação é delineada na Equação (54) e reescrita na Equação (60).  

  

𝑌2 = 𝜎1
2 + (

2𝑅0

1 + 𝑅0
)𝜎1𝜎2 + (

1 + 𝑅90

1 + 𝑅0
)

𝑅0

𝑅90
𝜎2

2   Ɐ 𝜎3 = 0 (60) 

 

onde 𝑌 representa a componente de tensão normal no plano X ou Y, ou a componente de 

tensão de cisalhamento, ou seja, ao aplicar o critério de Hill no eixo X, a Equação (60) 

pode ser reescrita como:  

 

 𝜎11
2 = 𝜎1

2 + (
2𝑅0

1 + 𝑅0
)𝜎1𝜎2 + (

1 + 𝑅90

1 + 𝑅0
)

𝑅0

𝑅90
𝜎2

2 (61) 
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Os valores das tensões principais (𝜎1 e 𝜎2) são determinados através da Equação 

(62). 

 

 𝜎𝑖 =
 𝜎11 +  𝜎22

2
+ √(

 𝜎11 +  𝜎22

2
)
2

+ (𝜏𝑥𝑦)
2
 (62) 

 

em que 𝜎𝑖 é a tensão principal na direção do plano,  𝜎11 e  𝜎22 são as componentes de 

tensões do plano do eixo X e Y e 𝜏𝑥𝑦 é a tensão de cisalhamento.   

4.3 Validação da metodologia aplicada  

Para os exemplos analisados, a validação da metodologia empregada neste estudo 

foi conduzida mediante a comparação entre as forças calculadas no software de álgebra 

computacional e as obtidas com software que utiliza os métodos dos elementos finitos. 

Essa análise comparativa foi realizada para a célula unitária nas duas configurações em 

estudo. Diante disso, foram selecionados os nós 2 e 3 da célula diamante para análise, e 

os nós 2 e 5 da célula cruz. Enfatiza-se que a escolha desses pontos de análises foi feita 

de maneira aleatória.    

A segunda etapa de validação se deu mediante a extensão dos resultados obtidos a 

partir da célula unitária para uma configuração de supercélula, tanto na topologia do 

diamante quanto na quadrangular. Essa extensão foi empregada sob as aplicações de 

condições de contornos e de equilíbrio idênticas, mantendo o comprimento e largura 

iguais para a suprecélula e a estrutura homogeneizada aplicando um deslocamento 

unitário em ambas configurações, ou seja, 𝑈1 = 1 𝑚𝑚. Tal procedimento possibilitou 

uma análise precisa dos esforços resultantes ao se empregar a comparação dos resultados 

obtidos da supercélula e em contraposição da estrutura considerando homogênea. A 

supercélula e a estrutura homogeneizada para tração horizontal, tração vertical e 

cisalhamento da célula unitária diamante encontra-se evidenciada na Figura 30. Ressalta-

se, que essa análise foi realizada para tração horizontal, tração vertical e cisalhamento de 

ambas configurações. 
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Figura 30–Tração Horizontal :(a) Supercélula;(b) Estrutura Homogeneizada; Tração Vertical: 

(c)Supercélula; (d) Estrutura Homogeneizada; Cisalhamento: (e) Supercélula; (f) Estrura Homogeneizada  

 

 

Fonte: Autor (2024). 
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5 RESULTADOS E DISCUSSÕES 

Neste capítulo, são discutidas as análises das propriedades mecânicas dos favos de 

mel, considerando as configurações de diamante e cruz. A análise dessas propriedades é 

conduzida com auxílio de dois recursos computacionais de relevância acadêmica: um 

ambiente de álgebra computacional e um software especializado na execução de 

simulações utilizando o método dos elementos finitos.  

5.1 Exemplos acadêmicos 

Neste segmento, são delineados exemplos acadêmicos que ilustram as propriedades 

elásticas inerentes à célula unitária em configurações diamante e cruz, juntamente com as 

análises de tensões de escoamento e de ruptura. 

5.1.1 Propriedades elásticas  

Para investigar as propriedades elásticas da célula unitária diamante e cruz com 

seção transversal retangular, através da aplicação da teoria de pórticos planos, foram 

adotados parâmetros específicos, tendo em consideração o material empregado, aço A36, 

conforme evidenciados na Tabela 1.  

 

Tabela 1-Parâmetros das células unitárias  

Parâmetros 
Configuração Unidades 

 
Diamante  Cruz   

Comprimento de cada barra (L) 1 0,5 mm 

Módulo de elasticidade (E) 207 GPa 

Fator de correção ao cisalhamento (𝑘𝑠) 5/6 − 

Base da seção transversal 1 mm 

Altura da seção transversal (h) 0,15 mm 

Tensão de escoamento do material (𝜎0) 248 MPa 

coeficiente de Poisson (υ) 0,3 − 

 

Fonte: Autor (2024). 

 

 

Através da aplicação desses parâmetros, aliado aos procedimentos explanados na 

metodologia foi possível obter as propriedades elásticas dos materiais favos de mel 

submetidos a solicitações de tração horizontal, tração vertical e cisalhamento. As 
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formulações derivadas dessas análises estão apresentadas na Tabela 2 para a configuração 

diamante e na Tabela 3 para configuração em Cruz.  

 

Tabela 2-Valores das propriedades elásticas da célula unitária Diamante 

Solicitações  
Tração 

Horizontal  

Tração vertical   Cisalhamento 

Constantes elásticas 

na direção (x) 
𝐶11 =

5𝑏ℎ𝐸√3

12𝐿
 𝐶12 =

𝑏ℎ𝐸√3

4𝐿
 

𝐶13 = 0 

Constantes elásticas 

na direção (y) 
𝐶21 =

𝑏ℎ𝐸√3

4𝐿
 𝐶22 =

3𝑏ℎ𝐸√3

4𝐿
 

𝐶23 = 0 

Constantes elásticas 

na direção (xy) 

𝐶13 = 0          𝐶23 = 0        
𝐶33 =

𝑏ℎ𝐸

𝐿
 

Fonte: Autor (2024). 

 

Tabela 3-Valores das propriedades elásticas da célula unitária Cruz 

Solicitações  
Tração 

Horizontal  

Tração vertical   Cisalhamento 

Constantes elásticas 

na direção x 
𝐶11 =

𝑏ℎ𝐸

𝐿
 

𝐶12 = 0 𝐶13 = 0 

Constantes elásticas 

na direção y 

𝐶12 = 0 
𝐶22 =

𝑏ℎ𝐸

𝐿
 

𝐶23 = 0 

Constantes elásticas 

na direção xy 

𝐶13 = 0          𝐶23 = 0        𝐶33

=
3𝑏ℎ𝐸³

4(ℎ2 + 12)𝐿³
 

Fonte: Autor (2024). 

 

Os resultados apresentados nas Tabela acima expressam os valores das constantes 

elásticas nas direções x, y e xy, representando a tração horizontal, tração vertical e 

cisalhamento, respectivamente. Tais valores são determinados em função dos parâmetros 

geométricos da célula unitária (b e h), módulo de elasticidade do material (E) e o 

comprimento de cada elemento (L). 

Como denotado, a formulação evidenciada na Tabela 2, que descreva o 

comportamento da célula unitária em configuração diamante, possui propriedades 

anisotrópicas. Mediante a isso, as constantes elásticas apresentam diferentes valores 

quando submetidos a diferentes solicitações, ou seja, o material apresenta uma resposta 

mecânica distinta dependendo da orientação das forças aplicadas. Enquanto, o material 

na configuração em cruz apresenta um comportamento mecânico ortotrópico, onde as 



50 

 

propriedades mecânicas no plano são idênticas, mas se diferenciam em direções 

ortogonais ao plano. 

Além disso, observou-se uma simetria no comportamento mecânico dessa célula 

unitária em relação às direções x e y. Esta simetria indica que não há contribuição para a 

deformação de cisalhamento quando a célula unitária é submetida a solicitações de tração 

horizontal e vertical, respectivamente. 

Ressalta-se que para a célula unitária com topologia de diamante, pode ser calculada 

também como treliça, tendo em vista, que nesse caso o momento de inércia é muito 

pequeno e pode ser desprezado. Destaca-se também que os resultados obtidos na 

configuração de cruz quando solicitados para tração horizontal e vertical são os mesmos 

apresentados no estudo de Wang e McDowell (2004), corroborando a validade e a 

relevância dos resultados nesta pesquisa.  

Em relação a formulação obtida no cisalhamento, o valor difere do estudo de Wang 

e McDowell (2004) devido à adoção de diferentes teorias. Enquanto, os autores no seu 

estudo consideraram a teoria de viga de Euler-Bernoulli, nesta pesquisa utilizou-se a 

teoria de viga de Timoshenko a qual leva em conta os efeitos do cisalhamento.  

Após a determinação das constantes elásticas, procedeu-se à validação dos 

resultados por meio da comparação das forças obtidas utilizando um software de álgebra 

computacional com aquelas obtidas por meio de um software especializado em 

simulações empregando o método dos elementos finitos. Os resultados desta etapa são 

apresentados na Tabela 4 para configuração diamante e Tabela 5 para configuração em 

cruz. Por simplificação, os resultados obtidos com o software de álgebra computacional 

são referenciados como cálculo manual, enquanto os resultados provenientes do software 

que utiliza os métodos dos elementos finitos são denominados como cálculo por 

elementos finitos. 
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Tabela 4-Comparação das forças da Célula unitária Diamante 

Solicitações Cálculo manual (kN) 
Cálculo por elementos 

finitos (kN) 

Tração Horizontal 
𝑃𝑈2 = −38,813 

𝑃𝑣3 = 13,445 

𝑃𝑈2 = −38,813 

𝑃𝑣3 = 13,445 

Tração vertical 
𝑃𝑈2 = −23,287 

𝑃𝑣3 = 40,335 

𝑃𝑈2 = −23,287 

𝑃𝑣3 = 40,335 

Cisalhamento 
𝑃𝑣2 = −53,780 

𝑃𝑢3 = 31,050 

𝑃𝑣2 = −53,780 

𝑃𝑢3 = 31,050 

Fonte: Autor (2024). 

 

 

Tabela 5-Comparação das forças da Célula unitária Cruz 

Solicitações Cálculo manual (kN) 
Cálculo por elementos 

finitos (kN) 

Tração Horizontal 
𝑃𝑈2 = −31,05 

𝑃𝑣1 = 0 

𝑃𝑈2 = −31,05 

𝑃𝑣3 = 0 

Tração vertical 
𝑃𝑈2 = 0 

𝑃𝑣1 = −31,05 

𝑃𝑈2 = 0 

𝑃𝑣1 = −31,05 

Cisalhamento 
𝑃𝑢1 = 0,6927 

𝑃𝑣2 = 0,6927 

𝑃𝑣2 = 0,6872 

𝑃𝑢3 = 0,6872 

Fonte: Autor (2024). 

 

Os resultados dispostos nas Tabelas 4 e 5, reforçam a eficácia da metodologia 

adotada para determinação das propriedades elásticas dos materiais favos de mel. 

Salienta-se, que 𝑃𝑈𝑖 indica força na direção horizontal e 𝑃𝑣𝑖 denota a força na direção 

vertical, onde o índice i representa o número do nó em análise. As escolhas de análise das 

forças na direção horizontal ou na direção vertical foram realizadas mediante as 

observações das condições de equilíbrio aplicadas aos elementos para os cálculos.   

Ao analisar os resultados, é evidente que as diferenças entre os valores fornecidos 

pelos dois softwares são mínimas, indicando uma consistência notável nos cálculos e 

fortalecendo a confiabilidade dos resultados e validando a abordagem metodológica 

adotada. Enfatiza-se que quando o material é solicitado ao cisalhamento tanto na 

configuração diamante e na cruz apresenta um erro relativo de 0,8%.  

Adicionalmente, foi realizada uma análise comparativa dos deslocamentos 

horizontais (U) e deslocamentos verticais (W), com os valores obtidos através dos 

softwares como demonstrado na Tabela 6 e Tabela 7.  
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Tabela 6-Comparação dos deslocamentos da Célula unitária Diamante 

Solicitações Cálculo manual (mm) 

Cálculo por 

elementos finitos 

(mm) 

Tração Horizontal 𝑈2 = 0,5 𝑈2 = 0,5 

Tração vertical 𝑤1 = 0,866 𝑤1 = 0,866 

Cisalhamento 
𝑈1 = 0,5 

𝑤2 = 0,866 

𝑈1 = 0,5 

𝑤2 = 0,866 

Fonte: Autor (2024). 

 

 

Tabela 7-Comparação dos deslocamentos da Célula unitária Cruz 

Solicitações Cálculo manual (mm) 

Cálculo por 

elementos finitos 

(mm) 

Tração Horizontal 𝑈2 = 0,5 𝑈2 = 0,5 

Tração vertical 𝑤1 = 0,5 𝑤1 = 0,5 

Cisalhamento 
𝑈1 = 0,25 

𝑤2 = 0,25 

𝑈1 = 0,25 

𝑤2 = 025 

Fonte: Autor (2024). 

 

Essa congruência nos resultados apresentados na Tabela 6 e 7 é uma validação da 

precisão dos cálculos realizados em ambos os softwares. Os valores dos deslocamentos 

foram obtidos utilizando os parâmetros específicos mencionados anteriormente.  

A comparação dos deslocamentos obtidos nos dois softwares, para tração 

horizontal, tração vertical e cisalhamento, também pode ser analisado visualmente a 

validação dos resultados dos deslocamentos e a coerência entre a abordagem utilizada dos 

resultados apresentado nas tabelas acima, podem ser evidenciados na Figura 31 e Figura 

32. Enfatiza-se, que no primeiro software, o valor de deslocamento foi multiplicado por 

um fator de escala com o propósito de realçar sua magnitude na ilustração. 
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Figura 31- Deslocamentos horizontais: (a) cálculo manual; (b) cálculo por elementos finitos; 

Deslocamentos verticais: (c) cálculo manual; (d) cálculo por elementos finitos; Deslocamentos 

cisalhamento no eixo X (e) cálculo manual; (f) cálculo por elementos finitos; Deslocamentos 

cisalhamento no eixo Y: (g) cálculo manual; (H) cálculo por elementos finitos 

 

Fonte: Autor (2024). 
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Figura 32- Deslocamentos horizontais: (a) cálculo manual; (b) cálculo por elementos finitos; 

Deslocamentos verticais: (c) cálculo manual; (d) cálculo por elementos finitos; Deslocamentos 

cisalhamento no eixo X (e) cálculo manual; (f) cálculo por elementos finitos; Deslocamentos 

cisalhamento no eixo Y: (g) cálculo manual; (H) cálculo por elementos finitos 

 

Fonte: Autor (2024). 
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A validação da metodologia adotada também pode ser justificada mediante a 

comparação das forças resultantes obtidas entre a supercélula e a estrutura 

homogeneizada, como evidenciadas na Tabela 8 e na Tabela 9. 

 

Tabela 8-Comparação das forças resultantes da Célula unitária Diamante  

Solicitações  Quantidades 

de células 

unitárias 

Força (kN) 

Supercélula 

Força (kN) 

Estrutura 

Homogeneizada 

Erro 

relativo 

(%) 

 

Tração 

Horizontal 

3 x 3 23,3100 23,3177 0,03% 

7 x 7 31,0388 31,05 0,037% 

7 x 8 27,1569 27,1688 0,043% 

20 x 20 32,05 32,8426 2,41% 

 

Tração Vertical 

3 x 3 25,5787 25,6225 0,17% 

7 x 7 18,9155 19,0946 0,94% 

7 x 8 21,6844 21,8997 0,98% 

20 x 20 18,99 18,0224 5,09% 

 3 x 3 5,1605 8,4259 38,75% 

Cisalhamento 7 x 7 3,1734 4,4205 28,21% 

 7 x 8 21,6844 21,8997 40,29% 

 20 x 20 3,2827 3,8669 15,09% 

Fonte: Autor (2024). 

 

 

Como observado na Tabela acima, a metodologia adotada consegue descrever o 

comportamento mecânico da célula unitária em configuração diamante quando submetido 

a tração horizontal e vertical. No entanto, surgem discrepâncias significativas quando a 
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estrutura é submetida a esforço de cisalhamento, evidenciadas pela diferença entre as 

forças cisalhantes obtidas pela supercélula em comparação com a estrutura 

homogeneizada. 

Esta discrepância aponta a necessidade de um estudo adicional para aprofundar o 

comportamento dos materiais favos de mel nessa configuração específica quando 

submetidos a esforço de cisalhamento no plano. Esta investigação é crucial para 

compreender as razões subjacentes a essa discrepância, incluindo a análise da distribuição 

do cisalhamento ao longo da estrutura e a consideração de outros fatores potenciais que 

podem ter contribuído com o erro dos resultados obtidos. Entre esses fatores estão o 

tamanho da célula unitária, as condições de contorno aplicadas, as propriedades do 

material utilizados na simulação, a qualidade da malha de elementos finitos e quaisquer 

outras simplificações assumidas durante o processo de modelagem. 
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Tabela 9-Comparação das forças resultantes da Célula unitária Cruz 

Solicitações  Quantidades 

de células 

unitárias 

Força (kN) 

Supercélula 

Força (kN) 

Estrutura 

Homogeneizada 

Erro 

relativo 

(%) 

 

Tração 

Horizontal 

3 x 3 31,05 31,05 0% 

7 x 7 31,05 31,05 0% 

7 x 8 31,05 31,05 0% 

20 x 20 31,05 31,05 0% 

 

Tração Vertical 

3 x 3 31,05 31,05 0% 

7 x 7 31,05 31,05 0% 

7 x 8 31,05 31,05 0% 

20 x 20 31,05 31,05 0% 

 3 x 3 3,13383 3,26236 3,94% 

Cisalhamento 7 x 7 3,75545 3,77862 0,61% 

 7 x 8 3,26079 3,2741 0,41% 

 20 x 20 3,25409 3,26087 0,20% 

 

Fonte: Autor (2024). 

 

 

Os resultados apresentados na Tabela 9, que compara as forças resultantes da célula 

unitária cruz, sob diversas solicitações e configurações, evidencia a consistência dos 

resultados entre a supercélula e a estrutura homogeneizada, com erro relativo mínimo. 

Diante disso, é possível inferir que a metodologia em questão apresenta robustez e 

aplicabilidade prática para determinar as propriedades elásticas de estruturas constituída 

por essa célula unitária quando submetidas a solicitações de tração horizontal, tração 

vertical e cisalhamento, sem demandar altos custos computacionais. 
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5.1.2 Propriedades elastoplásticas  

Os resultados decorrentes da aplicação da lei de plasticidade são evidenciados nas 

Tabela 10, na qual são destacadas as formulações de tensões de escoamento e de tensão 

de ruptura dos materiais favos de mel na configuração diamante, levando em 

aconsideração o encruamento do material. Essa propriedade foi calculada para cada 

solicitação, seja de tração horizontal, tração vertical ou de cisalhamento. Essas 

constatações foram obtidas mediante a utilização do software de álgebra computacional. 

 

Tabela 10-Tensões de escoamento e ruptura para célula unitária diamante 

Solicitações 
Tensão Escoamento 

(MPa)  

Tensão de Ruptura 

(MPa)   

Tração Horizontal 𝜎𝑥 =
5𝑏ℎ𝜎0√3

12𝐿
 𝜎𝑢𝑥 =

2𝑏ℎ𝜎0√3

3𝐿
 

 

Tração vertical 

 

𝜎𝑦 =
𝑏ℎ𝜎0

𝐿
 𝜎𝑢𝑦 =

𝑏ℎ𝜎0

𝐿
 

 

Cisalhamento 

 

𝜏𝑥𝑦 =
𝑏ℎ𝜎0

𝐿
 𝜏𝑥𝑦 =

𝑏ℎ𝜎0

𝐿
 

Fonte: Autor (2024). 

 

 

Ao analisar os resultados dispostos na Tabela 10, é notável que os materiais favos 

de mel na configuração diamante alcançaram a tensão de escoamento seguida por um 

colapso imediato, quando solicitados aos esforços de tração vertical e cisalhamento. 

Destaca-se que para tração horizontal, tornou-se possível construir um gráfico de Tensões 

vs Deslocamentos (Figura 33), em que se pode averiguar o comportamento elastoplástico 

do material em análise. 
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Figura 33-Gráfico Tensão vs Deformação 

 

Fonte: Autor (2024). 

 

Adicionalmente, com os dados obtidos, foi aplicado o critério de falha de Hill 

(1948) com a finalidade de avaliar a capacidade dos materiais favos de mel em suportar 

a carga específicas, sem apresentar falhas, como evidenciado na Figura 34.  

 

Figura 34-Critério de falha célula unitária Diamante 

 

 

Fonte: Autor (2024). 
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O gráfico demonstrado na Figura 34, representa o critério de falha de Hill, em que 

a parte de vermelho indica que o material alcançou um estado crítico em termos de 

resistência, ou seja, ao material atingiu o estado de escoamento e começou apresentar 

encruamento até atingir a tensão de ruptura. A parte de azul, por outro lado, denota uma 

condição inicial, onde existe o potencial para a falha, indicando que as tensões estão se 

aproximando do valor da tensão de escoamento. Os valores de carga que levam a estrutura 

a atingir a tensão de escoamento e a tesão de ruptura estão apresentados na Tabela 11. 

 

Tabela 11-Tensões de escoamento e ruptura para célula unitária diamante 

Solicitações 
Tensão Escoamento 

(MPa)  

Tensão de Ruptura 

(MPa)   

Tração Horizontal 𝑃𝑥 = 52,5 𝑁 𝑝𝑢𝑥 = 84 𝑁 

 

Tração vertical 

 

𝑝𝑦 = 72,75 𝑁  𝑝𝑢𝑦 = 72,75 𝑁 

 

Cisalhamento 

 

𝑝𝑥𝑦 = 72,75 𝑁 𝑝𝑥𝑦 = 72,75 𝑁 

Fonte: Autor (2024). 

 

A plasticidade do elemento quadrangular será abordada no tópico seguinte, com a 

validação através da comparação dos resultados obtidos por meio da comparação de 

dados experimentais disponíveis na literatura, particularmente os fornecidos por Patel; 

Joshi e Makawana (2023). 

5.2 Plasticidade célula unitária Cruz   

Com a finalidade de validar a metodologia adotada para descrever o comportamento 

mecânico dos materiais favos de mel, procedeu-se à análise de três telas de aço inoxidável 

denominadas como SSWM (conforme apresentado na Figura 35) as quais são constituídas 

por células unitárias em configuração de cruz e com seção transversal circular.  
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Figura 35-(a) SSWM de aço; (b) Visão microscópica das malhas de SSWM. 

 

Fonte: Patel; Joshi e Makawana (2023). 

 

A identificação de telas de aço inoxidável (SSWM) constitui um aspecto 

importante. Tal processo requer as análises de parâmetros cruciais, tais como a bitola do 

fio e o número de fios por polegadas.  No mercado, existem uma variedade de telas 

SSWM, identificada pela sua notação convencional SSWM AxB, a letra “A” representa 

o número de fios de polegadas em ambas direções, enquanto “B” indica a bitola de fio 

(Patel; Joshi; Makawana, 2023). 

Os parâmetros específicos utilizados na modelagem das telas estão evidenciados na 

Tabela 12, onde são fornecidos o diâmetro, comprimento, coeficiente de Poisson, tensão 

de escoamento e módulo de elasticidade para cada uma das SSWM analisadas. 

 

Tabela 12-Parâmetros da célula unitária Cruz  

SSWM 
Diâmetro 

(mm)  

Tamanho de 

abertura 

(mm)  

Coeficiente 

de Poisson 
Tensão de 

escoamento  

(MPa) 

Módulo de 

elasticidade 

(GPa) 

30x32 0,25 0,577 0,3 306,1224 151 

40x32 0,25 0,365 0,3 306,1224 151 

50x34 0,23 0,247 0,3 216,3415 151 

 

Fonte: Patel; Joshi e Makawana (2023). 
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Considerando complexidade da seção transversal das células unitárias, é adotado 

um fator de correção de cisalhamento transversal igual a 9/10. Além disso, as células 

unitárias são posicionadas de forma estratégica ao longo do eixo de simetria da seção 

circular da malha, como demonstrado na Figura 36. 

 

Figura 36- Posicionamento da célula unitária ao longo do eixo de simetria da malha 30x32. 

 

Fonte: Autor (2024). 

 

Destaca-se que esse procedimento foi realizado nas demais malhas e acarretou em 

ajustes nos comprimentos individuais de cada barra da célula unitária. Os novos 

comprimentos resultantes da otimização para cada malha são estabelecidos em: 0,4135 

mm; 0,3075 mm e 0,2385 para as malhas 30x32, 40x32 e 50x34, respectivamente.  

Por meio da aplicação desses parâmetros e dos procedimentos metodológicos, foi 

possível obter as propriedades elásticas dos materiais favos de mel em configuração cruz, 

submetidos a solicitações de tração horizontal, tração vertical e cisalhamento. As 

formulações das constantes elásticas estão apresentadas na Tabela 13. 
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Tabela 13- Valores das constantes elásticas da célula unitária Cruz  

Solicitações 
Tração 

Horizontal 

Tração 

vertical 
Cisalhamento 

Constantes 

elásticas na 

direção x 

𝐶11 =
𝐸𝜋Ф²

8𝐿
 𝐶12 = 0 𝐶13 = 0 

Constantes 

elásticas na 

direção y 

𝐶12 = 0 𝐶22 =
𝐸𝜋Ф²

8𝐿
 𝐶23 = 0 

Constantes 

elásticas na 

direção xy 

𝐶13 = 0 𝐶23 = 0 𝐶33 =
15𝐸𝜋Ф4

16(27𝜐Ф2 + 27Ф2 + 800)𝐿³
 

Fonte: Autor (2024). 

 

As formulações delineadas na Tabela 12, são apresentadas de maneira abrangente, 

englobando as constantes elásticas da célula unitária na configuração cruz com seção 

transversal circular. Essas formulações evidenciam uma aplicabilidade intrínseca a 

qualquer magnitude do diâmetro do elemento, módulo de elasticidade, coeficiente de 

Poisson e comprimento da barra. Após a obtenção das propriedades elásticas, procedeu-

se à aplicação da plasticidade, cujos os valores de tensão de escoamento e tensão de 

ruptura para cada solicitação estão apresentados na Tabela 14. 

Em seguida, foram aplicados o critério de Hill (1948) em todas as telas de SSWM, 

com a finalidade de avaliar a capacidade dos materiais favos de mel em suportar a carga 

sem apresentar falhas, como evidenciado na Figura 37 e Figura 38.  

 

Tabela 14-Tensões de escoamento e ruptura para célula unitária cruz 

Solicitações 
Tensão Escoamento 

(MPa)  

Tensão de Ruptura 

(MPa)   

Tração Horizontal 
𝜎𝑥 =

𝜎0𝐸𝜋Ф

8𝐿
 

 

𝜎𝑢𝑥 =
𝜎0𝐸𝜋Ф

8𝐿
 

Tração vertical 
𝜎𝑦 =

𝜎0𝐸𝜋Ф

8𝐿
 

 

𝜎𝑢𝑦 =
𝜎0𝐸𝜋Ф

8𝐿
 

Cisalhamento 
𝜏𝑥𝑦 =

0,39 𝜎0𝐸𝜋Ф

𝐿
 

 

𝜏𝑥𝑦 =
0,39 𝜎0𝐸𝜋Ф

𝐿
 

Fonte: Autor (2024). 
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Figura 37- Critério de falha aplicado:(a) SSWM 30x32; (b) SSWM 40x32;  

 

 

Fonte: Autor (2024). 
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Figura 38- Critério d falha aplicado: malha 50x34; 

 

Fonte: Autor (2024). 

 

Os resultados obtidos com aplicação da plasticidade demostram que a estrutura 

atingiu tensão de escoamento, seguida pela tensão de ruptura. Nessas condições não há 

diferença discernível entre a condição atual e seu estado de falha da estrutura, como 

evidenciado na Tabela 14, na Figuras 37 e na Figura38.   

Os valores de carga que levam a estrutura a atingir a tensão de escoamento e a tesão 

de ruptura estão apresentados na Tabela 15. 

 

Tabela 15-Tensões de escoamento e ruptura para célula unitária cruz 

Solicitações Malha 30x32  Malha 40x32 Malha 50x34   

Tração 

Horizontal 

𝑃𝑥 = 15,02 𝑁 

 

𝑃𝑥 = 15,02 𝑁 

 
𝑃𝑥 = 8,99 𝑁 

Tração vertical 
𝑃𝑦 = 15,02 𝑁 

 

𝑃𝑦 = 15,02 𝑁 

 
𝑃𝑦 = 8,99 𝑁 

Cisalhamento 
𝑝𝑥𝑦 = 15,99 𝑁 

 

𝑝𝑥𝑦 = 15,99 𝑁 

 
𝑝𝑥𝑦 = 8,97 𝑁 

Fonte: Autor (2024). 
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Com base dos resultados da análise de plasticidade realizado no software de álgebra 

computacional e um software especializado nas execuções de simulação utilizando os 

métodos dos elementos finitos para a obtenção da curva que descreve a relação entre carga 

e deslocamento quando o material é submetido à tração horizontal.  Para a elaboração 

desse gráfico, foram considerados a estrutura homogeneizada, engastada na parte inferior 

e solicitada verticalmente na parte superior, como demonstrado na Figura 39. 

 

Figura 39- Estrutura Homogeneizada com condições de contorno 

 

Fonte: Autor (2024). 

 

As dimensões da estrutura homogeneizada foram adotadas de acordo com os 

parâmetros estabelecidos no estudo de Patel; Joshi e Makawana (2023). Este estudo 

realizou ensaios de tração em três amostras para cada tipo de SSWM, com uma largura 

de 100 mm e um comprimento total de 500 mm. Para realização desses ensaios, em ambas 

extremidades foram adicionadas placas de aço com comprimento de 100 mm, resultando 

em um comprimento efetivo de ensaio de 300 mm, como demonstrado na Figura 40.  
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Figura 40- Ensaio de tração da SSWM 

 

Fonte: Patel; Joshi e Makawana (2023). 

 

 Em seguida, os resultados calculados foram comparados com os dados 

experimentais apresentados na pesquisa de Patel; Joshi e Makawana (2023), como 

demonstrado na Figura 41.  

 

Figura 41- Carga vs deslocamento:(a) Todas as malhas obtidas no software; (b) SSWM 30x32; (c) 

SSWM 40x32; (d) SSWM 50x34 

 

Fonte: Autor (2024). 
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Ao analisar a Figura 41, é possível observar que a abordagem utilizada nesta 

pesquisa permite uma descrição aproximada do comportamento da supercélula 

quadrangular. Em conjunto, os resultados obtidos evidenciam uma abordagem 

metodológica rigorosa na avaliação das propriedades mecânicas dos favos de mel em 

configuração cruz, empregando recursos computacionais sem alto custo. 
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6 CONCLUSÃO 

O presente estudo tem como finalidade contribuir com a análise das propriedades 

mecânicas no plano dos materiais favos de mel nas configurações das células unitárias 

diamante e cruz através da aplicação da teoria de pórticos planos embasada na lei de 

elasticidade e plasticidade via teoria de viga de Timoshenko. 

Os resultados obtidos comprovam que a metodologia adotada descreve com 

precisão satisfatória o comportamento dos materiais favos de mel na configuração 

unitária cruz, quando solicitadas as diferentes solicitações. Além disso, demonstram a 

relevância do modelo proposto que permite descrever de maneira precisa a transição do 

comportamento elástico dos materiais honeycombs nessa topologia. 

Por outro lado, na configuração unitária diamante, a precisão da descrição do 

comportamento do material foi observada apenas quando solicitado o esforço de tração 

horizontal e tração vertical, necessitando, portanto, de estudos adicionais para 

compreender o comportamento desses materiais quando submetidos a esforço de 

cisalhamento no plano. 

Além disso, destaca-se que existe uma ampla área de investigação para expandir 

o conhecimento sobre as propriedades mecânicas desses materiais. Sugere-se para futuras 

pesquisas:  

• Explorar outras configurações de células unitárias, a fim de avaliar como 

a geometria influencia as propriedades mecânicas dos materiais favos de 

mel; 

• Investigar a viabilidade da aplicação da metodologia de pórticos planos 

com diferentes critérios de falha; 

• Realizar experimentos para validar o modelo desenvolvido para célula 

unitária diamante. 

• Analisar os materiais favos de mel sobre variação de carregamento com 

cargas dinâmicas. 
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