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À CAPES, pelo apoio financeiro.

iii



Resumo

Neste trabalho, estudamos existência, unicidade e dependência cont́ınua de soluções de
uma classe de equações diferenciais parabólicas semilineares. A abordagem utilizada foi
teoria de semigrupos, operadores setoriais e potência fracionária de operadores.

Palavras-chave: Equações Diferenciais Parabólicas; Operadores Setoriais; Potência

Fracionária de Operadores
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Abstract

In this work, we study the existence, uniqueness and continuous dependence of solu-

tions for a class of semilinear parabolic differential equations. The approach used was

semigroup theory, sectorial operators and fractional power of operators.

Keywords: Parabolic Differential Equations; Sectorial Operators; Fractional Power

Operators
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Introdução

O estudo de equações diferenciais é de grande importância, visto que essas equações são ferramentas

para a modelagem de diversos tipos de problemas na matemática, f́ısica, qúımica, biologia, entre

outros. Muitos fenômenos f́ısicos podem ser descritos por equações diferenciais parciais.

Este trabalho teve como foco as equações diferenciais do tipo parabólicas semilineares. Traba-

lhamos com problemas que variam com o tempo, como por exemplo a equação do calor. O objetivo é

trazer uma abordagem teórica de semigrupos de operadores lineares, operadores setoriais, potências

fracionárias e aplicá-la em problemas com equações diferenciais parabólicas.

Estudamos problemas de existência e unicidade de solução para equações abstratas da seguinte

forma 
dx

dt
+Ax = f(t, x), t > t0

x(t0) = x0,

onde X é um espaço de Banach, A : D(A) : X → X é um operador setorial, f é uma função

não linear, x0 ∈ X é um dado inicial e x : I ⊂ R → X é uma função desconhecida com t0 ∈ I.

A abordagem desse problema será via Teoria dos Semigrupos de Operadores Lineares. A seguir,

apresentamos a estrutura da dissertação.

No Caṕıtulo 1, estudamos conteúdos preliminares que compõem toda a base teórica desse tra-

balho, são eles, teoria de semigrupos de operadores lineares e potências fracionárias. Neste caṕıtulo

trabalhamos com caracterização dos geradores de semigrupos lineares, vimos o Teorema de Hille-

Yosida e o Teorema de Lumer-Phillips, os quais nos permite caracterizar o gerador infinitesimal de

um C0-semigrupo de contração. No Caṕıtulo 2, apresentamos o problema do valor inicial e resulta-

dos envolvendo existência, unicidade e dependência cont́ınua da solução. Já no Caṕıtulo 3, expomos

vários exemplos de aplicações das equações diferenciais parabólicas e também aplicamos a teoria

vista nos Caṕıtulos 1 e 2 em problemas espećıficos envolvendo equações diferenciais parabólicas,

1



dentre elas a equação do calor e a equação de Navier-Stokes.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste primeiro caṕıtulo serão abordados definições e resultados de conteúdos que servirão como

base para o nosso trabalho.

1.1 Semigrupos Uniformemente Cont́ınuos de Operadores Linea-
res Limitados

Essa primeira seção será dedicada ao estudo sobre Semigrupos de Operadores Lineares limitados.

Definição 1.1. Seja X um espaço de Banach. Uma famı́lia a um parâmetro {T (t)}t≥0, de opera-

dores lineares limitados de X em X é um semigrupo de operadores lineares limitados em X se

(i) T (0) = I (I é o operador identidade de X);

(ii) T (t+ s) = T (t)T (s), para todo t, s ≥ 0.

Definição 1.2. Um semigrupo de operadores lineares limitados, {T (t)}t≥0, é uniformemente cont́ınuo

se

lim
t→0+

||T (t)− I|| = 0.

Chamamos de gerador infinitesimal do semigrupo {T (t)}t≥0 , ao operador A definido por

Ax = lim
t→0+

T (t)x− x
t

=
d+T (t)x

dt

∣∣∣∣
t=0

,

com domı́nio definido por

D(A) =

{
x ∈ X; lim

t→0+

T (t)x− x
t

existe

}
.

3



Observação 1.1. Da Definição 1.2, segue que se {T (t)}t≥0 é um semigrupo uniformemente cont́ınuo

de operadores lineares, então

lim
t→s
||T (t)− T (s)|| = 0.

De fato, considere t ≥ s, então existe u ≥ 0 tal que t = s+ u. Assim,

||T (t)− T (s)|| = ||T (s+ u)− T (s)||

= ||T (s)T (u)− T (s)||

= ||T (s)(T (u)− I)||

≤ K||T (u)− I||,

onde K é uma constante. Fazendo t = s+ u→ s ⇒ u→ 0, temos que

lim
t→s
||T (t)− T (s)|| ≤ K lim

u→0
||(T (u)− I)|| = 0.

�

Teorema 1.1. Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente

cont́ınuo se, e somente se, A é um operador linear limitado.

Demonstração: (⇐) Seja A um operador linear limitado em X, vamos mostrar que A é o gerador

infinitesimal de um semigrupo uniformemente cont́ınuo {T (t)}t≥0.

Considere

T (t) = etA =

∞∑
n=0

(tA)n

n!
, para todo t ≥ 0,

e A um operador linear limitado.

Note que a série

∞∑
n=0

(tA)n

n!
é convergente, para todo t ≥ 0. De fato, como A ∈ L(X), da

desigualdade
(||tA||)n

n!
≤ (|t|||A||)n

n!
, para todo n = 0, 1, 2, ...,

segue que a série
∞∑
n=0

(|t|||A||)n

n!
converge. Pelo Teste da Comparação, a série

∞∑
n=0

(tA)n

n!
converge,

e como L(X) é de Banach, segue que a série

∞∑
n=0

tnAn

n!
é convergente. Logo, T (t) = etA está bem

definido para todo t ≥ 0.

4



Por outro lado,

||etA|| =

∥∥∥∥∥
∞∑
n=0

tnAn

n!

∥∥∥∥∥
≤

∞∑
n=0

||tnAn||
n!

≤ e|t| ||A||.

O que garante que a série
∞∑
n=0

(tA)n

n!
define um operador linear limitado T (t), para todo t. Além

disso, note que

T (t) = etA =
∞∑
n=0

(tA)n

n!

é um semigrupo de operadores lineares. De fato,

(i) T (0) = e0A = I + 0A+ 02A2

2! + ... = I

(ii) Para s, t ≥ 0, temos

T (t)T (s) = etAesA =

( ∞∑
n=0

tnAn

n!

)( ∞∑
k=0

skAk

k!

)

=
∞∑
n=0

∞∑
k=0

(tA)n

n!

(sA)k

k!

=
∞∑
n=0

n∑
l=0

(tA)l

l!

(sA)n−l

(n− l)!

=

∞∑
n=0

1

n!

n∑
l=0

(
n

l

)
tlsn−lAn

=

∞∑
n=0

(t+ s)n

n!
An

= e(t+s)A

= T (t+ s).

Portanto, T (t) = etA é um semigrupo de operadores lineares.

Como T (t) é limitado, a série
∞∑
n=0

tnAn

n!
converge uniformemente. De fato, por hipótese temos

que A ∈ L(X), t ≤ 0, e a série

∞∑
n=0

(|t|||A||)n

n!
é uma série convergente de números reais com

|t|n||A||n

n!
≥ 0 e

||tnAn||
n!

≤ (|t|||A||)n

n!
para todo n ∈ N e t ≥ 0.
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Assim, pelo Teste de Weierstrass,

∞∑
n=0

||tnAn||
n!

e

∞∑
n=0

tnAn

n!

são uniformemente convergentes.

Logo, a série

∞∑
n=0

tnAn

n!
é uniformemente convergente.

Afirmamos que T (t) = etA é um semigrupo uniformemente cont́ınuo. De fato, seja

Sk(t) =

k∑
n=1

∥∥∥∥ tnAn

(n− 1)!

∥∥∥∥ =

k∑
n=1

||tn−1AAn−1||
(n− 1)!

≤ ||A||
k∑

n=1

(|t|||A||)n−1

(n− 1)!

≤ ||A||
k∑

n=0

(|t|||A||)n

n!

≤ ||A||
∞∑
n=0

(|t|||A||)n

n!

= ||A|| e|t|||A||.

Dáı, segue que,

||etA − I|| ≤
∞∑
n=1

(|t| ||A||)n

n!
=

∞∑
n=0

(|t| ||A||)n+1

(n+ 1)!

≤ |t| ||A||
infty∑
n=1

(|t| ||A||)n−1

(n− 1)!

= |t| ||A||e|t| ||A||.

De onde conclúımos que

||etA − I|| ≤ |t| ||A|||t| ||A||.

Portanto,

lim
t→0
||etA − I|| → 0.

Logo, T (t) = etA é um semigrupo uniformemente cont́ınuo de operadores lineares limitados em X.

Além disso, note que ∥∥∥∥T (t)− I
t

−A
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
∞∑
n=0

||(tA)||n
n! − I
t

−A

∥∥∥∥∥
6



=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
I + tA

1! +
∞∑
n=2

(tA)n

n!
− I

t
−A

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
∞∑
n=2

(tA)n

n!

∥∥∥∥∥
≤ tA2

∞∑
n=2

||tA||2

n!

≤ t||A||2et||A||.

Assim, ∥∥∥∥T (t)− I
t

−A
∥∥∥∥ ≤ ||A|| ||etA − I|| = ||A|| ||T (t)− I||,

o que implica que

lim
t→0+

T (t)− I
t

= A.

Logo, temos que A é o operador infinitesimal do semigrupo T (t) = etA.

(⇒) Seja A o o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente cont́ınuo {T (t)}t≥0, va-

mos mostrar que A é um operador linear limitado.

Seja {T (t)}t≥0 um semigrupo uniformemente cont́ınuo de operadores lineares limitados em X.

Então temos que ||T (t) − I|| → 0 quando t → 0+. Disso, segue que existe ρ > 0 (suficientemente

pequeno) tal que ∥∥∥∥1

ρ

∫ ρ

0
T (t)dt− I

∥∥∥∥ ≤ 1

ρ

∫ ρ

0
||T (t)− I|| < 1.

Pelo Teorema 4.4 (ver Teorema 3.1, pag 35, de [11]), temos que o operador

[
I −

(
I − 1

ρ

∫ ρ

0
T (t)dt

)]
é invert́ıvel. Ou seja,

1

ρ

∫ ρ

0
T (t)dt ∈ L(X) é invert́ıvel, e portanto o operador

∫ ρ

0
T (t)dt também o

é.

Dado h > 0,
T (h)− I

h

∫ ρ

0
T (t)dt =

1

h

∫ ρ

0
T (t+ h)dt− 1

h

∫ ρ

0
T (t)dt,

fazendo a mudança de variável s = t + h na primeira integral do lado direito da igualdade acima,

temos

T (h)− I
h

∫ ρ

0
T (t)dt =

1

h

∫ ρ+h

h
T (s)ds− 1

h

∫ ρ

0
T (s)ds

=
1

h

[∫ ρ+h

0
T (t)dt−

∫ h

0
T (t)dt

]
− 1

h

[∫ ρ+h

0
T (t)dt−

∫ ρ+h

ρ
T (t)dt

]

7



=
1

h

∫ ρ+h

ρ
T (t)dt− 1

h

∫ h

0
T (t)dt

Então,
T (h)− I

h
=

[
1

h

∫ ρ+h

ρ
T (t)dt− 1

h

∫ h

0
T (t)dt

]
.

[∫ ρ

0
T (t)dt

]−1

.

Fazendo h→ 0+, temos

A = (T (ρ)− I)

(∫ ρ

0
T (t)dt

)−1

.

Portanto, A ∈ L(X).

Da Definição 1.1 , está claro que um semigrupo {T (t)}t≥0 tem um único gerador infinitesimal.

Por outro lado, todo operador linear limitado A é o gerador infinitesimal de um semigrupo unifor-

memente cont́ınuo {T (t)}t≥0. Uma questão que surge é se tal semigrupo é único.

A resposta é afirmativa, e será provada no Teorema a seguir.

Teorema 1.2. Sejam T (t) e S(t) semigrupos uniformemente cont́ınuos de operadores lineares

limitados. Se

lim
t→0

T (t)− I
t

= A = lim
t→0

S(t)− I
t

, (1.1)

então T (t) = S(t), para todo t ≥ 0.

Demonstração: Vamos mostrar que dado T > 0, S(t) = T (t) para 0 ≤ t ≤ T .

Como as aplicações t 7→ ||T (t)|| e t 7→ ||S(t)|| são cont́ınuas, existe uma constante C tal que

||T (t)|| ||S(s)|| ≤ C, para 0 ≤ s e t ≤ T.

Dado ε > 0, segue de 1.1 que existe δ > 0 tal que

1

h
||T (h)− S(h)|| ≤

∥∥∥∥T (h)− I
h

−A
∥∥∥∥+

∥∥∥∥S(h)− I
h

−A
∥∥∥∥ < ε

TC
para 0 ≤ h ≤ δ. (1.2)

Seja 0 ≤ t ≤ T e escolha n ≥ 1 tal que
t

n
< δ. Pela propriedade do semigrupo e por 1.2, segue que

||T (t)− S(t)|| =

∥∥∥∥T (n tn
)
− S

(
n
t

n

)∥∥∥∥
≤

n−1∑
k=0

∥∥∥∥T ((n− k)
t

n

)
S

(
kt

n

)
− T

(
(n− k − 1)

t

n

)
S

(
(k + 1)t

n

)∥∥∥∥
≤

n−1∑
k=0

∥∥∥∥T ((n− k − 1)
t

n

)∥∥∥∥ ∥∥∥∥T ( tn
)
− S

(
t

n

)∥∥∥∥ ∥∥∥∥S (ktn
)∥∥∥∥

8



≤ Cn
ε

TC

T

n
≤ ε.

Como tomamos ε > 0 arbitrário, temos que T (t) = S(t) para 0 ≤ t ≤ T.

Corolário 1.3. Seja {T (t)}t≥0 um semigrupo uniformemente cont́ınuo de operadores lineares li-

mitados. Então

(a) Existe uma constante w ≥ 0 tal que ||T (t)|| ≤ ewt;
(b) Existe um único operador linear limitado A tal que T (t) = etA;

(c) O operador A do item (b) é o gerador infinitesimal de T (t);

(d) t 7→ T (t) é diferenciável na norma e dT (t)
dt = AT (t) = T (t)A.

Demonstração: (a) Dado ε > 0, existe δ > 0, tal que

||T (t)− I|| ≤ ε, para todo t, tal que 0 ≤ t ≤ δ,

e como

||T (t)|| − ||I|| ≤ ||T (t)− I||,

tem-se

||T (t)|| ≤ 1 + ε = K, para todo t, tal que 0 ≤ t < δ.

Além disso, para cada t ≥ 0, existe um inteiro não negativo n, tal que t = nδ + r, onde 0 ≤ r < δ.

Dáı, temos

||T (t)|| = ||T (nδ + r)||

= ||T (δ)nT (r)||

≤ ||T (δ)n|| ||T (r)||

≤ Kn+1

≤ KK
1
δ

= Kewt,

onde W = δ−1lnK > 0.

(b) Note que o gerador infinitesimal de {T (t)}t≥0 é um operador linear limitado A, que também

9



é o gerador infinitesimal de etA definido por etA =
∞∑
n=0

(tA)n

n!
. Portanto, pelo Teorema 1.2 , segue

que

T (t) = etA.

(c) Segue da demonstração do item (b).

(d) Seja t > 0 fixado. Para todo h > 0,

dT (t)

dt
= lim

h→0

T (t+ h)− T (t)

h

= lim
h→0

T (h)− I
h

T (t)

= AT (t)

= T (t)A.

1.2 Semigrupos fortemente cont́ınuos de operadores lineares limi-
tados

Definição 1.3. Um semigrupo {T (t)}t≥0 de operadores lineares limitados em X é um semigrupo

fortemente cont́ınuo de operadores lineares limitados se

lim
t→0+

T (t)x = x, para todo x ∈ X,

isto é,

‖T (t)x− x‖X → 0 quando t→ 0+.

Um semigrupo fortemente cont́ınuo de operadores lineares limitados em X é chamado de semi-

grupo de classe C0, ou simplesmente um C0-semigrupo.

Teorema 1.4. Seja {T (t)}t≥0 um C0-semigrupo. Existem constantes w ≥ 0 e M ≥ 1 tal que

‖T (t)‖ ≤Mewt,

para 0 ≤ t <∞.
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Demonstração: Inicialmente vamos mostrar que existe δ > 0 tal que ‖T (t)‖ é limitado para

0 ≤ t ≤ δ. Isto é, que

‖T (t)‖ ≤M, para todo t ∈ [0, δ] , com M ≥ 1.

De fato, vamos supor que ‖T (t)‖ seja ilimitado para todo δ > 0. Portanto, para todo n ∈ N, existe

uma sequência {tn} <
1

n
tal que ‖T (tn)‖ ≥ n. Dáı, pelo Teorema da Limitação Uniforme *, segue

que existe x ∈ X tal que‖T (tn)x‖ ≥ n ‖x‖. Isto é, ‖T (tn)x‖ é ilimitado. Mas isso contradiz a

continuidade forte de T (t) em t = 0. Portanto, existe número real M tal que ‖T (t)‖ ≤M,∀t ∈ [0, δ]

e como ‖T (0)‖ = 1, temos que M ≥ 1.

Além disso, dado t > 0, temos t = nδ + r, para algum inteiro não negativo n, e algum número real

r tal que 0 ≤ r < δ.

Se considerarmos w = δ−1lnM ≥ 0, então ewt = M
1
δ , para todo t ≥ 0.

Portanto, pela propriedade de semigrupo, temos

‖T (t)‖ = ‖T (nδ + r)‖

= ‖T (δ)nT (r))‖

≤ ‖T (δ)‖n ‖T (r)‖

≤ Mn+1

= MMn

≤ MM
1
δ

= Mewt,

o que conclui a demonstração.

Corolário 1.5. Se {T (t)}t≥0 é um C0-semigrupo, então para todo x ∈ X, t→ T (t)x é uma função

cont́ınua de R+ em X.

Demonstração: Para cada x ∈ X, defina a função

f : [0,∞) −→ X

t 7−→ f(t) = T (t)x

Vamos mostrar que f é cont́ınua. Para isso, considere t ≥ 0 e h ≥ 0, com t ≥ h. Dessa forma,

tem-se

‖f(t+ h)− f(t)‖ = ‖T (t+ h)x− T (t)x‖
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= ‖T (t)T (h)x− T (t)x‖

= ‖T (t)(T (h)x− x)‖

≤ ‖T (t)‖ ‖T (h)x− x‖

≤ Mewt ‖T (h)x− x‖ .

Portanto,

‖f(t+ h)− f(t)‖ ≤Mewt ‖T (h)x− x‖ .

Segue que ‖f(t+ h)− f(t)‖ → 0 quando h→ 0+. O que mostra a continuidade à direita de t.

Para a continuidade à esquerda, sejam t > 0 e h > 0

‖f(t)− f(t− h)‖ = ‖T (t)x− T (t− h)x‖

= ‖T (t+ h− h)x− T (t− h)x‖

= ‖T (h)T (t− h)x− T (t− h)x)‖

= ‖T (t− h)‖ ‖T (h)x− x‖

≤ Mew(t−h) ‖T (h)x− x‖ .

Dáı,

‖f(t)− f(t− h)‖ ≤ Mew(t−h) ‖T (h)x− x‖

≤ Mewt ‖T (h)x− x‖ .

Dáı, segue que

‖f(t)− f(t− h)‖ → 0, quando h→ 0+.

Portanto, temos que f é cont́ınua.

O seguinte resultado é muito importante para cálculos que envolvam semigrupo.

Teorema 1.6. Sejam {T (t)}t≥0 um C0-semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Então

(a) Para x ∈ X, lim
h→0

1

h

∫ t+h

t
T (s)xds = T (t)x;

(b) Para x ∈ X,
∫ t

0
T (s)xds ∈ D(A) e

A

(∫ t

0
T (s)xds

)
= T (t)x− x;
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(c) Para x ∈ D(A), T (x)x ∈ D(A) e

d

dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax;

(d) Para x ∈ D(A), T (t)x− T (s)x =

∫ t

s
T (τ)Axdτ =

∫ t

s
AT (τ)xdτ.

Demonstração: (a) Pelo Teorema do Valor Médio para Integrais, segue que existe τ ∈ [t, t+ h]

tal que

lim
h→0

1

h

∫ t+h

t
T (s)xds = lim

h→0

1

h
T (τ)xhds

= lim
h→0

T (τ)x, τ ∈ [t, t+ h]

= T (t)x.

(b) Seja x ∈ X e h > 0. Assim,

T (h)− I
h

(∫ t

0
T (s)xds

)
=

1

h

∫ t

0
(T (h)T (s)x− T (s)x) ds

=
1

h

∫ t

0
(T (h+ s)x− T (s)x) ds

=
1

h

∫ t+h

t
T (s)xds− 1

h

∫ h

0
T (s)xds.

Aplicando o limite com h→ 0+ em ambos os lados da igualdade acima, e utilizando o (a), temos

A

(∫ t

0
T (s)xds

)
= T (t)x− x,

como queŕıamos provar.

(c) Seja x ∈ D(A) e h > 0. Temos

T (h)− I
h

T (t)x =
T (h)T (t)x− T (0)T (t)x

h

= T (t)

(
T (h) + T (0)

h

)
x→ T (t)Ax, quando h→ 0+.

Logo,

T (t)x ∈ D(A) e
d+

dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax.
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Resta mostrar que para t > 0, a derivada à esquerda de T (t)x existe e é igual a T (t)Ax.

De fato, z ≤ h ≤ 0,

lim
h→0+

[
T (t)x− T (t− h)x

h
− T (t)Ax

]
= lim

h→0+
T (t− h)

[
T (h)x− x

h
−Ax

]
+ lim

h→0+
(T (t− h)Ax− T (t)Ax) = 0.

Note que o primeiro termo do lado direito da igualdade acima é zero, pois x ∈ D(A) e ‖T (t− h)‖
é limitado para 0 ≤ h ≤ t, e o segundo termo é zero pela continuidade de T (t).

(d) Integrando a derivada no item (c) de s a t, segue do Teorema Fundamental do Cálculo que∫ t

s

d

dt
T (τ)xdτ =

∫ t

s
AT (τ)xdτ

=

∫ t

s
T (τ)Axdτ.

Portanto

T (t)x− T (s)x =

∫ t

s
AT (τ)xdτ

=

∫ t

s
T (τ)Axdτ.

Observação 1.2. Seja X um espaço de Banach. Um operador linear A : D(A) ⊂ X → X

é dito fechado, se para cada sequência {xn}∞n=1 em D(A) que converge para um ponto x ∈ X tal

que Axn → y ∈ X, tem-se que:

x ∈ D(A) e Ax = y.

Corolário 1.7. Se A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo {T (t)}t≥0, então D(A), o

domı́nio de A, é denso em X e A é um operador linear fechado.

Demonstração: Para cada x ∈ X, considere

xt =
1

t

∫ t

0
T (s)xds.

Do item (b) do Teorema 1.6 , temos que xt ∈ D(A), para todo t > 0, e pelo item (a) do mesmo

Teorema, temos

lim
t→0

xt = lim
t→0

1

t

∫ t

0
T (s)xds = T (0)x = x.

Portanto, xt → x quando t→ 0. Assim, temos que D(A) = X. Isto é, D(A) é denso em X.

14



Mostremos então que A é um operador fechado. De fato, tome xn ∈ D(A) tal que xn → x e

Axn → y, quando n→∞.
Do item (d) do Teorema 1.6, temos que

T (t)xn − T (0)xn =

(∫ t

0
T (τ)Axndτ

)
, t ≥ 0. (1.3)

Note que

T (τ)Axn → T (τ)y, quando n→∞.

Fazendo n→∞ em 1.3, temos

T (t)x− x =

∫ t

0
T (τ)ydτ.

E pelo item (a) do Teorema 1.6, temos

lim
t→0+

T (t)x− x
t

= lim
t→0+

1

t

∫ t

0
T (τ)ydτ = T (0)y = y.

Portanto,

lim
t→0+

T (t)x− x
t

= yAx = y.

Logo, x ∈ D(A) e Ax = y. O que mostra que A é fechado.

Teorema 1.8. Seja {T (t)}t≥0 e {S(t)}t≥0 C0-semigrupos de operadores lineares limitados com

geradores infinitesimais A e B, respectivamente. Se A = B, então T (t) = S(t) para t ≥ 0.

Demonstração: Seja x ∈ D(A) = D(B). Pelo item (c) do Teorema 1.6 , segue que a função

s 7→ T (t− s)S(s)x

é diferenciável e

d

ds
T (t− s)S(s)x = −AT (t− s)S(s)x− T (t− s)BS(s)x

= −T (t− s)AS(s)x+ T (t− s)BS(s)x

= 0.

Portanto, s 7→ T (t− s)S(s)x é constante e em particular, isto é,

T (t)S(0)x = T (0)S(t)x.

O que implica que

T (t)x = S(t)x, para todo x ∈ D(A), t ≥ 0.
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Como D(A) é denso em X, implica que para todo x ∈ X, existe xn ∈ D(A) tal que xn → x quando

n→∞. Queremos mostrar que T (t)x = S(t)x, para todo x ∈ X.
Note que T (t)xn − S(t)xn = 0, pois xn ∈ D(A). Dáı, temos que

lim
n→∞

(T (t)xn − S(t)xn) = 0.

O que implica que T (t)x− S(t)x = 0. E portanto, temos

T (t)x = S(t)x, para todo x ∈ X.

Teorema 1.9. Seja A o gerador infinitesimal do C0-semigrupo {T (t)}t≥0. Se D(An) é o domı́nio

de An, então ∩∞n=1D(An) é denso em X.

Demonstração: Seja D o conjunto de todas as funções C∞ de valores complexos em (0,∞) de

suporte compacto. Para x ∈ X e ϕ ∈ D, considere

y = x(ϕ) =

∫ ∞
0

ϕ(s)T (s)x ds.

Se h > 0, então

T (h)− I
h

y =
1

h

∫ ∞
0

ϕ(s)[T (s+ h)x− T (s)x] ds

=

∫ ∞
0

1

h
[ϕ(s− h)− ϕ(s)]T (s)xds.

O integrando do lado direito da igualdade acima converge uniformemente para −ϕ′(s)T (s)x em

[0,∞) quando h→ 0. Portanto y ∈ D(A) e

Ay = lim
h→0

T (h)− I
h

y = −
∫ ∞

0
ϕ′(s)T (s)x ds.

Observe que, se ϕ ∈ D então ϕ(n), a n-ésima derivada de ϕ, também pertence a D, para n = 1, 2, ....

Dáı, repetindo o procedimento anterior, temos que y ∈ D(An).

Any = (−1)n
∫ ∞

0
ϕn(s)T (s)x ds, para n = 1, 2, ...

e consequentemente y ∈ ∩∞n=1D(An).

Seja Y um espaço gerado por {x(ϕ);x ∈ X,ϕ ∈ D} . Dessa forma, Y é uma variedade linear. E

pelo que provamos até agora, segue que Y ⊆ ∩∞n=1D(An).
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Para concluir a prova, vamos mostrar que Y é denso em X. Suponha que Y não seja denso em

X, então pelo Corolário 1.8 de [3], existe um funcional x∗ ∈ X∗, com x∗ 6= 0 tal que x∗(y) = 0, para

todo y ∈ Y. Portanto,∫ ∞
0

ϕ(s)x∗(T (s)x) ds = x∗
(∫ ∞

0
ϕ(s)T (s)x ds

)
= 0, ∀x ∈ X, ϕ ∈ D. (1.4)

Isso implica que a função cont́ınua s 7→ x∗(T (s)x) deve ser identicamente nula em [0,∞), pois caso

contrário, seria posśıvel escolher ϕ ∈ D tal que o lado esquerdo de 1.4 não se anulasse. Portanto,

em particular para s = 0, x∗(x) = 0. Isso segue para todo x ∈ X e portanto teŕıamos x∗ = 0,

contrariando a hipótese de x∗. Portanto, temos que Y é denso em ∩∞n=1D(An).

Lema 1.1. Seja A o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo T (t) satisfazendo ‖T (t)‖ ≤M para

t ≥ 0. Se x ∈ D(A2), então

‖Ax‖2 ≤ 4M2
∥∥A2x

∥∥ ‖x‖ .
Demonstração: Ver Lema 2.8 de [10].

Exemplo 1.1. Seja X o espaço de Banach de funções limitadas uniformemente cont́ınuas em

(−∞,∞) com a norma do supremo. Para f ∈ X definimos

(T (t)f)s = f(t+ s)

Mostremos inicialmente que T (t) é limitado. Para isto, considere f ∈ X, s ∈ R e t ≥ 0

arbitrários. Temos,

‖T (t)f‖ = sup
s∈R
|(T (t)f)(s)|

= sup
s∈R
|f(t+ s)|

= ‖f‖ .

Portanto, ‖(T (t)f)‖ = ‖f‖ e ‖T (t)‖ = sup
f ∈X

‖T (t)f‖ = sup
f ∈X

‖f‖ = 1. Dáı, segue que ‖T (t)‖ = 1.

Afirmamos que {T (t)}t≥0 é um semigrupo. De fato, dados f ∈ X e s ∈ R, arbitrários, temos

(i) (T (0)f)(s) = f(0 + s) = f(s), para todo s ≥ 0. Dáı, segue que T (0)f = f, para todo f ∈ X.
Logo, T (0) = I.
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(ii) Dados t1, t2 ∈ [0,∞), temos

(T (t1 + t2)f)(s) = f(t1 + t2 + s)

= (T (t1)f)(t2 + s)

= T (t1)(T (t2)f)(s).

Ou seja,

T (t1 + t2) = T (t1)T (t2).

Portanto, {T (t)}t≥0 é um semigrupo.

Por fim, afirmamos que T (t) é um C0-semigrupo. De fato,

|(T (t)f)(s)− f(s)| = |f(s+ t)− f(s)|,

como |t+ s− s| = |t|, e sabendo que, por hipótese, f é uniformemente cont́ınua, dado ε > 0, existe

δ > 0 tal que |t| < δ implica que

|f(s+ t)− f(s)| < ε,

ou seja, |t| < δ, implica que

|(T (t)f)(s)− f(s)| < ε.

Portanto, {T (t)}t≥0 é um C0-semigrupo de operadores lineares limitados, satisfazendo ‖T (t)‖ ≤ 1,

para todo t ≥ 0.

Observação 1.3. A linearidade de T (t) segue da soma e produto por escalar de funções.

A seguir apresentamos o gerador infinitesimal de {T (t)}t≥0. Seja A : D(A) ⊂ X → X o gerador

infinitesimal de {T (t)}t≥0. Para isso, considere f ∈ D(A), s ∈ R e h > 0 quaisquer. Assim,

lim
h→0+

T (h)− I
h

f(s) = lim
h→0+

T (h)f(s)− T (0)f(s)

h

= lim
h→0+

f(s+ h)− f(s)

h
= f ′(s).

Portanto,

A(f(s)) = f ′(s), para todo f ∈ D(A),

onde

D(A) =
{
f ∈ X; f ′ existe e f ′ ∈ X

}
.
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Note que, como ‖T (t)‖ ≤ 1, segue do Lema 1.1, que

(sup|f ′|)2 ≤ 4(sup|f”(s)|)(sup|f(s)|).

Essa última desigualdade é denominada Desigualdade de Landau, onde o sup é tomado sobre

(−∞,∞).

Observação 1.4. Esse exemplo pode ser modificado para o caso onde X = Lp(−∞,∞), 1 < p <∞.

1.3 O Teorema de Hille-Yosida

Seja {T (t)}t≥0 um C0-semigrupo. Do Teorema 1.4 , segue que existem constantes w ≥ 0 e M ≥ 1

tal que ‖T (t)‖ ≤ Mewt para t ≥ 0. Se w = 0, T (t) é chamado uniformemente limitado, e se além

disso M = 1, {T (t)}t≥0 é chamado de um C0-semigrupo de contração.

Essa seção é voltada para a caracterização dos geradores infinitesimais de C0-semigrupos de

contração. Condições no comportamento do resolvente de um operador A, que são necessárias e

suficientes para que A seja o gerador infinitesimal de um C0 semigrupo de contração, são dadas.

Lembrando que se A é um operador linear em X, não necessariamente limitado, o conjunto resol-

vente ρ(A) de A é o conjunto de todos os números complexos λ para os quais λI − A é invert́ıvel,

isto é, (λI −A)−1 é um operador linear limitado em X.

A famı́lia R(λ : A) = (λI − A)−1, com λ ∈ ρ(A), de operadores lineares limitados é denominada

uma famı́lia de operadores resolventes de A.

Teorema 1.10. (Hille-Yosida) Um operador(ilimitado) linear A é o gerador infinitesimal de um

C0-semigrupo de contrações {T (t)}t≥0 , t ≥ 0 se e somente se

(i) A é fechado e D(A) = X;

(ii) O conjunto resolvente ρ(A) de A contém R+ e para todo λ ≥ 0

‖R(λ : A)‖ ≤ 1

λ

Demonstração: (⇒) (i) Seja A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de contração

{T (t)}t≥0 em X, então pelo Corolário 1.7, temos que A é fechado e D(A) = X.

(ii) Para todo λ > 0 e x ∈ X, defina

R(λ)x =

∫ ∞
0

e−λtT (t)x dt.
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Como a função f : R+ → X dada por f(t) = T (t)x, para todo x ∈ X, é cont́ınua, a integral

imprópria
∫∞

0 e−λtT (t)x dt está bem definida e define um operador linear R(λ).

Além disso,

‖R(λ)x‖ =

∥∥∥∥∫ ∞
0

e−λtT (t)x dt

∥∥∥∥ ≤
∫ ∞

0
e−λt ‖T (t)x‖ dt

≤
∫ ∞

0
e−λt ‖x‖ dt

= ‖x‖
∫ ∞

0
e−λt dt

=
1

λ
‖x‖ , ∀x ∈ X.

Pois, ∫ ∞
0

e−λt dt = lim
b→∞

e−λt dt = lim
b→∞

e−λb

−λ

∣∣∣∣b
0

= lim
b→∞

1

−λeλb

∣∣∣∣b
0

= 0− (− 1

λ
) =

1

λ
.

Portanto, temos

‖R(λ)x‖ ≤ 1

λ
‖x‖ , para todo x ∈ X.

O que implica que

‖R(λ)‖ ≤ 1

λ
, (1.5)

ou seja, R(λ) é um operador linear limitado.

Afirmamos que R(λ) = R(λ : A), para cada λ > 0. De fato, sejam λ > 0 e h > 0 quaisquer.

Temos,

T (h)− I
h

R(λ)x =
1

h

∫ ∞
0

e−λtT (t)(T (h)− I)x dt

=
1

h

∫ ∞
0

e−λtT (t)T (h)x dt− 1

h

∫ ∞
0

e−λtT (t)x dt

=
1

h

∫ ∞
0

e−λtT (t+ h)x dt− 1

h

∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt,

fazendo a mudança de variável s = t+h na primeira integral do lado direito da igualdade anterior,

temos

T (h)− I
h

R(λ)x =
1

h

∫ ∞
h

e−λ(s−h)T (s)x ds− 1

h

∫ ∞
0

e−λtT (t)x dt

20



=
1

h

∫ ∞
h

e−λs+λhT (s)x ds− 1

h

∫ ∞
0

e−λtT (t)x dt

=

(
eλh

h

∫ ∞
0

e−λtT (t)x dt− eλh

h

∫ h

0
e−λtT (t)x dt

)
− 1

h

∫ ∞
0

e−λtT (t)x dt

=
eλh−1

h

∫ h

0
e−λtT (t)x dt− eλh

h

∫ h

0
e−λtT (t)x dt.

Aplicando o limite com h→ 0+, temos

lim
h→0+

T (h)− I
h

R(λ)x = lim
h→0+

(
eλh − 1

h

∫ ∞
0

e−λtT (t)x dt− eλh

h

∫ h

0
e−λtT (t)x dt

)
= lim

h→0+

(
eλh − 1

h
R(λ)x− eλh

h

∫ h

0
e−λtT (t)x dt

)
= λR(λ)x− x.

Pois, pelo Teorema 1.6 (a), temos

lim
h→0+

eλh − 1

h
= lim

h→0+

eλ(0+h) − eλ0

h
= (eλt)′

∣∣∣∣
t=0

= λeλt
∣∣∣∣
t=0

= λ

e

lim
h→0+

eλh
1

h

∫ h

0
e−λtT (t)x dt = lim

h→0+

1

h

[∫ 0+h

0
e−λtT (t)x dt

]
= x.

O que implica que R(λ)x ∈ D(A), para todo x ∈ X e λ > 0, e

AR(λ)x = λR(λ)x− x

⇒ AR(λ) = λR(λ)− I

⇒ (λI −A)R(λ) = I. (1.6)

Por outro lado, para quaisquer x ∈ D(A), temos

R(λ)(Ax) =

∫ ∞
0

e−λtT (t)A(x) dt

=

∫ ∞
0

e−λtA(T (t)x) dt

= A

(∫ ∞
0

e−λtT (t)x dt

)
= A(R(λ)x).

Portanto,

R(λ)(Ax) = A(R(λ)x).
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Assim, pela identidade 1.6, para todo x ∈ D(A)

R(λ)(λI −A)x = λR(λ)x−R(λ)(Ax)

= λR(λ)x−AR(λ)x

= (λI −A)R(λ)x

= x.

Consequentemente,

R(λ)(λI −A) = I. (1.7)

Por 1.6 e 1.7, implica que (λ−A)−1 = R(λ).

Portanto, como por definição, R(λ : A) = (λI −A)−1, com λ > 0, segue que

R(λ) = R(λ : A).

E de 1.5, conclúımos que

‖R(λ)‖ = ‖R(λ : A)‖ ≤ 1

λ
, para todo λ > 0.

Logo, temos

‖R(λ : A)‖ ≤ 1

λ
, para todo λ > 0,

como queŕıamos demonstrar.

Lema 1.2. Seja A satisfazendo as condições (i) e (ii) do Teorema 1.10 e seja R(λ : A) =

(λI −A)−1. Então

lim
λ→∞

λR(λ : A)x = x, para x ∈ X.

Demonstração: Notemos que

Iλ = Iλ−A+A

= (Iλ−A) +A.

Portanto, λ(Iλ − A)−1 = I + AR(λ : A), para todo λ ∈ R+. Assim, dado qualquer x ∈ D(A) e

λ ∈ R+, tem-se

|λR(λ : A)x− x| = |AR(λ : A)x|

= |R(λ : A)Ax|

≤ 1

λ
|Ax| → 0, quando λ→∞;
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Observe que D(A) é denso em X e ‖λR(λ : A)‖ ≤ 1, donde segue que

λR(λ : A)x→ x, quando λ→∞ para todo x ∈ X,

ou seja,

lim
λ→∞

λR(λ : A)x = x, para todo x ∈ X.

Definição 1.4. Definimos, para todo λ > 0, a aproximação de Yosida de A por

Aλ = λAR(λ : A) = λ2R(λ : A)− λI.

Observe que Aλ é uma aproximação de Yosida no sentido do resultado a seguir.

Lema 1.3. Seja A satisfazendo as condições (i) e (ii) do Teorema 1.10. Se Aλ é a aproximação

de Yosida de A, então

lim
λ→∞

Aλx = Ax, para x ∈ D(A).

Demonstração: Para x ∈ D(A), pelo Lema 1.2 e a definição de Aλ, temos que

lim
λ→∞

Aλx = lim
λ→∞

λR(λ : A)Ax

= lim
λ→∞

AλR(λ : A)x

= Ax.

Portanto, lim
λ→∞

Aλx = Ax.

Lema 1.4. Seja A satisfazendo as condições (i) e (ii) do Teorema 1.10. Se Aλ é a Aproximação

de Yosida de A, então Aλ é o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente cont́ınuo de

contração etAλ . Além disso, para todo x ∈ X, e λ, µ > 0, temos∥∥etAλx− etAµx∥∥ ≤ t ‖Aλx−Aµx‖ .
Demonstração: Da definição da Aproximação de Yosida, temos que Aλ é um operador linear

limitado. Pelo Teorema 1.1, Aλ é o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente cont́ınuo{
T (t) = etAλ ; t > 0

}
= Γλ.
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Afirmamos que Γλ é um semigrupo uniformemente cont́ınuo de contrações. De fato, para qualquer

t ≥ 0, temos que ∥∥etAλ∥∥ =
∥∥∥et(λ2R(λ:A)−λI)

∥∥∥
=

∥∥∥etλ2R(λ:A)e−t(λI)
∥∥∥

≤ e−tλ
∞∑
n=0

(λ2t)n ‖R(λ : A)n‖
n!

≤ e−tλ
∞∑
n=0

(λ2t)n 1
λn

n!

= etλ
∞∑
n=0

(λ2t)n

λnn!

= e−λte
λ2t
λ

= 1.

Portanto,
∥∥etAλ∥∥ = 1. Além disso, notemos que, para quaisquer x ∈ X e λ, µ > 0, tem-se

etAλ − etAµ =

∫ 1

0

d

ds
(etsAλet(1−s)Aµ) ds,

logo, ∥∥etAλx− etAµx∥∥ =

∥∥∥∥∫ 1

0

d

ds
(etsAλet(1−s)Aµ ds)

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∫ 1

0
etsAλet(1−s)Aµ(Aλx−Aµx)t ds)

∥∥∥∥
≤

∫ 1

0
t
∥∥∥etsAλet(1−s)Aµ∥∥∥ ‖Aλx−Aµx‖ ds

≤ t ‖Aλx−Aµx‖ .

Portanto, temos que
∥∥etAλx− etAµx∥∥ ≤ t ‖Aλx−Aµx‖ .

Finalmente, vamos provar a volta do Teorema 1.10.

Demonstração: Inicialmente, provemos que {T (t)}t≥0 é um C0-semigrupo. Para isso, sejam x ∈
D(A), λ, µ > 0 arbitrários, pelo Lema 1.4, obtemos

‖Tλ(t)x− Tµ(t)x‖ =
∥∥etAλx− etAµx∥∥

≤ t ‖Aλx−Aµx‖

= t ‖Aλx−Ax+Ax−Aµx‖

≤ t ‖Aλx−Ax‖+ t ‖Aµx−Ax‖ . (1.8)
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De 1.8 e pelo Lema 1.3, segue que

lim
λ→∞

Tλ(t)x = lim
λ→∞

etAλx = T (t)x, para todo x ∈ X, (1.9)

em que a convergência é uniforme em intervalos limitados. Além disso, para cada λ > 0, Tλ(t) é

um semigrupo. Assim, para todo x ∈ X e t, s ≥ 0,

� T (0)x = lim
λ→∞

Tλ(0)x = Ix = x;

� T (t+ s)x = lim
λ→∞

Tλ(t+ s)x = lim
λ→∞

Tλ(t)Tλ(s)x = T (t)T (s)x.

Além disso,

‖T (t)‖ =

∥∥∥∥ lim
λ→∞

etAλ
∥∥∥∥ = lim

λ→∞

∥∥etAλ∥∥ ≤ lim
λ→∞

1 = 1.

Portanto,

‖T (t)‖ ≤ 1.

Como Tλ(t)x → T (t)x uniformemente, então Tλ(t)x é cont́ınua, para todo x ∈ X e t ≥ 0, dáı

segue que

lim
t→0+

T (t)x = T (0)x = Ix = x.

Portanto, {T (t)}t≥0 é um C0-semigrupo de contrações.

Mostraremos a seguir que A é o gerador infinitesimal de {T (t)}t≥0. Para isto, seja x ∈ D(A)

qualquer, por 1.9 e pela segunda parte do item (d) do Teorema 1.6 , segue que

T (t)x− x = lim
λ→∞

(etAλx− x)

= lim
λ→∞

(∫ t

0
esAλAλx ds

)
=

∫ t

0
T (s)Axds, (1.10)

onde essa última igualdade ocorre em virtude do Lema 1.3 e da convergência etAaλAλx→ T (t)Ax,

quando λ→∞, para todo x ∈ X.

Suponha que o operador B : D(B) ⊂ X → X é o gerador infinitesimal de {T (t)}t≥0, assim,

para qualquer x ∈ D(A), de 1.10 obtemos pelo Teorema 1.6 (a), que

Bx = lim
t→0+

T (t)x− x
t

= lim
t→0+

1

t

∫ t

0
T (s)Axds = Ax,
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donde D(A) ⊂ D(B) e, consequentemente A = B

∣∣∣∣
D(A)

. Além disso, como B é o gerador infinitesi-

mal de T (t), então 1 ∈ ρ(B), ou seja I − B é invert́ıvel. Por outro lado, pela hipótese (ii), temos

que R+ ⊂ ρ(A), donde 1 ∈ ρ(A), logo 1 ∈ ρ(A) ∩ ρ(B). Assim,

(I −A)(D(A)) = X e (I −B)(D(B)) = X

e de A = B

∣∣∣∣
D(A)

, obtemos

(I −B)(D(A)) = X e (I −A)(D(A)) = X,

donde D(A) = (I −B)−1x = D(B). Disso, e como A = B

∣∣∣∣
D(A)

, segue que A = B. Portanto, A é o

gerador infinitesimal de T (t).

Vejamos algumas consequências do Teorema 1.10.

Corolário 1.11. Seja A o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de contrações {T (t)}t≥0. Se

Aλ é a aproximação de Yosida de A, então

T (t)x = lim
λ→∞

etAλx para x ∈ X.

Demonstração: Da prova do Teorema 1.10, segue que da igualdade acima que S(t) define um

C0-semigrupo de contração, cujo gerador infinitesimal é A. Então do Teorema 1.8, temos que

T (t) = S(t).

Corolário 1.12. Seja A o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de contrações {T (t)}t≥0. O

conjunto resolvente de A contém o semi plano direito aberto, isto é, ρ(A) ⊇ {λ : Reλ > 0} e para

tal λ

‖R(λ : A)‖ ≤ 1

Reλ
.

Demonstração: Inicialmente note que o operador

R(λ)x =

∫ ∞
0

e−λtT (t)x dt

está bem definido para λ satisfazendo Reλ > 0. Além disso, na prova da ida do Teorema 1.10, foi

mostrado que R(λ) = (λI −A)−1 e portanto

ρ(A) ⊇ {λ : Reλ > 0} .
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Além disso, para todo x ∈ X,

‖R(λ)x‖ =

∥∥∥∥∫ ∞
0

e−λtT (t)x dt

∥∥∥∥
≤

∫ ∞
0

eRe(−λ)t ‖T (t)‖ ‖x‖ dt

≤
∫ ∞

0
eRe(−λ)t ‖x‖ dt

=
1

Reλ
‖x‖ .

Ademais, R(λ) = R(λ : A), donde segue que ‖R(λ : A)| ≤ 1

Reλ
.

Exemplo 1.2. Seja X = B∪ (0,∞), isto é, o espaço de todas as funções uniformemente cont́ınuas

limitadas em [0,∞). Defina

(T (t)f)(s) = f(t+ s).

No Exemplo 1.1 já mostramos que ‖T (t)‖ = 1, ou seja, que T (t) é um C0-semigrupo de contração

em X. Também, ainda pelo exemplo 1.1, temos que o gerador infinitesimal A de T (t) tem domı́nio

descrito por

D(A) =
{
f : f, f ′ ∈ X

}
e (Af)(s) = f ′(s) para f ∈ D(A).

Do Corolário 1.12, sabemos que ρ(A) ⊇ {λ : Reλ > 0} . Além disso, para todo número complexo λ,

a equação (λ − A)ϕλ = 0 tem solução não trivial ϕλ(s) = eλs. Se Reλ ≤ 0, ϕλ ∈ X e portanto o

meio plano esquerdo fechado está no espectro σ(A) de A.

Observação 1.5. Seja {T (t)}t≥0 um C0-semigrupo satisfazendo ‖T (t)‖ ≤ ewt(para algum w ≥ 0).

Considere

S(t) = e−wtT (t).

Note que S(t) é um C0-semigrupo de contração. De fato, como T (t) ∈ L(X), então S(t) ∈ L(X) e

consequentemente, {S(t); t ≥ 0} ⊆ L(X). E mais, para quaisquer t, s ≥ 0 temos

� S(0) = e−w0T (0) = I;

� Sejam s, t ≥ 0, então

S(s+ t) = e−w(s+t)T (t+ s)

= e−wte−wsT (t)T (s)

= (e−wtT (t))(e−wsT (s))

= S(t)S(s).
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� Para todo x ∈ X,

|S(t)x− x| = |e−twT (t)x− x|

= |e−twT (t)x− e−wtx+ e−wtx− x|

≤ |e−twT (t)x− e−wtx|+ |e−twx− x|

= |e−wt| |T (t)x− x|+ |e−wt − 1| |x| → 0, quando t→ 0+.

� ‖S(t)‖ =
∥∥e−wtT (t)

∥∥ ≤ e−wtewt = e0 = 1.

De (i)-(iv), segue que S(t) é um C0-semigrupo de contrações.

Suponhamos B : D(B) ⊆ X −→ X é o gerador infinitesimal de S(t), assim,

D(B) =

{
x ∈ X; lim

h→0+

S(h)x− x
h

existe

}
, e para todo x ∈ X,

S(h)x− x
h

=
e−wtT (h)x− x

h

=
e−whT (h)x− e−whx

h
+
e−whx− x

h

=
e−wt(T (h)x− x)

h
+

(e−wh−1)x

h
. (1.11)

Logo, para todo x ∈ D(B), temos de 1.11 que

lim
h→0+

T (h)x− x
h

= lim
h→0+

[
ewt
(
S(h)x− x

h

)
− ewt

(
e−wh − 1

h

)
x

]
= Bx+wx, para todo x ∈ D(B),

já que lim
h→0+

ewt = 1, lim
h→0+

e−wh − 1

h
= −w e lim

h→0+

S(h)x− x
h

= Bx, para todo x ∈ D(B).

Se x ∈ D(B), então x ∈ D(A), ou seja, D(B) ⊆ D(A) e

Ax = Bx+ wx

⇒ Bx = Ax− wx, para todo x ∈ D(A).

Agora, seja x ∈ D(A) qualquer. De 1.11, de maneira análoga,

lim
h→0+

S(h)x− x
h

= lim
h→0+

e−wh(T (h)x− x)

h
+

(e−wh − 1)x

h
= Ax− wx, donde x ∈ D(B).

Logo, D(A) ⊆ D(B) e Bx = Ax− wx.
Assim, D(A) = D(B) e, para todo x ∈ D(B) = D(A), tem-se

Bx = Ax− wx⇒ B = A− wI.
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Observação 1.6. Se A é o gerador infinitesimal de {T (t)}t≥0, então A − wI é o gerador infi-

nitesimal de {S(t)}t≥0. Por outro lado, se A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de

contração {S(t)}t≥0, então A+wI é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo T (t) satisfazendo

‖T (t)‖ ≤ ewt.

Essas observações nos levam a caracterização dos geradores infinitesimais de C0-semigrupos

satisfazendo ‖T (t)‖ ≤ ewt.

Corolário 1.13. Um operador A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo satisfazendo

‖T (t)‖ ≤ ewt se, e somente se,

(i) A é fechado e D(A) = X;

(ii) O resolvente ρ(A) de A contém o raio {λ : Imλ = 0, λ > w} e para tal λ

‖R(λ : A)‖ ≤ 1

λ− w
.

Demonstração: (⇒) O item (i) segue diretamente do Corolário 1.7.

Provemos o item (ii). Para Reλ > w, defina

R(λ)x =

∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt.

Esta integral está bem definida, pois por hipótese ‖T (t)‖ ≤ ewt e a função dada por f(x) =

e−λtT (t)x é cont́ınua, para todo t ≥ 0. Temos

‖R(λ,A)‖ =

∥∥∥∥∫ ∞
0

e−λtT (t)x dt

∥∥∥∥
≤

∫ ∞
0

∥∥∥e−λt∥∥∥ ‖T (t)‖x dt

≤
∫ ∞

0

∥∥∥e−λt∥∥∥ ewt dt
=

∫ ∞
0

e(w−λ)t dt. (1.12)

Como ∫ ∞
0

e(w−λ)t dt = lim
b→∞

∫ b

0
e(w−λ)t dt

= lim
b→∞

∫ b

0

e(w−λ)b

w − λ
− 1

w − λ
dt

=
1

λ− w
. (1.13)
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De 1.12 e 1.13, temos que

‖R(λ : A)‖ ≤ 1

λ− w
.

(⇐) Suponha que as condições (i) e (ii) sejam válidas. Então, as condições (i) e (ii) do Teorema

1.10 são verificadas por A− wI, pois D(A) = D(A− wI) e

R(λ+ w : A) = R(λ : A− wI),

para todo λ > 0.

Como consequência, A − wI é o operador infinitesimal de um C0-semigrupo de contração que

denotaremos por {S(t)}t≥0 . Fazendo o mesmo processo realizado no ińıcio da prova, é posśıvel

mostrar que A é o gerador infinitesimal do semigrupo T (t) = ewtS(t). E mais, naturalmente

‖T (t)‖ ≤ ewt, para todo t ≥ 0.

Essa seção será conclúıda com um resultado que muitas vezes é útil para provar que um de-

terminado operador A satisfaz as condições suficientes do Teorema 1.10 , e portanto, é o gerador

infinitesimal de um C0-semigrupo de contração.

Definição 1.5. Seja X um espaço de Banach e X∗ seu dual. Nós denotamos o valor de x∗ ∈ X∗,
para x ∈ X, por < x∗, x > ou < x, x∗ > . Se A é um operador linear, sua imagem numérica S(A)

é o conjunto

S(A) = {< x∗, Ax > : x ∈ D(A), ‖x‖ = 1, x∗ ∈ X∗, ‖x∗‖ = 1. < x∗, x >= 1} .

Teorema 1.14. Seja A um operador linear fechado com domı́nio D(A) denso em X. Seja S(A) a

imagem numérica de A, e seja Σ o complemento de S(A) em C. Se λ ∈ Σ, então λI −A é injetiva

e tem imagem fechada. Além disso, se Σ0 é um componente de Σ satisfazendo ρ(A)∩Σ0 6= ∅, então

o espectro de A está contido no complemento S0 de Σ0, e

‖R(λ : A)‖ ≤ 1

d(λ : S(A))
,

onde d(λ : S(A)) é a distância de λ a S(A).

Demonstração: Seja λ ∈ Σ = C− S(A). Se x ∈ D(A), ‖x‖ = 1, x∗ ∈ X∗, ‖x∗‖ = 1 e < x∗, x >=

1, ou seja, < x∗, Ax >∈ S(A)(pela definição de S(A)), em particular, < x∗, Ax >∈ S(A), já que
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S(A) ⊆ S(A).

Por definição, sabemos que d(λ : S(A)) = inf
{
|λ− z|, z ∈ S(A)

}
. Dáı,

0 < d(λ : S(A)) ≤ |λ− < x∗, Ax > | = | < x∗, λx−Ax > |

≤ ‖x∗‖ ‖λx−Ax‖

= ‖λx−Ax‖ ,

isto é, ‖(λI −A)x‖ > 0. Logo, (λ−A) é injetiva, pois caso contrário, (λI −A)(x) = 0 para algum

para algum x 6= 0, o que é uma contradição.

Afirmamos que Im(λ−A) ⊂ X é fechado. De fato, seja {yn} ⊆ Im(λ−A) tal que yn → y para

algum y ∈ X. Temos que provar que y ∈ Im(λ−A).

Para isso, para n ∈ N, seja xn ∈ D(A) tal que yn = (λ−A)xn. Então, para todo m,n ∈ N,

0 < d(λ : S(A)) ≤
∥∥∥∥(λ−A)

(
xn − xm
‖xn − xm‖

)∥∥∥∥ .
Portanto,

0 < d(λ : S(A)). ‖xn − xm‖ ≤ ‖(λ−A)(xn − xm)‖

= ‖yn − ym‖ .

Como ‖yn − ym‖ → 0 quando m,n→∞, também temos que ‖xn − xm‖ → 0, isto é, {xn} ⊂ D(A)

é de Cauchy. Então a sequência {xn, (λ−A)xn} ⊂ Gráfico(λ−A) converge para (x, y). Visto que

Gráfico(λ−A) é fechado, (x, y) ∈ Gráfico(λ−A). O que implica que y = (λ−A)x ∈ Im(λ−A).

Além disso, para λ ∈ ρ(A) (ou seja, (λI −A)−1 existe), temos

d(λ : S(A)) ≤ ‖λx−Ax‖ = ‖(λI −A)x‖

≤ ‖λI −A‖ ‖x‖

= ‖λI −A‖ .

Portanto,
1

d(λ : S(A))
≥ 1

‖(λI −A)‖
=
∥∥(λI −A)−1

∥∥ = ‖R(λ : A)‖ .

Isto é,

‖R(λ : A)‖ ≤ 1

d(λ : S(A))
e d(λ : S(A)) ≤ ‖R(λ : A)‖−1 .

Resta mostrar que se Σ0 é uma componente de Σ que tem uma interseção não vazia com o

conjunto resolvente ρ(A) de A, então σ(A) ⊆ S0.
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Para tanto, considere o conjunto ρ(A) ∩ Σ0. Sabemos que ρ(A) é aberto em C. Logo, ρ(A) ∩ Σ0 é

aberto em Σ0 (definição de aberto relativo).

Mostremos que ρ(A)∩Σ0 é fechado em Σ0. Para isto, considere λn ∈ ρ(A)∩Σ0 e λn → λ ∈ Σ0.

Dai, para n suficientemente grande, temos

d(λn : S(A)) >
1

2
d(λ : S(A)) > 0.(I)

E consequentemente, para n suficientemente grande, também temos que

|λ− λn| < d(λn : S(A)).(II)

Com efeito,

• d(λn : S(A)) = inf
{
|λn − zn|; zn ∈ S(A)

}
= |λn − zn|

= |λn − λ+ λ− zn|

≥ |λn − λ| − |λ− zn|. (A)

• d(λ : S(A)) = inf
{
|λ− zn|; zn ∈ S(A)

}
= |λ− zn|

= |λ− λn + λn − zn|

≥ |λ−λn| − |λn − zn|. (B)

Fazendo (A)− (B), obtemos

d(λn : S(A))− d(λ : S(A)) ≥ −|λ− zn|+ |λn − zn|.

Para n suficientemente grande, temos que λn → λ, logo,

−|λ− zn|+ |λn − zn| → 0.

Ou seja, para n grande, temos

d(λn : S(A)) >
1

2
d(λ : S(A)) > 0.

Provando assim (II).

Para mostrar (II), note que d(λ : S(A)) > 0, dáı, para n grande

|λ− λn| <
d(λ : S(A))

2
≤ d(λn : S(A))

2
≤ d(λn : S(A)),
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assim temos (II).

Sabemos que a ”distância”é cont́ınua, logo para n grande, temos que

d(λn : S(A))→ d(λ : S(A)), quando n→∞.

Mas, d(λ : S(A)) ≤ ‖R(λ : A)‖−1 , então temos que para n grande

|λ− λn| < d(λn : S(A)) ≤ ‖R(λn : A)‖−1 .

E disso segue que λ está na bola de raio ‖R(λn : A)‖−1 centrada em λn, o que implica que λ ∈ ρ(A),

pois ρ(A) é um conjunto aberto e λn ∈ ρ(A), e portanto ρ(A) ∩ Σ0 é fechado em Σ0. Como Σ0 é

uma componente conexa, e ρ(A) ∩ Σ0 é um subconjunto de Σ0 aberto e fechado em Σ0, segue que

ρ(A) ⊇ ρ(A) ∩ Σ0 = Σ0 ou ρ(A) ∩ Σ0 = ∅.

Mas por hipótese, ρ(A) ⊇ Σ0, ou seja

(ρ(A))c ⊆ (Σ0)c ⇒ σ(A) ⊆ S0.

1.4 O Teorema de Lumer Phillips

Na seção anterior vimos a caracterização de Hille-Yosida do gerador infinitesimal de um C0-

semigrupo de contração. Nessa seção veremos uma caracterização diferente para tais geradores

infinitesimais.

Para provar o resultado principal dessa seção, precisamos de algumas preliminares.

Seja X um Espaço de Banach e seja x∗ seu dual. Denotamos o valor de x∗ ∈ X∗ para x ∈ X por

< x∗, x > ou < x, x∗ > . Para todo x ∈ X, definimos o conjunto dualidade F (x) ⊆ X∗ por

F (x) =
{
x∗ ∈ X∗ e < x∗, x >= ‖x‖2 = ‖x∗‖2

}
.

Note que do Teorema de Hahn-Banach(ver [3]), segue que F (x) 6= ∅, para todo x ∈ X.

Definição 1.6. Um operador linear A é dito dissipativo, se para todo x ∈ D(A), existe um x∗ ∈
F (x) tal que Re < Ax, x∗ >≤ 0.
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O resultado a seguir, nos dá uma caracterização para operadores dissipativos.

Teorema 1.15. Um operador linear A é dissipativo se, e somente se, ‖(λI −A)x‖ ≥ λ ‖x‖ , para

todo x ∈ D(A) e λ > 0.

Demonstração: (⇒) Como A é um operador dissipativo, com λ > 0 e x ∈ D(A), então existe

x∗ ∈ F (x) tal que Re < Ax, x∗ >≤ 0, e portanto

‖(λ−A)x‖ ‖x‖ ≥ | < (λ−A)x, x∗ > |

≥ Re < (λ−A)x, x∗ >

= Re(< λx, x∗ > − < x∗, Ax >)

= Re(λ < x∗, x > − < x∗, Ax >)

⇒ ‖(λI −A)x‖ ‖x‖ ≥ Re(λ ‖x‖2− < x∗, Ax >)

= λ ‖x‖2 −Re(< x∗, Ax >) ≥ λ ‖x‖2 .

Portanto,

‖(λI −A)x‖ ‖x‖ ≥ λ ‖x‖2 .

O que implica que,

‖(λI −A)x‖ ≥ λ ‖x‖ .

(⇐) Seja x ∈ D(A), e assuma que λ ‖x‖ ≤ ‖λx−Ax‖ , para todo λ > 0.

Se y∗λ ∈ F (λx−Ax) e z∗λ =
y∗λ∥∥y∗λ∥∥ , então ‖z∗λ‖ = 1 e

λ ‖x‖ ≤ ‖λx−Ax‖ = < λx−Ax, z∗λ >

= λRe < x, z∗λ > −Re < Ax, z∗λ >

≤ λ ‖x‖ −Re < Ax, z∗λ >, ∀λ > 0.

Portanto,

λ ‖x‖ ≤ λ ‖x‖ −Re < Ax, z∗λ > .

Assim,

λ ‖x‖ − λ ‖x‖ ≤ −Re < Ax, z∗λ >

0 ≤ −Re < Ax, z∗λ >

0 ≥ Re < Ax, z∗λ > .
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Portanto temos Re < Ax, z∗λ >≤ 0.

E dessas desigualdades acima, temos

Re < x, z∗λ > ≥ ‖x‖ −
1

λ
‖Ax‖ , para todo λ > 0. (1.14)

Como a bola unitária de X∗ é compacta na topologia fraca (ver [3]) de X∗, temos que existe

z∗ ∈ X∗, ‖z∗‖ ≤ 1, e a sequência λn →∞ tal que z∗λn → z∗.

De 1.14, segue que

Re < Ax, z∗ >≤ 0 e Re < x, z∗ >≥ ‖x‖ .

Mas Re < x, z∗ >≤ | < x, z∗ > | ≤ ‖x‖ , e portanto, < x, z∗ >= ‖x‖ . Tomando x∗ = ‖x‖ z∗,
temos x∗ ∈ F (x) e Re < Ax, x∗ >≤ 0.

Logo, para todo x ∈ D(A), existe um x∗ ∈ F (x) tal que Re < Ax, x∗ >≤ 0. Portanto, A é

dissipativo.

Teorema 1.16. (Lumer-Phillips): Seja A um operador linear com domı́nio D(A) denso em X :

(a) Se A é dissipativo, e existe um λ0 > 0, tal que a imagem R(λ0I−A) de λ0I−A é X, então

A é o gerador infinitesimal de um C0 semigrupo de contração em X;

(b) Se A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de contração em X, então R(λI −A) =

X, para todo λ > 0, e A é dissipativo. Além disso, para todo x ∈ D(A) e para todo x∗ ∈ F (x), Re <

Ax, x∗ >≤ 0.

Demonstração: (a) Seja λ > 0, como A é dissipativo, pelo Teorema 1.15 , implica que

‖λx−Ax‖ ≥ λ ‖x‖ , ∀λ > 0 e x ∈ D(A). (1.15)

Também temos, por hipótese, que existe λ0 > 0 tal que R(λ0I − A) = X. De 1.15, com λ = λ0,

implica que (λ0 −A) é injetor, e portanto existe (λ0 −A)−1. Também por 1.15, temos

‖x‖ =
∥∥(λ0 −A)(λ0 −A)−1x

∥∥ ≥ λ0

∥∥(λ0 −A)−1x
∥∥ ,

o que mostra que (λ0 − A)−1 é um operador linear limitado com
∥∥(λ0 −A)−1

∥∥ = R(λ : A) ≤ λ−1
0 .

Logo, λ0 ∈ ρ(A) (ρ(A) ⊇ (0,∞)) e A é fechado, já que é um operador linear limitado. Dáı, segue

do Teorema 1.10 de Hille Yosida que A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de contração

em X.
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Para completar a prova de (a), resta mostrar que R(λI −A) = X, para todo λ > 0.

Para isto, considere o conjunto

Λ = {λ : 0 < λ <∞ e R(λI −A) = X} ou Λ = ρ(A) ∩ (0,∞).

Seja λ ∈ Λ, por 1.15, temos que λ ∈ ρ(A). Como ρ(A) é aberto, uma vizinhança de λ está em ρ(A).

Note que a interseção dessa vizinhança com a reta real está em Λ, e portanto Λ é aberto.

Por outro lado, seja λn ∈ Λ, tal que λn → λ > 0. Para todo y ∈ X, existe um xn ∈ D(A) tal

que

λnxn −Axn = y. (1.16)

Disto, segue que ‖xn‖ ≤ λ−1
n ‖y‖ ≤ C, para algum C > 0. Agora,

λm ‖xn − xm‖ ≤ ‖λm(xn − xm)−A(xn − xm)‖

= |λn − λm| ‖xn‖

≤ C|λn − λm|.

Portanto, xn é uma sequência de Cauchy.

Seja xn → x, então por 1.16, Axn → λx− y.

Como A é fechado, x ∈ D(A) e λx − Ax = y, temos que R(λI − A) = X e λ ∈ Λ. Dáı, segue

que λ também é fechado em (0,∞), e como λ0 ∈ Λ por suposição λ 6= ∅, e portanto, Λ = (0,∞)

(λ em (0,∞) é aberto e fechado). Isso completa a prova de (a).

(b) Seja A o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de contração T (t) em X. Pelo Teorema

de Hille-Yosida, temos que ρ(A) ⊇ (0,∞), e portanto R(λI−A) = X, para todo λ > 0. Além disso,

se x ∈ D(A) e x∗ ∈ F (x), então

| < T (t)x, x∗ > | ≤ ‖T (t)x‖ ‖x∗‖ ≤ ‖x‖2 , t > 0,

e portanto,

Re < T (t)x− x, x∗ >= Re < T (t)x, x∗ > −‖x‖2 ≤ 0. (1.17)

Dividindo 1.17 por t, temos

Re

〈
T (t)x− x

t
, x∗
〉
≤ 0.

Tomando o limite quando t → 0+, conclúımos que Re 〈Ax, x∗〉 ≤ 0. Isso vale para qualquer que

seja x∗ ∈ F (x).

36



Corolário 1.17. Seja A um operador linear fechado densamente definido. Se ambos, A e A∗ são

dissipativos, então A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de contração em X.

Demonstração: Pelo Teorema 1.16 (a), basta provar que R(I −A) = X.

Como, por hipótese, A é dissipativo e fechado, implica que R(I − A) ⊂ X é um subespaço

fechado de X. Suponha que R(I −A) 6= X, ou seja, X * R(I −A). Então, pelo Corolário 1.8, pag

8 de [3], existe x∗, com x∗ 6= 0, tal que

〈x∗, x−A(x)〉 = 0, ∀x ∈ D(A).

E portanto

〈x∗, x〉 − 〈x∗, A(x)〉 = 0.

Isto é,

〈x∗, x〉 = 〈x∗, A(x)〉 .

Logo,

A∗(x) = x∗ ⇒ x∗ −A∗(x∗) = 0.

Como, por hipótese, A∗ também é dissipativo, pelo Teorema 1.15, obtemos

0 = |(I −A∗)x∗|∗ ≥ ‖x∗‖∗ ⇒ ‖x
∗‖ = 0⇒ x∗ = 0.

Mas isso é uma contradição. Portanto, temos que R(I −A) = X, e dáı segue o resultado.

Nós conclúımos essa seção com algumas propriedades de operadores lineares dissipativos.

Teorema 1.18. Seja A um operador dissipativo em X.

(a) Se para algum λ0 > 0, R(λ0I −A) = X, então R(λI −A) = X para todo λ > 0.

(b) Se A é fechável, então A, o fecho de A, também é dissipativo.

(c) Se D(A) = X, então A é fechável (ver Definição 4.1 no apêndice).

Demonstração: O item (a) já foi provado na parte (a) do Teorema 1.16.
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(b) Seja x ∈ D(A), assim y = A(x). Pela definição de A, existe uma sequência {xn}n∈N ⊂ D(A)

tal que

xn → x e A(xn)→ y = A(x), quando n→∞.

Como A é dissipativo, do Teorema 1.15 , segue que ‖λxn −A(xn)‖ ≥ λ ‖xn‖ , para todo λ > 0.

Logo, para todo x ∈ D(A), temos∥∥λx−A(x)
∥∥ ≥ λ ‖x‖ quando n→∞. (1.18)

Portanto, de 1.18, e usando novamente o Teorema 1.15, temos que A é dissipativo.

(c) Suponha que A é não fechável, então existe uma sequência {xn}n∈N ⊂ D(A) tal que

xn → 0 e A(xn)→ y, quando n→∞,

para algum y ∈ X, com ‖y‖ = 1. Como, por hipótese, A é dissipativo, pelo Teorema 1.15 , para todo

t > 0 e x ∈ D(A), segue que∥∥∥∥(x+
1

t
xn

)
− tA

(
x+

1

t
xn

)∥∥∥∥ =

∥∥∥∥t [1

t

(
x+

1

t
xn

)
−A

(
x+

1

t
xn

)]∥∥∥∥
≥ t

t

∥∥∥∥x+
1

t
xn

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥x+
1

t
xn

∥∥∥∥ .
Logo, temos

∥∥∥∥(x+
1

t
xn

)
− tA

(
x+

1

t
xn

)∥∥∥∥ ≥ ∥∥∥∥x+
1

t
xn

∥∥∥∥ . Fazendo n→∞, obtemos

‖x− tAx− y‖ ≥ ‖x‖ ,∀x ∈ D(A). (1.19)

Fazendo t → 0 nesse desigualdade 1.19, obtemos ‖x− y‖ ≥ ‖x‖ , ∀x ∈ D(A). Mas isso é um

absurdo, já que por hipótese D(A) é denso em X. Portanto, temos que A é fechável.

Teorema 1.19. Seja A dissipativo com R(I −A) = X. Se X é reflexivo, então D(A) = X.

Demonstração: Seja x∗ ∈ X∗ tal que 〈x∗, x〉 = 0, para todo x ∈ D(A). Mostremos que x∗ = 0.

Como R(I − A) = X, é suficiente mostrar que 〈x∗, x−Ax〉 = 0 implica 〈x∗, x〉− 〈x∗, Ax〉 = 0,

para todo x ∈ D(A). Assim, é suficiente mostrar que 〈x∗, Ax〉 = 0, para todo x ∈ D(A).

Seja x ∈ D(A), então pelo Teorema 1.18 (a), existe um xn tal que

x = xn −
1

n
Axn.
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Como o ponto A(xn) = n(xn − x) ∈ D(A), temos que xn ∈ D(A2) = x ∈ D(A), e

Ax = Axn −
1

n
A2xn ou Ax =

(
I − 1

n
A

)
Axn.

Do Teorema 1.15 , temos que ∥∥∥∥(I − 1

n
A

)∥∥∥∥ ≥ 1.

Logo, ‖Ax‖ ≥ ‖Axn‖ . Além disso,

‖xn − x‖ ≤
1

n
‖Axn‖ ≤

1

n
‖Ax‖ ,

e portanto xn → x, quando n→∞.

Como ‖Axn‖ ≤ C e X é reflexivo, então pelo Teorema 3.18 de [3], pag 69, existe uma sub-

sequência Axnk de Axn tal que Axnk → y fracamente. Como A é fechado (pelo Teorema 1.16 (a)),

segue que

y = Ax.

Finalmente, como 〈x∗, z〉 = 0 para cada z ∈ D(A), temos que

〈x∗, Axnk〉 = nk 〈x∗, xnk − x〉

= nk 〈x∗, xnk〉 − nk 〈x
∗, x〉

= 0.

Portanto,

〈x∗, Axnk〉 = 0.

Fazendo nk →∞ em 1.20, obtemos

〈x∗, Ax〉 = 0.

Isto vale para todo x ∈ D(A), e portanto, x∗ = 0 e D(A) = X.

Exemplo 1.3. Seja X = C ([0, 1]) , isto é, as funções cont́ınuas em [0, 1] com a norma do supremo.

Seja D(A) =
{
u : u ∈ C1 ([0, 1]) e u(0) = 0

}
e Au = −u′, para u ∈ D(A). Para todo f ∈ X, a

equação λu−Au = f tem uma solução u dada por

u(x) =

∫ x

0
eλ(ξ−x)f(ξ) dξ. (1.20)

Esse exemplo mostra que o Teorema 1.19 não é verdadeiro para Espaços de Banach gerais.

Para essa solução u, basta usar o método do fator integrante na equação diferencial de primeira

ordem u′ + λu = f.

39



Mostremos que Im (λI −A) = X. De fato, note que X ⊆ Im (λI −A), pois para f ∈ X, existe

u ∈ D(A), tal que (λI −A)u = f. E Im(λI −A) ⊆ X é direto.

Mostremos que A é dissipativo. De fato, de 1.20, segue que

|u(x)| =

∣∣∣∣ ∫ x

0
eλ(ξ−x)f(ξ) dξ

∣∣∣∣
≤

∫ x

0
|eλ(ξ−x)||f(ξ)|dξ

≤ ‖f‖
∫ x

0
eλ(ξ−x)dξ

=
1

λ
‖f‖ (1− e−λx)

ou seja,

λ|u(x)| ≤ (1− e−λx) ‖f‖ ≤ ‖λu−Au‖ .

Tomando o supremo sobre x ∈ [0, 1] no lado esquerdo da desigualdade acima, temos que

λ ‖u‖ ≤ ‖λu−Au‖ ,

e portanto, pelo Teorema 1.15 temos que A é dissipativo, mas D(A) = {u : u ∈ X e u(0) = 0} 6=
X = C([0, 1]).

1.5 Caracterização dos geradores infinitesimais de C0 semigrupos

Nas seções 1.3 e 1.4 vimos caracterizações do gerador infinitesimal de um C0-semigrupos de con-

trações. Já nesta seção, apresentamos uma uma caracterização para semigrupos quaisquer. Isso

será feito a partir de uma renormalização do espaço de Banach X de forma que tal semigrupo

seja um C0-semigrupo de contrações, e assim possamos usar os resultados já conhecidos das seções

anteriores.

Lema 1.5. Seja A um operador linear tal que ρ(A) ⊃ (0,∞). Se

‖λnR(λ : A)n‖ ≤M, para n = 1, 2, ..., λ > 0,

então existe uma norma | · | em X que é equivalente a norma original ‖·‖ em X e satisfaz

‖x‖ ≤ |x| ≤M ‖x‖ , para x ∈ X,

e

|λR(λ : A)x| ≤ |x|, para x ∈ X, e λ > 0.
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Demonstração: Ver página 17 de [10].

Teorema 1.20. Um operador linear A é o operador infinitesimal de um C0 semigrupo satisfazendo

‖T (t)‖ ≤M, com M ≥ 1, se, e somente se,

(i) A é fechado e D(A) é denso em X.

(ii) O conjunto resolvente ρ(A) de A contém R+ e para λ > 0

‖R(λ : A)n‖ ≤ M

λn
para n = 1, 2, ...

Demonstração: Ver página 19 de [10].

Observação 1.7. Se {T (t)}t≥0 é um C0-semigrupo qualquer em X, então, segue pelo Teorema 1.4

que existem constantes M ≥ 1 e W ≥ 0 tais que

‖T (t)‖ ≤Mewt.

Considere o C0-semigrupo S(t) = e−wtT (t), então ‖S(t)‖ ≤M e como já foi visto na Seção 1.3, A

é o gerador infinitesimal de T (t) se, e somente se A− wI é o gerador infinitesimal de {S(t)}t≥0.

Usando a Observação 1.7 anterior e o Teorema 1.20, temos o resultado a seguir.

Teorema 1.21. (Teorema de Feller-Miyadera-Phillips) Um operador linear A é o gerador infini-

tesimal de um C0-semigrupo {T (t)}t≥0 satisfazendo ‖T (t)‖ ≤Mewt, se e somente se,

(i) A é fechado e D(A) é denso em X.

(ii) O resolvente ρ(A) de A contém o raio (w,∞) e para λ > w, temos

‖R(λ : A)n‖ ≤ M

(λ− w)n
, para n = 1, 2, ... (1.21)

Demonstração: Ver página 20 de [10].

Observação 1.8. A condição de que todo real λ, com λ > w, está no conjunto resolvente de A,

junto com a estimativa 1.21 implica que todo complexo λ satisfazendo Reλ > w está no conjunto

resolvente de A e para Reλ > w, temos

‖R(λ : A)n‖ ≤ M

(Reλ− w)n
, para n = 1, 2, ...

Conclúımos essa seção com a expansão da fórmula do Corolário 1.11 para o caso geral.
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Teorema 1.22. Seja A o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo {T (t)}t≥0 em X. Se Aλ é a

aproximação de Yosida de A (ver definição 1.4), então

T (t)x = lim
λ→∞

etAλx.

Demonstração: Inicialmente consideremos o caso em que ‖T (t)‖ ≤M, para todo t ≥ 0 e algum

M ≥ 1.

Na prova do Teorema 1.20 (ver [10], página 19), foi exibida uma norma | · | : X → R+ equivalente

a norma original ‖·‖ : X → R+, de modo que T (t) seja um C0 semigrupo de contrações. Logo,

usando o Corolário 1.11, segue que para todo x ∈ X,

|etAλx− T (t)x| → 0 quando λ→∞.

Portanto, para x ∈ X e t ≥ 0, também temos que∥∥etAλx− T (t)x
∥∥→ 0 quando λ→∞,

já que as normas |·| e ‖·‖ são equivalentes. Dáı, segue que T (t)x = limλ→∞ e
tAλx, para todo x ∈ X.

Provemos agora para o caso geral, onde temos ‖T (t)‖ ≤ Mewt, para todo t ≥ 0, M ≥ 1, e

w > 0. Para isso, afirmamos que a função f : R+
∗ → R+ dada por

f(λ) =
∥∥etAλ∥∥ ,

é limitada, para todo λ > 2w. De fato, para todo λ > 2w, temos∥∥etAλ∥∥ =
∥∥∥et(λ2R(λ:A)−λI)

∥∥∥
= e−λt

∥∥∥eλ2R(λ:A)t
∥∥∥

≤ e−tλ
∞∑
k=0

λ2t
∥∥R(λ : A)k

∥∥
k!

,

dessa desigualdade, e pelo Teorema 1.21 (ii), segue que

∥∥etAλ∥∥ ≤ e−tλ
∞∑
k=0

λ2k M

(λ− w)k
1

k!

= e−tλ
∞∑
k=0

(
λ2t
λ−w

)k
M

k!

= e−λte
t
(

λ2

λ−w

)
M

= Me
t
(

λ2

λ−w−λ
)

= Met(
λw
λ−w ).
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Então, temos ∥∥etAλ∥∥ ≤Met(
λw
λ−w ).

Uma vez que,

λ > 2w ⇔ λ

2
> w

⇔ λ

2
− λ > w − λ

⇔ −λ
2

> w − λ

⇔ λ

2
> λ− w

⇔ λw

λ− w
<
λw
λ
2

= 2w

temos que

Met(
λw
λ−w ) ≤Me2wt, para todo t ≥ 0.

Portanto, ∥∥etAλ∥∥ ≤Me2wt. (1.22)

Consideremos o semigrupo uniformemente limitado S(t) = e−wtT (t) que tem como gerador

infinitesimal A− wI. Assim, para todo x ∈ X, temos

T (t) = ewtS(t), para todo t ≥ 0.

E portanto,

lim
λ→∞

T (t)x = lim
λ→∞

ewtS(t)x.

Como, para todo t ≥ 0, temos que ‖S(t)‖ ≤M e pelo caso inicial, segue que

T (t)x = lim
λ→∞

ewtet(A−wI)λ+wtx, para todo x ∈ X. (1.23)

Afirmamos que (A− wI)λ + wI = Aλ+w +H(λ), onde

H(λ) = 2wI − w(w + 2λ)R(λ(λ+ w : A))

= w[wR(λ(λ+ w : A)− 2AR(λ+ w : A)].

De fato,

(A− wI)λ + wI = λ2R(λ : A− wI)− λI + wI

= λ2(λI − (A− wI))−1 − λI + wI

= λ2((λ+ w)I −A)−1 − λI + wI

= λ2R(λ+ w : A)− λI + wI.
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Por outro lado, temos

Aλ+w +H(λ) = (λ+ w)2R(λ+ w : A)− (λ+ w)I + 2wI + (−w2 − 2wλ)R(λ+ w : A)

= (λ+ w)2R(λ+ w : A)− λI − wI + 2wI − w2R(λ+ w : A)− 2wIR(λ+ w : A)

= (λ2 + 2wλ+ w2)R(λ+ w : A)− λI − wI + 2wI − w2R(λ+ w : A)

− 2wIR(λ+ w : A)

= λ2R(λ+ w : A) + 2wR(λ+ w : A) + w2R(λ+ w : A)

− λI − wI + 2wI − w2R(λ+ w : A)− 2wR(λ+ w : A)

= λ2R(λ+ w : A)− λI + wI.

Assim, temos

(A− wI)λ + wI = Aλ+w +H(λ).

Além disso,

‖H(λ)‖ = ‖2wI − w(w + 2λ)R(λ+ w : A)‖

=
∥∥2wI − w2R(λ+ w : A)− 2wλR(λ+ w : A)

∥∥
≤ 2w + w2 ‖R(λ+ w : A)‖+ 2wλ ‖R(λ+ w : A)‖

≤ 2w + w2 M

λ− w + w
+ 2wλ

M

λ+ w − w

= 2w + w2M

λ
+ 2wλ

M

λ

= 2w + w2M

λ
+ 2Mw

= 2w + (w2λ−1 + 2w)M.

Portanto, temos

‖H(λ)‖ ≤ 2w + (w2λ−1 + 2w)M.

Para x ∈ D(A), temos

‖H(λ)x‖ = ‖w[wR(λ+ w : A))x− 2A(R(λ+ w : A)x)]‖

=
∥∥w2R(λ+ w : A)x− 2wAR(λ+ w : A)x)

∥∥
≤ w2 ‖R(λ+ w : A)‖ ‖x‖+ 2 ‖R(λ+ w : A)x‖

≤ M
w2

λ+ w − w
‖x‖+ 2w ‖A(x)R(λ+ w : A)‖

≤ M

λ
w2 ‖A(x)‖ M

λ+ w − w
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=
M

λ
w2 + 2w ‖A(x)‖M

λ

=
M

λ
(w2 + 2w ‖A(x)‖).

Portanto, temos

‖H(λ)x‖ ≤ M

λ
(w2 + 2w ‖A(x)‖)→ 0 quando λ→∞.

Como ∥∥∥etH(λ)x− x
∥∥∥ =

∥∥∥∥∫ 1

0

d

ds
(etsH(λ)x)ds

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∫ 1

0
(tH(λ)etsH(λ))xds

∥∥∥∥
≤

∫ 1

0

∥∥∥tH(λ)etsH(λ)x
∥∥∥ ds

= ‖tH(λ)x‖
∫ 1

0

∥∥∥etsH(λ)
∥∥∥ ds

≤ ‖tH(λ)x‖
∫ t

0
es‖H(λ)‖ds

= ‖tH(λ)x‖ et‖H(λ)‖.

Isto é, ∥∥∥etH(λ)x− x
∥∥∥ ≤ ‖tH(λ)x‖ et‖H(λ)‖,

temos que

lim
λ→∞

etH(λ)x = x, para todo x ∈ X. (1.24)

Finalmente, como H(λ) e Aλ+w comutam, para quaisquer λ > 0 e w ≥ 0, temos que∥∥etAλ − T (t)x
∥∥ =

∥∥∥etAλx+ etAλ+tH(λ−w)x− etAλ+tH(λ−w)x− T (t)x
∥∥∥

≤
∥∥∥etAλ+tH(λ−w)x− etAλx

∥∥∥+
∥∥∥etAλ+tH(λ−w)x− T (t)x

∥∥∥
=

∥∥∥etAλ+tH(λ−w)x− T (t)x
∥∥∥+

∥∥∥etAλ+tH(λ−w)x− etAλx
∥∥∥

≤
∥∥∥etAλ+tH(λ−w)x− T (t)x

∥∥∥+
∥∥etAλ∥∥∥∥∥etH(λ−w)x− x

∥∥∥ .
Quando λ→∞, o primeiro termo do lado direito da desigualdade acima tende a zero, em virtude

da igualdade 1.23. Já o segundo termo tende a zero, em razão das desigualdades 1.22 e 1.24. Logo,

para todo x ∈ X, e t ≥ 0, temos

lim
λ→∞

etAλx = T (t)x.

Então, em qualquer um dos casos, segue o resultado.
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1.6 A transformada inversa de Laplace e a fórmula exponencial

Nesta seção, estudamos a transformada inversa de Laplace, a qual relaciona um semigrupo T (t)

com o resolvente R(λ : A).

A relação entre o semigrupo e seu gerador infinitesimal é um dos problemas fundamentais na

teoria de semigrupos. Nesta seção, trabalhamos a representação de {T (t)}t≥0 em termos de seu

gerador infinitesimal.

Como já foi visto na Seção 1.1, dado um semigrupo {T (t)}t≥0, o seu gerador infinitesimal é

obtido como

Ax = lim
t→0+

T (t)x− x
t

, para x ∈ D(A).

Uma forma diferente para obter o resolvente de A, é pela Observação 1.8 e Teorema de Hille-

Yosida, onde mostramos que se ‖T (t)‖ ≤Mewt, então para x ∈ X,

R(λ : A)x =

∫ ∞
0

e−λtT (t)xdt, para Reλ > w. (1.25)

Ao pensarmos nas aplicações em equações diferenciais parciais, é mais interessante obter {T (t)}t≥0

do seu gerador infinitesimal, já que a solução de um problema de valor inicial
du

dt
−Au = 0

u(0) = x

é dada por T (t)x, onde x ∈ D(A).

No Teorema 1.22 foi mostrada uma maneira de fazer essa representação do semigrupo {T (t)}t≥0

em termos de seu gerador infinitesimal. Aqui nesta seção será usado um método diferente.

Se T (t) satisfaz ‖T (t)‖ ≤ Mewt então o resolvente de A satisfaz a igualdade 1.25, isto é, o

resolvente de A é a transformada de Laplace de um semigrupo. Assim, desejamos obter o semigrupo

{T (t)}t≥0 através do resolvente de A invertendo a transformada de Laplace.

Lema 1.6. Seja B um operador linear limitado. Se γ > ‖B‖ , então

etB =
1

2π

∫ γ+i∞

γ−i∞
eλtR(λ : B)dλ. (1.26)

A convergência em 1.26 está na topologia do operador uniforme e é uniformemente em t em inter-

valos limitados.
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Demonstração: Ver página 26 de [10].

Lema 1.7. Seja A o operador infinitesimal de um C0-semigrupo {T (t)}t≥0 satisfazendo ‖T (t)‖ ≤
Mewt. Seja µ real, tal que µ > w ≥ 0, e seja

Aµ = µAR(λ : A) = µ2R(µ : A)− µI

a aproximação de Yosida de A. Então para Reλ > wµ
(µ−w) , temos

R(λ : Aµ) = (λ+ µ)−1(µI −A)R

(
µλ

µ+ λ
: A

)
e

‖R(λ : Aµ)‖ ≤ µ
(
Reλ− wµ

µ− w

)−1

.

Para Reλ > ε + wµ
(µ−w) e µ > 2w, existe uma constante C dependendo somente de M e ε, tal que

para todo x ∈ D(A), temos

‖R(λ : Aµ)x‖ ≤ C

|λ|
(‖x‖+ ‖Ax‖).

Demonstração: Ver página 26 de [10].

Lema 1.8. Seja A como no Lema 1.7, e λ = γ + iη, com γ > w + ε fixado. Para todo x ∈ X,
temos

lim
µ→∞

R(λ : Aµ)x = R(λ : A)x,

e para todo Y > 0, o limite é uniforme em η, para |η| ≤ Y.

Demonstração: Ver página 27 de [10].

Teorema 1.23. Seja A o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo {T (t)}t≥0, satisfazendo ‖T (t)‖ ≤
Mewt, e seja γ > max(0, w). Se x ∈ D(A), então∫ t

0
T (s)xds =

1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
eλtR(λ : A)x

dλ

λ
,

e a integral do lado direito da igualdade acima converge uniformemente em t, para t em intervalos

limitados.

Demonstração: Ver página 28 de [10].

Corolário 1.24. Seja A o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo {T (t)}t≥0 satisfazendo ‖T (t)‖ ≤
Mewt. Seja γ > max(0, w). Se x ∈ D(A2), então

T (t)xds =
1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
eλtR(λ : A)xdλ,

e para todo δ > 0, a integral converge uniformemente em t, para todo t ∈ [δ, 1
δ ].
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Demonstração: Ver página 29 de [10].

Corolário 1.25. Seja A o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo {T (t)}t≥0 satisfazendo ‖T (t)‖ ≤
Mewt. Seja γ > max(0, w). Para todo x ∈ X, temos∫ t

0
(t− s)T (s)xds =

1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
eλtR(λ : A)x

dλ

λ2
,

e a convergência é uniforme em t para intervalos limitados.

Demonstração: Ver página 29 de [10].

Teorema 1.26. Seja A um operador densamente definido em X, satisfazendo as seguintes condições:

(i) Para algum 0 < δ < π
2 , ρ ⊃

∑
δ =

{
λ : |argλ| < π

2 + δ
}
∪ {0} .

(ii) Existe uma constante M tal que,

‖R(λ : A)‖ ≤ M

|λ|
, para λ ∈

∑
δ

, λ 6= 0.

Então A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo {T (t)}t≥0, satisfazendo ‖T (t)‖ ≤ C, para

alguma constante C. Além disso,

T (t) =
1

2πi

∫
Γ
eλtR(λ : A)dλ, (1.27)

onde Γ é uma curva suave em
∑

δ de ∞e−iθ a ∞eiθ, para π
2 < θ < π

2 + δ. A integral 1.27 converge

para t > 0 na topologia do operador uniforme.

Demonstração: Ver página 30 de [10].

O próximo resultado é dedicado ao problema de representar o C0-semigrupo {T (t)}t≥0 em termos

do seu gerador infinitesimal. Um C0-semigrupo {T (t)}t≥0 é igual em algum sentido a etA onde A

é o gerador infinitesimal de {T (t)}t≥0. A igualdade segue se A é um operador linear limitado.

Teorema 1.27. Seja {T (t)}t≥0 um C0 semigrupo em X. Se

A(h)x =
T (h)x− x

h
,

então para todo x ∈ X, temos

T (t)x = lim
h→0

etA(h)x,

e o limite é uniforme em t em qualquer intervalo limitado [0, T ].
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Demonstração: Seja ‖T (t)‖ ≤ Mewt com w ≥ 0 e seja A o gerador infinitesimal de {T (t)}t≥0.

Como para todo h > 0, A(h) é limitado, o semigrupo etA(h) está bem definido. Além disso, A(h)

e T (h) comutam, logo o mesmo ocorre com etA(h) e T (t). Ainda∥∥∥etA(h)
∥∥∥ ≤ e−th ∞∑

k=0

(
t

h

)
‖T (hk)‖

k!
≤Me

t
h

(ewh−1).

Portanto, para 0 < h ≤ 1, temos ∥∥∥etA(h)
∥∥∥ ≤Met(e

w−1).

É fácil ver que para x ∈ D(A), e(t−s)A(h)T (s)x é diferenciável em s, e que

d

ds
(e(t−s)A(h)T (s)x) = −A(h)e(t−s)A(h)T (s)x+ e(t−s)A(h)AT (s)x

= e(t−s)A(h)(Ax−A(h)x).

Consequentemente, para 0 < h ≤ 1 e x ∈ D(A) temos∥∥∥T (t)x− etA(h)x
∥∥∥ =

∥∥∥∥∫ t

0

d

ds
(e(t−s)A(h)T (s)x)ds

∥∥∥∥
≤

∫ t

0

∥∥∥e(t−s)A(h)
∥∥∥ ‖T (s)‖ ds ‖Ax−A(h)x‖

≤ tM2et(e
w+w−1) + ‖Ax−A(h)x‖ .

Fazendo h → 0+ obtemos para x ∈ D(A). Como
∥∥etA(h)

∥∥ e ‖T (t)‖ são uniformemente limitados

em um intervalo finito de tempo, e como D(A) é denso em X obtemos que vale para todo x ∈ X.

1.7 Potências Fracionárias de Operadores

Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear, e consideremos o problema:
u′(t) = Au(t), t ∈ (0,∞)

u(0) = u0

(1.28)

Veremos que se A pertencer a uma classe especial de operadores lineares, então o problema 1.28

terá uma solução u cont́ınua em t0 = 0 e anaĺıtica em (0,+∞), para cada u0 ∈ X.

Definição 1.7. Um operador linear A em um Espaço de Banach X é denominado um operador

setorial, se A é um fechado densamente definido tal que para algum φ ∈
(
0, π2

)
, M ≥ 1 e um

número real a, o setor

Sa,φ = {λ | φ ≤ |arg(λ− a)| ≤ π, λ 6= a}
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está no conjunto resolvente de A, e∥∥(λ−A)−1
∥∥ ≤ M

|λ− a|
, para todo λ ∈ Sa,φ.

Exemplo 1.4. (1) Se A é um operador linear limitado em um Espaço de Banach, então A é se-

torial.

(2) Se A é um operador auto adjunto densamente definido em um Espaço de Hilbert, e se A é

limitado inferiormente, então A é setorial.

(3) Se A é setorial em X, e B é setorial em Y , então A × B é setorial em X × Y, onde

(A×B)(x, y) = (Ax,By) para x ∈ D(A) e y ∈ D(B).

(4) Se A é setorial em X e B é um operador linear com D(B) ⊇ D(A), e para todo x ∈
D(A) ‖Bx‖ ≤ ε ‖Ax‖+K(ε) ‖x‖(para ε > 0 suficientemente pequeno), então A+B é setorial.

Teorema 1.28. Suponha que A é um operador setorial e
∥∥A(λ−A)−1

∥∥ ≤ C para |argλ| ≥ φ0,

|λ| ≥ R0 para alguma constante positiva R0, C e φ0 ≤ π
2 . Suponha também que B é um operador

linear tal que D(B) ⊃ D(A) com ‖Bx‖ ≤ ε ‖Ax‖+K ‖x‖ para todo x ∈ D(A) e ε,K são constantes

positivas com εC < 1; Então A+B é setorial.

Demonstração: Temos que∥∥B(λ−A)−1
∥∥ ≤ ε

∥∥A(λ−A)−1
∥∥+K

∥∥(λ−A)−1
∥∥

≤ εC +K
∥∥λ−1[(λ−A) +A](λ−A)−1

∥∥
≤ εC +K|λ−1|

∥∥I +A(λ−A)−1
∥∥

≤ εC +
K(1 + C)

|λ|
(1.29)

para |argλ| ≥ φ0 e |λ| ≥ R0.

Então ∥∥(λ− (A+B))−1
∥∥ =

∥∥((λ−A)−B)−1
∥∥

=
∥∥([I −B(λ−A)−1](λ−A))−1

∥∥
=

∥∥((λ−A)−1(I −B(λ−A)−1)−1
∥∥

≤
∥∥((λ−A)−1

∥∥∥∥(I −B(λ−A)−1)−1
∥∥ . (1.30)

Para |argλ| ≥ φ0 e |λ| suficientemente grande. Em 1.30 , vamos fazer uma estimativa para∥∥(I −B(λ−A)−1)−1
∥∥ .
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Usando Desigualdade Triangular e a desigualdade 1.29 , temos que∥∥(I −B(λ−A)−1)
∥∥ ≥ ‖I‖ −

∥∥(B(λ−A)−1)
∥∥

≥ 1− εC +
K(1 + C)

|λ|
.

Portanto, ∥∥(I −B(λ−A)−1)−1
∥∥ ≤ 1

1−
(
εC + K(1+C)

|λ|

)
=

(
1− εC − K(1 + C)

|λ|

)−1

. (1.31)

Dáı, usando 1.31 em 1.30 , temos

1

|λ|

(
1− εC − K(1 + C)

|λ|

)−1

≤ 1 + C

|λ|

(
1− εC − K(1 + C)

|λ|

)−1

≤ L

|λ|
,

onde L é a constante 1−εC
1+C −

K
R0

, para |argλ| ≥ φ0 e |λ| suficientemente grande.

Disso segue que A+B é setorial.

Teorema 1.29. Se A é um operador setorial, então −A é o gerador infinitesimal do semigrupo

anaĺıtico
{
e−tA

}
t≥0

, onde

e−tA =
1

2πi

∫
Γ
(λ+A)−1eλt dt, (1.32)

e Γ : R→ ρ(−A) é a curva definida por

Γ(s) =


Reis − a, se s ∈ [−θ, θ]
s
θRe

iθ − a, se s ∈ [θ,+∞)
− s
θRe

iθ − a, se s ∈ (−∞,−θ]
(1.33)

com R > 0 e θ ∈
(
π
2 , π − φ

)
.

Além disso, a função t→ e−tA, com t ∈ (0,+∞), pode ser estendida para uma função anaĺıtica

z → e−zA,

onde z ∈ {z ∈ C \ {0} : | arg z| < ε}, para ε > 0 suficientemente pequeno.

Temos também que se b ∈ R é tal que Reσ(A) > 0, isto é, se Reλ > b para todo λ ∈ σ(A), então

existe uma constante C > 0 tal que

‖ e−tA ‖≤ Ce−bt e ‖ Ae−tA ‖≤ C

t
e−bt, para todo t > 0. (1.34)
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Por fim, temos que
d

dt
(e−tA) = −Ae−tA, para todo t > 0.

Demonstração: Inicialmente, consideramos a = 0. Dessa forma, fixando t > 0, vamos provar

que a integral em 1.32 é convergente. Para isso, é suficiente mostrar que as integrais∫
Γ1

(λ+A)−1eλt dt e

∫
Γ2

(λ+A)−1eλt dt

são convergentes, onde as curvas

Γ1 : [θ,+∞)→ C e Γ2 : (−∞,−θ]→ C

são definidas por

Γ1(s) =
s

θ
Reiθ e Γ2(s) = −s

θ
Re−iθ.

Como A é um operador setorial, note que∫
Γ1

‖ (λ+A)−1 ‖ |eλt| |dλ| ≤
∫

Γ1

M

|λ|
|eλt| |dλ|

=

∫ +∞

θ

M

|Γ1(s)|
|eΓ1(s)t||Γ′1(s)| ds

=

∫ +∞

θ

M

|Γ1(s)|
eRe(Γ1(s))t||Γ′1(s)| ds

=

∫ +∞

θ

M

| sθReiθ|
eRe(

s
θ
Reiθ)t|R

θ
eiθ| ds

=

∫ +∞

θ

M

s
e( s
θ
R cos θ)t ds

≤
∫ +∞

θ

M

θ
e( t
θ
R cos θ)s ds <∞,

já que t
θR cos θ < 0. Logo, temos que ∫

Γ1

(λ+A)−1eλt dλ

converge absolutamente e portanto converge.

Analogamente, temos que a integral ∫
Γ2

(λ+A)−1eλt dλ

converge.
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Vamos mostrar que a integral em 1.32 pode ser considerada na curva Φ : R→ C definida por

Φ(s) = Γ(s) + k,

onde k > 0 é uma constante escolhida de modo que

{Γ(s) : s ∈ R} ∩ {Γ(s) + k : s ∈ R} = ∅.

Ou seja, vamos mostrar que ∫
Γ
(λ+A)−1eλt dλ =

∫
Φ

(λ+A)−1eλt dλ. (1.35)

De fato, dado N > θ, sejam ΓN = Γ |[−N,N ],ΦN = Φ |[−N,N ] e defina γ1
N , γ

2
N : [0, k]→ C por

γ1
N (s) =

N

θ
Re−iθ + ks e γ2

N (s) =
N

θ
Reiθ + ks.

Pelo Teorema de Cauchy, temos que(∫
γ1N

+

∫
ΦN

−
∫
γ2N

−
∫

ΓN

)
(λ+A)−1eλt dλ = 0 (1.36)

já que a função ρ(A) 3 λ 7−→ (λ+A)−1eλt é anaĺıtica.

Note que ∫
γ1N

∥∥(λ+A)−1
∥∥ |eλt||dλ| ≤ ∫

γ1N

M

|λ|
eRe(λt)|dλ|

≤
∫ k

0

M

|γ1
N (s)|

eRe(γ
1
N (s))t||(γ1

N )′(s)|ds

≤
∫ k

0

M

|γ1
N (s)|

eRe(γ
1
N (s))t||(γ1

N )′(s)|ds

dáı segue que
∫
γ1N

(λ + A)−1eλtdλ → 0 quando N → ∞. Analogamente,
∫
γ2N

(λ + A)−1eλtdλ → 0

quando N →∞. Logo, fazendo N →∞ em 1.36, temos 1.35.

Mostraremos que e−tA é um semigrupo anaĺıtico. Fixado s, t > 0, segue que

e−tAe−sA =

(
1

2πi

∫
Γ
(λ+A)−1eλtdλ

)(
1

2πi

∫
Φ

(µ+A)−1eµtdµ

)
=

1

(2πi)2

∫
Γ

(∫
Φ

(λ+A)−1eλt(µ+A)−1eµtdµ

)
dλ

=
1

(2πi)2

∫
Γ

(∫
Φ
eλt+µs(µ− λ)−1[(λ+A)−1 − (µ+A)−1]dµ

)
dλ, (1.37)
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usando a seguinte identidade do resolvente, R(λ : A) − R(µ : A) = (µ − λ)R(λ : A)R(µ : A).

Mostraremos que para quaisquer λ ∈ Γ e µ ∈ Φ, temos que∫
Γ
eλt(µ− λ)−1dλ = 0 (1.38)

e ∫
Φ
eµs(µ− λ)−1dµ = 2πieλs. (1.39)

Para isso, considere N > θ, e γN : [0, 1]→ C definida por

γN (w) =
N

θ
eiθ(1− w) +

N

θ
e−iθw.

Do teorema de Cauchy, segue que(∫
γN

+

∫
ΓN

)
eλt(µ− λ)−1dλ = 0, (1.40)

pois a função (C \ {µ}) 3 λ→ eλt(µ− λ)−1 ∈ C é anaĺıtica. Além disso, considerando N suficien-

temente grande, temos |µ− λ| ≥ 1 se λ ∈ γN . Assim,∣∣∣∣∫
γN

eλt(µ− λ)−1dλ

∣∣∣∣ ≤ ∫
γN

|eλt||(µ− λ)|−1|dλ|

≤
∫
γN

|eλt||dλ|

=

∫
γN

etReλ|dλ|

=

∫
γN

et
N
θ
R cos θ|dλ|

= et
N
θ
R cos θ

(
2
N

θ
Rsenθ

)
.

Portanto,

∫
γN

eλt(µ−λ)−1dλ→ 0 quando N →∞. Portanto segue 1.38. A prova de 1.39 é similar.

De 1.37, 1.38, 1.39 e do teorema de Fubini, segue que

e−tAe−sA =
1

(2πi)2

∫
Γ

(∫
Φ
eλt+µs(µ− λ)−1[(λ+A)−1 − (µ+A)−1]dµ

)
dλ

=
1

(2πi)2

[∫
Γ

(∫
Φ
eλt+µs(µ− λ)−1(λ+A)−1dµ

)
dλ

−
∫

Γ

(∫
Φ
eλt+µs(µ− λ)−1(µ+A)−1dµ

)
dλ

]
=

1

(2πi)2

∫
Γ

(∫
Φ
eλt+µs(µ− λ)−1(λ+A)−1dλ

)
dµ
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− 1

(2πi)2

∫
Φ

(∫
Γ
eλt+µs(µ− λ)−1(µ+A)−1dλ

)
dµ

=
1

(2πi)2

∫
Γ
eλt
(∫

φ
eµs(µ− λ)−1dµ

)
(λ+A)−1dλ

− 1

(2πi)2

∫
Φ
eµs
(∫

Γ
eλt(µ− λ)−1dλ

)
(µ+A)−1dµ

=
1

(2πi)2

∫
Γ
eλt2πieλs(λ+A)−1dλ

=
1

(2πi)

∫
Γ
eλt+λs(λ+A)−1dλ

= e−A(t+s).

Portanto, e−Ate−As = e−(t+s)A.

Seja ε < min
{
θ − π

2 , π − θ
}
, nesta etapa mostraremos que podemos estender a aplicação

(0,+∞) 3 t 7−→ e−tA para o conjunto {z ∈ C \ {0} : | arg z| < ε} .
De fato, seja z ∈ C \ {0} tal que | arg(z)| < ε, então∣∣∣∣∫

Γ1

(λ+A)−1eλzdλ

∣∣∣∣ ≤ ∫
Γ1

|(λ+A)−1||eλz||dλ|

≤
∫

Γ1

M

|λ|
|eRe(λz)||dz|

=

∫ +∞

θ

M

|Γ1(s)|
eRe[Γ1(s)z]|(Γ1)′(s)|ds

=

∫ +∞

θ

M

| sθReiθ|
eRe[sθ

−1Reiθ|z|eiArg(z)]
∣∣∣∣Rθ eiθ

∣∣∣∣ ds
=

∫ +∞

θ

M

s
esθ
−1R|z| cos[θ+Arg(z)]ds

< ∞.

A convergência segue do fato de θ + Arg(z) ∈
(
π
2 , π

)
, e portanto cos(θ + Arg(z)) < 0. Mostremos

que a aplicação

{z ∈ C \ {0} : | arg z| < ε} 3 z 7−→ e−zA

é anaĺıtica. Para isso, fixe N > 0 e z0 ∈ C tal que |arg(z)| < ε. Dado λ ∈ Γ([−N,N ]) temos que∥∥∥∥(λ+A)−1

(
eλz − eλz0
z − z0

)
− (λ+A)−1λeλz0

∥∥∥∥ =
∥∥(λ+A)−1

∥∥ ∣∣∣∣eλz − eλz0z − z0
− λeλz0

∣∣∣∣
=

∥∥(λ+A)−1
∥∥ ∣∣∣∣∣λeλz0(eλ(z−z0) − 1)

λ(z − z0)
− λeλz0

∣∣∣∣∣
=

∥∥(λ+A)−1
∥∥ |λeλz0 | ∣∣∣∣∣eλ(z−z0) − 1)

λ(z − z0)
− 1

∣∣∣∣∣ .(1.41)
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Uma vez que o conjunto Γ([−N,N ]) é compacto, segue que a aplicação λ 7−→
∥∥(λ+A)−1

∥∥ |λeλz0 |
é cont́ınua. Portanto, existem constantes C1, C2 > 0 tais que∥∥(λ+A)−1

∥∥ |λeλz0 | ≤ C1 e |λ||z − z0| ≤ C2|z − z0|,

para todo λ ∈ Γ([−N,N ]).

Além disso, como (ez − 1)z−1 −→ 1 quando z −→ 0. Então, dado ε′ > 0, existe δ > 0 tal que∣∣∣∣ez − 1

z
− 1

∣∣∣∣ < ε′

C1
,

sempre que 0 < |z| < δ. Dessa forma, para qualquer λ ∈ Γ([−N,N ]), tem-se

∥∥(λ+A)−1
∥∥ |λeλz0 | ∣∣∣∣∣eλ(z−z0) − 1

λ(z − z0)
− 1

∣∣∣∣∣ ≤ C1

∣∣∣∣∣eλ(z−z0) − 1

λ(z − z0)
− 1

∣∣∣∣∣
sempre que |z − z0| < δ

C2
. Segue que de 1.41 que (λ + A)−1

(
eλz−eλz0
z−z0

)
converge uniformemente

para (λ+A)−1λeλz0 quando z −→ z0 com λ ∈ Γ([−N,N ]).

Portanto,

lim
z→z0

1

z − z0

(∫
ΓN

(λ+A)−1eλzdλ−
∫

ΓN

(λ+A)−1eλz0dλ

)
= lim

z→z0

∫
ΓN

(λ+A)−1

(
eλz − eλz0
z − z0

)
dλ

=

∫
ΓN

(λ+A)−1eλz0dλ,

ou seja, a aplicação {z ∈ C \ {0} : | arg z| < ε} 7−→
∫

ΓN

(λ + A)−1eλzdλ é anaĺıtica. Dado K ⊂

{z ∈ C \ {0} : | arg z| < ε} um conjunto compacto, mostraremos que a convergência∫
ΓN

(λ+A)−1eλzdλ −→
∫

Γ
(λ+A)−1eλzdλ

é uniforme sobre K.

Como d(0,K) > 0, existe r > 0 tal que,

K ⊂ {z ∈ C \ {0} : | arg z| < ε} ∩ [C \B(0, r)].

Por outro lado, dado z ∈ K, temos que∣∣∣∣∫
Γ
(λ+A)−1eλzdλ−

∫
ΓN

(λ+A)−1eλzdλ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ +∞

−∞
(Γ(s) +A)−1eΓ(s)zΓ′(s)ds

−
∫ N

−N
(Γ(s) +A)−1eΓ(s)zΓ′(s)ds

∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣∫ −N
−∞

+

∫ +∞

N
(Γ(s) +A)−1eΓ(s)zΓ′(s)ds

∣∣∣∣
≤

(∫ −N
−∞

+

∫ +∞

N

)∥∥(Γ(s) +A)−1)
∥∥ |eΓ(s)z||Γ′(s)|ds

≤ 2

∫ +∞

N

M

|Γ(s)|
|eΓ(s)re−iε ||Γ′(s)|ds, (1.42)

observe que a última desigualdade ocorre pois para todo s ∈ [θ,+∞), temos

|eΓ(s)z| = eRe(Γ(s)z)

= e|Γ(s)z| cos(θ+argz)

≤ e|Γ(s)r| cos(θ+argz)

≤ e|Γ(s)r| cos(θ−ε)

= |eΓ(s)re−iε |

uma vez que π
2 < θ− ε < θ+ arg(z) < π, logo cos(θ+ arg(z)) < cos(θ− ε). Analogamente, usando

−π < arg(z)− θ < ε− θ < −π
2 , conclúımos que |eΓ(−s)z| ≤ |eΓ(s)re−iε | para todo s ∈ [0,+∞). Logo,∫ −N

−∞

M

|Γ(s)|
|eΓ(s)z||Γ′(s)|ds ≤

∫ +∞

N

M

|Γ(−s)|
|eΓ(−s)z||Γ′(−s)|ds

≤
∫ +∞

N

M

|Γ(s)|
|eΓ(s)re−iε ||Γ′(s)|ds

e ∫ +∞

N

M

|Γ(s)|
|eΓ(s)z||Γ′(s)|ds ≤

∫ +∞

N

M

|Γ(s)|
|eΓ(s)re−iε ||Γ′(s)|ds.

Por fim, como (θ − ε) ∈
(
π
2 , π

)
temos que cos(θ − ε) < 0 e então∫ +∞

N

M

|Γ(s)|
|eΓ(s)re−iε ||Γ′(s)|ds→ 0 quando N →∞.

Tal integral não depende de z ∈ k, logo de segue o que queŕıamos.

Portanto, a aplicação {z ∈ C \ {0} : | arg z| < ε} 7−→
∫

Γ
(λ+A)−1eλzdλ é anaĺıtica.

Além disso, ∫
ΓN

d

dz
(e−zA) = lim

N→∞
(λ+A)−1λeλzdλ =

∫
Γ
(λ+A)−1λeλzdλ.

Por outro lado,∫
Γ
(λ+A)−1λeλzdλ =

∫
Γ
((λ+A)(λ+A)−1 −A(λ+A)−1)eλzdλ

=

∫
Γ
Ieλzdλ−

∫
Γ
A(λ+A)−1eλzdλ

= −
∫

Γ
A(λ+A)−1eλzdλ
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= −A
(∫

Γ
(λ+A)−1eλzdλ

)
= −Ae−zA.

Portanto,
d

dz
(e−zA) = −Ae−zA, para todo z ∈ {z ∈ C \ {0} : | arg z| < ε} .

Em particular,
d

dt
(e−tA) = −Ae−tA, para todo t > 0.

Mostraremos as Desigualdades 1.34 . Para isto, considere t > 0. Então

∥∥e−tA∥∥ =

∥∥∥∥ 1

2πi

∫
Γ
(λ+A)−1eλtdλ

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥ 1

2πi

∫
tΓ

(µ
t

+A
)−1

eµ
1

t
dµ

∥∥∥∥ . (1.43)

Afirmamos que ∫
tΓ

(µ
t

+A
)−1

eµ
1

t
dµ =

∫
Γ

(µ
t

+A
)−1

eµ
1

t
dµ. (1.44)

De fato, suponha t ≤ 1, temos que∫
tΓ

(µ
t

+A
)−1

eµ
1

t
dµ−

∫
Γ

(µ
t

+A
)−1

eµ
1

t
dµ

=

(∫
tΓ|(−∞,−t−1θ]

+

∫
tΓ|(−t−1θ,t−1θ]

+

∫
tΓ|(−t−1θ,+∞]

)[(µ
t

+A
)−1

eµ
1

t
dµ

]

−

(∫
Γ|(−∞,−θ]

+

∫
Γ|(−θ,−θ]

+

∫
Γ|(θ,∞]

)[(µ
t

+A
)−1

eµ
1

t
dµ

]

=

(∫
tΓ|(−∞,−t−1θ]

−
∫

Γ|(−∞,−θ]

)[(µ
t

+A
)−1

eµ
1

t
dµ

]

+

(∫
tΓ|(−t−1θ,t−1θ]

−
∫

Γ|(−θ,θ]

)[(µ
t

+A
)−1

eµ
1

t
dµ

]

+

(∫
tΓ|(−t−1θ,∞]

−
∫

Γ|(0,∞]

)[(µ
t

+A
)−1

eµ
1

t
dµ

]
= 0,

note que tΓ |(−∞,−t−1θ] e tΓ |[−t−1θ,+∞) são reparametrizações de Γ |(−∞,−θ] e Γ |(0,∞)], respectiva-

mente, e tΓ |[−t−1θ,t−1θ],−Γ |[−θ,θ] formam uma curva fechada. Logo, podemos aplicar a teorema de

Cauchy, já que o integrando é uma função anaĺıtica. De modo análogo, mostramos que 1.44 ocorre

se t ≥ 1.
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Então, de 1.43 e 1.44 segue que∥∥e−tA∥∥ =

∥∥∥∥∫
Γ

(µ
t

+A
)−1

eµ
1

t
dµ

∥∥∥∥
≤ 1

2π

∫
Γ

∥∥∥∥(µt +A
)−1

∥∥∥∥ |eµ|t dµ

≤ 1

2π

∫
Γ

µ
|µ|
t

|eµ|
t
dµ

≤ 1

2π

∫
Γ

µ

|µ|
|eµ||dµ| = C.

Usando os mesmos argumentos, temos∥∥Ae−tA∥∥ =
1

2π

∥∥∥∥∫
Γ
A(λ+A)−1eλtdλ

∥∥∥∥
=

1

2π

∥∥∥∥∫
tΓ
A
(µ
t

+A
)−1

eµ
1

t
dµ

∥∥∥∥
=

1

2πt

∥∥∥∥∫
tΓ

(µ
t

+A
)
eµ
(µ
t

+A
)−1
− µ

t

(µ
t

+A
)−1

eµdµ

∥∥∥∥
=

1

2πt

∥∥∥∥∫
tΓ

[
I − µ

t

(µ
t

+A
)−1

]
eµdµ

∥∥∥∥
=

1

2πt

∥∥∥∥∫
Γ

[
I − µ

t

(µ
t

+A
)−1

]
eµdµ

∥∥∥∥
≤ 1

2πt

∫
Γ

∥∥∥∥I − µ

t

(µ
t

+A
)−1

∥∥∥∥ |eµ||dµ|
≤ 1

2πt

∫
Γ

(
1 +

∣∣∣µ
t

∣∣∣ µ∣∣µ
t

∥∥
)
|eµ||dµ|

≤ 1 +M

2πt

∫
Γ
|eµ||dµ|

≤ C

t
.

Mostraremos que e−tAx→ x quando t→ 0+, para todo x ∈ X. Para isto, suponha inicialmente

que x ∈ D(A). Note que

1

2πi

∫
Γ
eλtλ−1xdλ =

(
1

2πi

∫
Γ
eλtλ−1xdλ

)
x = x.

Assim temos que∥∥e−tAx− x∥∥ =

∥∥∥∥ 1

2πi

∫
Γ
(λ+A)−1eλtxdλ− 1

2πi

∫
Γ
eλtλ−1xdλ

∥∥∥∥
=

1

2π

∥∥∥∥∫
Γ
eλt[(λ+A)−1 − λ−1]xdλ

∥∥∥∥
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=
1

2π

∥∥∥∥∫
Γ
eλt(λ+A)−1[I − (λ+A)λ−1]xdλ

∥∥∥∥
=

1

2π

∥∥∥∥∫
Γ
eλtλ−1(λ+A)−1Axdλ

∥∥∥∥
=

1

2π

∥∥∥∥∫
tΓ
eµ
t

µ

(µ
t

+A
)−1

Ax
1

t
dµ

∥∥∥∥
=

1

2π

∥∥∥∥∫
Γ
eµ

1

µ

(µ
t

+A
)−1

Axdµ

∥∥∥∥
≤ 1

2π

∫
Γ

|eµ|
|µ|

M∣∣µ
t

∣∣ ‖Ax‖ |dµ|
=

(
M ‖Ax‖

2π

∫
Γ

|eµ|
|µ|2
|dµ|

)
t.

Portanto, e−tAx→ x quando t→ 0+, para todo x ∈ D(A).

Fixado y ∈ X e dado ε > 0, como D(A) = X, seja x ∈ D(A) tal que ‖x− y‖ < ε

2(c+ 1)
. Do

que já foi provado, existe δ > 0 tal que
∥∥e−Atx− x∥∥ < ε

2 , para todo t ∈ (0, δ). Segue então que∥∥e−tAy − y∥∥ ≤
∥∥e−tAy − e−tAx∥∥+

∥∥e−tAx− x∥∥+ ‖x− y‖

≤
∥∥e−tAx∥∥ ‖x− y‖+

∥∥e−tAx− x∥∥+ ‖x− y‖

= (
∥∥e−tA∥∥+ 1) ‖x− y‖+

∥∥e−tAx− x∥∥
< (C + 1)

ε

2(C + 1)
+
ε

2
= ε,

para todo t ∈ (0, δ). Portanto, e−tAy → y quando t → 0+. Conclúımos então que
{
e−At

}
t≥0

é um

semigrupo anaĺıtico.

Provemos que −A é o gerador infinitesimal de
{
e−tA

}
t≥0

. Para isto, considere x ∈ D(A), então

d

dt
(e−tAx) = −Ae−tAx = −

∫
Γ
A(λ+A)−1eλtxdλ

= −
∫

Γ
eλt(λ+A)−1Axdλ

= −e−tAAx.

Seja φ : [0,+∞)→ X definida por

φ(s) = −
∫ s

0
e−tAAx.

Então
d

dt
(e−Atx) = −e−tAAx =

d

dt
φ(t), para todo t > 0.
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Pelo Teorema Fundamental do Cálculo, existe y ∈ X tal que

e−tAx− φ(t) = y, para todo t > 0.

Como a aplicação [0,∞) 3 t 7→ e−tAx − φ(t) ∈ X é cont́ınua, temos que e−tAx − φ(t) = y, para

todo t ≥ 0 e y = e−0Ax− φ(0) = x. Logo a aplicação

[0,∞) 3 t 7→ e−Atx ∈ X

é diferenciável em t = 0 e
d

dt
(e−tAx)(0) = −e−0AAx = −Ax.

Portanto se L é o gerador infinitesimal de
{
e−tA

}
t≤0

, segue que D(A) ⊂ D(L) e L = −A em D(A).

Por fim, seja T : X −→ X o operador linear definido por

Tx =

∫ +∞

0
e−tAxdt. (1.45)

Como
∥∥e−tA∥∥ ≤ C para todo t ≤ 0, note que a integral 1.45 converge e portanto T está bem

definido. Dado x ∈ X já provamos que e−tAx ∈ D(A) para todo t > 0. Como A é fechado, dado

j ∈ N, temos que∫ j

1
j

e−te−tAxdt ∈ D(A) e A

(∫ j

1
j

e−te−tAxdt

)
=

∫ j

1
j

e−tAe−Atxdt.

Usando integração por partes, segue que

lim
j→∞

A

(∫ j

1
j

e−te−tAxdt

)
= lim

j→∞

∫ j

1
j

e−tAe−tAxdt

= lim
j→∞

A

(
(−e−te−tAx)

∣∣∣∣j
1
j

−
∫ j

1
j

e−te−tAxdt

)

= lim
j→∞

A

(
e
− 1
j e
−A 1

j x− e−je−Ajx−
∫ j

1
j

e−te−tAxdt

)

= x−
∫ +∞

0
e−te−tAxdt

= x− Tx.

Novamente do fato de A ser fechado, segue que Tx ∈ D(A) e A(Tx) = x − Tx. Dado x ∈ D(L)

temos que e−tAx ∈ D(A) ⊂ D(L) e

Le−tAx = lim
s→0+

e−sAe−tAx− e−tAx
s
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= lim
s→0+

e−tAe−sAx− e−tAx
s

= lim
s→0+

e−tA
(
e−sAx− x

s

)
= e−tA lim

s→0+

e−sAx− x
s

= e−tALx.

Assim, se x ∈ D(L) temos que

T (Lx) =

∫ +∞

0
e−te−tALxdt

=

∫ +∞

0
e−tLe−tAxdt

=

∫ +∞

0
e−t(−A)e−tAxdt

= −A
(∫ +∞

0
e−te−tAxdt

)
= −A(Tx)

= −x+ Tx.

Portanto T (Lx) = −x + Tx e x = −T (Lx) + Tx ∈ D(A). Logo, D(L) ⊂ D(A). Ou seja, D(L) =

D(A) e L = −A.

Para o caso a ∈ R qualquer, temos que

e−tA =
1

2πi

∫
Γ
(λ+A)−1eλtdλ

=
1

2πi

∫
Γ

[(λ+ a) + (−a+A)]−1 eλtdλ

=
1

2πi

∫
Γ̃

[µ+ (−a+A)]−1 e(µ−a)tdµ

=
1

2πi
e−at

∫
Γ̃

[µ+ (−a+A)]−1 eµtdµ,

onde Γ̃ : R −→ C é definido por Γ̃(s) = Γ(s) + a. Seja Ã = −aI + A, temos que Ã é um operador

setorial com vértice a = 0 e Γ̃ é exatamente a curva Γ quando tomamos a = 0, portanto podemos

aplicar o que já foi provado, ao semigrupo anaĺıtico T (t)t≤0 definido por

1

2πi

∫
Γ+a

(µ+ (−a+A))−1eµtdµ

de onde todas as afirmações do teorema seguem.
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Seja A um operador setorial com Reσ(A) > 0, é posśıvel definir o operador de potência fra-

cionária A−α com α > 0 através dos operadores e−At. Para mostrar essa definição, consideremos a

é um escalar positivo, então a−α é a potência usual (−α) de a. Escrevemos

a−α =
1

Γ(α)

∫ ∞
0

tα−1e−atdt, (1.46)

onde a função gama Γ : (0,+∞) −→ R é definida por

Γ(α) =

∫ ∞
0

tα−1e−tdt.

De fato,

1

Γ(α)

∫ ∞
0

tα−1e−atdt =
1

Γ(α)

∫ ∞
0

(x
a

)α−1
e−x

1

a
dx

=
1

Γ(α)

∫ ∞
0

xα−1a−α+1e−xa−1dx

=
1

Γ(α)
a−α

∫ ∞
0

xα−1e−xdx

=
1

Γ(α)
a−αΓ(α)

= a−α.

Seja A é um operador setorial, como já definimos o operador e−tA, podemos usar a igualdade

1.46 para definir A−α. A condição a > 0 se traduz para Reσ(A) > 0.

Definição 1.8. Suponha que A é um operador setorial e Reσ(A) > 0, então para qualquer α > 0,

definimos

A−α =
1

Γ(α)

∫ ∞
0

tα−1e−Atdt. (1.47)

Exemplo 1.5. Temos que A−1 dado pela definição 1.8 é o operador inverso de A. De fato, dado

x ∈ D(A) temos∫ ∞
0

e−Atxdt = (−A−1e−Atx)

∣∣∣∣+∞
0

= lim
t→+∞

(−A−1e−Atx) +A−1x

= A−1x.

Como a integral
∫∞

0 e−Atdt e A−1 são operadores lineares cont́ınuos sobre X que coincidem no

subespaço denso D(A), segue que eles são iguais.

Teorema 1.30. Se A é um operador setorial em X com Reσ(A) > 0, então para qualquer α > 0,

A−α é um operador linear limitado e injetivo em X e satisfaz A−αA−β = A−(α+β) para quaisquer

α > 0 e β > 0. Também, para 0 < α < 1, tem-se

A−α =
senπα

π

∫ ∞
0

λ−α(λ+A)−1dλ. (1.48)
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Demonstração: Para algum δ > 0, Reσ(A) > δ. Então, pelo Teorema 1.43 , tem-se∥∥e−At∥∥ ≤ Ce−δt,
para t > 0. Portanto, ∥∥A−αx∥∥ =

∥∥∥∥ 1

Γ(α)

∫ ∞
0

tα−1e−Atxdt

∥∥∥∥
≤ C

Γ(α)

∫ ∞
0

tα−1e−δtdt ‖x‖

e portanto A−α é limitada quando α > 0. Para α, β > 0

A−αA−β =

(
1

Γ(α)

∫ ∞
0

tα−1e−Atdt

)
.

(
1

Γ(β)

∫ ∞
0

sβ−1e−Asds

)
=

1

Γ(α)Γ(β)

∫ ∞
0

tα−1e−At
(∫ ∞

0
sβ−1e−Asds

)
dt

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ ∞
0

(∫ ∞
0

tα−1sβ−1e−A(t+s)ds

)
dt.

Para cada t > 0 fixado, fazendo a mudança de variável µ = t+ s⇒ s = µ− t obtemos∫ ∞
0

tα−1sβ−1e−A(t+s)ds =

∫ ∞
t

tα−1(µ− t)β−1e−Aµdµ.

Logo,

A−αA−β =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ ∞
0

(∫ ∞
t

tα−1sβ−1e−A(t+s)ds

)
dt

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ ∞
0

(∫ µ

0
tα−1(µ− t)β−1e−Aµdt

)
dµ.

Para cada µ > 0 fixado, fazendo t = µv temos∫ µ

0
tα−1(µ− t)β−1e−Aµdt =

∫ 1

0
(µv)α−1(µ− µv)β−1e−Aµµdv.

Logo

A−αA−β =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ ∞
0

(∫ 1

0
(µv)α−1(µ− µv)β−1e−Aµµdv

)
dµ

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ ∞
0

(∫ 1

0
vα−1(1− v)β−1dv

)
µα+β−1e−Aµdµ

=
1

Γ(α)Γ(β)

(∫ 1

0
vα−1(1− v)β−1dv

)(∫ ∞
0

µα+β−1e−Aµdµ

)
= A−(α+β),
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usando
∫ 1

0 v
α−1(1− v)β−1dv =

Γ(α)Γ(β)

Γ(α+ β)
.

Para um inteiro n > α,

A−n = A−(n−α)A−α.

Como A−1 : X −→ X é injetivo, então A−n = (A−1)n, que corresponde a n-ésima potência de A−1,

também é injetiva. Por fim, dado λ ≥ 0, temos que pela

(λ+A)−1 =

∫ ∞
0

e−Ate−λtdt

então ∫ ∞
0

λ−α(λ+A)−1dλ =

∫ ∞
0

λ−α
(∫ ∞

0
e−Ate−λtdt

)
dλ

=

∫ ∞
0

(∫ ∞
0

λ−αe−Ate−λtdt

)
dλ

=

∫ ∞
0

(∫ ∞
0

λ−αe−Ate−λtdλ

)
dt

=

∫ ∞
0

e−At
(∫ ∞

0
λ−αe−λtdλ

)
dt

=

∫ ∞
0

e−At
(∫ ∞

0

(µ
t

)−α
e−µ

1

t
dµ

)
dt

=

∫ ∞
0

e−Attα−1

(∫ ∞
0

µ−αe−µdµ

)
dt

=

∫ ∞
0

e−Attα−1Γ(1− α)dt

= Γ(α)Γ(1− α)A−α.

Por fim, usando a seguinte identidade,

Γ(α)Γ(1− α) =
π

sen(πα)
, para 0 < α < 1,

temos ∫ ∞
0

λ−α(λ+A)−1dλ =
π

sen(πα)
A−α.

Portanto,

A−α =
sen(πα)

π

∫ ∞
0

λ−α(λ+A)−1dλ.

Definição 1.9. Dado α > 0, definimos A−α como sendo o operador inverso de Aα,

D(Aα) = R(A−α) e A0 como sendo o operador identidade I : X −→ X.
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Exemplo 1.6. A1 é igual ao inverso de A−1, ou seja, A1 = A.

De fato, temos que D(A1) = R(A−1) = D(A) e A1 = (A−1)−1 = A.

Propriedades:

(1) Se α > 0, Aα é fechado e densamente definido;

(2) Se α > β, então D(Aα) ⊂ D(Aβ);

(3) AαAβ = AβAα = Aα+β no D(Aγ), onde γ = max(α, β, α+ β);

(4) Aαe−At = e−AtAα no D(Aα), t > 0.

Teorema 1.31. Suponha que A seja setorial e Reσ(A) > δ > 0. Para α ≥ 0, existe Cα < ∞ tal

que ∥∥Aαe−At∥∥ ≤ Cαt−αe−δt, para t > 0,

e se 0 < α ≤ 1, x ∈ D(Aα), ∥∥(e−At − 1)x
∥∥ ≤ 1

α
C1−αt

α ‖Aαx‖ .

Além disso, Cα é limitado para α em qualquer intervalo compacto de (0,∞).

Demonstração: Pelo Teorema 1.29, temos que∥∥e−At∥∥ ≤ Ce−δt, ∥∥Ae−At∥∥ ≤ Ct−1e−δt, para t > 0.

Então, para α = 1, 2, 3, ..., temos∥∥Aαe−At∥∥ =
∥∥∥(Ae−A

t
α )α
∥∥∥

≤
∥∥∥Ae−A t

α

∥∥∥α
≤

[
C

(
t

α

)−1

e−δ
t
α

]α
= Cα

t−α

α−α
e−δt

= Cαααt−αe−δt

= (Cα)αt−αe−δt.

Se 0 < β < 1, t > 0, ∥∥∥Aβe−At∥∥∥ =
∥∥∥Aβ−1+1e−At

∥∥∥
=

∥∥∥AA−(1−β)e−At
∥∥∥
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=
∥∥∥Ae−AtA−(1−β)

∥∥∥
≤

∥∥Ae−At∥∥ 1

Γ(1− β)

∫ ∞
0

s−β
∥∥e−As∥∥ ds

=
1

Γ(1− β)

∫ ∞
0

s−β
∥∥∥Ae−A(t+s)

∥∥∥ ds.
Dado 0 < α ≤ 1 e x ∈ D(Aα), temos que

−
∫ t

0
A1−αe−AwAαxdw = e−Atx− lim

w→0+
e−Awx

= e−Atx− x

= (e−At − I)x,

pois,

d

dt
(e−Atx) = −Ae−Atx

= −A1−αAαe−Atx

= −A1−αe−AtAαx, para todo t > 0.

Portanto, ∥∥(e−At − I)x
∥∥ =

∥∥∥∥∫ t

0
A1−αe−AwAαxdw

∥∥∥∥
≤

∫ t

0

∥∥A1−αe−Aw
∥∥ ‖Aαx‖ dw

≤
(∫ t

0
Cw−(1−α)e−δwdw

)
‖Aαx‖

≤ C

(∫ t

0
w−(1−α)dw

)
‖Aαx‖

≤ C

(
wα

α

∣∣∣∣t
0

)
‖Aαx‖

=
1

α
Ctα ‖Aαx‖ .

Teorema 1.32. Se 0 ≤ α ≤ 1, x ∈ D(A), então existe C > 0, tal que

‖Aαx‖ ≤ C ‖Ax‖α ‖x‖1−α . (1.49)

Além disso, existe uma constante C ′ > 0, tal que

‖Aαx‖ ≤ C ′
(
ε ‖Ax‖+ ε

− α
(1−α) ‖x‖

)
, para todo ε > 0.

(obs: Aqui C e C ′ são constantes independentes de α)
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Demonstração: Pelo Teorema 1.29 , existe uma constante C > 0, tal que∥∥e−At∥∥ ≤ C , para todo t > 0.

Dados α ∈ (0, 1), ε > 0 e x ∈ X, temos que∥∥Γ(α)A−αx
∥∥ =

∥∥∥∥∫ +∞

0
tα−1e−Atxdt

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥(∫ ε

0
+

∫ +∞

ε

)
tα−1e−Atxdt

∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∫ ε

0
tα−1e−Atxdt

∥∥∥∥+

∥∥∥∥∫ +∞

ε
tα−1e−Atxdt

∥∥∥∥
≤

∫ ε

0
tα−1

∥∥e−At∥∥ ‖x‖ dt
+

∥∥∥∥(− lim
t→+∞

tα−1A−1e−Atx

)
+ εα−1e−AεA−1x+

∫ +∞

ε
(α− 1)tα−2e−AtA−1xdt

∥∥∥∥
≤

∫ ε

0
tα−1C ‖x‖ dt+

∥∥εα−1e−AεA−1x
∥∥+

∥∥∥∥∫ +∞

ε
(α− 1)tα−2e−AtA−1xdt

∥∥∥∥
≤ C ‖x‖ ε

α

α
+ C

∥∥A−1x
∥∥ εα−1 + (α− 1)

∫ +∞

ε
tα−2C

∥∥A−1x
∥∥ dt

≤ C ‖x‖ ε
α

α
+ 2C

∥∥A−1x
∥∥ εα−1. (1.50)

Fixados x ∈ X \ {0} e α ∈ (0, 1), como

lim
ε→∞

C ‖x‖ ε
α

α
+ 2C

∥∥A−1x
∥∥ εα−1 = +∞ = lim

ε→0+
C ‖x‖ ε

α

α
+ 2C

∥∥A−1x
∥∥ εα−1

e a aplicação ε 7→ C ‖x‖ εαα +2C
∥∥A−1x

∥∥ εα−1 ∈ R com ε ∈ (0,+∞) é cont́ınua, segue que ela possui

um ponto de mı́nimo. Além disso, tal aplicação é C1 e para obter o ponto de mı́nimo considere

d

dε

(
C ‖x‖ ε

α

α
+ 2C

∥∥A−1x
∥∥ εα−1

)
= 0

ou seja,

C ‖x‖ εα−1 + 2C
∥∥A−1x

∥∥ (α− 1)ε(α−2) = 0

⇔ C ‖x‖ εα−1 = −2C
∥∥A−1x

∥∥ (α− 1)ε(α−2)

⇔ εα−1

εα−2
=
−2C

∥∥A−1x
∥∥ (α− 1)

C ‖x‖

⇔ ε =
2
∥∥A−1x

∥∥ (1− α)

‖x‖
.

Assim, o ponto de mı́nimo da função C ‖x‖ ε
α

α
+ 2C

∥∥A−1x
∥∥ εα−1 ∈ R é

ε0 =
2
∥∥A−1

∥∥ (1− α)

‖x‖
,
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e o valor mı́nimo dessa aplicação é

C ‖x‖ ε
α
0

α
+ 2C

∥∥A−1x
∥∥ εα−1

0 =
C ‖x‖
α

(
2
∥∥A−1x

∥∥ (1− α)

‖x‖

)α

+ 2C
∥∥A−1x

∥∥(2
∥∥A−1x

∥∥ (1− α)

‖x‖

)α−1

=
C

α
‖x‖1−α 2α

∥∥A−1x
∥∥α (1− α)α

+ 2αC
∥∥A−1x

∥∥α ‖x‖1−α (1− α)α−1

=

(
C

α
[2(1− α)]α + 2C[2(1− α)]α−1

)
‖x‖1−α

∥∥A−1x
∥∥α .

Dessa forma, ∥∥Γ(α)A−αx
∥∥ ≤ (C

α
[2(1− α)]α + 2C[2(1− α)]α−1

)
‖x‖1−α

∥∥A−1x
∥∥α .

Logo, ∥∥A−αx∥∥ =
1

Γ(α)

(
C

α
[2(1− α)]α + 2C[2(1− α)]α−1

)
‖x‖1−α

∥∥A−1x
∥∥α

≤ 1

Γ(α)

(
C

α

[2(1− α)]α

1− α
+

2C[2(1− α)]α−1

α

)
‖x‖1−α

∥∥A−1x
∥∥α

=
1

Γ(α)

(
2C

α
[2(1− α)]α−1 +

2C

α
[2(1− α)]α−1

)
‖x‖1−α

∥∥A−1x
∥∥α

=
4C

Γ(α)α
[2(1− α)]α−1 ‖x‖1−α

∥∥A−1x
∥∥α

=
4C

Γ(α+ 1)
[2(1− α)]α−1 ‖x‖1−α

∥∥A−1x
∥∥α .

Afirmamos que existe uma constante K tal que

4C

Γ(α+ 1)
[2(1− α)]α−1 ≤ K, para todo α ∈ (0, 1).

De fato, basta notar que a função f : [0, 1] −→ R definida por

Γ(s) =

{
4C

Γ(α+1) [2(1− α)]α−1, se α 6= 1

4C, se α = 1

é cont́ınua, já que

lim
α→1−

[2(1− α)]α−1 = lim
α→1−

eln([2(1−α)]α−1) = lim
α→1−

e(α−1)ln(2(1−α)) = 1.

Assim, ∥∥A−αx∥∥ ≤ K ‖x‖1−α ∥∥A−1x
∥∥α
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para quaisquer x ∈ X e α ∈ (0, 1). Portanto, dado x ∈ D(A) e α ∈ (0, 1), temos que

‖Aαx‖ =
∥∥∥A−(1−α)(Ax)

∥∥∥
≤ K ‖Ax‖1−(1−α)

∥∥A−1(Ax)
∥∥1−α

= K ‖Ax‖α ‖x‖1−α ,

considerando K = C, provamos a Desigualdade 1.49. Além disso, dados α ∈ (0, 1), ε > 0 e x ∈ X,
de 1.50 temos que ∥∥A−αx∥∥ ≤ C ‖x‖ εα

Γ(α+ 1)
+

2C

Γ(α)

∥∥A−1x
∥∥ εα−1.

Então, dados w ∈ (0, 1), δ > 0 e y ∈ D(A), considerando ε = δ
1

1−w , x = Ay e α = 1 − w na

estimativa acima, obtemos

‖Awy‖ =
∥∥∥A−(1−w)Ay

∥∥∥
≤ C ‖Ay‖ δ

Γ(2− w)
+

2C

Γ(1− w)

∥∥A−1Ay
∥∥ δ− w

1−w

≤ C ′(δ ‖Ay‖+ δ−
w

1−w ‖y‖),

já que inf {Γ(α) : α ∈ (0,+∞)} > 0. Dáı, conclúımos a segunda parte do teorema.

Observação 1.9. Pelo Teorema 1.29 , existe uma constante C > 0, tal que∥∥e−At∥∥ ≤ Ce−δt e
∥∥Ae−At∥∥ ≤ Ct−1e−δt, para todo t > 0,

e além disso, pelo Teorema 1.32 , temos

‖Aαx‖ ≤ C ‖Ax‖α ‖x‖1−α , para quaisquer x ∈ D(A) e α ∈ [0, 1],

Disso segue que ∥∥Aαe−At∥∥ ≤ C
∥∥Ae−At∥∥α ∥∥e−At∥∥1−α

≤ C(Ct−1e−δt)α(Ce−δt)1−α

= CCαt−αe−αδtC1−αe−(1−α)δt

= C2t−αe−δt.

Corolário 1.33. Se A é um operador setorial com Reσ(A) > 0, e se B é um operador linear tal

que BA−α é limitado em X, para algum α em [0, 1), então A+B é setorial.
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Demonstração: Como A é setorial e Reσ(A) > 0, existe um ângulo φ ∈ (0, π2 ) e uma constante

M tais que o setor

S0,φ = {λ ∈ C : |argλ| ≤ φ}

está contido em ρ(A) e ∥∥(λ−A)−1
∥∥ ≤ M

λ
, para todo λ ∈ S0,φ.

Então, temos que ∥∥A(λ−A)−1
∥∥ =

∥∥[λ− (λ−A)](λ−A)−1
∥∥

=
∥∥λ(λ−A)−1 − I

∥∥
≤ |λ|

∥∥(λ−A)−1
∥∥+ 1

≤ |λ|M
|λ|

+ 1

= M + 1.

Além disso, pelo Teorema 1.32 , existe uma constante C > 0 tal que

‖Bx‖ =
∥∥BA−αAαx∥∥

≤
∥∥BA−α∥∥ ‖Aαx‖

≤
∥∥BA−α∥∥C (ε ‖Ax‖+ ε−

α
1−α ‖x‖

)
=

∥∥BA−α∥∥Cε ‖Ax‖+
∥∥BA−α∥∥Cε− α

1−α ‖x‖ , (1.51)

para quaisquer x ∈ D(A) e ε > 0. Tomando ε < [‖BA−α‖C(M + 1)]−1 na estimativa 1.60 acima,

segue do Teorema 1.28 que A+B é setorial.

Teorema 1.34. Suponha que A e B são operadores setoriais em X com D(A) = D(B),

Reσ(A) > 0, Reσ(B) > 0, e para algum α em [0, 1), (A − B)A−α é limitado em X. Então, para

qualquer β em [0, 1], D(Aβ) = D(Bβ) e AβB−β e BβA−β são limitados em X.

Demonstração: Pelo Teorema 1.32 , temos que∥∥∥Aβ(λ+A)−1x
∥∥∥ ≤

∥∥A(λ+A)−1x
∥∥β ∥∥(λ+A)−1x

∥∥1−β

≤ (
∥∥A(λ+A)−1

∥∥ ‖x‖)β(
∥∥(λ+A)−1

∥∥ ‖x‖)1−β

≤ [(M + 1) ‖x‖]β
(
M

|λ|
‖x‖
)1−β

≤ (M + 1)|λ|β−1 ‖x‖ ,
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para 0 ≤ β ≤ 1, |π − argλ| ≥ φ, φ < π

2
, x ∈ X e λ > 0.

Logo, para λ > 0, temos que Aβ(λ+A)−1 é limitado em X e∥∥∥Aβ(λ+A)−1
∥∥∥ ≤ (M + 1)|λ|β−1. (1.52)

De maneira análoga, temos que Bβ(λ+B)−1 é limitado em X e∥∥∥Bβ(λ+B)−1
∥∥∥ ≤ (M + 1)|λ|β−1, para todo λ > 0.

Além disso, dado λ > 0, temos que

(λ+A)−1(B −A)(λ+B)−1 = (λ+A)−1[(λ+B)− (λ+A)](λ+B)−1

= (λ+A)−1 − (λ+B)−1. (1.53)

Assim,

[I +Aα(λ+A)−1(B −A)A−α]Aα(λ+B)−1 = Aα(λ+B)−1 +Aα(λ+A)−1(B −A)(λ+B)−1

= Aα(λ+B)−1 +Aα(λ+A)−1 −Aα(λ+B)−1

= Aα(λ+A)−1. (1.54)

Como
∥∥Aα(λ+A)−1

∥∥ ≤ (M + 1)|λ|α−1, e (B −A)A−α é limitado, temos que∥∥Aα(λ+A)−1
∥∥∥∥(B −A)A−α

∥∥ ≤ (M + 1)|λ|α−1K.

E note que

(M + 1)|λ|α−1K <
1

2

⇔ |λ|α−1 <
1

2K(M + 1)

⇔ |λ| > (2K(M + 1))1−α.

Portanto, ∥∥Aα(λ+A)−1
∥∥∥∥(B −A)A−α

∥∥ ≤ 1

2
, para todo λ ≥ (2K(M + 1))1−α. (1.55)

Então, para λ ≥ (2K(M + 1))1−α temos que [I +Aα(λ+A)−1(B −A)A−α] é bijetivo, logo

Aα(λ+B)−1 = [I +Aα(λ+A)−1(B −A)A−α]−1Aα(λ+A)−1. (1.56)

Note ainda que de 1.55 , temos∥∥[I +Aα(λ+A)−1(B −A)A−α]−1
∥∥ ≤ (1−

∥∥Aα(λ+A)−1(B −A)A−α
∥∥)−1

≤ (1−
∥∥Aα(λ+A)−1

∥∥∥∥(B −A)A−α
∥∥)−1

≤
(

1− 1

2

)−1

= 2. (1.57)
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Assim, para λ ≥ (2K(M + 1))1−α, de 1.56 , 1.57 e 1.52 temos que∥∥Aα(λ+B)−1
∥∥ ≤

∥∥[I +Aα(λ+A)−1(B −A)A−α]−1
∥∥∥∥Aα(λ+A)−1

∥∥
≤ 2(M + 1)|λ|α−1.

Dado β ∈ (0, 1), da Identidade 1.48
(
A−α = senπα

π

∫∞
0 λ−α(λ+A)−1dλ

)
, e de 1.53 , segue que

A−β −B−β =
senπβ

π

∫ +∞

0
λ−β[(λ+A)−1 − (λ+B)−1]dλ

=
senπβ

π

∫ +∞

0
λ−β(λ+A)−1(B −A)(λ+B)−1dλ. (1.58)

Por outro lado, ∥∥∥∥∫ +∞

0
λ−βAβ(λ+A)−1(B −A)(λ+B)−1dλ

∥∥∥∥
≤

(∫ R

0
+

∫ +∞

R

)∥∥∥λ−βAβ(λ+A)−1(B −A)(λ+B)−1
∥∥∥ dλ

=

∫ R

0

∥∥∥λ−βAβ−1A(λ+A)−1(B −A)B−1B(λ+B)−1
∥∥∥ dλ

+

∫ +∞

R

∥∥∥λ−βAβ(λ+A)−1(B −A)A−αAα(λ+B)−1
∥∥∥ dλ

≤
∫ R

0
λ−β

∥∥∥Aβ−1
∥∥∥∥∥A(λ+A)−1

∥∥∥∥(B −A)B−1
∥∥∥∥B(λ+B)−1

∥∥ dλ
+

∫ +∞

R
λ−β

∥∥∥Aβ(λ+A)−1
∥∥∥∥∥(B −A)A−α

∥∥∥∥Aα(λ+B)−1
∥∥ dλ

≤
∫ R

0
λ−β

∥∥∥Aβ−1
∥∥∥ (M + 1)

∥∥(B −A)B−1
∥∥ (M + 1)dλ

+

∫ +∞

R
λ−β(M + 1)λβ−1

∥∥(B −A)A−α
∥∥ 2(M + 1)λα−1dλ

=
∥∥∥Aβ−1

∥∥∥ (M + 1)2
∥∥(B −A)B−1

∥∥∫ R

0
λ−βdλ

+ 2(M + 1)2
∥∥(B −A)A−α

∥∥∫ +∞

R
λα−2dλ <∞.

Logo, a integral ∫ +∞

0
λ−βAβ(λ+A)−1(B −A)(λ+B)−1dλ

é convergente. Como Aβ é um operador fechado, e dado x ∈ X as integrais∫ +∞

0
λ−β(λ+A)−1(B −A)(λ+B)−1xdλ

∫ +∞

0
λ−βAβ(λ+A)−1(B −A)(λ+B)−1xdλ
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são convergentes, segue que(∫ +∞

0
λ−β(λ+A)−1(B −A)(λ+B)−1xdλ

)
∈ D(Aβ)

e

Aβ
(∫ +∞

0
λ−β(λ+A)−1(B −A)(λ+B)−1xdλ

)
=

∫ +∞

0
λ−βAβ(λ+A)−1(B −A)(λ+B)−1xdλ.

Portanto, dado x ∈ X

B−βx = A−βx− (A−β −B−β)x

=

(
A−βx− sen(πβ)

π

∫ +∞

0
λ−β(λ+A)−1(B −A)(λ+B)−1xdλ

)
∈ D(Aβ)

e

AβB−βx = Aβ[A−β − (A−β −B−β)]

=

(
I − sen(πβ)

π

∫ +∞

0
λ−βAβ(λ+A)−1(B −A)(λ+B)−1xdλ

)
é limitado em X. Então conclúımos que D(Bβ) ⊂ D(Aβ) (lembrar que D(Bβ) = R(B−β)) e AβB−β

é limitado em X para qualquer β ∈ (0, 1). Em particular, obtemos que

(B −A)B−α = −[(A−B)A−α][AαB−α]

é limitado em X.

Portanto, pela parte do teorema já provada, trocando A por B em 1.58 segue que D(Aβ) ⊂
D(Bβ) e BβA−β é limitado em X, para quaisquer β ∈ (0, 1), o que prova o teorema para β ∈ (0, 1).

O caso β = 0 é imediato e para o caso β = 1, basta notar que

BA−1 = I − (A−B)A−1

= I − (A−B)A−αAαA−1

= I − [(A−B)A−α][Aα−1]

é limitado em X, e que BA−1 : X −→ X é bijetivo, com inverso AB−1 : X −→ X. Logo, pelo

teorema da aplicação aberta, AB−1 é limitado em X.

Definição 1.10. Se A é um operador setorial em um espaço de Banach X, defina para cada α ≥ 0,

Xα = D(Aα1 ) com a norma ‖.‖α definida por ‖x‖α = ‖Aα1x‖x , x ∈ X
α, (1.59)

onde A1 = A+ aI, com a ∈ R e Reσ(A1) > 0.

Denominamos Xα de espaço de potência fracionária associado ao operador A1.
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Observação 1.10. Xα não depende da escolha de a ∈ R. De fato, seja A um operador setorial e

a1, a2 ∈ R tais que

A1 = A+ a1I e A2 = A+ a2I, com Reσ(A1) > 0 e Reσ(A2) > 0.

Como

(A1 −A2)A0 = (a1 − a2)I, (1.60)

segue pelo Teorema 1.34 que

D(Aα1 ) = D(Aα2 ) para qualquer α ∈ [0, 1].

Vamos supor que para algum K ∈ N tenhamos D(Aα1 ) = D(Aα2 ), para qualquer α ∈ [0,K]. Então,

dado α ∈ [K,K + 1] e x ∈ D(Aα1 ) = R(A−α1 ), existe y ∈ X tal que x = A−α1 y = A−1
1 (A1−α

1 y), logo

A1x = A1−α
1 y ∈ R(A1−α

1 ) = D(Aα−1
1 ) = D(Aα−1

2 ).

Além disso, por 1.60

A2x = A1x+ (a2 − a1)x ∈ D(Aα−1
2 ),

pois x ∈ D(Aα1 ) ⊂ D(Aα−1
1 ) = D(Aα−1

2 ). Então existe z ∈ X tal que A2x = A1−α
2 z, logo

x = A−1
2 A1−α

2 z = A−α2 z.

Portanto, temos que x ∈ D(Aα2 ). Provando que

D(Aα1 ) ⊂ D(Aα2 ).

De maneira análoga, mostra-se que D(Aα2 ) ⊂ D(Aα1 ). Portanto, segue que

D(Aα1 ) = D(Aα2 ), para qualquer α ≥ 0.

Observação 1.11. A topologia de Xα independe da escolha de a ∈ R, isto é, existem constantes

C1 e C2 tais que

‖Aα1x‖ ≤ C1 ‖Aα2x‖ e ‖Aα2x‖ ≤ C2 ‖Aα1x‖ , para todo x ∈ Xα.

De fato, dado qualquer α ≥ 0, temos que

A1A
−α
2 = (a1I +A)A−α2

= [(a1 − a2)I + a2I +A]A−α2

= [(a1 − a2)I +A2]A−α2

= (a1 − a2)A−α2 +A2A
−α
2

= A−α2 (a1 − a2)I +A−α2 A2

= A−α2 [(a1 − a2)I +A2]

= A−α2 A1.
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Assim, segue por indução sobre K, que

AK1 A
−α
2 = A−α2 AK1 , para qualquer K ∈ N e α ≥ 0.

Logo, dado α ≥ 0, seja K = max {j ∈ N ∪ {0} : j ≤ α} e como (α−K) ∈ [0, 1], temos pelo Teorema

1.34 que

Aα1A
−α
2 = Aα−K1 (AK1 A

−(α−K)
2 )A−K2

= Aα−K1 A
−(α−K)
2 AK1 A

−K
2

= (Aα−K1 A
−(α−K)
2 )(A1A

−1
2 )K

é limitado. Assim, dado α ≥ 0

‖Aα1x‖ ≤
∥∥Aα1A−α2 Aα2x

∥∥
≤

∥∥Aα1A−α2

∥∥ ‖Aα2x‖ , para todo x ∈ Xα.

De maneira análoga, temos que

‖Aα2x‖ ≤
∥∥Aα2A−α1

∥∥ ‖Aα1x‖ , para todo x ∈ Xα.

Teorema 1.35. Se A é um operador setorial em um espaço de Banach X, então Xα munido com

a norma ‖.‖α é um espaço de Banach, para α ≥ 0.

Se α ≥ β ≥ 0, então Xα é um subespaço denso de Xβ, e a aplicação inclusão de Xα em

Xβ(Xα ⊂ Xβ) é cont́ınua. Além disso, se A tem resolvente compacto, a inclusão Xα ⊂ Xβ é

compacta quando α > β ≥ 0.

Por fim, se A1, A2 são operadores setoriais de X tal que D(A1) = D(A2), Reσ(Aj) > 0, com

j = 1, 2 e (A1−A2)A−α1 : D(A1−α)→ X é um operador limitado para algum α < 1, então denotando

por Xβ
j o espaço de potência fracionária associado ao operador Aj, ou seja, Xβ

j = D(Aβj ) com

j = 1, 2, temos que Xβ
1 = Xβ

2 e as normas nesses espaços são equivalentes para qualquer β ∈ [0, 1].

Demonstração: Como Aα : Xα −→ X é uma isometria sobrejetora, a completude de Xα segue

imediatamente da completude de X. Portanto Xα é um espaço de Banach.

Seja α ≥ β ≥ 0 e J : Xα −→ Xβ a inclusão, conclúımos que

J = A−βAβA−αAα = A−βAβ−αAα.

Como Aα : Xα −→ X e A−β : X −→ Xβ são isometrias e Aβ−α é limitado, se A tem resolvente

compacto, então Aβ−α é um operador compacto, logo J = A−βAβ−αAα é um operador compacto.

E as últimas afirmações seguem imediatamente do Teorema 1.34 .

76



Caṕıtulo 2

Existência, unicidade e dependência
cont́ınua da equação abstrata

Neste caṕıtulo, será estudado o problema de valor inicial para uma classe de equações diferenciais

abstratas, incluindo equações diferenciais ordinárias e equações diferenciais parciais parabólicas

semilineares, bem como existência, unicidade e dependência cont́ınua da solução do problema de

valor inicial.

2.1 Problema Linear de Cauchy

Inicialmente considere o problema homogêneo
dx

dt
+Ax = 0, para t > 0

x(0) = x0

(2.1)

onde A é um operador setorial em um espaço de Banach X e x0 ∈ X é dado.

Definição 2.1. A solução de 2.1 é uma função cont́ınua x : [0, T )→ X continuamente diferenciável

no intervalo aberto (0, T ), com x(t) ∈ D(A) para 0 < t < T, e satisfazendo 2.1 em (0, T ) com

x(t)→ x0 em X quando t→ 0+.

Do Teorema 1.29 , note que x(t) = e−Atx0 é uma solução de 2.1 . Afirmamos ainda que essa

solução é única. De fato, seja 0 ≤ s ≤ t < T e

y(t, s) = e−A(t−s)x(s),
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onde x(.) é uma solução qualquer de 2.1 em (0, T ). Portanto, temos que s→ y(t, s) é cont́ınua em

0 ≤ s ≤ t, e continuamente diferenciável em 0 < s < t com

∂y(t, s)

∂s
= e−A(t−s)dx(s)

ds
+Ae−A(t−s)x(s)

= e−A(t−s)dx(s)

ds
+ e−A(t−s)Ax(s)

= e−A(t−s)
(
dx(s)

ds
+Ax(s)

)
= 0

para 0 < s < t, então y(t, 0) = y(t, t), isto é

e−Atx0 = x(t)

o que implica que y = e−Atx0.

A seguir, apresentamos o problema não homogêneo
dx

dt
+Ax = f(t), para 0 < t < T

x(0) = x0,

(2.2)

onde A é um operador setorial e f uma função apropriada.

Lema 2.1. Seja f : (0, T )→ X uma função localmente Hölder cont́ınua com∫ ρ

0
‖f(s)‖ ds <∞, para algum ρ > 0.

Defina

F (t) =

∫ t

0
e−A(t−s)f(s)ds, para 0 ≤ t < T,

então F (.) é cont́ınua em [0, T ), continuamente diferenciável em (0, T ), com F (t) ∈ D(A),
dF (t)

dt
+AF (t) = f(t) em 0 < t < T, e F (T )→ 0 em X quando t→ 0+.

Demonstração: Para ρ > 0 suficientemente pequeno, defina

Fρ(t) =


∫ t−ρ

0
e−A(t−s)f(s)ds, para ρ ≤ t < T,

0, para 0 ≤ t < ρ.

Então(definindo f(s) = 0 para s < 0)

‖F (t)− Fρ(t)‖ ≤
∫ t

t−ρ

∥∥∥e−A(t−s)
∥∥∥ ‖f(s)‖ ds
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que tende a 0 quando ρ→ 0+, uniformemente em 0 ≤ t ≤ t0 para qualquer t0 < T. Além disso, Fρ

é cont́ınua, já que

Fρ(t+ h)− Fρ(t) = (e−Ah − I)

∫ t−ρ

0
e−A(t−s)f(s)ds+

∫ t+h−ρ

t−ρ
e−A(t+h−s)f(s)ds,

considerando 0 ≤ t ≤ th ≤ t0, que tende para zero quando h→ 0. Portanto, F é cont́ınua de [0, T )

em X, e

‖F (t)‖ ≤
∫ t

0

∥∥∥e−A(t−s)
∥∥∥ ‖f(s)‖ ds→ 0 quando t→ 0+.

Além disso, se 0 ≤ s < t, então e−A(t−s)f(s) está em D(A), então a soma de Riemann para Fρ(t),∑
t−s≥ρ

e−A(t−sj)f(sj)4sj ,

estão em D(A), e

lim
4s→0

A
∑
s≤t−ρ

e−A(t−s)f(s)4s =

∫ t−ρ

0
Ae−A(t−s)f(s)ds.

Dáı, como A é fechado, Fρ(t) ∈ D(A) e

AFρ(t) =

∫ t−ρ

0
Ae−A(t−s)f(s)ds

=

∫ t−ρ

0
Ae−A(t−s) {f(s)− f(t) + f(t)} ds

=

∫ t−ρ

0
Ae−A(t−s) {f(s)− f(t)} ds+

∫ t−ρ

0
Ae−A(t−s)f(t)ds

=

∫ t−ρ

0
Ae−A(t−s) {f(s)− f(t)} ds+ e−A(t−s)f(t)

∣∣∣∣t−ρ
0

=

∫ t−ρ

0
Ae−A(t−s) {f(s)− f(t)} ds+ e−A(t−t+ρ)f(t)− e−A(t)f(t)

=

∫ t−ρ

0
Ae−A(t−s) {f(s)− f(t)} ds+

{
e−Aρ − e−At

}
f(t).

Agora,
∥∥Ae−A(t−s)∥∥ = O((t− s)−1), ‖f(s)− f(t)‖ = O(|t− s|θ) para algum θ > 0 quando s→ t−,

portanto como ρ→ 0+,

AFρ(t)→
∫ t

0
Ae−A(t−s) {f(s)− f(t)} ds+

{
I − e−At

}
f(t).

Assim, novamente do fato de A ser fechado, F (t) ∈ D(A) para 0 < t < T.

Considere qualquer intervalo estritamente interior [t0, t1], 0 < t0 < t1 < T, então

AFρ(t)→ AF (t)
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uniformemente em t0 ≤ t ≤ t1, desde que

‖f(t)− f(s)‖ ≤ K|t− s|θ para t, s ∈ [t0, t1], e algum θ > 0,

então

‖AFρ(t)−AF (t)‖ =

∥∥∥∥{−I + e−Aρ
}
f(t) +

∫ t

t−ρ
Ae−A(t−s) {f(s)− f(t)} ds

∥∥∥∥
≤

∥∥{e−Aρ − I} f(t)
∥∥+ C

∫ t

t−ρ
(t− s)−1+θds→ 0,

quando ρ→ 0+ uniformemente em t0 ≤ t ≤ t1.
Finalmente, Fρ(t) é diferenciável quando t > ρ, com

dFρ(t)

dt
= −AFρ(t) + e−Aρf(t− ρ), ρ < t < T.

O lado direito converge uniformemente para −AF (t) + f(t) em T0 ≤ t ≤ t1 (0 < t0 < t1 < T )

quando ρ→ 0+, então F é continuamente diferenciável no intervalo (0, T ), com dF (t)
dt +AF = f(t).

Definição 2.2. Uma função x : [0, T )→ X é uma solução (clássica) de 2.2 em [0, T ) se é cont́ınua

nesse intervalo, continuamente diferenciável em (0, T ), x(t) ∈ D(A) para 0 < t < T e que satisfaz

2.2 em [0, T ).

Considerando A um operador setorial, então A gera o semigrupo e−At. Então considerando x

uma solução de 2.2, temos que a função g(s) = e−A(t−s)x(s) é diferenciável para 0 < s < t e

dg

ds
= −Ae−A(t−s)x(s) + e−A(t−s)x′

= −Ae−A(t−s)x(s) + e−A(t−s)Ax(s) + e−A(t−s)f(s)

= e−A(t−s)f(s). (2.3)

Se f ∈ L1(0, T ;X), então e−A(t−s)f(s) é integrável, e integrando 2.3 de 0 a t, temos

x(t) = e−A(t)x0 +

∫ t

0
e−A(t−s)f(s)ds.

A partir desta observação, temos um novo conceito de solução, descrito a seguir.

Definição 2.3. Seja A o gerador infinitesimal do C0-semigrupo e−At, x0 ∈ X e f ∈ L1(0, T ;X).

A função x ∈ C([0, T ] : X) dada por

x(t) = e−Atx0 +

∫ t

0
e−A(t−s)f(s)ds, 0 ≤ t ≤ T,

é a solução branda do problema de valor inicial não homogêneo 2.2 em [0, T ].
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A partir do Lema 2.1 , temos o seguinte resultado:

Teorema 2.1. Suponha que A é um operador setorial em X, x0 ∈ X, f : (0, T )→ X é localmente

Holder cont́ınua e
∫ ρ

0 ‖f(t)‖ dt <∞ para algum ρ > 0; Então existe uma única solução (forte) x(.)

de 
dx

dt
+Ax = f(t), 0 < t < T

x(0) = x0,

(2.4)

que é

x(t) = e−Atx0 +

∫ t

0
e−A(t−s)f(s)ds.

2.2 Existência local e unicidade do problema não linear

Considere a equação não linear 
dx

dt
+Ax = f(t, x), t > t0

x(t0) = x0,

(2.5)

onde A é um operador setorial tal que a potência fracionária de A1 = A + aI, com a ∈ R, está

bem definida e o espaço Xα = D(Aα1 ) com a norma ‖x‖α = ‖Aα1x‖ está bem definido para α ≥ 0.

Assumimos que f aplica algum conjunto aberto U ∈ R×Xα em X, para algum α em (0, 1), e f é

localmente Hölder cont́ınuo em t e localmente Lipchitz em x. Mais precisamente, se (t1, x1) ∈ U,
existe uma vizinhança V ⊂ U de (t1, x1) tal que para (t, x) ∈ V, (s, y) ∈ V,

‖f(t, x)− f(s, y)‖ ≤ L(|t− s|θ + ‖x− y‖α),

para as constantes L > 0 e θ > 0.

Definição 2.4. Uma solução do problema de valor inicial de Cauchy em (t0, t1) é uma função

cont́ınua x : [t0, t1) → X tal que x(t0) = x0 e em (t0, t1), temos (t, x(t)) ∈ U, x(t) ∈ D(A), dxdt

existe, t→ f(t, x(t)) é localmente Hölder cont́ınua, e∫ t0−ρ

t0

‖f(t, x(t))‖ dt <∞ para algum ρ > 0,

e a equação diferencial 2.5 é satisfeita em (t0, t1).

Lema 2.2. Se x é uma solução de 2.5 em (t0, t1), então

x(t) = e−A(t−t0)x0 +

∫ t

t0

e−A(t−s)f(s, x(s))ds. (2.6)
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Reciprocamente, se x é uma função cont́ınua de (t0, t1) em Xα, e
∫ t0+ρ
t0

‖f(s, x(s))‖ d(s) <∞ para

algum ρ > 0, se a equação 2.6 vale para t0 < t < t1, então x(·) é uma solução do PVI 2.5 em

(t0, t1).

Demonstração: A primeira afirmação segue imediatamente da Definição 2.4 e Teorema 2.1 .

Suponha que x é uma solução da Equação Integral 2.6 e x ∈ C([t0, t1);Xα). Primeiro vamos provar

que x é localmente Holder cont́ınua de (t0, t1) em Xα. Se t0 < t < t+ h < t1, então

x(t+h)−x(t) = (e−Ah−I)e−A(t−t0)x0+

∫ t

t0

(e−Ah−I)e−A(t−s)f(s, x(s))ds+

∫ t+h

t
e−A(t+h−s)f(s, x(s))ds.

Se 0 < δ < 1− α, então para qualquer z ∈ x,∥∥∥(e−Ah)e−A(t−s)z
∥∥∥
α
≤ C(t− s)−(α+δ)hδea(t−s) ‖z‖ . (Ver Teorema 1.31 )

Portanto, para t ∈ [t∗0, t
∗
1] ⊂ (t0, t1),

‖x(t+ h)− x(t)‖α ≤ khδ, com k constante.

Disso segue que t → f(t, x(t)) é localmente Hölder cont́ınua em (t0, t1). Então, pelo Teorema 2.1,

x é solução do problema de valor inicial
dv

dt
+Ay = f(t, x(t)), t0 < t < t1

y(t0) = x0,

(2.7)

Portanto, x também é uma solução de 2.5 em (t0, t1).

Teorema 2.2. Assuma que A é um operador setorial, 0 ≤ α < 1, e f : U → X, sendo U um

subconjunto aberto de R×Xα, localmente Hölder cont́ınua em t e localmente lipschitiziana em X.

Então, para qualquer (t0, x0) ∈ U existe T = T (t0, x0) > 0 tal que o Problema de Valor Inicial 2.5

tem uma única solução em (t0, t0 + T ).

Demonstração: Pelo Lema 2.2 , é suficiente provar o resultado correspondente para a equação

integral 2.6 , que é conhecida como a ”fórmula de variação de constantes”. Com esse objetivo,

escolha δ > 0, τ > 0, tal que o conjunto

V = {(t, x)/t0 ≤ t ≤ t0 + τ, ‖x− x0‖α ≤ δ}
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está contido em U , e como f é localmente Lipschitz, existe L ∈ R tal que

‖f(t, x1)− f(t, x2)‖ ≤ L ‖x1 − x2‖α para (t, x1), (t, x2) ∈ V.

Seja B = max[t0,t0+τ ] ‖f(t, x0)‖ e escolha T tal que 0 < T ≤ τ e∥∥∥(e−Ah − I)x0

∥∥∥
α
≤ δ

2
para 0 ≤ h ≤ T,

M(B + Lδ)

∫ T

0
u−αeaudu ≤ δ

2
,

onde
∥∥Aα1 e−At∥∥ ≤Mt−αeat para t > 0.

Se S denota o conjunto das funções cont́ınuas y : [t0, t0 +T ]→ Xα tal que ‖y(t)− x0‖α ≤ δ em

t0 ≤ t ≤ t0 + T com a norma do supremo usual

‖y‖T = sup {‖y(t)‖α , t0 ≤ t ≤ t0 + T} ,

então S é um espaço métrico completo. Para y ∈ S defina G(y) : [t0, t0 + T ]→ X por

G(y)(t) = e−A(t−t0)x0 +

∫ t

t0

e−A(t−s)f(s, y(s))ds.

Vamos mostrar que G aplica S em S e é uma contração estrita. Inicialmente, note que

‖G(y)(t)− x0‖α =

∥∥∥∥e−A(t−t0)x0 +

∫ t

t0

e−A(t−s)f(s, y(s))ds− x0

∥∥∥∥
≤

∥∥∥(e−A(t−t0) − I)x0)
∥∥∥
α

+

∥∥∥∥∫ t

t0

e−A(t−s)f(s, y(s))

∥∥∥∥ ds
≤

∥∥∥(e−A(t−t0) − I)x0)
∥∥∥
α

+

∫ t

t0

∥∥∥e−A(t−s)
∥∥∥ ‖f(s, y(s))‖ ds

≤
∥∥∥(e−A(t−t0) − I)x0)

∥∥∥
α

+

∫ t

t0

∥∥∥Aα1 e−A(t−s)
∥∥∥ (B + Lδ)ds

≤ δ

2
+M(B + Lδ)

∫ t0+T

t0

(t− s)−αea(t−s)ds ≤ δ,

para t0 ≤ t ≤ t0 + T. É fácil notar também que G(y) é cont́ınua de [t0, t0 + T ] em Xα. Então G

aplica S em S.

Seja y, z ∈ S então para t0 ≤ t ≤ t0 + T,

‖G(y)(t)−G(z)(t)‖α =

∥∥∥∥e−A(t0−t) +

∫ t0

t
e−A(t−s)f(s, y(s))ds− e−A(t0−t) −

∫ t

t0

e−A(t−s)f(s, z(s))ds

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∫ t

t0

e−A(t−s)f(s, y(s))ds−
∫ t

t0

e−A(t−s)f(s, z(s))ds

∥∥∥∥
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=

∥∥∥∥∫ t

t0

e−A(t−s)[f(s, y(s))− f(s, z(s))]ds

∥∥∥∥
≤

∫ t

t0

∥∥∥e−A(t−s)
∥∥∥ ‖f(s, y(s))− f(s, z(s))‖ ds

≤
∫ t

t0

∥∥∥Aα1 e−A(t−s)
∥∥∥ ‖f(s, y(s))− f(s, z(s))‖ ds

≤ ML

∫ t

t0

(t− s)−αea(t−s)ds ‖y − z‖T .

Então

‖G(y)−G(z)‖T ≤
1

2
‖y − z‖T , para todo y, z ∈ S.

Pelo teorema da Contração (Teorema 4.2), G tem um único ponto fixo x em S, que é uma solução

cont́ınua da Equação Integral 2.6 e f(t, x(t)) é limitado quando t→ t+0 . Além disso, pelo Lema 2.2,

essa é a única solução de 2.5 em (t0, t0 + T ) com valor inicial x(t0) = x0.

Teorema 2.3. Assuma que A e f são como no Teorema 2.2, que para todo conjunto fechado

limitado B ⊂ U , f(B) seja limitada em X. Se x é uma solução de 2.5 em (t0, t1) e t1 é maximal,

então t1 = +∞ ou existe uma sequência tn → t−1 quando n → +∞ tal que (tn, x(tn)) → ∂U . (Se

U é ilimitado, o ponto no infinito está inclúıdo em ∂U).

Demonstração: Vamos supor que t1 < +∞, mas (t, x(t)) não está em uma vizinhança N de ∂U

para t2 ≤ t ≤ t1. Podemos tomar N da forma U \ B, onde B é um subconjunto fechado de U , e

(t, x(t)) ∈ B para t2 ≤ t ≤ t1. Basta provarmos que existe x1 ∈ B tal que x(t)→ x1 em Xα quando

t→ t−1 , o que implica que a solução poderia ser estendida além do tempo t1(com x(t1) = x1), pelo

Teorema 2.2 , o que contradiz a maximalidade de t1. Ou seja, t1 < +∞ garante a existência de tal

vizinhança.

Seja C = sup {‖f(t, x)‖ , (t, x) ∈ B} . Mostraremos inicialmente que ‖x(t)‖β permanece limitada

quando t→ t−1 , para qualquer β < 1. Note que se α ≤ β < 1, t2 ≤ t < t1, temos

‖x(t)‖β =

∥∥∥∥e−A(t−t0)x(t0) +

∫ t

t0

e−A(t−s)f(s, x(s))ds

∥∥∥∥
≤

∥∥∥e−A(t−t0)x(t0)
∥∥∥+

∥∥∥∥∫ t

t0

e−A(t−s)f(s, x(s))ds

∥∥∥∥
≤

∥∥∥e−A(t−t0)
∥∥∥ ‖x(t0)‖+

∫ t

t0

∥∥∥e−A(t−s)
∥∥∥ ‖f(s, x(s))‖ ds

≤
∥∥∥Aβ−α1 e−A(t−t0)

∥∥∥ ‖x(t0)‖+

∫ t

t0

∥∥∥Aβ1e−A(t−s)
∥∥∥ ‖f(s, x(s))‖ ds
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≤ M(t− t0)−(β−α)ea(t−t0) ‖x(t0)‖+

∫ t

t0

M(t− s)−βea(t−s) ‖f(s, x(s))‖ ds

≤ k

{
(t− t0)−(β−α) ‖x(t0)‖α +

∫ t

t0

(t− s)−βds
}
, onde k é uma constante,

que é limitado quando t→ t−1 . Suponha t2 ≤ τ < t < t1, então

x(t)− x(τ) = e−A(τ−t0)[e−A(t−τ) − I]x(t0) +

∫ t

τ
e−A(t−s)f(s, x(s))ds

+
(
e−A(t−τ) − I

)∫ τ

t0

e−A(t−s)f(s, x(s))ds

=
[
e−A(t−τ) − I

] [
e−A(τ−t0)x(t0) +

∫ τ

t0

e−A(τ−s)f(s, x(s))ds

]
+

∫ t

τ
e−A(t−s)f(s, x(s))ds

=
[
e−A(t−τ) − I

]
x(τ) +

∫ t

τ
e−A(t−s)f(s, x(s))ds.

Dáı, temos

‖x(t)− x(τ)‖α ≤ C1(t− τ)β−α ‖x(τ)‖β + C2

∫ t

τ
(t− s)−αds

≤ C3(t− τ)β−α, (α < β < 1).

Dessa forma, lim
t→t1

x(t) existe em Xα, e a prova está completa.

Corolário 2.4. Seja A um operador setorial, U = (τ,∞)×Xα, f localmente Hölder cont́ınua em

t, localmente Lipschitz em x para (t, x) ∈ U, e também

‖f(t, x)‖ ≤ K(t)(1 + ‖x‖α)

para todo (t, x) ∈ U, onde K(.) é cont́ınuo em (τ,∞). Se t0 > τ, e x0 ∈ Xα, existe única solução

de 2.5 para todo t ≥ t0.

Demonstração: Aplicando o Teorema 2.3, esse Corolário pode falhar somente se

existir tn → t1 <∞ tal que ‖x(tn)‖α → +∞. Contudo,

‖x(t)‖α =

∥∥∥∥e−A(t−t0)x0 +

∫ t

t0

e−A(t−s)f(s, x(s))ds

∥∥∥∥
≤

∥∥∥e−A(t−t0)x0

∥∥∥+

∥∥∥∥∫ t

t0

e−A(t−s)f(s, x(s))ds

∥∥∥∥
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≤
∥∥∥e−A(t−t0)x0

∥∥∥+

∫ t

t0

∥∥∥e−A(t−s)
∥∥∥ ‖f(s, x(s))‖ ds

≤
∥∥∥e−A(t−t0)x0

∥∥∥+

∫ t

t0

∥∥∥Aα1 e−A(t−s)
∥∥∥K(s)(1 + ‖x(s)‖α)ds.

O que implica que ‖x(t)‖α permanece limitado quando t → t1, pela Desigualdade de Gronwall

(Teorema 4.3).

Teorema 2.5. Considere A e f como no Teorema 2.2, assuma também que A tem resolvente

compacto e f aplica todos os conjuntos R+ × B ⊂ U ⊂ R×Xα, onde B é fechado e limitado, em

conjuntos limitados em X. Se x é uma solução do problema de valor inicial 2.5 em (t0,∞) com

‖x(t)‖α limitado quando t→ +∞, então {x(t)}t>t0 está em um conjunto compacto em Xα.

Demonstração: Se α < β < 1, então Xβ ⊂ Xα tem inclusão compacta (pelo Teorema 1.35 )

e isso é suficiente para mostrar que ‖x(t)‖β é limitado para t ≥ t0 + 1. Mas podemos supor, sem

perda de generalidade, que Reσ(A) > δ > 0, e ‖f(t, x(t)‖ ≤ C para todo t ≥ t0, dáı

‖x(t)‖α =

∥∥∥∥e−A(t−t0)x0 +

∫ t

t0

e−A(t−s)f(t)ds

∥∥∥∥
≤

∥∥∥e−A(t−t0)x0

∥∥∥+

∥∥∥∥∫ t

t0

e−A(t−s)f(t)ds

∥∥∥∥
=

∥∥∥e−A(t−t0)x0

∥∥∥+

∫ t

t0

∥∥∥e−A(t−s)f(t)ds
∥∥∥

≤
∥∥∥e−A(t−t0)

∥∥∥ ‖x0‖+

∫ t

t0

∥∥∥e−A(t−s)
∥∥∥ ‖f(t)‖ ds

≤
∥∥∥Aβ−α1 e−A(t−t0)

∥∥∥ ‖x0‖+

∫ t

t0

∥∥∥Aα1 e−A(t−s)
∥∥∥Cds.

≤ M(t− t0)−(β−α)e−δ(t−t0) ‖x0‖α +MC

∫ t

t0

(t− s)−βe−δ(t−s)ds.

que é limitado para t ≥ t0 + 1.

Observação 2.1. O argumento acima demonstra um grau de ”suavidade”, mesmo sem assumir

a compacidade do resolvente: se a solução é limitada em Xα, então ela é limitada em Xβ com

α < β < 1.
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Exemplo 2.1. Considere o seguinte problema de valor inicial

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
=
∂2u

∂x2
+ f(t, x, u(x, t))

u(0, t) = 0,

u(π, t) = 0, (0 < x < π, t > 0)

onde f : R+ × [0, π] × R → R é mensurável em X, localmente Hölder cont́ınua em t e localmente

Lipschitz cont́ınua em u, uniformemente em X, com

|f(t, x, u)| ≤ h(x)g(t, |u|),

h ∈ L2(0, π), g cont́ınua e crescente na segunda coordenada. Tome X = L2(0, π), A = − d2

dx2
com

domı́nio H2(0, π) ∩H1
0 (0, π), e D(A)

1
2 = H1

0 (0, π).

Provaremos que F : R+ ×H1
0 (0, π)→ L2(0, π), dada por

F (t, φ)(x) = −φ(x)φ′(x) + f(t, x, φ(x)), 0 < x < φ,

satisfaz as hipóteses dos Teoremas 2.2 e 2.3. Primeiramente note que para φ ∈ H1
0 (0, π), φ(x) =∫ x

0 φ
′(ξ)dξ, φ é absolutamente cont́ınua com

sup|φ(x)| ≤
√
π ‖φ‖ 1

2

e

‖F (t, φ)‖ =
∥∥−φ(x)φ′(x) + f(t, x, φ(x))

∥∥
L2(0,φ)

≤
∥∥−φ(x)φ′(x)

∥∥
L2(0,π)

+ ‖f(t, x, φ(x))‖L2(0,π)

≤
∥∥−φ(x)φ′(x)

∥∥
L2(0,π)

+ h(x)g(t, |φ(x)|)

≤
√
π ‖φ‖21

2
+ ‖h(x)‖L2(0,π) g(t,

√
π ‖φ‖ 1

2
)

e F aplica conjuntos limitados de R+ ×X
1
2 em conjuntos limitados de X. Também, se (t0, φ0) ∈

R+ ×X
1
2 , com φ0 cont́ınua, então existe uma vizinhança V de um conjunto compacto

{(t0, x, φ0(x)) : 0 ≤ x ≤ π} em R+× [0, π]×X
1
2 e constantes positivas L, θ tal que para (t1, x, u1) ∈

V, (t2, x, u2) ∈ V,
|f(t1, x, u1)− f(t2, x, u2)| ≤ L(|t1 − t2|θ + |u1 − u2|).

Portanto, existe uma vizinhança U de (t0, φ0) em R+×X
1
2 tal que (t, φ) ∈ U implica (t, x, φ(x)) ∈ V

para a.e 0 ≤ x ≤ π, e se (t1, φ1) ∈ U, (t2, φ2) ∈ U temos

‖f(t1, ., φ1(·))− f(t2, ., φ2(·))‖L2(0,π) ≤
√
πL

(
|t1 − t2|θ +

√
π ‖φ1 − φ2‖ 1

2

)
.
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Também, para qualquer φ1, φ2 em X
1
2 ,∥∥φ1φ

′
1 − φ2φ

′
2

∥∥
L2(0,π)

=
∥∥φ1φ

′
1 − φ1φ

′
2 + φ1φ

′
2 − φ2φ

′
2

∥∥
L2(0,π)

=
∥∥φ1(φ′1 − φ′2) + (φ1 − φ2)φ′2

∥∥
L2(0,π)

≤
∥∥φ1(φ′1 − φ′2)

∥∥
L2(0,π)

+
∥∥(φ1 − φ2)φ′2

∥∥
L2(0,π)

≤ ‖φ1‖
∥∥φ′1 − φ′2∥∥L2(0,π)

+ ‖φ1 − φ2‖
∥∥φ′2∥∥L2(0,π)

≤
√
π ‖φ1‖ 1

2
‖φ1 − φ2‖ 1

2
+ ‖φ2‖ 1

2

√
π ‖φ1 − φ2‖L2(0,π)

≤
√
π
(
‖φ1‖ 1

2
+ ‖φ2‖ 1

2

)
‖φ1 − φ2‖ 1

2

(Alternativamente, φ → φφ′ é um polinômio cont́ınuo de X
1
2 para X). Assim, todas as hipóteses

dos Teorema 2.2 e 2.3 são verificadas para esse problema.

2.3 Dependência cont́ınua e diferenciável de soluções

Teorema 2.6. Suponha que A é um operador setorial. Seja {fn(t, x), n = 0, 1, 2, ...} uma sequência

de pontos definidos em um conjunto aberto U ⊂ R ×Xα, para algum α ∈ [0, 1), em X, com cada

fn(t, x) localmente Lipschitz em X, localmente Hölder cont́ınua em t, e tal que

f0(t, x) = lim
n→∞

fn(t, x)

uniformemente para (t, x) em uma vizinhança de qualquer ponto de U . Também assuma as con-

vergências µn → µ0 > 0 e ‖xn − x0‖α → 0 quando n→∞ com (t0, xn) ∈ U.

Seja φn(t) solução maximal definida do problema
dφn
dt

+ µnAφn = fn(t, φn), t > t0

φn(t0) = xn

(2.8)

definida em (t0, t0 + Tn). Então T0 ≥ lim sup
n→∞

Tn e ‖φn(t)− φ0(t)‖α → 0 uniformemente em subin-

tervalos compactos de [t0, t0 + T0).

Demonstração: Suponha, sem perda de generalidade, que t0 = 0, x0 = 0, µ0 = 1, 1
2 < µn <

2, f0(t, 0) = 0 e φ0(t) = 0 em [0, t0). Caso contrário, considere as funções

ψn(t) = φn(t)− φ0(µn(t))

satisfazendo
dψn
dt

+ µnAψn = fn(t, ψn(t) + φ0(µnt))− µnf0(µnt, φ0(µn(t)).
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Escolha qualquer t1 em (0, T0), então [0, t1]×{0} é um conjunto compacto em U e portanto existem

δ > 0 e L > 0 tal que

‖f0(t, x1)− f0(t, x2)‖ ≤ L ‖x1 − x2‖α

para ‖x1‖α , ‖x2‖α ≤ δ, 0 ≤ t ≤ t1, ‖x‖α ≤ δ, e ‖fn(t, x)− f0(t, x)‖ → 0 uniformemente para

0 ≤ t ≤ t1, ‖x‖α ≤ δ.

Para n suficientemente grande, φn está definido em [0, t1]. De fato, uma vez que ‖φn(s)‖α ≤ δ

em 0 ≤ s ≤ t, temos

‖φn(t)‖α =

∥∥∥∥e−µA(t−t0)xn +

∫ t

t0

e−µA(t−s)f(s, φn(s))ds

∥∥∥∥
α

≤
∥∥∥e−µA(t−t0)

∥∥∥
α
‖xn‖α +

∫ t

t0

∥∥∥e−µA(t−s)
∥∥∥
α
‖f(s, φn(s))ds‖α

≤
∥∥∥Aα1 e−µA(t−t0)

∥∥∥ ‖xn‖α +

∫ t

t0

∥∥∥Aα1 e−µA(t−s)
∥∥∥
α
‖f(s, φn(s))ds‖α

≤ M(t− t0)αeµa(t−t0) ‖xn‖α +

∫ t

t0

M(t− s)−αeµa(t−s) ‖f(s, φn(s))ds‖α

≤ Meµat ‖xn‖+Mµ−α
∫ t

0
M(t− s)−αeµa(t−s) ‖fn(s, φn(s))− f0(s, φn(s))‖α ds

+ LMµ−α
∫ t

0
(t− s)−αeµa(t−s) ‖φn(s)‖α ds

então ‖φn(t)‖α ≤ C(‖xn‖α+ ∆n)eBt, ∆n = sup {‖fn(s, x)− f0(s, x)‖ : 0 ≤ s ≤ t1, ‖x‖α ≤ δ} , onde

B e C são independentes do n.

Considerando n é suficientemente grande tal que

CeBt1(‖xn‖α + ∆n) < δ,

segue que φn existe em [0, t1], e ‖φn(t)‖α → 0 uniformemente em 0 ≤ t ≤ t1 quando n→∞.

Lema 2.3. Seja A um operador setorial em X, 0 < T < ∞ e 0 ≤ β ≤ α < 1 + β. Então, as

aplicações

(µ, ξ)→
{
e−µAtξ, 0 ≤ t ≤ T

}
: R+ ×Xα → C([0, T ], Xα),

e

(µ, g)→
{∫ t

0
e−µA(t−s)g(s)ds, 0 ≤ t ≤ T

}
: R+ × C([0, T ], Xβ)→ C([0, T ], Xα)

são anaĺıticas.
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Demonstração: Fixando t > 0, temos que (µ, ξ)→ e−µAtξ é anaĺıtica com série de Taylor

e−(µ+δ)Atξ =
∞∑
n=0

1

n!
(−Atδ)ne−µAtξ,

convergente para |δ| pequeno. De fato, note que se
∥∥e−At∥∥ ≤M e

∥∥Ae−At∥∥ ≤Mt−1 em 0 < t ≤ T,
temos que t→ (At)ne−µAtξ é cont́ınua em Xα, 0 ≤ t ≤ T, (ver exerćıcio 8 da seção 1.4 de [4]) e

1

n!

∥∥(−Atδ)ne−µAtξ
∥∥
α
≤ nn

n!

(
M |δ|
µ

)n
‖ξ‖α ,

então a série converge uniformemente em 0 ≤ t ≤ T quando |δ| < µ
Me , provando a convergência em

C([0, T ], Xα). O outro caso é provado de forma análoga.

Lema 2.4. Sejam X,Y espaços de Banach, U um aberto em X, e J um intervalo compacto em R.
Se F : J × U → Y é uma função cont́ınua, a aplicação composição

x→ F (·, x(·)) : C(J, U)→ C(J, Y )

é cont́ınua.

Se (t, x)→ ( ∂
∂x)kF (t, x) é cont́ınua em J × U para k = 0, 1, ..., r, a aplicação composição é Cr.

Se isso vale para todo r e a série de Taylor para x → F (t, x) converge uniformemente em t ∈ J
próximo de cada x ∈ U, a aplicação composição é anaĺıtica.

Demonstração: Se xn, x ∈ C(J, U) e xn(t) → x(t) uniformemente em t ∈ J quando n → ∞,

mas ‖F (·, xn(·))− F (·, x(·))‖C(J,Y ) ≥ ε > 0, existe tn ∈ J com ‖F (tn, xn(tn))− F (tn, x(tn))‖ ≥ ε
2

para n grande. Existe uma subsequência t′n → t∗ ∈ J, e contradizemos a continuidade de F para

(t∗, x(t∗)).

Para cada 1 ≤ k ≤ r, ∂kF
∂xk

satisfaz as hipóteses do caso r = 0, e é uniformemente cont́ınua em

{(t, x(t)), t ∈ J} se x ∈ C(J, U). Pela volta do Teorema de Taylor(ver seção 1.2.5 de [4]) segue que

a aplicação composição é Cr. Para o caso anaĺıtico a estimativa direta do resto de Taylor prova o

resultado.
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2.4 Ação de suavidade da equação diferencial

Lema 2.5. Suponha que A é um operador setorial, g : (0, T )→ X satisfaz ‖g(t)− g(s)‖ ≤ K(s)|t−
s|γ para 0 < s < t < T < ∞, onde K(.) é cont́ınuo em (0, T ) e

∫ T
0 e−A(t−s)g(s)d(s). Então

G(t) =
∫ t

0 e
−A(t−s)g(s)d(s), 0 < t < T , é continuamente diferenciável de um intervalo aberto (0, T )

em Xβ, dado 0 ≤ β ≤ γ, e∥∥∥∥dGdt
∥∥∥∥
β

≤Mt−β ‖g(t)‖+M

∫ t

0
(t− s)γ−β−1K(s)d(s)

para 0 < t < T, onde M é uma constante independente de γ, β e g(.). Além disso, t → dG
dt é

localmente Hölder cont́ınua de (0, T ) em Xβ, se
∫ h

0 K(s)d(s) = O(hδ) quando h→ 0+, para algum

δ > 0.

Demonstração: Ver página 70 de [4].

Teorema 2.7. Suponha que A é um operador setorial, f : U → X é localmente lipschitziana em

um conjunto aberto U ⊂ R × Xα para algum 0 ≤ α < 1, e suponha que x̄(.) é uma solução em

[t0, t1] da equação
dx

dt
+Ax = f(t, x)

com (t, x̄(t)) ∈ U e
∥∥∥dx̄(t)

dt

∥∥∥
α

limitada em t0 ≤ t ≤ t1.

Se ‖x0 − x̄(t0)‖α é suficientemente pequeno, existe uma solução x(.) com x(t0) = x0 em t0 ≤
t ≤ t1 e, para qualquer 0 ≤ β < γ < 1,

t→ dx(t)

dt

é localmente Hölder cont́ınua de Xβ em (t0, t1] e∥∥∥∥dxdt (t)− dx̄

dt
(t)

∥∥∥∥
β

≤ K(t− t0)α−β−1 ‖x0 − x̄(t0)‖1−γα ,

para alguma constante K independente de t e x0.

Demonstração: A curva {(t, x̄(t)), t0 ≤ t ≤ t1} é um subconjunto compacto de U, então existe

uma vizinhança V dessa curva, com V ⊂ U e

‖f(t, x)− f(s, y)‖ ≤ L(|t− s|+ ‖x− y‖α) para (t, x) e (s, y) ∈ V. (2.9)

Defina

g(t, z) = f(t, x̄(t) + z)− f(t, x̄(t)), (2.10)
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onde t0 ≤ t ≤ t1, e ‖z‖α ≤ δ, para algum δ > 0 suficientemente pequeno tal que (t, x̄(t) + z) ∈ V .

Então g(t, 0) = 0, e usando 2.9 e 2.10, temos

‖g(t, z1)− g(t, z2)‖ = ‖f(t, x̄(t) + z1)− f(t, x̄(t))− f(t, x̄(t) + z2) + f(t, x̄(t))‖

= ‖f(t, x̄(t) + z1)− f(t, x̄(t) + z2)‖

≤ L(|t− t|+ ‖x̄(t) + z1 − x̄(t)− z2‖α)

≤ L ‖z1 − z2‖α ,

e

‖g(t, z)− g(s, z)‖ = ‖f(t, x̄(t) + z)− f(t, x̄(t))− f(s, x̄(s) + z) + f(s, x̄(s))‖

= ‖f(t, x̄(t) + z)− f(t, x̄(t)) + f(t, x̄(s))− f(t, x̄(s))− f(s, x̄(s) + z) + f(s, x̄(s))‖

≤ L ‖z‖α + ‖f(t, x̄(s))− f(s, x̄(s) + z)‖+ ‖f(s, x̄(s))− f(t, x̄(s))‖

≤ L ‖z‖α + L(|t− s|+ ‖z‖α) + L(|t− s|)

= 2L(‖z‖α + |t− s|)

≤ 2Lmin {‖z‖α , |t− s|(1 +M)} ,

onde M = sup
{∥∥dx̄

dt

∥∥
α
, t0 ≤ t ≤ t1

}
. Usando a desigualdade min {a, b} ≤ aγb1−γ sempre que

a, b ≥ 0 e 0 ≤ γ ≤ 1, segue que

‖g(t, z1)− g(s, z2)‖ ≤ L1(‖z1 − z2‖α + ‖z1‖1−γα |t− s|γ).

Se ‖z(t0)‖α é suficientemente pequeno, então a solução z(t) existe em [t0, t1] com ‖z(t)‖α ≤ δ.

Estimamos a continuidade de Hölder de z(.) : se t0 < t < t+ h < t1, então

z(t+ h)− z(t) = e(−At+h−t0)z0 +

∫ t+h

t0

e−A(t+h−s)g(s, z(s))ds− e−A(t−t0)z0

−
∫ t

t0

e−A(t−s)g(s, z(s))ds

= (e−Ah − I)e−A(t−t0)z0 +

∫ t0+h

t0

e−A(t+h−s)g(s, z(s))ds

+

∫ t

t0

e−A(t−s) {g(s+ h, z(s+ h))− g(s, z(s))} ds.

Se ‖z0‖α é suficientemente pequeno, ‖z(t)‖α ≤ k1 ‖z0‖α para t0 ≤ t ≤ t1, e então encontramos

‖z(t+ h)− z(t)‖α ≤ k2h
γ(t− t0)−θ ‖z0‖1−γα ,

onde θ = max(α, γ). Se g(t) = g(t, z(t)) então em (t0, t1)

‖g(t)− g(s)‖ ≤ k3(s− t0)−θ|t− s|γ ‖z0‖1−γγ
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e o Lema 2.5 se aplica: z(t) = e−A(t−t0)z(t0) +G(t), então∥∥∥∥dzdt (t)

∥∥∥∥
β

≤ constante (t− t0)α−β−1 ‖z0‖1−γα .
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Caṕıtulo 3

Aplicações

Neste caṕıtulo, aplicamos a teoria estudada nos caṕıtulos anteriores em problemas abstratos en-

volvendo equações diferenciais parabólicas. As equações diferenciais parabólicas são ferramentas

importantes para a modelagem de diversos problemas, alguns deles apresentados a seguir.

3.1 Exemplos

Esta seção é dedicada à apresentar modelos concretos de equações diferenciais parabólicas com o

objetivo de mostrar a aplicabilidade da teoria estudada na dissertação.

3.1.1 Equação do calor

A condução de calor em um meio estacionário é descrita pela equação diferencial

ρCp
∂T

∂t
= div(K∇T ) + ρq,

onde T é a temperatura, ρ é a densidade, Cp o calor espećıfico, K a condutividade, e q a taxa de

produção de calor por unidade de massa, onde esta última pode ser dependente ou independente

de T.

Se o meio está se movendo com dada velocidade v(x, t), então equação do calor será dada por

ρCp

(
∂T

∂t
+ ~v∇T

)
= div(K∇T ) + ρq.

Equações similares a esta descrevem a difusão de um fluido (ĺıquido ou gás) em um meio poroso,

mas nessas aplicações a difusão K frequentemente depende da concentração do fluido, que é T nas
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equações acima, se tornando uma equação quase linear ao invés de semilineares. Uma maneira de

reduzir o problema quase linear a um problema semilinear, é o seguinte:

suponha que K = K(T ) é uma função escalar positiva suave, e mudamos a variável de tempo para

s, e então temos um sistema de equações diferenciais parciais e ordinárias semilineares acopladas,
ρCp

∂T

∂s
= ∆T +

K ′(T )

K(T )
|∇T |2 +

ρq

K(T )

∂t
∂s = 1

K(T ) .

(3.1)

3.1.2 Fluxo de elétrons e buracos em um semicondutor

Seja p e n concentrações de buracos e elétrons, respectivamente, e V o potencial elétrico, temos a

seguinte equação 
∆V = −q(p− n+D)

∂n
∂t = div q µn(αn∇n− n∇V )−Rn(n, p)

∂p
∂t = div q µp(αp∇ p+ p∇V )−Rp(n, p),

(3.2)

onde D, q, µp, µn, αp, αn são constantes positivas e Rn, Rp são as taxas de recombinação.

A primeira equação, dadas as condições de fronteira apropriadas, dá V como uma função de p e n:

V = qG(p− n+D),

onde G é a função de Green apropriada. Substituindo esse V nas outras equações, temos um par de

equações diferenciais parciais parabólicas semilineares acopladas, onde os termos de ordem inferior

envolvem o operador integral G.

3.1.3 Reações qúımicas em um pellet de catalisador

Suponha que M1, ...,MN são as N espécies qúımicas envolvidas em R reações independentes∑N
i=1 νijMi = 0, para j = 1, ..., R. Seja Ci a concentração de Mi, e T a temperatura, tem-se

εp
∂Ci
∂t = div(Di∇Ci) +

∑R
j=1 νijfj (i = 1, ..., N)

ρCp
∂T
∂t = div(K∇T )−

∑R
j=1

∑N
i=1 νijHifj ,

(3.3)

onde fj = fj(C1, ..., CN , T ) é a taxa da j-ésima reação e Hi é a entalpia molar parcial de i-ésima

espécie (constante assumida).
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3.1.4 População genética

Suponha que A1 e A2 são os dois alelos numa população em um único gene do locus para 0 ≤ p, x ≤ 1

e t > 0, φ(x, t; p)dx é a probabilidade que a frequência em A1 no momento em que t está em

(x, x+ dx), dado que a A1-frequência é p para o tempo t = 0. Então φ satisfaz

∂φ

∂t
=

1

2

∂2

∂x2
(V (x, t)φ)− ∂

∂x
(M(x, t)φ),

onde M,V são a média e a variância da mudança na frequência do gene por geração(i.e por unidade

de tempo).

Se a densidade populacional for grande o suficiente para que a ”lei dos grandes números”possa ser

utilizada em populações locais, obtemos equações da forma
∂N
∂t = m2

2∆N + g(N, p)N

∂M
∂t = m2

2∆N + b(N, p) M
(1−s(1−p)) − d(N, p)M,

(3.4)

onde p = M
2N é a frequência local do gene A1, N e M são a população genética e A1-densidades

genéticas, g = b− d é a taxa de crescimento, m é a taxa de migração, e s é a vantagem seletiva de

A1, assumindo que A1 é dominante. Desde que s seja pequeno, essas equações tem quase a mesma

forma e podemos substituir a segunda equação pela seguinte equação, considerando p = M
2N :

∂p

∂t
=

(
m2

2N2

)
div(N2gradp) + b(N, p)sp

(1− p)
[1− s(1− p)]

.

Equações similares tem sido usadas para estudar dispersão de plantas e animais, e a propagação

geográfica de epidemias.

3.1.5 Dinâmica do reator nuclear

Seja ψj o fluxo de nêutrons no j-ésimo grupo de energia, ψ = col(ψ1, ..., ψn), V = diag(V1, ..., Vm),

onde Vj é a velocidade do grupo de energia j, Ci a densidade do percursor para o i-ésimo grupo

de nêutrons atrasados, com i = 1, ..., N e as matrizes A, f,X, e D medem absorção menos espa-

lhamento, fissão, espectro de emissão e difusão para várias classes de part́ıculas, respectivamente,

então 
V −1 ∂ψ

∂t = div(Dgradψ) + ((1− β)xF T −A)ψ +
∑N

i=1 λiXiCi

∂Ci
∂t = βiFTψ − λiCi, , com i = 1, ..., N.

(3.5)

O controle do reator é exercido por mudanças na matriz A.
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3.1.6 Navier-Stokes e equações relacionadas

Um importante sistema de equações, é o sistema de equações de Navier-Stokes, o qual descreve o

fluxo de um fluido viscoso incompresśıvel, que obviamente não se enquadra nessa classe de equações

parabólicas semilineares, que é dado por
∂v
∂t + (~v∇)~v = ν∆~v − 1

ρ∇ p

div ~v = 0,

onde ~v é a velocidade, p é a pressão, e ρ, ν são constantes positivas dadas, que representam a

densidade e a viscosidade cinemática, respectivamente. A segunda equação não envolve a derivada

no tempo, e a quantidade desconhecida p nunca aparece com a derivada no tempo.

Os sistemas relacionados são estudados da mesma maneira. Acoplando as equações de Navier-

Stokes com a equação do calor, e incluindo um termo convenção na equação do calor e um termo

de flutuação na equação de Navier-Stokes nos são fornecidas as equações de Boussinesq:

∂~v
∂t + (~v∇)~v = ν∆~v − 1

ρ∇ p+Grθ~g

div ~v = 0

∂θ
∂t + (~v∇)θ = 1

Pr
∆θ + ~v~g,

(3.6)

onde ~g é a direção da gravidade.

Para o fluxo e o campo magnético dentro da Terra, temos o seguinte sistema: (ver R.Hide [5])

∂v
∂t + (~v∇)~v = ν∆~v − 1

ρ∇p− 2~Ω× ~v + 1
ρµ(∇× ~B)× ~B

∂ ~B
∂t = λ∆ ~B +∇× (~∇× ~B)

div ~v, div ~B = 0,

(3.7)

Essas equações provavelmente admitem um tratamento semelhante.

As próximas seções são dedicadas a aplicar a teoria estudada nos caṕıtulos anteriores, a fim de

obter resultados qualitativos para os modelos apresentados.
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3.2 Equação do calor não-linear

Considere a equação do calor

∂u

∂t
= ∆u+ f(t, x, u,∇u), para t > 0, x ∈ Ω

∂u

∂n
+ a(x)u = 0, em ∂Ω, t > 0

u(x, 0) = u0(x) para x ∈ Ω,

(3.8)

onde Ω um domı́nio limitado em R3 com fronteira ∂Ω suave, f(t, x, u, p), p ∈ R3, é localmente

lipschitziana em todas as suas coordenadas, e para algum k real em 1 ≤ k < 3, e alguma função

B(t, r) cont́ınua

|f(t, x, u, p))| ≤ B(t, |u|)(1 + |p|k)

|f(t, x, u, p))− f(t, x, u, q))| ≤ B(t, |u|)(1 + |p|k−1 + |q|k−1)|p− q|

|f(t, x, u, p))− f(t, x, v, p))| ≤ B(t, |u|+ |v|)(1 + |p|k)|u− v|.

Além disso assumimos que a(x) é continuamente diferenciável em ∂Ω e a(x) > 0. Com o objetivo

de aplicar os resultados obtidos na seção 2.2, consideramos X = L2(Ω), Au = g, onde a função g

foi dada no Lema 2.5, quando u ∈ H1(Ω) e para todo v ∈ H1(Ω), segue do teorema de Green a

seguinte identidade ∫
Ω
g(x)v(x)dx =

∫
Ω
∇u(x)∇v(x)dx+

∫
∂Ω
a(x)u(x)v(x)ds.

Então A é auto-adjunto e definido positivo, e D(A) contém todo u ∈ C2(Ω) tal que ∂u
∂n + au = 0

em ∂Ω, neste caso

Au = −∆u em Ω.

De fato,

D(A) =

{
u ∈W 2,2(Ω)/

∂u

∂n
+ au = 0 em ∂Ω

}
,

uma vez que esse é um problema de fronteira regular para um operador fortemente eĺıptico (ver

[2]). Segue que Xα ⊂ W 1,q(Ω) se α > 1
2 e 1

q >
5−4α

6 , e Xα ⊂ L∞(Ω) se α > 3
4 . Portanto, se

1 > α > max
(

3
4 ,

(5k−3)
4k

)
, temos

Xα ⊂W 1,2k(Ω) ∩ L∞(Ω)

com inclusão cont́ınua. Então, quando u ∈ Xα, e

F (t, u)(x) = f(t, x, u(x),∇u(x))), x ∈ Ω,
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temos que

‖F (t, u)‖L2(Ω) = ‖f(t, x, u(x),∇u(x))‖L2(Ω)

=

(∫
Ω
|f(t, x, u(x),∇u(x)|2

) 1
2

≤
(∫

Ω
B(t, |u|)2(1 + |∇u(x)|k)2

) 1
2

≤ B(t, ‖u‖L∞(Ω))(µ(Ω))
1
2 + ‖u‖kw1,2k(Ω)),

onde µ é a medida de Lebesgue.

As outras estimativas são similares e vemos que as hipóteses dos teoremas 2.2 e 2.3 são ve-

rificadas, então quando u0 ∈ Xα, existe uma única solução u(t;u0) em algum intervalo maximal

0 ≤ t < t1 e t1 = +∞ ou ‖u(t;u0)‖α →∞ quando t→ t−1 .

Portanto, temos uma solução da forma abstrata da equação do calor. Mas, de fato, quando

t > 0, u(t;u0) ∈ D(A) e t → du
dt ∈ X

α é localmente Hölder cont́ınua quando t > 0, pelo teorema

2.7 , então

(t, x)→ u(t, x;u0),
∂u

∂t
(t, x;u0)

também são cont́ınuas em t0 < t < t1 e x ∈ Ω̄.

Além disso, u ∈ D(A) implica ∇u ∈W 1,2(Ω) ⊂ L6(Ω), então

Au = F (t, u)− du

dt
∈ L

6
k (Ω).

Isso implica que u ∈W 2, 6
k (Ω), então ∇u ∈W

1
6k (Ω) ⊂ Lq(Ω) se 1

q >
k−2

6 . Se k < 2,∇u(t, .) é Hölder

cont́ınua.

Se u(t, ·) ∈W 2,Pn(Ω) então(como acima) u(t, ·) ∈W 2,Pn+1(Ω) se 1
Pn+1 > k( 1

Pn
− 1

3) e se 1 ≤ k < 3

eventualmente temos Pn > 3 e ∇u(t, .) Hölder cont́ınua então F (t, u) ∈ Cδ(Ω) para algum δ > 0 e

u(t, .) ∈ C2+δ(Ω).

Portanto, para t > 0, (t, x) → u(t, x;u0) é continuamente diferenciável em t, duas vezes conti-

nuamente diferenciável em x, e nós temos uma solução clássica.
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3.3 Outra não linearidade

Considere o seguinte problema do valor inicial
∂u

∂t
= ∆u− λu3, para t > 0, x ∈ Rn

u(x, 0) = u0(x) para x ∈ Rn,
(3.9)

onde λ é uma constante não negativa fixada e u0 é uma dada função suave em Lp(Rn) para algum

2 ≤ p <∞ com p > n
2 .

Para fazermos uso dos resultados obtidos na seção 2.2, considere X = Lp(Rn) e seja A o fecho

em X do operador diferencial −∆ = −
∑n

j=1
∂2

∂x2j
em C∞0 (Rn). Seja A1 = A + I e Xα = D(Aα1 ),

com α ≥ 0. Então Xα = Lp2α(Rn), o Espaço de Bessel, que tem as seguintes propriedades:

- quando 2α = k é um inteiro ≥ 0, Xα = W k,p(Rn);

- quando 2pα < n, 1
q ≥

1
p −

2α
n , ∞ > q ≥ p, Xα ⊂ Lq(Rn);

- quando 2pα > n, 0 ≤ ν < 2α− n
p , X

α ⊂ Cν(Rn);

- quando 0 ≤ k ≤ 2α e 1
q ≥

1
p −

2α−k
n , Xα ⊂W k,q(Rn).

Se 1 > α > n
2p , temos∥∥u3 − v3

∥∥
Lp(Rn)

≤ C
(
‖u‖2L∞(Rn) + ‖v‖2L∞(Rn)

)
‖u− v‖Lp(Rn)

≤ C1(‖u‖2α + ‖v‖2α) ‖u− v‖α
‖u‖3Lp(Rn) ≤ C1 ‖u‖3α

então as hipóteses da seção 2.2 são verificadas, e temos existência local e unicidade. Note, en-

tretanto, que o resolvente de A não é compacto. Provaremos a existência global quando λ ≥ 0.

Contanto que a solução exista, temos

d

dt

∫
Rn
|u(x, t)|3pdt = 3p

∫
Rn
|u|3p−2u(∆u− λu3)dx

= −
∫
Rn

(3pλ|u|3p+2 + 3p(3p− 1)|u|3p−2|∇u|2)dx ≤ 0.

Portanto, ∫
Rn
|u(x, t)|3pdt ≤

∫
Rn
|u(x, 0)|3pdx

≤ C ‖u(., 0)‖3pα , para todo t > 0,
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contanto que a solução exista, então a solução existe para todo t > 0 (exerćıcio 1, seção 3.3 de [4]).

De fato, a solução tem ‖u(·, t)‖β limitado para todo t ≥ 1 e para qualquer β < 1, para

u(t+ 1)− e−Au(t) = −λ
∫ t+1

t
e−A(t+1−s)u3(s)ds,

então
∥∥u(t+ 1)− e−Au(t)

∥∥
β

é limitado para t ≥ 0. Mas ‖u(t)‖ = ‖u(t)‖Lp(Rn) é também limitado

para todo t ≥ 0, como acima, dáı para t ≥ 0, temos

‖u(t+ 1)‖β ≤
∥∥e−Au(t)

∥∥
β

+ C ≤ C1.

Agora a não-linearidade, −λu3, é uma aplicação polinomial limitada de Xα em X, então a solução

depende analiticamente em t > 0 e u0 ∈ Xα, com valor em Xα. Podemos também estabelecer

suavidade na variável x. Por exemplo, u ∈ X1+α implica∥∥Au3
∥∥
Lp

=
∥∥3u2∆u− 6u|∇u|2

∥∥
Lp(Rn)

≤ 3 ‖u‖2L∞ ‖Au‖+ 6 ‖u‖L∞ ‖u‖
2
W 1,2p(Rn)‖u‖2

w1,2p(Rn)

≤ C ‖u‖31+α

para alguma constante C, desde que Au ∈ Xα ⊂ L∞(Rn) ∩ Lp(Rn) implica u ∈ W 1,q(Rn) para

qualquer p ≤ q <∞. Dáı segue que u(t) ∈ X1+α para qualquer t > 0, e por argumentos similares,

para qualquer β ≥ α,
t→ u(t) ∈ Xβ

é cont́ınua quando t > 0 (ver exemplo 1 e 2, seção 3.5 de [4]).

Portanto, temos uma solução u existente para todo t > 0, dado u(0) ∈ Xα, e tal que (t, x) →
u(t, x) é anaĺıtica em t > 0 e frequentemente infinitamente diferenciável em x ∈ Ω; em particular,

temos uma solução clássica, que é limitada para todo t > 0.

3.4 A equação de Navier-Stokes

Considere para t > t0,

∂uj
∂t
− 1

Re
∆uj = − ∂p

∂xj
−

3∑
k=1

uk
∂uj
∂xk

+ fj(x, t)

para j = 1, 2, 3,

div u =
3∑
j=1

∂uj
∂xj

= 0
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com valor de fronteira u = 0 em ∂Ω× [t0,∞) e valor inicial u(x, t0) = u0(x) para x ∈ Ω, onde Ω é

um domı́nio limitado em R3 com ∂Ω suave.

À primeira vista, a teoria da Seção 2.2 não se aplica, já que uma das quantidades desconhecidas

p(a pressão) não aparece com uma derivada de tempo, e uma das equações(divu = 0) também não

tem derivada tempo. No entanto, escolheremos o espaçoX de modo que div u = 0 automaticamente,

e dessa forma, o termo de pressão sai das equações.

Se u : Ω→ R3 é continuamente diferenciável, div u = 0, e o componente normal un desaparece

em ∂Ω, então para qualquer escalar φ ∈ C1(Ω),∫
Ω
u∇φdx = 0.

Por outro lado, um campo de vetor suave u, que é ortogonal para todos os gradientes, deve satisfazer

div u = 0 em Ω, un = 0 em ∂Ω.

Seja Hπ o fecho L2(Ω,R3) de
{
∇φ/φ ∈ C1(Ω)

}
, e seja Hσ o fecho L2(Ω,R3) de{

u ∈ C1(Ω,R3)/div u = 0 em Ω, un = 0 em ∂Ω
}
.

Então Hπ, Hσ são subespaços ortogonais fechados em L2(Ω,R3). De fato,

L2(Ω,R3) = Hπ ⊕Hσ.

Para provar isso, é suficiente mostrar que todo u : Ω → R3 suave, u = 0 próximo de ∂Ω, tem a

forma u = v +∇φ com v ∈ Hσ e ∇φ ∈ Hπ. Mas podemos escolher que φ seja uma solução de
∆φ = div u, em Ω

∂φ
∂n = un = 0 em ∂Ω,

(3.10)

então φ é suave e v = u−∇φ também é suave, div v = 0 em Ω, vn = 0 em ∂Ω.

Denote P a projeção ortogonal de L2(Ω,R3) em Hσ. Projetando a equação de Navier-Stokes

em Hσ, obtemos formalmente

dv

dt
+ µAv = N(v) + fσ(t), v(t) ∈ Hσ,

onde µ = 1
Re(Re- número de Reynolds), A = −P∆ com dados de fronteira zero, N(v) = −P (v grad)v,

e fσ(t) = Pf(·, t).
Seja u, v ∈ C3

0 (Ω) ∩Hσ, um subespaço denso de Hσ, então Au ∈ Hσ,

(Au, v) = (u,Av)

(Au, u) = (−∆u, u) =

∫
Ω
|grad u|2dx ≥ 0.
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Portanto, podemos supor que A é um operador auto-adjunto densamente definido em Hσ. No

trabalho de Odqvist ([9]) foi investigado o problema de valor de fronteira Au = f , i.e.
−∆u+∇p = f, div u = 0 em Ω

u = 0 em ∂Ω,
(3.11)

pelos métodos da teoria potencial, e estimativas obtidas para a função de Green que prova que

H1
σ = D(A) ⊂W 2,2(Ω) ∩Hσ

com inclusão cont́ınua (ver [65]). Ou seja, se

1

2
< α < 1, Hα

σ ⊂W 1,q(Ω,R3) dado
1

q
>

(5− 4α)

6
, e

3

4
< α < 1,

Hα
σ ⊂ L∞(Ω,R3).

Agora considere o termo não linear:

‖N(v)‖ ≤ ‖v‖L∞ ‖∇v‖L2 ≤ C ‖v‖2α se α >
3

4
,

então N é um polinômio limitado de Hα
σ em Hσ, se α > 3

4 .

Segue do teorema 2.2 que se v(t0) ∈ Hα
σ e t → fσ(., t) é Hölder cont́ınua em Hσ para t ≥ t0,

existe uma única solução v(t) em algum intervalo maximal t0 ≤ t < t1, e a solução depende

analiticamente de v(t0) e o número de Reynolds Re = 1
µ > 0.

Suponha de fato que, na equação original, (x, t) → f(x, t) é C1+δ, para algum δ > 0, x ∈
Ω, e t0 ≤ t < t1; então (x, t)→ fσ(x, t)(fσ = Pf) é lipschitiziana em (x, t). Mostramos que temos

uma solução clássica do sistema original.

Argumentando como nos exemplos acima, se t > t0, (x, t)→ v(x, t) é C2+δ em x, C1+δ em t, para

algum δ > 0, então

P

{
∂v

∂t
(·, t)− µ∆v(·, t)− (v grad)v + f(·, t)

}
= 0.

Mas a quantidade entre colchetes é Hölder cont́ınua em Ω, então é o gradiente de uma função

C1+δ, p(·, t), para cada t, que também é cont́ınua em t.
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Caṕıtulo 4

Apêndice

Teorema 4.1. (Teorema da Limitação uniforme) Seja E e F dois espaços de Banach e seja (Ti)i∈I

uma famı́lia (não necessariamente enumerável) de operadores lineares cont́ınuos de E em F. As-

suma que

sup
i∈I
‖Tix‖ <∞,∀x ∈ E.

Então

sup
i∈I
‖Ti‖L(E,F ) <∞.

Em outras palavras, existe uma constante c tal que

‖Tix‖ < c ‖x‖ ∀x ∈ E, ∀i ∈ I.
Obs: A demonstração está na página 32 do Brezis (Teorema 2.2)

Teorema 4.2. (Teorema da Contração) Seja X um espaço métrico completo compacto e f : X → X

uma aplicação. Dizemos que f é uma contração se:

d(f(x), f(y)) < d(x, y), para todo x, y ∈ X com x 6= y.

Existe um único ponto z tal que

f(z) = z.

Teorema 4.3. (Desigualdade de Grönwall) Se, para t0 ≤ t ≤ t1, φ(t) ≥ 0 e ψ(t) ≥ 0 são funções

cont́ınuas tais que a desigualdade

φ(t) ≤ K + L

∫ t

t0

ψ(s)φ(s)ds
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se mantenha em t0 ≤ t ≤ t1,com K e L sendo constantes positivas, então

φ(t) ≤ Kexp
(
L

∫ t

t0

ψ(s)ds

)
,

sendo t0 ≤ t ≤ t1.

Teorema 4.4. Seja A ∈ L(X), onde X é um espaço de Banach. Se ||A|| < 1, então (I − A)−1

existe e é um operador linear limitado.

Definição 4.1. Um operador T é dito fechável, se existe alguma extensão S de T que é fechado.

Ou seja, T ⊂ S e S é fechado.
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