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Resumo

Neste trabalho, estudamos existéncia, unicidade e dependéncia continua de solucoes de
uma classe de equagoes diferenciais parabdlicas semilineares. A abordagem utilizada foi
teoria de semigrupos, operadores setoriais e poténcia fracionaria de operadores.

Palavras-chave: Equagoes Diferenciais Parabdlicas; Operadores Setoriais; Poténcia

Fracionaria de Operadores
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Abstract

In this work, we study the existence, uniqueness and continuous dependence of solu-
tions for a class of semilinear parabolic differential equations. The approach used was

semigroup theory, sectorial operators and fractional power of operators.

Keywords: Parabolic Differential Equations; Sectorial Operators; Fractional Power

Operators
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Introducao

O estudo de equagoes diferenciais é de grande importancia, visto que essas equagoes sao ferramentas
para a modelagem de diversos tipos de problemas na matematica, fisica, quimica, biologia, entre

outros. Muitos fendmenos fisicos podem ser descritos por equacoes diferenciais parciais.

Este trabalho teve como foco as equacoes diferenciais do tipo parabdlicas semilineares. Traba-
lhamos com problemas que variam com o tempo, como por exemplo a equacao do calor. O objetivo é
trazer uma abordagem tedrica de semigrupos de operadores lineares, operadores setoriais, poténcias

fracionarias e aplicd-la em problemas com equacoes diferenciais parabdlicas.

Estudamos problemas de existéncia e unicidade de solugao para equacoes abstratas da seguinte

forma
d
d;: + Az = f(t,x), t > 1o
:L‘(to) = X,

onde X é um espago de Banach, A : D(A) : X — X é um operador setorial, f é uma funcao
nao linear, xg € X é um dado inicial e z : I C R — X ¢é uma funcao desconhecida com ty € 1.
A abordagem desse problema serd via Teoria dos Semigrupos de Operadores Lineares. A seguir,

apresentamos a estrutura da dissertacao.

No Capitulo 1, estudamos contetidos preliminares que compoem toda a base tedrica desse tra-
balho, sao eles, teoria de semigrupos de operadores lineares e poténcias fraciondrias. Neste capitulo
trabalhamos com caracterizacao dos geradores de semigrupos lineares, vimos o Teorema de Hille-
Yosida e o Teorema de Lumer-Phillips, os quais nos permite caracterizar o gerador infinitesimal de
um Cp-semigrupo de contragao. No Capitulo 2, apresentamos o problema do valor inicial e resulta-
dos envolvendo existéncia, unicidade e dependéncia continua da solugao. Ja no Capitulo 3, expomos
varios exemplos de aplicagoes das equacgoes diferenciais parabdlicas e também aplicamos a teoria

vista nos Capitulos 1 e 2 em problemas especificos envolvendo equacgoes diferenciais parabdlicas,



dentre elas a equacao do calor e a equacao de Navier-Stokes.



Capitulo 1

Preliminares

Neste primeiro capitulo serao abordados definicoes e resultados de conteiidos que servirao como

base para o nosso trabalho.

1.1 Semigrupos Uniformemente Continuos de Operadores Linea-
res Limitados

Essa primeira se¢ao sera dedicada ao estudo sobre Semigrupos de Operadores Lineares limitados.

Definicao 1.1. Seja X um espaco de Banach. Uma familia a um parametro {T(t)}tzm de opera-
dores lineares limitados de X em X é um semigrupo de operadores lineares limitados em X se

(i) T(0) =1 (I é o operador identidade de X );

(i) T(t+s)=T(t)T(s), para todo t,s > 0.

Definigao 1.2. Um semigrupo de operadores lineares limitados, {T(t)},~q, € uniformemente continuo
se

li T(t)—1I|]=0.
Jim [7(2) 1|

Chamamos de gerador infinitesimal do semigrupo {7'(¢)},> , ao operador A definido por

_ +
Az — lim Tt)r —x _d T(t)x
t—0+ t dt

9

t=0

com dominio definido por

D(A) = {x € X; lim T(t)j_x existe} :

t—0t+



Observacao 1.1. Da Defini¢do 1.2, seque que se {T'(t)},~, € um semigrupo uniformemente continuo

de operadores lineares, entao
lim ||T'(t) — T(s)|| = 0.

t—s

De fato, considere t > s, entdo existe u > 0 tal que t = s + u. Assim,

IT@) =Tl = |T(s+u) =T(s)]]
= [IT(s)T(u) = T(s)ll
= [IT(s)(T(w) = DI

KI|T(w) = 1],

IN

onde K € uma constante. Fazendot=s+u—s = u — 0, temos que

lim|[7(¢) — T(s)]| < K lim [|(T(u) — T)]| = 0.

0

Teorema 1.1. Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente

continuo se, e somente se, A é um operador linear limitado.

Demonstragao: (<) Seja A um operador linear limitado em X, vamos mostrar que A é o gerador
infinitesimal de um semigrupo uniformemente continuo {7'()},~,-

Considere

= (A"
T(t) = et = g ( ‘) , para todo t > 0,
n!
n=0

e A um operador linear limitado.

tA)

Note que a série Z é convergente, para todo t > 0. De fato, como A € L(X), da

n=0
(leAlD™ _ (elliAD™
n! - n!

!tHlAH)

desigualdade

, para todon =0,1,2, ...,

o0
tA)™
segue que a série Z converge. Pelo Teste da Comparacao, a série Z (t4)

n=0 n! n=0
> A
n!

converge,

é convergente. Logo, T(t) = e estd bem

e como L(X) é de Banach, segue que a série

n=0

definido para todo t > 0.



Por outro lado,

oo
tr A"
tA _
G o
o)
[ A™]
< 2
n=0
< Al

(zA)"

n!

o
O que garante que a série Z define um operador linear limitado T'(t), para todo ¢. Além
n=0

disso, note que

T(t) = e = Z (t:‘)n
n=0 ’

é um semigrupo de operadores lineares. De fato,

+..=1

(i) T(0) = ™ = [+ 04 + 22

(ii) Para s,t > 0, temos

X ngn o Sk k
TH)T(s) = etdesh = < t:!l ) (Z k’?)

Portanto, T(t) = ¢4 é um semigrupo de operadores lineares.

AT

Como T'(t) é limitado, a série '
n!

converge uniformemente. De fato, por hipétese temos
n=0
(el AID™

o0
queAGE(X),tSO,easérieZ '
n!

n=0

¢ uma série convergente de nimeros reais com

(s
n!

n n n n
Al A
n! - nl

paratodon € Net > 0.

5



Assim, pelo Teste de Weierstrass,

o o
trA™ tA™

S St

L n!

n=0
sao uniformemente convergentes.
o0 AT
n!

Logo, a série ¢é uniformemente convergente.

n=0

Afirmamos que T'(t) = e!4 é um semigrupo uniformemente continuo. De fato, seja

k
- tnAn B th 1AAn 1”
_Z n—l ’ B Z (n—1)!
(e[| Al !
< Al
< ”A”; (n— 1)
NI
< HAHZT
n=0 '
<

(1 Al)™
n=0 ’

= ||A]| e™NAllL

Dal, segue que,

- All)" — ([t] |A]})"+
i A
le IH—; nl n; (n+1)!

R |t| ||A|r i

< [¢ Al Z

= |t HAHeM HAH.

De onde concluimos que
[l = I1] < [¢] [|A]" AL

Portanto,

lim || — I|] = 0.
t—0

Logo, T(t) = e!4 é um semigrupo uniformemente continuo de operadores lineares limitados em X.
Além disso, note que

A"

iad —1

6

ot




X (A"
I+ +) =1
— n=2 —A

IA
=
WE

£

n=2

< tHAHQetHAH.

Assim,

HT(t)_I—AH < ||All [le" - 11] = [|All IIT(¢) - 1],

o que implica que
Tt)—1
Ut _ A

lim
t—0t

Logo, temos que A é o operador infinitesimal do semigrupo 7'(t) = et

(=) Seja A o o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente continuo {7'(¢)},5,, va-
mos mostrar que A é um operador linear limitado.

Seja {T(t)}tzo um semigrupo uniformemente continuo de operadores lineares limitados em X.
Entao temos que ||T(t) — I|| — 0 quando ¢t — 07. Disso, segue que existe p > 0 (suficientemente

pequeno) tal que

1 [° 1 [°
H/ T(t)dt—IH < / 1T(t) - 1]| < 1.
P Jo P Jo
1 [P
Pelo Teorema 4.4 (ver Teorema 3.1, pag 35, de [11]), temos que o operador [I — (I - = / T(t)dt)}
P Jo
1 [P P
é invertivel. Ou seja, — / T(t)dt € L(X) é invertivel, e portanto o operador / T(t)dt também o
PJo 0
é.
Dado h > 0,

T(h;—f /Op T(t)dt = flz/op T(t+ h)dt — fll/op T(t)dt,

fazendo a mudanca de variavel s =t + h na primeira integral do lado direito da igualdade acima,

temos

T(h)_l/pT(t)dt —
0

1
h h
_ ]11[ /0 N e - /0 hT(t)dt] - [ /0 - /p p+hT(t)dt]



+h h
_ i/p T(t)dt-i/o T(t)dt

p

T@L‘I _ [}t /perhT(t)dt— flb/ohT(t)dt] . [/OPT(t)dt}l.

Fazendo h — 07, temos
P -1
A= (T(p)-1) ( / T(t)dt) .
0

Entao,

Portanto, A € £(X).
O

Da Definicao 1.1, estd claro que um semigrupo {7'(t)},~, tem um tnico gerador infinitesimal.
Por outro lado, todo operador linear limitado A é o gerador infinitesimal de um semigrupo unifor-
memente continuo {7'(t)},~,.- Uma questao que surge é se tal semigrupo é tnico.

A resposta é afirmativa, e serd provada no Teorema a seguir.

Teorema 1.2. Sejam T'(t) e S(t) semigrupos uniformemente continuos de operadores lineares
limitados. Se

S(t) — 1

limM = A =lim )t’ (1.1)

t—0 t t—0
entao T(t) = S(t), para todo t > 0.

Demonstragao: Vamos mostrar que dado 7" > 0, S(t) = T'(t) para 0 < ¢t < T.
Como as aplicagoes t — ||T'(t)|| e t — [|S(t)]| sdo continuas, existe uma constante C' tal que
T 1S(s)]| < C, para0<set<T.

Dado ¢ > 0, segue de 1.1 que existe 6 > 0 tal que

1 T(h) — I S(h)—1 €
l — < ||l =2 - _ B — — < h <o. .
T () = s H ; AH+H ; Al < 7 para 0 < h <6 (1.2)

t
Seja 0 <t < T eescolhan >1 tal que — < §. Pela propriedade do semigrupo e por 1.2, segue que
n

r(o) =5 ()

IT(t) = S@)l|

< Sr(n-nt)s () rw-k-nt)s (0]
< (o) )-GO




IN

Q

3
|
\

< e

Como tomamos ¢ > 0 arbitrdrio, temos que T'(t) = S(t) para 0 <t < T.
O

Coroldrio 1.3. Seja {T'(t)};~, um semigrupo uniformemente continuo de operadores lineares li-
mitados. Entao

(a) Eziste uma constante w > 0 tal que ||T(t)|] < e*t;

(b) Existe um tinico operador linear limitado A tal que T(t) = e*4;

(c) O operador A do item (b) € o gerador infinitesimal de T(t);

(d) t — T(t) € diferencidvel na norma e %&t) = AT(t) =T(t)A.

Demonstragao: (a) Dado ¢ > 0, existe 6 > 0, tal que
||T(t) — I|| < e, para todo t, tal que 0 <t <4,

€ como

@I = LI < [|T() = 11},

tem-se

||IT(t)|| <1+¢e =K, para todo t, tal que 0 <t < §.

Além disso, para cada t > 0, existe um inteiro nao negativo n, tal que t = nd + r, onde 0 < r < 4.

Dai, temos
Tl = [|T(né+r)ll
= [[T00)"T(r)ll
< |T@)" [ 1T (r)]]
< KKs5
= Ke"

onde W =6 HnK > 0.

(b) Note que o gerador infinitesimal de {T'(¢)},~, ¢ um operador linear limitado A, que também



o (tA)"

é o gerador infinitesimal de e definido por e*4 = Z . Portanto, pelo Teorema 1.2 , segue

— nl
que
T(t) = e
(c) Segue da demonstracao do item (b).
(d) Seja t > 0 fixado. Para todo h > 0,
T T - T
dt h—0 h
_ (h)—1I
=1 T(t
B0 h ®)
= AT(t)
= T(t)A

1.2 Semigrupos fortemente continuos de operadores lineares limi-
tados

Definicao 1.3. Um semigrupo {T'(t)},~, de operadores lineares limitados em X € um semigrupo

fortemente continuo de operadores lineares limitados se

lim T(t)z = x, para todo x € X,

t—0t+
isto €,

|T(t)z — z||x — 0 quando t — 0.

Um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares limitados em X é chamado de semi-

grupo de classe Cp, ou simplesmente um Cp-semigrupo.

Teorema 1.4. Seja {T(t)},~, um Co-semigrupo. Existem constantes w >0 e M > 1 tal que
IT@)I < Me™,

para 0 <t < oo.

10



Demonstragao: Inicialmente vamos mostrar que existe § > 0 tal que ||T'(¢)|| é limitado para
0 <t <4 Isto é, que
IT(t)|| < M, para todo t € [0,0], com M > 1.

De fato, vamos supor que ||T'(t)|| seja ilimitado para todo 6 > 0. Portanto, para todo n € N, existe
uma sequéncia {t,} < - tal que ||T'(¢,)|| > n. Dal, pelo Teorema da Limitacao Uniforme *, segue
que existe z € X tal que||T(t,)z|| > n|z|. Isto é, ||T (t,)z| é ilimitado. Mas isso contradiz a
continuidade forte de T' () em ¢ = 0. Portanto, existe ntimero real M tal que ||T'(¢)|| < M,Vt € [0, J]
e como ||T'(0)|| = 1, temos que M > 1.

Além disso, dado t > 0, temos t = nd + r, para algum inteiro nao negativo n, e algum nimero real
r tal que 0 < r < 4.

Se considerarmos w = §'inM > 0, entdo e%! = M%, para todo t > 0.

Portanto, pela propriedade de semigrupo, temos

17|

[T (nd + )|
[T T ()l
1@ 17(r)l
Mn+1

A A Al
S £ £

o que conclui a demonstragao.
O
Corolério 1.5. Se {T'(t)};> € um Cy-semigrupo, entio para todo x € X, t — T(t)x € uma fungao
continua de RT em X.
Demonstragao: Para cada x € X, defina a funcao

f: [0,00) — X
t  —f)=T@Hx

Vamos mostrar que f é continua. Para isso, considere t > 0 e h > 0, com t > h. Dessa forma,

tem-se
[fE+h)—fOI = [TE+h)z—T(t)|

11



= IT@T )z - T(t)z|
= [[T@O(T(h)x — )]
< NTOI Tz —«|

< Me"' || T(h)x — x|

Portanto,
If(t+h) = f)] < Me* | T(h)x —z] .

Segue que || f(t + h) — f(t)|| = 0 quando h — 0. O que mostra a continuidade & direita de ¢.

Para a continuidade a esquerda, sejam t > 0e h > 0

1f@) = fE=n)l = [Ttz —T(—h)z|
= |T(t+h—h)z—T(t—h)z|
= [T(W)T(t—h)z—T(t—h)z)|
1T = )| T (h)z — ]
MM T(h)e — 2.

IN

Dai,

1 (t) = (= h) Me"M T (h)z — |

IN

< MeY' || T(h)x —z|.

Dal, segue que

| f(t) — f(t — R)|| — 0, quando h — 0.

Portanto, temos que f é continua.

O seguinte resultado é muito importante para cédlculos que envolvam semigrupo.

Teorema 1.6. Sejam {T'(t)},~, um Cy-semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Entao

t+h
(a) Para z € X, hm / s)xds = T(t)x;

(b) Para x € X, / s)zds € D(A) e

A<AH@n@>:T@x—x

12



(¢) Para x € D(A), T(x)x € D(A) e

d
aT(t);g = AT (t)x = T(t)Aw;

(d) Para v € D(A), T(t)x — T(s)xr = /t T(r)Azdr = /t AT (T)zdr.

Demonstragao: (a) Pelo Teorema do Valor Médio para Integrais, segue que existe 7 € [t,t + h]

tal que

t+h 1
lim — / T(s)xds = lim 7 T(7)zhds
t

h—0 h h—0
= limT(7)x, 7€ [t,t+h]
h—0
= T(t)x.
(b) Seja z € X e h > 0. Assim,
_ ¢ t
T“ZI(/T@WM) = X [ rmyr(s)e - T(s)2) ds
0 0

h

1 t

7 /0 (T'(h+ s)x—T(s)x)ds
1

t+h 1 h
= h/t T(s)xds—h/O T(s)xds.

Aplicando o limite com A — 0% em ambos os lados da igualdade acima, e utilizando o (a), temos

A(A%@pw)—T@m—@

como querl'amos provar.

(c) Seja z € D(A) e h > 0. Temos
T(h)—1I _ T(h)T(t)x —T(0)T(t)x
— T(t)x = -
= T(t) <T(h>ZT(O)> x — T(t)Az, quando h — 0.
Logo,
T(t)xr € D(A) e CS;T(t)J: = AT (t)xr =T(t)Ax.

13



Resta mostrar que para t > 0, a derivada a esquerda de T'(t)x existe e é igual a T'(t) Ax.

De fato, z < h <0,

lim TM)z - T =Rz _ T(t)Ax| = lim T(t—h) Thr=a Az
h—0+ h h—0t h
+ lim (T'(t — h)Az —T(t)Az) = 0.
h—0t

Note que o primeiro termo do lado direito da igualdade acima é zero, pois = € D(A) e | T(t — h)]|

é limitado para 0 < h < t, e o segundo termo é zero pela continuidade de T'(¢).

(d) Integrando a derivada no item (c) de s a t, segue do Teorema Fundamental do Célculo que

t d t
/dtT(T){L‘dT = /AT(T)xdT
S St
T(1)Axdr.

I
—

Portanto

~+

Tt)r—T(s)x = AT (1)xdr

~+

T(7)Axdr.

— o

Observacao 1.2. Seja X um espago de Banach. Um operador linear A : D(A) C X — X
é dito fechado, se para cada sequéncia {x,},.; em D(A) que converge para um ponto x € X tal
que Ax, — y € X, tem-se que:

r€D(A) e Az =uy.

Corolério 1.7. Se A € o gerador infinitesimal de um Co-semigrupo {T'(t)},>q, entio D(A), o

dominio de A, € denso em X e A € um operador linear fechado.

Demonstragao: Para cada x € X, considere

1 t
xp = / T(s)zds.
tJo

Do item (b) do Teorema 1.6 , temos que x; € D(A), para todo t > 0, e pelo item (a) do mesmo
Teorema, temos

t

1
limz; =lim — [ T(s)zds =T(0)x = .
t—0 t—=0 ¢ Jo

Portanto, r; — x quando ¢ — 0. Assim, temos que D(A) = X. Isto é, D(A) é denso em X.
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Mostremos entao que A é um operador fechado. De fato, tome z,, € D(A) tal que x,, — = e
Az, — y, quando n — oo.

Do item (d) do Teorema 1.6, temos que

Ttz — T(0)z, = ( /0 tT(T)A:BndT> o, (1.3)

Note que
T(r)Az, — T(7)y, quando n — oo.
Fazendo n — oo em 1.3, temos

T(t)r —x = /0 T(T)ydr.

E pelo item (a) do Teorema 1.6, temos

T(t)r —x 1/t
lim —— = lim - | T dr =T0)y =y.
t_1>r(1)n+ t t—1>%1+ t Jo (T)ydr 0y =y
Portanto,
T(t)r —
lim (D) $:yAx:y.
t—0+t

Logo, x € D(A) e Az = y. O que mostra que A é fechado.

O

Teorema 1.8. Seja {T'(t)},5q e {S(t)}>o Co-semigrupos de operadores lineares limitados com

geradores infinitesimais A e B, respectivamente. Se A = B, entdo T(t) = S(t) para t > 0.

Demonstragao: Seja x € D(A) = D(B). Pelo item (c) do Teorema 1.6 , segue que a fungao
s—T(t—s)S(s)z
¢ diferenciavel e

%T(t —5)S(s)r = —AT(t—s)S(s)x —T(t —s)BS(s)x
= —T(t—s)AS(s)z+T(t—s)BS(s)x
= 0.

Portanto, s — T'(t — s)S(s)x é constante e em particular, isto é,

O que implica que
T(t)x = S(t)z, para todo z € D(A), t > 0.
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Como D(A) é denso em X, implica que para todo z € X, existe =, € D(A) tal que x,, — x quando
n — 0o. Queremos mostrar que T'(t)x = S(t)x, para todo x € X.

Note que T'(t)x,, — S(t)z, = 0, pois z,, € D(A). Dai, temos que

lim (T(t)z, — S(t)xn) = O.

n—o0

O que implica que T'(t)x — S(t)x = 0. E portanto, temos

T(t)xr = S(t)x, para todo z € X.

O]

Teorema 1.9. Seja A o gerador infinitesimal do Co-semigrupo {T(t)},5q. Se D(A™) é o dominio
de A", entao Ny D(A"™) € denso em X.

Demonstragao: Seja D o conjunto de todas as fungoes C*° de valores complexos em (0, 00) de

suporte compacto. Para x € X e ¢ € D, considere

y=xz(p) = /000 o(s)T'(s)x ds.
Se h > 0, entao
POty = 4 [ e me - 7o
= [ hlels =1~ o(eT(s)ads

O integrando do lado direito da igualdade acima converge uniformemente para —¢'(s)T'(s)z em

[0,00) quando h — 0. Portanto y € D(A) e

L T(h)-T
A= oy S

Y= /0 ' (s)T(s)x ds.

Observe que, se ¢ € D entao go(”), a n-ésima derivada de ¢, também pertence a D, paran = 1,2, ....

Dai, repetindo o procedimento anterior, temos que y € D(A™).

Ay = (—1)"/ " (s)T(s)xds, para n=1,2,...
0

e consequentemente y € No>; D(A™).
Seja Y um espaco gerado por {z(¢);z € X,p € D}. Dessa forma, Y é uma variedade linear. E

pelo que provamos até agora, segue que Y C No2; D(A™).
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Para concluir a prova, vamos mostrar que Y é denso em X. Suponha que Y nao seja denso em
X, enta@o pelo Coroldrio 1.8 de [3], existe um funcional z* € X*, com z* # 0 tal que z*(y) = 0, para

todo y € Y. Portanto,

/Ooo p(s)z"(T(s)x) ds = x* </OOO o(s)T(s)x ds> =0, Ve € X, ¢ €D. (1.4)

Isso implica que a func¢ao continua s — x*(7T'(s)z) deve ser identicamente nula em [0, c0), pois caso
contrario, seria possivel escolher ¢ € D tal que o lado esquerdo de 1.4 nao se anulasse. Portanto,
em particular para s = 0, z*(x) = 0. Isso segue para todo z € X e portanto terfamos z* = 0,

contrariando a hipétese de z*. Portanto, temos que Y é denso em Ny~ D(A").
O

Lema 1.1. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo T (t) satisfazendo | T(t)|| < M para
t > 0. Se x € D(A?), entdo
2
| z|? < 402 || A%a]| ]

Demonstragao: Ver Lema 2.8 de [10].

O]

Exemplo 1.1. Seja X o espaco de Banach de funcoes limitadas uniformemente continuas em

(—00,00) com a norma do supremo. Para f € X definimos

(T(t)f)s = f(t+s)

Mostremos inicialmente que T'(t) é limitado. Para isto, considere f € X, s € Ret > 0
arbitrarios. Temos,

IT@)fII = sup [(T()f)(s)|

seR

= sup [f(t+5)|
seR

= I/l

Portanto, |[(T'(t) f)|| = lf]| e IT(#)[| = sup IT(@)f1l = sup If]l = 1. Dai, segue que || T(#)[| = 1.
S €

Afirmamos que {T'(t)},5, ¢ um semigrupo. De fato, dados f € X e s € R, arbitrérios, temos
(1) (T'(0)f)(s) = f(0+ s) = f(s), para todo s > 0. Dai, segue que T'(0)f = f, para todo f € X.
Logo, T'(0) = 1.
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(ii) Dados t1,t2 € [0,00), temos

(T(t+1)f)(s) = flti+ta+5)
= (T(t)f)(t2 +5)
= T(t)(T(t2) f)(s).
Ou seja,
T(t1 +t2) = T(t1)T(t2).

Portanto, {T'(t)},>, ¢ um semigrupo.

Por fim, afirmamos que 7'(¢) é um Cp-semigrupo. De fato,

(T@F)(s) = f()] = [f(s+1) = f(s)],

como |t + s — s| = |t|, e sabendo que, por hipétese, f é uniformemente continua, dado € > 0, existe
d > 0 tal que |t| < d implica que

[f(s+1) = f(s)] <e,
ou seja, |t| < §, implica que
[(T(#)f)(s) = fls)] <e.
Portanto, {T'(t)},>q ¢ um Cop-semigrupo de operadores lineares limitados, satisfazendo ||T'(¢)|| <1,

para todo t > 0.

Observacao 1.3. A linearidade de T(t) seque da soma e produto por escalar de fungaies.

A seguir apresentamos o gerador infinitesimal de {7'(t)},~. Seja A : D(A) C X — X o gerador
infinitesimal de {T'(t)},5o. Para isso, considere f € D(A), s € R e h > 0 quaisquer. Assim,

T(h) -1 T(h)f(s) = T(0)f(s)

hlif&Tf(s) - hlg(r)l+ h
o S = 1)
h—0+ h
= f'(s)
Portanto,
A(f(s)) = f/(s), para todo f € D(A),
onde

D(A)={feX; ' existee f' € X}.
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Note que, como ||T'(t)|| < 1, segue do Lema 1.1, que

(suplf'))? < 4(suplf” (s)]) (supl f(s)]).

Essa ultima desigualdade é denominada Desigualdade de Landau, onde o sup é tomado sobre

(—00,0).

Observacgao 1.4. Esse ezemplo pode ser modificado para o caso onde X = LP(—00,0),1 < p < o0.

1.3 O Teorema de Hille-Yosida

Seja {T'(t)};>o um Co-semigrupo. Do Teorema 1.4 , segue que existem constantes w > 0 e M > 1
tal que || T'(t)|| < Me™* para t > 0. Se w = 0, T(t) é chamado uniformemente limitado, e se além

disso M =1, {T'(t)},5, ¢ chamado de um Cp-semigrupo de contragio.

Essa secao é voltada para a caracterizacao dos geradores infinitesimais de Cpy-semigrupos de
contragao. Condigoes no comportamento do resolvente de um operador A, que s@o necesséarias e
suficientes para que A seja o gerador infinitesimal de um Cj semigrupo de contragao, sao dadas.
Lembrando que se A é um operador linear em X, ndo necessariamente limitado, o conjunto resol-
vente p(A) de A é o conjunto de todos os nimeros complexos A\ para os quais AI — A é invertivel,
isto é, (A — A)~! é um operador linear limitado em X.

A familia R(\ : A) = (\[ — A)~!, com )\ € p(A), de operadores lineares limitados ¢ denominada

uma familia de operadores resolventes de A.

Teorema 1.10. (Hille-Yosida) Um operador(ilimitado) linear A € o gerador infinitesimal de um
Co-semigrupo de contracoes {T(t)},~o, t > 0 se e somente se

(i) A € fechado e D(A) = X;
1 conjunto resolvente e A contém e para todo A > 0
0 l p(A) de A ‘m RT do A

[R(A = A} <

>| =

Demonstragao: (=) (i) Seja A é o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo de contragao

{T'(t)};>0 em X, entao pelo Coroldrio 1.7, temos que A é fechado e D(A) = X.

(ii) Para todo A > 0 e € X, defina



Como a fungao f : RT — X dada por f(t) = T(t)z, para todo x € X, é continua, a integral
imprépria [ e MT(t)x dt estd bem definida e define um operador linear R(X).

Além disso,
|UﬂAMﬂ——”/ eMT@puﬁH < L/ M) dt
0 0

o0
< / e || dt
0
o0
_ mw/ o gt
0

1
= 3 lz|| ,Vz € X.

Pois,

[e'e] e—/\b
/ e Mdt = lim e Mdt = lim ——
0

b— o0 b—oo —A

Portanto, temos

1
|R(N)z|| < X llz||, para todo z € X.

O que implica que
[FOVIIES

ou seja, R(\) é um operador linear limitado.

(1.5)

> =

Afirmamos que R(\) = R(A : A), para cada A > 0. De fato, sejam A > 0 e h > 0 quaisquer.

Temos,

=L roye = I/W'NTOUWO—Dmﬁ

1 o0
= h/ e MT(t) ):Cdth/o e NT(t)x dt
1 oo
= / e MT(t+ h)xdt — — / e MT(t)xdt,
hJo h Jo

fazendo a mudanca de varidvel s = t 4+ h na primeira integral do lado direito da igualdade anterior,

temos

Th)—1 1 [ 1 [
LR()\)ac = / e M)z ds — / e MT () dt
h A h
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o0 1 o
/ e_As+>‘hT(s)9:ds—/ e MT () dt
h h 0
6)\h

00 6)\11 h 1 00
/ e MT(zdt — — [ e NT(t)x dt) - / e NT () dt
hJo hJo h Jo

I
TN S

Ah—1

h A rh
= / e NT () dt — / e NT(t)x dt.
0 hJo

Q

h

Aplicando o limite com h — 0T, temos

T(h)—1 Ah 1 oo A rh
lim LR(A)x — lim (& / e M)z dt — S / e NT () dt
h—07+ h h—0t h 0 h 0
e>\h -1 6)\h h Y
= hli%l+ < . RNz — h/o e "T(t)x dt)
= AR\)z —=z.
Pois, pelo Teorema 1.6 (a), temos
M q AO+h) _ X0
lim & — lim & ¢ (e Aet A
h—0+t h h—0+ h =0 =0
e
1 h 1 0+h
lim eAh/ e NT(H)xdt = lim — [/ e_AtT(t):vdt} = .
h—0+ h Jo r—0t+ h | Jo
O que implica que R(A\)z € D(A), paratodox € X e A >0, e
ARN)x = AR(\)z —x
= AR(\) = AR(\) — I
= (M —A)R\) =1. (1.6)

Por outro lado, para quaisquer x € D(A), temos

ROV (Az) = /0 T () Al dt

= /00 e MA(T(t)x) dt

0

= A </OOO e MNT(t)z dt>

= ARMN)z).

Portanto,

RO\ (Az) = A(R(\)z).
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Assim, pela identidade 1.6, para todo x € D(A)
RAN)(M —A)x = AR(MN)x — R(\)(Ax)
= AR(N)zx — AR(\)z
= (M—-—A)RNx

= X.

Consequentemente,
RA)(M — A) = 1. (1.7)

Por 1.6 e 1.7, implica que (A — A)~! = R(\).
Portanto, como por definicdo, R(\: A) = (A — A)~!, com A > 0, segue que
R(A) =R(A: A).
E de 1.5, concluimos que

IRV = |[R(\: A)|| < ~, para todo A > 0.

>| =

Logo, temos

|IR(A: A)|| < —, para todo A > 0,

> =

como queriamos demonstrar.

O]

Lema 1.2. Seja A satisfazendo as condigoes (i) e (i) do Teorema 1.10 e seja R(A : A) =
(M — A)~L. Entao

lim AR(A: A)z =z, para z € X.

A—r00

Demonstracao: Notemos que
IN = IAD-A+A
= (IN-A)+ A

Portanto, A(IXA — A)~! = I + AR()\ : A), para todo A € R,. Assim, dado qualquer x € D(A) e
A€ R4, tem-se

IAR(A: A)x —z| = |AR(A: A)z|
= |R(\: A)Azx|

1
< X|Ax\ — 0, quando A — o0;
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Observe que D(A) é denso em X e [[AR(X: A)|| < 1, donde segue que
AR(A: A)x — x, quando A — oo para todo z € X,

ou seja,

/\lim AR(A : A)x = x, para todo x € X.
— 00

Definigao 1.4. Definimos, para todo A > 0, a aprorimac¢do de Yosida de A por

Ay =MAR(\: A) = R(\: A) — M.

Observe que A) é uma aproximagao de Yosida no sentido do resultado a seguir.

Lema 1.3. Seja A satisfazendo as condigoes (i) e (ii) do Teorema 1.10. Se Ay é a aprorimagdo
de Yosida de A, entdo

lim Ayz = Az, para x € D(A).

A—00
Demonstragao: Para x € D(A), pelo Lema 1.2 e a definigdo de A), temos que
lim Ayz = lim AR(\: A)Azx
A—00 A—00
= lim AAR(\: A)z
A—00
= Auz.
Portanto, lim Ayx = Azx.
A—00
O

Lema 1.4. Seja A satisfazendo as condigées (i) e (ii) do Teorema 1.10. Se Ay é a Aproximagdo
de Yosida de A, entdo Ay € o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente continuo de

contragio et . Além disso, para todo x € X, e \, ju > 0, temos

HetA*ac - etA“xH <t|Axz — Auz|.

Demonstragao: Da definicao da Aproximagao de Yosida, temos que Ay é um operador linear

limitado. Pelo Teorema 1.1, A) é o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente continuo
{T(t) = et >0} =T).
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Afirmamos que I') é um semigrupo uniformemente continuo de contragoes. De fato, para qualquer

t > 0, temos que

HemA H _ Het(A2R(>\:A)—>\I) H

Heth(,\;A)e_t(M) H

- i (A" [[R(A = A)"|

n!

IN

n=0

= 1

Portanto,

et H = 1. Além disso, notemos que, para quaisquer x € X e A, u > 0, tem-se

La
otAx _ ptAn :/ 9 (etsn 1= g
0 ds

logo,

R I A

1
/ ¢ HetsA,\ et(l_S)Au
0

< t HA)\J:‘ — Au.rH .

La
/ 7(6tsA>\et(1fs)A# dS)
0

1
/O s (=) An (A2 — A2t ds)

IN

|Aye — Ayz|| ds

Portanto, temos que ||e!z — e!duz|| < t||Ayz — A,z

Finalmente, vamos provar a volta do Teorema 1.10.
Demonstragao: Inicialmente, provemos que {7T'(t)},~, ¢ um Cp-semigrupo. Para isso, sejam x €

D(A), A\, > 0 arbitrarios, pelo Lema 1.4, obtemos

ITA(t)x — Tu(t)zl| = |eMa —edea]|
< tl|Ayz — Az
= t||Axz — Az + Az — A,
<t Az — Az|| +t | Az — Az (1.8)
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De 1.8 e pelo Lema 1.3, segue que

lim Ty\(t)z = lim ez = T(t)z, para todo = € X, (1.9)

A—00 A—00

em que a convergéncia é uniforme em intervalos limitados. Além disso, para cada A\ > 0, T)\(t) é

um semigrupo. Assim, para todo x € X e t,s > 0,

o T'(0)xr = lim T\(0)x = Iz = z;
A—+00

o I'(t+ s)x = )\li_}n; Ty\(t + s)x = /\li_)nolo T\(t)Tx(s)x =T ()T(s)x.

Além disso,

17| = || lim e || = lim HetA*H < lim 1=1.
A—00 A—00 A—00
Portanto,
1T < 1.

Como T)\(t)z — T'(t)x uniformemente, entdo T)(t)x é continua, para todo x € X e t > 0, dai
segue que
lim T(t)xr =T(0)x = [z = x.

t—0t

Portanto, {T'(t)},~, ¢ um Cp-semigrupo de contracoes.

Mostraremos a seguir que A é o gerador infinitesimal de {T'(¢)},5,. Para isto, seja z € D(A)

qualquer, por 1.9 e pela segunda parte do item (d) do Teorema 1.6, segue que

Ttz —z = lim (ez — 1)
A—00

t
= lim </ eSAAAAxds>
A—00 0
t
= /T(S)Aazds, (1.10)
0

onde essa tltima igualdade ocorre em virtude do Lema 1.3 e da convergéncia e!4% Ayz — T(t)Ax,

quando A — oo, para todo = € X.
Suponha que o operador B : D(B) C X — X é o gerador infinitesimal de {T(t)},,, assim,
para qualquer x € D(A), de 1.10 obtemos pelo Teorema 1.6 (a), que

T(t)x — I
Bz = lim Mo -z = lim — | T(s)Azds = Ax,
t—0+ t t—0t+ t Jo
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donde D(A) C D(B) e, consequentemente A = B . Além disso, como B é o gerador infinitesi-
D(A)
mal de T'(t), entao 1 € p(B), ou seja I — B é invertivel. Por outro lado, pela hipétese (ii), temos

que RT C p(A), donde 1 € p(A), logo 1 € p(A) N p(B). Assim,
(I-A)D(A) =X e (I-B)D(B)) =X

ede A=8B , obtemos
D(4)
(I = B)(D(A)) = X e (I - A)(D(4)) = X,
donde D(A) = (I — B)~'z = D(B). Disso, e como A = B , segue que A = B. Portanto, A é o

D(A)
gerador infinitesimal de T'(t).

Vejamos algumas consequéncias do Teorema 1.10.

Corolario 1.11. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes {T'(t)},~,. Se

Ay € a aproximacao de Yosida de A, entdo

T(t)z = lim ez para z € X.
A—00

Demonstragao: Da prova do Teorema 1.10, segue que da igualdade acima que S(t) define um

Co-semigrupo de contragao, cujo gerador infinitesimal é A. Entdao do Teorema 1.8, temos que
T(t) = S(t).
O

Corolério 1.12. Seja A o gerador infinitesimal de um Co-semigrupo de contragoes {T'(t)},~q. O
conjunto resolvente de A contém o semi plano direito aberto, isto é, p(A) 2 {\: ReX > 0} e para

tal A

1
A < —.
1RO 4)] < 2

Demonstragao: Inicialmente note que o operador
oo
R(\)z —/ e MT(t)x dt
0

estd bem definido para A satisfazendo ReA > 0. Além disso, na prova da ida do Teorema 1.10, foi

mostrado que R(A\) = (A\] — A)~! e portanto
p(A) D {\: ReX > 0}.
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Além disso, para todo = € X,

[R(A)z]]

/OOO e MT(t)x dtH

| ez ol as
0

< / €Re(—k)t Hl,” dt
0

IN

= Izl
Rex I
1

Ademais, R(A) = R(XA: A), donde segue que [|[R(A: A)| < %

O]

Exemplo 1.2. Seja X = BU(0,00), isto €, o espaco de todas as fun¢oes uniformemente continuas
limitadas em [0, 00). Defina

(T()f)(s) = ft+s).
No Ezemplo 1.1 ja mostramos que ||T(t)|| = 1, ou seja, que T(t) é um Cy-semigrupo de contra¢ao
em X. Também, ainda pelo exemplo 1.1, temos que o gerador infinitesimal A de T(t) tem dominio

descrito por

D(A)={f:f.[ € X} e (Af)(s) = f'(s) para f € D(A).
Do Coroldrio 1.12, sabemos que p(A) D {\: ReX > 0}. Além disso, para todo nimero complexo \,
a equacio (A — A)py = 0 tem solucdo ndo trivial px(s) = e**. Se ReX < 0, ¢y € X e portanto o

meio plano esquerdo fechado estd no espectro o(A) de A.

Observacao 1.5. Seja {T(t)},5o um Co-semigrupo satisfazendo | T(t)|| < e**(para algum w > 0).
Considere
S(t) = e “'T(t).

Note que S(t) é um Cy-semigrupo de contragao. De fato, como T(t) € L(X), entao S(t) € L(X) e
consequentemente, {S(t);t > 0} C L(X). E mais, para quaisquer t,s > 0 temos
e S(0) = e v0T(0) = I;
e Sejam s,t > 0, entdo
S(s+1t) = e Pt +5)
= e WeTWST(4)T(s)
= (e7"'T(t)) (e (s))

= S()S(s).
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e Para todo x € X,

St —a| = |eT™T(t)a — 2
= e T (t)z — e "ta + ez —
< e TMT()x — e x| 4+ e — 2
= [e!| [T (t)x — x| + e — 1| [z| = 0, quandot — 0™

o |S()| = He‘th(t)H <e Whewt =0 =1,

De (i)-(iv), seque que S(t) € um Cy-semigrupo de contragoes.

Suponhamos B : D(B) C X — X € o gerador infinitesimal de S(t), assim,

h—0t

N —
D(B) = {x € X; lim S();a: existe }, e para todo x € X,

S(hyr —xz e ™T(h)x—=x
R e
e vhT(h)z — emvhy N e why — g
B h h
e (T(h)x —x) (e PNz
= - + (1.11)

Logo, para todo x € D(B), temos de 1.11 que

T(h)x — S(h)x — —wh _q
lim M = lim |e®! M _evt (T2 | = Bzx+wz, para todo x € D(B),
h—0+ h h—0+ h h
—wh
-1 S(h)x —
ja que hli}rzr)l+ et =1, hhjéﬂ GT =—we hligﬂ ()Z:x = Bz, para todo x € D(B).

Se x € D(B), entio v € D(A), ou seja, D(B) C D(A) e

Ax = Bz +wx

= Bx = Az — wz, para todo x € D(A).

Agora, seja x € D(A) qualquer. De 1.11, de maneira andloga,
S(h)r —x e M T (h)x — x) N (e7wh — 1)z

lim —=—— = 1i
i h hs0t h h
Logo, D(A) C D(B) e Bx = Az — wz.

Assim, D(A) = D(B) e, para todo x € D(B) = D(A), tem-se

= Az — wz, donde x € D(B).

Bx = Ax —wzx = B=A—wl.
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Observagao 1.6. Se A ¢ o gerador infinitesimal de {T'(t)},~,, entdo A — wl € o gerador infi-
nitesimal de {S(t)};>o- Por outro lado, se A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de
contracao {S(t)},~q, entdo A+wl € o gerador infinitesimal de um Co-semigrupo T (t) satisfazendo

IT@)] < €.

Essas observagoes nos levam a caracterizacdo dos geradores infinitesimais de Cp-semigrupos

satisfazendo ||T'(t)]| < e¥!.

Corolario 1.13. Um operador A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo satisfazendo

|T(#)| < e® se, e somente se,

(i) A € fechado e D(A) = X;

(ii) O resolvente p(A) de A contém o raio {\: ImA=0,\ > w} e para tal A

1
A—w

IRA: A < -
Demonstragao: (=) O item (i) segue diretamente do Corolario 1.7.

Provemos o item (ii). Para Re\ > w, defina
R(\)z :/ e MT(t)xdt.
0

t

Esta integral estd bem definida, pois por hipétese ||T'(t)|| < e e a fungao dada por f(z) =

e MT(t)z é continua, para todo t > 0. Temos

RO )| = \ / e-”w)mdtH
0
< / e 1oy an
0
< [l
0
= / WMt gg., (1.12)
0
Como
[e%) b
/ cw NG = qim [ eVt g
0 b—o0 0
b (w—A)b
= lim [ & I
b=oo Jg w—A  w—A
1
_ _ 1.13
N (1.13)



De 1.12 e 1.13, temos que

1
R(A:A)| < .
1RO A)) < 5

—w

(<) Suponha que as condigoes (i) e (ii) sejam validas. Entao, as condigoes (i) e (ii) do Teorema
1.10 sao verificadas por A — wl, pois D(A) = D(A —wl) e

RA+w:A)=R(\: A—wl),
para todo A > 0.

Como consequéncia, A — wl é o operador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracao que
denotaremos por {S(t)},~,. Fazendo o mesmo processo realizado no inicio da prova, é possivel
mostrar que A é o gerador infinitesimal do semigrupo T'(t) = e“'S(t). E mais, naturalmente

|T(t)] < e®t, para todo t > 0.
0

Essa secao serd concluida com um resultado que muitas vezes é 1til para provar que um de-
terminado operador A satisfaz as condigoes suficientes do Teorema 1.10, e portanto, é o gerador

infinitesimal de um Cyp-semigrupo de contracao.

Definigcao 1.5. Seja X um espaco de Banach e X* seu dual. Nds denotamos o valor de x* € X*,
para x € X, por < x*,x > ou < x,x* > . Se A € um operador linear, sua imagem numérica S(A)

€ 0 conjunto
S(A) ={<a* Az >:x € D(A),||z|| =1,2" € X", ||lz"|| = 1. < 2™,z >=1}.

Teorema 1.14. Seja A um operador linear fechado com dominio D(A) denso em X. Seja S(A) a
imagem numérica de A, e seja ¥ o complemento de S(A) em C. Se A € 3, entdo \I — A € injetiva
e tem imagem fechada. Além disso, se X é um componente de X satisfazendo p(A)NXy # 0, entdo

o espectro de A estd contido no complemento Sy de X, e

1R A <

d(X: S(A))

onde d(\ : S(A)) € a distancia de X a S(A).

Demonstragao: Seja A € ¥ =C — S(A). Sex € D(A),||z]| = 1,2* € X*,||z*|| =1e < z*,x >=
1, ou seja, < z*, Az >€ S(A)(pela definigao de S(A)), em particular, < z*, Az >€ S(A), j& que

30



S(A) C S(A).
Por definigao, sabemos que d(A : S(A)) = inf {|)\ —z|,z € S(A)} . Dai,

0<dA:SA) <|\—<z" Az >| = |<z"\x— Az > |
< [l Az — Ax]]
= H)\f’«"—AUCHa

isto é, [[(A] — A)z|| > 0. Logo, (A — A) é injetiva, pois caso contrario, (Al — A)(z) = 0 para algum

para algum zx # 0, o que é uma contradigao.

Afirmamos que Im(\ — A) C X é fechado. De fato, seja {y,} C Im(A— A) tal que y,, — y para
algum y € X. Temos que provar que y € Im(A — A).
Para isso, para n € N, seja x,, € D(A) tal que y, = (A — A)x,,. Entéo, para todo m,n € N,

o< 5T < o= (=3 )|
Portanto,
0<dX:S(A). lzn —zml < (A= A) (@0 — zm)||
= yn — ymll-

Como ||yn — ym|| — 0 quando m,n — oo, também temos que ||z, — || — 0, isto é, {z,} C D(A)
é de Cauchy. Entao a sequéncia {z,, (A — A)x,} C Grafico(A — A) converge para (z,y). Visto que
Grafico(A — A) é fechado, (x,y) € Gréfico(A — A). O que implica que y = (A — A)x € Im(\ — A).

Além disso, para A € p(A) (ou seja, (A\I — A)~! existe), temos

d\: S(A) < Az — Azl = [[(M - Az
< A= Al
= M- Al
Portanto, . .
_ -l — )
1050 2 Tor—ay) ~ I =7 = 1R A1
Isto é, .
: e : S(A) : -1
IIR(/\-A)IISd)\ S d(A:S(A) < [[R(A: A

Resta mostrar que se ¥y é uma componente de ¥ que tem uma interse¢ao nao vazia com o

conjunto resolvente p(A) de A, entao o(A) C Sp.
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Para tanto, considere o conjunto p(A4) N Xy. Sabemos que p(A) é aberto em C. Logo, p(4) N Xy é

aberto em Y (definicdo de aberto relativo).

Mostremos que p(A) N3y é fechado em Xy. Para isto, considere A, € p(A)NXg e A, = A € 3.
Dai, para n suficientemente grande, temos

A0+ 5CA)) > Sd(: 5(A)) > 0.7)

E consequentemente, para n suficientemente grande, também temos que

A= An| < d(Ap: S(A)).(I1)
Com efeito,

o d(\,: S(A)) = inf{LMl—znh41€4YZS}
= [An — 2l

D — A+ A — 2,

D= Al = A=zl (4)

inf {IX = z]; 20 € S(A)}

A = 2]

A= An+ A — 20

A Anl = [An =2l (B)

[ ]
U
—~
>
=
N
| VAR |

v

Fazendo (A) — (B), obtemos
AN\, : S(A) —d(A:S(A)) > —|A — zp| + | A — 20]-
Para n suficientemente grande, temos que A, — A, logo,

“IA = za| + [An — 2a] — 0.

Ou seja, para n grande, temos

Provando assim (I7).

Para mostrar (II), note que d(A: S(A)) > 0, dai, para n grande

d(\ : S(A4))
2

IA— A < <



assim temos (II).

Sabemos que a ”distancia”é continua, logo para n grande, temos que

d(\, : S(A)) = d(X\: S(A)), quando n — oo.

Mas, d(X : S(A)) < [[R(A: A)|| ™", entdo temos que para n grande
A=Al <d(An: S(A)) < |RO, : A7

-1
|

E disso segue que A estd na bola de raio [|R(\, : A)||” " centrada em \,, o que implica que A € p(A),

pois p(A) é um conjunto aberto e A\, € p(A), e portanto p(A) N Xy é fechado em Xy. Como Xy é

uma componente conexa, e p(A) N Xy é um subconjunto de ¥y aberto e fechado em Xy, segue que
p(A) D p(A)NEy =39 ou p(A)N¥y=0.
Mas por hipétese, p(A) 2 X, ou seja

(p(A))° € (3%0)° = a(A) € So.

1.4 O Teorema de Lumer Phillips

Na secao anterior vimos a caracterizacao de Hille-Yosida do gerador infinitesimal de um Cp-
semigrupo de contracao. Nessa se¢do veremos uma caracterizacao diferente para tais geradores

infinitesimails.

Para provar o resultado principal dessa secao, precisamos de algumas preliminares.
Seja X um Espacgo de Banach e seja z* seu dual. Denotamos o valor de z* € X* para ¢ € X por

< z*,x > ou < z,x* > . Para todo z € X, definimos o conjunto dualidade F(z) C X* por
Flz) = {o" € X* e <a*,2>= o’ = |o*|*} .

Note que do Teorema de Hahn-Banach(ver [3]), segue que F(x) # &, para todo = € X.

Defini¢ao 1.6. Um operador linear A € dito dissipativo, se para todo x € D(A), existe um z* €

F(z) tal que Re < Az,z* ><0.
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O resultado a seguir, nos dd uma caracterizacao para operadores dissipativos.
Teorema 1.15. Um operador linear A € dissipativo se, e somente se, |[(A — A)z|| > X||z|, para

todo x € D(A) e A > 0.

Demonstragao: (=) Como A é um operador dissipativo, com A > 0 e x € D(A), entao existe

x* € F(x) tal que Re < Az,z* >< 0, e portanto

v

| < (A= A)z,z" > |
Re < (A —A)z,z" >

A = A)|| ||

v

Re(< Az, x* > — < 2", Ax >)

Re(A < z*,x > — < a*, Az >)

= |I(AL = Azl ||l = Re(A||z]* — < 2*, Az >)

MMz||> = Re(< z*, Az >) > \|z|)?.

Portanto,
IAL = Azl [l]| = ]|

O que implica que,
(AL — A)z|| = Al

(<) Seja x € D(A), e assuma que A ||z| < |[A\z — Az||, para todo A > 0.

Se yy € F(Ax — Ax) e 2} = yi‘ ,entdo |z5||=1e
13
Az < Az — Az|| = <Az — Az, 2} >

= ARe <uz,z) > —Re < Ax, z} >

< Az|| = Re < Az, 2z} >,¥YA > 0.

Portanto,
Mzl < X|z|| — Re < Az, 2} > .
Assim,
Mzl = Az] £ —Re < Az, 2} >
0 < —Re<Az,z\ >
0 > Re< Az, 2z} >.
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Portanto temos Re < Ax,z} >< 0.

E dessas desigualdades acima, temos
. 1
Re < z,zy > > ||z — X ||Az||, para todo A > 0. (1.14)

Como a bola unitéria de X* é compacta na topologia fraca (ver [3]) de X*, temos que existe
2 € X7, ||z*|| <1, e a sequéncia A, — oo tal que 2} — z*.
De 1.14, segue que

Re < Az,z* >< 0e Re<x,z" >> |z|.

Mas Re < z,2* >< | < z,2* > | < ||z|, e portanto, < z,z* >= ||z||. Tomando z* = ||z|| z*,
temos z* € F(z) e Re < Ax,z* > < 0.

Logo, para todo x € D(A), existe um z* € F(z) tal que Re < Az,z* >< 0. Portanto, A é

dissipativo.
U
Teorema 1.16. (Lumer-Phillips): Seja A um operador linear com dominio D(A) denso em X :

(a) Se A ¢ dissipativo, e existe um Ao > 0, tal que a imagem R(NgI — A) de \gI — A é X, entdo

A € o gerador infinitesimal de um Cy semigrupo de contragdo em X;

(b) Se A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragio em X, entdo R(N — A) =
X, para todo X\ > 0, e A € dissipativo. Além disso, para todo x € D(A) e para todo x* € F(x), Re <
Az, xz* > < 0.

Demonstragao: (a) Seja A > 0, como A é dissipativo, pelo Teorema 1.15, implica que

|Ax — Az|| > Ajz||,YA > 0ex € D(A). (1.15)

Também temos, por hipdtese, que existe A\g > 0 tal que R(Aol — A) = X. De 1.15, com XA = ),

implica que (Ao — A) é injetor, e portanto existe (A\g — A)~!. Também por 1.15, temos

||l‘” = H()\o — A)()\o — A)_ISCH Z )\0 H()\O — A)_ll‘

)

o que mostra que (A\g — A)~! ¢ um operador linear limitado com ||(Ag — A) 7| = R(A : 4) < P
Logo, Ao € p(A) (p(A) 2 (0,00)) e A é fechado, ja que é um operador linear limitado. Dali, segue
do Teorema 1.10 de Hille Yosida que A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracao
em X.
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Para completar a prova de (a), resta mostrar que R(Al — A) = X, para todo A > 0.

Para isto, considere o conjunto
A={ :0<A<ooceRAN—-A)=X} ouA=p(A)N(0,00).

Seja A € A, por 1.15, temos que A € p(A). Como p(A) é aberto, uma vizinhanca de A estd em p(A).

Note que a intersecao dessa vizinhanca com a reta real estd em A, e portanto A é aberto.

Por outro lado, seja A, € A, tal que A\, — A > 0. Para todo y € X, existe um z,, € D(A) tal

que
AnZpn — Az, = y. (1.16)

Disto, segue que ||z,| < A, |yl < C, para algum C > 0. Agora,
Am [T = 2l < [ Am(@n — 2m) — A(Tn — zm) ||

IAn = Aml |2n|
< ClAn = Al

Portanto, x, é uma sequéncia de Cauchy.
Seja x, — x, entao por 1.16, Az, — Az — y.

Como A é fechado, v € D(A) e A\x — Az =y, temos que R(A] — A) = X e A € A. Dai, segue
que A também é fechado em (0,00), e como \g € A por suposi¢do A # &, e portanto, A = (0, c0)

(A em (0,00) é aberto e fechado). Isso completa a prova de (a).

(b) Seja A o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo de contracao 7'(t) em X. Pelo Teorema
de Hille-Yosida, temos que p(A) 2 (0, 00), e portanto R(A — A) = X, para todo A > 0. Além disso,
se x € D(A) e z* € F(z), entao

* * 2
| <T@z, z* > | < [T |7]| < [[=]", ¢ >0,

e portanto,
Re < T(t)x — x,z* >= Re < T(t)z,z* > —||z|* < 0. (1.17)
Dividindo 1.17 por ¢, temos
T _
Re <(t)::m,x*> <0.

Tomando o limite quando ¢ — 0, concluimos que Re (Az,z*) < 0. Isso vale para qualquer que

seja z* € F(x).
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O
Corolario 1.17. Seja A um operador linear fechado densamente definido. Se ambos, A e A* sao
dissipativos, entdo A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contra¢do em X.
Demonstragao: Pelo Teorema 1.16 (a), basta provar que R(I — A) = X.

Como, por hipdtese, A é dissipativo e fechado, implica que R(I — A) C X é um subespaco
fechado de X. Suponha que R(I — A) # X, ou seja, X € R(I — A). Entao, pelo Corolério 1.8, pag

8 de [3], existe z*, com z* # 0, tal que

(x*,x — A(x)) =0, Vo € D(A).

E portanto
(x*,x) — (2", A(x)) =0
Isto é,
(", 2) = (2", A(x))
Logo,

A*(z) =2" = 2" — A% (™) = 0.

Como, por hipétese, A* também é dissipativo, pelo Teorema 1.15, obtemos
0=I|(I—-A")"« = [l27], = =" = 0 = 2" = 0.

Mas isso é uma contradigdo. Portanto, temos que R(I — A) = X, e dai segue o resultado.

Nés concluimos essa secao com algumas propriedades de operadores lineares dissipativos.
Teorema 1.18. Seja A um operador dissipativo em X.

(a) Se para algum Ao > 0, R(A\ol — A) = X, entdo R(A\] — A) = X para todo X > 0.

(b) Se A ¢é fechdvel, entio A, o fecho de A, também é dissipativo.

(c) Se D(A) = X, entdao A é fechavel (ver Defini¢ao 4.1 no apéndice).

Demonstragao: O item (a) ja foi provado na parte (a) do Teorema 1.16.
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(b) Seja € D(A), assimy = A(z). Pela defini¢io de A, existe uma sequéncia {xy}, .y C D(A)
tal que

v, =z e A(z,) =y = A(x), quando n — oo.

Como A é dissipativo, do Teorema 1.15, seque que |[Ax,, — A(xyn)| > A|zn|l, para todo A > 0.
Logo, para todo x € D(A), temos

H)\x —A(2)|| = AMlz|| quando n — occ. (1.18)

Portanto, de 1.18, e usando novamente o Teorema 1.15, temos que A € dissipativo.

(c) Suponha que A € nao fechdvel, entio existe uma sequéncia {x,}, .y C D(A) tal que
xn — 0 e A(zy) — vy, quando n — oo,

para algum y € X, com |ly|| = 1. Como, por hipdtese, A € dissipativo, pelo Teorema 1.15, para todo

t>0exe D(A), seque que

(i) el = i (o) = (o) |

= |z + Eazn
1 1 1
Logo, temos ||| x + El‘n —tA |z + El'n > |lx+ Z:L‘n . Fazendo n — oo, obtemos
o — tAz — yl| > |jo] ¥z € D(A). (1.19)

Fazendo t — 0 nesse desigualdade 1.19, obtemos ||z —y| > ||z|, Vo € D(A). Mas isso é um

absurdo, jd que por hipdtese D(A) € denso em X. Portanto, temos que A € fechdvel.

Teorema 1.19. Seja A dissipativo com R(I — A) = X. Se X € reflexivo, entao D(A) = X.

Demonstragao: Seja x* € X* tal que (x*,z) =0, para todo x € D(A). Mostremos que x* = 0.
Como R(I — A) = X, € suficiente mostrar que (z*,x — Ax) = 0 implica (z*,z) — (z*, Ax) = 0,
para todo x € D(A). Assim, € suficiente mostrar que (x*, Ax) = 0, para todo x € D(A).

Seja x € D(A), entdo pelo Teorema 1.18 (a), existe um x,, tal que

1
T =z, — —Azx,.
n
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Como o ponto A(zy) = n(z, —x) € D(A), temos que x, € D(A?) =2 € D(A), e

Ar = Ax,, — lA2xn ou Ax = (I — 1A) Az,
n n

(-2

1 1
[en — zl| < — [|Aza| < —[|Az]],
n n

Do Teorema 1.15, temos que

Logo, ||Ax|| > ||Azy|| . Além disso,

e portanto x, — x, quando n — ooO.

Como ||Azy| < C e X € reflexivo, entao pelo Teorema 3.18 de [3], pag 69, existe uma sub-
sequéncia Axy, de Az, tal que Axy, — vy fracamente. Como A € fechado (pelo Teorema 1.16 (a)),
seque que

y = Ax.
Finalmente, como (x*,z) = 0 para cada z € D(A), temos que
(%, Axp,) = ng (2", 2y, —x)
= ng (¥, xn,) —ng (¥, )
= 0.
Portanto,
(x*, Azxy, ) = 0.

Fazendo ny, — oo em 1.20, obtemos

(x*, Az) = 0.

[
s

Isto vale para todo x € D(A), e portanto, x* =0 e D(A)

O]

Exemplo 1.3. Seja X = C([0,1]), isto é, as fungdes continuas em [0, 1] com a norma do supremo.
Seja D(A) = {u:ue C'([0,1]) eu(0) =0} e Au = —/, para u € D(A). Para todo f € X, a

equacdo \u — Au = f tem uma solucdo u dada por

) = [0 e (1.20)

Esse exemplo mostra que o Teorema 1.19 ndo € verdadeiro para FEspacos de Banach gerais.
Para essa solugao u, basta usar o método do fator integrante na equacgao diferencial de primeira

ordem u' + \u = f.
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Mostremos que Im (A — A) = X. De fato, note que X C Im (A — A), pois para f € X, existe
u € D(A), tal que (N — A)u= f. EIm(MN — A) C X ¢ direto.

Mostremos que A € dissipativo. De fato, de 1.20, seque que

T

u(z)] =

=) £(¢) df‘

/ NED) (6| de
A(E—x)
T /O e

= LI =)

IN

IN

ou seja,
Mu(@)] < (1= e ) | f]| < |hu— Al

Tomando o supremo sobre x € [0, 1] no lado esquerdo da desigualdade acima, temos que
Mul] < [[Adu — Aulf,

e portanto, pelo Teorema 1.15 temos que A € dissipativo, mas D( )={u:ue X eu(0) =0} #
X = o([0,1)).

1.5 Caracterizacao dos geradores infinitesimais de C{ semigrupos

Nas segoes 1.3 e 1.4 vimos caracterizacoes do gerador infinitesimal de um Cp-semigrupos de con-
tracoes. J& nesta secdo, apresentamos uma uma caracterizagao para semigrupos quaisquer. Isso
sera feito a partir de uma renormalizacdo do espaco de Banach X de forma que tal semigrupo
seja um Cyp-semigrupo de contragoes, e assim possamos usar os resultados ja conhecidos das se¢oes

anteriores.

Lema 1.5. Seja A um operador linear tal que p(A) D (0,00). Se
IN"R(\: A)"|| < M, paran=1,2,..,)\ >0,
entao existe uma norma |- | em X que € equivalente a norma original ||-|| em X e satisfaz

lz|| < |z| < M ||z||, para z € X,

IAR(A\ : A)x| < |z|, paraz € X, e A > 0.
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Demonstragao: Ver pagina 17 de [10].

Teorema 1.20. Um operador linear A é o operador infinitesimal de um Cy semigrupo satisfazendo

|T(t)| <M, com M > 1, se, e somente se,

(i) A é fechado e D(A) é denso em X.
13 conjunto resolvente e contém e para \ >
(i) O conj [ p(A) de A ‘m Rt e para A > 0

M
|IR(A: A" < Y paran = 1,2,...

Demonstragao: Ver pagina 19 de [10].

Observagao 1.7. Se {T'(t)},~, € um Co-semigrupo qualquer em X, entao, seque pelo Teorema 1.4

que existem constantes M > 1 e W > 0 tais que
1T < Me.
Considere o Cy-semigrupo S(t) = e T (t), entao |S(t)|| < M e como jd foi visto na Sec¢io 1.3, A
€ o gerador infinitesimal de T'(t) se, e somente se A —wl € o gerador infinitesimal de {S(t)};q-
Usando a Observagao 1.7 anterior e o Teorema 1.20, temos o resultado a seguir.

Teorema 1.21. (Teorema de Feller-Miyadera-Phillips) Um operador linear A € o gerador infini-
tesimal de um Cy-semigrupo {T'(t)}~, satisfazendo | T(t)|| < Me™t, se e somente se,

(i) A € fechado e D(A) é denso em X.

(ii) O resolvente p(A) de A contém o raio (w,00) e para X\ > w, temos

|IR(A: A" < —, paran =1,2,... (1.21)

M
(A —w)
Demonstragao: Ver pagina 20 de [10].

Observagao 1.8. A condicdo de que todo real A\, com A > w, estd no conjunto resolvente de A,
junto com a estimativa 1.21 implica que todo complexo A satisfazendo Rel > w estd no conjunto

resolvente de A e para Re) > w, temos

M
—, paramn = 1,2, ...

[R(A:A)"| < (Rex —w)"

Concluimos essa secao com a expansao da formula do Coroldrio 1.11 para o caso geral.
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Teorema 1.22. Seja A o gerador infinitesimal de um Co-semigrupo {T'(t)},5, em X. Se A\ € a

aproximacao de Yosida de A (ver defini¢ao 1.4), entao

T(t)z = lim e z.
A—00

Demonstragao: Inicialmente consideremos o caso em que ||7'(¢)|| < M, para todo ¢t > 0 e algum
M > 1.
Na prova do Teorema 1.20 (ver [10], pdgina 19), foi exibida uma norma | - | : X — R equivalente
a norma original ||| : X — RT, de modo que T'(t) seja um Cy semigrupo de contragoes. Logo,

usando o Corolario 1.11, segue que para todo x € X,
etz — T(t)z| — 0 quando A — oco.
Portanto, para z € X e t > 0, também temos que

tA)‘.’L‘—

He T(t):z:H — 0 quando A — oo,

j4 que as normas |-| e ||-|| sdo equivalentes. Dai, segue que T'(t)z = limy_,o e!*x, para todo z € X.

Provemos agora para o caso geral, onde temos ||T(t)|] < Me*!, para todo t > 0, M > 1, e

w > 0. Para isso, afirmamos que a funcao f : R} — Rt dada por

FO) = [l

)

é limitada, para todo A > 2w. De fato, para todo A > 2w, temos

HetAA H _ Het(A2R(/\:A)—/\I) H

_ 2 .
oMt HeA R()\.A)tH

NN R(A: ARl

—tA
< e k! ’
k=0

dessa desigualdade, e pelo Teorema 1.21 (ii), segue que

- M 1
HetA)\H S et/\kzz:o/\Qk()\_w)kk!

k
. ()\)\Qt)
—w
- oY

k!

k=0

A2

= G_Atet(/\_w) M

2
ATy

- MJ(Afw )



Entao, temos

Uma vez que,

A
A>2w & §>w

A

S ——A>w— A
2

& %>w—)\

& %>)\—w
Aw AW

s — < — =2w
A—w %

temos que
Aw

Met (%) < Me*™ para todo t > 0.

Portanto,

||| < M. (1.22)

Consideremos o semigrupo uniformemente limitado S(t) = e “!T'(t) que tem como gerador

infinitesimal A — wl. Assim, para todo = € X, temos
T(t) = e S(t), para todo t > 0.
E portanto,
lim T(t)r = lim e“'S(t)x.
A—00 A—00
Como, para todo t > 0, temos que [|S(t)|| < M e pelo caso inicial, segue que

T(t)x = /\lim eWtetA—whituwty - hara todo x € X. (1.23)
—00

Afirmamos que (A — wl)y + wl = Ayyy + H(N), onde
HA) = 2wl —w(w+20)RA\N+w : A))
= wwRAA+w:A)—2ARN+w: A)].
De fato,
(A—wl)y+wl = XNRW\:A—wl) -\ +wl
= N\ - (A—wl)' = A +wl
= N\ +wI—-A)" =M +wl
= MNRA\+w:A) -\ +wl.
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Por outro lado, temos

Ayiw+HQA) = A+w)?RA+w:A) — (A +w)l + 2wl + (—w? — 20\ R\ +w : A)
= A+ w?RA+w:A) =X —wl + 2wl —w?RA+w: A) —2wIR\ +w: A)
= (N +20r+uwHRA+w: A) — A — wl + 2wl — w?R(\ +w : A)
— 2wIR\\ +w: A)
= MR\ +w:A) +20RAN+w: A) +w?R\+w: A)
— M —wl+ 2wl —w*RA\+w: A) — 20RO\ +w : A)
= MR\ +w:A) —\ +wl.

Assim, temos

(A—wl)\+wl = Ay + H(N).

Além disso,

|l H N 12w] — w(w + 2A)R(A +w : A)||
|2wI — W RO +w : A) — 20AR\ +w : Al

2w+ w? | RN+ w = A)|| + 2w | RO\ +w = A)||

IN

M
2w+ w———— + QA
A—w+w Atw—w

IN

M M
2 2 42w —
w + w )\—i- w \

M
= 2w—|—w27—|—2Mw

= 2w+ (WA + 2w)M.

Portanto, temos
[HN)|| < 2w + (w1 + 2w) M.

Para x € D(A), temos

IHNz| = [JwwR\+w: A))z — 2A(R(\ + w : A)z)]|
|[w?RA+w : A)z — 20AR(A + w : A)z)|

w? IRA+w:A)||lz| +2||RN+w: Az
2

At w
MA@

IN

IN

Hx|| + 2w ||A(z) RN+ w : A)||

L
At w—w
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M M
= —wl 42w |A(x)||

A A
= S+ 2w A@)])

Portanto, temos

M
|H(N)z|| < 7(102 + 2w ||A(z)]]) = 0 quando A\ — co.

Como
Lda
HetH()\)x_$H _ / D (s HN 1) ds
0 ds
1
= ‘ / (tHN)e* T M) zds
0
1
< / HtH()\)etSH(’\)des
0
1
- HtH()\)xH/ HetSH(/\)Hds
0
t
< tHN)x| / eI Nl g
0
- HtH()\)x||etHH(’\)”.
Isto é,
HetH(’\)a: - x” < |[tH(N)z| eHOI,
temos que
/\lim Ny = 2. para todo = € X. (1.24)
—00

Finalmente, como H(A) e A)i, comutam, para quaisquer A > 0 e w > 0, temos que

HetA)\ . T(t):UH _ etA)‘l‘ + etA)\+tH()\—w)x N 6tA)\+tH(/\—w)x _ T(t)SCH

S etA,\‘f‘tH(A—’w)x _ etA/\x

’ + HetA)\-‘rtH()\—w)x _ T(t)l’H

— |etArHtHO=w) . _ T(t)xH X HetAAﬁfH()\fw)x _otArg

< |letArttEOw), T(t)JJH n HetAAH HetH(A—w):L, B xH .

Quando A\ — oo, o primeiro termo do lado direito da desigualdade acima tende a zero, em virtude
da igualdade 1.23. J4 o segundo termo tende a zero, em razao das desigualdades 1.22 e 1.24. Logo,
para todo xz € X, e t > 0, temos

lim e = T(t)x.
A—r00

Entao, em qualquer um dos casos, segue o resultado.
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1.6 A transformada inversa de Laplace e a formula exponencial

Nesta secao, estudamos a transformada inversa de Laplace, a qual relaciona um semigrupo 7'(t)

com o resolvente R(\ : A).

A relagado entre o semigrupo e seu gerador infinitesimal é um dos problemas fundamentais na
teoria de semigrupos. Nesta secao, trabalhamos a representacao de {T'(t)},~, em termos de seu

gerador infinitesimal.

Como j4 foi visto na Secdo 1.1, dado um semigrupo {7'(t)},, o seu gerador infinitesimal é
obtido como

T(t)x —

Az = lim %, para x € D(A).

t—0t

Uma forma diferente para obter o resolvente de A, é pela Observagao 1.8 e Teorema de Hille-

Yosida, onde mostramos que se ||T(t)|| < Me*!, entdao para x € X,

R(\: A)x = / e NT(t)zdt, para Rel > w. (1.25)
0

Ao pensarmos nas aplicacoes em equagoes diferenciais parciais, é mais interessante obter {T(t)}t>0

do seu gerador infinitesimal, j4 que a solugao de um problema de valor inicial

du
u(0) =z

é dada por T'(t)z, onde = € D(A).

No Teorema 1.22 foi mostrada uma maneira de fazer essa representacao do semigrupo {7T'(¢)},~,

em termos de seu gerador infinitesimal. Aqui nesta se¢ao sera usado um método diferente.

Se T(t) satisfaz ||T(t)|| < Me™! entdo o resolvente de A satisfaz a igualdade 1.25, isto é, o
resolvente de A é a transformada de Laplace de um semigrupo. Assim, desejamos obter o semigrupo

{T'(t)},~, através do resolvente de A invertendo a transformada de Laplace.

Lema 1.6. Seja B um operador linear limitado. Se v > ||B]|, entao
1 Y+i00
!B

At
= — : B)d\. 1.2
ol R(X\: B)dA (1.26)

A convergéncia em 1.26 estd na topologia do operador uniforme e € uniformemente em t em inter-

valos limitados.
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Demonstragao: Ver pagina 26 de [10].

Lema 1.7. Seja A o operador infinitesimal de um Cy-semigrupo {T'(t)},~, satisfazendo |T(t)| <
Me"t. Seja p real, tal que p > w > 0, e seja
Ay =pARON - A) = (*R(p: A) — ul

a aprorimacdao de Yosida de A. Entdo para Re\ > ﬁ, temos

RA: Ay =O\+p) Hul — AR (lﬁx : A>

-1
wp
IR 4] < g (Rea— )

Para ReA > ¢ + (Mui‘ju) e pu > 2w, existe uma constante C dependendo somente de M e €, tal que

para todo x € D(A), temos

C
IR Ap)z|| < W(II%’H + [ Az]).

Demonstragao: Ver pagina 26 de [10].

Lema 1.8. Seja A como no Lema 1.7, e A = v+ in, com v > w + € firado. Para todo x € X,
temos

lim R(A:Ay)x=R(\: Az,

pU—>00

e para todo Y > 0, o limite € uniforme em n, para |n| <Y.

Demonstragao: Ver pagina 27 de [10].

Teorema 1.23. Seja A o gerador infinitesimal de um Co-semigrupo {T(t)},~, satisfazendo ||T(t)| <
Me“t, e seja v > maz(0,w). Se x € D(A), entdo
t +i00
1 [ d\
/ T(s)rds = — MR Az —,
0 ™ Y—100 A
e a integral do lado direito da igualdade acima converge uniformemente em t, para t em intervalos

limitados.

Demonstragao: Ver pagina 28 de [10].

Corolério 1.24. Seja A o gerador infinitesimal de um Co-semigrupo {T ()}, satisfazendo | T(t)|| <
Mevt. Seja v > maz(0,w). Se x € D(A?), entdo
1 Y+i00
T(t)zds = — MR\ : A)zd),

21 y—ico

e para todo § > 0, a integral converge uniformemente em t, para todo t € [0, %]
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Demonstragao: Ver pagina 29 de [10].

Corolério 1.25. Seja A o gerador infinitesimal de um Co-semigrupo {T ()}, satisfazendo | T(t)|| <
Me“t. Seja v > maz(0,w). Para todo v € X, temos

t 1 Y+i00 d\
/ (t —s)T(s)xds = / MR : A)r—,
0 ¥ A

21 — 00

e a convergéncia € uniforme em t para intervalos limitados.

Demonstragao: Ver pagina 29 de [10].

Teorema 1.26. Seja A um operador densamente definido em X, satisfazendo as sequintes condi¢des:
(i) Para algum 0 <5 <%, p2> > s={A:|arg\| < 5T +d}U{0}.
(ii) Existe uma constante M tal que,

M
[ROA:A)| < e AN, AA£O.
1

Entdo A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {T'(t)},~q, satisfazendo ||T'(t)|| < C, para
alguma constante C'. Além disso,
1 v
T@t) = — [ MR : A)d, (1.27)
211 T

onde I' € uma curva suave em ) 5 de ooe™® a coe®, para 5 <0< 5 +0. Aintegral 1.27 converge

para t > 0 na topologia do operador uniforme.

Demonstragao: Ver pagina 30 de [10].

O préximo resultado é dedicado ao problema de representar o Cop-semigrupo {7'(t)},~, em termos
do seu gerador infinitesimal. Um Co-semigrupo {7'(t)},, ¢ igual em algum sentido a et onde A

¢ o gerador infinitesimal de {T'(¢)},-. A igualdade segue se A ¢ um operador linear limitado.

Teorema 1.27. Seja {T'(t)};5, um Co semigrupo em X. Se

A(h)z = T(h)]‘;”_x

entao para todo x € X, temos

T(t)z = lim e My,
h—0

e o limite é uniforme em t em qualquer intervalo limitado [0, T).
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Demonstragao: Seja [|T(t)|| < Me™* com w > 0 e seja A o gerador infinitesimal de {T'()},5.
Como para todo h > 0, A(h) é limitado, o semigrupo ') estd bem definido. Além disso, A(h)
e T(h) comutam, logo 0 mesmo ocorre com e‘4(") ¢ T(t). Ainda

tA(R) s (1) T (R L(ewh_1)
o] . 55 (£) O e

Portanto, para 0 < h < 1, temos
HetA(h)H < Mt =1,

E f4cil ver que para x € D(A), =AM T(s)z é diferencidvel em s, e que

di(e“—S)A(h)T(s)x) = —AR)eTANT () g 4 =AM AT (5)
S

et=)AM) (Azx — A(h)z).

Consequentemente, para 0 < h <1 ez € D(A) temos

td
/ — (W ANT(5)2)ds
0

Jre -] = |73

IN

t
e 1z s 4z - Ay
0
< M T oA — ARz

Fazendo h — 07 obtemos para z € D(A). Como HetA(h)H e |[T'(t)| sdo uniformemente limitados

em um intervalo finito de tempo, e como D(A) é denso em X obtemos que vale para todo = € X.

O]
1.7 Poténcias Fracionarias de Operadores
Seja A: D(A) C X — X um operador linear, e consideremos o problema:
u'(t) = Au(t), te€ (0,00)
(1.28)

u(0) = ug
Veremos que se A pertencer a uma classe especial de operadores lineares, entao o problema 1.28

terd uma solugao u continua em ty = 0 e analitica em (0, +00), para cada ug € X.

Definicao 1.7. Um operador linear A em um Espaco de Banach X € denominado um operador
setorial, se A € um fechado densamente definido tal que para algum ¢ € (0, %), M >1eum
numero real a, o setor

Sag ={A| ¢ <larg(A —a)| <7 A #a}
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estd no conjunto resolvente de A, e

(A= A)_IH < , para todo X\ € S, 4.

M
A —al
Exemplo 1.4. (1) Se A é um operador linear limitado em um Espago de Banach, entio A é se-
torial.

(2) Se A € um operador auto adjunto densamente definido em um FEspago de Hilbert, e se A é
limitado inferiormente, entdo A € setorial.

(8) Se A € setorial em X, e B € setorial em Y, entdo A x B € setorial em X x Y, onde
(A x B)(x,y) = (Az, By) para x € D(A) ey € D(B).

(4) Se A € setorial em X e B é um operador linear com D(B) 2 D(A), e para todo x €

D(A) ||Bzx|| < el||Az| + K(¢) ||z|| (para € > 0 suficientemente pequeno), entio A+ B é setorial.

Teorema 1.28. Suponha que A € um operador setorial e HA()\ — A)*IH < C para |larg\| > ¢o,
Al > Ro para alguma constante positiva Ro,C e ¢g < 5. Suponha também que B € um operador
linear tal que D(B) D D(A) com ||Bz|| < ¢ ||Az||+ K ||z|| para todo x € D(A) ee, K sdo constantes
positivas com eC < 1; Entdo A+ B € setorial.

Demonstracao: Temos que

IBO=A)7 < el[AA -7+ K[[(x =47
< eCH+K|ATHA—A) +AA-A)7|
< eC+ENY|T+AN-A4)7Y
§50+Kﬁ;0) (1.29)
para |arg\| > ¢g e |A\| > Ro.
Entao
lA=+B)7 | = (A =4 =B~
= |[(T=BA -7 -A)7
= (A=A~ T-BA-4)"H7
< A=A [T -BA=A4)"H7". (1.30)

Para |arg\| > ¢o e |A| suficientemente grande. Em 1.30, vamos fazer uma estimativa para

(1 —BMA-=4)""H1.
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Usando Desigualdade Triangular e a desigualdade 1.29, temos que

|[(T=BA=A| = [HI-[(BA=4))|
K(1+0C)
2 1—€C+T
Portanto,
I-BA—A)Ht !
I A=A < 1_<€C+K(‘1):||—C))
B . K@+t
= (1 eC W > . (1.31)

Dali, usando 1.31 em 1.30, temos

! (150K(1+C>>_1 < 1+C(150K(1+C)>_1

Al A = A
L

S BRI

A

onde L é a constante ﬁfg — R£o7 para |argA| > ¢p e |A| suficientemente grande.

Disso segue que A + B é setorial.

O]

Teorema 1.29. Se A é um operador setorial, entao —A € o gerador infinitesimal do semigrupo

analitico {e*tA}pO, onde

1
e =_— [N+ A teMa, (1.32)
271 T

el :R — p(—A) € a curva definida por
Re® —a, se s e [—0,0]
['(s) =< 5Re" —a, ses€[f,+o0) (1.33)
—2Re” —a, se s € (—o0,—0)]
com R>0efe (g,ﬂ‘—gb).

Além disso, a funcio t — e, com t € (0, +00), pode ser estendida para uma funcdio analitica

2z — e A,

onde z € {z € C\ {0} : |arg z| < €}, para € > 0 suficientemente pequeno.

z

Temos também que se b € R € tal que Rec(A) > 0, isto €, se ReA > b para todo \ € o(A), entao

existe uma constante C' > 0 tal que

C
| e < Ce™™ e || Ae™ ||< e, para todo t > 0. (1.34)
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Por fim, temos que

d
a(e_m) = —Ae A, para todo t > 0.

Demonstragao: Inicialmente, consideramos a = 0. Dessa forma, fixando ¢ > 0, vamos provar

que a integral em 1.32 é convergente. Para isso, é suficiente mostrar que as integrais

/()\+A)_16Mdte / A+ A)"teMdt
Fl 1—‘2

sdo convergentes, onde as curvas
I'y: [9,+OO) —Cely: (—007—0] —C

sao definidas por
S

[i(s) = ZRe? e Ty(s) = —gRe*w.

0
Como A é um operador setorial, note que
M
oyl
T, Al
too A
- "0 ()| ds

IN

/\MA+A>1m&ﬂwM
'y

T1(s)]
+o0 M
— o Re(l"l(s))t F/ d
e S S
- I (s)
oo M oy, R
_ M Re(£Re)t) 1l if
= X el ds
/9 |§Re‘9| | ] |
— /+OO %e(chose)t ds
0 S

+o0o
%e(éRcos 0)s
0

ds < o0,
ja que §R cos < 0. Logo, temos que

/ (A4 A)~teMan
I

converge absolutamente e portanto converge.

Analogamente, temos que a integral

/ (A4 A)~teMan
1)

converge.
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Vamos mostrar que a integral em 1.32 pode ser considerada na curva ® : R — C definida por

onde k£ > 0 é uma constante escolhida de modo que
{T'(s) :seR}N{I(s) +k:seR} =2.
Ou seja, vamos mostrar que

/(/\ + A teM N = / A+ A) LM dA. (1.35)
r (]

De fato, dado N > 0, sejam 'y =T' [y n], Pv = @ [_n,n]  defina VsV ¢ [0,k] — C por

N - N _ .
v (s) = gReﬂe +ks e y3(s) = ?Rele + ks.

Pelo Teorema de Cauchy, temos que

(/1+[D _/2_/1“ >(>\+A)_1e”dA:0 (1.36)

j4 que a fungdo p(A) 3 A — (A + A)~teM ¢ analitica.
Note que

IN

/ 1O+ A7 [N / M re(v) gy
TN v

1 [A

FoM eRe('y]l\,(s))t 1) |ds
L i 1oAY (5)ld

b M eRe( ]lv(s))t 1 "(s)|ds

daf segue que f%lv (A4 A)~teMd\ — 0 quando N — co. Analogamente, f%gv(A + A)~teMd\ — 0
quando N — oo. Logo, fazendo N — oo em 1.36, temos 1.35.

tA

Mostraremos que e~** é um semigrupo analitico. Fixado s,t > 0, segue que

1 1
tA_—sA 1 Xt 1 ut
e e (2 Z,/F(/\—i— ) e d)\) <2 Z,A(,u—i— ) e d/L)

= L (Lo aretn) o
~ o ([0 a7 - s ) o s
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usando a seguinte identidade do resolvente, R(A : A) — R(u : A) = (u — NR(X :

Mostraremos que para quaisquer A € I' e p € ®, temos que

/ Mu—A)"tdr =0
r

e (u— N)"ldp = 2miets.
(]

Para isso, considere N > 6, e yy : [0,1] — C definida por

N, N _,
v (w) = gew(l —w) + 7 Y.

Do teorema de Cauchy, segue que

<[m i /FN> M= 2)dr =0,

(1.38)

(1.39)

(1.40)

pois a fungdo (C\ {u}) 2 A = e*(u — A\)~! € C é analitica. Além disso, considerando N suficien-

temente grande, temos |y — A| > 1 se A € yy. Assim,

[ -nta] < [ et
TN TN

< [ 1My
YN

_ / etRe)‘\d)\\
YN

_ / 6t%Rcosc9|d)\’
YN

= et%Rcosg (2?Rsen0> .

Portanto, / eM(u—A)"td\ = 0 quando N — co. Portanto segue 1.38. A prova de 1.39 é similar.
TN

De 1.37,1.38, 1.39 e do teorema de Fubini, segue que

e~ A = (2712‘)2 /F (L NS (= NN+ A) 7 = (u+ A)_l]du> dX

L)
~ /F <[b A (= N) T A)ldu> dk}

= (2771z)2/p (A e’\”“s(u—/\)_l(/\JrA)_ld)\) du
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B (27172‘) /F

e—A(t—f—s).

Portanto, e~ Ate=4s — ¢~ (t+s)4

(L= 2 2 an)
e (/¢ et (u— A)ldu> (A +A)"tax
et® (/F M — A)ld)\> (n+ A) tdu

eMomie (A + A)~ldx

6)\t+)\8()\ 4 A)—ld)\

Seja £ < min {0 — 5, — 0}, nesta etapa mostraremos que podemos estender a aplicacao

(0,4+00) >t — e *4 para o conjunto {z € C\ {0} : |argz| < e}.

De fato, seja z € C\ {0} tal que |arg(z)| < €, entdo

/ (A + A)‘le*sz‘
'

< / I+ A) XA
'y

[ e
Iy

—+00 M
N /9 T4 (s)]

400 ) )
_ / M 6R6[8971R610|Z‘67’AT9(2>]
3 -
o |5Re”

eRe[F1 (s)z] | (Pl)/(s) ‘dS

R

7 ds

_ /+oo %esﬁ_lRMcos[9+Arg(z)}dS
0 S

< Q.

A convergéncia segue do fato de § + Arg(z) € (5,7), e portanto cos( + Arg(z)) < 0. Mostremos

que a aplicacao

{zeC\ {0} : |argz| <e} D2+ e "

A

¢ analitica. Para isso, fixe N > 0 e zp € C tal que |arg(z)| < e. Dado A € I'([-N, N]) temos que

Az Azo Az Azo
-1 (€ —¢ _ —1y Az -1 €€\ Xz
H(A+A) ( p— > (A4 A)~Ier=o [(A+4)7H p— Ao
B Aekzo (6)\(2—20) . 1) B
= [[A+4)7 N7 — AeM
)\(z—zo)_l
— -1 Azo| | € )_
= |[(A+A4)7" Ixet e 1] (1.41)
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Uma vez que o conjunto I'([— N, N]) é compacto, segue que a aplicagdo A — ||(A + A)7!|| [xe*=0|

é continua. Portanto, existem constantes C7,Co > 0 tais que
[(A+4)71 A0 < O e |||z — 20| < Calz — 20,

para todo A € I'([—N, NJ).
Além disso, como (e* — 1)z~ — 1 quando z — 0. Entdo, dado &’ > 0, existe § > 0 tal que

6/

1l <« ==
‘<Cl’

e —1

z

sempre que 0 < |z| < J. Dessa forma, para qualquer A € T'([—N, N]), tem-se

eA(z—zo) -1
Az — 20)

[(x+ A)~H[ [ae=] —1l<a

e;(z_zo) -1 _q

(z — 20)

sempre que |z — 29| < C%. Segue que de 1.41 que (A + A)~! (eA

para (A + A)~1Ae** quando z — 2y com )\ € T'([-N, NJ).

z__ e)\zo .
converge uniformemente
2—20

Portanto,

. e)\Z
lim

1 _ pA20
(/ (A4 A)~terax — / (A + A)_leAZOd/\> = lim [ (A+4)7! (€> d\
z—20 2 — 20 Ty Tn Z—r20 Ty zZ— 20

_ / A+ A)Led0gy,
I'n

ou seja, a aplicacao {z € C\ {0} : |argz| < e} —> (A 4+ A)"te**dA é analitica. Dado K C
I'n
{z € C\ {0} : |arg z| < €} um conjunto compacto, mostraremos que a convergéncia

/ A+ A)terdh — /()\ + A)~teMan
I'n r
¢ uniforme sobre K.
Como d(0, K) > 0, existe r > 0 tal que,
K c{zeC\{0}: |argz| <e}N[C\ B(0,r)].

Por outro lado, dado z € K, temos que

A+ A7 TeMan— [ A+ A) 7 TeMdN| = (D(s) + A)~1el®21 (5)ds
J I8 L

N
_ / (D(s) + A) 1P (5)ds
-N
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- ‘ / _N+ / +oo(F(s) + A)7LeLO T (5)ds
</_N / > + A) Y "2 |1 (s) |ds

I'(s /
< Q/N |F(s)]|e HF( )|ds, (1.42)

IN

observe que a tltima desigualdade ocorre pois para todo s € [0, +00), temos

l"(s)2| Re(T'(s)z)

le

Il
)

e\F(s)z| cos(f0+argz)

< e\F(s)r| cos(f+argz)
< e\F(s)r| cos(f—e¢)
_ leF(s)re_iE ‘

uma vez que 5 < 0 —e < 0+ m’g( ) < m, logo cos(8 + arg(z)) < cos(f — ). Analogamente, usando

—1 <arg(z)—0 < e—60 < —Z, concluimos que |e"(=9)2| < [eI'®)r¢™| para todo s € [0, 4+00). Logo,
N 400
M M
O s)ds < [ "1 () ds
/oo [T(s)] N T(=s)]
oo M —ig
</ O T o)l
N T(s)l
¢ - +
>~ M >~ M —ie
O s)fds < O T ) s
/N [T(s)| v D)l

Por fim, como (0 —¢) € (5, ) temos que cos(f — &) < 0 e entdo

/+OO M |l (#)re iE||F/(5)|d5 — 0 quando N — oo
N G ! |
Tal integral ndo depende de z € k, logo de segue o que queriamos.
Portanto, a aplicacao {z € C\ {0} : |arg z| < e} +— /(/\ + A)~te*d) é analitica.
Além disso, g
i(e—“‘) = lim (A + A)""AeMd) = /()\ + A)"IaeMd.
'y dz N—o00 r

Por outro lado,
/()\ + A" eMdN = /(()\ + AN+ A) L= AN+ A)7Herda
r r
= /IeAZdA — / A+ A) ez dA
I I

/A()\ + A)teMd
r
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= -A (/F(A + A)%WA)

= —Ae4

Portanto,
d

%(S_ZA) —Ae A para todo z € {z € C\ {0} : |argz| < &}.
Em particular,
g(e*m) —Ae ' para todo t > 0.

Mostraremos as Desigualdades 1.34. Para isto, considere ¢ > 0. Entao

CtA) 1/ 1A
let4]| = ’m (34 d/\H
ol el
= ‘27Ti/tF(t+A) e tduH. (1.43)
Afirmamos que
foo ) ek (A ek
/tF (;—l—A) e“tdu—/lj(t+A> e“tdu. (1.44)

De fato, suponha t < 1, temos que
b el [ (Baa) ol
—+ A H—du — —4+ A H—d
[ ) e () e
b (50"t
r r 0414 4o0) t t
-1 1
(/ . )[<M+A) oL
Il(—o0,—0] Fl( 0,~6] T'l(0,00] t t
-1 1
(ol
tl(co,—t=16)  /Tl(~00,0) t t
© -1, 1
Aokl
TR A | (RS
-1 1
()l o2
r [ (0,00] t t

note que tI" [(_ o _4-19) € tI" [[_4-19,1o0) S0 Teparametrizacoes de I' [(_ _g) € I' [(0,00)], TeSpectiva-

|( c0,—t—16] |(7t*16,t*19]

|( t—1l6,t—1g]
|( t—16,00]

mente, e tI’ |[_t7197t719], I |[,979] formam uma curva fechada. Logo, podemos aplicar a teorema de
Cauchy, ja que o integrando é uma funcao analitica. De modo andlogo, mostramos que 1.44 ocorre

set>1.
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Entao, de 1.43 e 1.44 segue que

—tA I -
I TR e
1 7 —H| le”|
- 4) [
= o Jp (t+ ¢ o
< L [rl
= on oIl ¢ M
1 1
< — [ Lletlidul = ©
2m Jr [l

Usando os mesmos argumentos, temos

lac) = | [ A(HA)leAtdAH
_ % /tFA<lZ+A>_le“1duH
= mi (o) G ) G () e
R e
s ool
< 5 -4 G+ a) et
< o F(”‘?W " du
< o L1t
< ¢
-t

tAg — x quando t — 07T, para todo = € X. Para isto, suponha inicialmente

1./6)‘t)\1xd>\= <1,/e)‘t)\1:rd/\>x:x.
27 Jr 27 Jr

Mostraremos que e~

que z € D(A). Note que

Assim temos que

—tA

1 1
z—z| = ‘/()\—I—A)_le)‘txd)\—/eAt)\_lxd)\H
r r

He 21 211
1 At -1 -1

= — A+ A - A d\

| [0+ A7 =3
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S /e’\t()\-l—A)l[I— ()x-i-A))\l]xd)\H
2T T

_ b /e*tAl(A +A)1A:cd/\H
2 T

1 top N1
- nl (B A) Az—d
2 /tre M(t+ Y MH

1 1 -1
- 1 /e‘u <B+A) AxduH
2r |Jr p \t
1 le| M
2 Jp ul 4]

M [[Az[| [ [e"] >
= — | —|du| ) t.
< 27 r |M|2‘ |

IN

[Az| |dp|

Portanto, e~*2 — z quando t — 07, para todo = € D(A).

Fixado y € X e dado £ > 0, como D(A) = X, seja x € D(A) tal que ||z —y|| < Do

€
2(c+1)
que j4 foi provado, existe § > 0 tal que He‘Atx — :UH < §, para todo ¢ € (0,6). Segue entdo que

le Ay —y|| < [l y— e x| + [le e — 2| + |z — gl
< e | o =yl + [le e — || + [l — y]
= (e +1) |z =yl +|le 2 — 2|
& g

para todo t € (0,9). Portanto, e~y — y quando t — 0. Conclufmos entdo que {e*At}DO é um

semigrupo analitico.

Provemos que —A é o gerador infinitesimal de {e*tA} />0 - Para isto, considere x € D(A), entdo

%(e_mx) = —Ae Mg = /A()\JrA)_le’\txd)\
r

= —/e’\t(/\—i-A)lA:cd)\
r

= —e Az,
Seja ¢ : [0,400) — X definida por

P(s) = — /0 CetAuy

Entao

—(e M) = —e M Ar =

dt ¢(t), para todo t > 0.

dt
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Pelo Teorema Fundamental do Calculo, existe y € X tal que

ety — ¢(t) =y, para todo t > 0.

Como a aplicacio [0,00) 3 t — etz — ¢(t) € X é continua, temos que etz — ¢(t) = y, para

todot>0ey=e %2 — $(0) = 2. Logo a aplicacdo
[0,00) 3t e Mz e X

¢é diferenciavel em t =0 e

d
dt
Portanto se L é o gerador infinitesimal de {e*tA}KO , segue que D(A) C D(L)e L =—Aem D(A).

(e ) (0) = —e "4 Az = —Ax.

Por fim, seja T': X — X o operador linear definido por
+oo
Tr = / e Axdt. (1.45)
0

Como He_tAH < C para todo t < 0, note que a integral 1.45 converge e portanto T' estd bem
definido. Dado z € X ja provamos que e~z € D(A) para todo t > 0. Como A é fechado, dado
7 € N, temos que

J J J
/ el Mpdt e D(A) e A </1 e_te_tA:vdt> = / et Ae Myt
1 L 1

Usando integracao por partes, segue que

S
S

J A J A
lim A / etetydt | = lim e tAe rdt
J—00 1 j—oo J1

J J

J—00

J J

= lim A ((—e_te_tA:U) —/ e_te_tA:Edt>
1 1
i

J

1 41 i A 7,
= limA(e je i —e e A]x—/ e e tAxdt)
J

Novamente do fato de A ser fechado, segue que Tx € D(A) e A(Tx) = v — Tx. Dado x € D(L)
temos que e 4z € D(A) C D(L) e

—sA _—tA —tA
_ . e SteT My — ey
Le ™z = lim

s—0t S
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. (& e T
= lim
s—0t S
sA
= lim ¢4 € T
s—0t S
—sA
_ . ey —x
= ¢t lim
s—0t S
= Ly

Assim, se x € D(L) temos que
+oo
T(Lz) = / e te A Ladt
0
+oo
= / e 'Le adt
0

+oo
= / e t(—A)e Madt
0

o0
= —A (/ e_te_tA:rdt>
0

= —A(Tx)
= —x+Tx.

Portanto T'(Lz) = —x + Tz e x = =T (Lz) + Tx € D(A). Logo, D(L) C D(A). Ou seja, D(L) =
D(A)e L =—A.

Para o caso a € R qualquer, temos que

1
emh = — [(A+A)teMaN

271 T

_ 1 B 1

= 5 F[()\+a)+( a+ A)] " eMdA
1 1 (g

- —a+ A (p—a)t
5] f[/Hr( a+ A)] e dp
1

= e [l (a7 e
27 r

onde I' : R — C é definido por I'(s) = I'(s) + a. Seja A = —al + A, temos que A é um operador
setorial com vértice a = 0 e I é exatamente a curva I' quando tomamos a = 0, portanto podemos

aplicar o que ja foi provado, ao semigrupo analitico T(t)tgo definido por

1
— | (u+(—a+A) e dp
271 I'+a

de onde todas as afirmacoes do teorema seguem. O
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Seja A um operador setorial com Reo(A) > 0, é possivel definir o operador de poténcia fra-
ciondria A~ com « > 0 através dos operadores e . Para mostrar essa definicio, consideremos a

é um escalar positivo, entdo a~® é a poténcia usual (—«) de a. Escrevemos

_ 1 /°° 1 _—at
a = — v e dt, 1.46
) Jo (1.46)

onde a funcgao gama I' : (0, +00) — R é definida por

F(a):/ t* e tdt.
0

De fato,

Seja A é um operador setorial, como ja definimos o operador e, podemos usar a igualdade

1.46 para definir A=“. A condi¢@o a > 0 se traduz para Reo(A) > 0.

Definicao 1.8. Suponha que A é um operador setorial e Reo(A) > 0, entao para qualquer o > 0,

definimos
1

AT = o) /Ooo tete=Atqs, (1.47)
Exemplo 1.5. Temos que A~' dado pela definicio 1.8 é o operador inverso de A. De fato, dado
x € D(A) temos

+o00

= lim (—Ale Mz)+ A7
0 t——+o0

= A 'z

/ e Alydt = (—A e Ay)
0

Como a integral fooo e~ Adt e A1 sio operadores lineares continuos sobre X que coincidem no

subespago denso D(A), seque que eles sio iguais.

Teorema 1.30. Se A é um operador setorial em X com Reo(A) > 0, entdo para qualquer o > 0,
A= ¢ um operador linear limitado e injetivo em X e satisfaz A=*A~8 = A=(5) para quaisquer
a>0epf>0. Também, para 0 < a < 1, tem-se

SenNmTo

A =

/OO AT+ A)ta, (1.48)
T 0
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Demonstragao: Para algum ¢ > 0, Reo(A) > ¢. Entao, pelo Teorema 1.43, tem-se
He—AtH < Ce

para t > 0. Portanto,

o 1 a1 —
ol = oy [
o

o te o0t ||
w )/ Iz

e portanto A™% é limitada quando « > 0. Para o, 5 > 0

cag-8 _ (1 [T a1 —a 1 s as
e Y R v Ay
_ 1 > a—1_—A > B—1_—As
= I‘(oz)F(B)/O t“ e t</0 s’ e ds> dt
_ 1 T a1 Bl —Aftts) )
T(Q)T(ﬂ)/o </0 tY s e ds | dt.

Para cada t > 0 fixado, fazendo a mudanca de varidvel p =1t + s = s = p — t obtemos

oo o)
/ ta—lsﬁ—le—A(t+s)dS _ / to‘_l(u _ t)ﬁ—le—Aud'u“
0 t

Logo,

ATeA7P = F(a)lF(B)/OOO (/too talsﬂleA<t+S>ds> dt
= F(a)lr(ﬁ) /OOO (/OM t (- t)ﬁle“‘“dt> dp.

Para cada p > 0 fixado, fazendo t = puv temos

I 1
J R e R e
0 0
Logo

ATATP = F(a)lm /OOO (/Ol(uv)"_l(u - uv)ﬂ‘le"““udv> dp.

— r(a)lr(ﬁ) /Ooo (/01 v (1 - v)ﬂ—ldv> po P temAn gy,

= g o) ([T va)

= A~(a+h)
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[(a)T(5)

usando fol v N1 —v)fdv = T(ath)

Para um inteiro n > a,
AT = AT g

Como A7 : X — X é injetivo, entdo A™" = (A~1)", que corresponde a n-ésima poténcia de A~!,

também é injetiva. Por fim, dado A > 0, temos que pela

oo
A+ A = / e~ Me Mt
0

- (/ —At —)xtdt> d\

A @ —At —)\tdt> d\

entao

8

>

/ AT+ A) TN =
0

3

8
TN TN

/
/00 —« 7At )\td)\> dt
0
e—At < —a _/\tdA> dt
< at /°° (H) L) dr
0 t t
e~ Al (/ u_ae_”du> dt
0

= e~ TID(1 — a)dt
0
()I'(1 —a)A™

8

c— — — — — >—

8

|
=

Por fim, usando a seguinte identidade,

F(a)r(l — O[) = W, para O <a< 1,
temos
A+ A) L = — Ao,
/0 (A+4) sen(ma)
Portanto,
Ao - sen(ma) / - AT\ + A)"ldA,
Q 0

Definigao 1.9. Dado o > 0, definimos A™% como sendo o operador inverso de A%,
D(A%) = R(A=%) e A como sendo o operador identidade I : X — X.
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Exemplo 1.6. A' ¢ igual ao inverso de A~', ou seja, A' = A.
De fato, temos que D(Al) = R(A™1) = D(A) e A' = (A71)~1 = A

Propriedades:
(1) Se a > 0, A ¢ fechado e densamente definido;
(2) Se a > 3, entao D(A®) C D(AP);
(3) A¥AB = AP A~ = A%TB no D(AY), onde v = maz(a, B, + B);
(4) A% A = =4t A% no D(A®),t > 0.

Teorema 1.31. Suponha que A seja setorial e Reo(A) > § > 0. Para a > 0, eziste C,, < o0 tal
que
HAO‘e_AtH < Cpt™e™ parat > 0,

ese0<a<l1, xe€ DAY,
—At 1 o a
Ie™* = Daf] < ~Crot® [[A%]].

Além disso, Cy € limitado para o em qualquer intervalo compacto de (0, 00).

Demonstragao: Pelo Teorema 1.29, temos que

HefAtH < Ce HAefAtH <Ct'e ™, parat > 0.

Entao, para a =1,2,3, ..., temos
HAae—AtH _ H(Ae—Aé)a
< HAe_Ai :
—1 o
t
("
o
= C“ e 6757&
a—Oé

Se0< <1, t>0,

e = o]

- Jasenc
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= [aerarer]

A sy [ e s

IN

1 B 4o Ats)
= — s P ||Ae” AT ds.
),
Dado 0 < a <1 e x € D(A%), temos que
t
—/ A% A A% dy = e Ap — lim e Yz
0 w—0t
= ey —12
= (e~ D)z,
pois,
d
%(e_Atx) = —Ae g
_ —Al_aAae_Atx
= — A" 4 4% para todo t > 0.
Portanto,
t
H(e_At - Nz|| = ‘ / Al_ae_AwAamde
0

t
< /HAl_O‘e_AwH | A%]| duo
0

t
< ( / Cw—<1—a>e—5wdw> | A%||
0
t
< c(/ w_(l_o‘)dw> | A% ||
0

at

w o
C( )I!Ax\l

@ g

1
= 0t || A%z
(0%

IN

Teorema 1.32. Se 0 < a <1, x € D(A), entao existe C > 0, tal que
1—
[A%|| < C || Az||* |lz] 7.

Além disso, existe uma constante C' > 0, tal que

|A%z|| < C (6 || Az + B HxH) , para todo € > 0.

(obs: Aqui C e C' sao constantes independentes de )
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Demonstragao: Pelo Teorema 1.29, existe uma constante C' > 0, tal que
He_AtH < C, para todo t > 0.

Dados @ € (0,1), e >0 e x € X, temos que

+o0
P = | taleAtazdt‘
0

€ +oo
= (/ +/ )to‘_le_AtxdtH
0 €
5

“+o00
< / ta—le—f‘“xdtHJr’/ ta_le_AtxdtH
0 €
€
< / £ e~ 4| ]| dt
0
+o0
+ H(— lim to‘_lA_le_At:n> +€a_16_AEA_1ZC+/ (a—l)t"_ze—AtA_lzcdtH
t——+00 c
3 +oo
< / to‘_IC'H:UHdt—f—H&a_le_AsA_IxH—i—H/ (a—l)ta_Qe_AtA_lxdtH
0 €
Ea —+00
< CHxH—|—C’HA_1a:H€°‘_1+(a—1)/ 120 | A e dt
« €
e* -1 a—1
< Cllz| = +20||A || e (1.50)
«

Fixados z € X \ {0} e a € (0,1), como
o e
lim C|jz]| — 4 2C ||A7 2| e*! = 400 = lim C|z|| — +2C ||A" z||e*!
€00 « e—0t Q

e aaplicagio ¢ — C ||z & +2C ||A~ z||e*~! € R com ¢ € (0, +00) é continua, segue que ela possui
um ponto de minimo. Além disso, tal aplicacdo é C' e para obter o ponto de minimo considere

d e*

L (el S+ 20 aaf =) =0

de @

ou seja,

Cllz) e + 20 ||A 2| (a — 1)el*"P =0

& Cllz) et = —2C ||A 2| (a — 1)e*72)
o=l 20 A7 2| (o = 1)
ex2 Cll«|

0
Assim, o ponto de minimo da fungao C ||z|| YS! HA_IZEH e leRé
a

_2 A7 (1 - a)

]

€0

Y
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e o valor minimo dessa aplicacao é

« 1 B o
Cllel &+ 20 atz) g = <l (2\»A | a>>

_ a—1
2o (A=)

_ g 1—a g -1, _ a
= aHxH 2 HA xH (1-a)

+ 20C A | )T (1 - )
_ (C[m )] 420201 - a)}“-l) Jall = || A~ 2a]|”

(0}

Dessa forma,

ID(a) A2 < (S[Q(l o))+ 20]2(1 — a)]a1> el A"

Logo,
|A=oa]| = (z)(S[Q(l—a)]o‘—|—20[2(1—a)}°‘_1> el A"
C —a)]® C —a)]* ! Call a1 e
¢ oL (CRUO 2RO oy
~ e (2pa -+ 20— ) e 4]
~ 20—l el A
R ey LR el

Afirmamos que existe uma constante K tal que

4C

T(a+1) 2(1 — a)]* ! < K, para todo a € (0,1).

De fato, basta notar que a fungao f : [0,1] — R definida por

4C _ a—1
r<s>:{4r<ca+1>[2<l AT seatl
, se a =

é continua, ja que
lim [2(1 — a)]*"! = lim rRO-al*™) = iy ele-DinR-) =

a—1— a—1— a—1—

Assim,
-] < K ol = 41"
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para quaisquer z € X e o € (0,1). Portanto, dado x € D(A) e « € (0,1), temos que

Jaal = A0 (aa)

IN

K || Az| 07 A7 (Az) |
K || Az]|® ||z,

considerando K = C, provamos a Desigualdade 1.49. Além disso, dados o € (0,1), e >0e x € X,

de 1.50 temos que
Ol e

47l < Frasy

2C _ o
+ o) HA 1xH5 L

Entao, dados w € (0,1),d > 0 e y € D(A), considerando ¢ = 6ﬁ, z=Ayea =1—wna

estimativa acima, obtemos

I |
ClAYIS | 20 gy
< To—w) TTa_w A AT

< C'(| Ayl + o7 [lyl)),

ja que inf {T'(a) : « € (0,+00)} > 0. Dali, concluimos a segunda parte do teorema.

Observagao 1.9. Pelo Teorema 1.29, existe uma constante C' > 0, tal que
He_AtH <Ce e HAe_AtH < Ct7'e ™, para todo t > 0,
e além disso, pelo Teorema 1.32, temos
|A%|| < C || Az||* ||z||*™*, para quaisquer x € D(A) e o € [0,1],
Disso segque que

lae= |

IN

e e
C(Ct—le—ét)a(ce—&)l—a
— Ccat—ae—aétcl—ae—(l—a)&

= CHee

IN

Corolario 1.33. Se A € um operador setorial com Reo(A) > 0, e se B é um operador linear tal

que BA™% € limitado em X, para algum o em [0,1), entdo A+ B é setorial.
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Demonstracao: Como A é setorial e Reo(A) > 0, existe um angulo ¢ € (0,F) e uma constante

M tais que o setor
So,6 ={A € C: |arg\| < ¢}

estd contido em p(A) e

(A= A)_lH < %, para todo A € Sy 4.

Entao, temos que

[AA=A)7H = [[A ===~
= ||)\)\ Ay~
< =471 +1
M
< \/\\W+1
= M+1.

Além disso, pelo Teorema 1.32, existe uma constante C' > 0 tal que

|Bz|| = |BA A%z
< |[BAT|| [ A%|
< [|BA™) € (1 Aall + =775 o]

|BA™|| Ce || Az|| + || BA™|| Ce™ = ||z, (1.51)

para quaisquer x € D(A) e € > 0. Tomando € < [||BA™%|| C(M + 1)]7! na estimativa 1.60 acima,
segue do Teorema 1.28 que A 4+ B é setorial.

Teorema 1.34. Suponha que A e B sdo operadores setoriais em X com D(A) = D(B),
Reo(A) > 0, Reo(B) > 0, e para algum o em [0,1), (A — B)A™® € limitado em X. Entdo, para
qualquer B em [0,1], D(A®) = D(B?) e A’B=8 ¢ BPA=P sdo limitados em X.

Demonstracao: Pelo Teorema 1.32, temos que

|20+ 7] < a7 o+ e
< (JAO+ A BP0+ A =
< (M +1) 2l (f‘ﬁrmu)lﬁ
< M+ DA el
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para 0 < 8 <1, |7 —arg)\| > ¢, d)<g, zeXel>0.
Logo, para A > 0, temos que A®(\ + A)~! ¢ limitado em X e

HAﬁ(AJrA)_lH < (M + DAL (1.52)
De maneira andloga, temos que B?(\ + B)™! é limitado em X e
HBB(A + B)*lH < (M +1)AP~L, para todo A > 0.
Além disso, dado A > 0, temos que

A+A Y B-AHN+B)™" = A+AA+B) - A+A)]|N+B)!
= MA+AT-0+B7L (1.53)

Assim,
I+ AN+ A)" Y B - AAA*N+B)™' = A0+ B) '+ AN+ A (B-A\N+B)!
= A*0V+B) P4 A 0N+ AT AN+ B!
= A"+ AL (1.54)
Como [|[A*(A+ A)7H| < (M + 1)|A|*71, e (B — A)A™ é limitado, temos que

AN+ A) 7| ||(B=A)A™|| < (M + D)|N* K.

E note que

1

M+ D)DK < g

1
a—1
SN < Sk
s N > QKM +1)e

Portanto,

A+ A) 7 ||(B—A)A™*]| < %, para todo A > (2K (M + 1))~ (1.55)
Entdo, para A > (2K (M + 1))}=% temos que [I + A%(\ + A)~1(B — A)A~?] é bijetivo, logo
AN+ B) P = [T+ AN+ A)Y(B - A)A™ T A*(N + A~ (1.56)

Note ainda que de 1.55, temos

IN

|+ AN+ A~ (B—A)A™ |

IN

(
(

IN
7 N
—_
|
N =
N———

L

|
N

(1.57)



Assim, para A > (2K(M +1))17%, de 1.56,1.57 e 1.52 temos que
[A*A+B)7Y| < |[H+A4A* A+ A7 (B -AHA A+ A7
< 2(M + )AL
Dado 8 € (0,1), da Identidade 1.48 (A*O‘ = 2enne fooo AT+ A)*ld)\) , e de 1.53, segue que

semrﬁ +°°

A B _pBB

AN+ A~ = (A + B)~Ydx

- 36””5 m B+ A)~Y(B - A)(A+ B)"ld. (1.58)

Por outro lado,

/;OO A PAPN+ A)Y(B - A\ + B)‘ld)\H

</OR+/R+°°> H)\_ﬁAﬂ()\—FA)_I(B_A)()\_‘_B)—lHd)\

R
- / H)\_ﬁAﬁ_lA(AJrA)_l(B—A)B_lB(AJrB)_lHd/\
0

IN

+oo0
+ / HA—ﬁAﬂ(A +A)YB - A)AC AN+ B)—1H X

IA

/AﬁHAﬂ Ao+ a1 - B~ B+ B) 7| ax
0

N /; WHA;; A+ )78 = Ao |42+ BT dA

IN

/ A A5 (04 1) [[(B = A) B[ (M + 1)dA
0

+ /m AP(M + DAPH|(B — A)A™| 2(M + 1)A*"tdA
R

R
|47 s+ 12 (B~ )87 / AP
0
+oo
+ 2(M+1)?*|(B-A)A / A*2dN < oo
R

Logo, a integral

+oo
/ NBAPO+ A) (B — A)(A+ B)"\dA
0
é convergente. Como A? é um operador fechado, e dado = € X as integrais

/+OO AP+ AN (B = AN+ B) lad

0

/+°o A PAPN+ A)"H(B — A\ + B) lzd)
0
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sao convergentes, segue que
—+00
(/ A PN+ A (B - AN+ B)_la:d)\) € D(AP)
0

€

+00 +oo
AP (/ AP+ A Y(B - AN+ B)_lmd)\) = / A PAPN 4+ A)Y(B - A) (A + B) lzd\.

0 0
Portanto, dado x € X

Bz = APz— (AP -B P

= <A—% _ sen(nB) /+oo A PN+ A (B - AN+ B)‘lxd)\> € D(AP)
T 0

APB Pz = AP[AP — (AP — B7F)
= (1 _ sen(nB) /+OO AN PAPN+ AYB - AN+ B)_I:Ud)\>
0

T
é limitado em X. Entdo concluimos que D(B?) ¢ D(A?) (lembrar que D(B?) = R(B~")) e APB~F

é limitado em X para qualquer § € (0,1). Em particular, obtemos que
(B-A)B™" =—[(A- B)A™|[A"B™]
¢ limitado em X.

Portanto, pela parte do teorema ja provada, trocando A por B em 1.58 segue que D(AP) C
D(B?) e BPA=? é limitado em X, para quaisquer 3 € (0, 1), o que prova o teorema para (3 € (0, 1).

O caso 8 = 0 é imediato e para o caso 3 = 1, basta notar que
BA™' = 1-(A-B)A™!
= I-(A-B)A@AA7!
I—[(A-B)A™][A*"!

é limitado em X, e que BA~! : X — X é bijetivo, com inverso AB~! : X — X. Logo, pelo

teorema da aplicacao aberta, AB~! é limitado em X.

O]

Definigao 1.10. Se A € um operador setorial em um espaco de Banach X, defina para cada oo > 0,
X% = D(AY) com a norma |.||, definida por ||z|, = [|ATz|,, z € X, (1.59)

onde Ay = A+al, comacR e Reo(A;) > 0.

Denominamos X< de espaco de poténcia fraciondria associado ao operador Aj.
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Observagao 1.10. X ndo depende da escolha de a € R. De fato, seja A um operador setorial e

ai,az € R tais que
Ai=A+a1l e Ay = A+ azl, com Reo(A1) >0 e Rea(Az2) > 0.
Como
(A; — A2)AY = (a1 — a9)I, (1.60)
seque pelo Teorema 1.34 que
D(AY) = D(AS) para qualquer o € [0, 1].

Vamos supor que para algum K € N tenhamos D(AY) = D(AS), para qualquer o € [0, K]. Entao,
dado o € [K, K 4+ 1] e x € D(A}) = R(A]®), existe y € X tal que x = A7 = A7 (A]™%y), logo
Ajr = A7 %y € R(A7%) = D(AS™1) = D(AS™).

Além disso, por 1.60
Agw = Ayx + (ag — a1)z € D(AY™Y),
pois x € D(AS) C D(AY™Y) = D(AS™Y). Entdo existe z € X tal que Asx = AY™*2, logo
r= A AT = A2,
Portanto, temos que x € D(AS). Provando que
D(AY) C D(AY).

De maneira andloga, mostra-se que D(AS) C D(AY). Portanto, seque que

D(AY) = D(AY), para qualquer o > 0.
Observagao 1.11. A topologia de X¢ independe da escolha de a € R, isto €, existem constantes
C4 e Cy tais que

|ATz]| < Cy||ASz|| e ||ASz|| < Co||ATx||, para todo x € X.

De fato, dado qualquer a > 0, temos que

AAYY = (I +A)AS“
(a1 — ag)I + aol + AJAS®
(a1 —ag)l + As]Ay°
a; —ag)A; " + A ALY
(a1 —ag)l + A% Ay
“l(a1 — a2)I + As]
= A;“As.

(
[
[
(
Ay
Ay
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Assim, seque por inducdo sobre K, que
AFAQO‘ = A;aAf, para qualquer K € N e a > 0.
Logo, dado o > 0, seja K = max {j € NU{0} : j < a} e como (a—K) € [0,1], temos pelo Teorema
1.34 que
ApAy = AT AfA, ) AR

A A A

= (A7 AT A"
€ limitado. Assim, dado o > 0

[ AT ]|

IN

14745 Az
|ATA; | A5z, para todo = € X°.

IN

De maneira andloga, temos que
|Asz| < ||ASAT|| 11 AT =], para todo z € X°.

Teorema 1.35. Se A € um operador setorial em um espaco de Banach X, entdo X% munido com

a norma ||.||, € um espaco de Banach, para oo > 0.

Se oo > B > 0, entdo X é um subespago denso de XP, e a aplicacio inclusio de X em

XB(XO‘ C XB) ¢ continua. Além disso, se A tem resolvente compacto, a inclusio X C XP é

compacta quando o > > 0.

Por fim, se A1, Ay sio operadores setoriais de X tal que D(A1) = D(A3z), Rea(A;) > 0, com
j=1,2e(A;—A2) AT : D(A™®) — X é um operador limitado para algum o < 1, entdo denotando
por Xjﬁ o espago de poténcia fraciondria associado ao operador Aj, ou seja, Xjﬁ = D(Af) com

7 =1,2, temos que xP = Xg e as normas nesses espagos sao equivalentes para qualquer 5 € [0, 1].

Demonstracao: Como A® : X* — X é uma isometria sobrejetora, a completude de X segue
imediatamente da completude de X. Portanto X é um espaco de Banach.
Sejaa>F>0eJ: X* — XF ainclusdo, concluimos que
J=APAPATAY = AP AP A
Como A% : X* — X e AP : X — XP s@o isometrias e AP~ ¢ limitado, se A tem resolvente

compacto, entdo AP~ é um operador compacto, logo J = A~# AP~ A% ¢ um operador compacto.

E as udltimas afirmacoes seguem imediatamente do Teorema 1.34 .
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Capitulo 2

Existencia, unicidade e dependéncia
continua da equacao abstrata

Neste capitulo, serd estudado o problema de valor inicial para uma classe de equacoes diferenciais
abstratas, incluindo equactes diferenciais ordindrias e equagoes diferenciais parciais parabdlicas
semilineares, bem como existéncia, unicidade e dependéncia continua da solucao do problema de

valor inicial.

2.1 Problema Linear de Cauchy

Inicialmente considere o problema homogéneo

d
d—x—f—Ax:O, parat >0

¢ (2.1)
z(0) = xo

onde A é um operador setorial em um espaco de Banach X e 2y € X é dado.

Definigao 2.1. A solugdo de 2.1 é uma fungao continua x : [0,T) — X continuamente diferencidvel
no intervalo aberto (0,T), com x(t) € D(A) para 0 < t < T, e satisfazendo 2.1 em (0,T) com
x(t) = xo em X quando t — 0F.

A

Do Teorema 1.29, note que x(t) = e~ “*xy é uma solugao de 2.1. Afirmamos ainda que essa

solugao ¢é tnica. De fato, seja0 < s<t<T e

y(ts) = e Aa(s),
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onde z(") é uma solucao qualquer de 2.1 em (0, 7). Portanto, temos que s — y(t, s) é continua em

0 < s <t, e continuamente diferencidvel em 0 < s < ¢t com

AW(t,s) _ _ap—sdz(s) —A(t—s)
s = e s + Ae x(s)
A(t—s) dx(5) CA(—
_ A(t—s) &2 \2) A(t S)A
e I +e x(s)
= Al <df£j) +Ax(5)> =0

para 0 < s < t, entdo y(t,0) = y(¢,1), isto é

e Mrg = ()

o que implica que y = e~ 4*zy.

A seguir, apresentamos o problema nao homogéneo

d—x+Ax:f(t), para 0 <t <T
dt (2.2)

z(0) = o,

onde A é um operador setorial e f uma funcao apropriada.

Lema 2.1. Seja f: (0,T) — X uma funcgdo localmente Hélder continua com

p
/ | f(s)|| ds < oo, para algum p > 0.
0

Defina
t
F(t) = / e A=) f(s)ds, para 0 <t < T,
0

entao F(°) € continua em [0,T'), continuamente diferencidvel em (0,T"), com F(t) € D(A),
dF(t
d§>+AF(t) =f(t)em0<t<T, e F(T) =0 em X quandot — 0F.

Demonstragao: Para p > 0 suficientemente pequeno, defina
t—p
/ e*A(t*S)f(s)ds, para p <t <T,
Ep(t) =4 77
0, para 0 <t < p.

Entao(definindo f(s) =0 para s < 0)

IF(t) - Fy(1)]| < / 1£(s)]]ds

He—Aa—@
t—p
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que tende a 0 quando p — 07, uniformemente em 0 < ¢ < ¢( para qualquer ¢, < 7. Além disso, F,
é continua, ja que
t—p t+h—p
Fy(t+h) — F,(t) = (e — 1) / e~ A=) f(s)ds + / e~ AUTh=9) £(5)ds,
0 t—p
considerando 0 < ¢t < tj, < tg, que tende para zero quando h — 0. Portanto, F' é continua de [0,7T)

em X, e
t
1) < [ e
0

Além disso, se 0 < s < t, entdo e~ 475 f(s) estd em D(A), entdo a soma de Riemann para F,(t),

|£(s)|| ds — 0 quando ¢t — 0.

> e Al f(s;) Asy,

t—s>p

estdo em D(A), e

t—p
lim A e A=) f)As = Ae= A=) f(s)ds.
0

As—0
s<t—p

Dai, como A é fechado, F,(t) € D(A) e
AF,(t) =
Ae™ =) (f(s) — f(t) + f(t)} ds
t—p
Ae™ A=) {£(s) — f(t)} ds + / Ae= A9 £ (1) ds
0

t—p

Aem A= [ (s) = f(t)} ds + e A7 f (1)

0

AN f(s) = f(O)} ds + e AT f(t) — e A0 f(1)
Ae™ A=) Lf(s) — f(t)}ds + {e P —e M) £ (1).

Agora, HA@‘A(t_s)H =O0((t—35)Y, |If(s) — f(®)|| = O(|t — 5|?) para algum § > 0 quando s — ¢,

portanto como p — 0T,

AF,(t) — /0 Ae A9 {f(s) — F(t)} ds + {1 — MY (1),

Assim, novamente do fato de A ser fechado, F(t) € D(A) para 0 <t < T.

Considere qualquer intervalo estritamente interior [tg,t1], 0 < top < t; < T, entao
AF,(t) = AF(t)
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uniformemente em ty < ¢t < t1, desde que
1£(t) = F(s)| < Kt — sl para t,5 € [to, 1], e algum 6 >0,
entao

AB,0 - AF@)] = -1+ b0+ [ 4 (56 - sy s

t—p

IN

t
[t =n s+ [ @=oas 0,
t—p

quando p — 07 uniformemente em ¢ty < t < #;.

Finalmente, F,(t) é diferencidvel quando t > p, com

dF,(t
c;)t( ) = —AF,(t) + e ft—p), p<t<T.
O lado direito converge uniformemente para —AF(t) + f(t) em Tp < ¢t < ;1 (0 < to < t;1 < T)

quando p — 07, entdo F é continuamente diferencidvel no intervalo (0,7'), com %Et) + AF = f(t).

O]

Definicao 2.2. Uma fungdo z : [0,T) — X € uma solugao (cldssica) de 2.2 em [0,T) se € continua
nesse intervalo, continuamente diferencidvel em (0,T"), z(t) € D(A) para 0 < t < T e que satisfaz

2.2 em [0,T).

Considerando A um operador setorial, entdao A gera o semigrupo e~“*. Entao considerando
uma solugao de 2.2, temos que a fungio g(s) = e~ A=%)x(s) é diferencidvel para 0 < s < t e
dg

y — —AG_A(t_s)ﬂf(S) + G_A(t_s)l‘,
S

= —Ae A0 (s) + e A7) Ax(s) + e A9 £(s)
= A9 1(s). (2.3)

Se f € LY(0,T; X), entdo e‘A(t_S)f(s) é integréavel, e integrando 2.3 de 0 a ¢, temos

t
z(t) = e AWz +/ e A5 £ (s)ds.
0

A partir desta observagao, temos um novo conceito de solugdo, descrito a seguir.

Definigao 2.3. Seja A o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo e xg € X e f € L'(0,T; X).
A funcgao x € C([0,T] : X) dada por

t
z(t) = e Mg —I—/ e A=) f(s)ds, 0<t < T,
0
¢ a solugdo branda do problema de valor inicial ndo homogéneo 2.2 em [0,T].
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A partir do Lema 2.1, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.1. Suponha que A é um operador setorial em X, xg € X, f:(0,T) — X € localmente
Holder continua e [} || f(t)|| dt < oo para algum p > 0; Entdo existe wma tnica solugdo (forte) a(")
de

d
d—x+Aa;:f(t),O<t<T
¢ (2.4)
x(0) = xo,
que €
t
z(t) = e Mg +/ e A0=5) £ (5)ds
0
2.2 Existéncia local e unicidade do problema nao linear
Considere a equagao nao linear
d
djf’ + Az = f(t,x), t > 1o
t (2.5)

z(to) = wo,
onde A é um operador setorial tal que a poténcia fracionaria de A1 = A + al, com a € R, estd
bem definida e o espaco X* = D(A{) com a norma ||z||, = ||Afx|| estd bem definido para « > 0.
Assumimos que f aplica algum conjunto aberto U € R x X“ em X, para algum a em (0,1), e f é
localmente Holder continuo em ¢ e localmente Lipchitz em x. Mais precisamente, se (t1,21) € U,

existe uma vizinhanga V' C U de (t1,x1) tal que para (¢t,z) € V, (s,y) € V,

1£(t,2) = f(s,9)] < L(jt = s|” + ||z = yll,,),
para as constantes L > 0e 6 > 0.

Definicao 2.4. Uma solug¢iao do problema de valor inicial de Cauchy em (to,t1) € uma fungao
. . o d.
continua x : [to,t1) — X tal que x(tg) = x¢ e em (to,t1), temos (t,x(t)) € U, z(t) € D(A), G

existe, t — f(t,x(t)) € localmente Hélder continua, e

to—p
/ Il f(t,x(t))]| dt < oo para algum p > 0,

to

e a equagao diferencial 2.5 € satisfeita em (to,t1).

Lema 2.2. Se x € uma solugdo de 2.5 em (tg,t1), entao

x(t) = e Al0) gy + /t e~ A0=3) £ (s, 2(s))ds. (2.6)

to
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Reciprocamente, se x é uma fun¢do continua de (to,t1) em X<, e t’;ﬁp | f(s,2(s))] d(s) < 0o para
algum p > 0, se a equagdo 2.6 vale para ty < t < t1, entao x(-) é uma solugio do PVI 2.5 em
(to,t1).

Demonstragao: A primeira afirmacao segue imediatamente da Definicao 2.4 e Teorema 2.1.
Suponha que = é uma solugao da Equagao Integral 2.6 e x € C([to, t1); X%). Primeiro vamos provar

que z é localmente Holder continua de (tg,t1) em X®. Se tg <t < t+ h < t;, entdo
t t+h
z(t+h)—x(t) = (e_Ah—I)e_A(t_to)xo+/ (e_Ah—I)e_A(t_s)f(s,x(s))ds+/ e~ AUTh=9) (s 1(s))ds.
to t

Se 0 < § < 1— a, entdo para qualquer z € x,

H(e*Ah)e*A(t*S)z < C(t —s)~@F)poealt=s) | 2| . (Ver Teorema 1.31)

«

Portanto, para t € [t§,t7] C (to,t1),
|#(t +h) —2(t)], < kh®, com k constante.

Disso segue que t — f(t,x(t)) é localmente Hélder continua em (g, t1). Entao, pelo Teorema 2.1,

x é solucao do problema de valor inicial

d
Tt Ay = f(La(t), to <t <t
(2.7)
y(to) = o,
Portanto, x também é uma solugao de 2.5 em (o, t1).
O

Teorema 2.2. Assuma que A € um operador setorial, 0 < a < 1, e f : U — X, sendo U um
subconjunto aberto de R x X%, localmente Holder continua em t e localmente lipschitiziana em X.
Entao, para qualquer (tg,xg) € U existe T = T (tg, z9) > 0 tal que o Problema de Valor Inicial 2.5

tem uma unica solug¢ao em (to,to +T).

Demonstragao: Pelo Lema 2.2, é suficiente provar o resultado correspondente para a equacao
integral 2.6, que é conhecida como a ”férmula de variacao de constantes”. Com esse objetivo,

escolha 6 > 0, 7 > 0, tal que o conjunto

V=A{tx)/to <t <tog+7, ||z — 0, <6}
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estd contido em U, e como f é localmente Lipschitz, existe L € R tal que
1f(t,21) = f(t, 22)|| < L1 — z2|, para (t,21), (¢, 22) € V.

Seja B = maxy, 1o+ ||f(t, z0)|| e escolha T tal que 0 < T < 7 e

H(e_Ah —I):UOH < g para 0 < h < T,

T
J
M(B + L5)/ u Ye™du < 2
0
onde HA?e*AtH < Mt e para t > 0.

Se S denota o conjunto das fungoes continuas y : [to, to + 7] — X tal que ||y(t) — zo||, < 0 em

to <t <tog+T com a norma do supremo usual

1yl = sup{lly(®)llo, to <t <to+T},

entdo S é um espago métrico completo. Para y € S defina G(y) : [to,to + T] — X por

Gy)(t) = e Att0) gy 4 / t e~ A=) £ (s, y(s))ds.

to

Vamos mostrar que G aplica S em S e é uma contracao estrita. Inicialmente, note que

IGW)(#) = zoll, = |je g + /t te‘A(t‘S>f<s,y(s))ds—xo
0
< [leAt=) — 1yzg) +‘/:“A“‘S>f<s,y(s>> ds
o 0
e ) ey N ] [T
0
< (e ) — Do)l + /t t ASe= A9 (B + Lé)ds
o 0

5 to+T

< 5+ M(B+ L) / (t —s)" e =) ds < 6,
to

para tg < t < to 4+ T. E facil notar também que G(y) é continua de [to, to + 7] em X°. Entdo G

aplica S em S.

Seja y,z € S entao para tyg <t <tg+ 1T,

to t
IG(W)(#) = G() D), G_A(t°_t)+/t 6‘A(t_s)f(s,y(8))d86‘A(t°_t)/ =AU f (s, 2(5))ds

to

/eA(tS)f(s,y(s))dS—/ eiA(t*S)f(S,Z(S))ds

to to
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t
/ A (s, y(5)) — f(5 2(s))]ds

to

t
< / A £(s,5(5)) — £(s, 2(5)) || ds
to
t
< / A2 A9 £ (s, y(s)) — f(s,2(s))]] ds
t
< ML / (t = )=V |y — 2.

Entao

1
IG(y) =Gl < 5 lly = 2l . para todo y, = € 5.

Pelo teorema da Contragao (Teorema 4.2), G tem um tnico ponto fixo z em S, que é uma solugao
continua da Equagao Integral 2.6 e f(¢,z(t)) é limitado quando ¢t — tJ . Além disso, pelo Lema 2.2,

essa € a unica solucao de 2.5 em (tg,to + 1) com valor inicial x(tp) = xo.

O]

Teorema 2.3. Assuma que A e f sdo como no Teorema 2.2, que para todo conjunto fechado
limitado B C U, f(B) seja limitada em X. Se x € uma solugdo de 2.5 em (to,t1) e t1 € mazimal,
entdo t; = +00 ou existe uma sequéncia t, — t; quando n — +oo tal que (t,,x(t,)) — OU. (Se

U é ilimitado, o ponto no infinito estd incluido em OU ).

Demonstragao: Vamos supor que t; < 400, mas (¢, z(t)) nao estd em uma vizinhanga N de U
para to <t < t;. Podemos tomar N da forma U \ B, onde B é um subconjunto fechado de U, e
(t,z(t)) € B paraty <t <t;. Basta provarmos que existe z; € B tal que z(t) — 1 em X quando
t — t7, o que implica que a solucdo poderia ser estendida além do tempo t;(com x(t1) = 1), pelo
Teorema 2.2, o que contradiz a maximalidade de t;. Ou seja, t; < 400 garante a existéncia de tal

vizinhanca.

Seja C' = sup {||f(t,z)||, (t,z) € B}. Mostraremos inicialmente que ||z(t)|| ; permanece limitada

quando t — t;, para qualquer 8 < 1. Note que se « < 8 < 1, to <t < 1, temos

a0y = e atio) + [ A oot
< e_A(t_to)m(to)H + /t t e~ A9 f (s, 2(s))ds
< e ettt + [ e s, atspi s
0
< [Jagee ooyt + [ [Jate 0 s, atopl ds
o
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t
< M(t—to)" T ) |a(to) | + [ M(t —5) e || f(s,2(s))] ds
to

¢
< k {(t — o) "B ||z (to)]|,, + / (t— s)ﬂds} , onde k é uma constante,

to

que ¢ limitado quando ¢ — ¢; . Suponha t» <7 <t < t;, entao

a(t) —a(r) = e AT AT _ Ila(ty) + / te—f““‘s)f(s,x(s))ds
b (e )té:e‘A“‘$f(&a%8Dd$
R }[e‘“Tthaw-%L:eA“$f@¢aS»ds
+lfaws x(s))ds
= [ datr)+ [N (s,

Dai, temos

[2(t) = 2(7)ll,

IN

Cy(t —7)P@ lz()llg + C'z/ (t—s) %ds

< Ca(t—7)7% (< B <)
Dessa forma, thn? x(t) existe em X%, e a prova estd completa.
—t1

O]

Corolério 2.4. Seja A um operador setorial, U = (1,00) x X%, f localmente Hélder continua em

t, localmente Lipschitz em x para (t,z) € U, e também
1f (& 2) | < K@)+ [|z]],)

para todo (t,x) € U, onde K() € continuo em (1,00). Se tg > 7, e xg € X%, existe unica solu¢do

de 2.5 para todo t > ty.

Demonstragao: Aplicando o Teorema 2.3, esse Corolario pode falhar somente se

existir t,, — t; < oo tal que ||z(ty)]|, = +o0. Contudo,

t
EOIR A“Wm+/e““vmmmw
to
t
< He‘A(t_tO)fL‘oH+ /e_A(t_s)f(s,:L‘(s))ds
to




t
< et ma|+ [ et st atopl as
to
t
< [t ma|+ [ e A9 Ks)a + o)),
to

O que implica que |[z(t)||, permanece limitado quando ¢t — ¢;, pela Desigualdade de Gronwall

(Teorema 4.3).
O

Teorema 2.5. Considere A e f como no Teorema 2.2, assuma também que A tem resolvente
compacto e f aplica todos 0s conjuntos Rt x B C U C R x X%, onde B € fechado e limitado, em
conjuntos limitados em X. Se x € uma solugdo do problema de valor inicial 2.5 em (tp,00) com

|z(t)[l, limitado quando t — +oo, entdo {z(t)},,, estd em um conjunto compacto em X<.

Demonstracio: Se a < 8 < 1, entdo X? C X tem inclusdo compacta (pelo Teorema 1.35)
e isso ¢ suficiente para mostrar que [|z(t)||5 ¢ limitado para t > to + 1. Mas podemos supor, sem

perda de generalidade, que Reo(A) > 6 > 0, e ||f(t,z(t)|| < C para todo t > ty, dai

t
le@®ll, = [e Atz + / = AU=3) £ (1) ds
t

0
t
/ e A3 £ (1)ds
¢

0
t
= e_A(t_t0)$0H + /
to

< e*A(t*tO)xO H n

e_A(t_S)f(t)dsH

t
< |lemAtto) \960H+/ eI IF (1)) ds
to
t
< Af_ae_A(t—to) ||x0|]+/ Aﬁf‘e‘A(t—S) Cds.
to

t
< M(t—tg)~ B0t g 4+ MC [ (t—s)Pe s,
to

que é limitado para t >ty + 1.
O

Observagao 2.1. O argumento acima demonstra um grau de “suavidade”, mesmo sem assumir
a compacidade do resolvente: se a solu¢io € limitada em X®, entdo ela é limitada em XP com

a<f<l.
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Exemplo 2.1. Considere o sequinte problema de valor inicial

( Ou ou 0%

o +u% =92 + f(t,z,u(z,t))

u(0,t) =0,

u(m,t) =0, 0O<zx<mt>0)

onde f: R x [0,7] x R = R € mensurdvel em X, localmente Holder continua em t e localmente

Lipschitz continua em u, uniformemente em X, com

|f(t, z,u)] < h(z)g(t, ul),
h € L?(0,7), g continua e crescente na sequnda coordenada. Tome X = L*(0,m), A = —% com
dominio H*(0,7) N H(0,7), e D(A)% = H}(0, ).
Provaremos que F : RT x H}(0,7) — L*(0,7), dada por
F(t ¢)(x) = —¢(2)¢ () + f(t,2,¢(2)), 0<z<g,

satisfaz as hipdteses dos Teoremas 2.2 e 2.5. Primeiramente note que para ¢ € H&(O,ﬂ'), o(x) =

fgﬁ ¢ (&)dE, ¢ € absolutamente continua com

suplé(@)| < V7 16ll3

IFEON = |-o@)d @) + It d@)]| 20
< (=)0 @) oo my + 17 ) 20,0
< [[=0(@)¢ @) ) + (@9 I6()])
< VA 813 + 1@ a0 908 VA 9]12)

e F aplica conjuntos limitados de RT x X3 em conjuntos limitados de X. Também, se (to, po) €
R x X%, com ¢g continua, entdo existe uma vizinhanga V de um conjunto compacto
{(to,x,¢0(x)) : 0 <z <7} em RT x [0, 7] X X2 e constantes positivas L, 0 tal que para (t1,z,u1) €
V, (ta,x,u2) €V,

|f (b1, @, 1) = f(ta, @, u9)] < L]ty — to| + Jur — ua)).
Portanto, existe uma vizinhang¢a U de (to, ¢o) em RT x X2 tal que (t,¢) € U implica (t,x,p(x)) € V
para a.e 0 <z <, e se (t1,¢1) € U, (t2,2) € U temos

1t 01()) = f(t2, - 2(Dlp20.) < VAL (\tl —to]” + /7 |1 — ¢2||%> :
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Também, para qualquer ¢1, ¢2 em X%,

H¢1¢/1 - ¢2¢/2HL2(0,7T) = H¢1¢I1 - ¢1¢/2 + ¢l¢/2 - ¢2¢/2HL2(077|.)
= H¢1(¢,1 - ¢/2) + (le - ¢2)¢,2HL2(0,7T)

< (o) — ¢/2)HL2(0,7T) + ||(¢1 — ¢2)¢’2HL2(0,W)

< lonll |61 = 65l 2(o,m) + 161 = D21l [|5] 2y

< Vrldully 61 = dally + lldally v llgr = P2ll L2(0.m
< V7 (lorlly + 12y ) llgr — aall

(Alternativamente, ¢ — ¢¢' € um polindémio continuo de X3 para X ). Assim, todas as hipdteses

dos Teorema 2.2 e 2.8 sao verificadas para esse problema.

2.3 Dependéncia continua e diferenciavel de solucoes

Teorema 2.6. Suponha que A € um operador setorial. Seja { f,(t,z),n =0,1,2,...} uma sequéncia
de pontos definidos em um conjunto aberto U C R x X%, para algum « € [0,1), em X, com cada

fn(t,z) localmente Lipschitz em X, localmente Holder continua em t, e tal que

fo(t,z) = lim f,(t,2)

n—oo
uniformemente para (t,z) em uma vizinhanga de qualquer ponto de U. Também assuma as con-

vergéncias fi, — fto > 0 e ||z, — 20|, = 0 quando n — oo com (to,xn) € U.

Seja ¢n(t) solugao mazimal definida do problema

don,
% + NnAd)n = fn(tv ¢n)7t >ty

(2.8)
¢n(t0) = Tn

definida em (to,to + T1,). Entao Ty > limsup T, e ||¢n(t) — ¢o(t)||, — O uniformemente em subin-
n—oo

tervalos compactos de [to,to + Tp).

Demonstragao: Suponha, sem perda de generalidade, que tg = 0, g = 0, uo = 1, % < <

2, fo(t,0) =0 e ¢o(t) = 0 em [0,tp). Caso contrério, considere as fungoes

¢n(t) = (;Sn(t) - ¢0(:U’n(t))

satisfazendo

diy,
% + tn Aty = fo(t, ¥n(t) + do(knt)) — tin fo(pnt, Go(pn(t)).
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Escolha qualquer ¢, em (0,7p), entao [0,¢1] x {0} é um conjunto compacto em U e portanto existem

0>0eL >0 tal que
[fo(t,z1) — fo(t,2z2)|| < L|lz1 — 22,

para ||z1]|,, [|z2ll, < 0, 0 <t < tq, ||z]|, <6, e || falt,z) — fo(t,x)|| — O uniformemente para
0<t<ty,|zl, <0

Para n suficientemente grande, ¢, esta definido em [0, ¢1]. De fato, uma vez que ||¢y,(s)||, < 0

em 0 < s < t, temos

t
lon(®)lly = |e At + / e P9 £ (s, b (s))ds

to

o

t
< el [ e 156 uasl
a to e
t
< [aze A oy + [ [are 2| 1o, uoDisl
to a

t
< M(t - t) e =) g, ||+ / M(t — 5)~ R0 || (s, du(s))ds],
to
t
< Mert |z, | + My / Mt — 5)=ehE) || £, (s, du(s)) — fols bu(s))Il, ds
t
b LMu© / (t — 5)~%e =) b, (s)], ds
0

entao [|¢n (t)l|o < Cllznllg +An)e™, An = sup {||fu(s, 2) = fo(s,2)l| : 0 < s <ty [l2]|, < 0}, onde

B e C sao independentes do n.
Considerando n é suficientemente grande tal que
CeBtl(Hana +Ap) <6,
segue que ¢, existe em [0,%1], e [|¢n(%)||, — O uniformemente em 0 <t < ¢; quando n — oco.

O]

Lema 2.3. Seja A um operador setorial em X, 0 < T < o0 e 0 < 8 < a < 1+ B. Entdo, as
aplicacoes

(1, €) = {em4e, 0<t < T} :RT x X* — C([0,T], X%),

(1, 9) — {/Ot e A=) g(s)ds, 0 <t < T} ‘R x C([0,T], XP) = C([0,T], X°)

sao analiticas.
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Demonstragao: Fixando t > 0, temos que (i, &) — e MAL¢ & analitica com série de Taylor
1
—(p+o)Ate e n_ —pAt
e f—Zom< Ato)"e A,
n—

convergente para |6| pequeno. De fato, note que se |le™|| < M e ||[Ade™¥|| < Mt~'em 0 <t < T,

temos que t — (At)"e M4t é continua em X, 0 <t < T, (ver exercicio 8 da segao 1.4 de [4]) e

1 agy " (MG
A e e < S (== ) lella
entdo a série converge uniformemente em 0 < t < 7T quando |§| < Mie, provando a convergéncia em

C([0,T],X%). O outro caso é provado de forma andloga.
O

Lema 2.4. Sejam X,Y espacos de Banach, U um aberto em X, e J um intervalo compacto em R.

Se F: JxU—Y ¢€uma fungao continua, a aplicacdo composi¢do
x— F(,z(:): C(J,U) = C(J,Y)
é continua.

Se (t,z) — ((%)kF(t,x) € continua em J x U para k =0,1,...,7, a aplicacdo composicio é C".
Se isso vale para todo r e a série de Taylor para x — F(t,x) converge uniformemente em t € J

proximo de cada x € U, a aplicagcdo composicao € analitica.

Demonstragao: Se zp,x € C(J,U) e z,(t) — x(t) uniformemente em ¢ € J quando n — oo,
mas [[F(-,zn(-)) = F(2(-)lcuyy = € > 0, existe tn, € J com [[F(tn, 2n(tn)) — F(tn, z(tn))| = 5
para n grande. Existe uma subsequéncia t,, — t* € J, e contradizemos a continuidade de F para

(t*, z(t%)).

Paracada 1 <k <r, %%: satisfaz as hipoteses do caso r = 0, e é uniformemente continua em
{(t,z(t)), t € J} se x € C(J,U). Pela volta do Teorema de Taylor(ver secao 1.2.5 de [4]) segue que
a aplicagdo composicao é C". Para o caso analitico a estimativa direta do resto de Taylor prova o

resultado.
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2.4 Acao de suavidade da equacao diferencial

Lema 2.5. Suponha que A € um operador setorial, g : (0,T) — X satisfaz ||g(t) — g(s)|| < K(s)|t—
s|Y para 0 < s <t < T < oo, onde K(.) € continuo em (0,T) e |, e~ AU=5)g(s)d(s). Entio
G(t) = g —Alt=9)g(s)d(s), 0 < t < T, é continuamente diferencidvel de um intervalo aberto (0,T)
em XP, dado 0 < <, e

1% H < Mt g(0) |+M/ 7B LK (5)d(s)

para 0 < t < T, onde M € uma constante independente de v, e g(.). Além disso, t — % é

localmente Hélder continua de (0,T) em XP, se foh K(s)d(s) = O(h?) quando h — 0%, para algum
6> 0.

Demonstragao: Ver pagina 70 de [4].

Teorema 2.7. Suponha que A € um operador setorial, f : U — X € localmente lipschitziana em
um conjunto aberto U C R x X% para algum 0 < o < 1, e suponha que T(.) é uma solugao em

[to, t1] da equagdo
d
4 Az = f(t,2)
dt
com (t,z(t)) € U e dx(t) H limitada em tg <t < t.

Se ||xo — Z(to)||, € suficientemente pequeno, existe uma solug¢io x(.) com x(tg) = xo em tg <

t <ty e, para qualquer 0 < 0 <y <1,
dx(t)

dt

¢ localmente Hélder continua de XP em (to,t1] e

para alguma constante K independente de t e xg.

t—

dx dx a—B— _ —
0 - G| < K- 0 - sl
B

Demonstragao: A curva {(¢,z(t)), to <t < t;} é um subconjunto compacto de U, entdo existe

uma vizinhanca V dessa curva, com V C U e

1t 2) = f(s,9)|| < L(|t — 5[ + [lo = yll,) para (t,2) e (s,y) € V. (2.9)

Defina
g(t,z) = f(t,2(t) + =) — f(t, (1)), (2.10)
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onde tg <t < ty, e ||z]|, <0, para algum 6 > 0 suficientemente pequeno tal que (t,z(t) + z) € V.
Entao ¢(t,0) = 0, e usando 2.9 e 2.10, temos

lg(t,21) =gt z)ll = |f(&Z() +21) = F(E,2(1) = f(£,2(8) + 22) + [ (2, 2(2))]
1F (8 2(t) + 21) — f(t,Z(t) + 2)|

< Lt —t[+ [|z(t) + 21 — Z(t) — 22l,)
< L1 — 224
lg(t,z) —g(s,2)[| = |f(t,z(t) +2) = f(t,2(t)) — f(s,2(s) + 2) + f(s,2Z(s))]l
= [If(,z(t) +2) = f(t,2(t) + f(t, 2(s)) = f(t, Z(s)) = f(s,2(s) + 2) + f(s,2Z(s))]|
< Lilzllg + £t 2(s)) = f(s,2(s) + 2) [ + [1f (s, 2(s)) — f(t, 2(s))]
< Lllzlly + L(1t = s[4+ ||2ll4) + L]t = s])
= 2L(||z[l, + It — s])
< 2Lmin{|z|,,[t —s|(1+ M)},

onde M = sup{H%Ha,
a, b>0e 0 <~ <1, segue que

to<t< tl}. Usando a desigualdade min {a,b} < a?b'~7 sempre que

lg(t,z1) = g(s, 22)|| < La(llz1 — zallq + l2alla 7 It = s17).

Se ||z(to)|l,, € suficientemente pequeno, entdo a solucao z(t) existe em [tg,t1] com |z(¢)|, < 9.
Estimamos a continuidade de Holder de z(.) : se tg <t <t + h < t1, entao
t+h
2(t+h) —2(t) = eTAFIT0) 4 / e~ AUTh=9) g (s 2(s))ds — e~ Al10) 2
¢
. 0
— / e A3 g (s, 2(s))ds
to
to+h
= (e Ah — e Alt) 5 4 / e~ A=) g (5 2(s))ds
to
t
[ (gl 4 hs(s 4 ) — gls.2(5) ds.
to

Se ||z0]|,, ¢ suficientemente pequeno, ||2(t)|, < k1 ||20]|,, para tg <t < ty, e entdo encontramos
l2(¢ +R) = 2(8)llo < k2h?(t = t0) ™7 ||20lla 7,

onde 6 = max(a, ). Se g(t) = g(t, z(t)) entao em (tg,t1)
lg(8) = g(s)Il < k(s — o) °It = s[" 12015~
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e 0 Lema 2.5 se aplica: z(t) = e~ At=t0) 2(t5) + G(t), entdo

dz

E(t) < constante (t — to)afﬁfl ||ZOH,11_7.

!
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Capitulo 3

Aplicacoes

Neste capitulo, aplicamos a teoria estudada nos capitulos anteriores em problemas abstratos en-
volvendo equacoes diferenciais parabdlicas. As equagoes diferenciais parabdlicas sao ferramentas

importantes para a modelagem de diversos problemas, alguns deles apresentados a seguir.

3.1 Exemplos

Esta secao é dedicada a apresentar modelos concretos de equagoes diferenciais parabdlicas com o

objetivo de mostrar a aplicabilidade da teoria estudada na dissertagao.

3.1.1 Equacgao do calor

A condugao de calor em um meio estacionario é descrita pela equacao diferencial

oT
PCp ot

onde T' é a temperatura, p é a densidade, C), o calor especifico, K a condutividade, e ¢ a taxa de

= div(K VT) + pq,

produgao de calor por unidade de massa, onde esta tltima pode ser dependente ou independente
de T.

Se 0 meio estd se movendo com dada velocidade v(z,t), entdao equacao do calor serd dada por

pCp (g{ + 17VT> = div(KVT) + pq.

Equagoes similares a esta descrevem a difusao de um fluido (liquido ou gés) em um meio poroso,

mas nessas aplicagoes a difusdo K frequentemente depende da concentragao do fluido, que é T nas
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equacoes acima, se tornando uma equacao quase linear ao invés de semilineares. Uma maneira de
reduzir o problema quase linear a um problema semilinear, é o seguinte:
suponha que K = K (T') é uma fungao escalar positiva suave, e mudamos a varidvel de tempo para

s, e entao temos um sistema de equagoes diferenciais parciais e ordinarias semilineares acopladas,

T K'(T) oo . P4
pCp—— = AT + — = |VT|* + ——
P'9s K(T) VT K(T) (3.1)
ot _ 1
0s — K(T)*

3.1.2 Fluxo de elétrons e buracos em um semicondutor

Seja p e n concentracoes de buracos e elétrons, respectivamente, e V' o potencial elétrico, temos a

seguinte equagao
AV = —q(p—n+ D)

%’Z = div q pn(a,Vn —nVV) — R, (n,p) (3.2)

o .
a7 = div q pp(apV p+ pVV) — Ry(n, p),
onde D, q, pip, fin, Cp, 0y 530 constantes positivas e R, R, sao as taxas de recombinagao.

A primeira equagao, dadas as condigoes de fronteira apropriadas, d4 V' como uma fungao de p e n:

onde G ¢ a fungao de Green apropriada. Substituindo esse V' nas outras equagoes, temos um par de
equacoes diferenciais parciais parabdlicas semilineares acopladas, onde os termos de ordem inferior

envolvem o operador integral G.

3.1.3 Reagoes quimicas em um pellet de catalisador

Suponha que My,..., My sdo as NN espécies quimicas envolvidas em R reagoes independentes
Zi»il viiM; = 0, para j = 1,..., R. Seja C; a concentracao de M;, e T" a temperatura, tem-se
ep %5t = div(DiVC;) + Y1 v fy (i=1,..,N)
(3.3)
. R N
pCp Bt = div(KVT) — 3200 Sk vigH fj,

onde f; = f;(C1,...,Cn,T) é a taxa da j-ésima reacao e H; é a entalpia molar parcial de i-ésima

espécie (constante assumida).
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3.1.4 Populagao genética

Suponha que A1 e Ay sd0 os dois alelos numa populacdo em um tnico gene do locus para 0 < p,z < 1
et > 0, ¢(x,t;p)dx é a probabilidade que a frequéncia em A; no momento em que ¢ estd em
(z,z + dx), dado que a Aj-frequéncia é p para o tempo t = 0. Entao ¢ satisfaz

2

O i V(@ 1)6) — o (M(z, 1)9),

onde M,V sao a média e a variancia da mudanga na frequéncia do gene por geragao(i.e por unidade
de tempo).
Se a densidade populacional for grande o suficiente para que a ”lei dos grandes niimeros” possa ser

utilizada em populagoes locais, obtemos equacoes da forma

2
G = 9ax T 9(N,p)N

(3.4)
oM _ _m? M
S = AN +b(N7p)m —d(N,p)M,
onde p = % é a frequéncia local do gene A1, N e M sdo a populagdo genética e Ai-densidades

genéticas, g = b — d é a taxa de crescimento, m é a taxa de migracgao, e s é a vantagem seletiva de
Aq, assumindo que A; é dominante. Desde que s seja pequeno, essas equagoes tem quase a mesma

forma e podemos substituir a segunda equagao pela seguinte equagao, considerando p = % :

(1-p)
[1—s(1—p)]

dp

m?\ .
5= <2N2> div(N?gradp) + b(N, p)sp

Equacoes similares tem sido usadas para estudar dispersao de plantas e animais, e a propagacao

geografica de epidemias.

3.1.5 Dinamica do reator nuclear

Seja 1; o fluxo de néutrons no j-ésimo grupo de energia, ¥ = col (Y1, ...,¥,), V = diag(Vi, ..., Vin),
onde V; é a velocidade do grupo de energia j, C; a densidade do percursor para o i-ésimo grupo
de néutrons atrasados, com ¢ = 1,..., N e as matrizes A, f, X, e D medem absor¢do menos espa-
lhamento, fissdo, espectro de emissao e difusao para varias classes de particulas, respectivamente,

entao
V*I%—if = div(Dgrady) + ((1 — B)xFT — A + Zf\il i X, C; .
3.5

aacti = B FTy — \Cj,, comi=1,...,N.

O controle do reator é exercido por mudancgas na matriz A.
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3.1.6 Navier-Stokes e equacoes relacionadas

Um importante sistema de equacoes, é o sistema de equacoes de Navier-Stokes, o qual descreve o
fluxo de um fluido viscoso incompressivel, que obviamente nao se enquadra nessa classe de equagcoes

parabdlicas semilineares, que é dado por

I

<

>

<y
|

4+ (TV)T
divv =0,

onde ¥ é a velocidade, p é a pressao, e p, v sdo constantes positivas dadas, que representam a
densidade e a viscosidade cinematica, respectivamente. A segunda equagdo nao envolve a derivada

no tempo, e a quantidade desconhecida p nunca aparece com a derivada no tempo.

Os sistemas relacionados sao estudados da mesma maneira. Acoplando as equagoes de Navier-
Stokes com a equagao do calor, e incluindo um termo convencao na equacao do calor e um termo

de flutuagao na equacgao de Navier-Stokes nos sao fornecidas as equagoes de Boussinesq:
8+ (UV)T = vAT — LV p+ Grog
divi =0 (3.6)
P+ (TV)0 = A0+ 77,

onde g é a direcao da gravidade.

Para o fluxo e o campo magnético dentro da Terra, temos o seguinte sistema: (ver R.Hide [5])
%Jr(ﬁV)U:VAU—%Vp—ZQX6+ﬁ(Vx§) x B
%?zAA§+Vx(ﬁx§) (3.7)
divd, divB =0,

Essas equagoes provavelmente admitem um tratamento semelhante.

As préximas segoes sao dedicadas a aplicar a teoria estudada nos capitulos anteriores, a fim de

obter resultados qualitativos para os modelos apresentados.
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3.2 Equacao do calor nao-linear

Considere a equacao do calor

E;: = Au+ f(t,x,u, Vu), parat > 0,z €

Ou +a(z)u =0, em 0Q,t >0 (3.8)
on

u(z,0) = up(z) para = € €,

onde  um dominio limitado em R? com fronteira 9 suave, f(t,z,u,p), p € R3, é localmente
lipschitziana em todas as suas coordenadas, e para algum k real em 1 < k < 3, e alguma funcao

B(t,r) continua

|f(t,2,u,p))| < B(t, |ul)(1 + |p|")
|f(t,2,u,p)) — f(t,2,u,q))| < Bt [ul)(L+ [p/*" +q*")p - q
|f(t,z,u,p)) — f(t,2,0,p))] < B(t, [u| + [v])(1 + [p|*)|u — .

Além disso assumimos que a(x) é continuamente diferencidavel em 99 e a(x) > 0. Com o objetivo
de aplicar os resultados obtidos na secdo 2.2, consideramos X = L?(Q2), Au = g, onde a funcdo g
foi dada no Lema 2.5, quando u € H'(Q) e para todo v € H(f2), segue do teorema de Green a

seguinte identidade
/Qg(:r)v(:r)dac = /QVU(:U)VU(:L“)der/aQ a(x)u(z)v(z)ds.

Entdo A é auto-adjunto e definido positivo, e D(A) contém todo u € C?(£) tal que % +au =0
em 0f2, neste caso
Au = —Au em €.

De fato,
D(A) = {u € W“(Q)/g“ +au=0em 89} :
n

uma vez que esse ¢ um problema de fronteira regular para um operador fortemente eliptico (ver

[2]). Segue que X* C Wh(Q) se > £ e 1 > 2242 e X* C L®(Q) se a > 2. Portanto, se

q 4
3 (5k=3)
1>a>max (Z’ 15 ) , temos

X c Wh(Q) N L (Q)
com inclusao continua. Entao, quando u € X%, e
F(t,u)(z) = f(t,z,u(z), Vu(z))), = €,

98



temos que

IECG ey = £ u(z), Vu(@))| 20

- (/Q|f(t,a:,u(x)7vu($)|2>§

B(t, [ul)*(1 + |Vu(x)[*)* :
(U )

1
B(t, [[ull poe ) (1(2))2 + [[ullp1.2x(0):

IN

IN

onde p é a medida de Lebesgue.

As outras estimativas s@o similares e vemos que as hipéteses dos teoremas 2.2 e 2.3 sdo ve-
rificadas, entdo quando uy € X, existe uma tunica solucao u(t;ug) em algum intervalo maximal

0<t<t ety =4o0ou l|u(t;u)l, = oo quando t — ¢ .

Portanto, temos uma solugao da forma abstrata da equagao do calor. Mas, de fato, quando
t >0, u(t;ug) € D(A) et — CCIT? € X é localmente Holder continua quando ¢ > 0, pelo teorema
2.7, entao

(t,x) — u(t, z;up), ?;Z(t,x; uo)

também sdo continuas em tg <t < t; e z € Q.
Além disso, u € D(A) implica Vu € W2(Q) C L5(Q), entdo

d
Au = F(t,u) — d—;‘ e L¥(Q).

Isso implica que u € WQ’%(Q), entdo Vu € Wé(ﬂ) C LY(Q) se % > k=2 Se k < 2, Vu(t,.) é Holder

continua.

Se u(t,-) € WP (Q) entdo(como acima) u(t,-) € W2 +1(Q) se ﬁ > k(P%L—%) esel <k<3
eventualmente temos P, > 3 e Vu(t,.) Holder continua entdao F(t,u) € C°(Q) para algum § > 0 e
u(t,.) € C?T9(Q).

Portanto, para t > 0, (¢t,x) — u(t,x;ug) é continuamente diferencidvel em ¢, duas vezes conti-

nuamente diferencidvel em x, e nés temos uma solucao classica.
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3.3 Outra nao linearidade

Considere o seguinte problema do valor inicial

0
—u:Au—)\ug, parat > 0,z € R"

ot (3.9)
u(z,0) = up(z) para z € R™,

onde A é uma constante nao negativa fixada e ug é uma dada fungao suave em LP(R™) para algum

n
2<p<oocomp> 3.

Para fazermos uso dos resultados obtidos na segao 2.2, considere X = LP(R™) e seja A o fecho

em X do operador diferencial —A = —371 % em CJ°(R™). Seja Ay = A+ 1 e X* = D(A}),
J

com « > 0. Entdao X = L5 _(R"), o Espago de Bessel, que tem as seguintes propriedades:
- quando 2« = k é um inteiro > 0, X = WkP(R");
- quando 2pa < n, % > % — 22 50> q>p, X C LIYR);

n

- quando 2pa >n, 0 <v < 2a — %, X*C CY(R™);

-quando 0 <k <2ae % > % — 2ok xo o Wha(R™).

n
n
Sel>a> 2, temos

3

IN

C (Il oo my + N0l ey ) s = oo
Cr(lul2 + 1el2) llu — ],

[ _USHLP(R”)

A

3 3
[ullzp@ny < Crllully

entao as hipdteses da secao 2.2 sao verificadas, e temos existéncia local e unicidade. Note, en-
tretanto, que o resolvente de A nao é compacto. Provaremos a existéncia global quando A > 0.

Contanto que a solugao exista, temos

d

7 lu(z, t)[?Pdt = 3p/ |u|*P~2u(Au — M) dzx
Rn n

= —/ (3pA|ul>P2 + 3p(3p — 1)|u|*’ 2| Vu|?)dz < 0.
R

Portanto,

/|u(x,t)|3pdt < / lu(z,0)|*Pda

< Clu(.,0)]*”, para todo t > 0,
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contanto que a solucao exista, entao a solugao existe para todo t > 0 (exercicio 1, segao 3.3 de [4]).

De fato, a solugdo tem [|lu(,t)| 5 limitado para todo ¢ > 1 e para qualquer 3 < 1, para

t+1
u(t+1) — e tu(t) = —)\/ e~ AH1=9)3 (5)ds,
t

entdo |lu(t+1) — e*Au(t)HIB é limitado para ¢ > 0. Mas [lu(t)|| = [[u(t)|| pgn) ¢ também limitado

para todo t > 0, como acima, dai para t > 0, temos
||u(t + 1)”/3 < He_Au(t)Hﬁ +C < (.

Agora a ndo-linearidade, —Au?, é uma aplicacdo polinomial limitada de X® em X, entdo a solucao
depende analiticamente em ¢t > 0 e ug € X%, com valor em X% Podemos também estabelecer

suavidade na varidvel z. Por exemplo, u € X% implica

IN

2 2
HAU3HL17 = H?’UQAU - 6ulvu|2HLp(R ) 3 HUHLOO HAUH + 6 HUHLOO Hu”Wl’QP(Rn)”uHil,Qp(Rn>

IN

3
Cllullyyq

para alguma constante C, desde que Au € X C L>®(R") N LP(R") implica v € WH4(R") para
qualquer p < g < oco. Daf segue que u(t) € X'T% para qualquer ¢ > 0, e por argumentos similares,
para qualquer 3 > «,

t—u(t) e XP

é continua quando ¢ > 0 (ver exemplo 1 e 2, segao 3.5 de [4]).

Portanto, temos uma solugao u existente para todo t > 0, dado u(0) € X, e tal que (t,x) —
u(t,x) é analitica em t > 0 e frequentemente infinitamente diferenciavel em x € ; em particular,

temos uma solugao cléassica, que é limitada para todo t > 0.

3.4 A equacao de Navier-Stokes

Considere para t > tg,

Ou,j 1 op ou;
- 7A St -7 . t
Ot Re ox; ;uk oxy, + fi(@:1)

para j =1,2,3,

divu = Z guj
Lj
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com valor de fronteira u = 0 em 9% X [tp, 00) e valor inicial u(x,tg) = up(x) para x € 2, onde Q é

um dominio limitado em R3 com 9% suave.

A primeira vista, a teoria da Se¢ado 2.2 nao se aplica, jd que uma das quantidades desconhecidas
p(a pressao) nao aparece com uma derivada de tempo, e uma das equagoes(divu = 0) também nao
tem derivada tempo. No entanto, escolheremos o espago X de modo que div u = 0 automaticamente,

e dessa forma, o termo de pressao sai das equagoes.

Se u : Q — R3 é continuamente diferencidvel, divu = 0, e o componente normal u,, desaparece

em 0f), entdo para qualquer escalar ¢ € C1(€2),

/ uVodr = 0.
Q

Por outro lado, um campo de vetor suave u, que é ortogonal para todos os gradientes, deve satisfazer
divu =0 em , u, =0 em 0f).
Seja Hy o fecho L*(Q,R?) de {V¢/¢ € C1(Q)}, e seja H, o fecho L*(€2,R?) de

{ue CYHQR?)/divu=0em Q,u, =0 em 9Q} .
Entdo H,, H, sdo subespacos ortogonais fechados em L?(€2,R?). De fato,
L*(Q,R®) = H, ® H,.

Para provar isso, ¢ suficiente mostrar que todo u : Q — R? suave, u = 0 préximo de 99, tem a

forma u=v+ V¢ comv € H, e Vy € Hy. Mas podemos escolher que ¢ seja uma solugao de

A¢ = divu, em €
(3.10)

%:un:OemaQ,

entao ¢ é suave e v = u — V¢ também é suave, divv = 0 em €2, v, = 0 em 0f2.

Denote P a projecio ortogonal de L?(Q,R3) em H,. Projetando a equacdo de Navier-Stokes

em H,, obtemos formalmente
— + pAv = N(v) + f5(t), v(t) € Hy,

onde i = ﬁ(Re— ntmero de Reynolds), A = —PA com dados de fronteira zero, N (v) = —P(v grad)v,
e fo(t) = Pf(-,1).
Seja u,v € C3(Q) N H,, um subespago denso de H,, entdo Au € H,,
(Au, ) = (u, Av)
(Au,u) = (—Au,u) = / lgradu|*dz > 0.
Q
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Portanto, podemos supor que A é um operador auto-adjunto densamente definido em H,. No
trabalho de Odqvist ([9]) foi investigado o problema de valor de fronteira Au = f, i.e.
—Au+Vp=f,divu=0em

(3.11)
u =0 em 012,

pelos métodos da teoria potencial, e estimativas obtidas para a funcdao de Green que prova que

H! = D(A) c W**(Q)n H,

o

com inclusao continua (ver [65]). Ou seja, se

1 1 —4
—<a<l,H}C whe(Q,R3) dado - > u, e 3 <a<l,
2 q 6 4

HS € L™®(Q,R3).

Agora considere o termo nao linear:

3
2
IN@)I| < [[vllpee VOl 2 < Cllv]lg se a > -,

entao N é um polinomio limitado de HY em H,, se o > %.

Segue do teorema 2.2 que se v(tg) € HY e t — f,(.,t) é Holder continua em H, para t > tp,
existe uma unica solu¢ado v(t) em algum intervalo maximal ty < t < t1, e a solugdo depende

analiticamente de v(#p) e o nimero de Reynolds Re = % > 0.

Suponha de fato que, na equacdo original, (x,t) — f(z,t) é C'T, para algum 6 > 0, z €
Q, ety <t <ty;entdo (z,t) = fy(z,t)(fs = Pf) é lipschitiziana em (x,t). Mostramos que temos
uma solugao classica do sistema original.
Argumentando como nos exemplos acima, se t > tg, (x,t) — v(x,t) é C*t9 em z, C' em t, para

algum 0 > 0, entao

P {g:(,t) — pAv(-,t) — (vgrad)v + f(,t)} = 0.

Mas a quantidade entre colchetes é Holder continua em €2, entdo é o gradiente de uma funcao

C'™9, p(-,t), para cada t, que também é continua em t.
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Capitulo 4

Apeéendice

Teorema 4.1. (Teorema da Limitacao uniforme) Seja E e F' dois espagos de Banach e seja (T5);c;
uma familia (nao necessariamente enumerdvel) de operadores lineares continuos de E em F. As-

suma que

sup | Tiz|| < oo,Vx € E.
el

FEntao
sup || Till o,y < o0
i€l

Em outras palavras, existe uma constante c tal que
|Tiz|| < c|lz| VazekFE, Viel.
Obs: A demonstragao estd na pdgina 32 do Brezis (Teorema 2.2)

Teorema 4.2. (Teorema da Contra¢ao) Seja X um espago métrico completo compacto e f : X — X

uma aplicacao. Dizemos que f € uma contragdo se:

d(f(x), f(y)) < d(x,y), para todo z,y € X com x # y.

Existe um inico ponto z tal que
1) ==
Teorema 4.3. (Desigualdade de Grénwall) Se, para to <t <ty, ¢(t) >0 e (t) > 0 sdo fungoes

continuas tais que a desigualdade

¢(t) <K+ L t b(s)p(s)ds
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se mantenha em tg <t < ty1,com K e L sendo constantes positivas, entdo

t
o(t) < Kexp (L w(s)ds> ,
to
sendo tg <t <tq.

Teorema 4.4. Seja A € L(X), onde X é um espaco de Banach. Se ||A]| < 1, entdo (I — A)~1

existe e € um operador linear limitado.

Definicao 4.1. Um operador T € dito fechdvel, se existe alguma extensdo S de T que € fechado.
Ou seja, T C S e S € fechado.
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