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O objetivo desta dissertacao é apresentar com nuances os resultados obtidos em [9],
no qual estuda o problema de prescrever as curvaturas escalar e média em variedades
Riemannianas com fronteira OM e de dimensao n > 3 através de métricas conformes.
Este é um problema variacional cuja analise estd atrelada a uma relacao entre as
fungoes que queremos prescrever como curvaturas escalar e média. Esta relacao é
dada por uma certa fun¢ao ®,, definida na fronteira M. Se ©,, < 1, a solugao é
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metrics. This is a variational problem whose analysis is linked to a relationship
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Introducao

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta com fronteira OM e de
dimensao n. Associadas a métrica g, existem duas importantes funcoes suaves, S,
definida em M, chamada de curvatura escalar, e hy definida em 9M, chamada de
curvatura média da fronteira. Podemos nos perguntar se dadas fungoes K € C* (M)
e H e C*(0OM), existe alguma fungao u € C>°(M) tal que a métrica § = e* g possui
curvaturas escalar e média exatamente iguais a K e H, respectivamente. As métricas

g e g sao ditas métricas conformes.

O problema de prescrever a curvatura de uma variedade foi iniciado por Berger
em [4]. Nesse trabalho, ele investigou o problema de prescrever a curvatura Gaussi-
ana em uma superficie fechada com caracteristica de Euler negativa. Posteriormente,
Kazdan e Warner, ao longo de uma série de trabalhos na década de 1970, exploraram
o problema da prescricdo da curvatura escalar ou Gaussiana, obtendo varios resul-
tados significativos. Desde entdo, o problema de prescricdo de curvatura tem sido
intensamente estudado em suas diversas versoes, dependendo das condi¢des impos-
tas a variedade ou as métricas. Neste trabalho, estudaremos o problema de prescri¢ao

da curvatura em variedades compactas com fronteira e de dimensao n > 3.

O problema a ser estudado neste trabalho consiste no seguinte: Seja (M, g)
uma variedade Riemanniana compacta com fronteira e de dimensao n > 3. Considere
i ~ 4 . " -
uma métrica conforme § =un-2¢g, com u: M - R uma func¢ao suave positiva. E bem
conhecido que as curvaturas escalar e média das métricas g e G estao relacionadas

através das seguintes equagoes (veja [7]):

4(n -1 n+
- (n 2)A9u+Sgu: S»gvur—g em M,
n_
) n (1)
mg_z + hgu = hyun-z em OM.

Existem diversos problemas relacionados a equacao (1) na literatura, ao con-

trario do caso sem fronteira, ainda existem casos importantes em aberto. Quando a



variedade ¢ fechada e Sy ¢ constante o problema ¢ chamado de Problema de Yamabe,
o qual é conhecido a existéncia de solucao, veja [20]. Um problema andlogo para o
caso com fronteira, é estudar (1) quando Sj e hg sdo constantes. Um primeiro critério
para existéncia de solugdes foi dado em [7], embora dependam de multiplicadores de

Lagrange desconhecidos.

Nosso objetivo nesta dissertacao é estudar resultados de existéncia de solugoes

para a equagao (1) obtidos em [9].

Podemos simplificar este problema a uma situagao mais simples utilizando um
resultado dado por Escobar no Lema 1.1, presente em [13]. Assim, sem perda de ge-
neralidade, através de uma transformagao conforme, (M, g) denotara, ao longo deste
trabalho, uma variedade Riemanniana compacta com fronteira que possui curvatura

escalar S que nao muda de sinal e curvatura média hy = 0.

Dadas fungbes K € C~(M) e H € C~(0M), em vista do problema (1),
solugoes positivas do problema a seguir nos fornecem uma métrica conforme a g com
curvaturas escalar e média K e H, respectivamente. Desta forma, se v é uma solugao
positiva de

4("_1)A u+ Su=Kuvs em M,

2
L@_u = Hunz em OM, @

obtemos que a métrica § = uns g possui curvatura escalar igual a K e curvatura

média igual a H.

Solugoes para o problema (2) podem ser obtidas como pontos criticos do

seguinte funcional energia I : H'(M) - R, definido como

I(u):M[ |w|2+1[ Su? -—[ Kluf#s - (n-2) [ H|u|22"21>.
n-—2 M 2 Jm

A natureza do funcional é determinada, em parte, por um quociente que nos

da a relagao entre as curvaturas prescritas. Por conveniéncia, definimos a seguinte



fungdo ®,, : M - R por

D,(x) = \/n(n—l)%. (4)

A depender se ®,, é estritamente menor que 1 ou nao, encontramos situagoes
totalmente diferentes. Sobre certas condigoes, assumindo que ©,,(z) < 1 para todo
x € OM, obtemos que o funcional é coercivo e um minimizador global pode ser
encontrado. Enquanto que, se ©,,(z) > 1 para todo z € 9M , uma andlise mais refinada

é necessaria.

O primeiro resultado de existéncia de solucoes é o seguinte teorema.

Teorema 1. Suponha que K <0 e que ©,(x) <1 para todo x € OM . Entao, se S <0

temos que (2) admite uma solugao.

A demonstracao deste teorema consiste em encontrar um ponto de minimo
do funcional energia I dado em (3). Se S =0, hipdteses extras sdo necessarias para
descartar a possibilidade do minimizador ser identicamente nulo. Assim a solucao
que obtém-se é geometricamente admissivel. O segundo resultado principal deste

trabalho lida exatamente com esta situacao, que é o teorema a seguir.

Teorema 2. Suponha que K <0 em M, e que ®, <1 em OM. Entao, se S =0 e
/ H >0, temos que (2) admite uma solugao.
oM

Observe que os teoremas anteriores lidam com o caso em que ®,, < 1. Se existe
um ponto p € IM tal que ©,(p) > 1, a demonstragao de existéncia de solugoes de (2)
¢ mais delicada. Sera necessario utilizar o Teorema do Passo da Montanha, o Truque
de Monotonicidade de Struwe e uma analise de blow-up de sequéncias de solugoes

do problema (2) perturbado. Com esta andlise, prova-se o seguinte teorema.

Teorema 3. Seja n =3. Assuma que S =0, K <0 e que H € tal que

(i) faMH<O,



(i) ©,(p) > 1 para algum p e OM,

(11i) 1 é valor regular para a fungio D, : OM — R.
Entao, temos que (2) admite uma solugao positiva.

Como dito anteriormente, para a demonstracdo do Teorema 3 é necessario
uma analise de blow-up. Para tal fim, seja (K;); uma sequéncia de fungoes suaves

em M tal que K; - K em C?(M) e seja (H;); uma sequéncia de fungoes suaves em

+2
OM tal que H; >~ H em C?(OM). Dada uma sequéncia de ntimeros reais p; n 5
considere o seguinte problema perturbado
4(n DA gWi + Sw; = K;ul* em M,
2 auz pitl (5)

=H;u ? em OM.

(2

n-20n

p;+3

Solugoes de (5) sao pontos criticos do funcional energia I; abaixo:
)

2(n-1) 1 1 w1 4(n-1)
I; =—/ 2 —/S 2 fKi pitl - / H;
() n-—2 M|VU| +2 M “ pi+1Jm [ pi+3 Jom fu
(6)

O objetivo principal é encontrar solugoes de (2), porém, em geral, estudar tal

problema ¢ dificil. Uma maneira de fazer isso é encontrar uma perturbagao como em
(5) para a qual a existéncia de uma solugdo positiva u; seja menos ardua, e entao
garantir que o limite da sequéncia de solugoes (u;) exista. Da teoria de regularidade
eliptica, para que tal limite exista é necessario apenas garantir que a sequéncia (u;)

seja uniformemente limitada em 1.

Considere uma sequéncia (u;) de solugdes para o problema (5), e defina seu

conjunto singular como sendo

P ={peM:3Jx; - ptal que u;(x;) é nao limitada} .

O 1ltimo resultado deste trabalho é o teorema a seguir.



Teorema 4. Suponha que K < 0. Seja uma sequéncia (u;) de solugoes do problema

(5), e seja P o conjunto singular associado. Entdo, temos que
(1) Pc{pedM:D,(p)>1}.

Portanto, podemos escrever P =PyU Py, com Py=Pn{D, =1} e P, =Pn{D, >1}.

Em dimensdo n =3, vale as sequintes afirmagoes:

(2.1) Py é um conjunto finito.
(2.2) Se S <0, entio Py = @.

(2.3) Se I;(u;) € uniformemente limitada e 1 é valor reqular de ©,,, entio Py = @.

Vale destacar que a restricdo na dimensao n = 3 no Teorema 3 é devido a
restricao a esta dimensao no Teorema 4. Esta, por sua vez, é devido ao fato que sé
foi possivel mostrar que um ponto de blow-up isolado em P; é um ponto de blow-up

isolado simples em dimensao 3, que é a Proposi¢ao 3.16 neste trabalho.

Esta dissertacao estd dividida em trés capitulos e um apéndice. No Capi-
tulo 1, estabelecemos a base para entendermos o problema (2) e toda a discussao
apresentada acima. Comecamos apresentando as notacoes que serao utilizadas. Apos
isso, exibimos defini¢oes e teoremas importantes relacionados a variedades, como, por
exemplo, as definicdo de métrica Riemanniana, curvaturas escalar e média, operado-
res diferencidveis e espagos de funcgoes relevantes para o estudo do problema. Além
disso, apresentamos alguns resultados da teoria de regularidade eliptica, o Teorema
do Passo da Montanha, estudamos o problema limite e suas solugoes relacionado ao

problema (2) e, por fim, o Principio Variacional de Ekeland.

O Capitulo 2 ¢ dedicado a demonstrar os trés primeiros resultados menciona-
dos acima. Para tal objetivo, estabelecemos, nas duas primeiras se¢oes deste capitulo,
resultados importantes sobre variagoes de dominio e faremos um estudo variacional
do funcional energia I, definido em (3). Nas Segao 2.3, provaremos os Teoremas 1 e

2. Na Secao 2.4, provaremos o Teorema 3.



No Capitulo 3, estudamos o comportamento dos pontos de blow-up do pro-
blema (5). Diante de tal objetivo, construiremos alguns resultados sobre o funcional
energia I e, apés isso, demonstramos o Teorema 4. Para clarificar melhor a demons-

tracao, a dividiremos em subse¢oes para cada um dos itens deste teorema.

No Apéndice, demonstramos o Lema 2.9, enunciado no Capitulo 2.



1 Preliminares

Neste capitulo dissertamos sobre alguns conceitos e resultados preliminares
que constituem-se pecas fundamentais no cerne das ideias que, posteriormente, serao
desenvolvidas ao longo deste trabalho. Apresentaremos conceitos basicos relaciona-
dos as variedades Riemannianas, geometria conforme, alguns espagos de fungoes,

regularidade eliptica, Principio do Maximo, dentre outros tépicos.

Para elucidar melhor e otimizar a escrita em alguns momentos, comecaremos

descrevendo algumas notagoes que serao essenciais.

1.1 Notacoes

Reunimos aqui notacoes que ajudarao a estabelecer um alicerce para as ideias
posteriores. Em algumas ocasides, almejando facilitar os cdlculos e a escrita, usaremos

as notacoes

4(n-1 2 2 -1
oA Uil B VO B VA Ul O
n—2 n—-2

Denote por M uma variedade com fronteira OM. Seja €2 c M. Adotaremos as

seguintes notacgoes:

e 902 = QnoM.

o 0tQ = 00\ 0 2.

e O, = Q\OM.

o B(p,r) denota uma bola centrada em p e de raio r.

o X(M) é o conjunto de todos os campos de vetores suaves em M,

o C>®(M) ¢é o conjunto de todas as fungoes suaves definidas em M,



n é o vetor normal unitério apontando para fora ao longo de M,

o Para fungoes definidas em M, denotaremos suas derivadas com um 7" sobres-
crito. Por exemplo, V¢ denota o gradiente de ) em M e V14 o gradiente de
1 em OM,

» Eventualmente utilizaremos as letras c e C', com ou sem indices, para represen-

tar diferentes constantes, mesmo que em uma mesma linha.
o f=0(g), significa que |f(z)| < C'|g(x)|, para alguma constante C' > 0.
o f=o0(g), significa que

lim /() =0 ou lim f(z) =

M2 () By "

« Em relagdo a integrais, consideraremos o elemento de volume associado a mé-
trica inicial e, a menos dos casos em que se faga muito necessario, omitiremos

os elementos de volume e de area afim de evitar uma escrita turbida.

O simbolo ][ f sera utilizado para denotar a o valor médio de f, isto é,
Q

][s;f: voll(Q) ./Qf

Convenientemente, em algumas vezes faremos uso da notacao de Einstein,

que diz-nos que indices repetidos acima e abaixo representam somas variando de 1

até a dimensao da variedade, como, por exemplo,

. n .
u UJ = E u UJ.
i.j=1

Ressaltamos aqui que assumimos os conhecimentos prévios de Geometria Di-

ferencial e Variedades Diferencidveis, para consultar detalhes veja [12], [18] e [19].
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1.2 Meétrica Riemanniana

Introduziremos as principais noc¢oes de variedade Riemanniana que serao ne-

cessarios. Iniciemos com a definicdo de métrica Riemanniana.

Definicao 1.1. Seja M uma variedade suave com ou sem fronteira. Uma métrica
Riemanniana em M é um tensor suave g € T (20 (M) tal que em cada pontop e M,
a aplicagao associada g, : T,M x T,M — R é um produto interno no espago tangente
T,M. Una variedade Riemanniana (com fronteira) é um par (M,g) onde M

¢ uma variedade suave e g é uma métrica Riemanniana em M.

Dada a definicao de métrica Riemanniana, o resultado a seguir nos diz sobre

a existéncia de tal métrica em variedades suaves.

Teorema 5. Toda variedade suave M com ou sem fronteira admite uma métrica

Riemanniana.

Dada uma variedade Riemanniana (M, g) orientada de dimensdao n > 1, o

elemento de volume de M, denotado por dvy, ¢ dado, em coordenadas, por
dvg = \/det(g;;) d.
Por conseguinte, o volume da variedade M ¢ igual a
voly(M) = [Mdvg.
Definicao 1.2. Uma conexdo afim V em uma variedade suave M é uma aplica¢ao
V:X(M)xX(M)—->X(M),
denotado por VxY :=V(X,Y), que satisfaz as sequintes propriedades:
(1) VxY éC>(M)-linear em X, ou seja,

VixsgvZ = [VxZ +gVyZ,  para todo f,geC®(M).
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(7)) VxY € R-linear em Y, ou seja,

Vx(aY +bZ) = aVxY + bVxZ, para todo a,b € R.

(iii) V satisfaz a regra do produto,
Vx(fY)=fvxY + X(f)Y, para todo feC®(M).

A conexdo afim VxY € chamada a derivada covariante de Y na direcio X para

a conexao V.

Teorema 6. (Conexdo de Levi-Civita) Dada uma variedade Riemanniana (M, g),

existe uma unica conexao afim satisfazendo as condicoes a sequir:

(i) [X,Y] = VxY - Vy X (simétrica);

(i) Xg(Y,Z) = g(VxY,Z)+g(Y,VxZ) (compativel com a métrica Riemanniana).

Esta conexao que satisfaz estes itens é chamada de conexao de Levi-Civita
ou conexao Riemanniana. Assim, a menos que se diga o contrario, quando falarmos

em conexao, daqui para frente, estaremos nos referindo a conexao de Levi-Civita.

Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e x : U ¢ R® - M uma parame-
trizagao de M. Os simbolos de Christoffel sao definidos como as componentes da

conexao de Levi-Civita definidos em U por

0 0
— =Tk —
vf’ii 093]- K &rk

onde temos que

1 0 0 0
Fk =g == jm a3 Yim a. Yij
" 29 (6@‘% " 0xjg " 6xmg]) ’

com (g;;) sendo as componentes da métrica ¢ nesse sistema de coordenadas e (¢%)

é a sua inversa. Dada uma variedade Riemanniana (M, g), temos que a aplicacao
R:X(M)xX(M)xX(M) - X(M) definida como

R(X,Y)Z = VxVvZ - VyVxZ - VixyZ
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¢ um tensor do tipo (3,1). Utilizando a métrica g, definimos o tensor curvatura

(de Riemann) Rm como o tensor do tipo (4,0) dado por
Rm(X,Y,Z,W) = (R(X,Y)Z,W)

com XY, Z W e X(M). Suas componentes em um sistema de coordenadas sao dadas

por
o 0 0 0
Rl—,— | =— =R\, —
(8%’ 8%) 8a:k ik 8xn
e
o o0 o0 0
Rijks = R a. 9. v a. Ao =Rzn ns -
" m(@aji Ox; Oz, &Es) ik 9
Em coordenadas, segue que
0 0
Rij = 55 Tk = a—mjffk + I, = T 15,

Defini¢ao 1.3. (Tensor de Ricci e Curvatura Escalar) O tensor de Ricci,

denotado por Ric, ou Ricy para denotar a dependéncia da métrica, é o tensor do tipo
(2,0) definido como

Ric(X,Y) = tr(Z — R(Z,X)Y).
As componentes de Ric, denotadas por R;;, sao dadas por
Rij = gkt Rkijt-

A curvatura escalar de M, denotada por S ou por Ry, é a funcdo definida como

o trago do tensor de Ricci, ou seja, é dada por

S = tr(Ric,) = g Ry;.

1.3 Subvariedades

Sejam M e M variedades suaves com ou sem fronteira, de dimensoes iguais

a n e n + m, respectivamente. Uma aplicacao ¢ : M - M é uma imersao se a
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diferencial dy, : T,M — TPM ¢é injetiva para todo p € M. Desta forma, se ¢ é uma
imersao, entao, pelo Teorema da Funcao Inversa, temos que para cada p € M existe
uma vizinhanca U de p em M tal que ¢ : U — M é um mergulho, ou seja, w é um
homeomorfismo de U sobre ¢(U) c M. Assim, temos que ¢(U) é uma subvariedade
mergulhada de M, Como ¢ : U — p(U) é um difeomorfismo local, entio para cada
p € M a aplicacdo dy, : TyM — T,;,)p(U) é um isomorfismo. Com isso, podemos
identificar U com ¢(U) e campos de vetores X € X(M) com dp(X) € X(M). Além
disso, se (M, g) é uma variedade Riemanianna, entdo a métrica ¢ induz uma métrica
p*g em M, onde ¢*g é o pullback de g por ¢, e neste caso temos uma imersao

isométrica. No que se segue, consideraremos que M c M.

Notemos que, para cada p € M, o produto interno em TPH induz uma de-

composicao de TPM na soma direta
T,M = T,M & (T,M)*

onde (7,M)* é o complemento ortogonal de T,M em Tp]\7. Assim, dado v € Tpﬁ,
pode-se escrever que

v=uov + ot

onde vT € T,M é a componente tangencial de v e v+ € (T,M)* é a componente normal
de v. Dado um aberto U ¢ M e X,Y € X(U), sejam as extensdes locais X e Y a M dos
campos de vetores X e Y, respectivamente. Se ¥V e V sao as conexdes de Levi-Civita
das variedades suaves M e M , respectivamente, é um fato bem conhecido que

VxY = (gg?)T

Definicao 1.4. Sejam M e M wariedades suaves com ou sem fronteira, de dimensoes
n e n+m, respectivamente. A seqgunda forma fundamental de M em M ¢ a
aplicagao bilinear o : X(M) x X(M) - X+(M) dada por

o(X,Y) = VgV - vxV

onde X+(M) = {X e X(M): X(p) € (T,M)* para todo pe M}.
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A aplicagao o da Definicdo 1.4 é uma forma bilinear simétrica. A demonstra-
¢ao deste fato pode ser encontrada, por exemplo, na Proposicao 2.1 do Capitulo 6 em
[11]. Pode-se mostrar também que o ndo depende das extensoes locais dos campos de
vetores X e Y. Além disso, o valor de o(X,Y)(p) depende apenas de X(p) e Y(p).

Dados pe M e ne (1,M)*, defina a aplicagdo linear Sy : T,M — T,M por
Se(u) = = (VuN)' (1.1)

onde (-)7 denota a componente tangencial e N é uma extensao local do vetor n

normal a M. Notemos que a aplicagao S, satisfaz

(Sa(u),v) = (o(u,v),n)
para todo u,v € T,M. Além disso, como o é simétrica, segue que S, é auto-adjunta.

Definicao 1.5. (Curvatura Média) Seja uma subvariedade Riemanniana M c M.
Considere, para todo p € M e todo ne (T,M)*, o trago da aplicagio Sy, que é dada

por (1.1). Dizemos que este trago é a curvatura média H, de M com respeito a n.

Dado um referencial ortonormal local eq, ... e, de campos de vetores normais
a M, definimos o vetor curvatura média, denotado por H, da subvariedade M c M

como

H = zn:Heiei.

E possivel mostrar também que o vetor curvatura média nao depende da escolha do

refencial.

1.4 Operadores Diferenciaveis

Definicao 1.6. Seja M wma variedade Riemanniana com ou sem fronteira e seja
feC>(M). O gradiente de f, denotado por V,f, é o iunico campo de vetores em
M tal que

9(Vyf, X) = X(f) = df(X)
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para todo X € X(M). Em coordenadas, temos que

iy 0f 9
8:@- a.’]ﬂ']‘.

vgf:g

Definicao 1.7. Seja M uma variedade Riemanniana com ou sem fronteira, e sejam
feC®(M) e XeX(M). O divergente do campo de vetores X €é dado por

divy X = tr (Y — VyX) = g7 g(V., X, ¢;).

Se {e;} é uma base ortonormal, entdo temos que
divg X = Y g(Ve, X, €).
i

Em coordenadas, se X = vi%, segue que

divy X = v

+ v/ Fﬁj.
X

Definigao 1.8. Sejam M uma variedade Riemanniana e f € C°(M). O laplaciano
de f, denotado por Ayf, é a aplicacio A,f : M — R dada por

Ay f = divy(V,f).

Observe que, em coordenadas, temos

0% f of 1 0 0
Af=—5-Tk = — Vi Y— 1.2

onde |g| = det(g;;). Além disso, para quaisquer f,h e C*(M) vale as seguintes pro-

priedades:
(1) Ag(f + h)=Ay(f) + Ag(h);
(i) Ag(fh) = fAG(R) + hAL(f) + 2(Vyf - Vgh).

O teorema a seguir é um dos mais importantes na teoria de integracao em

variedades Riemannianas e, também pela grande utilidade, vale a pena relembrarmos.
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Teorema 7. (Teorema da Divergéncia) Seja (M,g) uma variedade Riemanni-

ana orientada com fronteira OM. Se X € X(M) possui suporte compacto em M,

/M(ding) dvngaMX~ndvh,

onde n € o vetor normal unitario apontando para fora ao longo de OM, e h é a

entao temos que

métrica Riemanniana induzida em OM .

Corolario 1.9. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta orientada com

fronteira OM . Se X € X(M) possui suporte compacto em M e p € C°(M), entdo

/gpdngdeg:—f VggD~deg+/ pX -ndv,.
M M oM

1.5 Geometria Conforme

Vejamos o conceito de métricas conformes que estd na esséncia do problema

estudado neste trabalho.

Definigao 1.10. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Dizemos que outra mé-
trica § em M ¢é uma métrica conforme a métrica g se ela pode ser escrita da
forma g = fg, onde f: M — R é uma funcdao positiva diferencidvel que é chamada

de fator conforme. Denotamos por [g] a familia de métricas conformes a g em M.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao n. O elemnto de volume

de M, denotado por dvy, ¢ dado, em coordenadas, por
dv, = \/det(g;;)dx.
O volume da variedade M é dado por

voly, (M) =/ dvy .
M

Observemos que quando multiplica-se a métrica g por uma funcao A obtemos a

seguinte relacao entre os volumes:

volyg(M) = A2 vol,(M) .
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De fato, temos

dvyng = det Agdx
A" det gdx
\z+/det g dz
A2 dvy,(M).

Agora, notemos que se 7 € [g] podemos escrever § = e* g, onde u é uma fungao suave
em M. No que se segue, os objetos geométricos relativos a métrica § sdo denotados

, por exemplo, Ricg = Ric e S5 = S sao o tensor de Ricci e a curvatura

non
~

com

escalar de g, respectivamente.
Proposicao 1.11. Se §=e%%g para alguma fung¢io u € C®(M), entdio

Ricg = Ricy — (n=2)Viu - (Agu + (n=2)|Vyul*) g + (n-2)du® du

§=e?(S-2(n-1)Au - (n-1) (n-2)|[Vyul*).

A proposicao a seguir é um resultado conhecido e bastante importante para

0 nosso estudo neste trabalho.

Proposigao 1.12. Se g = = g, para alguma fung¢do ueC=®(M) comu>0 en >3,

entao A )
—MAQU+Su::S‘vu%g em M
n_
‘ 2 9
= =R em OM ,
n-20n

onde S e S sao curvaturas escalares em M advindas das métricas conformes g e,

e, analogamente, h e h sdo curvaturas médias de OM .
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1.6 Espacos de Banach e de Hilbert

Vejamos os conceitos de espaco de Banach e espaco de Hilbert, além de outros

relacionados, que serao bastante relevantes para o nosso proposito.

Definicao 1.13. (Espago de Banach) Seja (E,||-||) um espago vetorial normado.
Defina uma distincia d em E como d(z,y) = ||x - y|| para todo x,y € E. Se o espago
métrico (E,d) € completo, isto €, toda sequéncia de Cauchy converge, entio dizemos

que (E,]|-]|) € um espago de Banach.

Considere (E, (-,-)) um espaco vetorial com produto interno. E um fato bem
conhecido que a aplica¢do = — \/(x, x), para todo = € F, define uma norma no espago

E. Tal norma é chamada de norma induzida pelo produto interno.

Definicao 1.14. (Espacgo de Hilbert) Seja (E,(-,-)) um espago vetorial com pro-
duto interno. Se E € um espago de Banach com respeito a norma induzida pelo

produto interno, entdo dizemos que E € um espaco de Hilbert.

Defini¢ao 1.15. (Coercividade) Seja E um espago normado. Dizemos que uma
aplicacio I : E - R € coerciva se, e somente se, temos que
lim I(x) = +o0.
llal|>+o0
Definicao 1.16. (Aplicagio Compacta) Sejam E e F espacos de Banach. Uma
aplicacao linear T : E — F € dita compacta se a imagem de um conjunto limitado

em E ¢é relativamente compacta em F, ou seja, se temos que T(A) c F' é compacto

para todo conjunto limitado A c E.

Defini¢ao 1.17. (Convergéncia Fraca) Seja E um espago de Hilbert. Dizemos
que uma sequéncia (x,) em E converge fracamente para x € E se (x,,y) = (x,y)

para todo y € E. Neste caso, denotamos por x, =~ x a convergéncia fraca.

A seguinte proposicdo é um resultado classico que pode ser encontrado em

diversas referéncias de andlise funcional, por exemplo, veja em [5].
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Proposigao 1.18. Seja E um espago de Hilbert. Se uma sequéncia (x,) em E é tal

que x, —~x, com x € E, entdo temos que
|lz|| < liminf |ja,||.

Proposicao 1.19. Sejam E um espago de Hilbert e F' um espaco de Banach tais
que E c I seja uma inclusao compacta, isto é, a aplicacao inclusao 1 : £ — F' é
compacta. Entdo, dada uma sequéncia limitada (x,) em E eziste uma subsequéncia

(zn,,) € um ponto x € E tal que x,, ~x em E e x, —x em F.

Definicao 1.20. (Sequéncia de Palais-Smale) Sejam E um espago de Banach e
I: E - R um funcional. Dizemos que uma sequéncia (x,) em E é uma sequéncia
de Palais-Smale do funcional I se existe a € R tal que I(x,) - a e I'(x,) - 0

quando n — + co.

Defini¢ao 1.21. (Condic¢ao de Palais-Smale) Sejam E um espago de Banach e
I: FE - R um funcional. Dizemos que I satisfaz a condi¢cao de Palais-Smale se
toda sequéncia (x,) de Palais-Smale do funcional I possui subsequéncia convergente

em E.

1.7 Espacos de Funcoes

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensdao n. Apresentamos os

seguintes espacos de funcgoes:
e Para cada 1 <p< oo defina o espago LP(M) como o espago quociente
LP(M) = {u : M - R integrével : [ ul? dvg < oo}/ ~
M

onde a relagao de equivaléncia ~ é tal que duas fungoes sao equivalentes se elas

sdo iguais em quase toda parte. Defina uma norma || -||» em LP(M) como

1
lullr = ( ] 1uledey)
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Observe que uma funcao em LP(M) é uma classe de equivaléncia formada por
fungoes que coincidem em quase toda parte. Desta forma, para definir o espago
L*>(M), primeiro definimos o supremo essencial de uma fungao u : M — R

como segue:
ess supu := inf{c e R:a medida u({p e M : u(p) > c}) = 0}.
Desta forma, definimos a norma || - ||z~ como sendo
[l = ess sup|u].

O espago (LP(M),]|-||zr) é um espago de Banach para todo 1 < p < co. Apenas

o espac¢o L?(M) munido do produto interno
(foh)a= [ fhde,
M
é um espaco de Hilbert.

Sejam 1 <p < oo e k>0 inteiro. O espago de Sobolev W#P(M) é o comple-

tamento do espago C*°(M') com a norma

1

k ' »

lellweoiany = (3 [ 197ulrde,)
j=07M

Utilizamos a notagao H*(M) = W*2(M). Em particular, a norma do espago
de Sobolev H'(M) é dada por

lally = [ (VguPdu, + [ wdu,.

E um fato bem conhecido que u € W »(M) se, e somente se, a fungdo u possui

derivada generalizada até a ordem k pertencente ao espago LP(M).

O espago C° (M) é o espago das fungdes C> (M) com suporte compacto contido

no interior de M.

O espaco Hj(M) é o completamento de C5°(M) com respeito a norma ||ul[3;, .
Com isto, note ainda que H} (M) c H'(M).
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1.8 Regularidade Eliptica

Agora, vejamos algumas defini¢oes e resultados de suma importancia para a

teoria de equacoes diferencias parciais.

Definigao 1.22. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao n. Um ope-
rador diferenctal linear £ de ordem 2m em M, escrito em relacdo a uma carta

coordenada (U, ), € uma expressio da forma
2m
'S(u) = z ail...ikvil ce . V?,ku
k=0

onde a;, ;. sao fungoes suaves em U e u e C?™(M). Os termos de maior ordem, que

sao os de ordem 2m, sao chamados de termo lider, assumindo que as,, € nao nulo.

Definigao 1.23. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensio n e £ um
operador diferencial linear de ordem 2m em M. Dizemos que £ é um operador

diferencial eliptico em um ponto p e U se existe A\(p) > 1 tal que
[0[2"A(P) ™" < @iy i Vi -+ Vi < A(D) [J0]P™

para todos os vetores v.

O préximo resultado é de grande importancia pois trata dos mergulhos de

Sobolev. Pode ser encontrado na Segéo 3.3 em [16].

Teorema 8. (Mergulhos de Sobolev) Seja (M,g) uma variedade Riemanniana

compacta de dimensdo n. Se considerarmos 2* = n2, entao temos o sequinte:
(i) Sen >3, entado H'(M) c LP(M) para todo 1 < p <2*. O mergulho de H' (M)
em LP(M) é continuo se 1 <p<2*, e compacto se 1 <p<2*.

(i) Sen =2, entao H'(M) c LP(M) para todo 1 <p < oo, e o mergulho de H' (M)

em LP(M) é continuo e compacto.
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Proposicao 1.24. (Desigualdade Poincaré) Seja U c R™ um aberto limitado. Se

ue€ Wol’k(U) tem média zero para algum 1 < p<n, entdo

n
\ul|lLawy < C||Vullzey — para todo 1< q< SUS

n-p’
onde a constante C' depende de p,q,n e U.

Proposicao 1.25. (Desigualdade de Poincaré) Seja (M,qg) uma variedade Ri-

emanniana de dimensao n. Entdo, existe C > 0 tal que para toda f e H' (M) seque
[ G-Fr<c [ v,
M M

T-4r

Combinando as desigualdades de Poincaré com os mergulhos de Sobolev, ob-

que

onde

temos a desigualdade de Poincaré-Sobolev, que é expressa no teorema a seguir.

Teorema 9. (Desigualdade Poincaré-Sobolev) Seja (M, g) uma variedade Rie-
manniana compacta de dimensao n. Entao, para todo 1 < p < 2*, existe uma constante

positiva C, que depende de M e p, tal que para toda uwe H'(M) temos que

(/MW—EV’); < C(Awguﬁ)é. (1.3)

Além disso, se n =2 entao esta desigualdade € vdlida para todo 1 < p < oo.

O teorema abaixo é um importante resultado para variedades Riemannianas

com fronteira, e pode ser consultado no Teorema 6.2 em [22].

Teorema 10. (Desigualdade Trago) Seja (M,qg) uma variedade Riemanniana
2(n-1)

n —

compacta de dimensdo n com fronteira OM. Se considerarmos 2# = , entao

obtemos que:

(i) Se n > 3, entao o operador trago definido de H'(M) para LP(OM), agindo

como u v~ ulgyr, € continuo para todo 1 <p < 2%, e compacto se 1 <p < 27%.
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(it) Se n = 2, entio o operador trago definido de H'(M) para LP(OM), agindo

como u w ulgyr, € continuo e compacto para todo 1 < p < 0.

1.9 Teorema do Passo da Montanha e Monotonicidade de Struwe

Consideremos um espaco de Banach E e denote o dual deste espaco por E1,
os conceitos a seguir sao imprescindiveis para os principais teoremas que desejamos

mostrar neste trabalho.

Definicao 1.26. Seja E um espaco de Banach. Dizemos que um funcional I €
CY(E;R) possui a geometria do passo da montanha se 1(0) = 0 e salisfaz

as sequintes propriedades:

(1) Existeme >0 e d >0 tais que para todo u € E, com |[u|| = ¢, tem-se que I(u) >,

(2) Existe ve E com ||v|| > ¢ tal que I(v) <0.

Suponha que I possui a geometria do passo da montanha e seja o conjunto
dos caminhos A = {\ e C([0,1], E): A(0) =0e A(1) =v}. O valor c € R dado por

CZE\EZ{%&ﬁI(A(t)) >0 (1.4)

¢ chamado o nivel do passo da montanha, e este ¢ € um bom candidato a ser um
ponto critico do funcional I. O célebre Teorema do Passo da Montanha, que pode

ser consultado em [1], nos fornece o resultado a seguir.

Teorema 11. (Passo da Montanha) Suponha que o funcional I € C*(E;R) possui
a geometria do passo da montanha. Seja ¢ € R como definido em (1.4), e suponha que
toda sequéncia (u;) de Palais-Smale em E satisfazendo I(u;) — ¢ e I'(u;)(v) = 0,
para todo v € E, possui uma subsequéncia convergente. Entao existe x € E tal que
I(z) =c e também I'(z) = 0.

O Truque de Monotonicidade de Struwe, que surgiu originalmente em [23], é

uma ferramenta relevante ao problema de fornecer condigdes para o funcional I de
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tal forma que garanta a existéncia de uma sequéncia de Palais-Smale limitada. A
seguir, inspirado em [17], temos uma versao do resultado de Struwe apropriada ao

nosso contexto.

Teorema 12. (Monotonicidade de Struwe) Sejam E um espa¢o de Banach e
J c R, um intervalo. Considere uma familia (1,)aes de funcionais de classe C(E;R)
da forma

I,(u) = A(u) — aB(u)  para todo «eJ, (1.5)

onde ou A(u) >0 ou B(u) >0 para todo u € E e tal que ou A(u) — +o0 ou B(u) - +00
quando ||u||g = +00. Suponha que, para todo € J, as propriedades na Definigio 1.26
sejam satisfeitas e ¢, € o nivel do passo da montanha associado a I,, como definido

em (1.4). Entao, para quase todo o € J, existe uma sequéncia (u;) em E tal que:
(1) (u;) é limitada,

(77) 1o(u;) = cq,

(7ii) 1., (u;)(v) - 0 para todo v e E.

1.10 Principio do Maximo

O seguinte Principio do Maximo de Hopf pode ser encontrado na Secao 8 do
Capitulo 3 em [2].

Teorema 13. (Principio do Mdximo de Hopf) Sejam (M,g) uma variedade
Riemanniana compacta com ou sem fronteira, X € X(M) e h € C>°(M) nao positiva.

Suponha que u € C2(M) satisfaz
Agu + (X, Vu) + h(z)u>0.
Se u <m onde m >0, entdo temos que:

(i) w=m, ou
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(ii) u(x) <m para todo x € IntM.

Além disso, se pe OM, a fungao u € continua e u(p) =m >0, entdo se ‘g—g(p) existir
ird satisfazer que g—;(p) >0, desde que p pertenca a fronteira de uma bola contida em

M. Mais ainda, se h =0 entdo a mesma conclusao é verdadeira para m < 0.

Como um resultado preliminar, vejamos uma versao do Principio do Maximo

que pode ser consultado, assim como sua prova, na pagina 539 em [15].

Teorema 14. Sejam 2 um dominio limitado no R™ com fronteira suave por partes
dada por 0Q = HQUQ, V e L*(Q) ew € L®(0,9Q). Suponha que u € C2(Q) NCL(Q),
com u >0, satisfaz

Au+Vu<0 em Q,

gu > wu em 0;€)
on

e que v e C2(Q)NCL(Q) satisfaz

Av+Vu<0 em €,

@ > wv em 0:€2
on
v20 em 0x52

onde 1 é a normal unitaria para fora ao longo da fronteira 0,). Entdo, temos que

v>0 em Q.

1.11 O Problema Limite e Suas Solucoes

Quando fazemos analise de blow-up, geralmente nos preocupamos com certos
problemas limites apos um reescalonamento adequado de solugoes. Neste caso, esta-
mos interessados em solucoes com curvaturas constantes no semiespaco R”. Devido

a este proposito, faremos a analise a seguir para encontrar as solugoes adequadas.



26

Dadas fungoes K € C*(M) e H € C>(M), seja u € C>(M) uma solucao do

problema

- 451"_;1)Agu +Su=Kuvs em M,
2 . 1.6

Dado um ponto p € OM, considere coordenadas x centradas em p definidas em

B(0,r). Dado A >0, defina

wy(z) = AT u(Ax) para xeB(O,§)+, (1.7)

Desta forma, por (1.7), segue que

d;wx(x) = A2 Qju(\x) (1.8)

Devido a (1.2), segue que

’ y 0;
Agu = —=0,(Vlglg"0,u) = g 0,0y + W),

Vgl 9]

i i
Por simplicadade, escreva F' = %. Entao, por (1.8) e (1.9), temos

Agu(Ax) g7 (Ax)0;0;u(Az) + F(Az) Qu(Az)

n+2

G(2) N2 0 0;wa(x) + F(\ ) A2 Qjwa(x), (1.10)

com g(z) = g(Az). Desta forma, de (1.6), segue que

4 (n-1)
 n-2
= K(\z)u(Az)ws

(gw‘(m) A5 9, 0;wa(z) + F(Az) A% (9ij($)> + S(Az)u(Az)

ou seja, como por (1.7) tem-se u(Az) = A\~ "2 wy(z), obtemos

_4(n-1) (gij(x)x%” 8, 8wy (z) + F(Az) X2 @wx(x)) + S(Ax) AN wy (x)

n-2
n+2

= K(OAz) A" wy(z)ns . (1.11)
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Multiplicando (1.11) por A", resulta em
4 (n-1)

-2
= K(\z)wy(z)"2 (1.12)

(gij(x)ai dwx(z) + F(\z) Aﬁjw,\(x)) + S(Az) A2 wy ()

para todo x € B(O,%) . Notemos que, quando A — 0, temos B(O,§> — R” e
+ +

também que a métrica g(x) — 0(x), onde 0 é a métrica euclidiana em R?. Suponha

que, quando A - 0, tem-se

wy ——— .
Cp,.(R™)

loc

Isso implica que, quando A — 0, a equagao (1.12) resulta em

_4(n—1)

—" Av(z) = K(0)v(z)"? em R”. (1.13)

Agora, analisando a equagao na fronteira em (1.6), observe que

ow,, .\ nOu
8_n($) = A an()\w)
n

Por (1.7), temos

00 () = 23 "2 H(A2) A wa(2) 7,
an
ou seja,
2 8w,\ _ _n_ r
ma—n x) = HAz)wy(x)»—2 em 8B(O,)\)+. (1.14)

Analogamente, quando A — 0 temos que 0B (0, §) —> JR”. Suponha que, quando

N
A = 0, tem-se wy ﬁ) v. Entao, quando A — 0, a equacao (1.14) resulta-se em
Ccs (Rm

loc

_2 0y - HO)u(x)= em R (1.15)
n—-20n

onde H(0) é constante.
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Portanto, devido a essa discussao feita, que resultou nas equagoes (1.13) e

(1.15), concluimos que, para o problema limite, obtemos

- 4(7?__21)Av = Kvis em R?,
2 3?) n_
ma—n = Huvnz em 8R:L,

onde K e H sao constantes.

(1.16)

O resultado a seguir, que foi obtido em [8], classifica as solugoes do problema
(1.16).

Proposicao 1.27. Dado o problema (1.16), defina ®,, como
H
Qn = \/TL(TL—]_)W.

Temos o sequinte:

(1) Se ®, < 1, entdo (1.16) ndo possui solugao,

(2) Se ®, =1, entdo as unicas solugoes sao dadas por:

n-2

9 -t
v(z) = vo(x) = | ——2, + « 1.17
(z) (z) (m + ) (1.17)

para algum o > 0,

(3) Se®, > 1, entao as solugoes sio chamadas bolhas e dadas por

(n(n-2))"7 5"
v(z) = bs(x) := =, 1.18
R R (P P e

com zo(f) = -, 0e, € R, para > 0 arbitrdario. Neste caso, destacamos o

sequinte comportamento assintotico:

lm |z[" 2bg(z) = (n(n-2))7 BT . (1.19)

|| =>+o00
Observagao 1.28. Observe que, colocando 3 em evidéncia na fungao bz, podemos

ESCTrever que

ba(x) = B by(B'2).
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1.12 Blow-up com Conjunto Singular Infinito

Considere uma sequéncia (u;) de solugoes para o problema (5), e defina seu

conjunto singular como
P={peM:3Ix; - ptal que u;(x;) é nio limitada}.

Lembrando que ©,(x) = /n(n - 1)%, mostraremos agora um exemplo em que

a cardinalidade do conjunto singular Py = P n{D,, = 1} pode ser infinita.

Exemplo 1. Seja p>1 e a fungdo u,: B(0,1) c R - R dada por

n—2

20\ %
U/ =
8 (p2 - |1‘|2)

Entdo, temos que a fungao u, é solugao do problema

Ae D) Ay = —p(n-1)uwz  em B(0,1),

n—

[\

%g—gw:ﬂpu% em 0B(0,1),
2+1
onde H, = p2 . Observe que quando p - 1, tem-se H, > 1 mas K = —n(n-1), e
p

isso implica que, no limite, temos ®,, = 1. Desta forma, note que u, diverge em toda
a fronteira 0B(0,1) = Py.

1.13  Principio Variacional de Ekeland

O teorema abaixo é uma potente ferramenta para conseguirmos contornar
certos obstaculos que surgem em determinados contextos na analise de blow-up,
como veremos no caso do estudo neste trabalho. Pode ser consultado, por exemplo,

no Capitulo 1 em [24].

Teorema 15. (Principio Variacional de Ekeland) Seja (X,d) um espago mé-
trico completo e ¢ : X — (=00, +00] um funcional semicontinuo inferiormente, limi-
tado inferiormente e nao identicamente iqual a +oo. Dado € > 0, seja x € X tal que

o(x) < i§f<p + €. Entao, para todo \ >0, existe x\ € X tal que:



(1) (1) < (),

(2) d(zx,x) <A,

€
(3) o(xy)) < o(y) + Xd(m,y), para todo y # x.

30
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2 Resultados de Existéncia

Almejamos aqui desenvolver alguns resultados essenciais que nos conduzira a
provar os Teoremas 1 e 2 e, por fim, o Teorema 3. Para isso, desenvolveremos alguns
resultados de existéncia de solugoes através do estudo de variagoes de dominio e o

estudo variacional do funcional energia I definido em (3).

2.1 Variacoes de Dominio

Iniciemos relembrando o resultado dado por Escobar no Lema 1.1 em [13].

Lema 2.1. Se (M",g) é uma variedade Riemanniana compacta com fronteira e
n > 3, entdo existe uma métrica conforme a g cuja curvatura escalar ndo muda
de sinal e a fronteira é uma subvariedade minima, ou seja, a curvatura média da

fronteira é zero.

Desta forma, sem perda de generalidade, doravante assumiremos que a fron-

teira OM é minima e a curvatura escalar S nao muda de sinal. Por conseguinte, se

a4, Lo
g =unz g é uma métrica conforme a g com curvatura escalar K € C2(M) e curvatura

média H € C2(OM), entao u satisfaz a equagao abaixo:

4(n-1 n+2
- %_Q)Agu+5u=KUn—2 em M,

L@:Huﬁ em OM.
n—-20n

Com o propésito de obter propriedades globais na analise de blow-up para o

nosso problema, provaremos os resultados a seguir.

Lema 2.2. Sejam M uma variedade Riemanniana compacta n-dimensional com fron-
teira, fungoes f,ip: M - R e 0<p< 2. Considere uma solugio positiva u € C>(M)
da equacao

-CpAgu +Yu = fuP em M. (2.1)
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Seja F e X(M), entdao temos que
Cn 2 7 1 p+1
CnfMDF(vgu,vgu) - 7[M|vgu| divy F' - mefF-vg(u )

1 2 ou C, 9
+2L¢F Vg(u)—CnLM(Vgu F)(%7 5 faM|V9u|F n (2.2)

onde, em coordenadas, temos DF(V u,Vu) = ngj 0; F; O;u 0.

Demonstragio. Comecemos definindo o seguinte campo de vetores:
1
Y = (Vyu-F)Vgu- §|V9u|2F-
Assim, calculando o divergente de Y obtemos

divY

1

div((Vgu-F)Vgu ~3 |Vgu|2F)

) ) 1 9
= dlvg((vgu-F)Vgu) - div, §|Vgu| F

1

= Vg(vg“'F) “Vgu + (Vgu~F) divy Vyu - Evg (|Vgu|2) F

1

—5 |V9U|2 dngF
1
= vg(vgu F)- Vgou + (vgu ) F)Agu ) Vg (lvgu|2) - F
1 )

) |V yul*div, F . (2.3)

Fazendo F = Z F 0y e Vgu = g 0;u0;, em coordenadas, temos que
k

Vou-F = g7 gy FyOu = 3 F; O (2.4)

IVul* = g g* gj1 0uOpu = g™ Ou dju . (2.5)

Entao, por (2.5), temos

Vo(IVul?) = g™ 0, |V,ul? 0 9™ O (g™ OruOxu) O,
= gmlg”* (8m Oiu Oku + O;u Oy, 8ku) 0,
= g™ ¢*0,, 0;udu 0, + g™ ¢'* Oyu 0y, Opu O,

= 2¢™ ¢"0,, Oudpu 0,



o que implica que

Vo(|Veul?) - F = 2¢™ g* 0, O;uOu gy, F,
2> g% Fy O Oju O

2 Z G* F,, O, Ot O
Agora, por (2.4), segue que

Vg(VgU'F) = gkl O (Z F; aiu) Ok = gkl (ale' Oiu + F; 0, aiu) O,

)

o que implica que, para o primeiro termo no lado direito de (2.3), temos

Vo(Vou-F)-Vou = g™ gy Z(alFi O + F; 0 &u) g™ O

g™ > (9;F; Opu + F;0; 0iu) O

= ngj 0; F; Oju O u + ZQmj F;0;0;u 0pu

1
DF(Vgu, Vgu) + §V9(|vgu|2)'F-

Desta forma, substituindo (2.6) em (2.3), obtém-se que
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(2.6)

1 1
divy = DF(Vgu,Vgu) + §Vg(|vgu|2)'F + (Vour F)Agu = 5V, (IVgul*) - F

2
1,
- = Uu 1v
= 19l divy F

1
= DF(V,u,Vyu) + (Vyu- F)Au - 3 |V uf? div, F.
Agora, multiplicando a equacao (2.1) pelo fator (V,u- F') segue que

—Cn (Vou-F)Agu + Yu(Vyu-F) = fuP (Vou- F).

(2.7)
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Integrando esta ultima equagao, obtém-se, por (2.7), que:

foup(Vgu-F) —Cn[M(Vgu-F)Agu+[Mwu(vgu-F)
1
-G [ (DF(Vgu,Vgu) - §|V9u|2ding—divgY)
+/ 77Z’u(vgu'F)
M
c, . ,
- ¢, fM DF(Vu,Vgu) - = [M v, u2div, F - C, /M div, Y
+fM@Z)u(Vgu-F). (2.8)

Note que .
S Ju g Fy = [ F v, (2.9)

Além disso, para o terceiro termo no lado direito de (2.8), obtemos, pelo Teorema

Divergéncia, que é o Teorema 7, que
. , 1
—CnfMlegY = —CnAdlvg((Vgu-F)Vgu— §|Vgu|2F)
1

_C’nf ( F -z QF).

o (Vou- F)Vyu 2|VQU| n

Cy

~Co [ (Tu-F)(yuem)+ S [ [wuF ey

ou G, 9
- 2y In . 2.1
C”./a (Vou-F) o 5 _/8M|Vgu| F-n (2.10)

Para o quarto termo no lado direito de (2.8), segue que
1
[ vy =5 [ oF-,0). (2.11)
M 2Jm
Portanto, substitutindo (2.9), (2.10) e (2.11) na identidade (2.8), concluimos que
C f DF(V4u,Vu) —ﬁf |V uf? div, F - L] fF -V (uP)
" Jm g 2 Ju'? g p+1Jm 7

1 ou C
- F. 2) = ”f N 7 P 2p ..
T3 /Mw Vy(u?) = C aM(Vgu )877 2 aM|Vgu| "
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Antes do corolario deste lema, facamos a definicdo a seguir.

Definigao 2.3. Sejam um ponto p € OM, uma fung¢io u: M — R e um campo de
vetores ' € X(M). Defina uma fungao B,(u,F'):OM - R como

By(u, F)(@) = Cud(ap) ((F@) (@) - 5P
+2(n-1)u(z) F(z) n(x) (2.12)

onde n é a normal unitdria apontando para fora ao longo de OM.

Quando o ponto p estiver claro a partir da notagao, entao omitiremos o subs-

crito e escreveremos apenas B(u, F').

Corolario 2.4. Seja Q) ¢ M uma vizinhanga de algum ponto em OM, difeomorfa a

B(0,7), c R?. Sejam u como no Lema 2.2, e 0 < q < 5. Defina

1 n n-—2
- - p+1X_ oz = [ p+1
Bo(u) p+1fgu ng+(p+1 2 ) ol

1 9 r r
=[x, —f 2, L 2 _ P (2,13
2 Jo " V¥ Qd)u 2 a+9¢u p+1 amfu (2.13)
onde X € o vetor posicao. Entdo, se a fungdo u também € solugdo da equagdo
2 0
2 H ot em oM ,
n-20n

obtemos que:

Ba(u) = /;+QB(U’VQU)+2(n_1)(n7_2_n_1)v/é09huq+l

qg+1
2(n-1 2(n-1
+ 2(n-1) hut™ (X -v) - 2(n-1) u™ (ViR X)(2.14)
g+1  Joa@en) g+1 Jao g

onde v € a normal unitaria apontando para fora na fronteira de 0pf2.

Demonstracao. Para comegar, aplique o Lema 2.2 com o campo de vetores F' = X.
Note que div, X =n e DX (V,u, Vyu) = |V, ul?. Assim, temos

1 1
2(n=1) [l - g X,y g [ e v )

B ou C, 5
= C'n'[aQ(ngX)a—?7 - 7Aﬂ|vgu| (X -n). (2.15)
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Para o primeiro termo no lado esquerdo de (2.15) temos o seguinte: multiplicando
a equacao (2.1) por u, e depois integrando o resultado analogamente ao que fizemos

na demonstragao do Lema 2.2, segue que

—2(n—1)[9|vgu|2= ff iy 07 wau ~2(n- 1)f (2.16)

Agora, para o sequndo termo no lado esquerdo de (2.15), utilizando o Corolario 1.9

obtemos que

_/s;fX . Vg(up+1)

f W div, (fX) - f FuP X

Q 0N

fup”X-ng + n/fup*1 - [ fuPt X om. (2.17)
Q Q [2)9]

Para o terceiro termo no lado esquerdo de (2.15), temos

[szx-vg(vf) —/Qu2divg(¢X) ; fmzpu?xn
—v/Qu2X~Vg¢ —n‘/(2¢u2+[891/}u2X-77. (2.18)

Substituindo o primeiro, segundo e terceiro termos no lado esquerdo da equacao

(2.15) por (2.16), (2.17) e (2.18), respectivamente, concluimos que:

n-2 ou 1

p+1 2_2 _1 - f p+1X‘

f 2 [ZTW (n-1) aguan " p+1 o Vol
1 1 n
p+l _ p+1X_ __/ 2X_ __f 2

+p+1fﬂfu pil o1 R T Jyu R Ve =g v

1
+§/BQ¢UQX-77 = C’nfm(vgu X)— - —/ |Vgu| (X-n),

o n-2 2

ou seja,

1 . n n-2 1
p+1/9“p XVf 4 (p+1 2 )ffp+1 B Q/QUQX'VW

1 1
—fwu2 + —/ YvurX-n - Py fup”X-n

=of VguX———f|Vgu|2Xn)+2(n 1)[ .219
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Observe que o vetor normal apontando para fora em 0 satisfaz

x
-, se x € 0*Q)

n(x)=3T : (2.20)
—en, se x € gyl

Devido a (2.20), vamos analisar o que acontece com o fator X -7 nas integrais em
2 2

(2.13). Se z € 0%, entdo temos X -7 = J=[* - o Seaxc o€, entdao X -n = 0.
r

Como consequéncia disso, para o quinto termo no lado esquerdo da identidade (2.19),

obtemos que

1 1 1
—f vulX -n — wUQX-T]+—[ YulX -n
2 Joo 2 Jora 2 Jon
r
= 3 wﬂ¢u? (2.21)

Para o sexto termo no lado esquerdo da identidade (2.19), temos

1 1
_ p+1X' - _ p+1X' _ p+1X'
p+1./aszfu g p+1 amfu g p+1 aoﬂfu g
_ _p:1 e (2.22)

Substituindo (2.21) e (2.22) na identidade (2.19), encontramos que

2 1
uPIX n- )f p+l _/ 2x .
p+L/ Vol * (+1 2 fu 3 Jo Vet

—/Qwu + i Yu? - A fuPt!

a+Q p+1Jora

_ Cnfm(vg )— - —/ V,ul (X 1) + 2(n- 1)] . (2.23)

Notemos que o lado esquerdo desta identidade (2.23) é exatamente igual a defini¢ao

da funcao B (u), dada em (2.13). Entao, podemos escrever (2.23) como

Bo (1) :cn[m(vgu-)()— - —f V,ul (X 1) +2(n- 1)] L (2.24)

Agora, vamos analisar o lado direito de (2.24). Analisando o primeiro termo no
0
%~ hut em OM e também

lado direito de (2.24), lembrando que u satisfaz
n-20n
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aplicando o Corolario 1.9 apropriadamente, segue que

ou n-2
/60 (X -Viu) = 5 hu' (X -Viu)

Q on g 80
n-2
— hX T q+1
2(qg+1) Jao vy (u')
n-—2
__n-2 Bt (X - —f q”d'ThX)
2(q+1) (/;(809) ur(Xy) BOQU vy (hX)

n-—2
- h q+1 X . _/ q+1X- Th— -1 h q+1).
2(qg+1) (/8(809) wr(X-v) 9 “ Vs (n=1) 9 ¢

Desta forma, para o primeiro termo no lado esquerdo de (2.24), obtemos

ou ou\> ou
X)) ot Dix.v7T
Cnfm(vgu )(977 C"./amr(@n) +Cnf809 (977( \AD

_ Cnrfm(a“)Q L2l hut*' (X -v)

8_77 qg+1 A(8€2)
2(n-1 2(n-1)2
_2(n-1) w (X - vTh) - 2(n-1)? hut™'. (2.25)
g+1 Jaa g g+1 9

Agora, para o seqgundo termo no lado direito de (2.24), podemos ver que, devido a
(2.20), temos

C, 9 C,
_xn X - .
2 /ész|v9u| ( 77) 2 Joro 2

Il
|
<
Q
£
%)
—~
<
3
~
+
|
K
<
Q
£
o
~~
<
3
~

Il
|
<
S
<
«Q
=
[\
©
DO
=

Para o terceiro termo no lado direito de (2.24), temos

Q(n—l)/mug—z =2(n—1)—/8+ﬂug—z+(n—1)(n—2)/809huq+1. (2.27)

Logo, substituindo o primeiro, segundo e terceiro termos no lado direito de (2.24)

por (2.25), (2.26) e (2.27), respectivamente, segue que

ou\* 1 9 ou

- =) - - 2(n-1 -

Bo(u) C"T(fam(an) i 8+Q|Vgu| ) +2(n-1) amuan
+2(n_1)(n_—2_n—1)[ huq*1+M hutt (X - v)

2 qg+1) Jaa qg+1 d(00Q2)

~ 2(n-1)

+1 T
e Mm (X-VIh). (2.28)



39

Note que, a soma dos dois primeiros termos no lado direito de (2.28) ¢é exatamente
igual a f B(u, V4u), onde a fungdo B(u, V,u) é dada por (2.12), na Defini¢do 2.3.
+Q
Portanto, podemos escrever (2.28) como a seguinte identidade:
n-2 n-1
B :fB, £ 2 —1(—— ) hutt!
a(u) 9+ Q (u, Vgu) (n=1) 2 qg+1) Jaa “

2(n-1 2(n-1
+M huq”(X-l/) _M
g+1 9(8o%2) qg+1 909

uw(vin-X).
[

Agora, seja a >0 uma constante e defina uma fun¢ao G : B(0,r), - R como

G(x) = alx|?~". Entdo, tem-se

VG(x) a(2-n)lz|' " V||
= a(2-n)lz| "x. (2.29)

Para x € 07 B(0,r), temos, por (2.20), que n(z) = L com |z| =7, o que implica
r

VG(@)-n(2) = (a@-n)ll"x) =
= a(2-n)lz| "+, (2.30)
e, por conseguinte,
(VG() n(@))’ = SIVG@I = a®@=n)lal 272 = L (2= n)]a] 2
= %aQ(Z—n)Q|x|_2"+2.

Assim, de (2.12), segue que

GO = a0 ((v6w) u@) - JvaeP)

-2
+2(n=1)G(x) (VG(x) ()

4(n—1) L, 21,1 -2n+2
-k (et ol )
+2(n-1)ale]*""a(2=n)le| !
—2(71—1)(2—71)&2|:L‘|_2"+3 +2(n—1)(2—n)a2|x|_2"+3

= 0. (2.31)
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Proposigao 2.5. Dada uma fung¢io beC*(B(0,7),), defina h: B(0,7), - R como
h(z) = G(z) +b(z).
Entao, temos que

lim B(h,Vh) = —a(n-1)(n-2)w,-1b(0).

=0 Jo+*B(0,r)+
Demonstracao. Inicialmente, note que
B(h,vh) = B(G+b,Vv(G+b))
= Cad(0)((V(G +b)- ) - 5Iv(G+DP)
+2(n-1)(G+b)(V(G +b)-n)
= C,d(-,0) ((VG n + Vb-n)? - %WG + Vb|2)

+2(n-1)(G(VG ) + b(VG ) + G(Vb-1) + b(Vb-1))

(vG)?

= Cod(,0) (VG ) 4 2(VG ) (Vo) + (hon)? - 5

—VG-Vb—@) +2(n-1)G(VG-n) +2(n-1)b(VG-n)
+2(n-1)G(Vb-n)+2(n-1)b(Vb-n)

= Cnd(-,o)((vG-n)z—%ﬁ)+2(n—1)G(VG'?7)
+C’nd(~,0)((vb-77)2—@)+2(n—1)b(Vb-n)

+Cod(,0) (2(VG ) (Vb)) = VG- Vb) +2(n-1)b (VG -n)
+2(n-1)G(Vb-n)

= B(G,VG) + B(b,Vb) + Cod(-,0) (2(VG 1) (Vb-n) - VG- Vb)
+2(n-1)b(VG-n) +2(n-1)G(Vb-n).

Mas, como vimos em (2.31) que B(G,VG) = 0, entao

B(h,vh) = B(b,vb) + C,d(-,0) (Q(VG-n)(vb-n)—vG-Vb)
+2(n-1)b(VG-n)+2(n-1)G(Vb-n). (2.32)
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Agora, substituindo (2.29) e (2.30) nesta identidade (2.32), segue, para |z| = 7, que

B(h,vh)(z) = B(b,vb)+%|x| (2@(2—n)|x|‘”+1(vb.§))

4 (nn_—Ql)_ ] (a(2 -n)|z| " vb) +2(n-1)b(z)a(2-n)lz| """
+2(n - 1)a|x|2*”(vb- %)

8a(n—1)r-—n+2
r

= B(b,Vb) - (Vb-X) +4a(n-1)r "1 (Vb-X)

_ 2-n
. 2a(n-1)r

+2a(n-1)(2-n)b(x)r "*! (Vb-X)
= B(b,vb) -8a(n-1)r""Yvb-X) +4a(n-1)r "1 (Vb X)

+2a(n-1)(2-n)b(x)r """ +2a(n-1)r """ (Vb X)
2a(n-1)(2-n)

Tn—l

= B(b,vb) - 2a(n-1)r ""Y(vb-X) + b(x).(2.33)

Integrando esta equagdo (2.33) sobre 0*B(0,r),, e lembrando que o volume de

0*B(0,r) é igual a 5 Wn-1 r™ ! temos que:

f B(h,Vh) f B(b,Vb) - f 2a(n—-1)r "1 (vh- X)
8+ B(0,r) 8+ B(0,r)

0+ B(0,r)
9 _ _
+/ a(n-1)(2-n) b(x)
9+ B(0,r) rn-1

f B(b,Vb) —2a(n—1)r‘”+1f vbh- X
8+ B(0,r) 8+ B(0,r)
. 2a(n-1)(2-n)

b
rn-l 9*B(0,r) ()
= / B(b,vb) — a(n- 1)wn,1][ Vh- X
8+ B(0,r) o+*B(0,r)
—a(n-1)(n-2)wn4 ][ b(z), (2.34)
9*B(0,r)

onde X é o vetor posicao. Finalmente, apliquemos o limite em (2.34) com r — 0.
Dado isto, temos, por (2.12), que B(b,Vb) — 0 é de classe C! e, como r — 0 implica

que Vb- X — 0, podemos concluir que

lim B(h,Vh)=-a(n-1)(n-2)w,-1b(0).

=0 Jo+B(0,r)+



42

2.2 Estudo Variacional do Funcional Energia

Com o propésito de demonstrar o Teorema 1 e o Teorema 2, analizaremos

nesta se¢ao as propriedades geométricas do funcional energia I definido em (3).

Proposigao 2.6. Secjam K € C2(M) e H € C2(OM) tais que H %20 e K < 0. Para
todo € > 0, existe uma constante C' >0 tal que
) v [ P,

faMH|u|2# < (5+5)( BEYE / |Vul* + D)

(2.35)
— 2
onde D = mgﬁ{o,ﬁn(x)}, com ®,, definido em (4). Lembrando que 2* = n2 e
as n—
oOH# — M
n-—2

Demonstragio. Considere uma particdo da unidade {¢;}™, em M e um campo de
vetores N € X(M) com |N|<1e N =n na fronteira OM. Entdo, para todo 1 <i<m
e toda fungao u € H'(M), obtemos

# #
[ e = [ o (V). (236)

Assim, pelo Teorema da Divergéncia, tem-se que

[ (el N)on = [ div(odu V)
oM M

S Ty N+ [ aiv N
M M

2(n-1 n
f (%—(n )|u|ﬁ Vlu| + [uf” Vgoz-)-N +/ o [ul* div N
M n-2 M

2 _]. n
f %‘LMHEVU + |u|2# Vei |- N +[ i |u|2# div N
M n-2 |ul M

2(n-1
f (goidivN + V(pi-N) u2” + (n—)f i |ulmz uvu- N
n-—2 M

2(n 1) n

2#

_— i n-2 . 2
Co f Jul | wilulrz vl (2.37)

IN

Agora, seja ©,(z) = \/n(n-1) flgz)\’ como definimos em (4), e defina também

H; =max{H(z):x esupp ¢;} e |K|; = min{|K(x)|: z € supp ¢;} > 0. Entéo, observe
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que, por (2.36) e (2.37), temos o seguinte:
—2[H2# —me H |2
(-2 [ HWP* = @-20% [ et
~2 mHi[ Juf?*
(n )2; oy Pl
m 2(n-1 .
(-2 3 8 (0 [+ 20D [ g )
i M n-2 M
Co (n=2) |H].- [ uf**
) [ 1l 9 ul K]
(D+2) [ Jul [vul K

IN

IN

IN

+2(n- 1)(

IN

C’lf|u|2#+2\/7
2 2

NG wo) (5 [ 1wu? + 55 [ (i IKTY)

+qﬂwﬁ

;ﬁi%i?7(5+€)(g]thf—k%;[QW KD

+QAMﬁ

2y/n(n-1) ,
para todo 0 > 0. Agora, escolhendo § = — 3 concluimos que
n—

(E+g)(i3§?%izféwmﬁ)

IN

9%

2% 2

2 — n-2
+ —(D+ _—
\/n(n—l)( 8)(4 n(n-1)

Portanto, obtemos que

faMH|u|2# < (5+€)( —2)° f |Vul* + (n-1)

ﬂ+qfwﬁ
M

)+cfwﬁ

O
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2.3 Prova dos Teoremas 1 e 2

Provaremos agora a coercividade e a existéncia de um minimizador global do
funcional energia I. Assim, estaremos aptos a demonstrar os dois primeiros resultados

principais deste trabalho. Lembre-se que a funcao ®,, : 0M — R é dada por

D,(z) = /n(n-1) %

Proposicao 2.7. Suponha que K <0 em M, e que ©,, <1 em OM. Entdo, o funci-
onal energia I, definido em (3), é limitado inferiormente e possui um minimizador

global nao negativo.

Demonstracio. A Desigualdade de Young afirma que para todo a,b,p,q € R com

a,b>0ep,q>1 tais que % + % =1, vale a desigualdade

ab bl
ab< —+—.
p q
# #
) 2# o 25 2% gx 25\ -1 .
Para 6 > 0, considere a = |u|2#(52*22—#2 , b= (52*22—#2 ) ep = 22—# =5 > L
2(n-1)

2
Lembre-se que 2* = _n2 e 2% . Entao, temos

n — n —

[ el <o [ e G,
M M

para alguma constante Cy. Como ®,, < 1, entdo temos D = mgj\}}{O,@n(x)} < 1.
Te

Agora, para todo v > 0, temos, pela Desigualdade de Young, que
1S|u? < y[ul* + C,,

para alguma constante C.. Por conseguinte, obtemos

—fSu2sf|S|u2S7f|u
M M M
fSu22—7f|u
M M

2*
+ O,

ou seja,

¥ -0, (2.38)
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Pela Proposigao 2.6, e a desigualdade (2.38), segue que o funcional energia I satisfaz

o seguinte:

() = 2(” 1)f|v 2+ 2]5 Y- [ Hp
2(" D w5 (-0 [ |u|2"—07)+— /,
_(25+5)(—Tf—jf|VuF )——(n—Q)C:A;mF#
22(71_1_5_6 ) [ 1P

b2 (n-1-D =) [ Kl - C(n-2) [ juP

— Q(n—l—E—e /x|Vu|2
gy (=1 =e) [ Kl - Ca-2) (5 [

v

\
[
Do |2
=
g

- Gy).

(2.39)

Como n-1>1>D, segue que n—1-D >0. Fixe 0 <e <n-1-D. Como K <0, entao
|K|>¢>0. Assim, escolha 0 > 0 e v > 0 suficientemente pequeno. Consequentemente,

temos que

I(u) > A f Vu? + A f K| [ul> = Cy . (2.40)
M M

com A > 0. Observe que, por (2.40), o funcional energia I é limitado inferiormente.
Provaremos agora que um minimizador global para I pode sempre ser encontrado.

Defina « tal que
a=inf{I(u):ue H'(M)}.

Seja (u;) uma sequéncia minimizante em H'(M), isto é, I(u;) - a. Por (2.40),
segue que a sequéncia (u;) é limitada em L (M). Mas, como L2 (M) c L2(M), isso
implica que a sequéncia (u;) é limitada em L?(M). Novamente de (2.40) temos que
(Vu;) é limitada em L2(M). Desta forma, (u;) ¢ limitada em H'(M). Entao, como

a inclusdo H'(M) c L?(M) é compacta, temos, pela Proposicao 1.19, que estes fatos
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garantem a existéncia de uma subsequéncia (u;, ) de (u;) tal que u;, — v em H'(M)

e u;, —uem L2(M).

Pelos resultados obtidos por Brezis-Lieb, veja a expressao (2) em [6], podemos
entdo escrever [(u;) como I(u;) =1(u)+ I(u;—u)+0;(1). Pela desigualdade (2.39),
e também do fato que o mergulho H'(M) c Li(M) é continuo para todo 2 < ¢q < 2%,

segue que:
Hw=w) > [ 19=wP + [ 1K= uf) + o)
M M
para algum g > 0. Desta forma, se / 1V (u; —u)|* > ¢ >0, para todo i, terfamos que
I(u;) > I(u) + pe + o0;(1). Passando o limite, obtemos que
a>I(u) +pce>I(u),

o que é uma contradi¢do. Entao, temos que u; - u em H'(M). Logo u é um minimi-
zador para o funcional energia I em H'(M). Finalmente, notemos que I(u) = I(|u|),

entao concluimos que o minimizador u é nao-negativo.

]

A Proposicao 2.7 nos mostra que o minimizador u satisfaz u > 0. Provaremos

que, sob as condic¢oes de cada um dos dois teoremas a seguir, obtém-se u > 0.

Teorema 16. (Teorema 1) Suponha que K <0, e que ©,,(z) < 1 para todo x € OM .

Entdo, se S <0 temos que (2) admite uma solugao.

Demonstragao. Seja u o minimizador global dado pela Proposic¢ao 2.7, vamos mostrar

que u nao ¢ identicamente nulo. Para todo € > 0, observe que

e’ g?
16 =5 [ K -5 [ 18- (-2) [ H.

Neste caso, no lado direito da igualdade acima, quando € - 0, o termo lider é o

segundo termo —% fM |S| < 0. Assim, existe €9 > 0 tal que para todo 0 < € < gy temos

I(e) < 0. Entao a = inf I < 0. Como I(0) = 0, obtemos que u nao ¢ identicamente
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nulo. Como I(u) = I(|u|), podemos supor que u > 0. Para mostrar que u >0 em M,

antes relembre que u é solucao do problema

—4("_1)Agu + Su=Kurzu em M

n—-2
9 ) ) 2.41
_8_u = Hunzu em OM ( )
n—-20n
Assim, considere o operador eliptico
4(n-1
T(¢) = LAM ¢ Kuizg.

n-2
Vamos aplicar o Principio do Maximo de Hopf, que é o Teorema 13, ao operador T’
com h = K uw2 < 0. Note que T(-u) = -Su >0. Se existe um ponto z € IntM com
u(z) = 0, entdo —u atinge seu maximo em IntM e isto implica que u = 0, o que é
uma contradigao.
Se existisse ¢ € M com u(xg) = 0, entdo, devido a equacao na fronteira OM
u

em (2.41), terfamos que g—n(xo) =0, o que seria uma contradi¢do com o Principio do

Maximo de Hopf. Portanto, podemos concluir que u > 0.

]

Teorema 17. (Teorema 2) Suponha que K <0 em M, e que ©, <1 em OM.

Entao, se S=0 e [ H >0, temos que (2) admite uma solugdo.
oM

Demonstragdo. Seja v o minimizador global dado pela Proposicao 2.7. Mostraremos

que u nao ¢ identicamente nulo. Para todo € > 0 tem-se
n

I(e) - WQETfM”{' - (-2 [
Observe que, quando € — 0, o segundo termo no lado direito é o termo lider pois, como
2% < 2%, segue que £2% 5 g2, Assim, existe g9 > 0 tal que para todo 0 < £ < gy temos
I(e) < 0. Entao a = inf I < 0. Como I(0) = 0, obtemos que u nao é identicamente
nulo. Como I (u) = I(Ju|), podemos supor que u > 0. Para mostrar que u >0 em M,

antes relembre que u é solugdo do problema

—4%:21)Agu = Kunzu em M

i@:Huﬁu em OM
n-20n

(2.42)
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Agora, considere o operador eliptico

4(n-1)

A+ Kuny,

L(y) =

Vamos aplicar o Principio do Méaximo de Hopf, que é o Teorema 13, ao operador
L com h = Kuwz < 0. Note que L(-u) = 0. Se existe um ponto z € IntM com
u(z) = 0, entdo —u atinge seu maximo em IntM e isto implica que u = 0, o que é

uma contradigao.

Se existisse ¢ € M com u(xg) = 0, entao, devido a equagao na fronteira OM
em (2.42), terfamos que g—:;(xo) =0, o que seria uma contradi¢ao com o Principio do

Maéaximo de Hopf. Portanto, podemos concluir que u > 0.

]

2.4 Prova do Teorema 3

Comegaremos provando que o funcional energia I, dado em (3), possui a
geometria do passo da montanha, isto é, o funcional energia I satisfaz as propriedades

apresentadas na Definicao 1.26.

Lema 2.8. Suponha que K <0, S=0¢ [ H < 0. Entao, existe g > 0 tal que para
oM

e €(0,e9), existe 6 >0 tal que para toda fun¢io uwe HY (M), com ||[ul|g =€, tem-se

que I(u) > 9.

Demonstracao. Podemos escrever u =u + u, onde

E:W[Mu

e tem-se
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Note que ueR e [ u=0. Como K <0, S=0e Vu=Vu, obtemos que:
M

20D [ jom — n-2) [l
_ 2(n 1)[|VU|2 (n- 2)f Hul2* + (n- 2)/ Hia?*

(n 2) [ Hp
_ 2<” D) f|Vu|2 m-2)fa* [ - m-2) [ (> - @)

_ 2<” 1)f|vU|2+clu|2 -(n-2) [ H(Eew - jar), (243

v

I(u)

ja que / H < 0. Agora, observe que
oM

u+tu
_+t~2# _ 2#_+t~2#_1 U ~
™) R N T
= 2+t
Com isso, temos
L d
— o o# | o# — ~ 2%
+ - = —(Ju+t dt
mea? - @ = [ ()

1
2#f w+ta? ' dt
0

1
cf (jal2* -1 + ¢ [@ 2" 1) @ dt
0

~ [ 1—1 9F _ ~| 2 _
C [ (|a >~ + ")

IN

Assim, podemos estimar o terceiro termo no lado direito em (2.43) como o

seguinte:

[ a(aa - )

IN

H m[ Clil ~2#—1+—2#—1
IHlle~ [ (>« )

o f @+ C f @@, (2.44)
oM oM

Vamos estimar o primeiro termo no lado direito desta desigualdade (2.44). Pela

IN

Desigualdade Traco, vista no Teorema 10, temos |[@l| 2# 5y < Cl[@llmr(ar). Mas,
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como tem-se [ u = 0, segue da Desigualdade de Poincaré, vista no Teorema 1.25,

M
que f %< Cf V@], Assim, temos
M M

o
~j2# ~2) 2
2% oy <€ ([, 190°) (2.45)

Estimaremos o segundo termo no lado direito da desigualdade (2.44): dado v > 0, a

P
Desigualdade de Young nos diz que a b <~ ‘.

— . Entao, fazendo a = [u], b = |ﬂ|2#—17

. Yrq
p=2# e q= 55—, obtemos
o~ —19#_1\4
N ar ([al*1)
a0,
p 7P q
b\
B |;L~L«|2# N (|ﬂ|2 —1)2#-1
= —
o G
2% — 1
_ l#|a'| S R (2.46)
2 7;2#

Desta forma, por (2.46) e (2.45), segue que

2% -1
o gl + S
oM \ 2# 752#

_ l ~| 2# _2#[
2#faM|u| e oy [

S
=
=
=
N
IN

o
2 ~2) 2 | o#
< 2—#C(fM|Vu|2) + C, [a]*" vol(OM) . (2.47)
Notemos que
il ary = 1lZ2ary + IV T2ary > 72 a0y 5 (2.48)

e = ||U||§{1(M) = ||U||%2(M) + ||Vﬁ||i2(M) 2 ||Vﬁ||%2(M)'
ou seja, obtemos
IVEl[22ary) = €% = lullZzary - (2.49)
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Observe que ||u||L2(M) ||u+u||L2(M) ||u||L2(M) + ||u||L2(M), entao

VL2 ary + WLz ry = € = 1L -

Além disso, note que |[@l|r2(ary = v = @2y < Cl|VU|L2(ar). Desta forma, retor-
nando a desigualdade (2.43), e utilizando as estimativas encontradas em (2.44),
(2.45), (2.47), (2.48) e (2.49), podemos entao concluir que para certas constantes

co>0e C7 >0, obtemos

2 1

(” )[ va? + Cfal** - (n- 2)[ (fa+w*" - [@*")

2(” l)f va? + Clal*" - (n- 2)(00f > +o/ |'zz||a|2#—1)
oM oM

2(" 1>/|Vu|2+C’|u|2 —(n—z)coc(Awm?)Qf

~(n- 2)( (f |w|2)2 e |ﬂ|2#vol(8]\/[))

I(u)

v

v

[\

2(n-1 _ _ _
2 g||V 72 gary + Cla* - (n-2)C, [a* vol(OM)
v 7 Z
- (n=2) - C(IVTlRaary) * = (1=2) G C(IVE o))

2(n-1 _
2= DGRy + (€= Ci) [ - Co) VT ey

Y1)
n-—2

~ — |07

Co() VT35t ) IRy + T
2 ~1{12 — 2%
- Co() 7 ) IV + Ol

ou seja, vemos que
I(w) 2 G5 ||IValf}ag, + ClP”

Afirmamos que existe § > 0 tal que Cj ||Vu||L2(M) + C'[a]*” > 8, para todo u e H(M)
com |[u||g1(ary = €. De fato, pois, caso contrario, existiria uma sequéncia (u;) em

HY(M), com |Jug||g1(ary = €, tal que Cs||Vl[32 0 + Clal?* - 0. Como ||ui| g (ar) = &,

(M)
temos, a menos de uma subsequéncia, que existe uy € H'(M) tal que u; = up em
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HY (M) e u; > ug em L?(M). Isto implica que @; — @g. Porém, como u; — 0, entdao

uo = 0. Pela Desigualdade de Poincaré, vista na Proposicao 1.24, temos

[l L2ary = llwi = Tall 2y < ClIVE|z2(ary
o que nos fornece que u; —u; - 0 em L?2(M). Entdo, vemos que u; -~ 0 em L2(M).

Isto nos diz que ug = 0. Agora, note que
e = llwilltnany = lwillzzn + IV8llG20n — 0,
o que é uma contradicao.

[

O lema a seguir mostra que, sob as hipéteses do Teorema 3, o funcional
energia I nao é limitado inferiormente. A prova deste lema sera feita no apéndice
deste trabalho.

Lema 2.9. Suponha que ©,(p) > 1 para algum ponto p € IM. Entao pode-se encon-
trar uma sequéncia de fungoes (@) em HY (M) tal que o >0 e I(pr) = —oco0 quando

temos k — +o0.

Como acabamos de ver, pelos Lemas 2.8 e 2.9, o funcional energia I possui
a geometria do passo da montanha, que apresentamos na Definicao 1.26. A partir
disso, vejamos abaixo a Proposicao 2.10 que é um primeiro passo na dire¢ao da

demonstracao do Teorema 3.

Proposigao 2.10. Suponhamos que S =0, K <0 e que H satisfaz

(i) faMH<0,

(i) ©,(p) > 1 para algum p e OM.

n+2

Considere uma sequéncia de expoentes p; 7 .
n—2

Entao, existem k; - 1 e solugoes

positivas u; do problema perturbado abaizo:

- 4(:_721)Agu = Kuri  em M,

i 2.50
i@ =x;Hu 'z emOM. ( )
n-20n
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Além disso, as solugoes u; tém energia limitada, ou seja, I;(u;) € limitado, onde

2(n—-1 1 4 n-1

O e R
n-2 Jm pi+1Jm

pi+3 Jom
Demonstracdo. Por continuidade, temos que o funcional energia I; satisfaz as pro-

pi+l

Hlul"s. (2.51)

priedades da geometria do passo da montanha, vista na Definicdo 1.26, desde que
k; esteja proximo de 1 e g; esteja préximo de Z—fQ Fixando um indice ¢ € N, ob-
serve que, de (2.51), temos que I; satisfaz as condi¢oes da expressao (1.5), com
2(n-1 4(n-1 pi+3
Au) = 252 [o IVl + 5 [y Kbt 2 0, 00= h e B(u) = 52532 fop Hfu

2
pi+3 :
Estes fatos implicam que, pelo truque de Monotonicidade de Struwe, enunciado no

Teorema 12. existiria uma sequéncia (u}) de Palais-Smale limitada em H!(M) para

1
o funcional I; para algum k; com |x; — 1| < —, tal que:
i

(1) |Jut||pr é uniformemente limitada em k.

(2) Ii(u}) - ¢; quando k — oo, onde a constante ¢; > 0, definida como em (1.4), é

o nivel do passo da montanha associado a I;, que é limitada em 1.

(3) I/(u}) - 0 em HY(M). Isto é, tem-se que hm I'(ui)[v] = 0 para todo v €
k—+o00
HY(M).

Para prosseguirmos devemos encontrar uma solucao positiva u’ tal que ela
seja o limite forte da sequéncia (u}), em H(M), quando k — oco.

Do item (1) acima, segue que existe u’ € H'(M) tal que u} - u’ em H(M).
Mais ainda, do item (2) acima, obtemos

p,L +3

K;'4(n—1)

)

2(n-1) 1 .
2D [ v+ [ -
pi+1Jm pi+3 Jom

= + ok(l). (2.52)

Hlug|™

Note que 0 < p; + 1 < 2*. Entéo, pelo item (i7) do Teorema 8, temos a compacidade
do mergulho H'(M) < LPit1(M). Isto implica que, a menos de uma subsequéncia,

temos u} — u’ em LPi*1(M). Em particular, encontra-se que

[ K gt — [ K i
M M
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quando k — co. Agora, observe que 1 < piTJr?’ < 27, Assim, pelo item (¢) do Teorema
Pt

10, temos a compacidade do operador trago H'(M) < L cn (OM). Isto implica que,

A ; : pi+3 .
a menos de uma subsequéncia, temos u; — u' em L 2 (M). Em particular, segue

que
[ — [ H
oM oM
quando k — oo. Agora, devido a (2.51), observe que
4(n-1
Ii(u)[v] = M (Vu, Vo) + f |K|JufPtuv - /42-2(71—1)] H|u|T1 U .
n-2 Jum M oM

Consequentemente, temos

iN[, i i 4(n-1) i i i i
Elu -] = 22 [ (vl v -u) + [ K]

. .1 . . .
— i2 -1 / i g T _ 0
ki2(n—1) o |Uk| >y, (uy, —u')

L (uf )

4(n-1) i i o ifpi=1 i (i i

= 20D (v - (wupva)) ¢ [ KT (o - )
2L i

- r2n=1) [l (). (2.59)

Mas, como vimos que u’ € HY(M) é tal que ui — u’, segue da compacidade do
mergulho H'(M) = L2(OM) que (2.53) nos fornece que

B -] = 122D

Como I/(u}) - 0 em H-1(M) e também u} — ' é limitado em H'(M), podemos

concluir que I/(u})[ui - '] - 0 quando k — oo. Por conseguinte, da igualdade

(2.54), temos
[ v — [
M M

quando k — co. Tudo isso implica a convergéncia u; - u’ em H'(M) quando k — oo.

M<|Vu§;|2 - (Vu};,Vuﬂ) + op(1). (2.54)

Desta forma, temos que I(ul) - I(u?) e, pelo item (2) acima, segue que I (u?) = ¢; > 0.

Portanto, a funcao u’ € H'(M) é uma solucao nao trivial do problema

4(n-1 i_ i
—%Agu = Klu

2 ou

Pi-lyi  em M,
=k Hu' "2 u" em OM.
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Ainda temos que mostrar que u; > 0. Do Lema 2.9, existe uma funcdo ¢ > 0 com

I;(v)) < 0. Defina a curva continua «:[0,1] -~ H'(M) dada por a(t) =t ).

Como ¢ bem conhecido, sequéncias de Palais-Smale podem ser tomadas muito
proximas a familia de curvas dada pelas deformacoes da curva « sob o fluxo gradiente
de I;,veja em [14]. Assim, podemos utilizar o fato de que o fluxo gradiente de I; deixa
invariante o cone de fun¢oes nao negativas para concluir que o limite u* da sequéncia
de Palais-Smale é nao negativo. Veja o item (a) do Lema 4.1 em [3]. Isto implica
que u; > 0. Finalmente, utilizando o Principio do Maximo, como na parte final da

demonstracao do Teorema 16, segue que u? > 0.

]

Por fim, demonstraremos o seguinte teorema, para o qual assumiremos os

resultados do préximo capitulo.

Teorema 18. (Teorema 3) Seja n =3. Assuma que S =0, K <0 e que H € tal que

(i) faMH<o,

(i) ©,(p) > 1 para algum p e OM,

(1ii) 1 € valor reqular para a fun¢io ®©,, : OM — R.
Entao, temos que (2) admite uma solugao positiva.

Demonstracao. Assumindo os resultados provados no proximo capitulo, temos o se-
guinte: Pela Proposicao 2.10, existem x; = 1 e solugoes positivas do problema (2.50).
Além disso, estas solugoes u; sao tais que I;(u;) é limitado, onde I;(u) é dado por
(2.51). Assim, como S = 0, temos, pelo item (2.2) do Teorema 4, que P; = @. Agora,
pela Proposicao 2.10, e pelo item (2.3) do Teorema 4, obtemos Py = @. Desta forma,
segue que P =PyUP; = @. Assim, temos que existe uma funcao v positiva tal que a
sequéncia (u;) de solugbes do problema (2.50) satisfaz u; — v, com v sendo solugao

do problema (2.50) com &; = 1. Portanto, temos que (2) admite uma solugao positiva.

O
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3 Analise de Blow-up

Estudaremos, de maneira geral, o comportamento dos pontos de blow-up.
Diante de tal objetivo, construiremos alguns resultados sobre o funcional energia [
e, apés isso, demonstraremos o Teorema 4. Para clarificar melhor a demonstragao, a
dividiremos em subsecoes para cada um dos itens do teorema apresentando nelas os

respectivos resultados e estimativas necessarios para prova-los.

Para o restante desta segdo vamos supor que K; € C?(M) e H; € C2(OM)
sao tais que K; - K em C?>(M) e H; > H em C*(0OM). Assuma que K <0 e que a
curvatura escalar S ndo muda de sinal. Seja (u;) uma sequéncia de solugoes positivas

para o problema

4(TL—1) _ i
- =" Agu; + Su; = Kjul* em M,

2 a i P+l (3].)
- T = Hyu, * em OM,
n—-20n !
com p; / Z—fg As solugdes u; sao pontos criticos do funcional energia I abaixo:
2(n-1 1 1 4(n-1 i+
Ii(u) = M/ |w|2+-f Su?- f Kl o 202D e
n-2 Jum 2Jm pi+1Jm pi+3 Jom

3.1 Prova do Teorema 4

Aqui provaremos o Teorema 4. Dividiremos a demonstracao deste teorema
em lemas e proposicoes que, ao longo de cada subsecao a seguir, provara cada um
dos itens do Teorema 4 a medida que construirmos as bases para demonstra-los.

Relembremos que a defini¢ao do conjunto singular P é

P={peM:3(zx;) - ptal que u;(x;) é ndo limitada} .

Agora, lembremos o que afirma o Teorema 4.

Teorema 19. (Teorema 4) Suponha que K < 0. Seja uma sequéncia (u;) de solugoes

do problema (3.1), e seja P o conjunto singular associado. Entao, temos que:
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(1) Pc{pedM:D,(p)>1}.

Portanto, podemos escrever P =PyuPy, com Po=Pn{D,=1} e Py =Pn{D, > 1}.
Em dimensao n = 3, vale as sequintes afirmagoes:

(2.1) Py € um conjunto finito.

(2.2) Se S <0, entio Py = @.

(2.3) Se I;(u;) é uniformemente limitada e 1 € valor reqular de ©,,, entio Py = @.

3.1.1 Provado ltem 1

Provaremos agora o item (1) do Teorema 19, que nos fornece uma importante

caracterizacao dos pontos do conjunto singular.

Proposigao 3.1. Pc {pedM :D,(p) > 1}

Demonstragio. Seja p € P. Considere coordenadas geodésicas normais centrada em
p, uma bola geodésica B(p,r) de raio r, e uma sequéncia (y;) na bola B(0,r) com

y; = 0 tal que u;(y;) — +00. Defina

pi—1

E; = uz(yz)_ 2 —>0.

Vamos aplicar o Principio Variacional de Ekeland, que vimos no Teorema 15, fazendo
_pi-l
p=u; > eX=,/g. Desta forma, obtemos que existe uma sequéncia (z;) tal que

(1) wi(z) "

U,Z(Zl) —> +00,

< ul(yz)‘pT_1 Entao, temos u;(y;) < wu;(2;) e, consequentemente,

(2) d(zi,y;) <+/€. Em particular, temos que z; - 0,

—1 -1

(3) wi(z) T <u(z)"T + VEid(z;, z) para todo z # z;.
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p;—1

Agora, seja 0; = u;(2;)” 2 = 0, B; = B(%;, 5) N B(p,7) e defina a sequéncia de fungoes

reescalonadas. ,

’Ul(l') = 5;717_1’&1((5133 + Zl) (32)

~ 1
para todo x € B; = (5—BZ-. Assim, é direto que
i

ui(0) = 4G g

Afirmamos que para todo € > 0 e R > 0, existe ig € N tal que para todo 7 > ig, a

funcao v; satisfaz a seguinte limitacao uniforme:
vi(z) <1+¢e, YoeB; com |z|<R. (3.3)

De fato, se z = §;x + z; e |x| < R, entdao d(z;, 2) < Rd; e, do item (3) acima, segue que

w(z) ™5 < w(2)F + A RS

_Pi _pi-1

wi(2)™ + E Rui(z) 5

N

Assim, temos que

pi—1 _pi—1 pi—1

ui(2)"7 > wi(z) 7 - ERui(%) e
ul(zz)_plTJ(l - VER),

ou seja,

u;i(z) < wi(z;) -

(=)

Fazendo z = §;z + z; nesta tltima desigualdade acima e utilizando (3.2), obtemos

1
vi(z) < 2 (3.4)
(1- Ry
que prova a desigualdade (3.3). Vamos analisar dois casos:
d(z;, 0B
e Caso 1: pe OM e, a menos de uma subsequéncia, M -1, > 0.

0;
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Lembremos que u; é solu¢ao positiva de (3.1). Assim como na Secao 1,11 do

Capitulo 1, obtemos que a funcao v; satisfaz

—g" (8 + 2) Op Ovi () — L ﬁk(\/Hgkl) (0;x + 2;) 6; Opvi ()

Vigl

+Cin5(5ix+zi)6i2vi(x) = CinKi(éix"'Zi)Ui(x)pia

para todo z € B;, e também satisfaz

n p;+1

277k((5ix+zi)8kvi(x) = H;(0;x+ z)vi(x) 7,
n—

1
em = (Bi noM ) Utilizando (3.3) e estimativas de regularidade elipticas obte-

mos que, a menos de uma subsequéncia, v; > v em C2 (R?). Note que v é nao

loc
trivial, ja que v;(0) = 1. Assim como na Segao 1.11 do Capitulo 1, segue que v;

¢ solucao para o problema limite (1.16).

Na Proposicao 1.27, no Capitulo 1, vimos que este problema admite solucao

somente quando ©,(p) > 1.

2: d(‘rka 80B)
: 5

Nessa situagao, o dominio B; exaure todo o R™. Raciocinando como antes,

Caso

— +00.

temos que v; > v em C? _(R"). Além disso, v é solugdo da seguinte equagao:
—%Av = K(0)vw3 em R™

Como v;(0) =1, entdo v é nao trivial. Considere R >0 e o dominio 2 = B%(0).

Como K < 0, temos que Av > 0 em ( e, pelo Principio do Maximo, visto no

Teorema 13, nao pode atingir seu maximo a menos que seja constante. Contudo,

aplicando o limite em (3.4) obtemos que
v(z) <1

para todo z € 2, enquanto que v(0) = 1. Logo, o caso 2 nao é possivel. Portanto,

dado tudo isto, a prova da proposicao esta completada.
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]

Agora, temos o seguinte lema que nos fornece informacao sobre pontos do

conjunto singular P;.

Lema 3.2. Seja p € P1. Entdo existe uma sequéncia x; € OM, com x; — p, tal que
u;(x;) = +o0 € mdzrimo local de u;. Além disso, dado R, > 400 e¢; N 0 temos, a

menos de uma subsequéncia, que

J— pi—1
r; = Rluz(xz)_T —0

uz(xz)_luz(uz(xz)_pg;lx +3;) — bg()

onde bg é dado por (1.18), para algum > 0.

— <&
C2(B(0,2R;))

Demonstrag¢io. Dado um ponto p € P;, entdao estamos na situagao do Caso 1 da
prova da Proposigdo 3.1. Desta forma, obtemos que a sequéncia (v;) de fungoes
reescalonadas converge localmente no sentido C' para a fun¢do v em (1.18). Mas,
observe que a solugao limite (1.18) possui um méximo global e, por conseguinte,
cada funcao v; atinge seu maximo em um certo ponto T;. Agora, reescalonando de

volta, obtemos entao pontos x; que sao maximos locais de u;.

Note que se 7 é grande o suficiente, entdo x; € M. Isto é uma consequéncia

do fato de que u;(z;) é sub-harménica, pois, devido a hipdtese de que K < 0, temos
= Aui(z;) = K(x;) ui(zi)? = S(xi) ui(z;) < 0

para i suficientemente grande, pois w;(x;) >0 e p; > 1. Isto implica que Au;(z;) > 0.
Entao, pelo Principio do Maximo, visto no Teorema 13, o ponto x; € 9M pois, caso
contrario, a funcao wu; seria constante. A convergéncia é dada pela convergéncia da
sequéncia de fungoes reescalonadas v;, assim como na prova do Caso 1 na demons-

tracao da Proposicao 3.1.
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Observacao 3.3. Note que, se \ = uz(xz)’plel, a escolha do reescalonamento de
feito no Lema 3.2 como

wi(x) = )\ﬁui()\ r),

com T € CQ(B(O,Qﬁi)), ¢ interessante, pois temos a invariancia nas equagoes do
problema (1.16) no sentido de que se uma fungdo f € solugao do problema (1.16),

entdo g(x) = AR f(Ax) também é solugdo.

3.1.2 Prova do ltem 2.1

Provaremos agora o item (2.1) do Teorema 4. Para isso, faremos uma andlise
dos pontos de blow-up x € P; e a sequéncia de maximos x; - x dada pelo Lema 3.2,
onde localmente os pontos de blow-up tém seu perfil dado pela equagao (1.18). No
decorrer desta analise, veremos que existe apenas uma quantidade finita de pontos
de blow-up isolados simples. Posteriormente, veremos ainda que, se n = 3 entao todos

os pontos de blow-up de P; sao isolados simples.

Definigao 3.4. Dizemos que p e OM é um ponto de blow-up isolado se existe uma

sequéncia (x;) de mdzximos locais tal que x; - p, u;(x;) = +o0 e
C
wiy) € ———, para todo y € B(z, R)., (3.5)

onde C' e R sdo constantes positivas que nao dependem de 1.

Defini¢ao 3.5. Sejam as sequéncias (u;), (x;) e p € OM como na Definicao 3.4, e
considere a média radial

ui(r) = Uj.
Z( ) Ot B(z;,r)+ ‘

Dizemos que p é um ponto de blow-up isolado simples se existe p > 0, que nao

depende de i, tal que para r € (0, p) as fungoes
T(r) = r T (r) (3.6)

possuem exatamente um unico ponto critico.
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Dadas estas defini¢oes, vejamos a seguir uma importante observagao sobre a
funcao bg, dada por (1.18), que vimos na segao Problema Limite e Suas Solugoes, no

Capitulo Preliminares.

Observacao 3.6. Dada a fungio bg como foi definida em (1.18), isto é, dada por

(n(n-2))" 5"
bs(z) = 2
A T

com zo(B) = -0, Be, e R* e >0 arbitrdrio. Pela Definicao 3.5, seque que

() = 0D 1

— db,
TEON- (|6, + D, B2 - 52)

=Cp) [ (04D, 8e] - 5)F a0
0+B(0,1)+

jd que, neste caso, vol(@*B(O,r)Jr) = Cr™ 1, para alguma constante C > 0. Assim,
temos que

_n=2
2

ba(r) = 1T hs(r)=C (Ir+ D feaf - 52) % 5 df

8+ B(0,1)+

. 22
Cf df
8+ B(0,1)+ ( rf + D, Be,|* - B2 )

Desta forma, observe que

5, n-2 r %|r0+©nﬁen|2—62—2r(r9+@nﬂen,9)
by(r) = /
8+ B(0,1)+ ( )

2 \(Ir0+DnBen?-p2 (Irf + D, Benl? - 82)°
_ n-2 r %r2+2r@n69n+©%62—62—2r(r+®n69n)
2 (|r0+@nﬁen|2—52) (|T¢9+@n56n|2—52)2
 n-2 T B -r2+ 32D, - 1)
2 \(Ir0+DnBen2=52))  (jro+2,Be.2-32)
n-2 rTpAD,-1)-r:
2 (r0+2,Be,2-32)*
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Portanto, concluimos que B'ﬁ(r) =0 quando r? = 52(®,, - 1).
Lembre-se que, pelo Lema 3.2, temos
vi(z) = ul(xz)_lul(uz(:v,)_%lx + :1:1) — bs(x)

com x € C2(B(0,2R;)). Isto implica que no intervalo (O,Fiui(:vi)‘p%l) a fungdo v;

possui um unico ponto critico.

3.1.2.1 Uma estimativa superior

A proposicdo a seguir nos fornece uma versao da famosa desigualdade de

Harnack. Para consultar os detalhes veja em [15].

Proposicao 3.7. (Desigualdade de Harnack) Sejam p um ponto de blow-up
isolado, Q2 = B(p, Ry) e uma sequéncia (u;) de solugoes do problema (3.1) com p; > 1.

Sejam (x;) e R< Ry como na Defini¢io 3.4. Entdo, para todo 0 <r < %, tem-se que

ui(y) < C )+ui(y),

max min
B(mi,2r)+\B(mi,%)+ B(wi,QT)J,\B(xi,%

onde C' € uma constante positiva que nao depende de i nem de r.

O principal resultado deste estudo das propriedades dos pontos de blow-up
isolados simples ¢ a Proposigao 3.12, apresentado mais adiante, que é uma descricao

da sequéncia u; em torno de pontos de blow-up isolados simples.

Para demonstrar este resultado principal, teremos alguns lemas auxiliares que,
em conjunto, nos conduzird a tal objetivo. No que se segue, utilizaremos a versao do
Principio do Méximo, que vimos no Teorema 14 no capitulo Preliminares. Porém,
antes temos a seguinte observagao que reunira as hipoteses consideradas nos lemas

auxiliares, afim de ser referéncia e evitar ser demasiado repetitivo nos enunciados.

Observacgao 3.8. Considere a bola B(0,2) e que K; > K <0 em C*(B(0,2),) e que
H; - H em C?(0yB(0,2)). Suponha que, para todo i € N, a fun¢io u; é uma solugio
positiva do problema (3.1) e que x; - 0 com 0 sendo um ponto de blow-up isolado

simples tal que

2
ri-L - para todo x € B(0,2),.

ui(y) < Cily -
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Lema 3.9. Considere as mesmas hipoteses da Observagao 5.8. Entdo, existe ; > 0
— -2
com g; = O(Ri ), tal que

ui () N u(y) < Cly - 2™ para todo r; < |y — x;| < 1,

i — 1 . = i
P (n— 2 —51-) -1, e ainda r; = R,uz(xz)’pT1 — 0 como no Lema 3.2.

onde \; =

Demonstragdo. Inspirado em [15], serda seguido algumas ideias que estdo presentes

no Lema 2.2 e Proposigdo 2.3 em [21], juntamente com a aplicagdo do Lema 14.

2
*2 foi(1) e

. n
Observe que, como p; / Z—fg e g; N 0, entao p; =

)\i = pi2_1(n—2—8i)—1
2
= m(n—Q—Si)—l-i-Oi(l)

= 1+ 0i(1).

Note que, para |y — ;| = r;, encontramos a desigualdade
wi(y) < Cu(z) R, (3.7)
onde R; - +00. De fato, pelo Lema 3.2, temos
uz(xz)_luz(uz(l’z)_%x'*_xz) = bs(z) = f; (3.8)
onde z € B(0,2R;), |fi| < &i, bs é dado por (1.18) e r; = }_%Zuz(:vz)‘plT_l — 0. Porém,
relembremos que, por (1.19), temos

lim |x|*?bg,(x) = C

|x|—>+oo

para alguma constante C' = C'(n,) > 0, isto é, vemos que bg(x) < C'|z|*". Faca
pi—1

Y= uz(xl)‘%x +x;, como |y—x;| = uz(xl)‘¥ |z| e também |y—z;| = 7; = R; wi(x;) "2,

segue que |z| = R;. Entdo, por (3.8), obtém-se

wi(r) P ui(y) = fi + ba(x) < Clef™ + &
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—2-n ~
Escolha ¢; < R, , entao temos

ui(y) < Cui(x;) }_%Z-}n.

Agora, considere a fungao w;(r) = ] u;(r), com u;(r) como na Definicao 3.5.
Pelas nossas hipéteses, como z; - 0 ¢ um ponto de blow-up isolado simples, segue
da definicao de blow-up isolado simples que existe um tnico ponto critico de @ no
intervalo (0,1). Mais ainda, pelo Lema 3.2 e a Observacao 3.6, podemos sempre
assumir que para cada indice ¢ muito grande este ponto critico permanece no intervalo
(0,7;). Devido a estes fatos, podemos supor, sem perda de generalidade, que @;(r) é
estritamente decrescente em r; <7 < 1. Dado isso, se y é tal que r; < r =|x; —y| < 1,
entao

2

i (y)

IA

2

ly — Cly - Y — ;i)
2

C Tipi_l ﬂz(rz)

2
T i1 _
= CR;% Ul(xl) 1 ;.
Ot B(z;,mi)+

n+2

Utilizando a desigualdade (3.7), e o fato que p; / 2, temos

2

C'ly — P ui(x;) RQ_n
2
= C’I“Z-pi_l UZ(I'Z) Rf "

2 o

- C’Riprlui(xi)_lui(xi)Rf
2
= CRw!
2 +(i+2—n)

= CR, "'\
(2

IN

_2
7T u(y)

|y—33i

+2-n

com + 2 — n — 0. Por conseguinte, isso fornece

Di—

u(yyt < OB
|1/ - T

No que se segue, aplicamos um argumento de comparagcao. Defina o operador eliptico

2k para todo r; <y -z < 1. (3.9)

de segunda ordem £; como

Li(p) = Agp + (Kul ™ = 9) ¢

4 (n_— 1)
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e o operador *B; na fronteira como

Bi(p) =

0 -2 pi-l
(’; r Hiu,? .

a2
Como u; > 0 é solugao do problema (3.1), entao £;(u;) = 0 e B;(u;) = 0. Isto nos
diz que o par (£;,B;) satisfaz o Principio do Méximo enunciado no Teorema 14.

Comecemos construindo uma fun¢ao adequada para ser comparada com a fungao wu;.

Considere a fungao x — |z — x;|*. Observe que, para 0 < g <n -2, tem-se
V| -z ™ =-ple -z "2 (x - 2;) .
Como Alz — x| = div(V|x — z;|*), segue que

Al =z ™ = =p(n =2 = p) v — a2

Entao, como C,, = 4(7:1721), tem-se

Slly-ail™) = n(-2 - @)+ O K

ly -tz " Cly -l
1
-CtS .
|y — 4|
Mas, utlizando (3.9),
Li(ly—z|™) < (—,u (n-2-p)+Ct K-E._Qﬂ”'(l)); - ! 1
A s AR e
Desta forma, podemos escolher ¢; \ 0, com &; = O(E;Q) tal que
Li(ly-zi[) <0 e Li(ly—x)> ") <0 (3.10)

Além disso, novamente por (3.9), note que,

B y" n-—2 pi—l 1
By - il ") = - SHu,
(ly ™) M|y—$i|“+2 2 i ly — x|
y" — —1+0;(1) 1
—=—— + O(R, _
M|y_xl,|,u+2 ( ? )‘y_$i|‘u+l
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Analogamente, também obtemos

Bi(ly-zi[) 20 e Bi(ly—x)> ") >0 (3.11)
pi—1 -
Agora, faca M; = 8+r(r£13&(mx ) ui(y) e \; = (n -2- 81') — 1. Defina a funcao ¢;
como ! o
0i(y) = Mily — 2|5 + auy(zy) ™ |y — 2> "% para todo 7 <|y—ax4<1

com « > 0 a ser escolhido. Para aplicarmos o Principio do Maximo, visto no Teorema
14, e comparar ¢; com u;, escolhemos como dominio o semianel A = B(x;, 1) \B(z;, 7).

Note que a fronteira 0T A é composta por duas semiesferas, isto é,
OA={zeA:|ly-z|=riju{zeA:|y—z]=1}

Por (3.10) e (3.11), tem-se £;(v; —u;) <0 em A e B;(p; —u;) 2 0 em JpA. Assim,
precisamos provar apenas que ; > u; nas fronteiras circulares.

Se temos |y — x;| = 1, entdo a escolha feita de M; implica, naturalmente, que
wi(y) = My + au;(2:)™ 2 wi(y).

Por outro lado, se |y — ;| = r;, entdo

pily) = Mir" s auy(a) N
—2-n+¢g;

= ]\42Tiz_szuz(ZEZ)E"“HTi1 + O{Ui(l'i)_/\i R,

i1
A)—pZT (2-n+g;)
i

ui(z;

- —&; pi—l . _Pitl o N =2-n+g;
= MR, "ui(z:)5 T + aui(z) ™" CGrred) R '

—2-n+¢;

= Miﬁi_aiui(xi)“%l + aui(z;) R, (3.12)

Note que, devido a (3.7), é possivel escolher o > 0 no segundo termo no lado direito
—2-n+¢g;

de (3.12) tal que u;(y) < aw;(x;) R,

implica o primeiro termo no lado direito de (3.12) ser maior do que u;(y), obtemos

. Com isso, e a escolha feita de M;, que

entdo que ¢;(y) > w;(y) para |y — ;| = r;. Assim, a aplicagdo do Teorema 14 para

©; —u; nos diz que ;(y) > u;(y) para r; < |y — x;| < 1, ou seja, que

ui(y) < Mily -z + awi(z) My -z 7" = pi(y). (3.13)
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Agora, pela Desigualdade de Harnack (Proposigao 3.7), e como w; é decrescente, para

r; <0 <1, segue que

M, < CT(1)
el =270
< coni(M ( (075 + au(z) 02" "”1)

= Cu(w)™ (M; wi(z )N OF T 4 gn T e, (3.14)
Entao, para i grande, podemos escolher # suficientemente pequeno tal que
M; < Cyug(z;)™.
Logo, devido a esta tltima desigualdade, segue que (3.13) se torna

Uz(y) < C’lui(xi)_)‘i<
< C’Ul($7, T

y_xi|—€i + |y _l,i|2—n+8i>

'|2—n+5¢

Portanto, concluimos a demonstracao.

Lema 3.10. Considerando as mesmas hipoteses da Observacao 3.8, temos que

n+2 - O(ui(xi)_%mi(l))

T =
n-2

quando © — +oo. Portanto,
wi(x;)™ =1+ 0;(1).

Demonstragio. Aplicaremos o Corolario 2.4 para a fungao u(z) = u;(x + z;) definida
em (2 = B(0,1), e fazendo ¢ = S, f = K; e h = H;. Dadas estas condi¢des, observe

que a equagao (2.13) no Corolario 2.4 resulta em

— pl+1X K ( )[K pi+l
Bo(u) pl+1[u Vi pz+1 "

[ wx Vs - /Su + 2 surs
2 Jo+a p; +1 Jora

|KZ| Upﬁ-l .
2

(3.15)
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i t . . .
onde X é o vetor posicdo. Observe que g+ 1 = p . Assim, temos que a identidade
(2.14) no Corolério 2.4 se torna

n— 2 n— 1 p1+3
5 :fB, 2 -1(—— ) Hiu™s
o(u) g DL Vgu) + 2(n-1)| — 07 1) o T
2(n-1 P+ 2(n-1 Pt
L2 Hiu 23()(-1/)—L W5 (VH; - X).
qg+1 (00Q) qg+1 o0

(3.16)

Vamos estimar cada um destes termos utilizando o Lema 3.2 e o Lema 3.9. Observe

que, pelo Lema 3.9, temos
ui(m)pﬁl < C’ui(xi)_ki (pi+1) || (2—n+5i)(10i+1)7 VaedQ,,

com \; = 1+0;(1) e 97Q, =0*B(0,1),. Entao, obtém-se

f |Ki|um+1 < C/ |Ki|uz‘(xi)_>\i(pi+1)|x|(2_n+8i)(pi+1)
0+ Qs ‘ - Qs
= O(ui(l’i)_(pi"’l)*’oi(l)). (3.17)
Analogamente, temos que
2 _ (. )"2+0i(1)
fa sl O(ui(:) ) (3.18)
e
I 7 = Ofu(a) 5 o) (3.19)
Hiu,? = ()" 2 7). '
oo !

Para simplificar a notacao, facamos 9; = ul(ﬂvl)‘pT_1 — 0. Agora, fazendo a mudanga
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de variaveis = = 9; y, obtém-se:
f wi(x + ;)P | X - VK (2 + 23)| da
Q4

[ ui(éiywtxi)p”l (Sin+1 |YVKZ((5zy+$z)|dy
B(0,671)

= 5in+1 [ Ui((siy-l-fti)pﬁl |Y VKZ((;Zy-Fl‘ZNdy
B(0.57Y)s

= o/ f wi ()P o ()P Y - VK (6iy + )| dy
B(0,87")+

= o [B(O ) 5i_n+oi(1)vi(y)pi+l Y - VEK;(6;y+x;)|dy

5w vi(y)PHLY - VEG (6 + )| dy
B(0,671),

onde dz =0"dy, Y(y) = X(0;y) e vi(y) = w;(x;) 7 w;(d; y + ;). Note que, pelo Lema
i+1
3.2, temos (ui(xi)‘lui(éiyntxi))p — bg”l em C? (B(O, 6;1)+) para algum 3 > 0.

loc

Dado isto, juntamente com a Observacao 3.6 e o comportamento assintético de bg
descrito em (1.19), além do fato de que K;(0; y+x;) - K(0) uniformemente, obtemos

que:
f ui(x + 2P | X - VK (2 + 23)| do = O(ui(xi)‘%”i(l)). (3.20)
Q4

Similarmente ao que foi feito nesta ultima estimativa, podemos encontrar o seguinte:
f wi(z+2;)? | X - vS(x + ;)| do
Q4
= U; 51 +T; 26n+1Y'VS (51 +X; d
Sy, B0+ 25 9SGy + )l dy
=t [ wGy @)Y Sy )l dy
B(0,6;1)+
=5n+1f i Z‘ZZ‘ QYVS(SZ +; d
Py, B P TS @y )l dy

ot /B(o 5-1) 67 20 (y)? Y - vS(0iy +a4)| dy

53f )2V - VS(6;y +z:) | dy .
; 3(07651)+v(y)| VS(0iy + )| dy

pi+1 )
Assim como anteriormente, pelo Lema 3.2, temos (ui(xi)‘lui(éi Yy +xl)) — bgﬁl

2
em C; .

(B(O, 5;1)+) para algum ( > 0. Dado isto, juntamente com a Observacao
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3.6 e o comportamento assintético de bz descrito em (1.19), além do fato de que
S(0;y +x;) - S(0) uniformemente, obtém-se que
/ ui(x +1;)* | X - VS (x +x;)|dr = O(ui(xi)_%”i(l)). (3.21)
Q

Utilizando uma argumentacao analoga, ainda temos

f ul(x+xz)¥|XVHl(:B+x,)|d:1: = O(ui(:vi)_ﬁ“”'(l)) (3.22)
B0

[8 0 IS(2 + )| us (2 + 23)* do = O(ui(xi)’ﬁwi(l)). (3.23)

Agora, observe que a fungao B(u, Vu), vista na Definigdo 2.3, satisfaz a propriedade

B(au,aVu) = a? B(u, Vu), para o > 0. Assim, temos
B(ui(:v+x,~),Vui(x+xi)) = ui(xi)_z’\iB(ui(:ri)’\i wi(x+x;), V(uz(xl))‘ ul(x+xl))),

pi—1
2

wi ()N ui (2 + ) = Clz[2"*% + b(x),

com a =u(z;)M e \; = (n -2- gi) — 1. Pelo Lema 3.9, observe que

Entéo, fazendo h(x) = C'|z[2~"*% + b(x). temos
B(ul(a: +x;), Vu (z + xz)) = u(w;)" 2N B(h(x), Vh(:c))

Como p; / Z—f%, entdo \; = 1+ 0;(1). Pela Proposicao 2.5 e pela teoria de regularidade

eliptica, segue que
f B(ui(x+:ci),Vui(x+$i)) < C(n) ui(x,-)’%oi(l),
o+

ou seja,

/B+Q+ B(uz(l‘ +x;), Vu (T + :L‘l)) = O(ui(gcl-)‘%oi(l)) ) (3.24)

. _pitl . cs
Agora, definindo novamente §; = u;(z;)” "2 — 0, aplique a mudanca de varidveis

x = 0;y, e reescalone a fungao u; como v;(y) = u;(x;) "t u;(; y + ;). Pelo Lema 3.2, a
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funcao v; converge para bg em CIQOC(B(O, 5;1)+) para algum > 0. Assim como antes,
K;(6;y +x;) —» K(0) e Hi(6; y + x;) - H(0), uniformemente. Entao, tem-se

K;ul*! K(0)by
-/B($i,1)+ u; - R? ( ) B

pit+3 p;t+3
Hiu ?*> — H(0)b,? .
./803(m,-,1)+ L AR (0)y

Por conseguinte,

pit+3
Tl(/ Kiufi+1+2(n—1) Hiui2 )
B(z,1)+ OoB(zi,1)+

pit+3

_ Ti(fm K(0)b2" +2(n - 1)[8“ H(0)b,” =+ 01-(1)) . (3.25)

Precisamos verificar se o coeficiente de 7; é positivo. Com esse objetivo em mente,

relembremos que a funcao bg é solu¢ao do problema

N

n+

— 2D Abs = K(0)b?  em Ry (3.26)
2% - H(0)07 em OR? |
Multiplicando por bg as equagoes deste problema (3.26) e integrando o resultado

disso, encontramos:

_4(n-1)

n+2
bAb:fKObﬁ*
m— fmﬁ 5= Ja (0)bg
9 Db

= b—:f H(0) b=
n-2 BRI}B@U OR? ()ﬂ

Agora, observe que, pelo Corolario 1.9, tem-se
- f b div(Vbs)
R

b-b—fb bg -
[R?Vﬂvﬂ mﬂvﬂﬁ
ob

bs|? - by —2
./Rij|vﬂ| BRZ}BaU

n-2 pit3
/Rn|vb5|2 el (O (3.27)

1

- bs Ab
Rfﬁ B
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Mas, como 5
n— .
— | bgAby = —~ [ K(0)b)*!
T (0)b5 ™,
segue, da identidade (3.27), que
. vit3  4(n-1)
KO0)bP* 4+ 2 —1/ H(0)b,” = f bsl* > 0. 3.28
S K@t w21y [ HO)B, = S22 [ 9hE 0. (329

A combinagao de (3.25), (3.28), e as estimativas que fizemos em (3.17), (3.18),
(3.19), (3.20), (3.21), (3.22), (3.23) e (3.24) dos termos nas identidades (3.15) e

(3.16), nos fornece que

n( 9P+ 0u(D) = O o). (3.29)
1

, ~ . 2
Portanto, por (3.29), concluimos a demonstracao, ja que %= - —=.

[

Lema 3.11. Considerando as mesmas hipoteses da Observagdio 3.8, obtemos que:

w(e) [ % oco
8+ B(z:,1)s ON

para uma constante negativa C' = C(n, ().

Demonstragio. Note que, integrando as equagoes do problema (3.1) sobre B(z;, 1),

e oB(z;,1),, respectivamente, temos

4(n-1 ;
— —(n 5 ) Agui = - f Su; + f K; ufl
n B($lé)+ B(mivl)*’ 1 B(mi’1)+ . (330)

2 i pitl
_ u = f H’L u’L 2
n—2 JoayB(xzi,1). ON doB(zi,1)+
Pelo Teorema da Divergéncia, segue que
- f Agu; = - / div Vu;
B(z,1)+ B(z;,1)+

~ f ou; ~ _/ ou;
0+ B(z:,1), ON 80B(zi,1). O
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Assim, observe que

Lo -
*B(zi,1)s ON Bz 1)+ 8B (zi,1)+ ON

n-—2 g n-2
— U — i
4(n-1) IJB@i1). 4(n-1) JB@:i1), ’

B f 8u1
8B (zi,1), ON

n-—2 n-—2

4(n-1) JB@:1). Ty (n-1) JB@i1). il
n-—2 Pitl
_n-2 Hyu, 2 3.31
2 JoyB(xi1)s Y ( )
Multiplicando (3.31) por w;(z;), obtemos
ou;
(T — S U
(i) *B(xi,1)+ 817 T} (n 1) ui(2:) B(wi 1), “
n-2 . on-2 Pitl
+ui(xy) | ——= | K| — —— Hiu,? |. (3.32)
4(n-1) JB@i1). 2 JogB(zi1).

Agora, podemos utilizar o Lema 3.9 para limitar cada uma das integrais no lado
direito de (3.32) para r; < |y —x;| < 1, veja [10]. Desta forma, como (2-n+¢;) p; <0,

segue que:

w;(y)? < Cf w; (7 - \ipi y (2-n+e;)p;i dy
./J;(xi,l)Jr\B(%,mﬁ ) B(zi,1):\B(wi,ri)+ (:) 4

1
= Cui(xi)_)\ipi‘[rv fsn_lr(2_"+€i)p””_ld9dr

1

N

IN

C’ui(xi)f)\ipi (T’ (2*n+€¢)pi+n)

Cuz(x) i D (1 (2 n+sl)pl+n)
L ((27?’L+€i)pi+n)E(2_n+€i)pi+n)

)

IN

= Cui(:ci)"\ipi(l—ui(:ci -
= Cui(zy) w20 (1 -y (2) 7z DR,
= Cuy(a) R (uy(2) M - 1)
= Cuya;) 7o R, e

= ()" W o(1)

2+0;(1)
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Na terceira linha debaixo para cima, foi utilizado o Lema 3.10. Analogamente, obtém-

Se
u;i(y) < Cf Ui(l‘i)_)‘i y— ;|27 dy
L(xi’l)+\3(xi’ri)+ B(w:,1):\B(@i,ri)+ |
< Cui(xi)—l+oi(l)
(§]
pitl p;+1 p;+1

U; 12 < Cf wilx; _AllT - x; (2—7’14—61') 12 d

]‘;OB(Zi’l)+\3OB(mi,Ti)+ (y) 00 B(x;,1)+\00 B (i, )+ ( ) |y | Yy

= Ui(wi)71+oi(1) 01(1)

Com isso, vemos que (3.32) se torna

ou; n-2
7 7 - = U 7 S 7
ui(i) 8*B(zs1), ON 4(n- l)u (e )[B(:ci,m+ “
—2  n-2 pit
() | =2 P e — Hiu, 2
4 (TL - 1) B(:Ei,Tz')+ 2 8oB(IEi,Ti)+

+ s (z) 1M (0;(1) +C) .
Note que do Lema 3.2 temos que
vi(y) = uz(xz)iluz(uz(:nz)i%y +2;) = (Tiﬁi_l)ﬁui(ﬁﬁi_ly +1;) = bs(y) +0i(1)
Como bg é solugao do problema (3.26), e ainda pelo comportamento assintético de

bs dado por (1.19), encontra-se:

ﬁu,- . abg
lim —
8+ B(zi,1)s ON R—+00 Jo*B(0,R), ON

n-—2 _n_
li —— H0)b? + 0;(1
R—1>I+I—100 *B(0,R)+ 2 ( ) B O( )

lim ”T”H(O)C(n,ﬁ) 2] + 0;(1)

R—+00 J9*B(0,R).
~ n-2
= —C’(n,ﬁ)wn_17+0i(1)
< 0,

+ 0;(1)

IN

com C(n,3) > 0. Portanto, concluimos a demonstracéo.
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Finalmente, agora que ja temos os lemas auxiliares, podemos entdo provar
o principal resultado desta subsecao. Agora, em seu enunciado, relembraremos as
hipéteses da Observacao 3.8 vista anteriormente como referéncia para os lemas au-

xiliares.

Proposigao 3.12. Considere a bola B(0,2) e que K; - K <0 em C'(B(0,2),) e
que H; — H em C%(0yB(0,2)). Suponha que, para todo i € N, a fun¢io u; é uma
solugao positiva do problema (3.1) e que x; — 0 com 0 sendo um ponto de blow-up

isolado simples tal que
2
ui(y) < Cily—z|» ™, para todo x € B(0,2),. (3.33)
Entdo, existe uma constante C' = C(K,S,H,n,C7) >0 tal que
ui(x)ui(y) < Cly—x*> ™, para todo x € B(x;,1),. (3.34)
Demonstragio. Inicialmente, suponha que 0 < |y — ;| < r;. Agora, se fizermos y =

_pi-l
wi(x;)” "2 x + x;, temos

_pi—l_
ly -z <ri=wui(z)” 2 R;

com R; e r; definidos como no Lema 3.2. Além disso, pelo comportante assintético
de bg, dado em (1.19), tem-se que bg(y) < C'(n, ) |y|?> ™. Pelo Lema 3.2, temos que
u,(xz)_lul(uz(xl)_plT_lx + m,) =bg(z) +0;(1),

para todo z € B(0,2R;),. Isto implica que

wi(a)bs(wi(2) ™ (y-,)) + 0i(1)
< O B)ui)ui(w) T (y - )|>
= CO(n,B) ui(a:i)piT_l(Q_")“ |y_1'i|2_n
|2—n

ui (i) ui(y)

= Cly-u;

9

ja que B L(2 - n)+1 -0 com a ordem do Lema 3.10. Agora, analisaremos quando

r; < |y — x;| < 1. Suponha, por contradigdo, que exista 7; com r; < |7; — x| < 1, tal que

Tim w; () wi(:) [ — 2]" 72 = + 0. (3.35)
i—+ 00
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Defina 7; = |[7; — 4| e a fungdo @; como

2

ui(y) = 7" w(Ty + @) (3.36)

Como a fungao u; é solu¢ao do problema (3.1), podemos fazer o seguinte: aplique as

fungoes Uj , S K € H no ponto Yy + x; e, se multlphcarmos a prlmelra equagao do
2p4

problema (3.1) por 7,""" segue que

4(n-1) = b 2k -
—2 : YA (Tiy + 1) + 7P S(Fy + x)wi(Ty + x;)
n
=7 KTy + x)ui(Toy + 2)P (3.37)

pit+l

em (By1),. E, se multiplicarmos a segunda equagio do problema (3.1) por 7",

encontramos que

2 PZ:+1 a i pz+1 pi+1
Qﬁpz T a“ Ty +x) =7 Hi(Tiy + ) wi(Tiy + ;)2 (3.38)
/,’L_

em Oy(B1),. Notemos que, de (3.37), tem-se

CAn-1) oy it
(n 2)~z Aul(ny+xz)+7’ S(T1y+l’z)7” _ul(r1y+xl)
n—

2

= Ki(Fiy + z3) (77 )P u(Fry + )P, (3.39)

e, de (3.38), temos que

2 pzi+1 7 2i+l Bl
7 8u (my + ;) = Hi(Tiy + x;) (T T DTy +oa) . (3.40)

n-2"°

Logo, por (3.39) e (3.40), vemos que a funcao @;, definida em (3.36), é solucao para

o problema

D AT () + T2S(Ty + 1) Tily) = KTy + 2)W(y)?  em (Brr)-

2 auz p+1 .
n— 2 a (y) H(le +$z)uz(y) em 8O(Bi"“l.’1)+
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Agora, afirmamos que 0 é um ponto de blow-up isolado simples para a fung¢ao @;. De

fato, inicialmente observe que

2
7 u()
2
ipi_l ul(xl)
2
= }_%iprl — +00.

u;(0)

v

r

Além disso, reescalonando a func¢ao u; em (3.33) como ;, obtém-se que

2

w;(y) 7w (Ty + 1)

_2_ 2
7O Ty + ) -]

IN

ST e -
= 7 Cifmyl »

__2
= Galyl »

para todo y € B(0,27,!). Por fim, temos que a média radial ponderada, vista na

Defini¢ao 3.5, da funcao u; satisfaz a seguinte relagao:

- 2
ﬂz(r) 7Pt HZ(T)

5 2
= 7rpi-l ]l ’T\"iprl ul('ﬁy+mz)dy
0+*B(0,r)+
2 1

2
= ~p;-1 ~
n-1 )+

2 1
o . pi-1 0000 . d
(PO 5 gy, )
2
= (r7)nT d
(T, uy)dy
= T(r ). (3.41)

Entao, de (3.41), seque que W; possul apenas um tnico ponto critico no intervalo
(0,771). Isto conclui que, de fato, 0 é um ponto de blow-up isolado simples para a
funcao 7;. Desta forma, podemos ver que 7; satisfaz todas as hipoteses do enunciado

desta proposicao e, mais ainda, u; satisfaz (3.34) para todo y na esfera unitaria.



79

Estes fatos nos fornecem que, para todo i, tem-se

2 2

7 7

4

~Pp;—

= 7 () ui(T)
< C.

Por conseguinte, como 7; = |7; — z;|, entao

__4
W) () [ - a2 < OF,

+n—2 _ C"FO'L(I)
; )
Mas isto é uma contradigdo com (3.35). Portanto, por contradigdo, mostramos que

a funcao u; satisfaz a desigualdade (3.34), e isto conclui a demonstragao.
O

Observacgao 3.13. Note que a desigualdade (3.34) implica que u;(x) - 0 uniforme-
mente em qualquer conjunto compacto X c B(0,2)\{0}.

3.1.2.2 O conjunto P; em dimens3o 3

Agora, nosso proximo objetivo é provar que se n = 3 entdo o conjunto P;
consiste apenas de pontos de blow-up isolados simples. Para isso, vejamos alguns

resultados auxiliares antes. A proposi¢ao seguinte pode ser encontrada em [15].

Proposicao 3.14. Seja (u;) uma sequéncia de solugoes do problema (3.1) com o
conjunto singular P # @. Dado R > 0 grande e um € > 0 pequeno, entio, para i
suficientemente grande, existe uma constante C = C(R,g) > 0 e um conjunto finito
de pontos {q,....q.,,} com m; > 1, tal que cada (q}) € um mdzimo local para u; e

satisfaz:

(1) {B (q,i,r,i)Jr D k= 1,...,mi} € uma colegio disjunta para zﬁui(q,i)‘piT_l
ey =(yi,...,yn) Sdo coordenadas geodésicas centradas em q:, entdo temos,
(2) Sey=(y Yn) s denadas geodési trad gy, entdo t

para algum By >0, que

st wa(ws (@) ) = ba (v) <, (3.42)

C2(Bg)
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onde a fungio bs, € uma solugio do problema (1.16) em R?, dada por (1.18).

(3) Temos que
C
u;(x) < : ——— para todo v € M. (3.43)
d(x{dy; - ayh)

Além disso, seque que u;(qy) d(qy,q;) > C™' para todo k # j.

Destaquemos o que este item (3) significa localmente: se y = (y1,...,¥y,) é um

sistema de coordenadas normais centrado em ¢, entdo obtemos

C o
u;(y) < ———— para y € B(q, ;). (3.44)
d(y, ;)"

Observacao 3.15. A diferenca crucial entre as desigualdades (3.5) e (3.44) € que,

nesta ultima desigualdade, o raio depende de i e pode tender a zero.

Proposicao 3.16. Seja n = 3. Se q € Py é um ponto de blow-up isolado, entdo q €

ponto de blow-up isolado simples.

Demonstragio. Para demonstrarmos este resultado, faremos uma argumentacgao por
contradi¢ao. Suponha que ¢ € P; é um ponto de blow-up isolado, mas nao é blow-up
isolado simples. Dai, existe uma sequéncia (¢;) de méximos locais de u; tal que ¢; — .
Entao, pela Defini¢ao 3.5, existem pelo menos 2 pontos criticos de u;, definida como

em (3.6), no intervalo (0,%;), para alguma sequéncia t; — 0.

Observemos que, pelo Lema 3.2, a sequéncia u;, apés um reescalonamento
como o que foi feito neste lema citado, converge para uma bolha bg, veja (1.18). Pela
Observagao 3.6, a funcao 4;, vista na Definicao 3.5, possui no maximo um ponto

critico no intervalo (O,Eiui(qi) T) Desta forma, o segundo ponto critico, que o

denominaremos por t;, deve satisfazer

R;
pi—1 =

<t <t (3.45)
Ui(%) 2
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Agora, seja y = (y1,- - ., yn) coordenadas normais centradas em ¢;, e defina a funcao
w; cOmMo
2

wi(y) =t u;(tiy), para todo y e B(0,t;1)..

Mostraremos que a origem é um ponto de blow-up isolado simples para a

sequéncia (w;).

Como ¢ é um ponto de blow-up isolado para u;, a desigualdade (3.5) é védlida

para uma bola de raio fixado p > 0. Pela defini¢cao de w;, segue que

wi(y) < C’|y|_m2—1 para todo y e B(0,pt;'), .

Além disso, a desigualdade (3.45) implica que

2 2
wZ(O) = tf”luz(O) > Riprl —> +00,

o que significa que 0 é um ponto de blow-up isolado para a sequéncia (w;). Agora,
provaremos que a média radial ponderada w; possui um tnico ponto critico no in-

tervalo (0 1). Notemos que
2
wi(r) = retw(r)
e 2
= rpi-l ][ tfrlul(tly) dy
0+ B(0,r)+

5 1 P (i) d
= Tpi_l—/ .pl ui i
Wh1 ™Y JorB0r), 4

2

= (?" tl) pi~1

1
S ui(z) dx
wn_l(r ti)n—l ./8+B(0,7"ti)+ ( )

2
(rt:) O*B(0,rt:)+ u(w)da

onde, na quarta igualdade acima, fizemos a mudanca de variavel x = t;y, o que
implica que dy =t} dx. Por hipétese, a fungdo ; possui um tnico ponto critico no
intervalo (0,¢;). Entao, por (3.46), segue que @; possui um unico ponto critico no

intervalo (0,1). Assim, 0 é um ponto de blow-up isolado simples da sequéncia (w;).
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Note que isso também implica, via aplicacao da regra da cadeia, que

d

r=1

Afirmacgao: w;(0)w;(y) — h(y) = aly|> ™ + a em C? (R?), com a > 0.

l oc

De fato, como a funcdo u; é solugao de (3.1), segue de (1.12) e (1.14) que,

w;(0) w; satisfaz as equagoes

‘%( 40k 0 (wi0) wi) + F (k) t: 9 (wi (0) wy) ) + (ki) £ wi(0) wy
= w;(0)177 K (t;-) (wi(0) w;)", (3.48)
em B(0,pt;1),, e
2 8(wi(0)wi) |omn pirt
s o w0 H(t;) (wi(0) w;) = (3.49)

em 0o B(0, pt;1);. Aqui g(z) = g(tix) e F = & (‘\//%g ) Agora, por (3.34), note que

_4

ti uz(qz)uz(tzy)
Ct“ tiy|> ™"
R e
< Cly*,

w;(0) wi(y)

IN

ja que ]ﬁ +2-n - 0. Desta forma, segue que w;(0) w; é uniformemente limitado
em conjuntos compactos de R7\{0}. Entao, da teoria eliptica, existe uma fungao h
tal que

wi(0)w; — h em Cp (RI\{0}).

Assim, quando 7 tende a + oo, observe que a métrica g tende a métrica euclidiana §.
Além disso, o terceiro termo no lado esquerdo em (3.48) tende a zero, assim como o

lado direito também tende a zero. Da mesma forma, o lado direito em (3.49) tende



83

a zero. Esses fatos nos fornece que

Ah =0 em R?\{0}

oh
9. 0 em OR7\{0}

Consideremos a fungdao h* : R" - [0, 00) definida pela simetrizagio de h como sendo

h(yla"'ayn) se I‘ERQ\{O}
h(y1,-- -y Yn1,—Tn) se x€R?\{0}

h*(y) =

Note que h* é harmonica, ou seja, Ah*(y) =0 em R"\{0}, pois 88711 =0 em OR7?\{0}.
Veja que, para 0 <7 < p, tem-se

lim w;(0) @;(r) = h(r).

i—+ 00

Entao, pela Defini¢ao 3.5 e pelo Lema 3.2, segue que h é nao crescente no intervalo

0 <r < p, o que implica que h ¢é singular na origem. Por sua vez, temos que

h(y) = alyl*™" + b(y) > 0.

para algum a > 0 e uma funcdo harménica b em R? com 8‘% = 0 em JR?. Como
h(y) > 0, temos que b(y) > —aly|>™, o que implica que b é limitado inferiormente.
Entao, a extensao de b a todo R"n, de forma analoga a extensao h*, é uma funcao
harménica limitada inferiormente. Pelo Principio do Méximo (Teorema 13) segue que
b é constante. Note que a(r) = 7" h(r) = ar~ "2 + br"z . Dado isto, e por (3.47),

segue que

Desta forma, h(y) = a|y|?>~™ + a. Isto conclui a afirmacao.

Portanto, w;(0)w;(y) = aly|*™ + a+ 0;(1). A Proposi¢ao 2.5 nos fornece que

a?

1,1_{% 9+(B,), B(wZ,le) = - (TL— 1)(71-2) wn_lm. (350)
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_ 2
Faga 0; = ui(O)‘ple, e relembre que v;(y) = 67 w;(6;y) satisfaz v;(y) - bs(y) no
sentido C2 nas bolas de raio R,;. Dado isto, podemos definir \; := ti0; 1 > R;, veja

(3.45), e escrever

wl(y) = )\;;i—l 5;)1'—1 Ul(Alély) .

_2
Assim, w;(0) = A" e a expressdo (3.50) torna-se

2
lim B(w;, Vw;) = = (n-1)(n-2) wp1 a_4 : (3.51)
=0 Jor(8,), \PT

Note que — n — 2. Agora, aplicaremos o Corolario 2.4 fazendo u(y) = w;(y),

f(y) = Ki(tiy), ¥v(y) =t2S(ty) e h(y) = H;(t;y). Com estas condigdes, a equacao
(2.13) no Corolério 2.4 se torna

1 . n n-2 .
B =-—_]“m”X.zQ+(——__——)[K;m“
olu) = =7 v v prl 2 )Jo it

1 .
—5 [urxov(zs) - [eswrel [ esuwr- [ g,
2 Ja Q 2 Jora p+1 Jora

(3.52)

onde X é o vetor posigao. Desta forma, a identidade (2.14) no Corolério 2.4 resulta

em

-2 -1 p1+3
Bo(w) = [ Bluvw)+20-0 (- 10) [ Hw®
0

2 g+l
2(n-1 pits 2(n-1 P+
G2 D L S ey - 2D S o),
¢ +1 Jo@e) G+1 Jao
(3.53)
pi+3 . .
com ¢ +1 = 5 Vamos estimar todos os termos envolvidos em (3.52) e (3.53)

utilizando o comportamento assintético de bg descrito em (1.19), o Lema 3.10 e a
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mudanga de varidveis que foi feita:
/(Br)+ 2w (y)?|X-vS(tiy)|dy = O\ 3790))0,(1),
Tif(BmK"(tiy)wi(y)””ldy = O\ 119y 0,(1),

/; )t?S(tiy)wi(y)Qdy = O\ 2790 0,(1).
lgr +

Note que u;(0) =8, 7' = (5;%%(1) e 0; = t;A\;!. Pelo Lema 3.10, segue que
7 = O(u;(0) 72+ M) = O(s, V) = O(a; 1Dy (3.54)

)

Analogamente, temos as estimativas seguintes:
[ sty uw)?dy -
0*(Br)+
[ Kty wydy -
9*(Br)+
Pi+3
Ti/ Hi(tiy)wi(y) > dy =
80(BT‘)+
pit+3
Hi tz w; 2 X -V d =
ooy ot wi0)5° 1X vl dy

pit+3
oy, 205 V(L) - X dy

,X-T 2 +-()(7}

7

)

))01(1)7
)\‘*3+O(Ti))’
)
)

(

(X

(A" ) ai(1),
(

(

S

S

7

)\ T— n+0 (7'¢

(3

®

Y

AT 0,(1).

7

Entao, tomando r > 0 pequeno o suficiente, do Corolario 2.4, da igualdade (3.51) e

das estimativas anteriores, segue que
O(/\i_HO(Ti)) 0;(1) + O(/\;2+O(Ti)) = - (n-1)(n-2)wy_ a? )\?—n+0('r,-) ,
ou ainda

O ) 0,(1) + O(NTOM) = — (n-1)(n - w1 @? (3.55)

7 3

Do Lema 3.10 e de (3.54), obtém-se que

pi—1

2

AT = 7 (i (0)7) " = 47 (1 + 0,(1)) .
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Como t; e 7; convergem para zero, segue que )\?(Ti) ¢ limitado. Portanto, de (3.55)

obtemos que
O(A)0i(1) + O(A™) = = (n-1)(n - 2) wy_1 a*.
Dai, se n = 3, temos
0;(1) + O()\Z-‘l) =-(n-1)(n-2)wya®<0,
o que é uma contradicao, ja que \; - oo. [

Teorema 20. Suponha que n = 3. Entao P; consiste apenas de pontos de blow-up

isolados simples.

Demonstracao. Nosso objetivo é demonstrar que existe uma constante C' > 0, que
nao depende de i, tal que dist(q},q;) > C para todo j # k em {1,...,m;}. Aqui,
temos que {q;} sao os pontos dados pela Proposicao 3.14. Suponha por contradicao

que isto nao é verdade. Entao, temos que

lim mind(qj-,q,i) =0.

i—>+oo j#k

Como os pontos de blow-up {q!,...,¢¢, }, definidos na Proposi¢ao 3.14, sao finitos

para cada ¢, podemos supor, sem perda de generalidade, que
0; = mind(q}, q;) = d(ai, ) — 0.
Assim, pelo item (3) da Proposicao 3.14, vemos diretamente que
i 1 ~
ui(q;) i 2 o para todo 7=1,2.

Desta forma, u;(g,) — +oo quando i - +oco0. Agora, tome coordenadas geodésicas

normais em torno de ¢i e reescalone as fungoes u; como

2

vi(y) = Uf?lui(aiy) para yeB(O,ai‘l)Jr,
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Além disso, se yi = Z—’? e B (O, o; 1), entao cada yi é um maximo local de v; e temos
que d(yi,vs) = ys| = 1e entdo, a menos de uma subsequéncia, podemos supor que
ys = yo com |yo| = 1.

Provaremos que ambos y; = 0 e y5 sao pontos de blow-up isolados para v;.

Inicialmente, verifiquemos que v;(y;) - +oo para j =1,2.

Se v;(y2) permanece limitado mas v;(0) — +o0, entéo, pela Proposi¢ao 3.16, 0
¢ um ponto de blow-up isolado simples para v;, enquanto que a sequéncia é limitada
superiormente em torno de ys. Assim, pela desigualdade (3.34) na Proposigao 3.12,
temos v;(y2) — 0. Porém, pelo item (1) da Proposi¢ao 3.14 e o fato de que os raios

devem tender a zero, para R >0 tem-se que

g > max{ Rpi_l : Rpi_l} : (3.56)

wi(i) T wi(gh) e

Agora, reescalonando de volta a desigualdade anterior, obtemos que
min{vi(O),vz-(yg)} > E,

contradizendo o fato de que v;(y2) = 0. Por outro lado, se ambos v;(0) e v;(y2) sao
limitados, podemos aplicar a desigualdade de Harnack e encontrar uma funcao v tal

que v; > v em C2 (R?) de forma que

loc

n+2

_4<:_—21>AU = K(p)vnz emR?,
%g_z = H(p)v# em 8]R%ZZ,

vou(0) = Vo(yz) = 0.

Porém, a classificacao dada na Proposicao 1.27, nos fornece que v = 0, o que é uma
contradi¢ao com (3.56). Agora, afirmamos que y; = 0 e y sdo pontos de blow-up

isolados para v;. De fato, observe que

C i :
ui(r) < ————— para |x|£% e j=1,2.

| = qjl7
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Entao, v; satisfaz

=) C 1

vi(y) = gipiflui(diy) < | Zl% para |z| < = e j=1,2,
Y=Yl

(\V]

e com isso a nossa afirmacao que fizemos esta provada. A Proposi¢ao 3.16 nos garante
entao que ambos 0 e yy sao pontos de blow-up isolados simples de v;, apds uma
dilatacao dos argumentos de K; e H; assim como na demonstracao da Proposicao

3.16. Assim obtemos que

|2—n

ve(0)vi(y) — h(y) = arly + Qg |?/—?/2|2_n + b(y)

localmente em C?(R7?\Z), com Z sendo o conjunto dos pontos de blow-up para v;, e

com b sendo uma funcao satisfazendo

Ab=0 em R?\{Z\{0,y2}}

L-0 em OR\{Z2\{0,12}} ‘

Agora, defina uma funcao f tal que

f@) = azly—w|>™™ + b(y).

Podemos ver que, para r > 0 pequeno, segue que f € Cl(B(O,r)+). Além disso,
pelo Principio do Maximo, visto no Teorema 13, obtém-se f(0) > 0. Logo, estamos
sob as condi¢oes da Proposi¢ao 2.5 e podemos raciocinar como na parte final da

demonstracao da Proposicao 3.16 para concluirmos esta demonstragao.

3.1.3 Prova do ltem 2.2

Nesta subsegdo provaremos o item (2.2) do Teorema 4, que nos diz que se
n =3 e a curvatura escalar S é nao positiva, entao o conjunto P; = @. Relembremos

que o conjunto P; é definido como

P = Pﬂ{©n>1}.
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Proposicao 3.17. Considere uma sequéncia de solugoes positivas (u;) do problema
(3.1) com K; > K <0 em CY(M), S<0 e H; - H em C>(OM). Entdo, dado 6 >0

pequeno, para i suficientemente grande, existe uma constante C' = C(0) tal que

|2 |2
I vl A vul o (3.57)
{ws1y " {ui>1} 0t

)
7

Demonstracao. Considere a seguinte funcao continua

_pi+1
U2 se O<u<l,

fu) =

uw Pitd) ge u>1.

Multiplicando as equagoes em (3.1) por f(u;) e integrando-as, obtemos que

4(n-1)
n—2

[ () B - fMSuif(ui)—AKiufif(ui) (3.58)

2 ou; pi+l
i ) — = H;u, ? J). 3.59
n -2 Jom J(w) on ./z;M wt (w) (3:59)
Entéao, aplicando o Corolario 1.9 para o termo no lado esquerdo de (3.58), e depois

utilizando a equagao (3.59), obtemos

/M fui) Agu;

[ ) divy v,

—/va(ui)-wi + /aMf(“i)v“i'"
—fo'(ui)Vui-wi + faMf(“i)aa_l;
_fo’(ui)Wuil2 ; ";Q/BMHiu:i;f(ui), (3.60)

ou seja, combinando (3.58) e (3.60) tem-se

4(n-1)
n—2

[ r@wut = - [ Suifu) v [ K fw)

" 2(n—1)[aMHiui2f(ui).
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Agora, analisando os casos da fungdo f(u;), nesta tltima identidade, quando u; < 1
e u; > 1, e ajustando os expoentes de u; de acordo com cada caso, segue que:

=D prtwiou

pit+l
Pi, ~ T2
—[ S f(uy) +[ Kiug*
M {uiﬁl}
pi+l  pi+l

+[ KiuP u; P 4 2(n-1) Hiu,? u, *?
{u¢>1} {uigl}naM

pit+l

+2(n-1) HiuiTu;(p”é)
{upl}mBM

1

= —f S f(u;) +f Kiuig
M {u;<1}
+[ KZU;6+2(77,—1) Hl
{u¢>1}

{uigl}naM
_picl
+2(n-1) Hiu, *
{upl}m@M

2 L,
_f Sulf(ul) + f Kiui”‘QJr (1)
M {u;<1}

+[ KZU;5+2(TL—1) Hl
{u¢>1} {uiﬁl}ﬂaM

—2 5o
+2(n-1) Hiu, " Proi
{ui>1}r18M

(3.61)

Note que todos os termos no lado direito de (3.61) sao uniformemente limitados,
com uma possivel excecao do primeiro termo. Mas, por hipdtese, S é ndo negativa,
entao este primeiro termo é nao negativo. Portanto, o lado esquerdo é limitado su-
periormente. Calculando a derivada f’(u;), segue que

pi+l e

flu)y=1 2 °

—(p; + 6)u;(pi+5+1) se u;>1.

se O<u; <1,

Por conseguinte, substituindo f’(u;) no termo no lado esquerdo de (3.61), a identi-

dade (3.61) nos fornece que:

An-1) [ pi+1 [Vuil? Vil
-2 2 / pi+3 + (pi+6) ) pi+o+1 <C.
n {u;<1} 5 {u;>1} u;

i

Logo, considerando 6 > 0 pequeno, para 7 suficientemente grande segue o resultado.

O
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Na proposi¢ao a seguir, mostraremos que a propriedade acima nao ¢ valida
para bolhas, isto é, as solugoes do problema (1.16) quando ©,(p) > 1, descritas em
(1.18). Relembre que esta familia de solugoes a 1-parametro é dada por

C n-2
bs(z) = B> ypepe (3.62)

(Jz = zo(B)P - 8) °

onde C(n) = (n(n-2))"7 e 20(3) = =D (p)en € R™.

Proposigao 3.18. Seja bs a familia de fungoes em (3.62). Entao, temos que

b 2
lim/ v jl - 400 (3.63)
8-0 J Ag(r,R) bﬁ

para todo anel Ag(r, R) := A(xo(B),r,R)nR? c {bg <1} com 0<r <R, ep>2.

Demonstragio. Como bg é dada por (3.62), entao

() 87 22 (jo - oD - 52) 7 2o - ao(B)] 222
(e ol - 2)"
~C(n) 57 (n-2) (x - 20(5))
(- waB)p - 52)°

Vby =

Assim, como |Vbg|? = Vbg - Vbg, segue que
B B B

C(n)? 72 (n-2) (- z0(8))°

|Vbg|?* = - (3.64)
(Iz - zo(B)P2 - 52)
Agora, dado p > 0, observe que
2
L Rns2
by = Cn)» 5 (3.65)

(e -o-52) ™ "
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Desta forma, por (3.64) e (3.65), obtemos que

n-2
2 ILI/

P C()2Bm 2 (- 2)2 (a - mo(B))’ (I - zo(B)I2 - )
"3 (I~ 2@ - 2" Oy 5757
(n-2)20(n) 21 B0 5 (1 - 25(5))’

(k- ao(@ - 52)

C(n)p2-m=s [z = zo(A)* (3.66)
(|a: —xo(B)? - 52)n_MT

onde C'(n) = (n—-2)2C(n)2~# e u > 0. Observe que o dominio {bs < 1} é o comple-

mento de uma bola centrada em () com raio tendendo a 0. De fato, temos que

bs < 1 se tivermos |z —zo(B)? > B2 + /n(n-2)F := rg, ou seja, tem-se
{bs <1} =RI\B"(20(B),75)-

Para valores suficientemente pequenos de /3, podemos tomar o anel Ag(r, R), com

0 <rg <r < R. Queremos mostrar que

bal2
lim/ M = +00
8-0 J Ag(r,R) bﬁ

para algum 0 < pu < 2# = % Para um (> 0 fixado, temos, por (3.66), que

Va2 ~ R (2-n) 252 g2
[ # = C(n)f f g - Sn_2 drds,
As(rR) by r o JSCr 1 (wo(8),5,5-BDa(p)) (52 — f2)" M

onde SC™1(xg,r, h) é a calota esférica (n—1)-dimensional centrada em z € R® com

raio 7 > 0 e altura 0 < h < r. Sabemos que
|ISC™  (z,7,h)| = wur 7™ (7, h)

para alguma func¢ao uniformemente limitada J. Assim, para alguma constante di-

mensional C(n), segue que

2 n+1
/ [V51 < C(n)Be-m= fR i — ds
Ag(r,R) bg r (32 — 62)717““7
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Como r > rz > 3, quando 8 — 0 a integral é uniformemnte limitada e, observando
o denominador na integral do lado direito nesta tultima desigualdade, é suficiente

considerar p > 2 para concluirmos que

b 2
lim/ M = 4+ 00
B-0J Ag(r,R) bﬁ

Portanto, segue o resultado que desejavamos.

]

Para concluirmos a demonstragdo do item (2.2) do Teorema 4, precisamos
mostrar que se S <0 entdo o conjunto P; = &. Para provar isto, note que pela Pro-
posicao 3.16 temos que se n = 3 entdo todo ponto de blow-up isolado do conjunto
P1 é isolado simples. Mas, como P; = P n{D,, > 1}, entdo todo ponto p € P; satisfaz
D,(p) > 1. Assim, pelo Lema 3.2 e o item (3) da Proposigao 1.27, temos a conver-
géncia das fungoes reescalonadas para a funcao bg. Da Proposicao 3.17 segue que
(3.57) é satisfeito, o que contradiz 3.63. Portanto, concluimos que P; = @, e o item

(2.2) do Teorema 4 esté provado.

3.1.4 Prova do ltem 2.3

Finalmente, poderemos concluir a demonstracao do Teorema 4. Para isso,
provaremos alguns resultados que implicarao na demonstracao do item (2.3) desse
teorema, que é o item que nos resta provar. Dado isto, considere uma sequéncia (u;)
de solugdes do problema (3.1) e suponha que Py # @. Relembre que o conjunto Py
¢ definido como Py = P n{®,, = 1}. Entao, de acordo com o item (2) da Proposicao

1.27, a sequéncia de fungoes reescalonadas converge para

n-2

2

vn(n-2)

Assim, em particular, temos que 6; := [ H;u;? — +o0o. De fato, considere uma

v(z) = vo(x) = (

-t
T, + a) , para algum o > 0.

sequéncia (r;) de maximos locais tal que x; - p. Analogamente ao que vimos ante-

riormente, mostra-se que x; € M. Considere coordenadas normais centradas em z;
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e defina v; como
vi(z) = ui(z;)™? u(uz(:r;l)’% x) , para x € B(0,7),.
Pelo Lema 3.10, segue que

p;t+3
. 2
oM
pi-1 p;+3

pi—1 - p;+3
B Hi(ui(z;)” 2 i\uwi(x;) 2 2+ / Hi(y)ui(y) =
fB(o,r)maM (wi(w:)™ = y) wi(ui(z:)™ = y) OM\ B(0r) (7))

pi—1 p;+3 p;+3 pi+3
= }ig 1 7 - i i i +_~}(‘ }]; ~ ; ~
./B(O,r)ﬂaM ()™ y) wily) > i) o oy ) u(B)
(3.67)

Observe que, quando i — + 0o, 0 primeiro termo no lado direito de (3.67) tende a + oo,

n-—2

p;+3

9 -t
pois u;(x;) "2 > +o00 e v (y)=v;, (y) =| —uyn + « , para algum « >0,
n(n-2)
como vimos acima. Além disso, se ¢ é um ponto de blow-up tem-se que H(q) > 0.

Por hipétese do item (2.3) do Teorema 4, a sequéncia I;(u;) dada por (6) é

uniformemente limitada, e como n = 3, tem-se:

, 1 9 1 pitl 8 pits
AR T iy PRy g
M 2 Jm pi+1Jm ! pi +3 Jom !

o(1). (3.68)

I’L(uz)

Uma outra relacao entre as integrais é dada pelo fato que I](u;)[u;] =0, j& que u; é

ponto critico do funcional I, isto é:

p;+3
8/ |Vui|2+f Su3+f |Ki|ufi+1—4/ Hyu,? = 0. (3.69)
M M M oM

Utilizando estas duas relagoes, tentaremos estimar as integrais em termos de 6;.

Note que, pelo fato do primeiro e do terceiro termos no lado direito de (3.69) serem

positivos e pela desigualdade de Holder, temos

stu§ = 0(05’%) = 0(6)), (3.70)
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4
ja que ]ﬁ < 1. Multiplicando (3.69) por T3 ° (3.68) por 2, encontramos, respec-
’ pi
tivamente, que

4 16 pi+s
f|v Su? + f|Ki|ufl -— | Hju* =o0.
pz+3 M pi+3Jm pi +3 Jomr

8[ Vul? + fsu ; f| Jurtl - f Hou® =0(1). (3.72)
pi t Di +

Note que, por (3.69) e (3.71) e pela definigao de 6;, tem-se que

8[ Vw2 + f K uP = 0(6)). (3.73)
M M

Agora, subtraindo (3.71) da expressao (3.72), segue que

( pl+3)/|vu’|2 ( pz+3) M (pz+1 pz+3)f|K| W™= 0(1).

Isto implica que
8f Vw2 = ( )[ IVl + ( —2)] Su? +—f |G|
M M pi

pi+l
+( - pz+1 pl+3)f|K|u + O(1).

Observe que os coeficientes do primeiro e do quarto termos no lado direito tendem

a zero. Devido a isso, e por (3.73), segue que eles sao da ordem o(6;). O segundo

termo no lado direito estimamos acima em (3.70). Desta forma, entdo podemos ver

que .
8A4|Vui|2: ng|Ki|u§”+l + o(6)). (3.74)
Agora, analogamente, multiplicando (3.69) por , obtemos
[ [Vu f K - wr = 0.
pi+1 +1 p; + 1

(3.75)
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Entéo, subtraindo (3.75) da expressao (3.72), temos que

p;+3
( +1)f|vu’|2 (1_ +1)f5“ +(_ v3 31)[9 [Hilu* = O(1).
Pi bi pi t Di M

Note que, como n = 3, pelo Lema 3.10 tem-se que p; +1 - 6 e p; + 3 - 8. O segundo

termo no lado esquerdo estimamos acima em (3.70). Dado isto, vemos que
16 2 pit3
- Vuiz——/ HZ'U-Q 2001',
3 [M' | 3 Jom ! (0:)

pit+3
M oM

Desta forma, por (3.74) e (3.76), concluimos que

ou seja, obtém-se

1 . pit3
8/ IV = —[ P 1 o(6;) = [ Hyuw® + o). (3.77)
M 3 JIm oM

Agora, considere uma fungao arbitraria ¢ € C2(M), multiplique as equagdes do pro-

blema (3.1) por u; ¢ e integre. Este processo nos fornece:

—8/ uigpAgui+f Sulp = [ KiuP'y  em M
M o Mo s M (3.78)

U p—r = Hiu,? ¢ em OM
M on oM

Mas como Auw; = div Vu;, entao, pelo Teorema da Divergéncia, obtemos que

—8/ u;i p Agu,;
M

—Sf u; p div Vg,

M

= 8[ V(ui<p)-Vui—8[ u; eVu; - m
M oM

Ju;
= 8/ |Vui|290+8/ uiVL,O-Vui—Sf U; Y
M M oM an

p;+3
- 8[ |Vui|2g0+8/ ul'Vgo-Vui—éLf Hyu,® . (3.79)
M M oM

Com isto, devido a (3.79) e a equagdo em M no problema (3.78), encontra-se que:

pi+3
Sf |Vuz'|2€0+8f u; Vo - Vu, —4f Hiu,? ¢ = —f SU?‘P + [ Kiuii+1(ﬂ>
M M oM M M
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ou seja,

p;+3
[ (Svail+ (K)o -a [ Hiu o = - [ St -8 [ wve-va. (350
M oM M M

Como a fungdo ¢ nao depende de u;, utilizando a Desigualdade de Hoélder consegui-

mos ver que o segundo termo no lado direito de (3.80) nos fornece

‘f w;Vo-Vu;| < Cf w; |V
M M
< (L) (L)
M M
L 1
< 0(9”2’“)0(92)
L1
< O(Q”Z+1 2)
_ O( ) +ol(1))
Portanto, concluimos que
f 1S|uZp = O(Qipﬁ) e f w; V- Vu; = 0(9;%). (3.81)
M M
Por (3.80) e (3.81), segue que
p;+3
0;1(f (8|Vui|2 + |Ki|ufi+1)g0 + 4/ H;u,? gp) — 0.
M oM

p2+3

Porém, como de (3.77) segue que 6;! [ (8|Vuw? + [Ki|ul™ ) o e 6; 14/ Hiu,? ¢

sao uniformemente limitados em ¢, concluimos que existe uma medida positiva o

definida em M tal que:

pit+3

(i) 40;'Hiu, > — olom
(i) ;1 (8|Vuf? + [K|ul™) =0,

onde a convergéncia "—" acima ¢é fracamente no sentido de medidas. De fato, temos

que f; = o se tivermos

[f,-go—»/gpda para toda @ e C®(M).
M M
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Observemos que, pelo item (1) do Teorema 4, temos
suppo c Pc {pedM :9,(p) > 1}.

Em dimensao n = 3, vimos que, pelo Teorema 20, todo ponto de blow-up em P; é
um ponto de blow-up isolado simples, Mais ainda, pela Proposicao 3.12, conseguimos
estimar bem o comportamento da funcao u; em vizinhancas de pontos de blow-up
isolados simples. Além disso, juntamente com os demais resultados, obtemos o lema

a seguir.

Lema 3.19. Se n =3, entdo temos que suppo c Py ={peP:D,(p)=1}.

Demonstra¢io. Suponhamos, por contradigdo, que exista p € P; e ¢ € C2(M), com

suporte compacto contido em uma bola B(p,¢), tal que

AM¢da > 0. (3.82)

Entao, para ¢ suficientemente grande, existe uma constante C' > 0 tal que

p;+3

pit+3 1
eflf Hou? ods, = 671 Hou? ods, > — . 3.83
v Jom Ui™ s = i B(p,e) nOM Ui~ P A5g > C (3.83)

Considere coordenadas normais centradas em p e seja x € B(0,¢). Nestas coordena-
Ny _pi-l
das, fazendo a mudanca de varidvel x = u;(z;)” "2 y, temos
pit+3 p;+3

Hiu,* od f Hiu, 2 py\/ d
fB(p,s)m@M R aoB(o,s)+( L |g|)(=’ﬂ) x
pir3 -
o (H V) )5 ) ) -y

comy=(y,0)er; = 5%‘(%’)%1 — +00. Note que, se v;(§) = u;(z;)~" Uz‘(Uz‘(%‘)fpgl g),

entao

p;+3

ui ()P ul(u,(xz)‘ P @’) 2

Hlopig ()55
5-p; .\ Pi+3
= wi(z) 2 v(7) T .

wiw;) "5
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Entao, temos

Pi+3 5-p; pi—1 pi+3
Hiu,? @dsg = ui(z; / H; ()" 2 y)ui(g) 2 dy.
fB(p,e)naM u,? pdsy = uy(w;) 2 803(0,712-)( \/|g|>(u (z;)" "7 D)z dy
(3.84)
Observemos que, pelo Lema 3.2, implica-se que v;(§) — bs(7). Pelo Lema 3.10, e

como n = 3, temos que ’”‘Tﬁ)’ -4 er; > +oo, ou seja, B(0,r;) > R%. Assim, segue que

i\ ()" " Do) 9 ()4
[aoB(o,n)(HZ |9|)(“2($Z> PDui(y) = dy — CfRQ vi(@) dy.  (3.85)
Como a funcao bg(y) ¢é dada por (1.18), entao

C(8)
(17-20(B) - 82)°

com () = - D3 e3, onde D3 > 1. Assim, obtém-se que

bs(7)" =

. c(p)
) (1512 + 28Ds[s| + 5203 - 5?)°
i C(p)
(912 + 52(D3 - 1))’
i C(p)
(18192 + DF - 1)
B (3.86)

2
(18192 + 1)
ja que [7] = |(y,0)|. Agora, fazendo x = f~'y, o que implica dx = 72 dy, segue que

fRz bs(M'dy = C(B) [R2 (|?U,|2—1+1)2 dx

_ oo 1
_ 0(5)/O [SQ(T) S dfdr
~ 0 r
- O(ﬁ)WQ[O r2 + 1d7’

= i (- 55
_ 0(1). (3.87)

b
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Desta forma, por (3.83), (3.84), (3.85), (3.86) e 3.87, tem-se que

pit3 pi+3
9;1/ Hiu,? pdsg Qi_lf Hiu,? pdsg
oM B(p,e)noM
1
0 H(p)C —dx
(2 + 1)°

6;10(1) — 0,

1R

IN

onde ~ significa igualdade a menos de um fator (1 + O(e3))(1 + 0;(1)). Logo, isso é

uma contradi¢do com (3.82).

(]
Proposigao 3.20. Paran =3, seja (u;) uma sequéncia de solugoes positivas de (3.1)
com I;(u;) uniformemente limitada e Py # @. Entao,

p;+3

(i) 407 Hyu,? —~o0,
(i) 07 |t =~ 2o,
(iii) 8071 |[Vu)? = =

Demonstragio. Sejam ¢ € C2(M) com suporte compacto e N um campo de vetores

suave em M com |[N| <1 e N =7 em OM. Agora, defina um campo de vetores
pl+3

X =H;¢pu,> N. Aqui estendemos H suavemente para M. Assim, segue que

pi+3
divX = div(H;¢u; > N)
p;+3 Eité
= (H-¢uT)-N+H-¢u 7 divN
p;+3
- (Hu V. N+¢v(Hu, > ) N)+H-¢u7divN
pi+3 pi+3 P+l pi+3
= Hyu,” V¢-N + ¢u, > VH;- N+ p’z Hipu, > Vu;- N+ H;pu, > divN
pi+3 +3 p1+1
= (H Vo- N+¢vH N+ng5d1vN) > vy, N
pl+3 p p+1
< Cu,? . H¢u |V, (3.88)
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para uma constante C' > 0 que depende de ¢, N e H. Assim, pelo Teorema da

Divergéncia, segue que:

[ Hod = [ HioutF Ny
oM oM

- [ div(Hiou™N). (3.89)

M
H. p;+l
Pela Desigualdade de Young, considerando que a = |Vu|\/¢d e b = M, e
fazendo p = ¢ = 2, obtemos
i+l 1 +1
Hi¢u;* |Vui| < IVuz|2¢> + o w6,

para todo 0 > 0. Desta forma, de (3.88), tem-se

pi+3 )
divX < Cu;? +p

(| ufé + o H2 pl”qb).

Por conseguinte, temos que (3.89) implica que

pl+3 P7,+3 2
f Héu, <C[ p”?’(é f |wly2¢>+ﬁ/ HW’Z%) (3.90)

Agora, definimos as medidas o1 e 09 da seguinte forma:

(i) 071K — o,
(11) 89;1 |V’LL1|2 — 09.

Note que, por (3.77) e pela defini¢ao de 0;, essas medidas o1 e oy s@o finitas. Observe
que, pelo item (i7) da definicdo da medida o, visto logo antes do Lema 3.19 no inicio

desta subsecao, podemos concluir que o7 + 05 = 0. Pelo Lema 3.19 segue que supp

o;c{®, =1} para j = 1,2. Relembremos que ©,,(p) = /n(n - 1)\/%. Como n = 3,

isso implica que em {D3(p) = 1} segue que

) = 5IK). (3.9
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Multiplicando (3.90) por ;! temos que

p;+3 pl+3
Gi‘lfaMHl-ui"’ < Co; f pl+3( [|wz|2¢+ o /H2 Pty )

3 — 4. Por (3.91), temos

Neste caso, pelo Lema 3.10 vemos que o coeficiente p
o;! f Hipu; 2 < CO;* f u; 2+ (2 +0i(1))6%6;1 f |Vu|* ¢
oM M

2 |K| pZ+1
+529 A6 u; Q.

Agora, calculemos os limites das integrais nesta ultima desigualdade: para o termo
no lado esquerdo utilizamos o item (i) da definicdo da medida o vista logo antes
do Lema 3.19, que fornece 46;' H; u:%g — olon. Em relagdo ao lado direito, para o
segundo termo utilizamos a definicao da medida o5, e para o terceiro termo utilizamos
a definicao da medida o;. Como o primeiro termo do lado direito tende a 0, ja que

0; — +o0, obtemos que

ianﬁda 242~ f (bd02+ f ¢ do,

52

— dos + —[ do .

A /8M¢ 2% 352 Jp @01
Porém, como o = 07 + 09, temos

Lo [ < e o f o
(3-5) Lo < (55 3) Ly o0

Assim, escolhendo 02 = 2, podemos concluir que

1 1
‘ZBMM@S‘EL@WW

3/8M¢d02 > fanjdal. (3.92)

IN

IN

ou seja,

isto é,
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Note que, pela defini¢ao das medidas o1 e 0, e calculando o limite em (3.77), obtemos
que esta desigualdade (3.92) torna-se uma igualdade. Isto implica que o1 = 309. Em

particular, como oy + 09 = 0, obtemos que

1
01:20 e oy= 0. (3.93)

Portanto, devido a (3.93), concluimos a demonstracao dos itens (7i) e (7i7) do enun-

ciado.

]

Nosso objetivo agora sera provar que o suporte da medida o é formado por
pontos criticos da fun¢ao ©,. Dado isto, a afirmagao do item (2.3) do Teorema 4

seré finalmente demonstrada.

Agora, relembre que para fungdes ¢ definidas em M utilizaremos a notagao

V7 para o gradiente de ¢, assim como div’ ¢ para o seu divergente.

Proposigao 3.21. Paran =3, seja (u;) uma sequéncia de solugoes positivas de (3.1)
com I;(u;) uniformemente limitada e Py # @. Entao, temos que VI'D,, =0 em supp

g.

Demonstra¢io. Relembremos a expressao encontrada em (2.2), no Lema 2.2, mas
fazendo ¢ = S e f = K; por conta do nosso estudo do problema (3.1). Como aqui

temos n = 3, isso resulta em

1 ,
8/ DF(Vui,Vui)—élf |V div F - f K F-v(uf")
M M pi+1Jm
N L TRy MG LSl D SR EXY)
2 Ju o Jos on oM’ - '

Notemos que o terceiro termo no lado esquerdo de (3.94) nos fornece o seguinte:

1
pi+]-

, 1 .
[ K F-v(™) = - /(pi+1)Kiule-Vui
M pi+1JMm

—f Kl F- V. (3.95)
M
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Aplicando o Corolério 1.9 neste termo no lado direito de (3.95), segue que:
—f Kul'F-vu; = [ w; div(K;ul F) —f u, Kiu?' F -
M M oM
= f uf“lF-VKi + pi/ K;ul"F -vu; + f KiufﬁldivF
M M M
—f Kiul™ F . (3.96)
oM

Com isso, observe que (3.96) nos diz que

—(pi-i-l)f Kl F-vu, [uf“lF'VKiJrf Kiuf"“divF—f Kb Py,
M M M oM

ou seja,

1 . 1 .
1 f uf”lF-VKi + 1 f K,-uf”ldivF
Di M Di M

1 A
+1 /aM K; uzijﬁl Fen. (3.97)

M

Di

Desta forma, por (3.95) e (3.97), encontramos que

1 , 1 , 1 .
- f K, F-vul) = / W E VK + f K;u' div F
pi+1lJm ! pi+1lJm ’ pi+1Jm !
1 .
- Kul" Fo. 3.98
pl+1AM Y K ( )

Agora, note que o primeiro termo no lado direito da igualdade em (3.94) nos revela

o seguinte:
8ui pitl
oM on oM
Sabemos que Vu; = V7u,; + n%—’:f. Analogamente, utilizaremos o Corolario 1.9 no
a i p;+1
termo no lado direito de (3.99). Além disso, como u; é solugao de 2 Ui _ Hiu,? |

on
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segue que:
pi+1 pi+l Pl Oy,
4/ Hiu,* F-Vu, 4/ Hiu,? F'VTUi+4[ Hiu,;? F-n
oM on
pi+1
—4/ uldlv(HuQF)+2/ H2uP™* F o

pit+3 p+1
-4 u.QFVTH—Z(pz+1)f Hiju;? F-v'u,

)

p;+3
-4[ Hu,* dv'F +2 [ HRu" Py

pi+3 pitl
—4/ u? F. VTH—2(pz+1)f Hyu,® F-vVu

+1 p;+3
+2(p1+1)[ Hu Gul —4/ Hyu, 2 divi F
+2f H2uP ' F oy
p;+1
:_4[ .2FVTH—2(pl+1)/ Hiu; > F-Vu;
oM
p+3
+(pl+3)f H2uP™ Fog - 4/ Hyu, > div' F.
(3.100)
Assim, observe que (3.100) nos diz que
p1+1 pit3 pz+3
(4+2(p1+1)f Hiu,? F-Vu; = -4 uiQFVTH—ZI[ HUQdIVF
oM
+(pi+3)/ H2uP™* F o,
oM
Mas, como 4+2(p; +1) = 2 (pi +3), segue que
p;+l p;+3 2 p;+3 T
[ Hyu?® F-vu = - [ w? F-vTH - Hyu,® div’ F
oM ! pz+3 pi +3 Jom
1 .
+—[ HZuP™ F o,
2 Jom
ou seja,
pi+l 8 p;+3 8 p;i+3
4/ Hyu,? F-Vu, = - w? F-vTH, - Hyu,? divT F
p;+3 Jom pi +3 Jom

+2[8MHfuf“1F-n. (3.101)
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Assim, por (3.99) e (3.101), encontramos que

8“@ 8 p;+3 7 8 pit3 T
8/ (Vu; - F) = - w, > F-V'H; - f Hiu;,? div' F
oM on pi +3 Jom pi +3 Jom
+2 [ HXPuPHFop. (3.102)
oM

Agora, substituindo (3.98) e (3.102) na identidade (3.94), concluimos que:

1 |
8/ DF(Vui, Vi) — 4[ VP div F + [ PR LYK,
M M 1Jm

i

1 , 1 _ 1
+ f KiuP ' div F - f KiuP™ ' Fon o+ —f SF-v(u?)
pi+1Jm pi+1 Jom 2Jm
8 pi+3 - 8 pits T 9 pi+l
= - [ u, > F-V' H; - f Hiu,? divi F + 2 Hiw,'"" F-n
p; +3 Jom p;+3 Jom oM
- 4[ VP F - n. (3.103)
oM

A ideia geral é escolher adequadamente campos de vetores F' nesta identidade (3.103),
depois multiplicar por §;! e calcular o limite. Utilizando a desigualdade (3.81), per-

ceba que, para o sexto termo no lado esquerdo de (3.103), temos
1
0.—1—[ SF-v(u?) — 0. 3.104
2y [SEv) (3.101)

Agora, considere a funcdo distincia d, que mede a distdncia de um ponto p € M &
fronteira OM, tal que d tem sinal positivo dentro da variedade M. Dado um § > 0

pequeno, defina uma fungdo corte X;(t) suave nao decrescente

1 se t<¢;
Xi(t) = :
0 se t>20;

com 0; - 0. e seja o campo de vetores F' = X(d)d vd. Dado isto, como |vd| = 1,
obtém-se que

div F’

X(d)|vd]? + dX’(d)|[vd]* + d X(d) divvd
X(d) + dx’(d) + dX(d) Ad
= 1+0(d), (3.105)
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quando o ponto aproxima-se da fronteira M. Note que F(p) = 0 para todo p € IM,
ja que para tais pontos p tem-se d(p) = 0. Consequentemente, o quinto termo no lado
esquerdo da identidade (3.103) e todos os seus termos no lado direito se anulam. Isso

implica que

1 | 1 |
— / uPZJrlF.vKi + / |Kl|up1+1d1VF+4f |VU,Z|2d1VF
pi+1Jm pi+1Jum ' M
1
:stF Z-+—fSF« 2y | 3.106
[ DF(Vuvu) + 2 [ SF-90) (3.100)

Em uma base ortonormal, temos que F'= X (d)d Z 0, d e;. Entao, encontramos que
I

j,k
= Y (¥(d)0;d d ohd + dO;ddid + dd 0, O ) Dyu; Dy,
J,k
= (X'(d)d + X(d))(Vu; - vd)? + X;(d) d v3d(Vu;, Vu;) .
(3.107)

Como d V2d ¢ limitada e se anula na fronteira 0M, segue que
./]\/[%Z(d) d v3d(Vu;, Vu;) — 0.
Entao, obtém-se
/MDF(Vui,VuZ-) - (1+ Oi(l))/j\/[(Vui-vd)2 + 0i(1).

Desta forma, devido a (3.107) e (3.105), observe que, como p; + 1 — 6, a identidade
(3.106) resulta em

Ll e+ (1v0) [l = (8+0.0) [ (Fu-90)? + 0(1).
(3.108)

Dos itens (ii) e (iii) da Proposigao 3.20, segue, respectivamente, que

9i11f|Ki\upi+1Ala e 4(91-1[\Vui|2—*10.
6 Jm ! 8 M 8
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Logo, temos que (3.108) implica que
f Tl = (1 + 0(1))f (V- vd)? + 0i(1). (3.109)
M M

Da Desigualdade de Cauchy-Schwarz, se tivermos ‘/]:4 (V| = fM /M (Vu, - Vd)Q,
entdo Vu; é paralelo a Vd. Assim, (3.109) nos diz que, no limite, temos que Vu; é
normal a fronteira OM. Agora, escolha um campo de vetores arbitrario V' tangente
a OM, e o estenda como um campo de vetores X no interior de M tal que div. X =0
em uma vizinhanga de 9M. Observe que, fazendo F' = X em (3.103), todos os termos
em (3.103) envolvendo F'-n em OM ou div F' em M se anulam. Dado isto, observe

que a identidade (3.103) resulta em

1 , 1
8/ DF(Vus, Vi) + / WPHE VK, + —[ SF-v(u?)
M pi+1Jm 2 Jm
8 p;+3 8 p;+3 T
- / w? V-vTH, - Hyu,® avTV. (3.110)
p; +3 Jom p; +3 Jom

Pela Definigao 1.7, dado um referencial ortonormal {e; } temos que div, X = (V., X, e;).
Escolha um referencial tal que na fronteira OM tem-se e, = 7. Seja X = X7 + X1

onde X! é paralelo a e, e X7 = X — X!, Assim, veja que

1
<VZ;X’ 6i> + (venX7 en)

S
|

0= (ding)|

M i=1
n—1
= Y AVIXT,e) + (Ve X, en)

i1
= divi'V + (Ve, X, €n),
ja que X = XT =V em OM. Entao, obtemos

divi' V = (v, X,n).

Agora, vamos analisar o primeiro termo no lado esquerdo da identidade (3.110). Com

o referencial ortonormal acima, obtemos

DX(U#?) = aan = <venX76n>7
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onde X, = (X,n). Como, no limite, Vu; é normal a M, encontramos que

. 4 1
89;1f DF(Vus, Vu;) = / pr( Y4 VUi g —[ (v,
M M |Vui| [Vl 4 Jom

1 1
Mas, div" V= = (v, X,n), entio | fa (O Xonhdo = -5 fa vV do. Assin,

segue que

89;1f DF(Vu;, Vu;) —> —1f divT V do .
M 4 Jom

Para o segundo termo no lado direito de (3.110) temos o seguinte: pelo item (i) da

Proposicao 3.20, e como p; + 3 — 8, temos

pit+3
- 0;1 i3 Hiu, * div” V—>——f div’ Vdo .
Di oM

Desta forma, quando multiplicamos a identidade (3.110) por 6;! e calculamos o
limite, estes dois termos acima se cancelardao. Mais ainda, por (3.104), o terceiro
termo no lado esquerdo de (3.110) tende a zero. Pelo item (iz) da Proposi¢ao 3.20,

e como p; + 1 - 6, o sequndo termo no lado esquerdo resulta em

1 ‘
9;1 —— Ajufl+1F -VK; — f |K| (V VTK) do .

Pelo item (i) da Proposi¢ao 3.20, e como p; +3 — 8, o primeiro termo no lado direito

resulta em

pit+3

w,? V-vTH, —>——f —(v V' H)do.

Y

pi t+ 3

Por conseguinte, a identidade (3.110) se torna

f (V-V7K) da+—[ —(V vTH)do = 0,
K]
ou seja,

1
— vVI'K+ =vT'H )| do = 0. 3.111
4[ (2|K|v tuY )U (3:111)

No entanto, pelo Lema 3.19, a medida o satisfaz suppo c Py = {pe P : D,(p) = 1}.
Assim, no suporte de o temos
1

1 1
— V'K + —vTH = T, =v'D, .
2|K|v + Hv @nv v
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Por este fato e (3.111), obtém-se que
/6 (V-vI®,)do = 0 paratodo V eX(OM).
M

Portanto, conclui-se que V7'®,, = 0 no suporte da medida o, como querfamos de-

monstrar.

O

A proposigao implica na demonstracao do item (2.3) do Teorema 4, uma

vez que estavamos assumindo que 1 é um valor regular de 2,,.



111

Apéndice

Aqui, relembraremos o Lema 2.9, que enunciamos no Capitulo 2, e o demons-

traremos a seguir. Antes disso, lembre que o funcional energia I em M, definido em

(3), é dado por

2(n-1) 1 n-2 . .
I :—f 2—[ 2——fK2— —QfH2 112
(u) n-—2 M|vu| +2 MSU 2n JMm u (n ) oM Y ’(3 )

onde 2* = 2 ¢ 2# = % A funcao ©,, : OM — R é dada por

0,(p) = Vi (n 1) 4|

[K(p)l

Lema 3.22. Suponha que ©,(p) > 1 para algum ponto p € OM. Entao pode-se en-
contrar uma sequéncia de fungoes () em HY(M) tal que o > 0 e I(pg) — —o0

quando temos k — +o00.

Demonstragdo. Inicialmente, como ®,,(p) > 1, segue que H(p) > 0.

Considere uma extensdo de (M, g), que denotaremos por (M,q), incluindo
uma vizinhanga exterior da fronteira M. Seja 1 o campo normal unitario para
fora ao longo da fronteira OM. Dados dois pardmetros positivos 5 e D, tais que

D > ———— considere o ponto Pz p € M\M dado por

vn(n-1)
Psp = Exp] (\/n(n-1)Dpn(p)),

onde Expg ¢é a aplicagdo exponencial de g em p. Note que

distz(p, Psp) = \/n(n-1)D > 3

distz(p, Ps.p) < distz(x,Psp),
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para todo x € M. Defina a familia de fungoes @3 p em M como

¢p,p(7) = £ — (3.113)
(dzst~(x Psp)? - 62) 2

para (3 > 0 suficientemente pequeno. Agora, defina a familia modificada 5 ,, por

n-2

Psp = W7 9D (3.114)

onde p é uma constante positiva, ainda a ser determinada. Nosso objetivo é estimar

o funcional energia I aplicado em tais fungoes, escolhendo um valor adequado para

Vn(n-1)

a contante positiva p de tal forma que I(pz p) — — oo quando D —

Para evitarmos complicagoes na notacio, defina ep > 0 como

et =n(n-1)D? -

1
e note que €% - 0 quando D — ————=. Por (3.112), segue que
vVn(n-1)
— 2 (n 1) 2 pr 2 n-2 . 2%
I(®sp) = f IVes,p 5 fMSsog,D MWl fMlKlsog,D
- -2) n-l f H . 3.115
(-2 [ Wt (3115

Considere uma bola B(p,r) em torno de p € M tal que H(q) > ¢ > 0 para todo
q € B(p,r). Note que se x ¢ B(p,r), entdo dist;(x, Ps p) > r. Isto implica que

n-—2
b8z
pp,0(x) < 2—2)@7
A
para todo x € M\B(p,r). Portanto, cada uma das integrais em (3.115), quando
restritas a M\ B(p,r) tendem a 0 quando 8 — 0. Portanto, vamos estimar as integrais

em (3.115) em B(p,r).

Para o quarto termo no lado direito em (3.115) temos

o= [ Hep - [ H ¥ + 0s(1
on ¥5.D ONB (pr) ¥3,D 0s(1)

C 2% 1 0a(1 3.116
OMAB () ¥3.D 0s(1) ( )

v
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onde 05(1) tende a 0 quando § — 0. Agora, considere coordenadas normais (z1, ..., z,)
em torno do ponto Pg p tais que a geodésica unindo p a P p coincide com o eizo
x,. Facamos T = (1, ...,2,-1). Assim, a menos de um fator multiplicativo da forma
(1+0.(1)) com o,(1) tendendo a 0 quando r — 0, devido ao elemento de volume na

integral, observe que podemos reescrever (3.116) da seguinte forma:

Bn—l

o=>c|f 47 + 0s(1)
Bt e ([Z2 +n (n - 1) D22 - 5?)
T n—1
-cf [ O d9ds + op(1)
0 JS"2(0,s) (32 + 32 5213)
= Cvol(S"? ﬁ”_lfT sl —ds + o0g(1).
( ) 0 (82+—525%) 1
Faca a mudancga de variaveis ¢t = i, o que implica ds = Sep dt. Entao, segue que

Bep

tn—2 Bn72 6%_2

r n—2 r
n-1 S n-1 [ Pep
ds = f dt
B ./(: (32 4 52 £2 )"’1 5 b 0 (t2 32 €2 4 32 2 )"*1 Bep
D D D
_ 671—1 / 13:D tn—2 Bn—l gr[L)—ln_l dt
0 (62 e2 (12 + 1))

_ 6n—1 /ﬁ‘:D tn—? Bn—l 6%71 dt
_ 2(n-1 n—
0 B2(n 1)€D( )(t2 + 1)1

1 : -2
et Jo (2 + 1)

r

Bep
Ap = f*‘” i dt = —\/7?1“(”7‘1)
0

t = .
(1 + t2)n71 2n71 F(%)

Como r é fixo e § é pequeno, entao

— +00 quando €p tende a 0. Defina

Entao, tem-se

Lrod) o). (3.118)

H 90?; > H(p) vol(S”’Z) An
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Para o terceiro termo no lado direito em (3.115), temos

T::/K > f K + oy(1
M| |905,D MAB(p | ‘S%D 0s(1)

C + 03(1).
MOBn (o) S%,D ﬁ( )

IN

Agora, analogamente ao que fizemos antes, tome coordenadas normais. Entao, a

menos de um fator multiplicativo da forma (1 + 0,.(1)), temos

z + og(1).

Bn
<C d
: fB"(w)+ (|72 + (2 +\/n(n-1) DB)2 - 52)"

Observemos que esta integral em T nos fornece que

Bn
T, = / —dx
! B0« (|72 + (2 +/n(n—1) D5)2—52)
r r2-z2
_ dfdsdz,
./0 fo fsn?(o,s) s2 + (z, + \/n(n 1) DB)? - ?)"
< vol S 2 ,an f = dzy ds
(s2+22+ B2 +2x,\/n(n-1) Dﬁ)
< T, ds

N ) s 2
vol(S 2)5 /0 /; 82+ﬁ252 +2$n\/mDﬁ) o
vol(S” 2 gt

2(n-1)D+/n(n-1) f 52+5252+2'r\/n(n 1 Dﬁ)

L, ) f (3.119)
2(n-1)D+/n(n-1) (s2+ 52 2) s ‘

Note que s2+52e%+2r+/n(n—-1) DS > 2rf, para todo s € (0, 7). Portanto, o primeiro

termo do lado direito em (3.119) é limitado por uma constante que depende apenas

n—2

de 3 e r. Porém, perceba que o segundo termo no lado direito em (3.119) foi calculado

em (3.117). Desta forma, segue que

vol(S"2) 1+ 0,(1)
2(n-1) eyt

[ 1Kl D < K@) A fop(1).  (3120)
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Para o segundo termo no lado direito em (3.115), podemos repetir estes mesmos
passos que fizemos. Entao, tem-se
: wol(872) P(52) T(5) 14.0,(1)
Ju S0

S0 o T (- 3) e + op(1)

0( ! ) (3.121)

n-2
€D

IN

Por fim, para o primeiro termo no lado direito em (3.115), temos
—2 n2 \Vdist(z, Ps.p)?|

2 (dist(x, P3p)? - 62)%
Como |Vdist(x,p)| < 1, entdo |Vdist(x,p)?| <2 dist(zx,p). Dali,
dist(x, Ps p)

n
[Vsp| =

Veosn| < (n-2)8" - (3.122)
(dz’st(x, Psp)? - 62) 2
Com isso, raciocinando como foi feito anteriormente, obtemos
Vespl® = f Vst + os(1). 3.123
JuIwesnl = [ 9esnl + 0s(1) (3.123)

Tomando coordenadas normais, analogamente ao que foi feito antes, a menos de um

fator multiplicativo da forma (1 + 0,.(1)), segue que

A = anBn(p,r)ngﬁ’Db
N 2

(-2 [ |x|2+(xn+\/me) o

B (0,r). (|’f|2 + (2, +/n(n-1) DB) _52)

L - 2 Q2 2

ooy [ B 0N

Br(0.r)+ (lfc‘|2+(:rn+ n(n-1)DB) _52)
- (n—2)2[n = : o
Bn(0,r)+ <|§7~|2+ (In+\/mD6) _52)

+(n-2)2 b x. .
(-2 [ o0 Tom s mm)?—m)”d (3.124)

IN
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Observe que o segundo termo no lado direito em (3.124) é exatamente igual a Ty,
que ja foi estimado em (3.119). Para o primeiro termo no lado direito em (3.124),

perceba que

-2
v o=
[Bn(w)+ (|gz;|2+(:cn+\/7”0(7171Dﬁ)2 52)

T2 x2 n-2
f f " b _dfds dz,
S7-2(0,5) 32 (z, + /n (n 1) DB)Q 52)

dx, ds

IN

vol Sn2 ﬁn 2[ [ —
s?+ a2+ 2% +2xn\/n(n 1 DB)

IN

n—2 n—2 Sn2
UOZ(S )ﬁ [0 [0 52 /6’282+2xn\/n(n—1)D,3)n_ld$nd8

- vol(S” 2 pn3 /- _gn-2
B 2(n-2)D+/n(n-1) (s2+ /8262+27“\/n(n 1 DB)

+ vol(872) f (3.125)
2(n-2)Dy/n(n-1) (s2+ 62 2) . '

Note que s2+52e%+2r+/n(n—-1) DS > 2rf3, para todo s € (0, 7). Portanto, o primeiro

termo do lado direito em (3.125) é limitado por uma constante que depende apenas

de 5 e r. Para o segundo termo no lado direito em (3.125), a andlise ¢ andloga ao
que fizemos no termo na integral em (3.117). Para isso, novamente faca a mudanga

s
de variaveis t = 6—, o que implica ds = fep dt. Entdo, temos que
€D

~ r 8n—2 ~ ﬁ; tn—2 ﬁn—? En—?

5713[ 2. 72 .2 \" 2 ds ch 3[ ’ 2 32 2 2D2 oz Pep dt
0 (s2+p2e3) 0 (2preh + el

_ n-3 B‘:D

i

tn—2 511—1 5711)—1
r n— n-1 ~n-1
- g [T o dt
0

dt

n—2
(B2 (2 + 1))
32(n-2) €2D(n-2) (2 + 1)72

1 Bep tn—2
= ——dt. 3.126
55y gn=3 ./(; (12 + 1)n2 ( )
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r

Como r é fixo e [ é pequeno, entdo —— — +oo quando £p tende a 0. Assim como a
€D

integral final em (3.117) é limitada, temos que a integral final em (3.126) é limitada

por uma constante. Desta forma, por (3.123), (3.124), (3.125) e (3.126), segue que
(n-2)%v0l(S"2) 1+ 0,(1) 1
2\, . +o|l—=|.
[, [vesn < 2(n-1) a5t \ep?

— n-2 . . . . .
Como g p = 2 ¢p p, podemos substituir o primeiro, segundo, terceiro e quarto

termos no lado direito em (3.115) por (3.127), (3.121), (3.120) e (3.118), respectiva-

mente. Consequentemente, a menos de um fator multiplicativo da forma (1 + 0,(1))

(3.127)

em cada um dos termos, obtemos o seguinte:

n— n—2)2vol(S"2 0

n-2 n— vol(S"2) 1+0
() - e e e )
— (n-2)p" " H(p)vol (S"?) )\n%ffl) + op(1)

= A" 20ol(S"?) (n-2) (—45((752)_)'1) pu? = H(p)p + 1) #
. o(gnl_g) | (3.128)
Defina K
P(uy = EOL gy (3.129)

Cdn(n-1)
Note que, existe p > 0 tal que P(u) < 0 se, e somente se, o discrimante de P(u) é
positivo, ou seja, se tivermos
—J(fi(f)ﬂ) (Dn(p)? - 1) = H(p)* - —n@(?)l') > 0. (3.130)
No entanto, perceba que (3.130) é equivalente a nossa hipétese ©,, > 1. Portanto,
devido a este fato e a identidade (3.128), podemos afirmar que existem pardmetros

Vn(n-1)

B,r >0 pequenos e p >0 tais que I(@5 p) —> — oo quando D —
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