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RESUMO

O presente trabalho faz uma analise estatica de uma viga compdsita laminada biapoiada situada
sobre base elastica. O elemento estrutural tem a flexdo regida pela cinematica de Euler-
Bernoulli, € submetido a um carregamento senoidal e formado por 3 camadas cuja orientacdo
das fibras o categoriza como viga cross-ply. O desenvolvimento analitico compreende a
formulacdo das equacgdes de equilibrio e das condi¢des de contorno partindo do principio da
minima energia potencial e a solucdo das equacdes diferenciais parciais via método de Navier.
Outrossim, é feita a deducédo da tensdo cisalhante a partir das equac6es de equilibrio, bem como
é analisada a influéncia da base elastica nos deslocamentos axiais e verticais e nas tensdes
normais e cisalhantes ao longo da viga.

Palavras-chave: Materiais Compositos, Viga Cross-Ply; Base Elastica; Euler-Bernoulli.



ABSTRACT

The present work makes a static analysis of a double-supported laminated composite beam
located on an elastic base. The structural element's bending is governed by Euler-Bernoulli
kinematics, is subjected to sinusoidal loading and is formed by 3 layers whose fiber orientation
categorizes it as a cross-ply beam. The analytical development comprises the formulation of
equilibrium equations and boundary conditions based on the principle of minimum potential
energy and the solution of partial differential equations via the Navier method. Furthermore,
the shear stress is deduced from the equilibrium equations, as well as the influence of the elastic
base on the axial and vertical displacements and normal and shear stresses along the beam.

Keywords: Composite Materials; Cross-Ply Beam; Elastic Base; Euler-Bernoulli.
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1 INTRODUCAO

Segundo Beer et al. (2011), vigas sdo elementos estruturais projetados para suportar a
acdo de cargas que costumam atuar perpendicularmente ao seu eixo ocasionando esforcos de
flexdo e de cisalhamento. Neste trabalho, a viga é formada por materiais compositos que,
segundo Kaw (2006), sdo oriundos da combinagcdo de dois ou mais materiais de modo a
combinar suas propriedades particulares.

O presente trabalho realiza a analise estrutural de uma viga composita laminada
biapoiada, apoiada em base elastica e submetida a carregamento senoidal. A viga é composta
por 3 camadas, conforme a Figura 1, e reforcada por fibras com orientagdo: 0° 90° e (Q°
conforme mostrado na Figura 2. Essa configuracdo atribui ao elemento estrutural a
denominacdo de viga cross-ply. Outras configuracdes para vigas compositas laminadas,

baseadas na orientacdo de suas fibras, se encontram no Apéndice H.

A partir do campo de deslocamento de Euler-Bernoulli foram desenvolvidas as
expressdes matematicas atreladas a flexdo da viga. Nessa teoria, as se¢@es transversais da viga

permanecem planas e ortogonais ao eixo médio apos a acdo do carregamento.

Figure 1 - Viga Composita Laminada Biapoiada ssituada sobre base elastica

Fonte: Elaboragdo Prépria (2023)



Figure 2 - Viga Cross-Ply
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Fonte: Elaboragdo Propria (2023)

A viga em analise neste trabalho seréa restrita a biapoiada ao calibrar as molas, situadas
em suas extremidades, de tal modo que as rigidezes aos deslocamentos verticais e ao
deslocamento axial, respectivamente denominados por ko%, k" e ko", tendam ao infinito. Esta
limitacdo € devido ao método de resolucdo de Navier ser destinado apenas a este tipo de apoio.
Adicionalmente, devido a grande quantidade de analises, este trabalho sera restrito a analise de
vigas laminadas reforcadas com fibras submetido a carregamento senoidal e apoiada em base

elastica de Winkler e Pasternak conforme ilustrado na Figure 3.

Figure 3 - Viga Cross-Ply submetida a carregamento senoidal

qz (x>

Fonte: Elaboragdo Propria (2023)

No presente trabalho, a formulacdo das equacBes de equilibrio e das condicbes de
contorno partiram do Principio da Minima Energia Potencial cuja explicacdo se encontra no

Apéndice G. Em seguida, é deduzida a expressdo da tensdo cisalhante através das equacdes de



equilibrio com o objetivo de tecer comparac@es a tensdo de cisalhamento oriunda do modelo
constitutivo. Além disso, sdo analisadas as contribuicdes da base eléstica perante os

deslocamentos e as tensdes atuantes na viga.

2 OBJETIVOS

2.1 OBJETIVOS GERAIS

O presente trabalho almeja formular as equacfes de equilibrio e as condi¢Ges de
contorno de uma viga compdsita laminada biapoiada situada sobre base elastica. Além disso,
objetiva deduzir a tensdo de cisalhamento por meio das equacdes de equilibrio e, em seguida,

compara-la com a tensées cisalhante oriunda do modelo constitutivo.
2.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

Para obter as equacdes de equilibrio e as condi¢des de contorno da viga, foi necessario
empregar o Principio da Minima Energia Potencial. Esta teoria mostra que a energia total no
sistema é nula quando ha equivaléncia entre as intensidades das energias potenciais externa e

interna. Para averiguar a deducdo, consultar o Apéndice G.

Para solucionar as equacgdes de equilibrio, foi utilizado o método de Navier. Este
representa a solucdo das equacdes diferenciais parciais via séries de Fourier, apresentadas no
Apéndice C. Ademais, a fim de tecer comparac6es com a tenséo cisalhante oriunda do modelo
constitutivo, foi formulada a expressao da tensdo de cisalhamento por meio da integracédo das

equac0es de equilibrio.
2.3 JUSTIFICATIVA

Na literatura ha caréncia de analises mecanicas referentes a vigas compositas laminadas
apoiadas em base elastica com condicdes de contorno arbitrarias proporcionadas pela
modelagem de molas em suas extremidades. Tal situacdo levou o presente trabalho a formular
e solucionar as equacbes de equilibrio, bem como analisar os deslocamentos e as tensdes
presentes ao longo da viga compdsita laminada reforcada por fibras apoiada em base elastica e
com condi¢cdes de contorno quaisquer. Outrossim, vigas compositas laminadas apresentam
elevada resisténcia mecanica tornando as ideais para aplicacdo tanto na auséncia quanto na

presenca de diferentes tipos de bases elasticas regidas por Winkler (1867) e Pasternak (1954).



3 METODOLOGIA

Para entender a mecénica dos materiais compdsitos laminados, foi feita revisdo
bibliogréafica acerca de materiais compdsitos, teorias de flexdo e modelos de fundagdo. Além
disso, para a formulagdo analitica da flexdo em vigas compdsitas laminadas apoiadas em base
elastica foi necessério utilizar o Principio da Minima Energia Potencial e o0 Método de Navier
para solucionar as equacdes diferenciais parciais atreladas ao equilibrio estrutural. Em virtude
do desenvolvimento analitico complexo, foi utilizado o software Mathematica para comparacéao
e seguranca nos calculos envolvidos. Outrossim, recorreu-se ao software Origin para

elaboracgdo dos graficos.

Figure 4 — Etapas da Analise Estatica da Viga Compésita Laminada
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Fonte: Elaboragdo Propria (2023)

Outros trabalhos de conclusdo de curso do Departamento de Engenharia Civil da
Universidade Federal de Sergipe abordaram estruturas formadas por materiais compositos.
Melo (2022) modelou uma viga compésita laminada funcionalmente graduada porosa sem a
presenca de base elastica através da implementacdo de teorias de alta ordem via método dos
elementos finitos espectral que possibilitou averiguar a distribuicdo de tensdes e de
deslocamentos ao longo da altura da viga. Oliveira (2022) investigou uma viga compadsita
laminada submetidas a diferentes condi¢cdes de contorno e de carregamento, apoiada em base
elastica e regida pela cinematica de Euler-Bernoulli. Além disso, as equagdes de equilibrio da
viga partiram do Principio dos Trabalhos Virtuais e foram solucionadas por meio do método de
variagdo de pardmetros. Outrossim, a autora averiguou a influéncia da base elastica nas

intensidades dos deslocamentos da viga.



4 REVISAO BIBLIOGRAFICA

4.1 MATERIAIS COMPOSITOS

Segundo Reddy (2003), o material compdsito € resultante da interacdo entre
componentes ndo solveis entre si na escala macroscopica. Nessa perspectiva, 0s elementos
com maior e menor concentracdo sdao denominados respectivamente como matriz e fase de
refor¢o. Segundo Jones (1999), a fase pode se encontrar na matriz sob varias formas, a serem:

particulas, 1aminas ou fibras conforme ilustrado na Figura 1.

Figure 5 - Tipos de materiais compdsitos

Fiber composites

Fonte: Jones (1999)

Na Engenharia Civil, os materiais compositos podem compor as lajes, as vigas e 0s
pilares em virtude da excelente resisténcia mecanica. Nessa perspectiva, o concreto armado €
considerado um material compoésito onde a matriz, representada pelo concreto, apresenta

resisténcia a compressdo e a fase, representado pelo aco, resiste aos esfor¢os de tragéo.

Outrossim, segundo Jones (1999), nas Engenharias Aeronautica e Aeroespacial, estes
materiais permitem as aeronaves e as espaconaves adquirirem resisténcia aos elevados
gradientes de temperatura conforme transitam as camadas da atmosfera. Atrelado a isso,
proporcionam menos peso e, consequentemente, reducdes no consumo de combustivel e no
custo das companhias aéreas. Na Figura 6, sdo ilustradas as partes da aeronave e da espagonave

constituidas por materiais compasitos.

Além disso, os materiais compdsitos sdo eficientes contra a oxidacdo e eficazes a
adaptacéo entre o tecido humano e aparelhos de implantes, o que justifica respectivamente a
aplicagdo nas industrias naval e biomédica. Ademais, apresenta amplo emprego na constituicéo

de componentes eletrénicos, a exemplo das fibras oticas.



Figure 6 - Materiais comp0sitos em aeronave e em espagonave
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Fonte: Adaptado de Jones (1999)

As resisténcias mecéanica e térmica dos materiais compositos sao influenciadas pelo
angulo entre suas fibras e o eixo global da estrutura como apresentado na Figura 7. Segundo
Huynh et al. (2017), varias orientagdes, conforme ilustra a Figura 8, agregam resisténcia as
tensdes térmicas.

Em Kaw (2006), sdo apresentados graficos das propriedades mecanicas de um material
composito em funcao da orientacdo de suas fibras. Na Figura 9, é perceptivel o decremento nos
valores de Ex e vxy com o aumento do angulo entre os eixos local e global. Enquanto que, para

Ey, ocorre comportamento inverso. Além disso, € ilustrada a variacdo de Gxy cuja maior

intensidade estéa atrelada ao angulo de 45°.

Figure 7 - Sistemas de coordenadas global e local

Fonte: Reddy (2003)



Figure 8 - Orientagdes de fibras do material compdsito

z

Fonte: Reddy (2003)

Figure 9 - Propriedades Mecanicas em fungdo da orientacdo das fibras. a) Modulo de elasticidade
longitudinal na direcdo x, b) Mddulo de elasticidade longitudinal na direcao y, c) Coeficiente de Poisson e

d) Mddulo de Elasticidade Transversal no plano xy.
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1) ST T T T S Y T T T N E B I .._.—T._. L | ) 7
0 15 30 45 &0 75 90 e 5 v = 0 = o0
Angle of lamina, § (degrees) Angle of lamina, 8 (degrees)
c) d)
10 t T T T T T L——
r ]
-

(GPa)

(:'q

[ [T S T T A Fa—
o 15 30 45 60 75 20
Angle of lamina, & (degrees)

0[. PR Y S T S——|
i}

15 30 45 60 75
Angle of lamina, 8 (degrees)

Slllllln

Fonte: Adaptado de Kaw (2006)



4.2 TEORIAS EMPREGADAS NA ANALISE ESTRUTURAL DE VIGAS
COMPOSITAS LAMINADAS

Para a analise estrutural das vigas compdsitas laminadas, pode ser aplicada alguma das
seguintes teorias: Teoria da Camada Unica Equivalente (TCUE), Teoria do Zig-Zag (TZZ) e
Teoria Lawersize (TLW) Teoria do Zig-Zag (TZZ). No presente trabalho, foi implementada a
funcdo Zig-Zag na cinematica de Euler-Bernoulli.

Figure 10 - Estrutura com varias camadas

Fonte: Reddy (2003)
A TCUE analisa materiais estratificados equivalente a um material homogéneo com
camada unica, o que permite obter resultados satisfatorios no que tange a deslocamentos. Além

disso, 0 nimero de camadas da viga ndo interfere no desempenho computacional da solucéo do

sistema de equacdes diferenciais. No entanto, suas funcdes pertencem a classe C* o que impede

averiguar satisfatoriamente as tensdes nas interfaces entre as camadas. Nessa situacédo, deve-se

recorrer a outras teorias que, segundo Reddy (2003), adotam funcdes continuas de classe C°,
a serem: Teoria Zig-Zag (TZZ) e Teoria Layersize (TLW).

A TZZ permite solucionar os sistemas de equactes diferenciais independentemente da
quantidade de camadas da viga. Dessa maneira, 0 processamento computacional se configura
com maior velocidade em relacdo a TLW. Segundo Ghugal e Shimpi (2010), embora a TLW
gere resultados bem precisos, sua maior limitacdo se encontra na dependéncia entre 0 numero
de incognitas e o nimero de estratificacdes do elemento estrutural. No Quadro 1, sdo ilustradas
comparagdes entre as teorias apresentadas.

Quadro 1 — Comparacdo entre TCUE, TZZ e TLW

) Solucdo dependente do .
Teoria ) Classe de fungéo
namero de camadas
TCUE N&o ct
TZ2Z N&o o
TLW Sim o

Fonte: Elaboragdo Propria (2023)



4.3 MODELOS DE FUNDACAO

Para analisar a interagdo entre uma estrutura e uma base elastica, pode recorrer aos
seguintes modelos: Winkler (1867) e Pasternak (1954). O primeiro modelo considera o solo
uma base elastica onde, segundo Antoniazzi (2011), apenas as particulas abaixo do
carregamento se deslocam de forma independente. Enquanto que, no segundo modelo, tanto as
particulas abaixo do carregamento, quanto as localizadas nas regifes circunvizinhas, se
deslocam de forma dependente. A expressao (4.6) e a Figura 11 a) ilustram apenas o0 modelo
de Winkler (1867), enquanto que a expressao (4.7) e a Figura 11 b) apresentam a combinagéo
entre os modelos de Winkler (1867) e Pasternak (1954), empregada na analise estrutural do
presente trabalho.

Figure 11 — a) Modelo de Winkler e b) Modelo de Winkler-Pasternak

a)
\
Carregameanto &am
Ggix) N/'m
II
- l Carga do tipo
. A A 8 8 A X, pontual

i 1

wirx)

e e

Molas
Superficie cisalhads

Fonte: Adaptado de Santos (2015).

q=k,-u (4.6)

W
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- 8ok @)
onde:

q — carregamento.

u - deslocamento da base elastica.

k, - coeficiente de rigidez sem relacéo com o cisalhamento da base elastica.

k- coeficiente de rigidez atrelado ao cisalhamento do solo.

Oliveira (2022) analisou uma viga composita laminada anisotropica situada em base
elastica e submetida a carregamento uniforme em diversas condi¢es de contorno, a serem:
biapoiada, biengastada e engastada. Além disso, utilizou o campo de deslocamento oriundo da
teoria de Euler-Bernoulli e, através do Principio dos Trabalhos Virtuais, formulou as equacdes
de equilibrio e as condigdes de contorno. Para solucionar as equacfes diferenciais, foram
utilizadas técnicas de integracdo direta e 0 metodo da variacdo de parametros. Por fim, a autora
concluiu que os deslocamentos transversais da viga sofrem maior influéncia do parametro de

rigidez de Pasternak (1954) quando comparado ao de Winkler (1867).

Santos (2015) estudou a flex&o estocastica em uma viga apoiada em base elastica por
meio do método de simulacdo de Monte Carlo. O autor disp6s da cinematica de Euler-Bernoulli
e avaliou a influéncia da base elastica em relagdo aos deslocamentos transversais da viga por
meio dos modelos de Winkler (1867) e de Pasternak (1954). Conforme o autor, o Gltimo modelo
simula com maior concisdo o comportamento da estrutura apoiada no solo visto que considera
a acdo do carregamento nas regides circunvizinhas. A Figura 12 ilustra uma carga pontual

aplicada em uma base elastica regida pelo modelo de Winkler (1867).

Figure 12 - Base elastica sob carga pontual representada por Winkler (1867)

Carga
L Fundacéo
= = B Tk & L
— i 3 o | ===
W= = = Eaerrd = =S
o ap . e e i S = . G
=S = ==saa ===
W O O IO Y e W DAy s

Camada "indeformavel”)

Fonte: Antoniazzi (2011).
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5 DESENVOLVIMENTO ANALITICO

5.1 DETERMINACAO DAS EQUACOES DE EQUILIBRIO E DE CONDICOES DE
CONTORNO:

No presente trabalho, a viga composita laminada, ilustrada na Figura 9, esta apoiada em
uma base elastica e contornada por molas. Além disso, ela é regida pelo campo de deslocamento
de Euler-Bernoulli, designado pela expressdo (5.1), e cuja aplicacdo em 3 dimensdes foi
implementado por Doeva (2021).

Figure 13 - Viga compésita laminada apoiada em base eléstica e contornada por molas

Fonte: Elaboracdo Propria (2023)

Uy (X, Y, 2) = Ug(X) +2-6, (X) — Y- 0,(X) + b (2) - w (%)
Uy (X, 2) =V, (X) —2-9(X) (5.1)
u, (X, y) = Wo (X) +y-3(x)

onde:
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e U, —deslocamento em um ponto da viga na direg&o Xx.

e u, —deslocamento em um ponto da viga na dire¢ao y.

e u, —deslocamento em um ponto da viga na diregéo z.

e U, —deslocamento axial em um ponto no eixo centroidal na dire¢éo x.
¢ v, —deslocamento axial em um ponto no eixo centroidal na diregao y.
e W, —deslocamento axial em um ponto no eixo centroidal na direcéo z.
e 6,(x)—angulo de rotagdo em torno do eixo y.

e 6&,(x)—angulo de rotagdo em torno do eixo z.

e 7z e y-cotas ao longo respectivamente da altura e da espessura da viga.
o ¢¥(2)- funcéo Zig-Zag.

e (x)— funcdo amplitude.

Na Figura 12, as incAgnitas ilustradas representam a rigidez das molas aos graus de

liberdade da estrutura. Nessa perspectiva:

e kY- rigidez ao movimento de translagéo na diregdo do eixo x em x = 0.
o k09y - rigidez a0 movimento de rotacdo na em torno do eixo y em x = 0.
e kY- rigidez ao movimento de translagéo na diregdo do eixo y em x = 0.
o kf- rigidez ao movimento de rotacdo na em torno do eixo z em x = 0.

e k¥-rigidez ao movimento de translacdo na direcéo do eixo z em x = 0.
e k- rigidez ao movimento de rotacdo na em torno do eixo x em x = 0.

e Kk{'- rigidez ao movimento de translacdo na diregdo do eixo x em x = L.
o kfy - rigidez ao movimento de rotacdo na em torno do eixo y em x = L.
e kY- rigidez ao movimento de translacdo na diregdo do eixo y em x = L.
o kfz - rigidez a0 movimento de rotacdo na em torno do eixo zem x = L.

e k"- rigidez ao movimento de translagdo na direcéo do eixo zem x = L.

e k- rigidez a0 movimento de rotacdo na em torno do eixo x em x = L.
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Os angulos de rotacOes, em torno dos eixos X e y, sdo representados pelas expressdes
(5.2) e (5.3). Outrossim, as deflexdes em torno dos eixos y e z sdo similares as de Oliveira
(2022) sendo ilustradas nas Figuras 13 e 14.

6, =- dV\(I_.(;)EX) (5.2)
(5.3)
0, - dv, (x)
dx

Figure 14 - Deflex&o da viga na direcdo y

Us = -y tg(Bz)
v U= -y Bz

v

=T
=dy
= dx

Fonte: Oliveira (2022)

Figure 15 — Deflex&o da viga na direcéo z

U. =z tg(ay)
, U=z by

=1 o
—— —dx_

- dw
Br= -

Fonte: Oliveira (2022)

As deformacgdes axiais e cisalhantes sdo apresentadas respectivamente nas expressoes
(5.4), (5.5), (5.6), (5.7), (5.8) e (5.9).
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b= SO E g (042:0,,00- ¥ 0,0+ 452) i, (0 5.4
=D g 55)

;= du O(lj ) _g (5.6)

o= 4 0,004, (0-2:,09) 57

e =t 2 0,0+ 45, (2)0 (0 W, 00+ ¥ () 69)
Y :%+%=o (5.9)

As expressdes (5.10), (5.11) e (5.12) retratam o formato matricial das equacfes
apresentadas em (5.1).

WO,x
Uy (x,y,2) =|1 ¢zkz(z)]-{l;j((xx))}+[—z -y 0]-{vo,x} (5.10)
S
W (X)
Uy(y,Z)I[O 1 _Z]' VO(y) (511)
H(x)
W (X)
Uz(y,Z)I[l 0 y] VO(X) (512)
3(X)

As expressbes (5.13) a (5.19) sdo usadas para simplificacdo dos campos de

deslocamento e de deformacdes.

[T¢k] = [1 o5 (Z)} (5.13)
{di(x)} = {l;j((;())} (5.14)

[z y)]=[-z -y 0] (5.15)
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WO,x

{dZ,X(X)}: Vox (5.16)
i

[T,(2)]=[0 1 —] (5.17)
Wo (X)

{d (%)} =14 vo(y) (5.18)
9(X)

[T,n]=[L 0 ] (5.19)

A expressao (5.20) denota o campo de deslocamento com as simplificacdes algébricas
apresentadas anteriormente. Procedimentos analogos sédo conduzidos as expressoes (5.21) a

(5.23) que regem as deformagdes axiais e cisalhantes.

Uy (X, y,2) = [Tq}k]{dl(x)} Tz W)]-{dy (0}
uy (x,2) =[T,(2)]-{d, (%)} (5.20)

u, (%, Y) =[ T, (y) |- {d, ()}

du, (XY,
g, = LD (14 1, (0} + [T, ] {00 (5:21)
d du
Vxy = diyx'i'd_xy = [Tl,y(L y)]{dZX(X)} +[Tz (Z)]{dZX(X)} (5.22)
Y =%+%=[Té?(z)}-{dl(x)}+[T1,z<z, ] {d2x (0} +[Ty (N ]{don () (6:23)

As expressoes (5.24) e (5.25), aplicadas em (5.22) e (5.23), resultam nas formulac6es
de deformacdes cisalhantes presentes em (5.26) e (5.27). A Lei de Hooke correlaciona as
tensBes as deformagbes em um corpo como expresso em (5.28). Nesta expressdo, o formato da

matriz de rigidez remete a um corpo tridimensional ortotropico.
1@ =|[Ty @) |+[L@)]] (5.24)
Y20 =[ [T @) ]+[T,»]] (5.25)

Vg = Y1(2)-{d; (X} (5.26)



[T(k)(z)] {d, ()} + y2(2) - {d5 (%)}

G1 G2 013 0 Gs

€102 Cos 0 0 Gy

C01005Cs 0 0 Gy |.

000 - ~0
Ca4 Cys5

Ooo0o0 _ 0
Cy5 Cs5

Ge6C6 6 g q Ces
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(5.27)

(5.28)

Os coeficientes de rigidez, apresentados na Lei de Hooke, s&o designados pelas

expressoes (5.29) a (5.41). Vale ressaltar que 6 corresponde ao angulo formado pela direcéo

das fibras com sistema de eixos global da viga.

Cpy =Gy -COS* @+2-(Cpp +2+Cag) -COS2 0-SIN% O+ C,y -SIN* O

012 =012'C°S4¢9+(011+

Cpp —4-Cgg)-C0OS% B-5in? O+Cp, -sin* 0

Ciz = Cy3-C0S% O+ Cyp3-SiN? O

Cie =(011—012—2'066)'0053Q'Sin9+(2'ces+012

—C,,)-c0s@-sin® @

C;Z =Cyy -C0S* @+2-(Cpy +2-Cgg) -COS® O-5iN% O+, -5in* O

5 2 02
Cy3 =Cy3-COS” O +Cj5-SIN“ O

C;G =(Cpp —Cyp +2'Cee)‘00536"3in9+(011—012

C33 =Cg3

C;G =(C;3—Cy3)-COSH-SIN G

—2-Cgq)-COSH-sSiN* O

Ces =(Cyy +Cpp —2+Cyp —2-Cag ) -COS” O-8in” @+ Cgq - (cOS* O+5in* )

_ 2 12
Cy4 =Cyy -COS” O +Cs5-SIN“ O

(5.29)

(5.30)
(5.31)
(5.32)
(5.33)
(5.34)
(5.35)
(5.36)
(5.37)
(5.38)

(5.39)
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C;5 = (Cg5 —Cyy)-COSO-SIN G (5.40)
0;5 = Cgg - C0S” @ +Cyy -SIN% O (5.41)

Os termos presentes nas expressdes dos coeficientes de rigidez, entre (5.29) e (5.41),
séo detalhados entre (5.42) e (5.51):

_ 1oV v (5.42)

_ Vo1 tVaiVaz _ ViptV3rVig

Cpo 5.43
Va1 tVor-Va _ ViztVio"Vog
1-vi, v
Cpp = EEA -1E33 ‘Zl (5.45)
Vap tV1p Va1 _ Vo3 tVo1 Vi3
Cp3 = =
23 El'EB'A El'Eg'A (5'46)
1-vy, v
Ca3 = E,E, A ‘Ez _Zl (5.47)
Caq = Gp3 (5.48)
Cs5 = Gsy (5.49)
Cee = Gr2 (5.50)
A=1_ Y12 V217 Vo3 Ve “VarVig ~ 2-Vy1 V3 Vi3 (5.51)
SR =PR = .

Na equacdo (5.28), levando em conta o estado plano de deformacdo, obtém-se as

equacoes (5.52) a (5.58). Dessa maneira, a Lei de Hooke € reduzida a (5.59).

gy =&,=yy, =0 (5.52)
oy = cIl-gX +CIG-6‘Xy (5.53)
Oy = Coy- 6+ Cog &y (5.54)
O, = Cyy- 6 +Cap- 6y (5.55)

Oy; = CZS' €xz (5.56)
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Oy, =Cs5° &y, (5.57)
Oxy =Ci6" &x T Cop" Exy (5.58)
e 0
SRR
% 0 0 0;5 Exz

Na equacéo (5.28), levando em conta o estado plano de tensdo, obtém-se as expressoes
(5.60) a (5.63).

o,=0,=0,=0 (5.60)

o, =Cy +012-gy IS +CI6"9xy (5.61)
o, = 0;1-8)( +C;2-8y +C;3-<9Z +C;6-5Xy =0 (5.62)
o, = Cgl-gx +C;2-gy +C;3-<9Z +C;6-8Xy =0 (5.63)

A equacdo (5.64) resulta da nulidade da tensdo o, 0 que permite determinar a

yz!

expressdo (5.65). As expressdes (5.66) e (5.67) representam as tensdes normais o€ o,,.

Aplicando (5.65) em (5.66), determina-se a formula (5.68).

O-yZ :C44.8y2 +C45'8XZ :0 (5'64)
Ca5°&
€y =———% (5.65)
Ca4
Oyx; =Cy5&y; TCo3- 8y, (5.66)
| _Cas € g
Oy =Cg5'| —— = |+Cs3 &y (5.68)

Cy4
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Simplificando a expressdo (5.68), obtém-se a expressao (5.69) que, atraves de (5.70),

permite a obtencdo da tensdo o,,, apresentada em (5.71).

Xz

- (Cye-Cas)
Oy = C55_45f "€y (5-69)
Cyq
- - (C_ ~E43)
Cs5 = | Cop— —>— (5.70)
Cas
- 5.71
xz = Cg5° Exz ( )

Ao aplicar a expressao (5.27) em (5.71), a tenséo cisalhante o,, passa a ser designada
por (5.71.1):

0 = Cas | T30 @ |1 00} + ¥,(2)- e, (0} (571.1)

A tensdo axial o, e reduzida a expressao (5.72) na qual os coeficientes sdo designados

entre (5.73) e (5.74). Aplicando as expressoes (5.21) e (5.26) em (5.72), obtém (5.2.71).

Oy =C11-&x + G Exy (572)

0= | [T} {0} + [T @ D] {0} [+ e[ a0 {000} | G720

011 _ 01 N C13 C22 Ca1~ C12 C_23 C_31 C13 CEl Caot C12 C21Cs3 (5.73)

Cp3 C3p—=Cpp C33

016 _ 01 + C13 Ca6 Cao + C12 fze f33+ C13 (222 Ca6— C12 C23 C6 (5.74)

Cp3 C3p—=Cpp* Ca3

A tensdo o, € reduzida a expressdo (5.75) cujos os coeficientes sdo apresentados em

(5.74) e (5.76). Em seguida, apresenta-se, em (5.77), a forma reduzida da Lei de Hooke.

0 = o] [ T8 100} + (T2 ) (0} [+ e 00 {00} ] BT
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~ 2 2
- = C32C26 +2-Coz Cya Car+ Coy C26
Ces = Ceg+ 33 . 726 23 367 22 (5.76)
Cp3C3p—Cpp C33
¢y Cg O
Oy B B Ex
ny = C.|.6 CGG 0 . ng (577)
XZ : 8XZ
0 0 cg5

O variacional da energia interna da viga é representado pela expressdo (5.78) onde ¢,

=&, =7y, =0, resultando em (5.78.1).

U = [[ o3ty +0y0, + 0,08, + Ty Oy + T + 120z |V (5.78)
\
U = [[ 008, + 1y Oy + T |V (5.78.1)
\Y
Reescrevendo a expressao (5.78.1), obtém-se (5.78.2).
T T T
ouU =I[{5€x} [ox] {7y} [y ]+ {07} [sz]}dV (5.78.2)

\Y

Na expressdo (5.78.2), aplicando as expressdes de tenséo (5.71.1), (5.72.1) e (5.75) com
as formulagdes de deformacdes (5.21), (5.26) e (5.27), obtém-se a formulacdo (5.78.3) para o

variacional de energia de deformacédo interna da viga.
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SU - I[{é‘dl,x}T [Tqﬁ(k)(Z)T +{5d2’XX}T [T.(z, Y)]T]

C¢ [T¢(k) (Z)] {5d1,x} +

CL;k [T y)] {d2,xx} + 016 [v(2)] {dz,x}

e [T @ fdy )+ (5.78.3)
oe oy | O] .

G [Ta(z, Y)]{dz,xx} +Cos' [ ¥1(2)] {dZ,x}
+[{5d1}T [T0@] +{od,,) [y j

05_5k [T¢(,kz) (Z)]T {di}+ C5_5k [V (Y)]{dz,x}J dv

No Apéndice F, sdo apresentados os calculos responsaveis pela simplificacdo da
expressao (5.78.3) em (5.79).

L

U = | ({5d1}T [{ke} (Ko} ]+ {005} [{k3yxx}—{k4lx}J)dx+

0
x=L (5.79)

x=0

({000)™ fi}+ {00} [ e~k {0 )]

O variacional da energia de deformacdo da base elastica € apresentado na expressao
(5.80):

L
8U ¢ = [({0Wo koo + SV -k - Woy | (5.80)
| |

No Apéndice F, sdo ilustrados os calculos que induziram a simplificacdo da expressdo
(5.80) em (5.81).

S [
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O variacional da energia decorrente das cargas externas é descrito em (5.82):
L
SW = —I(&wo -0, (X) + 0V -0, (X) + Su -qx(x)+59~q3)dx (5.82)
0

No Apéndice F, sdo ilustrados os célculos que levaram a simplificacdo da expressdo
(5.82) a (5.83).
T T
{od ) {1, | {000} +

oW =~ dx (5.83)

o| {5d, )" {T} {a,(0)} + {v} {a, (0} +{Ty}" {ay}

O variacional da energia das molas, presentes nas extremidades da viga, é descrito na
expressdo (5.84).
léuo-kg‘ Uy + W, - Ky Wy + 3V, -Kg -V j
AE = 0 9 g +
00, -ky' -6, +56, -ky: -0, + 69Ky -9
y ™0 y z N0 z 0 x=0 (5.84)
SUqy -k Uy +Wg - kY -w, + v, k| v, +
50,-k(* -0, +50, -kl -0,+ 09k’ -9 |
No Apéndice F, sdo ilustrados os célculos que levaram a simplificacdo da expressao
(5.84) em (5.85).
T T
U e = {54, 0)} [T -1, @)} + {5, (0)}" [T |- {d,(0)} +
56,0} [T, |-{0o(0)} +{00,, O T |-{e, @) +
T
55O [T |-{d,(0)} +{68,@) [T ]-{d, 0} +

{

{ )

{ody (L} [T ]{du (L)} +{od (L} | T |- {d (L)} +
{ {

{

N

(5.85)

|
565" [T 4oL} + {8, (L [T |-{do (L} +
5d2x('—)} [ 9] {dy (L)} + {5d2(|—)}T'[Tkﬂ'{d2(L)}

Aplicando-se o Principio da Minima Energia Potencial, apresentado em (5.86) e,
descrito no Apéndice G, obtém-se a expressao (5.87). Em seguida, com o lema fundamental do
calculo variacional, encontra-se a equacao de equilibrio (5.88) e as condigdes de contorno,

essenciais e naturais, dispostos respectivamente em (5.89) e entre (5.90) e (5.95).



SIT=06U +6U; +6W +6U e =0 (5.86)

{od] | :{kl}—{kz,x}—[Tuo T qx(x)}t

foaz )|

T T
T] qAx){TVO} a, () —[Ts]" as(9

O —

{sd, (L)}’ :{kz(l-)} +[TkuL T {dl(l—)}} +
(54,(0))" [—{k2 o)+ ] {dl(O)}}

- (5.87)
ke (L)} - {k3,x(|—)} "‘!Tkp ]{dz,x(L)} +
+
dy (L)}

+{5d, (L)Y
[Tkﬂ{dz(l-)} +[TkuL ]{dz(l—)} +|:TkVL]{

_{k4(0)}+{k3,x(0)}—{rk,l{dz,x(o)}+ }r
j

[Tk\;v] {dz(o)} + [Tkl; }{dz(l-)} + [Tk\é } {dz(o)
{5, (L)' [{k3(L)} +[Tk‘TVJ{d2’X(L)} 1 }{dzix(L)}}
(60,0} [—{k3(0)} +[1 (@) + [T }{dzlx(O)}} —0

{5d,(0)} [

{ke _{kZ,x} _|:TU0 ]T a,(x)=0

(ke )~ {Kax {Tkwl{dz} [Tkp]{dz,xx} - (5.88)

_T T
H qz(x){m] a,(y)~[Ts]  as(9H=0
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dy (L)
dp (L)
dyx (L)
d;(0)
d,(0)
dz(0)

[{kz(L)} +[Tkli ]T {dl(l—)}i| =0
{k4(L)}{kglx(L)}+{Tkp}{dZ,X(L)}Jr[TkH{dZ(L)}Jr
[T {d, (L} +| T ]{d (L)} =0

{k3(|—)} +[Tk6iy J{dz,x(l—)} "‘[Tk% :|{d2,x(|-)} =0
—{k,(0)} +|:Tkl; T {d,;(0)} =0
{k4(0)}+{k3lx(0)}!Tkp]{dZ,X(O)}Jr[Tkﬂ{dZ(O)}jL
[T J{do (L} +[ T J{d,(0)} =0

—{ks (0} + [Tk‘:y}{dzix(O)} + [kaz J{dzyx(O)} -0

(5.89)

(5.90)

(5.91)

(5.92)

(5.93)

(5.94)

(5.95)
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A equacdo de equilibrio, em sua forma final, € apresentada em (5.96). Os calculos que

levaram a simplificacdo de (5.88) a (5.96) encontram-se no Apéndice F.
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[RI(s} + [P ] {0}~ [Ps] (o}~ [Pa (G} ~ [P (o} [ Too ] 0000 =0
[PG]{dl,xxx} +[P7]{d2,xxxx} +[P8]{d2,xxx} _[P9]{dl,xx} -

[Plo]{dZ,xxx} _[Pll]{dZ,xx} _[P12]{d1,x} _[P13]{d2,xx} +[Tkw}{d2} [Tkp ]{dz,xx} - (5.96)

_qT
_ T
H 0,(0-[T, | a,(0—[Ts] 95(9) =0
Expressando a equacao (5.96), com termos em evidéncia, obtém-se (5.96.1) e (5.96.2):

[P}~ (P} +[Po) (o)~ (R {0~ {Pu o) [Ty, | a0 =0 &%)

~[Rol{du} ~[RH{duX) + [P H{hoac) +| T, {02} -
{[Tkp}'i'[ljl\%]"'[lall]]{dz,xx} +[[P8]_[Plo]:|{d2,xxx} +[P7]{d2,xxxx} -7 qz (X)

(5.96.2)

_|:TV0 :|T qy(x) _[T9 ]T Og (19) =0

Os carregamentos na viga, atuantes respectivamente nos sentidos dos eixos z e y e, em

torno do eixo X, sdo apresentados nas expressoes (5.97), (5.98) e (5.99):

6, () = 3Q, sin (4,%) (5.97)
i=1
0,00 = 3Q, sin(4,%) (5.99
i=1
qe(x)=0 (5.99)
onde:
Ao = m-z
L

Expressando as incognitas da equacdo (5.1) em séries de Fourier:

u, = ium cos(ApX) (5.100)
=



26

w, = éwm Sin (A, ) (5.101)
v, = évm sin (A, ) (5.102)
v = i"'“‘ cos(4,) (5.103)
9= iﬁlsm cos (4 X) (5.104)

Expressando os termos de (5.96.1) e (5.96.2) em funcdo de (5.100), (5.101), (5.102),
(5.103) e (5.104), obtém-se (5.105) e (5.106):

iumcos(ﬂmx) . .
e }:{l::}: - Z{Z Ezz(ﬁxi}zi{wm}cm(w) (5.105)
m m m=1 m
iz‘g{/mcos(ﬂ,mx)
iwmsin(imx)
WO I:j- 0 Wm
{d;“}: Vo =1 Vi sin(ApX) p= >4 Vy, tsin(AnX) (5.106)
9 i=1 i=1 ‘9m
i&msin(imx)
i1

Fazendo a manipulacdo algébrica, apresentada no Apéndice F, chega-se a expressdo

(5.107). A partir dessa expressao, sera possivel obter as incognitas da equacao (5.1)
apresentadas entre (5.100) e (5.104).

i {0}
{kll klZ} {dl} _J|z i T (5.107)
Ko Kz ]|{dj]| [T} 0,+[T, | 0,

onde:

k11:[|31]+ﬂ~r$1[P3] k21:[PlZ]/1m+[P6]/13m

k11:[P1]+lr$1[P3]

koo =[Tkw}iriHTkp}+[F’13]+[F’11]}+[P7]ﬂ$
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52 CALCULO DAS TENSOES CISALHANTES PELA EQUACAO CONTITUTIVA E
PELA EQUACAO DE EQUILIBRIO

As expressdes (5.2.1) a (5.2.3) retratam as equacOes de equilibrio da estrutura.

Considerando o estado plano de tensdo, as tensdes o, =o, =7, =0. Dessa maneira, as

equacdes se reduzem as expressdes ilustradas entre (5.2.4) e (5.2.6).

80')( n az-)(y " 6’[)(2

=0 2.1
ox oy oz (52.1)
0 0 0
Dy Z9 I g (5.2.2)
OX oy oz
0 0
by ST 00 g (5.2.3)
OX oy oz
0oy 0Ty  0ta _, (5.2.4)
OX oy 0z
Oty
5.2.5
o (5.2.5)
0Ty,
—==0 5.2.6
X (5.2.6)

Pelas equagBes constitutivas, as tensdes cisalhantesz,, € 7, correspondem as

expressoes (5.2.7) e (5.2.8):

_ Ug (%) Wo,xx(x) B Wo,x(x)
TXY:CIﬁ' [T¢k(Z)J{;X(X)}+['I'1(z,y)] Vo, xx(x) +Cf_56' [Y1(Z)] Vo, x(x) (5.2.7)
Sbxx(x) I
_ 0 (%) Wo,x(x)
Z’xz:C;5- [T¢‘fz(z)]{ ° }+[y2(y)] Vo, x(x) (5.2.8)
@(X)
'91x(x)

Pela integracdo da equacdo de equilibrio (5.2.4), a obtencdo da formulacdo da tensdo

cisalhantes z,, se da conforme (5.2.9).
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b b
E 2
ooy b b 07y,
dy + X ( :_J_Tk [y=—)+ ~Xdy=0 (5.2.9)
Jb 2) U7 2 _Ib oz
2 2

Em decorréncia das tensdes cisalhantes [y = g] =0 e 7f (y = —gj =0, é obtida a

expressao (5.2.10):

b
2
| 90y | 9% 4, g (5.2.10)
b oz
2
Em (5.2.11), é feita a integragdo de (5.2.10) no dominio z, atrelado as alturas das
camadas da viga, resultando em (5.2.12). Nesta, pondo os termos em evidéncia, resulta na

expressao (5.2.13).

b b
2z k 2z K
[ ] [a"x dz}dy+ [ {%dzjdyzo (52.11)
bz, X bz, oz
2
b b
2z 2
I (8"* dz}dy+ J (@)~ (2c0))dy =0 (5.2.12)
bz, b
2
b
2| z K
j[ J (%dz}r&z(z)r5z(zk1)]dy—o (5.2.13)
i S

N o

Ao considerar uma viga compdsita laminada com apenas uma camada (k=1), a
expressao (5.2.13) resulta em (5.2.14).

\lc"—'N‘c-

z @
{ J (a%dz}r&?(z) r&?(zo)]dy—o (5.2.14)
Z-1

Sendo a tensdo cisalhante 79 (z,) = 0, a expresso (5.2.14) resulta em (5.2.15).
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b

2| z

J.[ J. (aa)lé dzj+rxz (Z):|dy 0 (5.2.15)
bl 2, OX

2

A equacéo (5.2.15) pode ser reescrita como (5.2.16), representando a tenséo cisalhante
7,, a0 longo de uma viga composita laminada com Unica camada.

N | T

D (2)dy = j | (60&1) dzJ (5.2.16)

N o

Denotando a expressdo anterior como r;z (z), chega-se a (5.2.17).

N | T

70 (2) =

@
D@)dy=-] j(a“ J (5:2.17)

2

N o

Ao considerar uma viga compdsita laminada com duas camadas (k=2), a expressao
(5.2.13) resulta em (5.2.18). Ao separar os termos de (5.2.18), chega-se a (5.2.19).

l: j’ (62))(;2 dZJ+T)((§)(Z) r 2)(21)]dy O (5218)

4y

N | T

(72 (z)dy) =0 (5.219)

b b

j‘ [J‘[ﬁﬁ)((z) j]d)/"' j‘ ( ?(z)dy)—
bl z b

- u

A expressdo (5.2.20) ilustra a validade da continuidade de tensdes cisalhantes em torno
das camadas da viga composita.

N o

— N | T

N | T

_9 4

b b
2 2 &)
(2 (@)dy) = Tb(r%’(zl)dy) - —T [j[ﬁg; dzﬂdy (5.2.20)
2

Dessa maneira, a expressao (5.2.19) resulta em (5.2.21) na qual, rearranjando os termos,
implica em (5.2.22).
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(1)
(86)( dzﬂdy_o (5.2.21)
ox

o
N | T

Lz

2|z 30')((1) z aO_(z)
o3 (2)dy)=- jb[j { = dzﬂdwjb [j { > dz]]dy (5.2.22)
2

Expressando a equacéo (5.2.22) para um numero de N camadas com k > 1, obtém a
expressao (5.2.23).

z

N T 54 (J)
HESS
k7,

— N | T
— N | T

(#% (2 )dy) =

7 ao_)((k)
[ [ = (5.2.23)
%

N‘D-'—.I\)\O'

|
N o
N T
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6 RESULTADOS E DISCUSSOES

A presente analise contempla uma viga cross-ply formada por 3 camadas, como
ilustrada na Figura 16, biapoiada, apoiada em base elastica e ortotropica. As espessuras das
camadas 1, 2 e 3 sdo respectivamente 2h/5, 2h/10 e 2h/5 sendo que h corresponde a altura total.
As propriedades fisicas das camadas sdo ilustradas na Figura 17 incluindo modulos de

elasticidade longitudinal, transversal e coeficientes de Poisson.

A equagdo cinematica de Euler-Bernoulli é eficiente em vigas espessas onde raz&o entre
os valores de comprimento e de altura é elevada. Nesta perspectiva, se enquadra a viga do
presente trabalho cuja proporc¢éo entre o comprimento e a altura é 100. Em vigas robustas, deve-
se implementar Teorias de Alta Ordem que consideram a influéncia do cisalhamento na rotagédo

da viga diferentemente de Euler-Bernoulli.

Figure 16 - Camadas da viga Cross-Ply em andlise

©)
@

®

Fonte: Elaboragéo Prépria (2023)

Figure 17 — Propriedades fisicas das camadas 1, 2 e 3 da viga Cros-Ply

Camada 1 Camada 2 Camada 3
E, 25*10° E, 25%10° E, 25%10°
E, 1*10° E, 1*10° E, 1*10°
E, 1*10° E; 1*10° E, 1*10°
G =Gy 05*10° Gp =Gy 02*10° G =Gy 05*10°
G =Gy 0.5*10° G =Gy 0.5%10° G =Gy 0.5%10°
Gy =Gy 0.2*10° Gy =Gy 02*10° Gu =Gy 02*10°
i 0.25 Vi3 0.25 V2 0.25
Vi3 025 Via 025 Vi 0.25
Va3 025 Vaa 025 Vi 025
v 0,01 vip 0,01 v 0.01
Vi 0,01 Vi 0,01 Va1 0,01
Vi 025 Vi 0,01 Va2 025

Fonte: Elaboragéo Prépria (2023)

Na andlise estrutural, os parametros de base elastica estdo atrelados a Winkler (1867) e
Pasternak (1954) e sé&o representados respectivamente por kw e kp. Os valores de kw foram 0, 10

e 100, enquanto que para k, foram 0, 10 e 25. Outrossim, foram adimensionalizados os
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deslocamentos axiais e verticais e as tensdes axiais e cisalhantes representados respectivamente
por (6.01), (6.02), (6.03) e (6.04). Por fim, foram elaborados gréficos das grandezas
mencionadas e tecidas comparagfes com Pagano (1969). Este analisou a flexdo em viga
composita laminada biapoiada através da Teoria da Elasticidade. Os deslocamentos axial e
vertical foram analisados respectivamente emy = 0 e x = L/2. Enquanto que as tensdes normais

foram analisadas em x = L/2 e y = 0 e as tens0es cisalhantes em x = 0.

0 = E,-b-u,(x,y,2) (6.01)
X h%
- 100-E,-h3-u,(x,Y,2) (6.02)
u, =
Oo - L4
- b-oy(XY,2) (6.03)
oy=—"""2
Qo
- bt (xy,2) (6.04)
XZ Cb

onde:

b — largura da viga.

h — altura da viga.

Jo — carregamento.

Ux — deslocamento axial.
Uz — deslocamento vertical.
Ox — tensdo axial.

Txz — tensdo cisalhante.
X — coordenada tomando como referéncia o eixo x
y — coordenada tomando como referéncia o eixo y

z — coordenada tomando como referéncia o eixo z
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6.1 ANALISE DOS DESLOCAMENTOS AXIAIS

Na viga composita laminada com configuracdo 2-1-2, para o valor fixo de kw=0 e
tomando como referéncia kp = 0, quando kp= 10 e kp = 25, 0 deslocamento axial maximo em
z/h = +0,5 se reduz respectivamente em 0,48% e 1,20%. Ao fixar kw = 10 e, tendo como
referéncia kp = 0, quando kp = 10 e kp = 25, 0 deslocamento axial em z/h = +0,5 se reduz
respectivamente em 0,08% e 0,20%. Analogamente, para kw =100 e, tomando por base kp= 0,
quando kp= 10 e kp, = 25, 0 deslocamento axial em z/h = +0,5 se reduz respectivamente em
0,01% e 0,02%.

Para o valor fixo de kp = 0 e, tomando como referéncia kw = 0, quando kw=10 e kw=100,
0 deslocamento axial maximo em z/h = +0,5 se reduz respectivamente em 83,14% e 98,01%.
Ao fixar kp= 10 e, tendo como referéncia kw = 0, quando kw= 10 e kw = 100, 0 deslocamento
axial em z/h = £0,5 se reduz respectivamente em 83,07% e 98,00%. Analogamente, para Kp
=25 e, tomando por base kw= 0, quando kw = 10 e kw = 100, o deslocamento axial em z/h =

10,5 se reduz respectivamente em 82,97% e 97,99%.
No Quadro 2, sdo ilustrados os valores de deslocamentos axiais do presente trabalho.
Quando nao ha base elastica, tomando kw = 0 e ky= 0, no presente trabalho Ux = 7748,927

enquanto que, em Pagano (1969), Ux = 7792,629. Nessa perspectiva, a diferenca percentual foi

0,56 %. Na Figura 18 e no Quadro 3 sdo ilustrados respectivamente os valores e 0s gradientes

de deslocamentos axiais em funcéo de z/h.

Quadro 2 - Deslocamentos axiais para viga cross-ply 2-1-2

Viga Cross-Ply 2-1-2

kwr kp 2/h L,
D +0,5 |7748,827
0 10 +0,5 |7711,378
25 +0,5 |7655,732
D +0,5 |1305,938
10 10 +0,5 (1304867
25 +0,5 |1303,264
0 + 0,5 155,544
100 10 +0,5 | 153,929
25 +0,5 | 153,906

Fonte: Elaboragdo Prépria (2023)



Figure 18 - Grafico de deslocamento axial em fungdo de z/h

0.5
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o
o

-0.5
-800

Quadro 3 - Gradiente de deslocamento axial em funcéo de z/h: a) Presente e b) Pagano (1969).

= i, =0 & k,=0
sl ¢ =0 & k=10
—=k=0ek=25
e k=10 & k=0
e =10 & k=10
-k, =10 ¢ k=25
e k=100 & =0
gy |7 =100 & k=10
==k, =100 & k =25
- k=0 & k=0
1 N 1

(Presente)
(Presente)
(Presente)
(Presente) -
(Presente)
(Presente)
(Presente)
(Presente)
(Presente) -
Pagano (1969) 4

1

-6000 -4000

-2000

0

uy

2000

4000

Fonte: Elaboragdo Propria (2023)

6000 8000
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8000

4000

2000

-2000

-4000
-5000

b)

20

40

80 100

6000
4800
3600
2400
1200

-1200
-2400
-3600
-4800
-6000

Fonte: Elaboragdo Propria (2023)
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6.2 ANALISE DOS DESLOCAMENTOS VERTICAIS

Na viga compdsita laminada com configuracdo 2-1-2, para o valor fixo de kw= 0 e,
tomando como referéncia kp = 0, quando kp= 10 e kp, = 25, 0 deslocamento vertical maximo em
x/L =50 se reduz respectivamente em 0,48% e 1,20%. Ao fixar kw= 10 e, tendo como referéncia
kp=0, quando kp= 10 e kp = 25, 0 deslocamento vertical em x/L = 50 se reduz respectivamente
em 0,08% e 0,20%. Analogamente, para kw=100 e, tomando por base k, = 0, quando k,=10 e

kp = 25, 0 deslocamento vertical em x/L = 50 se reduz respectivamente em 0,01% e 0,02%.

Para o valor fixo de ky = 0 e, tomando como referéncia kw = 0, quando kw=10 e kw=100,
o0 deslocamento vertical maximo em x/L = 50 se reduz respectivamente em 83,14% e 98,01%.
Ao fixar kp= 10 e, tendo como referéncia kw = 0, quando kw= 10 e kw = 100, 0 deslocamento
vertical em x/L = 50 se reduz respectivamente em 83,07% e 98,00%. Analogamente, para kp
=25 e, tomando por base kw= 0, quando kw= 10 e kw = 100, o deslocamento vertical em x/L =

50 se reduz respectivamente em 82,97% e 97,99%.

No Quadro 4, sdo ilustrados os valores de deslocamentos axiais do presente trabalho.

Quando nao ha base elastica, tomando kw= 0 e ko= 0, no presente trabalho U; = 0,493361

enquanto que, em Pagano (1969), U; = 0,499019. Nessa perspectiva, a diferenca percentual foi
1,13 %. Na Figura 19 e no Quadro 5 sdo ilustrados respectivamente os valores e os gradientes
de deslocamentos verticais em funcdo de x/L. Na Figura 19, é notavel a grande diferenca de
intensidades entre os deslocamentos verticais da viga nas ocasifes com e sem a presenca de

base elastica.

Quadro 4 - Deslocamentos verticais para cross-ply 2-1-2

Viga Cross-Ply 2-1-2

kw kp w)fL u,
0 50 0,493361
0 10 50 0490970
25 50 0,487427
0 50 0,083147
10 10 50 0,085079
25 50 0,082977
0 50 0,009801
100 10 50 | 0,009800
25 50 0,009799

Fonte: Elaboragdo Prépria (2023)



Figure 19 - Grafico de deslocamento vertical em fungdo de x/L
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ki, =0 & k=0

==k, =0 e k=0 (Presente)
wemic, =0 e k=10 (Presente)
=m=F =0 e k=25 (Present)
==k, =10 e k=0 (Presente)

el =10 e k=10 (Presente)
=M=k, =10 e k=25 (Presente)
=@=k, =100 e k=0 (Presente)
e =100 & k

=10 (Presente)
==l =100 e k

=25 (Presente)

Pagano (1969) =

Fonte: Elaboragdo Propria (2023)

Quadro 5 - Gradiente de deslocamento vertical em fungdo de x/L: a) Presente e b) Pagano (1969).

36

a)

b)

20

40 60

80 100

0.426
0.355
0.284
0.213
0.142

0.071

Fonte: Elaboragdo Propria (2023)
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6.3 ANALISE DAS TENSOES NORMAIS

Na viga compdsita laminada com configuracdo 2-1-2, para o valor fixo de kw= 0 e,
tomando como referéncia k, = 0, quando kp= 10 e k, = 25, a tensdo normal maximo em z/h =
10,5 se reduz respectivamente em 0,48% e 1,20%. Ao fixar kw = 10 e, tendo como referéncia
kp= 0, quando k, = 10 e kp = 25, a tenséo normal em z/h = 40,5 se reduz respectivamente em
0,08% e 0,20%. Analogamente, para kw =100 e, tomando por base ky = 0, quando k,= 10 e kp

= 25, atensdo normal em z/h = +0,5 se reduz respectivamente em 0,01% e 0,02%.

Para o valor fixo de ky = 0 e, tomando como referéncia kw = 0, quando kw=10 e kw=100,
a tensdo normal maximo em z/h = +0,5 se reduz respectivamente em 83,14% e 98,01%. Ao
fixar ko= 10 e, tendo como referéncia kw= 0, quando kw= 10 e kw = 100, 0 a tensdo normal em
z/h = +£0,5 se reduz respectivamente em 83,07% e 98,00%. Analogamente, para kp =25 e,
tomando por base kw= 0, quando kw= 10 e kw = 100, a tensd@o normal em z/h = +0,5 se reduz
respectivamente em 82,97% e 97,99%.

No Quadro 6, séo ilustrados os valores de tensdes axiais do presente trabalho. Quando nédo ha
base elastica, tomando kw = 0 e ky, = 0, no presente trabalho ox = 6126,839 enquanto que, em

Pagano (1969), ox = 6135,969. Nessa perspectiva, a diferenca percentual foi 0,14%. Na Figura
20 e no Quadro 7 sdo ilustrados respectivamente os valores e os gradientes de tensdes axiais

em funcéo de z/h.

Quadro 6 - TensOes axiais para cross-ply 2-1-2

Viga Cross-Ply 2-1-2

ko kp z/h 0,
o0 =05 B126,839
0 10 =05 e097 150
25 =05 B053,152
o0 =05 1032,565
10 10 =05 1031,718
25 +0,5 1030,451
o0 =05 121,719
100 10 =05 121,707
25 =05 121,689

Fonte: Elaboragdo Prépria (2023)



Figure 20 - Grafico de tensdo axial em fungéo de z/h
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Quadro 7 - Gradiente de tensdes normais em funcéo de z/h: a) Presente e b) Pagano (1969)
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Fonte: Elaboragdo Propria (2023)
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Fonte: Elaboragdo Propria (2023)
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6.4 ANALISE DAS TENSOES CISALHANTES

Na viga compdsita laminada com configuracdo 2-1-2, para o valor fixo de kw= 0 e,
tomando como referéncia kp = 0, quando k= 10 e kp = 25, a tensdo cisalhante maxima em z/h
= 0 se reduz respectivamente em 0,48% e 1,20%. Ao fixar kw= 10 e, tendo como referéncia kp
=0, quando kp= 10 e kp, = 25, a tensdo cisalhante em z/h = 0 se reduz respectivamente em
0,08% e 0,20%. Analogamente, para kw =100 e, tomando por base kw= 0, quando kp= 10 e kp

= 25, atens&o cisalhante em z/h = 0 se reduz respectivamente em 0,01% e 0,02%.

Para o valor fixo de k, = 0 e, tomando como referéncia kw = 0, quando kw=10 e kw=100
atensdo cisalhante maximo em z/h = 0 se reduz respectivamente em 83,14% e 98,01%. Ao fixar
kp=10 e, tendo como referéncia kw= 0, quando kw = 10 e kw = 100, a tenséo cisalhante em z/h
= 0 se reduz respectivamente em 83,07% e 98,00%. Analogamente, para k=25 e, tomando por
base kw= 0, quando kw= 10 e kw = 100, a tensdo cisalhante em z/h = 0 se reduz respectivamente
em 82,97% e 97,99%.

No Quadro 8, sdo ilustrados os valores de tensdes cisalhantes do presente trabalho.
Quando ndo héa base elastica, tomando kw= 0 e kp = 0, no presente trabalho Tx; = 46,2678

enquanto que, em Pagano (1969), tx; = 46,2465. Nessa perspectiva, a diferenca percentual foi

0,04%. Na Figura 21, sdo ilustrados os valores de tensao cisalhante em funcéo de z/h.

Quadro 8 - Tens0es cisalhantes para viga cross-ply 2-1-2

Viga Cross-Ply 2-1-2
kwr kp zfh T
0 0,0 | 48,2678
0 10 0,0 46,0436
25 0,0 | 457113
0 0,0 71,7976
10 10 0,0 7,7912
25 0,0 71,7816
0 0,0 0,9192
100 10 0,0 0,9191
25 0,0 D,9190

Fonte: Elaboragéo Prépria (2023)
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Figure 21 - Grafico de tensdo cisalhante em funcéo de z/h
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Fonte: Elaboracdo Prépria (2023)

6.4.1 COMPARACAO ENTRE AS TENSOES CISALHANTES ORIUNDAS
DAS EQUACOES DE EQUILIBRIO E DO MODELO CONSTITUTIVO

Para averiguar a diferenca entre as intensidades das tensdes cisalhantes, oriundas das
equacOes de equilibrio e do modelo constitutivo, foram elaborados graficos contendo seus
gradientes de intensidade ao longo da altura da viga composita laminada com configuracao 2-
1-2. Paratal fim, foi considerada a influéncia dos parametros de base elastica de Winkler (1867)
e Pasternak (1954).

As intensidades das tensdes cisalhantes oriundas do modelo constitutivo, da equacdo de
equilibrio e da Teoria da Elasticidade em Pagano (1969) foram respectivamente 9.85, 46.26 e
46.24 quando kw = 0 e k, = 0. A diferenca percentual entre os valores de cisalhamento dos
primeiro e segundo modelos foi 78.70%, enquanto entre o primeiro e o terceiro modelos foi
0.04%.

Quando comparada a tensdo cisalhante proveniente das equacgdes de equilibrio e da
Teoria da Elasticidade, a tensdo de cisalhamento no modelo constitutivo apresentou

descontinuidade e auséncia de nulidade nas extremidades superior e inferior da viga,
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contrariando a cinematica de Euler-Bernoulli. No Quadro 9, s&o ilustrados gradientes de tensfes

cisalhantes para os 3 modelos levando em conta a auséncia de base elastica.

Quadro 9 - Gradiente de tens@es cisalhantes: a) Equacédo de equilibrio (Presente), b) Modelo Contitutivo
(Presente) e c) Pagano (1969).

a)
39.9
050f
; 285
n.asf
5 17.4
oo f
i 5.7
nasf
; BT
020}
L AT A
025}
; 28§
0.20 f
_39.9
b)
T g5
n.asf 3.9
040 1.3
n.asf
; 1.3
nanf
25k -2.8
0.20 A5
0 20 40 &0 20 100
c)
40.8
30.6
20.4
10.2
0
-10.2
-20.4
-30.6
0 20 40 60 80 100
-40.8

Fonte: Elaboragdo Propria (2023)
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7 CONCLUSOES

O presente trabalho analisou uma viga composita laminada biapoiada, apoiada em base
elastica e submetida a carregamento senoidal via cinematica de Euler-Bernoulli. Em
decorréncia da razéo entre o comprimento e a altura do elemento estrutural corresponder a um
valor adimensional 100, a viga se categoriza como espessa e, consequentemente, a funcéo Zig-
Zag ndo surtiu efeito.

O Método de Navier, empregado para solucionar as equacdes diferenciais parciais, é
limitado a estrutura biapoiada. Dessa maneira, para simular outras condi¢des de contorno, é
necessario empregar outros métodos analiticos ou numéricos como Rayleigh-Ritz, elementos
finitos ou elementos de contorno.

Os parametros elasticos oriundos de Winkler (1867) e Pasternak (1954) exerceram
influéncia nos deslocamentos axiais e verticais, bem como nas tensfes axiais e cisalhantes
atuantes na viga. Quando kw foi fixado e k; variou, foi notada a diminui¢do nas intensidades
dos deslocamentos e das tensfes. Contudo, quando k; foi fixado e kw variou, a reducdo nos
valores de deslocamentos e de tens6es foi mais intensa. Dessa maneira, o parametro kw exerceu
maior influéncia que kp na analise estrutural da viga apoiada em base elastica.

Ademais, foram comparadas as tensdes cisalhantes oriundas do modelo constitutivo e
das equacdes de equilibrio nas quais foram notadas grandes diferencas de intensidades. Além
disso, no modelo constitutivo, houve descontinuidade contrariando a nulidade da tenséo
cisalhante nas bordas do elemento estrutural conforme Euler-Bernoulli.

Outrossim, foram feitas comparacdes entre os valores da tensdo de cisalhamento
provenientes das equacdes de equilibrio com os oriundos da Teoria da Elasticidade em Pagano
(1969). Nessa perspectiva, notou-se proximidade entre as intensidades das tensdes cisalhantes

dos dois modelos, bem como a nulidade nas extremidades inferior e superior da viga.

8 PERSPECTIVAS PARA TRABALHOS FUTUROS

O presente trabalho dispds do método de Navier para solucionar as equacbes de
equilibrio da viga biapoiada. Contudo, para outras condi¢cdes de apoio, € necessaria a aplicacdo
de outros procedimentos analiticos, a exemplo do método de Rayleigh-Ritz. Outrossim, sugere-

se a implementacdo de métodos numeéricos como elementos finitos ou elementos de contorno.
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APENDICE A - LEI DE HOOKE: CASOS ISOTROPICOS,
ORTOTROPICO E ANISOTROPICO

A Lei de Hooke, conforme ilustrada na Figura A.l, correlaciona as tensdes as
deformagdes normais e cisalhantes atuantes em um sistema estrutural. Nessa perspectiva, [0]
é o vetor de tensBes, [C ] designa a matriz de rigidez e [] remete ao vetor de deformagdes.

Figura A.1 - Lei de Hooke

431 Cn G Ca GCu GCs Cgfl &
Oz Cy Cn Cun (G Ci Cx|
Oa| |Caa Cx:z Cm Cas Cas Cas| E3
| [Co Co Ca Cu Cs Cu|Ya|
Tal 51 Cs2 C:a G O Css || Ta
Ty Ca Ca Ca Ca Cs Csllvnm

Fonte: Kaw (2006)

Na matriz de rigidez, a quantidade de constantes elasticas depende do comportamento
mecanico do material que pode ser: isotrépico, ortotropico e anisotropico. Nesta perspectiva,
na anisotropia, hd& mudanca das propriedades fisicas decorrentes das diferentes direcdes
cristalograficas, enquanto que, na isotropia, ndo h& essa variagdo (CALLISTER, 2016;
RETHWISCH, 2016). Outrossim, na ortotropia, as propriedades fisico-quimicas dependem da

ortogonalidade entre os planos cristalograficos.

No caso isotrdpico, a matriz de rigidez depende de 2 constantes elasticas, a serem Cy1 e

C12, conforme ilustrado na Figura 13.



Figura A.2 - Matriz de Rigidez na Isotropia

Ci2
Ciz
Cu

0 0

0 0 0]
0 0 0
0 0 0
Cu—Cp 0 0
2 .
0 Cu-Cp 0
2
0 0 Cu-Cn
2

Fonte: Kaw (2006)
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No caso isotrépico transversal, a matriz de rigidez depende de 5 constantes elasticas, a

serem Ci1, Ci2, Ca2, C23 € Css conforme ilustrado na Figura 14.

Figura A.3 - Matriz de Rigidez na Isotropia Transversal

Cn
Ci
Ci

0

Ciz
Cz
Cn

0

Cio 0 0 0
Ca 0 0
Ca 0 0
0 Cun-Cxn 0
2
0 0 Cs 0
0 0 0 o=

=

Fonte: Kaw (2006)

o Qo 9O

No caso ortotropico, a matriz de rigidez depende de 12 constantes elasticas, a serem Ci1,

Ci2, Ci3, Ca1, Ca2, Ca3, Ca1, Cs2, Ca3, Cas, Css € Ces, conforme ilustrado na Figura 15.

Figura A.4 - Matriz de Rigidez na Ortotropia

lI::I.I
C]E
C].'!-

C
Cﬂ

[ =

=2

™
J
d

o o ok

C. 0 0 0]

C, 0O 0 0

Ce 0O 0 0
0 Cy 0 0
0 0 cz O
0 0 0 Cgl

Fonte: Kaw (2006)

No caso anisotrdpico, a matriz de rigidez depende de 21 constantes elasticas conforme

ilustrado na figura 16. E valido ressaltar que Ci1 = Ca2 = Cas; C12 = C13 = Ca1 = C23 = Ca1 = Ca2

e Caa = Cs5 = Cees.
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Figura A.5 - Matriz de Rigidez na Anisotropia

Ci Ca Cy Cy Cs G
Ca Cu Ca Cyx Cx Cx
[C]= C:I CZI Cll Cx Cas Cx
Ca Co Co Cu Cs Cg
Csi Cnn Can Cu Cy Csx
Ca Coe Ca Ca Ces Cu

Fonte: Adaptado de Kaw (2006)

APENDICE B - NOCOES DE CALCULO VARIACIONAL

Seja u=u(x) uma funcdo associada a real configuracdo mecanica de um sistema

mecanico e v uma variacdo do mesmo. Segundo Reddy (2002), a configuracdo admissivel é

representada pela expressdo (B.1).

Uu=u+av (B.1)
onde:
ou = av, denominado primeiro variacional de u.

B.1) Exemplo de obtencéo de variacional de uma funcéo disponivel em Reddy (2002)

. x F F . . .
Sejaafuncdo F=F (X, u,u’) e AF = aa—uav+%av +0(a®), o primeiro variacional de

F é obtido através da expressao (B.11).

oF =av (B.1.1)
onde:
. AF
v=[llm—} (B.1.2)
a—0 a
e
[. AF} oF oF' (B.1.3)
Iim— |=—v+—vV
a->0 g ou ou

Substituindo (B.1.3) em (B.1.2) e, posteriormente em (B.1.1), obtém a expresséao (B.1.4)

referente ao primeiro variacional da F.



47

oF :a{ﬁv+£v} (B.1.4)
ou ou

B.2) Propriedades do Célculo Variacional
Sejam as fungbes F, =F(u) e F, =F,(u) nas quais aplicando as propriedades do

Célculo Variacional resulta nas expressoes (B.2.1) a (B.2.4).

1) 5(F, +F,) = 6F, +6F, (B.2.1)

1)) SFF, = 6FF, + F6F, (B.2.2)
F F.F, - FoF

1) SlZ :512—2152 (B.2.3)
I:2 I:2

V) 8(F)"=n(F)""5F, (B.2.4)

O operador variacional se correlaciona aos operadores diferenciais e integrais conforme
as expressoes (B.2.5) e (B.2.6).

du dv d d
5(&) = OZ& —&(CXV) —&(51.1) (825)
5[Iude:ajv-dx=ja-v-dx:Iéu-dx (B.2.6)
0 0 0 0

B.3) Lema Fundamental do Calculo Variacional

Segundo Reddy (2017), uma funcéo integravel G em produto com uma funcéo arbitraria

continua 7(x) para todo x em (a, b) implica em G = 0. Conforme Reddy (2002), 0 mesmo
critério se aplica a expressao (B.3.2). Dessa maneira, G = 0 e B(a) = 0 em decorréncia de 7(x)

ser independente de 7(a).

b
[Gn-dx=0 (B.3.1)

ﬁe.n-dx}rs(a)-n(a) =0 (B.3.2)
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APENDICE C - SERIE DE FOURIER

A série de Fourier € uma expressao matematica, expressa em (C.1), com ampla aplicacdo
nas Ciéncias Exatas como na Matematica para solucionar as equagdes diferenciais parciais.
Enquanto que, na Engenharia Elétrica, sua aplicagdo esta atrelada ao processamento de imagens

e sinais e, na Engenharia Civil, & anélise dindmica das estruturas.

f(x) :%+i{am cos(?jmm sin(?ﬂ (C.1)

L>0e ay,a, e b, sdo coeficientes.

Quando a expressao (C.1), apresenta periodo T = 2L, é denominada expresséo de Euler-
Fourier como apresentada em (C.2).

f(x)= %+ g{am cos (?jﬁ- b_ sin (?ﬂ (C.2)
onde:
1% mzx
ay == jL f(x)cos(Tj (C.2.1)
1% . ([ mzX
b, :E_IL f(x)sm(Tj (C.2.2)
onde:

m=1,23,..
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APENDICE D - PRINCIPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS

Figura D1 - Estado triaxial de tensdes

'3

Fonte: Jones (1999)

Sejam as equacdes de equilibrio apresentadas nas expressdes (D.1) a (D.3). Elas estéo

atreladas ao estado triaxial de tensdes ilustrado na Figura D.1.

a N
00y | OTyx , Oty +x=0 (D.1)
OX oy oz
0 0 0 n
by D9y Tyz+y:0 (D.2)
x oy @
a N
Oy Sy 992 7 g (D.3)
x oy | o

Levando em conta o estado triaxial de tensGes atuante em uma forma geométrica

prismatica, sdo validas as expressdes (D.4) a (D.6).

Xy =0yl +7, -M+7,-n (D.4)
Y, =7 l+0,-m+7z,-n (D.5)
Z,=1,l+7,-m+o,n (D.6)

onde:

e |, m e n referem-se aos cossenos diretores.
o« X, = X_X,Yy :Y_y,ZZ = Z_Z referem-se as condi¢Bes de contorno mecénica.
e U= l],v = \_/, w=w referem-se as condicdes de contorno geométrica.
Somando as integrais das equacdes de equilibrio, com a imposi¢do das variacdes de

deslocamento e tomando em conta as condi¢fes de contorno geométrica, obtém a expressao

(D.7). Nesta se aplica o Teorema da Divergéncia, apresentado no Apéndice E, resultando na
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formulacdo (D.8). Aplicando as expressoes (D.4), (D.5) e (D.6) em (D.8), obtém-se a

formulacéo do Principio dos Trabalhos Virtuais apresentada em (D.9).

I[aax +aTyX + 9% +XJ du- dr+'|.[arXy 60y +8Tyz +;J-5v-dr+

OX oy 0z oy 0z
I Oux Oty +2% 7 | swedr = (D.7)
OX oy oz

(X =X)-8u+[|Y, =Y, |ov+{|z, -2, | ow
y y

J._( Atz M+, )-5u+(rxy-l+ay-m+rzy-n)-5v+_ d
_ -dr
r| (7x 1 +7y,-M+0,-n)-6W

~[| 088, + 77y + 107 0,08, - X -Su-Y -Sv-Z-ow|-dv+ (DB

\VAS

{j(xx—><_X)-§u+j(vy—\fyj-5v+j(zz—z_zj-dw}drzo

r

(5wl

r

- {O'Xé'gx Ty g + T + 0,08, = X -SU=Y -6V —Z -5w} dV+  (D.9)
\

(X, = X)-su+[|Y, =Y, |-ov+[|z,-2, |-ow|dr=0
y y

r
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APENDICE E - TEOREMA DO DIVERGENTE

Segundo Stewart (2013), a presenca de uma regido solida simples E, contornada por
uma superficie S orientada positivamente e um campo vetorial F cujas funcGes apresentem
derivadas parciais em um espaco aberto onde E esteja contido, permite representar o Teorema
do Divergente como em (E.1).

”PdS:” divF -dV (E.1)

S E
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APENDICE F - FORMULACAO DA ENERGIA DA VIGA

A energia total atuante na viga, referente ao presente trabalho, decorre de 4 parcelas, a

serem: variacdo da energia de deformacdo interna da viga (6U), variagdo da energia de

deformacéo da fundacédo (SU,), variagdo da energia potencial das cargas externas (6W) e

variacéo da energia de deformagédo das molas (oU ,.) situadas nos contornos.

oll=0U+0U; +OW +U o =0 (F.1)

A energia de deformacdo interna da viga é expressa em (F.2) e, em (F.3) sdo colocados

emevidencias {sd,,} [T9@] {6d,, ) [T@] {6d,,} [Ty e {5d,,} .

U =I|:{5dl,x}T [quk)(z)}T +{5d2,XX}T [Ti(z, y)]T]

i [T {0, + e [T V{0 ) + s [ D] {050} |+

_k T(k) d _k T (2, q
(60, @] &' [ T0@ | {dh} + oo [Tz 1)) {d o} + ) F2)
Cos' [%2(2)]{d,}
10 (g
({5dl}T [T;,kz)(z)T +{5d2,x}T[YZ(y)]T). s [ bz (Z)}{ 1+ dv

Css' [Y2(Y)]{d2,x}
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oU = [ {sd;(0)}" [T;,kz)(z)][csg,k [T (400} + [Y2(Y)]{d2,x}J+
\%

(od,, 00 [T9@)] [cnk [T0@ [ty 6 [T @ W]} + oo [yl(z)]{dz,x}]+

{5d2,xx }T [Tl(Z, y)]

Cl_ek [yl(z)]{dZ,x}

e [19@ {0} + et Mz ] {do )+

[v1(2)] -

Cos' [Y1(Z)]{d2,x}

[V, (y)]T C5_5k |:T¢(,kz) (Z)J {di}+ C55k [v2(2)] {dZ,x}

T 01_1k [qu(k) (Z)] {dl,x} + C’l—lk [Tz, y)] {dz,xx} +

+

(F.3)

dv
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A

T (50, (x)} { [[T9@] et [T;,kz)(z)]dA]{dl}dH
0

——

dz,x}dx+
A

{5d1(x)}T {J.[Tqﬁ(,kz)(z)]r C5_5k [y2(y)]dA

(o) | | [Ték)(z)T et (T892 oA |{dy, e+

A

()| [T e [nea. y)]dA]{dz,xx} dx+

A

()| [T o [yl(z)]dA}{dz,x}dH

A

A

(50, | [z ] &t [T;k><z>]dA]{dl,x} dx +

A

{5d2,xx}T I[Tl(zv y)]T Cl_lk [Tl(Z, y)]dA]{dz,xx} dx + (F-4)

T

{60,

A

j[Tl(Z, il C{ek [yl(z)]dA}{dZ,x}dX"'

(5, )" | [[n@] o [qu“(z)]dAJ{dl,x}dH
A

(6d, }' | [[w@] A y)]dAJ{dz,xx}dH
(od,, }' | [In@] Coo" [yl(z)]dA]{dz,x}dH

(505} | (120 s [T;,kz)(z)]dA]{dl}dH
A

j 5d2x I[yz(y)]T c55k[y2(y)]dA]{d2’X}dx+
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[R]= { J @] c;sk 9@ dA] (F4.1)
[P.]= {[T;,?(z)fc55k[y2<y)]dAJ (F4.2)
[R]= {[T;k)(z)f cuk[T;“(z)}dA] (F4.3)
[P.]= {[T;k)(z)f cﬂk[Tl(z,y)]dA] (F.4.9)
[R]= i[T;k’(z)]quk[yl(z)]dAJ (F.4.5)
[R]= £[T1(z,y)]Tcuk[T;“(z)]dAJ (F.4.6)
[P]= !\[Tl(z,y)]T cnk[Tl(z,y)]dA} (F4.7)
[R]= {[Tl(z,y)]quk[yl(z)]dA} (F.4.8)
[R]= {\[yl(z)]quk[T;k’(z)]dAJ (F.4.9)

[Rol= { [n@] ot [Tz y)]dAJ (F.4.10)

A
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[R:]= I[Y1(Z)]T Ceek[)ﬁ(z)]dA} (F.4.11)
A

[P]=| [[y.] e’ [T(,f,"z)(Z)}dA} (F.4.12)
A

[Pa]=| [y Cs5k[yz(y)]dA] (F.4.13)
A

Sdo inclusas as parcelas de (F.4.1) a (F.4.13) em (F.4), resultando em (F.5). Em (F.6)

s postosem evidecia (04, (00,7 (64,.) e 50,
SU = isdl(x) } [P dx+j {60, (0} [Po]{d e+
o0 Rt o [fo P
0. (R e o0 [ o
(08 (9} {00} (R o F5)
08 [ 003, Rl

(5d,,)' [Pll]{dzyx}dx+I{§d2’X}T [P,]{d,}dx+

Ot— ™ Ot O™ O O O—

(85} [Pa]{dp} 0
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ou :E|J. {5d2’XX}T [[Pﬁ] dl.X}+[P7]{d2,xx}+[P8]{d2,x}}+ dx (F.6)
[P9]{dl,x}+[PlO]{d2,xx}+
J{d, +[P13]{d2,x}

onde:
(k1= [R]{d.}+[R]{d.}] (F.6.1)
k1= [[P]{0s, +[Pe] (A} +[R1{C} ] (F62)
[kl = [ [P J{cu} +[Pr 1{da e} + [P {0} | (F.6.3)
keI = [P {0} +[Ro oo + [Pl {o} + [P et} +[Ris )} | (F.6.4)

Substituindo os termos (F.6.1) a (F.6.3) em (F.6), obtém-se (F.7)

- I o™ o {0, fio + {0 o+ {0, o (F.7)

Em (F.8), ¢ realizada a integracdo por partes, resultando em (F.9). Em seguida, séo

rearranjados os termos até a expressao final em (F.12)

L T
j 5d; ()} {k }dx+
0

&

(ou)" {kz}}—{ﬁdlf{kz,x}jdm

o
><|Q-

(F.8)

:{5dz,X}T {kg}}—{5d2’X}T {k3lx}jdx+

100 ()] {00 ko] i

o
><|Q-

Ot O— [ O—y
O R Y
=



U = I({&dl(x)}T o}~ {80} (ko) — {00 fla )~ {50, {k4yx})dx+

x=L

({00)" fio} + {00} flo} + {00} {ka)

x=0

N B Lt (AR () R E A A

8U=| X
0 —{6d,}" (ko)

{007 o+ {05, o)+ {00, )T flo)

dx +

x=L

x=0

&U =I({5dl}T [{ke} (Ko} ]+ {00, )" [{k3yxx}—{k4lx}])dx+

x=L

{007 fi 0, s+ {07 = {0

x=0

L

U =| ({5d1}T (k) (Ko} ]+ {605} [{k3lxx}—{k4yxﬂ)dx+

0

{00}™ f + {0} [ ke~ {han )+ {0 )]

x=L

x=0
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(F.9)

(F.10)

(F.11)

(F.12)

A parcela de energia de deformacéo elastica da fundacéo é expressa em (F.12). Em

(F.13) escreve-se a parcela de deslocamento w, em formato matricial e com a escrita analoga

de (F.12) em (F.14), o substitui e obtém (F.15).
L
oU :.[({éwokwwo +5W0kpwoyx})dx
0
W (X) -
Wy =[1 0 0] vp(x) _{T}{dz(x)}
9(x)

U :I({5W0}T kW[WO]+{5WO’X}T k, I:WO’X])dX

(F.12)

(F.13)

(F.14)
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el ool o
T -7 [t k, 0 0] [ - (F.15.1)
{T} kv{T]_[O]kw[l 0 o]{o 0 O}{TKW]
0 0 00
o [k, 0 0]
{T} k{T]{O 0 0}{%] (F.15.2)
0 00

Escrevendo a expresséo (F.15) com os termos (F.15.1) e (F.15.2), obtém-se (F.16).

0

SU; = f{{&dz}T {Tkvv]{dz} +{5d,, ) {Tkp }{dzlx}de (F.16)

Aplicando em (F.16) a derivacdo, obtém-se (F.17) e, em seguida, com a integracdo por
partes obtém (F.18).

Uy = I[{adz}T [Tkwl{dz} +%[{5d2}T [Tkp }{dz‘x}]—{édz}T [Tkp ]{dm}]dx (F.A7)

o X e

Os deslocamentos podem ser escritos na forma matricial conforme as expressoes (F.16)
a (F.21).

o =[1 o]{‘j;’((;))}:[l o]{dl}:[Tuo]{dl} (F.19)
Wo (X)

wy=[1 0 O]{vo(x)]_[l 0 O]{dz}_lT}{dz} (F.20)

9(x)
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Vo(y)=[0 1 o]{dz}z[TVO]{dz} (F.21)
9y)=[0 0 1]{d,} =[T,]{d,) (F.22)
9y=—%’=[—1 0 0]{d,,}=- T}{dzlx} (F.23)
ezz%f:[o 1 0]{dy}=[T,, |[{dan} (F.24)

A parcela de energia decorrentes das cargas externas é expressa em (F.25).
L
oW = —j(5w0 -0, (X) +0V-dy (X) +0u-ay(x) +519-q9)dx (F.25)
0

L . . . . (F.25.1)
5w:_£ ({owo}" {0, 00} +{ovo} {a, 00} + {60} " {a,00}+ {59} {aig} o

Aplicando os deslocamentos em (F.25.1), obtém-se (F.25.2). Em seguida, coloca-se 0s

termos em evidéncia obtendo (F.25.3).

| {od, )" H (0,00} + {5d,)" [T, } {a, (0} +

sw=— dx (F.25.2)
0

(0,7 (T, 1 {0, 00} + {60, (T} ()

(00,}" {1, 1 {4, 00} +
oW = —_[

0 {5d2}T HT} {qz(x)}+{Tvo }T {qy(x)}+{T3}T {as}

dx (F.25.3)

A parcela de energia decorrentes das molas é expressa em (F.26) e rescrita no formato
de (F.25).
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U od, kg -Ug+W-kg' -Wy +0V-Kg vy +
= +
60, KD 0,400, K -0,+59-K8 -9 |
- (F.26)
od, -k -ug +ow-k" -wy +6v-k|' vy +
50, k(" -0, +50, -kl -0,+ 59k -9 | _
[SUg )" kS {ug ) +{Swp )" kY {wy ) +
U pe =| {0vo}" Ky {vo}+{00, 1 ko' {6, )+ +
{60, } ko {6,} +{39} k5 {9)
x=0 (F.27)

x=L

As equacdes (G.27.1) a (G.27.6) séo detalhamentos dos termos de (F.27) que resultardo
em (F.28):

(U} kS {upt={5d,}T [1 O] kY[L 0]{d,}=

s 6Ot [ e
{oWo} ko' {wp f ={5d,} {T] k(\JN{T}{dZ}_ (F.27.2)
—{5d,}" [Tkﬂ{dz}

{6V Ky {vo) ={6d,}T[0 1 0] k[0 1 0]{d,}=

0 (F.27.3)



(F.27.4)

{
0
1 ’
0 (F.27.5)
0
0
0

}dz}wdzf (1)) (F.27.6)

U pe = {60, (0} [T 4y (0)} +{5d,(0)}" [T ] {d, (0} +
(60,0} [T, J{,0)}+ {6, O} [ T |{e,. @} +
(60, O)) [T [{dy @)} +{5d,©)}" [T ]{d, 0} +

(F.28)
{5d, (L)} [ }{d (L)} +{5d, (L) [ ]{dZ(L)}+
{8, (L} [T 0oL} + {5, O [T [{da L} +
{ 0,

5, (L)} [T J{dy (L)} + {8, (L} [T J1d, (L)}
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(00" [t} [T T 00+

.IIZ {k3,xx}_{k4,x}+{Tkw:|{d2}_|:Tkp]{d2,xx}_ dx +
0| {odz }| o
T} qAx){TVO] a, (1) ~[Ts] 659
(5, (L))" _{kZ(L)}+[T“ ]T (d, (L)}}+
(0,01 [ty +[1 ] 10,04 |+
) (F.29)

(a0 {ks (L)} = {kax (L) +[Tk ]{dZX(L)}

J{do (L} + [T N (W} +[ T ]{d (L)}
5d (0) k (0) k3 x(o) { d2 x(o)

T 00} +[ T J{d (L)} + [T J{d,(0))
6d2x(L>T s+ T J{ean O} [1 {0} |+
(64,,0))" | ~{lo@}+ [ }{d“@ d2X<o>} 0

Aplicando (F.12), (F.18), (F.25.3) e (F.18) em (F.1) e colocando os termos comuns em
evidéncia, obteve-se a expressao (F.29). Usando o lema fundamental do calculo variacional,

determina-se as equacdes de equilibrio (F.30) e as condicbes de contorno (F.31).

{ke} — {kox —[Tuo ]T e (x) =0

{kg,xx}{M,A{Tkwl{dz}[Tkp]{dz,xx}

_aT _ T
H qz(X)—[Tv0] a,(y)—[Ts]" 45(9) =0

(F.30)




d; (L)
d, (L)
dzx (L) F.31
d; (0) (F.31)
d, (0)

dZ,X(O)

o+ T (@} =0

{k4(L)}{ks,X(L)}{Tkp]{dz,x(uh

[T Jiday+ [ J{d O+ [T J{da(m)} =0

flo (L} +[T (L} +[12 {00} =0 (F32)
[l +[T | {0} =0

~{ka(O)} +{ks x(O)} - []{dZX(O)}

[T i, )} +[ T i (L} +[T ]{d, (@)} =0

~{ke@}+ [T [{dox @} +[T {0 @)} =0
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As equac0es de equilibrio expressas em (F.30) podem ser escritas no formato expresso

em (F.33):

[Pl]{dl} [ ]{dZX} [ ]{dlxx}_[P4]{d2,xxx}_[PS]{dz,xx}_[TUOJTqx(x):0
[P:] {leXX} g oo | +[Po ] {0z 00} —[Po ]{ e } —
[

Plo]{dZ XXX [Pll]{ 2xx}_[Plz]{dl,x}_[l:h]{dzxx}"' (F-33)

el e et i
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Expressando a equacdo (F.31) com termos em evidéncia, obtém-se (F.34.1) e (F.34.2).
. (F.34.1)
[R]{d:} _{P3}{d1,xx} +[P2]{d2,x} ~{Rs} {dz,xx} —{Ps} {d2,xxx} _|:Tuo } ax(x)=0
_[Plz]{dl,x} - [ PQ]{dl,xX} + [PG]{dl,xxxx} + |:TkW :|{d2} - (F.34.2)

UTK‘,}+[PB]+[PH]]{CIZ,XX} +|:[P8]_[Plo]]{d2,xxx} +[P7]{d2,xxxx} [T} a; (X)

‘[Tvo ]T Ay () —[Ts] 6s(9) =0

Os carregamentos sdo expressos em (F.35), (F.36) e (F.37):

q,(x)= iQZ sin(4,x) (F.35)

i-1
aq,(x) = iQy sin(4,x) (F.36)

i-1
qg(x)=0 (F.37)

onde:
A _m-z
L

Expressando os termos da equacéo (5.1) em série de Fourier:

u, = ilu cos (/i X) (F.38)
W, = éwm Sin (A, ) (F.39)
v, = Z::vm sin (A, ) (F.40)
v - ilw 05 (/) (F.41)

3:il9m cos(ApX) (F.42)
i1
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Expressando os termos de (F.34) em funcéo de (F.38), (F.39), (F.49), (F.41) e (F.42),
obtém-se (F.43) e (F.44):

- ) gl e

iwm sin(A,X)
i1

W, . W,
{d;“} {vo } = i;vm sin(ApX) Z{V

i=1 ‘9m

sin(Apx) (F.44)

ggm sin(A,X)

Substituindo as expressoes (F.43) e (F.44) em (F.34.1), obtém-se:

713 {ofeos(amn) -1 30 o 2|

=1 m=1

g

]

W,
Vi
3,

W,

m

(Am COS (4 X)) (ansin(2X) 1= (e 4

m

[Ps]{i

o (-2 005(2)) [T, ] (0 =0

i=1

9m

Colocando em evidéncia os somatdrios, determina-se (F.46):

1] feos(aa)+ 11 | (48 cos()

(Am cos(imx))+ F16)

3
LN

W

V: (ﬂ,ﬂ cos(ﬂmx))
4

m

(ﬂnﬁ sin(ﬂmx))+[P4]
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Por se tratar de viga cross-ply e, supondo q, =0, a equagéo (F.46) se reduz a (F.47).

W W
U U m m
Gl O ERCSA VSO R
Ym Y 9. 9
Aplicando (F.43) e (F.44) e escrevendo (F.47) obtém-se (F.48).
2 ICy
[[I:)l]+/3“m[P3] [Pz]%+[P4]%] {d } =1{0} (F.48)
2

Por se tratar de viga cross-ply e, supondo g, =0, a equagdo (F.34.1) se reduz a (F.49)

em decorréncia de [R,]=[R,]=[R,]=0.

(S0 [R5 22

m=1 m=1

_ Wm - 0 Wm
{ %Z{Vm (sin(2yX)) HTkp]+[Pl3 [P.] Z{Vm (lnﬁsin(imx))}+
i=1 '9m =1 Sm
W, o (F.49)
P11 1V, (;,;sin(zmx))}{rl {ZQZ(sin(ﬁmx))}_
| g i=1
1.7 {30, (s (21 -t
i=1
Rearranjando os termos da equacéo (F.49), obtém-se (F.50).
W,
U,l . U,l . - .
[Plz]/Im{l//m}sm(lmxH[Pe]ﬂ,%{V/m}sm(ﬂmxH TkWHVm sin(4,,X) +
© m m i 19W
mzzl T - Win W ) F.50
{Tkp]+[I313]+[F>11]]/1ﬂz1 Vo, sin(ﬂ,mx)+[P7]ﬂ,r‘[‘] V., tsin(A,X) (F.50)
L '9w '9w
-7
> T] Q,sin(4) +[T, | stin(ﬁmx)J
m=1
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[azum{dlmmpﬁm{dlm}{nw]{d;n}+"np]+[a3]+ml]]z;{d;n}+

(F.51)

[PA&Q{dQ’}z{T} 6,+[1,] ¢,

[P ] Am +[Ps] A3 [TKW]Mﬁ]"Tkp}[ash[al]]m; [p7]]{31:}=

(F.52)

o

el -

onde:
k11:[P1]+/1r$1[P3]
k12:[P2]1m+[P4]31?1

kzlz[Plz]ﬂm+[P6]/13m

oy {Tkvv]%ﬁ Hﬂp}[ﬂg]ﬂpﬂ]}[%] 2
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APENDICE G - PRINCIPIO DA MINIMA ENERGIA POTENCIAL

Para obter a formulacdo do Principio da Minima Energia Potencial, admite-se, em
conformidade com o Principio dos Deslocamentos Virtuais, que o variacional do trabalho

atuante no sistema (S6W ) é nulo.

oW =0 (G.1)
oW = [ oy -85 -dQ~| [ f-6u-dQ+ [ t-5u-dS |=0 (G.2)
Q Q S
onde:
oy = 20 G.3
s (63)
sendo que:

a;j - Campo de tensdes.
&;j - Campo de deformagdes.

u — Deslocamento.
f - Carregamento no contorno.

t — Carregamento na superficie.

Substituindo (G.3) em (G.2), determina-se (G..4):

I%-5aj-dﬂ+éV=0 (G.49)
5 08

Uo— Funcdo densidade de energia de deformagéo.

onde:
oU,
oUy =—-0¢;
0 58” ij (G.4.1)
e
év_{jf-ciu-d£2+jt-5u-d8] (G.4.2)
Q S

V — Energia potencial decorrente das cargas externas.
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Substituindo (G.4.1) em (G.4), obtém-se:

[8Ug-dQ+6v =0 (G5)
Q

Ressalta-se que, a energia potencial interna é:
U = [Uq-dO (G.6)
Q

E, consequentemente, o variacional da energia potencial interna:

8U = [8U,-dQ G.7)
Q

Aplicando (H.7) em (H.5), obtém-se a formulacdo do Principio da Minima Energia
Potencial. Este teorema afirma que a soma das energias potenciais internas e externas no

sistema é nula como expresso em (H.10).
oU+o6V =0 (G.10)

Aplicando a propriedade de célculo variacional em (G.10), descrita no Apéndice B, no
item (G.2.1) obtém (G.11):

S(U+V)=0 (G.11)
onde:
STI=6(U+V) (G.12)
[ - Energia potencial total do corpo no regime elastico.

Substituindo (G.12) em (G.11), conclui-se que o Principio da Minima Energia Potencial

implica na nulidade no variacional da energia potencial total do corpo no regime elastico.

ST1=0 (6.13)



71

APENDICE H - CLASSIFICACAO DAS VIGAS COMPOSITAS
LAMINADAS EM FUNCAO DO ANGULO DAS FIBRAS

Os elementos estruturais constituidos por materiais compdsitos laminados podem ser

classificados conforme a orientacdo de suas fibras, a serem:

e Laminados simétricos - apresentam ldminas com 0s mesmos materiais, angulacfes e
espessuras tanto acima quanto abaixo do plano médio.

e Laminados assimétricos - apresentam camadas com mesmos materiais € mesma espessura.
Contudo, orienta¢des distintas tomando a mesma distancia em relacéo ao plano médio.

e Laminados de camada cruzada (Cross-Ply) - apresentam laminas com apenas orientacoes de
0° e 90°.

e Laminados de camada angular - apresentam 0s mesmos materiais e espessuras e uma unica
orientagdo positiva e negativa.

e Laminados equilibrados - apresentam camadas cujas orientagdes formam pares, sejam

positivos ou negativos.

Nas imagens seguintes, 0 nUmero entre as camadas da estrutura retrata o angulo entre
os sistemas de eixo local e global da estrutura. O angulo entre esses eixos serve para indicar a

direcdo das fibras que compdem o material composito.

Figure H.1 — Materiais compositos laminados. a) Simétrico e b) Assimétrico.

a) b)
0 45
7] 60
fd) —60
0 25
0

Fonte: Adaptado de Kaw (2006)



Figure H.2 — Materiais compdsitos laminados. a) Cross-Ply, b) Camada angular e ¢) Equilibrados.
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a) b)
0 —30
bl 0
ka ) 30
- 30
%0
c)
30
0
30
30
0
—40

Fonte: Adaptado de Kaw (2006)
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