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Orientador: Prof. Dr. Almir Rogério Silva Santos

Esta dissertacao tem como objetivo analisar o problema de prescri¢ao da curvatura
Gaussiana em superficies Riemannianas fechadas com caracteristica de Euler ne-
gativa, detalhando os resultados obtidos em [3]. O trabalho investiga a existéncia
de multiplas solugoes para o problema de encontrar métricas Riemannianas confor-
mes cuja curvatura Gaussiana seja igual a uma funcao dada. Sob certas condigoes
o problema admite uma tnica solucao, a qual é o ponto de minimo global de um
determinado funcional. Considerando pequenas perturbacoes a um parametro da
fungao a qual se quer prescrever como a curvatura Gaussiana, mostra-se que o
funcional admite um ponto critico adicional do tipo “passo da montanha”. Além
disso, é investigado o comportamento desta segunda solu¢ao quando o parametro

val a zero.
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This dissertation aims to study the problem of prescribing the Gaussian curvature
on closed Riemannian surfaces with negative Euler characteristic, detailing the
results obtained in [3]. The work investigates the existence of multiple solutions to
the problem of finding conformal Riemannian metrics whose Gaussian curvature
equals a given function. Under certain conditions, the problem admits a unique
solution, which corresponds to the global minimum of a specific functional. By
considering small perturbations to a parameter of the function intended to be
prescribed as the Gaussian curvature, it is shown that the functional admits an
additional critical point of the “mountain pass” type. Furthermore, the behavior

of this second solution is investigated as the parameter approaches zero.
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Introducao

A cada métrica Riemanniana g em uma superficie M existe uma funcao
suave K, € C*°(M) chamada de curvatura Gaussiana. Um problema classico da
geometria diferencial é saber se dada uma fungao suave f € C°°(M), existe uma
métrica Riemanniana g com curvatura Gaussiana f. Duas métricas g e g em M
sdo ditas conformes se § = e€?“g para alguma funcio suave u € C(M). E bem
conhecido que a relacao entre as curvaturas Gaussianas das métricas g e g é dada
pela equagao

—Aju+ K, = Kge*, (1)

onde A, = div,V, ¢é o Laplaciano com respeito a métrica g, e K, e K7 sao as

curvaturas Gaussianas de g e g, respectivamente.

O objetivo deste trabalho é analisar o conjunto solugao da equagao (1) em
uma superficie fechada e orientavel com caracteristica de Euler negativa x(M) < 0,
para uma métrica fixada g e com curvatura Gaussiana de g prescrita f € C*(M),
ou seja, K5 = f. Como o problema ¢ conformemente invariante, segue do Teorema
de Uniformizacao que é possivel considerar que a curvatura Gaussiana de g é
constante k e o volume é unitario. Além disso, é uma consequéncia do Teorema de

Gauss-Bonnet que k& < 0. Desta forma, a equagao (1) passa a ser
~Aju+k = fe* (2)

Berger [2] foi o primeiro a estudar a equacdo (2) neste contexto. Ele encontrou
uma condicao suficiente para a existéncia de solugao, a saber, f < 0. O Teorema de
Gauss-Bonnet afirma que a integral da curvatura Gaussiana é 2wy (M ). Integrando
(2), aplicando o Teorema da Divergéncia e o Teorema de Gauss-Bonnet, obtém-se

que
Zug ——/ kdv, = 27y (M) < 0.
/ fedv, Vg X (M)

Desta forma, segue que se a equagao (2) possui uma solugdo, entao f deve
ser negativa em algum ponto. Kazdan e Warner [10] estudaram a existéncia de

solugdo de (2) em superficies fechadas com caracteristica de Euler positiva, negativa
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e nula. Em particular, eles obtiveram que no caso x(M) < 0, se f < 0 mas nao é

identicamente nula, entdo (2) possui uma tnica solugao.

Uma caracteristica importante de (2) é que ela é a equagao de Euler-

Lagrange do funcional Iy : H'(M) — R definido como
1 2 2u
If(u) = 5 /M (|Vu]g + 2ku — fe ) duy. (3)

Segue dos resultados de Berger e Kazdan-Warner, que se f é ndo negativa,

entao o funcional (3) nao possui ponto critico quando x(M) < 0.

As hipoteses sobre a funcao que serao assumidas neste trabalho é que f <
0 e nao ¢ identicamente nula. Com isso, segue que o funcional I; é coercivo e
estritamente convexo. Isto implica que Iy possui um tnico ponto critico, a qual é
um ponto de minimo global, veja a Proposi¢ao 2. Porém, da Proposicao 5 segue
que para pequenas perturbagbes de f a equagao (2) ainda terd solucdo, a qual
serd ponto de minimo local de I¢. Isto implica que se max f = 0, segue que para
pequenos valores de A > 0, a fungdo f) := f 4+ A\ é positiva em algum ponto e sera
a curvatura Gaussiana de alguma métrica conforme. Além disso, como discutido
na pagina 27, se f é positiva em algum ponto, entao o funcional /; ¢ ilimitado
inferiormente. Desta forma, é esperado que I possua um segundo ponto critico, o
qual é do tipo do passo da montanha. Ding e Liu [7] mostraram que para A > 0
suficientemente pequeno o funcional I, possui pelo menos dois pontos criticos,
uy que é ponto de minimo local e u* que é um ponto critico do tipo do passo da

montanha.

Este trabalho baseia-se no artigo de Borer, Galimberti e Struwe [3], o qual
redemonstram o resultado de Ding e Liu, porém a técnica utilizada permite analisar
o que acontece com a segunda solugao u* quando A — 0. O que é feito em [3] é
encontrar a segunda solucdo v junto com uma estimativa no volume da métrica

e2u g, veja a Proposicao 7, que permite fazer a andalise de blow-up quando A — 0.
Inicialmente demonstra-se o seguinte resultado, o qual ja era conhecido

devido a Ding e Liu [7].

Teorema 1. Seja (M, g) uma superficie Riemanniana fechada com caracteristica

de Euler negativa. Para toda fungdo suave e ndo constante f < 0 = max f, con-
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sidere a familia de funcoes fy = f+ X, com A € R e a familia de funcionais

associados Iy := Iy em H'(M). Entio existe um nimero \* > 0 tal que, para

A
0 < A < A o funcional I\ admite um minimizante local e outro ponto critico

u? # uy do tipo do passo da montanha.

O préximo resultado principal deste trabalho é o seguinte.

Teorema 2. Seja (M, g) uma superficie Riemanniana fechada com caracteristica
de Euler negativa. Seja f uma fungdo suave ndao constante com max f = 0, tal que
seus pontos de mdximos sao nao degenerados. Para X € R considere f\ := f + A
e Iy = Iy, como definido em (3). Entio existem um conjunto finito de pontos
(W, pMY de M, com N > 1 e f(pl¥)) = 0 para todo 1 < i < N, uma
sequéncia N\, | 0 e uma sequéncia de pontos criticos nao minimizantes wu, de Iy

tais que para certas sequéncias rﬁf) d0e pffl) — pgfo), vale o sequinte

(a) Uy — Uso em O (M), onde My, = M\{pL),...,pM}, € us induz a mé-

trica completa goo = €2"~g em My, de curvatura total finita K, = f, ou

/ fdv,, = / f62“°°dvg < 0.
Moo Moo

(b) Para cadai € {1,...,N}, 7D /\/X, = 0 e em coordenadas locais conformes

x em torno de pl¥) =0 tem-se

seja,

) ) ) 2
wy(x) = un(pgf) + r,(f)x) — un(pgf)) +1og2 — we () = log <1+|x|2> ;

o0 2 . ye . pond _ 2w
em C.(R?), onde wy induz a métrica esférica goo = €°>0 de curvatura

Gaussiana K, =1 em R2. Aqui § é a métrica euclidiana em R?.

Vale destacar que em [3] os autores identificaram duas possiveis formas de
blow-up. A primeira dada pelo item (b) do teorema anterior, e a segunda resultando
em uma métrica completa g, definida em todo R?, com volume finito, curvatura
total finita e curvatura Gaussiana K, =1+ (Az,x), onde A é uma matriz 2 x 2
negativa definida. Posteriormente, Struwe [11] demonstrou um resultado do tipo

Liouville (Teorema 21), o qual exclui essa segunda possibilidade.
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Este trabalho esta dividido em trés partes. No Capitulo 1, o objetivo é
revisar conceitos e resultados fundamentais, como por exemplo, as defini¢coes de
alguns espacos de fungoes, resultados cruciais de Regularidade Eliptica, e algumas
desigualdades uteis ao longo da dissertacao. Além disso, apds fundamentar o pro-
blema de prescricao da curvatura Gaussiana, é analisado o funcional (3) para uma
fungao f € C°(M) arbitraria.

O Capitulo 2 inicia demonstrando a nao degenerescéncia de qualquer mi-
nimizante local do funcional (3). Além disso, é introduzido um outro resultado
importante que garante a existéncia de solucao quando f muda de sinal devido a
pequenas perturbacoes. Na Secao 2.2, serd provado o Teorema 1 estabelecendo a

existéncia de um ponto critico do tipo passo da montanha.

No Capitulo 3, é apresentada uma abordagem para o Teorema 2. A Se-
¢ao 3.1 expoe resultados essenciais que sustentam o teorema. Por fim, o teorema
principal é demonstrado na Se¢ao 3.2, consolidando as discussdes apresentadas ao

longo do capitulo.



1 Preliminares

Neste capitulo, serdo apresentadas defini¢oes e resultados fundamentais da
Geometria Riemanniana, assim como ferramentas de Topologia que serao empre-

gados ao longo deste estudo.

1.1 Meétricas Riemannianas e Conexoes

Seré denotado por X(M) o conjunto de todos os campos de vetores suaves

em uma variedade M.

Definig¢ao 1. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M é
um tensor suave g do tipo (2,0) em M tal que para cada ponto p € M, a aplica¢io
gp : T,M x T,M — R dada por

gp(u,v) == g(U,V)(p),
¢ um produto interno em T,M, onde U,V € X(M) tais que U(p) =u e V(p) = v.
Teorema 3. Toda variedade diferencidvel admite uma métrica Riemanniana.
Uma variedade diferenciavel M munida de uma métrica Riemanniana é

chamada de Variedade Riemanniana, a qual serd denotada por (M, g), ou sim-

plesmente por M quando a métrica estiver subentendida.

Exemplo 1 (A Métrica Euclidiana). A variedade Riemanniana mais simples € o
espaco Euclidiano R™, onde a métrica Riemanniana é a métrica Fuclidiana § dada

em coordenadas canonicas por
§ = 0yda‘da? = (dz')* + -+ + (dz™)?,
onde 8;; ¢ o de delta de Kronecker e (dz*)* = dx'dx’.

Sabe-se que existe um isomorfismo entre os espagos R™ e T,R™. Dessa forma

¢ possivel considerar u,v € T,R"™ como vetores no R". Isto implica que

Op(u, v) = (u,v)
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onde (,) € o produto candnico em R™.

Seja M uma variedade orientada de dimensao n. Existe uma tnica n-forma

diferencial dv,, chamada de forma de volume Riemanniana que satisfaz
d’Ug(El, ce 7En) = 1,

para todo referencial ortonormal positivo (Ey, - -- , E,). Em coordenadas, dv, pos-

sui a seguinte expressao
dv, = y/det(g;;)dx' A -+ A da™,
onde g;; sao as componentes da métrica g nestas coordenadas.

Definigao 2. Uma conezxdo afim V em uma variedade diferencidvel é uma apli-
ca¢ao
V:iX(M)xX(M)— X(M),

que serd denotada por VxY =V (X,Y), que satisfaz as sequintes propriedades
(i) VixigyZ = fVxZ + gVyZ;
(ii) Vx(Y +272)=VxY +VxZ;

(iii) Vx(fY) = (X(/)Y + [VxY,

para todo X,Y,Z € X(M) e f,g € C®(M).

Teorema 4 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana (M, g) existe uma

unica conexao afim V satisfazendo as condigoes

(1) [X,Y]=VxY —VyX (simétrica);

(1) Xg(Y,Z) =g(VxY,Z)+g(X,VxZ) (compativel com a métrica),

para todo X,Y,Z € x(M).
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A conexao dada pelo teorema acima é denominada conexao de Levi-

Civita (ou conexao Riemanniana) de M.

Em um sistema de coordenadas, define-se os simbolos de Christoffel como

0 0
Vo—= rf;am

Ezn amj

k

onde

Z km [ O9mk Ogim _ 99ij
ox; 8@ 0%y, )’
gij sao componentes da métrica g nestas coordenadas e g” é sua inversa.

Dada uma variedade Riemanniana M, o tensor curvatura do tipo (3,1)

é definido como
R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ — VixyiZ,

onde X,Y,Z € X(M). Usando a métrica, obtém-se um tensor curvatura Rm do
tipo (4,0) definido como

Rm(X.,Y,Z,W) = (R(X,Y)Z, W),

onde X,Y, Z, W € X(M). Suas componentes em um sistema de coordenadas sao

o 9\ 0 ;)
K (ax m) Do T,

g o0 0 0
RZ” ::R Ny A s Ay A :RS sl
IH <8xj Oz, Oxy, 83,“1) i st

Em coordenadas tem-se que
R, = air; — 7rlk + er I, er I, — ZFP .
Proposi¢ao 1. Para quaisquer campos X, Y, Z, W € X(M) tem-se que
(i) Rm(X,Y,Z,W)=—-Rm(Y, X, Z,W)=Rm(Y,X,W,Z) = Rm(W, Z,Y, X);

(i) Rm(X,Y, Z,W)+Rm(X,Z,W,Y)+Rm(X,W,Y,Z) =0 (1° Identidade de Bianchi).
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1.2 A Curvatura Gaussiana

Seja. M C M uma subvariedade e sejam X,Y € X(M) e X,Y € X(M)
extensoes suaves dos campos X e Y, respectivamente. Ao aplicar a derivada cova-

riante do ambiente V e entao decompor em pontos de M, obtém-se

VY = (VYT + (VeY)h (1.1)

— T
Pode-se mostrar que o termo (V EZY) em (1.1) é independente das extensoes de

X e Y. Portanto nao ha ambiguidade em denotar as extensoes como X e Y.

Definigao 3. A segunda forma fundamental de M ¢ a aplicagio I1 : X(M) x
X(M) — NM dada por
I1(X,Y) = (VxY)*h

Aqui NM denota o fibrado normal de M.

Teorema 5 (A Equagao de Gauss). Para quaisquer X,Y,Z, W € T,M, tem-se

Rm(X,Y,Z,W) = Rm(X,Y, Z,W)—(II(X, W), II(Y, Z))+{II(X, Z), [I(Y,W)).

Defina a segunda forma fundamental escalar como um tensor A do

tipo (2,0), definido como
h(X,Y) = (II(X,Y),N).

E imediato que
II(X,Y)=h(X,Y)N.

Elevando um indice de h, acha-se um campo tensorial A do tipo (1,1), a qual sera
visto como um endemorfismo de T'M, chamado de operador de forma de M.
Assim,

h(X,Y) = (X, A(Y)), ¥ X,Y ex(M).

Como h é simétrico, entdo A é auto-adjunto, ou seja,

(X, A(Y)) = (A(X),Y) VXY eX(M).
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Note que h e A dependem da escolha de N. Além disso, em termos de h e A,

obtém-se a formula de Gauss para superficie em R" dada por

VxY =VxY +h(X,Y)N

(VXN,X) = —h(X,Y) = —(A(X),Y). (1.2)
Como (VxN,N) = LVy|N|? = 0, seque que Vx N é tangente a M. Dai (1.2) é

equivalente a
VxN = A(X).

Lembrando que esta sendo considerada uma superficie M? C R3. Finalmente,
como Rm = 0 em R3, entdo ao reescrever a equacao de Gauss vista no Teorema

5, obtém-se
Rm(X,Y,Z, W) =h(X,W)h(Y,Z) — h(X, Z)h(Y,W). (1.3)

Em cada ponto p € M, o operador de forma A, : T,M — T,M é uma transfor-
macao linear auto-adjunta, portanto existem autovalores reais k1, ko chamados de
curvaturas principais, e uma base ortonormal de autovetores (e, es) de T,M,
ou seja, A,(e;) = k;e;. Dito isto, a curvatura Gaussiana de M em p é definida
como

K(p) =det A, = K1 - Ka.

Teorema 6 (Teorema Egregium de Gauss). Seja M C R® uma subvariedade
bidimensional. Para todo p € M e qualquer base {X,Y} de T,M, a curvatura

Gaussiana de M em p € dada por

Rin(X,Y,Y,X)
K0 = Xeve— v (14)

Portanto, a curvatura Gaussiana é um invariante por isometrias de M.

Demonstragdo. Primeiro, considere uma base ortonormal {e;,es} de T,M. Neste
caso |e1|?|e2]? — (e1,e2)? = 1. Se hyj = h(e;, €;), entdo K = det(h;;). Dito isto, de
(1.3), obtém-se que

Rm(e1, ez, €2,€1) = hithaa — hizhgy = det(hy;) = K,
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que é equivalente a (1.4). Agora considere {X,Y} uma base arbitraria de T,,M.
O algoritmo de ortonormalizagdo de Gram-Schmidt resulta na base ortonormal

{e1,e5} dada por

X
€1 |X|7
[ T

Portanto, do célculo anterior e da simetria do tensor curvatura Rm, obtém-se

Rm(X,y - X2 xy - EXx x
K = Rm(617 €9, €2, 61) - ( o X) 2|X|2 )
X[y - K
Rm(X,Y,Y, X) _ Rm(X,Y,Y,X)
\XPGYP Y@ +ﬁ§f) | X2|Y[2 = (Y, X)?

]

Do teorema anterior, segue que a curvatura Gaussiana K, : M — R de

uma variedade Riemanniana (M, g) de dimensao 2 é dada por

) = Rm(X,Y,Y, X)
ST IXPIVE = (X, V)

com {X,Y} uma base arbitraria de T,M.
O Teorema de Gauss-Bonnet relaciona a geometria de uma variedade fe-

chada com a sua topologia por meio da caracteristica de Euler.

Teorema 7 (Teorema de Gauss-Bonnet). Seja (M, g) uma superficie Riemanniana
fechada. Entao

K, dv, =2 M
/M g@Uqg mx (M),

onde x(M) € a caracteristica de Fuler de M.
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1.3 Operadores Diferenciaveis

Definig¢ao 4. Seja T um tensor do tipo (r,0). A derivada covariante VT de T é
um tensor de ordem (r + 1,0) definido como
VT (X1,..., X, X) = (VxT) (X1,..., X))

r

2:X(T(X1,...,XT))—Z(Xl,...,VXXk,...,XT>,
k=1

onde V € a conexao Riemanniana.

Defini¢ao 5. Seja M wuma variedade. Dada uma fung¢io f € C*°(M), o campo

gradiente de f ¢ definido como o unico campo de vetores V,f € X(M) tal que
Vo f(X) = X(f) = df(X) = g(V,f, X),
para todo X € X(M).

Em coordenadas, obtém-se

"o O0f 0
v _ E 1]
of g 8@8:51-’

i,j=1

onde (¢*) é a matriz inversa da matriz (g;;).

Definigdo 6. A Hessiana de f é um tensor do tipo (2,0) denotada por V2f e

definida como
VIA(X,Y) =Y(X(f)) = Vy X(f).
A Hessiana é um tensor simétrico. De fato
V(X Y) - V2V, X) = (Y X~ XV) f~(Ty X~ V) f = [V, X]f~[V, X]f = 0.
Além disso, note que pela Definicao 5, obtém-se
= g(vagfa X) + g(vgfa VyX) — g(vgf7 VyX)
- g(VYVQf, X)v

ou seja,

VIHX,Y) = g(VyV,f, X).
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Definicao 7. Seja X € X(M). O divergente de X com respeito a métrica g €
definido como
divgX =tr (Y — VyX).

Se {e;} é um referencial ortonormal, entdo
divgX =Y g(Ve, X, ).

Defini¢ao 8. O Laplaciano de uma fungao f € C°(M) com respeito a4 métrica
g € definido como

Ayf = divg(V,f).

Em coordenadas, pode-se mostrar que

9
Ayf = Z\/Wax (Mg”aj) (1.5)
zg g J

Agora denote por dv, a forma de volume de M e do, a forma de volume induzida

na fronteira M. Seja n a normal unitaria para fora da fronteira de M.

Teorema 8 (Teorema da Divergéncia). Seja M uma variedade compacta, orien-
tada e com fronteira OM. Se X é um campo vetorial X € X(M) e f € C®(M),

entao

fdivyXdvy, = — | (V,f, X)dv, + f(X,n)do,.
M M oM

O resultado abaixo é uma consequéncia do Teorema da Divergéncia, basta
tomar X =V, f, onde h € C*(M)

Corolario 1. Sejam M wuma variedade orientada compacta, e f,h € C*°(M).
Entao

oh
/M FA hdv, = — /M<vg £, h)dv, + /8 o o
1.4 Elementos de Analise Funcional

Antes de expor resultados importantes para o desenvolvimento do trabalho,

é fundamental lembrar de defini¢oes e resultados de Analise Funcional.
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Defini¢ao 9. Seja (X, d) um espago métrico e (x,) uma sequéncia em X.
1. (z,) é de Cauchy, se dado € > 0, existe N € N tal que
d(xp, Tm) < €,
para todo n,m > N.

2. (z,) € convergente e converge para x € X se dado € > 0, eziste N € N tal
que

d(zn, ) <e,
para todo n > N.

3. O espago métrico (X, d) é completo se toda sequéncia de Cauchy é conver-

gente.

Definigao 10. Seja X um espago vetorial. A aplicagio ||.|| : X — R é uma norma

em X se satisfaz as sequintes condicoes:

1 ||z|| >0,Vz € X e com ||z|]| =0 < 2 =0;
2. [[Az|| = [All|z]], VA € R e Vz € X;

3 Nz +yll < llzll + llyll, v,y € R.

O espago (X, |.]|) é chamado espago normado.

Definicao 11. Seja (X, || - ||) um espago normado. Define-se uma distdncia d
em X como d(x,y) = ||z — yl||. Se o espago métrico (X,d) é completo, X ¢é dito

um espaco de Banach.

Definicao 12. Seja X um espaco com produto interno. Se X é um espaco de
Banach com respeito a norma proveniente do produto interno, entao X é dito um

espaco de Hilbert.

E facil ver que R™ com o produto interno ususal é um espaco de Hilbert.
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Definig¢ao 13. Seja X um espaco de Hilbert. Uma sequéncia (x,) converge fra-

camente para x, e € indicada por x, — x, se
<xn7 y> % <x7 y> )
para todo y € X.

Definicao 14. Uma aplicagdo linear T : X — Y entre espagos de Banach € dita

compacta se a imagem de todo conjunto limitado em X € pré-compacto em Y .
Lema 1. Se z, — x em um espaco de Hilbert, entdo
|z]| < lminf ||z,

Lema 2. Seja H um espago de Hilbert e X um espaco de Banach tal que a aplicacao
inclusio i : H — X € compacta. Entao, dada um sequéncia limitada (z,) em H

existe uma subsequéncia (z,,) e v € H tal que x,,, =~ x em H e x,, — = em X.

Teorema 9 (Teorema de Lax-Milgram). Sejam H um espago de Hilbert e B :
H x H — R uma aplicacao bilinear, para o qual existem constante o, B > 0 tais
que

| B(u,v)| < aful|v]

Blul® < B(u,u),
para todo u,v € H. Seja f : H — R um funcional linear limitado. Entdo existe

um unico u € H tal que
B(u’v) = f(’l)),
para todo v € H.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [9] na pagina 297.

1.5 Espaco de Funcoes

Seja M uma variedade Riemanniana compacta com elemento de volume

dvy. Para cada 1 < p < oo, define-se

LP(M) := {u : M — R integravel : / |ulPdv, < +oo}/ )
M ~
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onde a relagdo de equivaléncia ~ é que duas fungoes sao equivalentes se elas sao
iguais a menos de um conjunto de medida nula. Além disso, é bem conhecido que

o espago LP(M) é um espaco de Banach com a norma

1
Jull = ( [, fuPae,)”

Porém, apenas o L?*(M) munido do produto interno

(f. R, = /M Fhdu,,

¢ um espaco de Hilbert. Também ¢é conhecido que se f € LP(M) e h € LI(M) com
p,q € [1,00) e 5 + ¢ =1, entdo

1Rl < (LF 1l 1Allg- (1.6)

Esta é a Desigualdade de Holder.

Dado k € Ne 1 < p < oo, 0 espago de Sobolev W*?(M) ¢ definido como

o completamento do espago C*°(M) em LP(M) com respeito a norma

P

k
[ullweean = (Z/ |V]U|pdvg)
j=0"M

E usual denotar o espaco W*2(M) como H*(M). Assim, o espaco H*(M) munido

do produto interno
k
(u,v) gr = Z/ <Vju, Vjv> dvy,
j=0"M

é um espaco de Hilbert. Note que
|u||2: = /M u?dv, + /M IV yul*dv,.

Uma observacao importante é que uma funcio f pertence ao espagco W*?(M)
se e somente se f possui derivada generalizada até a ordem k pertencente a LP(M).
Assim, dizer que uma funcao f pertence ao espaco W*P(M) é equivalente a dizer

que as derivadas de f existem ¢.t.p. até a ordem k e

V.. VR F e LP(M).
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Defina H}(M) como o completamento de C§°(M) com respeito a esta
mesma norma, onde Cg° (M) é o conjunto das fungdes C*° (M) com suporte contido

no interior de M.

Seja 2 C R™ um conjunto aberto e limitado. Dado k € Ne 0 < a < 1,

define-se

D¥ — Dk
Flowe = flo + sp 120 =DYW)

x,yeY; xFty |x - y|a

CH(Q) = {f € C*Q); | fllera) < oo},

chamado de Espaco de Holder. Dada uma variedade Riemanniana fechada M,
considere um nimero finito de cartas coordenadas (U;, ¢;) tais que By(0) = ¢ 1(U;)
e M = ; ¢;(B1(0)). Dada uma funcio f € C*(M), defina

||f||0’“va(M) = Z |fo ¢i||0kva(31(0))-

Lema 3. As normas geradas por duas familias finitas de cartas coordenadas em

M sao equivalentes.

O espaco de Holder C**(M) é o conjunto de todas as fungoes f € C*(M)
tais que

||fHC’“vD<(M) < 00.

1.6 Operadores Diferenciais Elipticos

Definicao 15. Seja M uma variedade Riemanniana. Um operador diferencial

linear A(u) de ordem 2m sobre M, escrito numa carta local (U, ¢), é da forma

2m
Alu) =" a;,..4, Vi, Viu,
1=0
onde a;, i Ssdo fungoes suaves em U e u € C*™(M). Os termos de ordem 2m
sao chamados de termo lider, assumindo que as,, € ndo nulo. O operador é dito

eliptico em um ponto x € U se existe \(x) > 1, tal que para todo vetor v tem-se

[P AT @) < @iy cigy Vi Vigyy, < M) 0] (1.7)
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Se AN(z) em (1.7) é constante, entao o operador é chamado de wuniformemente

eliptico.

Pela expressao em coordenadas do laplaciano (1.5) segue que o laplaciano

¢ um operador linear uniformemente eliptico de ordem 2.

1.6.1 Regularidade Elipticas

Teorema 10. Seja M uma variedade Riemanniana compacta de dimensao n. Se

1 <p<n, entao
WhP(M) c La5 (M) (Inclusdo continua),
ou seja, existe C'= C(M,g) tal que

lll 22 oy < € (lllzean + [V ullioan) -

Teorema 11 (Mergulhos de Sobolev). Seja M uma variedade Riemanniana com-

pacta de dimensdo n. Entdo

(a) WEP(M) C L%(M), inclusao continua, se 1 < k%;

(b) Whr(M) c CO*(M), a =1 — %, inclusdo continua, se p > n;
(c) WEP(M) C C*=12(M), para todo k > 1;

(d) Se kp > n, entdo

Wh(M) ¢ CFBITN(M) (Inclusio continua);

(e) Seu € WFP(M), para todo k > 1, entdo u € C>(M).

Teorema 12 (Teorema da Compacidade). Seja M uma variedade de dimensao n.

(a) WEa(M) C L"(M), se + > % 5 (Inclusdo continua);

(b) Sen >3, entao WH(M) cC L"(M), se + > k

% (Inclusao compacta);

(c) Sen =2, entio W"*(M) CC LP(M), para todo 1 < p < 00;



1.6. OPERADORES DIFERENCIAIS ELIPTICOS 19

(d) Wk™(M) cc C*(M), se

L < k= (Inclusdo continua,).
q n

Teorema 13 (Desigualdade de Poincaré). Seja U C R™ um aberto limitado. Se
u e WyP(U) para algum 1 < p < n, entio

[ullLawy < ClIVulLew),
para cada q € [1,np/(n — p)|, a constante C' depende somente de p,q,n e U.

Lema 4 (Desigualdade de Poincaré). Seja M wma variedade Riemanniana sem
fronteira. Erxiste ¢ > 0 tal que, para toda f € H'(M), tem-se

| =Dldv, <c [ 19,5 Pdv,

onde

B /M fdv,

pu— 7.
Jy

f

1.6.2 Solucoes Fracas

Seja A um operador diferencial linear de ordem 2m definido sobre uma
variedade Riemanianna M, com ou sem bordo. Se f € LP(M) e os coeficientes
de A sdo mensurdveis e localmente limitados, uma fungdao u € W?™P(M) é dita
solugao forte em L?, no sentido de A(u) = f, se existe uma sequéncia {u;}; de
fungoes em C*(M) tal que u; — v em W2™P(M) e A(u;) — f em LP(M).

Definicao 16. Se A ¢ um operador diferencial linear em M, é dito que u €
LY (M) satisfaz A(u) = f no sentido fraco, se para toda fungio suave de suporte

compacto ¢, tem-se que

/ wA*(¢)dv, = / Fodu,,
M M
onde A* € adjunta formal de A, obtida de A por integragcdo por partes.

Teorema 14. Seja 2 C R™ e A um operador linear eliptico em 2 de ordem 2m
com coeficientes suaves. Suponha-se que u € uma solugdao fraca da equacio Au = f,
com f € C**(Q). Entdo u € C*2™(Q), com 0 < a < 1. Se f € WFP(Q), com
1 < p < oo, entio u € WH2mp(Q).
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1.6.3 Solucdes Fracas do Laplaciano

Definigdo 17. Uma funcio v € H'(M) é uma solug@o fraca (do Laplaciano)

para a equacao

se, e somente se satisfaz a condigdo
Vg, Vg dvg + [ fudv, =0,
/M< gUs Vgv) dvg va Ug
para todo v € H'(M).

Teorema 15. Seja M uma variedade Riemanniana compacta. Dada f € L*(M),

existe uma solugdo fraca uw € H*(M) de Ayu = f se, e somente se / fdvy = 0.
M

Demonstragao. Se u € H'(M) é uma solugao fraca de Aju = f, entdo pela defini-
cao
V,u,V,v)dv +/ vdv, = 0.
/M< g g > g Mf g
Como M é compacta, entdo a fungdo constante 1 pertence a H'(M). Assim, con-

sidere v = 1 na identidade acima e obtenha que

dv, = 0.
IR
Agora suponha que que [, fdv, = 0.

Afirmacao 1. Uma fung¢io u € H'(M) com [y, udv, = 0 € solugio fraca de

Agu = f se e somente se u é ponto critico do funcional F': C — R dado por

1
F(¢) = 2 /M ’V9¢‘2dvg + /M fodug,
onde C = {¢ € H'(M); [,; pdv, = 0}.

Note que C é um subespago vetorial de H'(M). Desta forma, por defini¢ao

u é ponto critico do funcional F' se e somente se

d

2| Flutig)=0, YoecC.

t=0
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Por outro lado,

1
Flu+16) =5 /M (Vyu, V,8) dv, + /M Fodu,.

t=0

dt

Se ¢ € HY(M)\C, defina ¢ = ¢ — me ¢dv,. Note que ¢ € C e

| G 0s0)dvy+ [ fodu, = [ (9,0.9,0)dv, + [ fGdv,,

j4 que a média de ¢ é zero. Logo, u é ponto critico de F' : H*(M) — R com

Jar udvg = 0 se e somente se ¢ ponto critico de F': C — R.

Afirmacgao 2. F': C — R ¢é limitada inferiormente.

Para todo € > 0, tem-se

€2 1

lab| < §a2 + 2b27

2¢2
para todo a,b € R. Da Desigualdade de Poincaré (Lema 4), tem-se
| o<Vl veec
M
Daf, se €2 < (2¢)~!, obtém-se

1 2 e 2 1 2
P0) 2 3 [, Vot =5 [ 6oy =55 [ 1oy

1 1 1
s 2 2, 7/ 2 b 2
- 2 /M |Vg¢| dvy 4c M¢ dvy €2 /Mf dvg

1
= 2 /M IV, 6|2dv, — c/M frdv, > —K,

para alguma constante K > 0. Isto prova a Afirmacgao 2.
Seja u; € C tal que F(u;) — infe FF =a € R.

Afirmacao 3. A sequéncia (u;) € limitada em H'(M).
De (1.9), tem-se que

1
1 /M |Vui|2dvg — 1 < F(u),

(1.9)
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e como F'(u;) converge, segue que

/M \Vui|2dvg < ¢y,

para alguma constante positiva co. Além disso, de (1.8), obtém-se que

/ u?dvg <eg,
M
para alguma constante positiva c. Dai, segue a afirmacao.

Pelo Teorema da Compacidade (Teorema 12), tem-se que H*(M) C L*(M)
compactamente. Como a sequéncia (u;) é limitada em H'(M), segue do Lema 2
que existe uma subsequéncia, ainda denotada por (u;), tal que u; — u em L?(M)

e u; — uem H'(M). Assim,

/ fudv, = hm/ fug,
M i—oo J M
e do Lema 1, obtém-se

lu|| g < liminf [Ju; ]| g1

Como u; — u em L*(M), segue que
F(u) <liminf F(u;) =a = irclfF.
Portanto, u é ponto de minimo de F' em C. O]

Corolario 2. Seja M wuma variedade Riemanniana fechada. Dada f € C*°(M)
com / fdv, =0, existe u € C*°(M) tal que Ayju = f.
M

Demonstragio. Como f € C®°(M) e M é compacta, em particular tem-se que
f € WkP(M) para todo k € N e todo 1 < p < oo. Dai, pelo resultado anterior,
existe uma solugao fraca u € H'(M) da equagao Ayu = f. Do Teorema 14 segue
que u € WHP(u) para qualquer k¥ € N e todo 1 < p < oo. Do item (e) do Teorema
11, obtém-se que u € C*°(M).

]
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1.7 O Principio do Maximo

O seguinte principio pode ser encontrado em ([1], Capitulo 3, Segao 8).

Teorema 16. Sejam M uma variedade Riemanniana compacta, X € X(M) e
h € C°*°(M) ndo positiva. Suponha que f € C*(M) satisfaz

Aof + (X, Vof) + h(z)f > 0.
Se f <m, onde m > 0, entao

(a) f=m; ou

(b) f(z) <m, para todo x € int M.
Além disso, se p € OM, f € continua e f(p) = m > 0, entdo a derivada normal
para fora em p, se existir, satisfaz Of/0n(p) > 0, desde que p pertenga a fronteira

de uma bola contida em M. Mas ainda, se h =0, a mesma conclusao é verdadeira

para m < 0.

1.8 Desigualdades Importantes

Nesta secao, serao abordadas as desigualdades que desempenham um papel
crucial nas demonstragoes dos teoremas apresentados nas préximas partes deste
trabalho.

Lema 5 (Desigualdade de Jensen). Seja (M, g) uma variedade Riemanniana fe-

chada. Sejam f: M — R uma fungdo integravel e ¢ : R — R uma funcao convezxa.

Entao | .
4 (vol(M) /M fd%) = vol (M) /MSO ° fdvy

Observagao 1. A Desigualdade de Jensen é verdadeira para qualquer medida em

M no lugar de dv,.

Lema 6 (Desigualdade de Young). Para a,b € (0,00) e todo 6 > 0 tem-se que

o 1
<220 22
ab 50 +2(5b
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Basta usar que (z — y)? > 0 para todo z,y € R e escolher x = aVv4 e
b
¥y=1

Lema 7 (Lema de Fatou). Seja (fn)nen uma sequéncia de fungoes mensurdveis

nao negativa entao

/ <llgglolgf fn> dv < hggglf/fndv.
Teorema 17 (Desigualdade de Trundinger). Para toda variedade compacta (M, g),
existem constantes n > 0 e C = C(g), tal que, para todo p > 2,

_ 2
/ ep(f_f)dvg < Oe”%nvf“i?w)
M — )

para todo f € WH2(M), onde
f= o / fdv
Cowol(M) T

Demonstragao deste resultado pode ser vista em ([5], Corolario 1.7).

Lema 8 (Brezis — Merle, 1991). Considere um conjunto aberto e limitado Q0 C R?

eu € C*(Q) uma solugio de

—Au=f em(
u=10 em 0f).

Se r € o diagmetro de Q, para todo ¢ € (0,4mw), tem-se que

(Ar—8)u(x) 2,.2

Q )

Demonstracao deste resultado pode ser vista em ([4], Teorema 1).

1.9 Geometria Conforme

Definicao 18. Duas métricas g e g em uma variedade diferencidvel M sao ditas
conformes se existe uma fungao positiva suave [ tal que g = fg. O conjunto de

todas as métricas conformes a uma métrica g € denotada por [g].
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Seja M uma variedade Riemanniana de dimensao n. O elemento de volume

de M, denotado por dvy, ¢ dado em coordenadas por

dv, = \/det(g;;)dz. (1.10)

O volume da variedade M é dado por

vol(M, g) :/ dvy.
M

Nota-se que quando multiplicamos a métrica ¢, por uma funcao constante A\,

obtém-se a seguinte relagao entre os volumes
vol (M, \g) = X2vol(M, g).

De fato,

dvy, = y/det(Ng;;)dx
= /A" det(g;;)dx

= \2y/det(g;;)dx
= \2d,.

Observa-se que se g e g pertencem a uma classe conforme, entao pode-se escrever

g = e"g, onde u é uma funcao suave.

Teorema 18 (Teorema de Uniformizagao). Seja M uma variedade diferencidvel
fechada de dimensao 2. Dada qualquer métrica g em M, existe uma métrica g que

¢ conforme a g e tem a curvatura Gaussiana constante K, =k € R.

Do Teorema de Gauss-Bonnet, segue que os sinais de k e da caracteristica
de Euler sdo os mesmos. Além disso, é bem conhecido que dada uma variedade
Riemanniana (M, g) fechada de dimensao 2, em torno de cada ponto p € M existe
uma vizinhanca coordenada U tal que a métrica nestas coordenadas é conforme a

métrica euclidiana, ou seja, ¢ = e/d em U, onde § é a métrica euclidiana em R2.

Teorema 19. Sejam G e g duas métricas Riemannianas em uma variedade M tal
que § = e*g, para alguma funcio suave u definida em M. Entdo as curvaturas

gaussianas Kz e K, de g e g, respectivamente, sao relacionadas pela equacdao
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1.10 Problema da Curvatura Gaussiana Prescrita

A motivacao desse trabalho vem do problema classico de prescrever cur-
vatura Gaussiana. Seja M uma superficie Riemanniana fechada com curvatura
Gaussiana k. Se uma fungao f € C*°(M) é a curvatura Gaussiana de uma métrica

conforme g = e?g, entdo u satisfaz a equacao (2). Integrando (2), obtém-se

— [ Agudv,+ [ Ky, = [ fe
/M guvg—l—M 4dvy Mfe
Como M nao tem fronteira, segue do Teorema da Divergéncia (Teorema 8) que
[ Agudv, = [ div(Vu)dv, = 0.
/M gty = | w(Vgu)dug
Dai, do Teorema de Gauss-Bonnet (Teorema 7) tem-se
/ fe*dv, = 2mx(M). (1.11)
M

Logo é natural analisar as solugoes de (2) considerando o sinal de x(M). O foco

deste trabalho é o estudo do caso em que a caracteristica de Euler é negativa.

Portanto, daqui por diante, sera considerado que M é uma variedade suave
fechada com caracteristica de Euler negativa, ou seja, x(M) < 0. Além disso, do
Teorema de Uniformizacao (Teorema 18), pode-se presumir que M possui curva-

tura Gaussiana constante k < 0 e que vol(M, g) = 1.

Uma propriedade fundamental da equacao (2) é que suas solugoes sao pon-

tos criticos de um funcional, como mostra o seguinte lema.

Lema 9. Seja (M, g) uma superficie Riemanniana fechada. Dada uma fungao
f € C(M), pontos criticos do funcional I; : H' (M) — R definido como

1 u
If(u) = 3 /M <|Vu|§ + 2K, u — feé ) dvy,
para todo uw € H*(M), sdo solugdes fracas da equagio
—Aju+ K, = fe*,

ou seja,
/M ((Vu, Vo) + K uv — fv62“> dv, =0,

para todo v € HY(M). Em particular, w € C*(M) e a métrica g = e**g possui

curvatura Gaussiana iqual a f.
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Demonstragao. Sabe-se que por defini¢ao, v é ponto critico do funcional I se, e

somente se

d
dIy(u)(9) = —|  Ip(uttd) =0, Vo e H'(M).
t=0

Como
dI;(u)(g) = /M ((Vu, Vo) + Ky — fée™) dv, = 0,

segue a primeira parte da demonstracao. A segunda segue dos resultados de regu-

laridade eliptica. O

Observa-se que quando f ¢ positiva em algum ponto p, o funcional Iy ¢
ilimitado inferiormente. De fato, seja U uma vizinhanga de p tal que f(q) > 0 para
todo ¢ € U. Seja n uma funcao com suporte em U e igual a 1 em uma vizinhanga

de p. Assim,

1
I¢(tn) = 5/ <t2|V77|2 + K tn — fe%’> dv, (1.12)

2/ tQIVnIQ—i-Ktn fth" dvg / fdvy — —o0, (1.13)

quando t — 400, ja que a exponencial cresce mais rapido do que qualquer polind-

mio e f > 0 em U. Por outro lado, tem-se o seguinte resultado.

Proposicao 2. Sejam (M, g) uma superficie Riemanniana fechada com x(M) < 0,
e feC®M)comf<0ef#0. Entio I; élimitado inferiormente e (2) admite

solucao unica.
Demonstragdo. Primeiro nota-se que rescrevendo (3) chega-se em
1 u
Ir(u) = 3 /M (\Vu\z + 2ku — fe? ) dvg
1 1.,
= SIval+ [ (ku — S ) du,

Usando a Desigualdade de Jensen (Lema 5) na ultima integral e fazendo du =

— fdv, obtém-se que

2 d _2 d
_/ fe*dv, = / e*dp > vpe’s S _ vre Ju v,
M M
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onde vy = /M dp = — /M fdvg > 0. Assim,

]_ ]. uav
If(u) > §HVU”%2+I€/ udvg—irzvfe o5 Ja fudvy
1 1 -2 udv
> §||VU||%2+I€/ udvg—k/ fudvg+§vfe vf fodg—i—k/ fudv,
M
1 2 = foudvq
> SlIVullzs +k | ull f)dvg+2ve s +k [ Fudvy. (1.14)
M

Sejam u,u/ € H'(M), definidos da seguinte forma

1
i=— [ ud - / d
" vol (M) /Mu Yoo € vol Judvy.

Como o volume é unitario entao observa-se que

/M uw(l — f)dv, = /M udv, — /M fudv,
= /M udvg —/Mﬂfdvg
= /M(u —al)dv,.

A Desigualdade de Young (Lema 6) implica que para todo ¢ > 0 vale

52 1
- =12
/M(u—u )dv, < E/M(u—u ) dvg+2—52

52
=5 llu- w!|[72 + Cs.

Entao, segue que
(52
[ u(t= fdv, < Slu = | +Cs.

Afirmacgao 4. Fxiste C' > 0 tal que
lu =@’ [|7. < Ol VulZe,

para todo u € HY(M) e w! dada por (1.15).

(1.15)

(1.16)

Suponha por contradi¢do, que para todo n € N, existe u,, € H'(M) tal que

lun = @172 > 0l V| Z2.

(1.17)
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Seja v, € H'(M) definido como

o — un—ﬂj;
" Hun _ﬂfLHLQ‘

Defina o, e ¥/ como em (1.15). Dai, ||v,||z2 = 1 e como T/ € R, segue que

Vu,
Vo, = 75—
lun — | 2
Assim, de (1.17) segue que
Vu, 1
Vol < A tnllzz L (1.18)

lun =Wl )72 n
Entdo (v,) é uma sequéncia limitada em H'(M), pois
[vallZrs = llvallZz + 1V on][Z2-

Dessa forma, do Lema 2, a menos de subsequéncia, v, converge fracamente para
algum v em H'(M) e fortemente em L2 Em particular, ||v,|/zz — [Jv||z2. Como

|vnll2 = 1, entdo ||v||zz = 1. Do Lema 1, tem-se

||| < liminf |jvy, || 1.

Dai,
Vol|2: < liminf ||V, ||3..

De (1.18), obtém-se que Vv = 0. Implicando que v é constante. Se 7/ = 0, entdo

—l =
V=" vol (M) /M fdvy.

Como f nao é identicamente nula, entao v = 0, que é uma contradi¢ao com o fato

que ||v||zz = 1. Disto, segue a afirmagao.

Aplicando a afirmagao acima na desigualdade (1.16), obtém-se que
C6?
/Mu(l — f)dv, < < -|IVulis + C. (1.19)
Retomando a desigualdade (1.14), como k < 0, existe C, Cy > 0 tal que

1 2
ivfe“f — kt 2 Cl‘t’ - Cg, Vit € R,
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assim
1 oz
lim (vfe'”f — kt) — +00.
t—+oo \ 2
Entao
1 -2 fudv,
—ve T JIM —i—k/ fudv, > Cy / fudv| — Cy
2 M M
>, ’Uf‘ — C.

Aplicando a desigualdade acima e (1.19) em (1.14), para um 0 pequeno, resulta

que

v

1 52
I (u) 5 Vullz: +k <2C|yw||; + a;) +C fuf| - Gy

v

Observa-se que
lullze < llu = @] 22 + @ | 2,
Pela Afirmagao 4 e usando o fato que ||u/||z2 = ’ﬂf ‘, conclui-se que
lullz2 < C5[[Vullz2 + [@!| < Csllullm + [a].
De (1.20), obtém-se que
I(u) > Cs||ullg + C1[al| + Cy. (1.21)
Seja u, € H'(M) tal que
I¢(u,) — a =inf I;.

De (1.21) segue que (u,) é limitada em H'(M). Dai, do Lema 2, a menos de uma
subsequéncia u, — v em H'(M) e u,, — v em L*(M) para algum v € H*(M). Do
Lema 1, tem-se que

[ollis < Tim inf [Jon 7,
o que implica que
|Vol|z2 < liminf ||V,
Da definigao de Iy, segue que I;(v) < a e v é um ponto critico de Iy.
Como f <0e f =0, segue que I; ¢ um funcional estritamente convexo, ja

que d*I¢(u)(v,v) > 0, para todo v # 0 em H'(M). Logo, v é o tinico ponto critico
de If. ]
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Proposicao 3. Sejam (M, g) uma superficie Riemanniana fechada com x(M) < 0,
e feC®M) com f<0ef#0. Entao

d*I;(h,h) > C||h|7p,
para todo h € H*(M) e algum C > 0. Além disso,
(217 (w) (b, w)| < CllB] g, 0],
para todo h,w € H'(M).

Demonstragdo. Inicialmente, observa-se que derivando duas vezes o funcional I¢(u),

obtém-se
2 2 2u 1,2
dlf(u)(h,h):/M(\Vh|g—2fe h?) du,, (1.22)

para todo h € H*(M). Como M é compacta, f <0 e f # 0, entdo
&1 (u)(h, h) > c/ (IVA[? + 1) dv, = A3
M
Da Desigualdade de Cauchy-Schwarz

|17 (u)(h, w)| < Collhlla[[w] .
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2 Existéncia de Multiplas Solucoes

Deve-se lembrar que estda sendo considerado uma superficie Riemanniana
(M, g) com caracteristica de Euler x(M) < 0, curvatura Gaussiana constante e
volume unitario. Esse capitulo tem como objetivo mostrar a nao degenerescéncia
de qualquer minimizante local de I;. Além disso, demonstra que a existéncia de
minimizantes locais para [y implica a possivel existéncia de pontos criticos tipo

sela.

2.1 Nao Degenerescéncia e Estabilidade de Minimizantes Lo-
cais

Seja f € C®°(M) com f < 0e f # 0. Nesta secdo, serd garantida a nao

degenerescéncia dos minimizantes locais para o funcional I.

Proposigao 4. Suponha que para alguma f € C*(M) o funcional Iy admite um
minimizante local uy € H'(M). Entdo uy é um ponto critico nio degenerado de

Iy, ou seja, existe C' > 0 tal que
dQ]f(uf)(h7 h) > CHhH%{la
para todo h € H*(M).

Demonstragao. Por hipdtese, uy ¢ um minimizante local para I;. Dai
d*If(us)(h,h) >0,
para todo h € H'(M). Seja

co:= inf d*I;(us)(h,h) > 0.

7]l g1 =1

Para mostrar a nao degenerecéncia do ponto de minimo, basta provar que cq é

estritamente positivo. Serd demonstrado por contradicao.
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Afirmagao 5. Se ¢y = 0, existe um h € H'(M) tal que
P () () =0 e |lhllp =1, @2.1)
e h € uma solucao fraca para a equacao
—Ayh = 2fe*h. (2.2)

De fato, considere uma sequéncia de fungoes (hg)ren com ||hg|| g = 1, tal

que
d?I;(ug)(hg,hg) = co=0 quando k — oo.

Como (hy) ¢é limitado em H'(M), do Lema 2, a menos de uma subsequéncia, existe
h € HY(M) tal que hy, — h em H'(M) e h;, — h em LP(M) para todo p < oo.
Além disso, como uy é suave, entdo a convergéncia fe?hi — fe?"/h? vale em

LY(M). Ao reescrever a equacgio (1.22) na forma
IV, = dIp(u) (s ) +2 [ fe2shidv,,
tem-se, por hipotese que d*I¢(uys)(hy, i) — 0, 0 que implica que
IV hl2s = &2 (ug) (hy, ) + 2 /M Fe R2dv, — 2 /M feh2du,.
Mas, como d?I;(uy)(h,h) > 0, segue que
2 /M ferh2dv, < d2E; (uy) (h h) + 2 /M feXl h2dv, = | Vh]|2.
Dai, lim | Vhg||z2 < [[Vh||L2. Do Lema 1, segue que ||hl|g:1 < liminf ||Ag|| g1. Mas
como hy — h em L*(M), entdo ||hy||z2 — ||h]|z2 o que implica que
IVh| 2 < liminf | Vhg]| e
Logo,
hm [|Vhg |2 = [[VA]| 2.

Garantindo a existéncia de uma h com hy — h em H'(M). Portando, h satisfaz
(2.1). Agora, para mostrar que esse h é uma solugao fraca para (2.2), é necessério

e suficiente obter que

d*I(uys)(h,w) = / (Vh,Vw)dv, + 2/ fe* hwdv, = 0,
M M
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para todo w € H'(M). Dado t € R{0} e w € H' (M), tem-se que
d*I¢(ug)(h+tw, h+tw) = d* I (ugp)(h, h) +2td* T (ug)(h, w) +2d* I (ug) (w, w) >0
e

d*I¢(ug)(h—tw, h—tw) = d*I¢(us)(h, h) —2td* I ;(ug)(h, w) +t2d* 1 (ug)(w, w) > 0.

Como d*I¢(uy)(h,h) = 0, entdao dividindo as desigualdades acima por ¢ e faca
t — 0 e obtenha

Ie(ug)(h,w) >0 e —d*I;(us)(h,w) > 0.

Dai, d*I;(uy)(h,w) = 0, para todo w € H*(M). Logo, h é uma solugdo fraca para

(2.2), finalizando a demonstracao da afirmacao.

Em fim, suponha por contradicio que ¢y = 0. Seja h € H'(M) dado pela
Afirmagao 5. Como uy é ponto critico do funcional Iy tem-se que a sua primeira
derivada é nula, e pela afirmagao anterior d*I;(uy)(h,h) = 0. Assim, a expansio

em Taylor até a quarta ordem resulta

3 4
Iy(up +€h) = Iy(uy) + %dg—[f(uf)(ha h,h) + id4lf(uf)(ha h,h,h) +O(€). (2.3)

Como uy ¢ um minimizante local, d®I;(us)(h, h,h) = 0. Porém a analise do sinal

da quarta derivacao requer maior atengao e para isto, segue a seguinte afirmacao.

Afirmagao 6. Se ¢y = 0, tem-se que d*I;(uys)(h,h,h,h) < 0.
Derivando quatro vezes o funcional, encontra-se que
d'I; (us)(h, b by h) = —8 / Fe? hid,.
M

Nota-se que ao multiplicar a equacio (2.2) por h?, ganha-se

1
—EAQ(/#) + 3|Vh[Zh*.

2fe*"ht = —h3A,h =

Logo
d*T h.h,h,h) = —8 1A I 3Vh2h2d
$(ur) (b h) = =8 [ (=28 (h") + 5[VhER? ) du,

4 212
— /M A, (hY)dv, — 12/M Vh[2h2du,
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Pela definigdo de Laplaciano (Defini¢ao 8), tem-se

A, (hY) = div(V,hY).
Porém, como M é fechada, pelo Teorema da Divergéncia (Teorema 8), tem-se

div(V 4h*)dv, = 0.

/M w(Vgh®)dvg

Portanto
d*I; (us)(hy by by B = —12/ IV h 2R dv,.
M

Além disso, observa-se que h nao é constante, pois caso contrario, de (2.2) segue

que
0=~ [ Aghdv, =21 [ fedu,
v Uy " fe™ dug
Como ||h|| = 1, entao h # 0. Mas isso é uma contradigao por (1.11), pois x(M) < 0.
Dito isto, como
[V gh|2h? > 0,
implica que

' (us)(hy by by B) = —12/ [V h[2h2du, < 0,
M
provando a afirmacao.
Dessa forma, voltando em (2.3) tem-se

E4

24d41f(uf)(h, h,h, k) + O(€”) < Ir(uy),

I(ug +€h) = Ip(ug) +

para € > 0 pequeno. Portando encontra-se uma contradi¢ao com o fato que Iy(uy)

¢ valor minimo. Logo, ¢y ¢ estritamente positiva. O

O préoximo resultado garante a existéncia de um minimizante local, quando

ocorre uma deformacao da f, sobre os mesmos moldes da proposi¢ao anterior.

Proposigao 5. Suponha que para algum f € C*(M) o funcional Iy admite um
minimizante local uy € H*(M). Entdo existe uma vizinhanga U de f € C°°(M)
e um mapa suave ¢ — ug € H'(M) tal que para todo ¢ € U a fungio ug é um

minimizante local estrito de 1.

Demonstracio. Primeiro, considere a seguinte afirmacao.
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Afirmacgao 7. Existem vizinhancas U C C**(M) de f e W C C**(M) de uy
tais que existe uma fungdo u, que depende suavemente de ¢ para todo ¢ € U, que
satisfaz

—Agug + k = pe*e.

Inicialmente é necessario definir Z : C**(M) x C**(M) — C%*(M) como
Z(w,¢) = —Dgw — (f — ge)e™™.
Nota-se que Z(0, f) = 0 e que Z é de classe C'*. Dessa forma, considere D,,Z(0, f) :
C**(M) — C%*(M) dado como
Dy, Z(0, f)(h) = Ayh + 2fhe® .

Suponha que D,,Z(0, f) é um isomorfismo. Entao pelo Teorema da Fungao Impli-
cita, existem vizinhangas V; C C%*(M) de f e Vo C C?%(M) de 0 e uma aplicagao
G : Vi — Vs de classe C* tal que

ou seja,

— A G(h) + (f — he*0M)e2ur = .
Seja uy, := G(h) + uy. Lembre-se que uy é solucao de
—Agus +k = fe*r,
Entao
—Agup +k—he?™ = —A,G(h) 4 fe?r — he2¢ M e2us

— _(f . h@ZG(h))BQUf + f62uf . he?G(h)e2uf

— _f€2uf + heZG(h)€2Uf + erUf o heQG(h)e2uf

= 0. (2.4)
Isto prova a afirmacao.

Como uy, resolve (2.4), entdo uy, é ponto critico de Ij,. Além disso, uy €

H'(u) é minimo local, entdo pela proposicao anterior (Proposicio 4), tem-se

d*Iy(us)(h, h) > Coll k5,
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para todo h € H™\{0} e algum Cy > 0. Dessa forma, como u, — uy quando
h — f, entao
d*In(un)(m, m) > Cillml[3p,

para todo m € H'\{0} e algum C; > 0. Conclui-se que u; ¢ um minimo local
estrito de I;. Resta mostrar que D,,Z(0, f) é um isomorfismo. A Proposicao 3
permite aplicar o Teorema de Lax-Milgram (Teorema 9) que por sua vez, diz que
dado uma F € H'(M), existe h € H'(M) tal que

d*I¢(ug)(h,m) :/ Fmduv,,
M

para todo m € H*(M). Concluindo que h é uma solugao fraca de
—Ayh+2fe*" = F.

Pela teoria de regularidade eliptica, se F € C%%(M), entdao h € C**(M). Portanto,
DwZ(0, f) : C%*(M) — C%*(M) é um isomorfismo. O

2.2 Existéncia de um Ponto Critico do Tipo Passo da Mon-

tanha

Seja f € C*°(M) uma fungao nao constante tal que f < 0 = max,en f(p).
Dado A > 0, defina fy = f + A e I, := Iy,. Pela Proposicao 2, Iy possui um tnico
ponto de minimo. Pela Proposigao 5, existe A\g > 0 tal que I, possui um ponto de
minimo local estrito para todo A € (0, \g), o qual serd denotado por uy € H*(M).

Como ug é o tnico ponto de minimo de Iy, segue que uy — ug quando A | 0.

Dai, para A\ € (0, 1) suficientemente pequeno, existe p > 0 tal que

It(uy) = inf ILyuw) < sup I, (uy) <fB:= inf I,(u). (2.5)

llu—uoll g1 w,re(0,X0) p€(0,20);5 <|lu—uoll 1 <p

Como para A > 0 o funcional I é ilimitado inferiormente (Veja a pagina 27), existe
vy € HY(M) tal que
])\<U>\) < I)\(u,\).

Agora, defina

P = {p € C’([O,l];Hl(M)) :p(0) =ug e p(l) = UA}7
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¢y = Inf max L(p(t) = B> In(uy). (2.6)

Como uy — ug quando A — 0, segue que na definicao de P sera considerado ug ao
invés de uy. Para uma escolha adequada v), obtém-se a seguinte estimativa para

¢y, formulada pelo seguinte resultado.

Lema 10. Para qualquer K > 4m existe A\x € (0, \o/2] tal que para todo 0 <
A < Ak existe vy € H' (M) de modo que escolher v, = vy para cada p € [A\,2)\] o

nimero c, estd bem definido e independe de \. Além disso, c, < Klog(%).

Demonstra¢io. Como max f = 0, seja p € M tal que f(p) = 0. Pela observagao

apos o Teorema 18, existem coordenadas em uma vizinhanca U C M de p tais que
G = e2og — 2§,
para alguma fungao vy € C*°(U). Assim, em U tem-se que
g = e2vo—wlg, (2.7)
Seja 1 : Br(0) — M com 1(0) = p, a correspondente carta coordenada. Dai
V™ (g) = €.
Assim, como a variedade tem dimensao 2, segue de (1.10) que
dvy = /det(gi;)dx = 070 dz. (2.8)
Como p é ponto de maximo de f, expandindo f(x) obtém-se
£(&) = 5V ) ) + Olfaf),
para x proximo de zero.

Nota-se que
2 2 2
—onlz]” = V7 f(p)(z,2) > —as|z[",
para a; > 0 e ap > 0. Assim,

«Q «Q « A
F@) > =21af + 0(af) = = 2P 1+ Ofsl) > ~LlaP > -5, (29)
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para todo z € B (0), para algum L > 0 que nao depende de A > 0. Implicando
L

VA
o] < = (2.10)

em

Agora, defina 2, € H} (B1(0)) como

—logA, z[ <A,
al@) =3 —logla|, A<la| <1,
0, |z| = 1.
Seja wy € H'(M) dado por wy(z) = 2, (%) Note que
Vsl = V2l = 2rlog () (2.11)

De fato,
0 ) |:B| S >\a
[Var(z)| =
1, A<zl <L

Integrando e usando coordenadas polares

1
1V 22122 :/ |Vz,\(as)|2dx:/ |Vz,\(a:)|2dx:/ / V2 (r8)|? rd6dr
B1(0) B ) A JST

11
=27 [ —dr = —2mlog\.
AT

1(0\Bx(0

Agora, considere ug + swy em M com s € R e wy € H'(M), reescrevendo (3) com

k < 0 obtém-se
1
I(up + sw)y) = 3 /M (\V (uo + swy)|* + 2k(ug + swy) — fAez(“OJrsw*)) dvg. (2.12)
Analisando a tltima integral de (2.12), observa-se que

/M fAe2("°+5w*)dvg = /B o f)\ez(“°+sw*)dvg+ P fre*du, . (2.13)

(@) (i4)

Para (i), de (2.9) tem-se que f\ > 3. Dai

/ fA62(uo+swA)dv > )\/ 62(uo+sw)\)dv
M Y= 2B . (p) g
Vx (Po
L
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De (2.8) obtém-se

e2(uotswy) 2(vo—uo) 7,

/ f/\€2(u0+sw)\)d,vg > é
B 5 (0) ~ 2JB 50
L L
_ é 62(swx+vo)dx
2 /B /5 (0)
L
A

2 —
2 B /5 (0)
L

> . (2.14)

Faga y = % em (2.14). Logo dy = L;dx. Assim

. 2
)\/ egswkdﬂf _ )\/ e?SZ/\ (\%>d$ — )\/ 6252,\(y)dy
2 JB 5 (0) 2 /B 45 (0) 2L2? JBy(0)
L

£

>)\2/ 6—2510g/\dy:>\2/ )\—2sdy
— 2L2 /B, (0) 2L2% JB,(0)

)\2—25 71_)\4—25
> / dy = .
B (0)

- 2[? L?

Pois, / dy = 212
B (0)

Quando z nao estiver contida na bola B © implica que wy(z) = 0. Assim
L

)
para (ii) tem-se

f,\GQUOdvg > —max | f)| /M eQuodvg > (.

/MB\g (0) 73%(0)

Portanto, (2.13) é limitado inferiormente por

2(uo+swy) AT
/M frewt sy, > oo — (2.15)
Dado qualquer K > 4m, defina  como
K—4
0= m > 0,
8T
implicando em
K +4m
14+6= )

8
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Agora pode-se limitar o primeiro termo do funcional (2.12). Da Desigualdade de

Young (Lema 6), tem-se

IV (ug + swy) |* = [Vug|* + 25(Vug, Vw,y) + 52| Vw, |?
< |Vug)? 4 2|Vug||sVwy| + 82| Vwy [?

1
< (14 9)Vuol* + (14 6)s% | Vun [

K+14
< Cs+ ;— 7TSQ|VIU)\|2.
De (2.11), obtém-se que
K+4 1
|V (uo + swy) |32 < 1 g2 log <)\> + Cs. (2.16)

Por 1ultimo, como wy >0, k <0 e s > 0, entao
/ k (uo + swy) dv, < /{:/ updvy < C, (2.17)
M M
para uma constante positiva C' = C(ug, K).

Em fim, aplicando (2.16), (2.17) e (2.15) em (2.12), conclui-se que

Iy (up + swy) <

K +4rm 1 T2
s % ()\) " TG
para uma constante C' = C (uo, fo, K) > 0e s > 0.

Em particular, para qualquer 0 < A < 1 sabe-se que I (ug + swy) — —00
quando s — oo. Ao fixar s, > 2 com vy = wuy + s\w, satisfazendo I,(v)) <
inf,cn, £,(u,) obtém-se que

K 4 1 )\4—23
o Sspis o +ow) < s (£ (5) - i ).

Para qualquer 0 < A < 1 o supremo acima ¢é alcancado para algum s = s(\) > 2,

com s(A) — 2 quando A | 0. Assim, para A > 0 suficientemente pequeno resulta

K +4r 1 1
< oo (£) < Koo (=
CA_( 2 ) Og(A) = Og()\)’

como desejado. Como I,(v,) < I)(vy) para p > A a mesma funcao de comparacao

em

vy, pode ser usada para cada p € (X, 2)) C (0, A\g] e para tal u, obtém-se a limitacao

I,(v\) < I,(u,) < sup I,(uw,) <pB <c, < Klog(1l/\) < Klog(2/p).
VE(N,2N)
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onde ¢, e [ para pu € (0.)\g] sdo conforme foram definidos em (2.6). Além disso,
como vy depende continuamente de A com I (vy) < inf,e(og) /u(u,) entdo o ni-

mero ¢, ¢ definido independente de A tal que A < p1 < 2. n

Observe que

1 1 —v
I,(u) — I,(u) = —5 /M pe?tdu, + 5 /M ve*'dv, = —'LL? /M e*dv,,  (2.18)

para todo u € H'(M) e todo p,v € R. Dado 0 < X\ < )\¢/2 entdo segue que a
funcao
(A, 2X) 3 p— ¢y,

é nao crescente em u, e portanto, diferenciavel em quase todo ponto, para todo

i€ (A, 2)). Obtém-se agora o seguinte resultado.

Lema 11. Para qualquer m > 0 existe uma constante C = C(M, g, f,m) tal que

1. Para cada py,pe € R e para todo u € HY(M) satisfazendo ||u|lm; < m,
resulta em
1, (w) = Al (W) < Clpn = pial

2. Para qualquer |p| < 1, qualquer u,v € H'(M) com ||v|g; < 1, tem-se
L(u+v) < L(u) + dI,(u)(v) + C|jv|/3.
Demonstragio. 1. Escolha v € H' (M) tal que ||v||gn < m, de (2.18) segue que

(d]m (U) - d—ruz (U)a U>H,1 xHl = (MQ - M1) /M 62uvdvg.

Da Desigualdade de Holder (1.6)

1
2
(12 = o) [ e odvy < iz = ] ([ ety o]

4y, %
Sm‘,UQ—,Ul‘ /M€ d?)g

A afirmacao segue pela Desigualdade de Moser-Trundinger (Teorema 17).
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2. Pela expansao de Taylor, para cada x € M existe 6(z) € (0,1) tal que

1
I(u+v) —1,(u) = (dl,(u),v) = 3 /M \Vv\zdvg _ /M fﬂeQ(“w”)vzdvg
1 U v
< Sl + 1l [ e20d,,

Pela Desigualdade de Hélder (1.6) e o Mergulho de Sobolev (Teorema 11)

obtém-se
%
/ 2t 2, < (/ 64(“+9”)dﬂgo> [ v]| z4
M M

1
<C (/ eSdp / Aldp )4 |v] 1.
— M 90 M 90

Novamente segue da desigualdade de Moser-Trudinger.

Para a proxima proposicao fixe A € (0, \g).

Proposicao 6. Suponha que a aplicagio (N,2X) S p — ¢y € diferencidvel em
algum p € (X, 2X). Entao existe uma sequéncia (pn)nen em P e uma sequéncia de

pontos u, = p,(t,) € H'(M), n € N tais que

1. 1,(uy) = cu;

2. suPg<i<y Lu(pn(t)) — cu;

3. dl,(u,) — 0 € H™' quando n — 0, ou seja, dl,(u,)(v) = 0, Yo € H'(M).
Além disso (u,,) satisfaz

< CL + 3.

. d
5 [, i = [t

Demonstragio. Suponha que Ay < 1. Para uma sequéncia de niimeros p,, € (A, 2))
com i, | p quando n — oo, fixe uma sequéncia de caminhos (p,), onde p, € P,
tal que

< — .
mnax Lu(pn(?)) < cu+ (pn — p)yn €N
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Para u = p,(t,) com t, € [0,1] e

segue de (2.18) que

= (pn = 1) < Ly () < L) < max L(pat)) < 4 (o — ). (2:20)

te(0,1]
Seja
c :limcuﬂ Cu <0
t—0 t

Assim

Cu — Cp, ,

— < —d +1, (2.21)

P — [ g
para todo n > ng e algum ng € N. Fazendo a = —cL +1 >0, paran € N

suficientemente grande tem-se

G = G — Oy — p1).

De (2.18), (2.20) e (2.21) observa-se que

0< Lu(u) = I, (u) _ 1/ 62ud?)g <a+2, (2.22)
Hn — [ 2 Jm

para todo n > ng. Pela Desigualdade de Jensen (Lema 5), ganha-se o limite uni-

forme
2/ udv, < log </ ezudvg> <log (2a+4) = C(u) < oo, (2.23)
M M

para todo (p,). Lembre-se que vol(M, g) = 1 e que k < 0, assim para todo u = u,,

n > ng, obtém-se a estimativa

IVull2: = 21,(u) — 2k /Mudvg—l— /M (fo + p) v,
<2,(u)+C <2, +2(pu, —p)+C <C, (2.24)

com C' = C(u) independente de n. De (2.24) segue que
V22 + 2k /M udvy = 21, (u) + /M(f + p)eXdv, < C.
De (2.23) e (2.24), obtém-se

1Vul|2: + /M e2idu, < O, (2.25)
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para todo u = u,, n > ng, com C; = Ci(p) independente de n. Note que ny nao

depende da escolha de (p,,).

Agora, suponha por contradicao que existe § > 0 tal que ||dI,(u)||g-1 > 20
para um n suficientemente grande e para todo u = u,, = p,(t,) € H'(M). Note

que

<d]“(u) —dly, (u), dlﬂ(u» < |d]#(u) —dly, ()] |d]u<u>|

1 1
< 2 |d]u(u) - dlun(u)| + B |d]u<u)| .

De (2.24) tem-se ||ul|z: < m para algum m > 0. Assim, o Lema 11 implica que

<dINn (u), dIu(“)) |d]u(u)|2 - <d.7“(u) —dl,,(u), d]u(u»

1 1

> I~ () ~ dT,, ()]
1

> L - Cl—

> 262 — Olp — pn|* > 6%

Escolha uma fun¢ao ¢ € C*(R) tal que 0 < ¢p < 1le

<
—~
V)
~—
I
—_
»
vV
|
N =

)
VA
IA
|
—_

Para w € H'(M) e n € N seja
ontu) = (el = )
s — o

Note que para u = p,(t,), tem-se que ¢,(u) = 0, a menos que u satisfaga (2.19).

Defina agora um novo caminho p,, € P como

d]u(pn(t>>
ld1,(pa ()]

para todo 0 < ¢t < 1. Faga u = p,(t,) e @ = p,,(t,). Lembre-se que |p — p,| < 1.

Pu(t) = pn(t) — Vit — pdn(pa(t))
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Assim ||ju —u|| g1 < 1. Portanto para todo u = p,(t,) satisfazendo (2.19), obtém-se

VvV fn, — N¢n(u)
41, (w)]

Ty (0) = 5= 1 )| 0) |+t — ()
Iun (u) — 0/ — ,ugbn(u) + C(Un - M)¢n(u)
ly () = /i ().

L, (@) < I, (u)

(AL, (u), d1u(w)) + C(pn — 1) 0} (w)

INIA

IN

Entao segue que

o < 5 T (1) < s (1,00 (0) = G = () )

tel0,1] T telo,1]
Como o maximo da tltima desigualdade s6 pode ser alcangada nos pontos ¢ onde

L, (pn(t)) > cu, — (pn — 11)/2 € portanto ¢,(p,(t)) = 1, para n > n; encontra-se

< I 1) — =
Cun < 10X 1n (Pn (1)) 5

< I, (pa(t)) —
< max u(Pn(1))

Absurdo, logo segue o resultado. O]

Proposicao 7. Suponha que a derivada C;L existe para algum p € (0, po). Entao o

funcional I, admite um ponto critico u* tal que I,,(u*) =c, e

/M e dv, <2 (\cm + 3) .

Além disso, u* nao é um minimizante local de I,.

Demonstragio. Seja p € (A, 2X) um ponto diferenciavel de ¢,. A Proposi¢do 6 nos
d4 duas sequéncias p, em P e t, em [0, 1] tais que u,, = p,(t,) € H' (M) satisfaz

as condigoes 1 a 3 daquela proposicao.
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De (2.25), é possivel assumir que u,, — u* fracamente em H'(M) quando
n — oo, para algum u* € H'(M). Lembrando que a aplicacio 1 — e*¥ é compacta

e como uy é suave, entdao e?n — e®" em L*(M). Assim,
o(1) = dl,(uy)(un — u”)
= /M<Vun, Vu, — Vu')dv, + k /M (up, —u") dv, — /M fue®™ (u, —u") dv,

= [|Vu, — Vu 3. +o(1),

onde o(1) — 0 quando n — oo. Assim, u,, — u* fortemente em H'(M) quando

n — oo. Mas, como

I,(uy,) = I, (u") e dI,(u,) — dI,(u")

quando n — oo, e segue que u* é um ponto critico para I, com I, (u*) = c,,.
Finalmente, note que u* nao é um minimizante local, caso contrario pela

Proposigao 4 e pela estimativa (2.5), ndo seria possivel escolher (p,) com

sup 1,(pn(t)) = cu,
0<t<1

quando n — oo e o fato que u,, = p,(t,) para algum ¢, € [0,1],n € N. O

2.2.1 Existéncia de Pontos Criticos quando ¢, ndo é diferenciavel

Seja p € [A,2)], onde p — ¢, nao é diferencidvel. Seja uma sequéncia
1n 4 p. Associados a essa sequéncia, pela Proposi¢ao 7 existem pontos criticos u,,
do funcional I, , cuja energia é dada por 1,,(u,) = c,,. O objetivo desta segao é

demonstrar que a sequéncia u,, é relativamente compacto.

Lema 12. Seja f € C*°(M) eu € H'(M) um ponto critico do funcional I;. Entdo

existe uma constante C(f) que nao depende de u tal que
/ fle*dv, < C. (2.26)
M

Demonstragio. Multiplicando (2) por f3 e integrando por partes, obtém-se

/M fleudy, = 3 /M (Vu, Vf) f2dv, + k /M Fdv,.
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Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, ganha-se que

16204 <3/ 2dv, + Ch.
[ ptean, <3 [Vl |V £, v, + O

Como V[ é continua e M é compacto, conclui-se que

/M fre*dv, < Oy /M |Vul,f2dv, + Ci.
Mas pela Desigualdade de Young (Lema 6)
2ab < da* + 57 1b,

com C .
a=f%" b= 72|Vu|g€_“ e 0= 3

obtém-se

1 —2u
02 /M |VU|gf2d'Ug < §f4€2udvg + 03 // M ‘VU‘?]@ 2 d’Ug.
M

Dessa forma por (2.27) e (2.28)

1 —2u
/M fre*dv, < 3 /M fle*"dv, + Cs /M [Vul2e > dvg + Ch.

Assim .
3 /M fledv, < Cy /M [VulZe > dvg + Cs.

Multiplicando (2) por e=2*

/M fdvy = — /M e A udv, + /M ke *"dv,.

Lembrando que k& < 0, segue

/M VulZe " dv, = k/M e dv, — /M fdv, < Cy.

Por (2.30) e (2.31), encontra-se

e integrando por partes, obtém-se

1
5 /M fre*duy < C3Cy + Cy,

implicando em
/ f462“dvg <,
M

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)
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para alguma constante C' > 0 que nao depende de u. Faga du =

Jy = s iy e =1

Pela Desigualdade de Jensen (Lema 5), obtém-se
| Puduy = 1f1e [ udp < |f3:10g [ e'dn
M M M

/M fretdo,

<C
I1£11Z-

||f||2 dvy.

Note que

= [[flIZ2 log

Note que a limitacao segue de (2.26) e da Desigualdade de Holder. Dado qualquer
f € C°°(M) nao constante e p € [A,2\], onde 0 < A < A\g/2 < 1, uma sequéncia

in | 1t e outra sequéncia de pontos criticos u,, de I,,,, obtém-se

|12 g
e =M . 5 <C
fon 122

para alguma constante C' > 0 que nao depende de n.

(2.32)

Lema 13. Para u, € HY(M), existe uma constante uniforme C > 0 tal que
IVunllZ> + 4[E] U] < 41, (wn) + C, (2.33)

para todo n € N.

Demonstra¢io. Tendo em vista a Afirmagao 4 e o Teorema de Gauss Bonnet (Co-

rolario 7), obtém-se
21, (u,) = /M (|Vun\§ + 2ku,, — fezu") dvg = ||Vu,|2 + 2k, — 2mx (M)
= |Vun|l32 + 2T + 2k (T, — T ) — 2mx(M)
> VB + 2k — O Va2 — C
Usando (2.32)

kaen > [k[[aln | = C = |k|[w| — |klf@, — @]~
> [kl[an — k|| Vul[2 = C
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Assim,

1 1
Tpn(tn) 2 SV unllze + K[| = ClIVun]l 2 = C = 2| Vunl[z2 + [Kl[#] = C.

Isto implica o resultado. O

Sejam w, | pu e u, = u'" a correspondente solucao dada pela Proposicao
7 com I, (u,) = ¢, < ¢,. Do Lema 13 (u,) ¢é limitado em H'(M). Como ji
foi feito antes, a menos de subsequéncia, tem-se que u, — u* em H'(M). Por
continuidade dI,(u*) = 0. Além disso, u* ndo é um minimo local de I,, caso
contrério, pela Proposicao 4, a funcao u* seria um minimo local estrito de I,,. Dai,
para n suficientemente grande, u,, seria um minimo local estrito para I,,, o que

seria uma contradigao. Assim u* # u,,.
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3 Analise de Blow-up

Sejam (M, g) uma superficie Riemanniana fechada com curvatura Gaus-
siana constante k£ < 0 e volume unitario. Nesse capitulo, sera considerado uma
fungdo nao constante f € C°(M) com f <0 e f # 0. Foi visto no capitulo ante-
rior que dado g € (0, Ag), existe um ponto critico u* de I, que nao é de minimo
local. O objetivo desse capitulo é compreender o comportamento da solugao u*

quando p | 0.

3.1 Resultados Preliminares

Antes da demonstracao do Teorema 2, é necessario encontrar uma limitagao

para o volume. Do Lema 10, chega-se no seguinte resultado.

Lema 14. liminf p|c,| < 47
pn—0 K

Demonstracao. Suponha por contradi¢cao que
/
el > K/ p,

para algum K > Kj > 47 e quase todo u € (0, o). Primeiro observa-se que como

o funcional I, ¢ decrescente em f, entao cL < 0, assim

o o
/,u |Cu|dvg - _/M Cudvg < Cur — Cpuos
1 1
para fio > p1 > 0, ja que ¢, ¢ derivavel em quase toda parte. Porém,
Ko ko 1
/ |c,|dvg > K/ —dv, = Klog@.
p1 p M H1

Dessa forma,

Cuy = Cpo + K log Z(l).

Por outro lado, o Lema 10 diz que ¢,, < K; log(%), assim

Kiylog2 — Kylog puin > ¢, + Klog o — K'log pu,
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ou ainda
(K — Ky)log py > ¢,y + Klog p1g — K log 2.

Note que K — K; é positivo, pois K > K; > 0, portanto

Cuo + K'log py — Ky log 2
K- K, ’

log p1 >

concluindo que
Cug +K log ug— K1 log2

H1 > e K-Ky > 0,

para todo pg > py > 0. Mas isto é uma contradicao. O]

Foi provado na Proposicao 7, que u* é um ponto critico nao minimizante
para todo p > 0 suficientemente pequeno. Além disso satisfaz [y, e?*"dv, < 2|C;¢| +
6. Agora, serd considerado A no lugar de p e u, = u* solugdes de (2) com f,, =

f + A, para alguma sequéncia A, | 0. Assim, u,, satisfaz a equacao
—Agu, + k= f.e*. (3.1)
Pelo Lema 14, obtém-se que
An /M e dvg < 2\,|ch | + 06X, < 8T + 6,
Mas A, | 0 quando n — oo, entao

lim sup ()\n/ 62“"d119> < 8. (3.2)
M

n—oo
Como f, = f + \,, segue que
/ fne®mdv, :/ (f + An)e*ndu, :/ fezu"dvg—i—)\n/ e dv,.
M M M M
Pelo Teorema de Gauss-Bonnet
/M fne®mdv, = 2mx (M),

o que implica que

2x (M) — /M fe*rdv, = A\, /M e dv,.
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Dai,
/M ([F]+ An) €™ dvy = — /M fer ndvg + A, /M e* dv,
() 20, [
Portanto de (3.2), segue que

sup | (|f] + \n) e¥*ndv, < oco. (3.3)
neN JM

Lema 15. FExiste C' > 0 tal que para todo n € N tem-se que
u, > —C.

Demonstracao. Seja

— 1
/= vol(M) /M Jvg = /M Jdvg <0,

ja que vol(M) = 1. Note que

(f = f)dv, = 0.

I

| 7

De fato

/M f”(f — vy = ;/M(f vy = f” </M fdvy = /M fdvg> =0

Segue do Teorema 15 que existe uma solucio fraca v € H*(M) de

_k
I

Mas como %(? — f) é suave, entao v € C*°(M). Dado C > 0 defina ¢c = v — C.
Note que

DNgp = =(f = f)-

Ag¢C: (?_f)

=l

Observa-se que

k k
Aypo — k + foe®?C =k — ?f — k4 fue¥c = f <— + 62”6_2C> + \pe?le 2,

f
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Sabe-se que A, > 0, logo \,e?’e=2¢ > 0. Por outro lado, existe um C > 0 tal que,
para todo C' > Cj tem-se
k
—? +e?e 20 <0,

jdque k <0e f <0.Dai, como f <0, segue que
Ag¢0 —k+ fn€2¢c >0, (34)

para todo C' > Cy > 0.

Afirmacao 8. u, > ¢¢, para todo n € N.
Caso contrario, existe n € N e um ponto p € M tal que

un(p) < bc, (p)-

Note que se Cy > Cs, entao ¢¢, < ¢c, € pc — —oo quando C' — +o00. Dal, existe
C1 > Cy e um ponto g € M tal que

U, Z (bCl

un(q) = b, (q)-

Seja w = u, — ¢¢c, > 0. Como u,, > ¢¢,, entao
eln — e > ().
De (3.1) e (3.4) tem-se que

Agjw = Agu, — Age, <k — fne?in — k + f,e2%a
= f (€2¢01 _ e2un> A\, (62¢cl B €2un> .

Entao
Agw + f(€2un _ e2¢cl) <\, (€2¢Cl _ €2u"> -\, (62un . 62¢cl) <0. (3.5)
Agora nota-se que

eun _ 01 — /1 ietun+(1—t)¢01 dt = w /1 etunt(=t)ocy gy
o dt 0
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1
Dai, fazendo h = / et t(1=0%c1 gt > (), de (3.5), obtém que
0

Ayw + fhw <O0.

Como w > 0, segue pelo Principio do Méximo (Teorema 16), que w é identicamente

nula, ja que w(q) = 0. Portanto, 0 = w,, = u,, — ¢¢,, concluindo que

Up, :¢Cl'
Assim
fne2¢cl = _Ag¢01 +k
E
_N(F L
f(f f)+
/
=-k+=k+k
+2h+

Lembre que f, = f+ A, com f < Oemaxf =0,e A\, > 0. Seja p € M com
f(p) = 0. Assim f,(p) > 0, o que implica que f,(p)e?*1® > 0. Mas da tltima

igualdade acima isso é uma contradicao. Isto implica a Afirmagao 8.

Da afirmagao acima, conclui-se que
Uy, > Min Pg .-

Isto implica o resultado. O

Para os proximos resultados, considere a seguinte defini¢ao
M~ ={zeM: f(x) <0}

Lema 16. Seja Q C M um subconjunto aberto tal que Q C M~. Entdo, eiste
uma constante C'= C'(2) > 0, dependendo de 2, tal que

I ey = | (1 2+ uif2) d, < .

onde u; = max{u,,0}.
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Demonstragio. Como todo conjunto aberto é a uniao de bolas, basta provar o
lema para uma bola B, (p) cujo fecho esté contido em M ~. Considere uma funcao
suave 0 < ¢ < 1 com o suporte em B = B, 5(p) e com ¢ = 1 em B, 4(p), e seja
n = ¢*. Multiplique (3.1) por n?u,}" e obtenha que

—n*ut Agu, + kntul — fonPule*n = 0.

Note que nesta identidade é possivel considerar «,} no lugar de u,, ja que u,” = u,
nos pontos que u, > 0 e u;” = 0 nos pontos que u, < 0. Integracdo por partes

resulta na identidade
/ (Vi VnPuid)) + knu — fue® i) dug = 0, (3.6)
B
ja que n anula-se na fronteira de B. Nota-se que

(Vur, Vtur)) = (Vb ufV0®) +7° V)

= (Vu!, 2nuVn) + (Vul, n*Vu)
= 2nu (Vu!, V) + n*(Vul, Vul)
= 2nui(Vu!, V) + 0|V, > (3.7)

Além disso,
+\|? + 2
IV ()| = |u Vi + 0V (w)|
= (u})? [Vf* + 2uf (V! V) + o [Vl |
Portanto.
+ + 2 +? +\|? +\2 2
2un(Vu, Vi) +0? [Vut | = |V (nu)|” = (uh)? [Vl (3.8)
Dessa forma, aplicando (3.8) em (3.7), obtém-se que
(Vs VPul) = [V )| — [Vl ()

De (3.6) tem-se

2
/. (‘V(nu:{)’ VP ()? - kPl — fnemn?u;) dv, = 0.
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Dai,

INERS 2“32+)d :/ 2 )2 — kn2ut) d
L (V] = e ) dvy = [ (199 () = ko) do,

Além disso, existe € > 0 tal que f, < —e em B, para todo n € N suficientemente

grande. Isto implica que

2 + 2 +
[ (SO ) < [ (OO A5
= /B (\Vn\2 (ul)? — anu;[) dvg.

Note que €2 > 3, para todo t > 0. Como u} > 0, segue que

/B (‘V(nun ‘ + en?(u)h) )dvg </ (’V nut ‘ +662“zn2uz> dvg,
o que implica que
/B (]V(nun \ + e’ (uh) >dvg < / (Vi (w))? = k) dv,.
Como 1 = ¢?, segue que
[V (wp)? = [VO**(u)* = 120V 6] (u))* = 4|Ve[*(ou;))* < Clouy)?,  (3.9)

ja que 4 |V¢\2 < (), para alguma constante C' > 0. Usando a Desigualdade de

Young (Lema 6), tem-se

)
b < —bQ
a a —1—25

para todo § > 0. Faca

a = (ou))?,
b=C,
d=c¢

Assim,
2 < £ 1o 1 +4
Como 1 = ¢?, segue de (3.9) que

en?(u)* 4 C(e). (3.10)

1
Vol (gu))? < €
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Da mesma forma, usando a Desigualdade de Young (Lema 6) duas vezes, tem-se

< )+ O6) < (k) + O, ).
Considere d; = —% > 0. Assim
+ o
ut <~ () )

Dessa forma )
—kn*ul < §5n2(ui)4 + C(e).

Pelas desigualdades (3.10) e (3.11) obtém-se que

L (190 ey ) oy < [ 1Vl e, — [ kopufa,

(3.11)

1 1
< 5 /35772(u:{)4dvg + 5 /Bsnz(uz)‘ldvg +C.
Dai
L) oy + [ entutyidv, < [ entuf) v, + C.
B B B
Entao

2
LS| dvy = 1V )l < .

Pela Desigualdade de Poincaré (Teorema 13), conclui-se que

1)1z < ClOV ) Z2()-

Como 1 = 1 na bola de raio r/4, segue o resultado.

[]

Lema 17. Dado Q C M~, existe uma constante C(Q), que depende apenas de €2,

tal que
up(z) < C(Q),

para todo x € 2.

Demonstragao. Foi provado no lema anterior que |[u.! || z10) < Co. Como

un:u:—i—u;,
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com u, = min{u,, 0}, segue que

+
/Q fgeA‘“”dvg < Oy /Q etun dvg.

Dai, pela Desigualdade de Moser-Trundiger (Teorema 17), obtém-se que

CuIVuE |2 0

Co /Q 64“¢dvg < Cye
Seja v, € H'(2) uma solugdo de
Agv, =k — foe¥ em  Q
v, =0 em 0.

Portanto, pela Teoria da Regularidade Eliptica, tem-se que

2Un,

lvallm@) < (| fne™ = kllz2(0)-

Defina w,, = u,, — v,,. Como u,, satisfaz (3.1), segue que
_Agwn = fn€2un —k— fn62un +k =0,

em () e w, = u, em 0. Da propriedade da média para func¢oes harmonicas, seque

que para todo x € €2, obtém-se

wy () :/B . wydvg :/B o utdv, + o u;dvg—/B . vpdu,

< / u:dvg —/ vpdvg < C.
B (x) B ()

Dessa forma
Uy = Uy, +w, < C.

Portanto segue o resultado. O]

Definicao 19. Um ponto p € M é chamado de ponto de blow-up para a sequén-

cia (u,) se, para todo r > 0

sup |u,| — oo,  quando n — oco.
B:(p)
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Segue desta definicao e do Lema 17 que nenhum ponto de M~ pode ser
ponto de blow-up para a sequéncia (u,). Como f < 0, segue que se p é um ponto

de blow-up, entdao f(p) = 0. Além disso, o Lema 15 implica que sup u,, — +0o0.
Br(p)

Lema 18. A sequéncia (u,) possui pelo menos um ponto de blow-up.

Demonstragao. Suponha que a sequéncia (u,) é uniformemente limitada. Dai, pela
Teoria da Regularidade Eliptica segue que, a menos de uma subsequencia, (u,)

converge em H'(M) para uma solugio de
—Agju+k = fe*.

Mas como g é a Unica solucdo dessa equacdo, seque que u, — ug em H'. Da
Proposicao 4 tem-se que

d*I(uo)(h, h) > Clhfip,
para todo h € H'(M). Isto implica que para n suficientemente grande wu, ird

satisfazer uma desigualdade analoga a anterior, implicando que u,, seria um ponto

de minimo local, o que contradiz a Proposicao 7. O]

Seja p um ponto de blow-up para a sequéncia (u,). E bem conhecido que
existem coordenadas centradas em p, tais que a métrica g é conforme a métrica

euclidiana em B,(0) C R? para algum r > 0 suficientemente pequeno. Assim
g = e,
para alguma fungao suave v em B,(0). Por outro lado, tem-se
G = eBing — Hing2§ — 2unto)§ _ 2oy

com v, : B.(0) C R? = R dada por v, = u, + v. Além disso, como a curvatura

Gaussiana de g é f,, segue que v, é solugao de
—Av, = e, (3.12)

onde A é o Laplaciano euclidiano. Como p é um ponto de blow-up para (u,,), segue

que a origem é ponto de blow-up para (v,). Dessa forma, existe z,, € B,.(0) tal que
z, —0e

n\dn) = n — .
Up () xlg}garw(%)v () = o0



3.1. RESULTADOS PRELIMINARES 61

Implicando que

Avy(z,) < 0.
Lema 19. FExiste uma constante C' > 0 tal que
|20 < Cn, (3.13)

para todo n.

Demonstracao. Como x,, é ponto de maximo de v,,, entao
0 < —Avy () = f(2,)e2n @),
Logo,
falan) = f(zn) + A0 2 0.
Lembre-se que f(p) = 0 e df(p) = 0. Entao, pela expansao de Taylor em torno da

origem, em coordenadas, ganha-se
1
f(x) = f(0) + 5df (0)() + & f(0)(w, ) + O(|a[*)
1
= 5 f(0)(x,2) + O(| ).
Como d*f(0)(z,z) < 0 se z # 0, j4 que os maximos de f sdo niao-degenerados,
entao existem nimeros positivos a e b tais que
1
—alz]* < §d2f(x,x) < —blzl
Portanto
f(x) = & f(0)(z,2) + O(|z[?)
< —bla|* + O(J2[*)
= |2[* (=0 + O(Jz])).
Agora, usando que f,(x,) + A, > 0, pois A\, > 0, obtém-se que
|2a* (=0 + O(|za])) + A 2 0
|z (0 + O(|z4])) < A

Por fim
)\n
(b + O(|z]))

|xn|2 <

< CM,.
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Lema 20. Para todo r > 0 wvale

lim sup ) (f + )" e¥rda > 27,

n—00 B, (0

Demonstracao. Suponha por contradi¢ao que para algum r > 0 vale

lim sup (f +\)T e?dr = o < 2.

n—oo J B (0)

Considere

()

(0)
onde v, e v,

sao solugoes dos problemas

Av® =0 em B,(0)
v® =9,  em 9B,(0),

—AvH) = fEe?n em B,(0)
vF) =0 em 0B,(0).,

onde f,7 = max{f,,0}, f, = min{f,,0}. Note que z, é uma fungdo harmonica

que se anula na fronteira, de fato
Azy = = [ue®" + [fe® + f7e*™ =0 em B,(0),

e z, = 0 em 0,(0)B. Pelo Principio do Méaximo (Teorema 16), segue que z, = 0,
ou ainda
v, = v (P o).

De (3.12), obtém-se que
—Avn _ fne2vn _ fne2v(0> 62U$L+>62v§f) ' (314)

Pelo Lema 8, para todo ¢ € (0, 47), tem-se que

ar—a)H 1 16m2r?
e B < .
9] )

Seja p € (1,27/a). Note que se p = % e § > 0 é pequeno, tem-se
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Dai,
2,2

/ e(47r—5;|v51+)| < / e < 167°r .

Q Q o
Assim

(+)
[€2™ | Loy < C.
Como
Agoy”) = —f e >0,

segue pelo Principio do Maximo (Teorema 16) que v~ = m ou v (x) < m, para

(=) Note que, se x estiver contido

todo x € intB,(0), onde m = v, (x) = maxg G v,

no interior de B,(0), entdo v{~)(x¢) é identicamente nula, que é um absurdo pois
resultaria que Ajul) = —fe?n =0, mas e?" > 0 e f, admite valores negativos

quando A, — 0 entdo f, = min{ f,,0} < 0 em algum ponto. Dito isso, segue que

v <0,  em B,(0).

Como v”) é uma funcdo harmonica, segue novamente do Principio do Méximo que,
para todo x € B,.(0), tem-se que

100 (z)] < max v© = max v,.
8B,(0) 8B,(0)

Segue do Lema 17 que |v,(z)| < C para todo z € Q C M~. Logo, se 0B,(0) C €2,
entao
[0 ()| < C,

para todo x € B,(0). Portanto de (3.14), conclui-se que

0
e2vn — €2U$L)

(+) (=) (+)
621)" 62vn Sce?un )

Integrando a desigualdade acima, obtém-se
(+)
/ e2p””dvg < C’/ 62p””+ dv, < C,
M M
para todo p € (1, %’r) Como —Awv,, = f,e?" e f, é limitado, segue que

| fue®" Lo () < C.
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Da teoria de regularidade eliptica, obtém-se que v,, € W??(B,(0)), mas ainda,

v llw2e s, 0y < C,

para todo p € (1, %’r), para algum C' que nao depende de n. Pelos Mergulhos de

Sobolev (Teorema 11 (d)) segue que WP C C%®, continuamente, ou seja,
[vallco s, @) < Cllvallwzr < C,

para algum C > 0 que ndao depende de n. Que é um absurdo, pois a sequéncia (v;,)

nao é uniformemente limitada, ja que a origem é um ponto de blow-up. Logo,
o > 2.

[]

Pelo Lema 18 existe pelo menos um ponto de blow-up para a sequéncia
(un). Seja {p), -, p™M}, com N > 1, o conjunto de pontos de blow-up para a
sequéncia (u,,). Do Lema 17 e da teoria da regularidade eliptica segue que u,, — q,
em Cp2 (M), onde
M, =M — {pg), .. 7p(N)}'

o

Lema 21. A func¢do us € solugdo de

N
—Agtie + k= fe* =" 2ma;0 0,

i=1

ou seja,
N
/M(—uooAgSO + ke — foe=)dv, = 27 ; aip(p)),

para todo p € C*(M), com a; > 1.

Demonstracao. Lembre-se que u,, é solucao de
—Agu, + k= f.e*", (3.15)

e v, = u, +v satisfaz (3.12) em torno dos pontos de blow-up. Além disso, da teoria
de EDP, segue que
vn(2) = —ajlog|z| + O (|z])
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quando x — 0. Dali,
Up = v, — v = —a;log x| + O(1),
o que implica que
Uso = —a;log|z| + O(1).
Sejam ¢ € C*(M) e M, := M \ UB,(p{). Dai, do Teorema da Divergéncia (Coro-

lario 1), segue que

/ (—unlgp + ko — fape™) duvy = /M ((Vun, Vo) + kp = fuipe™ ) du,

T T

¥
— Uy, ——dv
om, on Y

=/ %) (—Agun + k- fne2“") dv,

ou,, Op
+ /8MT <§0 87} —unan> d’Ug.

De (3.15) segue que

/ : (—unAggo + kp — fngoe%") dv, = /aMT

Quando n — 0o, obtém-se

/MT (“toelgp + kip — fupe®=) dv, = /B

para todo r > 0. Note que M, = 0 (M \ UB,( g@)) = UOB,(p{Y)). Assim ao fazer

r — 0, tem-se que

r—0

Qoo 0
/ (—uooAgga + ko — fn¢62“°°) dv, = lim ( - gpL — uOO&Zj) dvg, (3.16)

para todo ¢ € C?*(M). Note que 1 é a normal para dentro da bola dB,, que em

coordenadas normais ¢ dada por 7 = —%. Note que Uoo%i = O (log |x]). Assim
/ u a—wdv <C‘/ rlogrdv,| = C'|rlogr|
o5, 00 877 g| > 51 g gl — gr|.
Dai |rlogr| — 0 quando r — 0. Assim
0
lim [ e 2tdv, = 0. (3.17)

r—0 /o8B, 87)
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Além disso, tem-se

OUss @
T 2o
o +O(1)

Isto implica que

Logo
Oloo

lim o—— = 2ma;(0). (3.18)

r—0 /o8B, 87]

Aplicando (3.17) e (3.18) em (3.16) segue que,

N
/ (—tslgp + ko = fape™ ) dvg = 213 aip(p?),

=1

para todo ¢ € C%(M). Do Lema 20, segue que a; > 1. O

Portanto de (3.3) e pelo Lema de Fatou (Lema 7), obtém-se que

2Uoo . : 2Un
/M|f|e dvgghrrbgglf/Mﬂﬂ%—)\n)e dvg < 0. (3.19)
Lema 22. q; € [1,2].
Demonstragdo. Considere coordenadas centradas em pl¥) como acima. Como ., =

Uso + Vg, SEEUE qUE

Voo = —a;log |z| + wee.

Assim,
Woo = a;log || + Voo, (3.20)

como Alog |z| =0 e v, satisfaz (3.12), entao
— AWy = —Avy, = fe2 (3.21)

em B,.(0), j& que v, — V. Pelo Lema 8, segue que

/ e47r(;5|woo‘ < 07
r(0)
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onde oo = / | fle*">dv, < co. Seja p € (1,27/a). Dai, como na demonstragio
do Lema 21?rs(g)g;ue que

e lw2(5,(0) < C.
Note que de (3.19) obtém-se que p pode ser arbitrariamente grande, desde que r

seja suficientemente pequeno.

Lembre-se que f(p) = 0 e df(p) = 0. Entao, pela expansao de Taylor em

torno da origem, em coordenadas, ganha-se

1
flx) = §d2f(0)($,90) +O(|z]?). (3:22)
Como d?f(0)(x,z) < 0 para todo z # 0, entdo existem ntimeros positivps 31 e 3
tais que
Bila? < |f(2)] < Bolal*. (3.23)
De (3.20), obtém-se que
el = e x| TN, (3.24)
De (3.23) encontra-se
61|x‘2(17ai)e2woo < |f(x)|e2”°° < 52‘x|2(17ai)62w00. (325)

Por (3.19) e (3.25), tem-se que
/ |20 2w g < C’/ | fle**=dz < oo.
B, B

Da Desigualdade de Holder, segue que

2(1—a;) 1 Woo weo \ 5
/ |fl§'| 7 dx S / <|x|2(1_ai)62w°°> 4 672 e dzr S C (/ 6721171 )
By - .
2|woo| q;*l
= C (/ e ot ) <, (3.26)

para todo ¢ > 1, desde que r seja suficientemente pequeno.

Por outro lado

2(1—a;) r 2(1—a;)
/ |x| ™ a dmz/ / s~ @ dfds
B,(0) 0 Jsi

T 2(1—ay)
= / / s @ Tldfds
0 Jst

2(1—ay) r
42
=Cs « *

0
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De (3.26), essa integral é finita. Portanto, @ + 2 > 0, para todo ¢ > 1. Mas
isto implica que a; < 2. O

2Uoo

Proposicao 8. A métrica g, = €“*~g em My, é completa.

Demonstracio. Sabe-se que a métrica g., € completa se e somente se o compri-
mento de qualquer curva divergente v : (¢,00) C R — M, ¢é ilimitado. Por ([8],
pagina 405, exercicio 7) tem-se que 7 é divergente se ela sai de qualquer compacto.
Como em (2.7), a métrica g é localmente conforme a métrica euclidiana. Assim,

em torno de algum ponto de blow-up p((jg podemos escrever
Goo = €°70.
Caso 1: 1 <a; <2
De (3.21) e (3.25) segue que, para algum ¢ > 1 tem-se
Awe € LU(B:(0)),
em que Wy, ¢ dado em (3.20). Por regularidade eliptica segue que
Woo € L¥(B-(0)).
Dai, para algum C' > 0
ev> = |z| v > Clz|™ > Cla| ™t

Assim, se 7y : [0,t9) — B,(0)\{0} é uma curva divergente tal que y(¢) — 0

quando t — ty, da relacdo das métrica e da desigualdade acima, obtém-se
[V (O)lgo = 7' ()]s = Cly(O) [ ()]s
Supondo que |y'|s = 1. Dai, como 7(ty) = 0, entao escreva
t
10 = [ A/(s)ds,
0

entao |y(t)|s < to—t. Calculando o comprimento da curva v em (M, g ), resulta

em

t t t
[ 0@t > [ @I @)ldt > C [t — )" ds > ~Clog(to — 1).
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Logo
t
lim [ 7/ ()]. > oo.

t—to

Portanto (M, g~) ¢ completa, para a; < 2.
Caso 2: q; =2
De (3.21) e (3.20), obtém-se que
_Awoo — f62voo — fGZwOO’x‘ani
Como a; =2 e f <0, segue de (3.22) que
e” 2 Ay, = —flz|™* < Clz| ™2
Por outro lado

272 Awy, = —Ae 2" + 4|Vwy, [Pe 2.

Assim

—Ae 2 < Oz 72 — 4| Vwe e 2. (3.27)
Agora observa-se que
A (|x|ae_2w°°) = |z|*Ae™?> + e 2= Alx|* 4 2(V|z|*, Ve 2=)

Observe que

Alz]* = o®lz[*7,
entao
A (\x!ae_m‘x’) = |z|*Ae 2> + a?|z|* 2 2V — dalz|* e (1, V).
De (3.27), obtém-se que
—A (Jz]7e?) < Clal* 2 = 4lz]%| Vs [Pe 20> — a[a]* 2 2
+ dalz|* e > (2, Vs

= Clz|*? - (4]3:\2|Vw00\2 + o? + 4oz, Vwoo)) || 22w

< Olo|* 2 — (4|ac|2|Vwoo|2 +a? — 4oz|:v||Vwoo|) || 22w,
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Logo
—A(|z|*e™?">) < Cla|* 2,

onde o lado direito pertence a L(B,(0)) para algum g = ¢(«) > 0. Da teoria da
regularidade eliptica segue que
|z|*e 2w < C.
De (3.24), tem-se que
e2veo — 62'woc|x‘—4 > C|I|a_4.
Dai, no mesmo modo do caso anterior segue o resultado no caso 2.

Portanto (M, goo) ¢ completa, para 1 < a; < 2. H

3.2 Prova do Teorema 2

Teorema 20. Seja f € C°(M) uma fungao nao constante com max f = 0 tal que
seus pontos de mdzximos sdo nao degenerados. Para X € R considere fy := f + A
e Iy := Iy, como definido em (3). Entdo existem um conjunto finito de pontos
O, ..., pMY de M, com N > 1 e f(pl)) = 0 para todo 1 < i < N, uma
sequéncia A\, | 0 e uma sequéncia de pontos criticos nao minimizantes wu, de Iy,

tais que para certas sequéncias T,(f) J0e pffl) — pgfo), vale o sequinte

1. Up — Us em My € Usy induz a métrica completa goo = €%<g em M., de

curvatura Gaussiana K, = f.

2. Para cadai € {1,...,N}, v /\/\, — 0 e em coordenadas locais conformes

em torno de p¥) = 0 tem-se

) 2
Wy, = un(rff)x) — u,(0) + log 2 — wue(x) = log <1+H2> ,
x

o0 2 . 7 . Pl _ 2w
em Co(R?), onde wy induz a mélrica esférica go, = €0 de curvatura

Gaussiana K, =1 em R2.

Demonstra¢io. O Lema 18 diz que a sequéncia (u,) possui ao menos um ponto

de blow-up. A convergéncia para uma fungao suave u., segue pelo Lema 17 e da
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teoria da regularidade eliptica. Pela Proposicao 8 segue que u., induz a métrica

Zuss g O Lema 21 implica que uo satisfaz

completa g,, = e
—Aguoo +k — fe*= =0 em My,
onde a; € [1,2]. Assim, K, = f.
Agora para mostrar o item (i), fixe algum ponto de blow-up p. Como an-
tes, considere coordenadas em torno deste ponto tais que a métrica g seja conforme

a euclidiana em alguma bola Bg(0), ou seja, g = €*°§. Considere novamente

Up () = up () + vo(z).
Note que v, satisfaz (3.12). Seja () uma sequéncia tal que v, (z,,) = supy, < g Vn (7).

Vamos considerar dois casos.

Caso 1:
A2eon(@n) _y oo,
Defina
Wy (2) = v (T + 102) — Vp(xy), (3.28)

em D, = {z € R? |z, + r,z| < R}, onde r, > 0 é tal que
r2A,e?oron) = 1, (3.29)
Note que w, < 0 em D, w,(0) =0e

An
Apeonlm) = 22— o0, (3.30)

T

Como A, — 0, segue que r,, — 0. Por (3.28), segue que

Aw,(z) = 12 Av, (2, + 7070).

Como v, satisfaz (3.12), segue que de (3.28) e (3.29) que

—Aw, (7)) = 12(f (2 + 107) + A, )20 00)
ra(f(

2 .Tn+7'n$) +)\ ) 2wn ( m)e2vn(mn)

— (f +T" 1) e2wn(z)
= hn(

2wn (z)
n
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onde h,(z) = f(x"/\it”x) + 1. Note que

ho(z) = W +1<1, (3.31)

ja que max f = 0. Desse modo, resulta que
—-Ayw, = h,e*"n .
com h, < 1. Além disso, de (3.28), obtém-se que
/ o2wn(®@) g — / 2 (@ntrn)—vn(@n)) g

— efZUn(:pn)/ €2vn(mn+m‘n)dx.
n

Faga y = 1, + rpz. Assim dy = r2dz e obtenha
1

6—2vn(acn) ern(zn-‘r:crn)dx _ 76—21)"(:1:”)/ 62vn(y)dy.
Dy, r2 B, (0)

Como v, = u,, + v, segue de (3.29) que
1

= e 2nlan) / 2 gy — A, / €20 20y

L B (0) B (0)

Como a métrica g é conforme a métrica euclidiana, o elemento de volume das
métricas é relacionado por dv, = €**dy, o que implica que

An 62“"(y)62”dy = )\n/ 62“"(y)dvg.
B;-(0) B.(0)

De (3.2), conclui-se que

/ €2wn(x)dx = >\n €QUn(y)dUg S C (332)
Dn, B

r (p((;o))

Aﬁrmagﬁo 9. 1imn—>oo hn(x) = hmn—>°° %:) + L.

Basta mostrar que a diferenca dos limites é igual a zero, ou seja,

J(@n +rz) — f(2,)

N — 0.

Primeiro faga a expansao de Taylor para f(x) e f(x,) e considere A = %VQ £(0),
logo
f(x) = A(z,2) + O(|=[*)
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e
f(an) = A(zg, ) + O(|z, ).
Assim,
flzn +mx) = A(z, + rox, 2 + 1) + O(|2, + ?"nx\?’)
= Az, x,) + Az, rpx) + A(rpz, x, + rpz) + O(|z, + rnx|3).
Dali

(o +r02) — f20) = AT, 70x) + A(rnx, 20 + 102) + O(|20 + 102]) — O(|2,]?).
Portanto, se |z| é limitado, segue que

|f(zp + rpx) — f(z)| < C (|xn|rn 4+ Tol@n + rpx| + |2, + x|+ |xn|3)

< O(rnlo,| + r?z + ’xn’3 + T?z)

De (3.13), segue que
|f<xn + Tn'r) — f('rn>| T'n T?%, T?L
<O+ .
A <O{Ga o Vs

Por (3.30), seque que % — 0, logo

|f(xn + 1) — fl2,)]

" — 0,
quando n — oo. Isto prova a afirmacao.
Do mesmo modo, verifica-se que
Ty,
‘f ()\ n <o
Em (3.31), foi visto que
o) oy
e sabe-se que v, (z,) = supg, (o) Un (), implicando que Av,,(z,) = —f,, () e20nln) <
0, logo fn(x,) > 0 e assim
) -

An
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Portanto, a menos de uma subsequéncia, lim N flen) existe e converge para algum
) ) n—00 )\
n

valor em [0, 1].
Desse modo, conclui-se que a sequéncia (w,,) converge uniformemente para
Woo, onde Wy < 0 = ws(0) é solugdo da equagao

2w
— AWy = heoe™>,

em R2. De (3.32), tem-se /2 e?=dx < 0o, j& que D, exauri todo R2. Pela classi-
ficagdo de Chen-Li [6] de todas as solugoes para esta equacao, tem-se que hy, > 0

_ 1 . 2 . . 27»” 3 _
e We = log <71+h00|$‘2/4>. Assim, apés substituir r, por TR obtém-se que

1

Caso 2: \2e2n(mn) < (.

Pelo Lema 20 segue que 1 < C\2e?'n(®n) ¢ entdo
v (2n) + log(An)| < C.

Seja r2 = ), e escreva
Wy (x) = vy (rpx) + log(\y). (3.33)

em D, = {r € R? |r,z| < R} = Bx(0). Dessa forma segue que

<C.

sup wy,
Dy,

Além disso, w,, satisfaz a equacgao

= 12 (f(2r,) + Ap) €20n(®) 2logAn
=202 (f(arn) + Ag) 2@

= hn(x)ezwn(x)>

onde h,(z) = f(f\izx) +1 e como 72 = )\, ou seja,

—Aw,, = h,e*"".
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Da mesma forma do caso anterior, obtém-se que

f(ary)
An

h(xz) = +1<1.

Além disso, de (3.33), obtém-se que
/ 6an(a:) dr = / 62(vn(a:rn)+log /\")dZE

n

Faca y = r,x e dy = r’>dx e obtenha

2
/\2/ 62(U7‘($T”))d$ = )\n/ 62(Un(y))dy
" JDn r2 JB,(0) ’
Como 72 = \,, segue que
2
L;z 20n )y — )\ / 200w gy
E como foi feito no caso anterior segue que

A 62“”(y)e2”dy =\,

) 62“”dvg < )\n/ eQU”dvg.
B, (0) B, (pY) M

De (3.2), conclui-se que

/ 2@y = A\,

62”"(y)dy < )\n/ eQundvg < 8.
n B,(0) M

A expansao de Taylor de f nos dar que
fzr,) = r2 Az, 2) + O(|or,|?).

Dai,
f(raz)
An

ja que 72 = \,,. Portanto, para |z| limitado, segue que

= A(z, 2) + O(ruz]),
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Assim, h,, = ho quando n — oo em C}_(R?), onde hy(z) = 1+ A(z, x).
Além disso, da teoria de regularidade eliptica segue que w, — ws em C? (R?)

para alguma w,, satisfazendo

— AWy = hooe®>, (3.34)
em R? e com volume finito
/ e dx < 00, (3.35)
RQ
e curvatura total finita
/ o2 dz < 0. (3.36)
RQ

O Teorema 21 a seguir, implica que (3.34) ndo possui solugdo com as condi¢oes
(3.35) e (3.36). Isto conclui a prova do Teorema 2. O

O Teorema 4.5 de [11] analisa a equagao (3.34) resultante do Caso 2 e

conclui que nao existe solugdo. Segue abaixo o teorema citado.

Teorema 21. Suponha que A é uma matriz 2 X 2 simétrica negativa. Entdao nao

eziste solugio w € C*(R?) da equagio
—Aw = (1 + (Az, x)) e,

em R? com w < C tal que
/ e dx < oo,
RQ

/2 (14 (Az, 7)) e*dr € R,
R

/2 11+ (Az, x)| e**dz < oo.
R



[10]
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