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Resumo

O cérebro é uma das redes mais complexas conhecidas, composto por uma enorme quan-
tidade de neuronios e conexoes, capazes de realizar inimeras sinapses, organizados ana-
tomicamente em diferentes escalas espaciais e interativos em diversas escalas temporais,
formando uma estrutura de arquitetura complexa. Compreender o funcionamento desse
sistema, é essencial para o direcionamento de estudos em neurociéncia, oferecendo novas
perspectivas para o tratamento de distirbios cerebrais que ainda carecem de terapias
eficazes. Devido aos avangos tedricos em matematica e fisica estatistica, com modelos cada
vez mais precisos para a descricao de dados reais, juntamente com avancgos tecnolégicos em
técnicas de analise computacional de dados e exames de mapeamento cerebral, tornou-se
possivel abordar o conectoma, definido como a matriz de conectividades funcionais das
regioes anatomicas do cérebro, permitindo assim o estudo do cérebro como uma rede
complexa. Essa abordagem possibilita, por exemplo, a aplicacao da Teoria de Matrizes
Aleatérias (TMA) para estudar a estatistica espectral desse tipo de sistema. Neste trabalho,
analisamos um conjunto de dados de conexdes funcionais cerebrais obtidos via imagem por
ressondncia magnética funcional (fMRI) de individuos em estado de repouso. Estudamos a
distribuigao de espagamentos consecutivos (DEC), assim como a distribuigao das razoes
entre espagamentos consecutivos (DREC) do espectro das matrizes de adjacéncia dos dados.
Utilizamos a distribuicao de Brody para ajustar a DEC e propusemos uma expressao
semi-empirica para a DREC, a fim de avaliar o grau de correlagao dos autovalores no
conjunto de matrizes de adjacéncia. Essas distribui¢oes semi-empiricas dependem de um
parametro [ que varia continuamente entre zero, quando a estatistica espectral é descrita
pela distribuicao de Poisson, e um, quando é descrita pelo Ensemble Gaussiano Ortogonal
(GOE) da TMA. Os ajustes realizados forneceram estimativas de 8 = 0,89 para a DEC
e f = 0,87 para a DREC, sugerindo uma estatistica espectral intermediaria entre a
distribuicao de Poisson e o GOE.

Palavras-chave: Redes cerebrais. Conectividade funcional. Teoria de matrizes aleatdrias.

Distribuicao de Brody.



Abstract

The brain is one of the most complex networks known, composed of an enormous number of
neurons and connections capable of performing countless synapses, anatomically organized
across different spatial scales and interactive across various temporal scales, forming a
structure of complex architecture. Understanding the functioning of this system is essential
for guiding neuroscience studies, offering new perspectives for the treatment of brain
disorders that still lack effective therapies. Due to theoretical advances in mathematics
and statistical physics, with increasingly precise models for the description of real data,
along with technological advances in computational data analysis techniques and brain
mapping exams, it has become possible to approach the connectome, defined as the matrix
of functional connectivities of the anatomical regions of the brain, thus allowing the brain
to be studied as a complex network. This approach enables, for example, the application
of Random Matrix Theory (RMT) to study the spectral statistics of this type of system.
In this work, we analyzed a dataset of functional brain connections obtained by functional
magnetic resonance imaging (fMRI) of individuals in a resting state. We studied the
distribution of consecutive spacings (DCS), as well as the distribution of ratios between
consecutive spacings (DRCS) of the adjacency matrix spectra of the data. We used the
Brody distribution to fit the DCS and proposed a semi-empirical expression for the DRCS
to assess the degree of correlation of the eigenvalues in the ensemble of adjacency matrices.
These semi-empirical distributions depend on a parameter ( that varies continuously
between zero, when the spectral statistics are described by the Poisson distribution, and
one, when described by the Gaussian Orthogonal Ensemble (GOE) of RMT. The fits
performed provided estimates of g = 0.89 for the DCS and § = 0.87 for the DRCS,
suggesting an intermediate spectral statistic between the Poisson distribution and the
GOE.

Keywords: Brain networks. Functional connectivity. Random matrix theory. Brody distri-

bution.
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1 Introducao

1.1 Redes cerebrais

O cérebro humano é uma das redes mais complexas conhecidas pelo homem,
compreendendo cerca de 100 bilhdes (10'") neurdnios conectados por cerca de 100 trilhoes
(10'*) de sinapses. Essas conexdes sdo responsaveis por diferentes processos cognitivos
e estao anatomicamente organizadas em uma estrutura de miltiplas escalas espaciais,
além de serem funcionalmente interativas em multiplas escalas de tempo. Esse sistema
¢é o hardware biologico do qual originam-se todos os nossos pensamentos, sentimentos e

comportamentos [Fornito, Zalesky e Bullmore 2016, Geerligs, Cam-CAN e Henson 2016].

Disturbios clinicos das redes cerebrais humanas, como esquizofrenia, autismo,
Alzheimer, TDAH, entre outros, estao entre os problemas de saide mais dificeis de
tratar atualmente. A investigacao da conectividade dentro dessas redes, a compreensao
dos aspectos da cognicao e dos transtornos neurais tém sido preocupacoes centrais na
neurociéncia had muito tempo. Recentemente, isso impulsionou uma era de iniciativas em
larga escala e colaboragoes para mapear as redes cerebrais de maneira mais abrangente e
detalhada. Tais analises de redes tornaram-se uma ferramenta importante para caracterizar
diferengas individuais relacionadas a fungdo cognitiva, idade e satide mental [Fornito,
Zalesky e Bullmore 2016, Riedl et al. 2015, Wijk, Stam e Daffertshofer 2010, Weissenbacher
et al. 2009, Geerligs, Cam-CAN e Henson 2016].

As redes cerebrais sao bem adaptadas para integrar funcionalmente os processos
neuronais locais que sustentam a cognicao, possuindo uma arquitetura que engloba multi-
plas escalas espaciais, desde a microescala de células individuais e sinapses a macroescala
de sistemas cognitivos inteiros. Essa arquitetura também ¢é encontrada em outras redes
complexas, por exemplo, na organizacao multiescala de redes sociais, que vao desde relagoes
interpessoais e pequenos grupos sociais, até grandes comunidades e organizagoes politicas
globais. Em sistemas multiescala, os niveis sao interdependentes, com padroes em cada nivel
dependendo de processos em niveis inferiores e superiores. As descri¢dbes em microescala
das sinapses sdo essenciais para entender a base da arquitetura somatica e axodendritica.
A arquitetura somaética é o design arquitetonico moldado pela compreensao e incorporacao
das respostas somaticas dos individuos, explorando como as experiéncias corporais e
sensoriais podem influenciar e ser influenciadas pelo ambiente vivido [Anderwald, Grond e
Pérez 2021, Galvez 2019]. Por outro lado, a arquitetura axodendritica esté relacionada a
estrutura e fungao das conexdes neurais no cérebro, referindo-se a estrutura e organizacao
das conexdes entre axonios e dendritos em neurdnios [Kandel et al. 2013]. Em contraste,

as macroescalas descrevem regides ou areas do cérebro e suas vias de fibras associadas.
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Esta escala é especialmente 1til para correlacionar a anatomia com comportamentos e

fungoes especificas e pode ser abordada com as técnicas atuais de neuroimagem.

Para entender o funcionamento do cérebro, precisamos estuda-lo em maultiplas
escalas, identificando redes que conectam células em populagoes, organizando grupos de
células em regides funcionais, integrando regides em sistemas e conectando o cérebro ao
corpo em um organismo completo. Nessa organiza¢ao, nenhum nivel é privilegiado sobre os
demais. Somente por meio de interagoes de rede multiescala moléculas e células podem dar
origem a comportamento e a cogni¢cao. O conhecimento sobre interacoes de rede através de
multiplos niveis de organizacao é crucial para uma compreensao mais completa do cérebro

como um sistema integrado [Sporns 2010, Silva 2022, Makris et al. 2023].

A motivagdo para estudar o cérebro humano como uma rede complexa é que
essa abordagem pode fornecer informacoes fundamentais sobre como seus elementos se
organizam em padroes dinamicos, ampliando o entendimento em comparacao ao estudo

de elementos individuais de forma isolada [Sporns 2010].

As relagoes entre estrutura e funcdo sdo um principio fundamental em muitos
sistemas complexos que ocorrem naturalmente. No entanto, a pesquisa em neurociéncia de
redes sugere a existéncia de uma ligacdo imperfeita entre a conectividade estrutural e a
conectividade funcional no cérebro [Sudrez et al. 2020]. O funcionamento complexo dessas
redes continua sendo um grande desafio para a neurociéncia. Portanto, é essencial procurar
compreender a natureza das redes cerebrais, realizando um mapeamento detalhado da
relacdo estrutura-funcao, para que possamos investigar o impacto dos danos cerebrais na

cognicao e avaliar os efeitos das intervengoes [Silva 2022].

A interdependéncia de regioes cerebrais é descrita pela conectividade funcional [Cor-
des et al. 2000]. O estudo da conectividade cerebral j& abriu novos caminhos experimentais e
tedricos em varias areas da neurociéncia, atuando na neuroanatomia, neurodesenvolvimento,
eletrofisiologia, na imagem cerebral funcional e na base neural da cognicao. Recentemente,
em muitas doencgas cognitivas e afetivas foram observados padrdes anatomicos ou fun-
cionais de conectividade alterados, definindo as sindromes de desconectividade. Alguns
trabalhos mostram que certos tipos de traumas neurais causam alteragoes generalizadas
na conectividade funcional, em comparagdo a individuos saudaveis [Derks et al. 2017],
pois se descobriu os padroes de conectividade funcional se adaptam ao comportamento
ou a cognicao, e sao interrompidos em pacientes que sofrem de transtornos psiquiatricos
especificos [Sporns 2010, Silva 2022, Riedl et al. 2015, Derks et al. 2017].

A patologia funcional do cérebro pode ocorrer e se espalhar pela rede, de acordo
com mecanismos relacionados a ela, particularmente fazendo uso dos hubs. Os hubs sao
geralmente caracterizados por uma alta taxa de transferéncia de informagoes, refletida
no cérebro por alta conectividade ou centralidade da regiao. Eles sao cruciais para o

funcionamento cerebral e sdo intensamente utilizados em um cérebro saudavel. Quando
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ocorre uma doenca neurologica, as regioes de hub serdo eventualmente implicadas, porque

todas as rotas de comunicacao passam por essas areas [Derks et al. 2017].

A andlise da estrutura organizacional e conectividade das redes cerebrais escla-
rece bem diversos problemas relacionados a funcao integrativa do cérebro. Os sistemas
nervosos, compostos por elementos neurais interconectados, sao moldados por principios
arquitetonicos explorados pela ciéncia das redes. Neuronios individuais geram respostas
fisiologicas complexas através de interacoes em rede. Caracteristicas sensoriais distintas
sao integradas em estados perceptuais e cognitivos por processos distribuidos no cérebro.
Em repouso cognitivo, o cérebro exibe atividade neural dindmica, moldada por redes
estruturais. Mudangas sensoriais ou cognitivas ativam padroes especificos de rede. Traumas
e doencas causam déficits neurologicos, com danos a rede informando sobre a disfuncao e
recuperacao. Variagoes individuais em cognicao sao ligadas a redes cerebrais, e o desen-
volvimento modifica conexdes anatomicas e capacidades cognitivas. Cérebro e corpo sao
acoplados dinamicamente, com redes cerebrais modulando a dindmica interna através de

movimentos corporais.

Essas e outras questoes fundamentais da neurociéncia podem ser abordadas de
forma eficaz pela perspectiva das redes complexas [Sporns 2010]. A relacao entre estrutura
e funcdo é um conceito fundamental para o entendimento das propriedades de sistemas
de diversas naturezas, assim como, interrupg¢oes estruturais se relacionam com perdas

funcionais [Sudrez et al. 2020].

O mapeamento das redes cerebrais ¢ realizado por identificagao de flutuagoes de sinal
sincronos, ou conectividade funcional, entre regides cerebrais quando ha atividade neuronal.
As trés principais técnicas para a identificacado das estrutura de redes cerebrais, obtidas por
vias de imagens por ressonancia magnética (MRI) em seres humanos, sao: a MRI ponderada
por difusdo, que pode ser usada para estimar a integridade dos tratos de substancia branca
entre regioes de interesse; a imagem por ressonancia magnética funcional (fMRI), que mede
a conectividade dentro de um individuo, quantificando correlagoes entre séries temporais
de atividade neuronal entre diferentes regioes temporais; e a MRI estrutural, a partir da
qual a covariancia entre regioes de interesse de uma propriedade do tecido, como volume
ou espessura da substancia cinzenta, pode ser examinada entre individuos, o que pode
refletir mudancas maturacionais sincronizadas em regides do cérebro anatomicamente
conectadas [Riedl et al. 2015, Geerligs, Cam-CAN e Henson 2016, Santos et al. 2019].

Ao longo deste trabalho, utilizamos dados obtidos pela técnica de fMRI de individuos
em estado de repouso para extrair os dados de conectividade cerebral a serem analisados.
Alguns estudos mostram que o cértex pré-frontal ventromedial e o cértex cingulado
posterior exibem paradoxalmente altos niveis de atividade durante o estado de repouso e
redugoes de atividade durante tarefas cognitivas voltadas para o meio externo [Esposito et

al. 2006]. Técnicas de mapeamento cerebral, como a fMRI, permitem o estudo da atividade
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neural espontinea e das interagoes entre redes cerebrais em repouso, ja que essas redes
exibem maior atividade metabdlica em repouso do que durante a realizagao de tarefas
cognitivas voltadas para o exterior [Uddin et al. 2009]. Em individuos que estao realizando
tarefas especificas, a fMRI pode mapear areas onde o fluxo sanguineo cerebral regional

aumenta de maneira sincronizada com a atividade realizada [Cordes et al. 2000].

No entanto, ¢ importante notar que esse mapeamento apresenta algumas limitagoes:
embora a conectividade funcional indique correlagées entre sinais neuronais, apenas a
conectividade efetiva descreve a influéncia exercida por um sistema neural sobre outro [Riedl
et al. 2015].

1.2 Conectoma

O comportamento de um ser humano depende da atividade coordenada de uma
enorme quantidade de neuronios interconectados. Determinar a conectividade desses
neuronios, por meio de métodos anatomicos e eletrofisiologicos combinados, sempre foi um
grande objetivo da neurociéncia. As analises experimentais para a cogni¢cao humana foram
significativamente aprimoradas com a chegada da neuroimagem funcional, um conjunto de
técnicas que pode ser aplicado para estudar uma ampla gama de fungoes cognitivas, com
resolucao espacial e temporal cada vez maior. A interpretacao dos dados de neuroimagem
¢é limitada devido a falta de informacoes sobre as redes que geram os padroes de ativacao

observados.

Um quadro tedrico para entender a cognicdo como um fenémeno de rede baseia-se em
dois principios do cortex cerebral: segregacao funcional e integracao funcional. Segregagao
funcional refere-se a organizac¢ao cerebral em multiplos niveis, indicando que diferentes
regioes do cérebro sao especializadas em realizar funcoes especificas. Ja a integragao
funcional refere-se a capacidade do cérebro de combinar e coordenar a atividade dessas
diferentes regioes especializadas, assim gerando comportamentos integrados. As teorias de
rede da cognicao destacam a natureza distribuida e dinamica das relagdes entre estrutura
e funcao no cérebro. Para essas andlises, é necessario um mapeamento detalhado das
conexoes entre neurénios por meio de um modelo estrutural abrangente [Bargmann e
Marder 2013, Sporns, Tononi e Kétter 2005, Tononi, Sporns e Edelman 1994, Sporns 2013].

Para entender o funcionamento de uma rede, é necessario conhecer seus elementos
e suas interconexoes, com essa intencao foi proposto por [Sporns, Tononi e Kétter 2005]
estratégias de pesquisa voltadas para uma descri¢ao estrutural abrangente da rede de
elementos e conexoes que formam o cérebro. Esse conjunto de dados, denominado "conec-
toma", sendo o objeto de estudo de uma nova ciéncia chamada "conectomia', é considerado
fundamental para a neurociéncia cognitiva e a neuropsicologia. As perspectivas apontam

que a conectdémia pode promover um aumento significativo sobre nossa compreensao de
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como os estados funcionais do cérebro emergem de sua estrutura anatomica e fornecera
novos insights sobre os mecanismos de como a fungao cerebral é afetada quando detalhes
dessa estrutura sao interrompidos. Além disso, oferece recursos de neuroinformética uni-
ficada, invariavel ao longo do tempo e prontamente disponivel, que podera ser utilizado
em praticamente todas as areas da neurociéncia experimental e tedrica [Sporns, Tononi e

Kotter 2005, HCP 2024].

Muitos novos projetos promovidos por institui¢oes ao redor do mundo estao pesqui-
sando aspectos de como o desenvolvimento cronologico, doencas neurais e outros fatores
podem afetar as conexdes em constante mudanca no cérebro humano. Todas essas iniciati-
vas contribuem para construcao de conectomas cada vez mais precisos, capazes de fornecer
cada vez mais informacoes para todas areas da neurociéncia. Nesse contexto, a Connectome
Coordination Facility (CCF) foi criada para ajudar a coordenar esses intimeros projetos
de pesquisa, disponibilizando dados, e assim facilitando a distribuicao e disseminacao de
resultados [HCP 2024].

O objetivo central da conectomia é mapear de forma abrangente as conexoes entre
elementos neurais anatomicamente distribuidos. Esses elementos podem ser neurénios
individuais, populagoes neuronais especificas ou regides cerebrais em larga escala. O
numero de conexoes possiveis entre esses elementos é grande, para uma rede de N nés, o
nimero de conexdes possiveis estd na ordem de N?. Portanto, é necessario um método

para representar essa grande quantidade de dados de forma sucinta e significativa.

Atualmente o estudo sobre redes cerebrais utiliza fortemente o conceito de conec-
toma, para definir uma matriz que representa todas as conexoes anatomicas possiveis entre
pares de elementos neurais do cérebro Figura 1. Esse conceito inclui a matriz de conexdes
anatomicas entre grandes areas cerebrais e entre neurdnios individuais, bem como a matriz
de interagoes funcionais, revelada pela analise de processos fisioldgicos. Esses processos
variam desde as lentas flutuagoes na oxigenacao do sangue cerebral, medidas por fMRI, até
as rapidas oscilagoes neuronais de alta frequéncia, detectaveis por eletrofisiologia. A quan-
tificagao, visualizacao e compreensao da organizacao da rede cerebral em diversas escalas
de espago e tempo sdo caracteristicas fundamentais do campo da conectémia [Fornito,
Zalesky e Bullmore 2016].

-

E comum representar a conectividade entre cada par de regioes cerebrais em uma
rede como uma matriz bidimensional. Nesta matriz, cada linha e coluna corresponde a
uma regiao diferente, e o elemento da matriz posicionado na interse¢do da linha 7 e coluna

7 codifica informacoes sobre a conexao entre as regioes i e j.

O conectoma consiste em dois principais aspectos de descrigdo para a definir sua
arquitetura de rede: elementos e conexoes neurais, que no contexto de matrizes podem
ser interpretados como nés e arestas, respectivamente. Um né geralmente é identificado

com uma regiao do cérebro, frequentemente selecionada de maneira fundamentada no
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Figura 1 — (a) Uma matriz de conectividade para um cérebro representando a conectividade de
32 éreas corticais. (b) Esta matriz estd organizada de modo que os elementos coloridos
representem uma projecao da regido listada na coluna para a regiao listada na linha.
O tamanho dos pontos em cada elemento da matriz é proporcional a distancia de
projecao e as cores mais escuras indicam uma intensidade média de conectividade
relatada mais forte. (c¢) As localizagbes anatdmicas das areas listadas na matriz em (b),
cores mais escuras identificam regides com maior conectividade total com o restante

da rede.
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Imagem adaptada de [Fornito, Zalesky e Bullmore 2016]

conhecimento da anatomia e funcdo cerebral, e pode variar em tamanho e especificidade
desde a escala de um 1nico neuroénio microscopico até uma regiao cerebral macroscopica.
Uma aresta representa uma conexao entre dois nés. Em uma rede estrutural, uma aresta
representa uma conexao anatomica entre dois elementos cerebrais. Em uma rede funcional,
uma aresta representa a associagdo estatistica entre atividades registradas de elementos
cerebrais separados. O conjunto de todos os N elementos constitui as colunas e linhas
de uma matriz de conexao N x N, cujas entradas a,;; representam conexoes entre os
elementos individuais ¢ e j. A auséncia confirmada de uma conexao ¢ denotada por a;; = 0,
enquanto a presenga confirmada de uma conexao, independentemente de sua intensidade ou
caracteristicas fisioldgicas, resulta em a;; = 1. Uma vez que uma conexao ¢ confirmada, seu
elemento de matriz nao zero recebe entradas de dados adicionais catalogando uma variedade
de parametros estruturais e fisiologicos, como direcao da fibra, densidade da conexao, forca,
sinal (excitador/inibidor), atraso de condugéo, potenciais efeitos moduladores (dependéncia
de voltagem), entre outros parametros de interesse. A unido da matriz de conexao bindria
e dos dados fisioldgicos especificos da conexao resulta em uma descri¢ao estrutural que
combina topologia de conexao e biofisica [Sporns, Tononi e Kotter 2005, Kopell et al.
2014, Fornito, Zalesky e Bullmore 2016].

A compilagao do conectoma enfrenta dois desafios consideraveis nao presentes em
outras redes naturais ou tecnoldgicas. Primeiro, o cérebro humano é um 6rgao altamente

complexo, com um grande niimero de componentes estruturalmente distintos, heterogéneos,
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porém interconectados. Um segundo desafio é que os elementos estruturais basicos do
cérebro humano, em termos de ndés e conexoes de rede, sao dificeis de serem definidos.
Diferentes tipos de descrigdes estruturais podem abordar pelo menos trés niveis bastante
distintos de organizacao. Nos extremos da escala estao o nivel de neuronios individuais
e sinapses (microescala) e o nivel de regides cerebrais anatomicamente distintas e vias
inter-regionais (macroescala). Entre esses dois niveis estd o nivel de grupos ou populagoes

neuronais (mesoscala) [Sporns, Tononi e Kotter 2005].

O surgimento relativamente recente do conectoma nao deve ser entendido como
uma falta de interesse anterior pelas redes cerebrais, pois muitos neurocientistas dos séculos
XIX e XX como Ramoén y Cajal, Golgi, Meynert, Wernicke, Flechsig, Brodmann, Meynert,
Betz e Bevan-Lewis [Zilles 2018, Triarhou 2020, Lépez-Munoz, Boya e Alamo 2006], ja
tinham conhecimento de sua relevancia para a compreensao dos sistemas nervosos. Estes e
outros neurocientistas fundamentais fizeram descobertas expressivas e escreveram trabalhos
conceituais duradouros [Cajal 1889, Brodmann 1909], que desde entdo tém sustentado a

forma como pensamos sobre os sistemas nervosos.

Alguns fatores que impulsionaram a ascendéncia cientifica do conectémia foram o
rapido crescimento na ciéncia das redes em geral. Desde a década de 1980, houve grandes
desenvolvimentos conceituais na fisica estatistica de redes complexas e aplica¢oes cada
vez mais amplas da ciéncia de redes para a analise e modelagem de big data. Foram
encontradas novas maneiras de quantificar a complexidade topoldgica de grandes sistemas
de agentes em interagdo, e foram observadas semelhangas impressionantes nas propriedades

organizacionais de uma ampla gama de redes de mundo real.

Outro fator foi a evolugao tecnolégica dos métodos para medir e visualizar a or-
ganizacao do cérebro, em multiplas escalas de resolugdao. Desde a década de 1990, houve
progressos intensos na ciéncia da neuroimagem humana, especialmente usando a resso-
nancia magnética para mapear redes anatomicas e funcionais do cérebro inteiro em escala
macroscopica em voluntarios saudaveis e pacientes com disttirbios neurologicos e psiquidtri-
cos. Nos tltimos 10 anos, também houve desenvolvimentos metodolégicos espetaculares no
rastreamento do trato, microscopia 6ptica, optogenética, registro multieletrodo, expressao
génica histologica e muitas outras técnicas de neurociéncia que agora podem ser usadas
para mapear sistemas cerebrais em nivel mesoscopico e escalas microscopicas, sob condigoes
experimentais mais controladas e em uma gama mais ampla de espécies. A convergéncia
destas duas tendéncias poderosas, os desenvolvimentos matematicos e conceituais na
ciéncia de redes complexas e a evolugao das tecnologias para medir os sistemas nervosos

motivaram o novo campo do conectémia [Fornito, Zalesky e Bullmore 2016].

Assim, conectoma se mostra como o substrato estrutural para compreender as
fungoes cognitivas e interpretar estudos de neuroimagem, focando na descri¢ao estrutural

do cérebro [Sporns, Tononi e Kotter 2005]. No entanto, as conexoes funcionais por si s6
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nao fornecem informagoes cruciais sobre como o cérebro gera a cognicao. E fundamental
compreender nao apenas o que esta conectado, mas também como e em que dire¢oes as
regioes cerebrais estao interligadas: que tipos de sinais elas transmitem e como esses sinais
sao processados como parte de uma operagao computacional neural. Essa compreensao é
essencial para entender como diferentes areas cerebrais combinam suas operagoes individuais

para sustentar a funcdo cognitiva [Kopell et al. 2014].

As pesquisas sobre redes cerebrais sao fundamentais para entender a complexidade
do cérebro humano, um campo que ainda apresenta muitas questoes em aberto. A compre-
ensao desse assunto pode gerar novos conhecimentos tanto na area da saide quanto no
estudo de redes em geral. Utilizar o conectoma facilita a aplicacdo de métodos matematicos
e estatisticos, proporcionando uma compreensao mais profunda das dinamicas cerebrais e
abrindo novas possibilidades para tratamentos de distirbios neurologicos. Dessa forma,

esse é 0 nosso objeto de estudo.

Nosso objetivo no estudo de redes cerebrais é analisar um conjunto de dados de
conectividade funcional neural, verificando as distribui¢oes estatisticas de seu espectro
de autovalores. Além disso, propomos modelos para descrever esses dados e avaliamos a

qualidade desses modelos.

Nos préximos capitulos, abordaremos os conceitos tedricos aplicados ao estudo dessa
rede. No Capitulo 2, discutimos os fundamentos tedricos. No Capitulo 3, apresentamos os
procedimentos metodologicos utilizados ao conjunto de dados estudados. Os resultados
das analises dos dados sao apresentados e discutidos no Capitulo 4. Por fim, as conclusoes

deste trabalho sao abordadas no Capitulo 5.
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2 Fundamentos Teoricos

2.1 Sistemas Complexos

Existem muitos sistemas de interesse para os cientistas que sao compostos de
partes ou componentes individuais ligados de alguma forma. Como exemplos temos,
a Internet, como um conjunto de computadores conectados por ligacoes de dados, as
sociedades humanas, como grupos de pessoas conectadas por opinidoes ou interesses comuns,
interagoes sociais, entre outros tipos de sistemas. Muitos aspectos desses sistemas sao
dignos de estudos mais aprofundados tanto sobre a natureza dos elementos individuais e
seus comportamentos em relacao aos demais, como sobre o funcionamento, as dinamicas

de conexoes e as tendéncias do sistema em si [Newman 2010].

Os sistemas complexos tém propriedades que nao sao totalmente aleatorias nem
completamente regulares, mas demonstram caracteristicas nao triviais que sao indicativas
de uma organizacao mais elaborada ou complexa. O estudo de sistemas complexos ou redes
complexas abrange diversos campos cientificos, desde as ciéncias sociais até as ciéncias
naturais. A ciéncia esta cada vez mais focada em entender a estrutura, o comportamento
e a evolucao de sistemas complexos, como células, cérebros, ecossistemas, sociedades e
economia. Para compreender esses sistemas, precisamos além do conhecimento de seus
componentes elementares, também é necesséario entender como esses componentes interagem
e das propriedades particulares de suas interacoes. Todos estes sdo grandes sistemas, muitas
vezes compostos por milhoes de agentes interagindo entre si, e sdo representados por tipos
de dados muito diversos. Nesse contexto, a fisica estatistica tem sido bem-sucedida como

uma poderosa ferramenta para modelar redes complexas.

A crescente disponibilidade de grandes conjuntos de dados e computadores cada
vez mais poderosos torna mais facil, analisar e modelar o comportamento de sistemas
compostos de uma enorme quantidade de elementos interagentes. Assim, a ciéncia das
redes explodiu na era da informagao, gragas a producao e armazenamento sem precedentes
de dados sobre quase todas as atividades humanas. Isso ocorre porque as redes sao uma
maneira simples e eficaz de modelar uma grande variedade de sistemas tecnoldgicos, sociais,
econ6micos e biologicos que podem ser descritos como um conjunto de entidades (nos)
com interagoes entre elas (links). Essas interagoes representam os graus de liberdade
fundamentais da rede e podem ser de diferentes tipos, nao direcionadas ou direcionadas,
binarias ou ponderadas, dependendo da natureza do sistema e da resolugao usada para

descrevé-lo.

Esses sistemas complexos demonstram uma variedade de padroes caracteristicos
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devido ao acoplamento altamente estruturado e seletivo entre seus elementos, alcangados
pela complexidade detalhada das conexoes da rede, podendo ser descritos como redes
com topologia complexa. A conectividade vem em muitas formas, por exemplo, interagoes
moleculares, vias metabolicas, conexoes sinapticas, associagoes semanticas, teias alimentares
ecolodgicas, redes sociais, hiperlinks da web ou padroes de citacdo. Em todos os casos, a
analise quantitativa da conectividade requer técnicas matemaéticas e estatisticas sofisticadas
[Fornito, Zalesky e Bullmore 2016, Sporns 2010, Barabési e Albert 1999, Cimini et al. 2019].

O conceito de rede tem ganhado reconhecimento como uma ferramenta fundamental
para entender o comportamento dindmico e as respostas de sistemas reais, um campo
onde a teoria dos sistemas complexos encontra terreno fértil para suas aplicagoes [Aguiar
e Bar-Yam 2005, Bandyopadhyay e Jalan 2007]. Inicialmente, redes de topologia complexa
foram descritas pela teoria dos grafos aleatérios de Erdés e Rényi [Erdés e Rényi 1960]. No
entanto, na época, devido a auséncia de dados sobre grandes redes, as previsoes dessa teoria
foram pouco aplicadas a problemas do mundo real. A medida que foram desenvolvidos
métodos para trabalhar com grandes conjuntos de dados e esses métodos foram amplamente
aplicados em diferentes dominios, tornou-se claro que sistemas superficialmente diferentes
podem expressar propriedades notavelmente gerais em termos de sua organizacao em
rede [Barabasi e Albert 1999, Fornito, Zalesky e Bullmore 2016, Caldas 2007, Albert e
Barabési 2002, Newman 2003].

Esses progressos levaram ao surgimento de um campo interdisciplinar de ciéncia de
redes, que utiliza métodos analiticos para modelar redes complexas e investigar principios
comuns ou quase universais de organizagao, func¢ao, crescimento e evolugao das redes.
A teoria dos grafos é o método principal entre esses métodos gerais [Fornito, Zalesky e
Bullmore 2016].

O padrao de conexoes em um determinado sistema pode ser representado como uma
rede ou grafo, sendo uma estrutura composta por um conjunto elementos, os vértices (nés)
interligados por suas conexoes (arestas). As arestas representam as linhas que conectam
dois vértices, e podem ser direcionada, quando as conexoes entre os pares de vértices
tém direcao e sentido, possuindo diferentes valores para os pares de uma conexao, ou
nao-direcionada quando as conexoes entre pares é a mesma para todos os pares de conexao,

resultando em conexoes sem direcoes.

O padrao particular de interacoes de tais redes pode ser um efeito do comportamento
do sistema. Por exemplo, esse padrao de conexoes entre computadores na Internet, interfere
nas rotas que os dados percorrem na rede e a eficiéncia com que a rede transporta a
informacao. As conexdes em uma rede social afetam como as pessoas absorvem, formam
opinides e obtém noticias, assim como influenciam outros fenémenos menos ébvios, como a
disseminacao de doencas. A menos que saibamos algo sobre a estrutura dessas redes, nao

podemos esperar entender completamente como os sistemas correspondentes funcionam.
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Uma rede é uma representacao simplificada que transforma um sistema em uma estrutura
abstrata, focando apenas nos padroes de conexao essenciais. Vértices e arestas na rede
podem ser anotados com informacoes extras, como nomes ou intensidades, para adicionar
mais detalhes. No entanto, muita informagcao é geralmente perdida ao reduzir um sistema

completo a uma rede. Isso tem suas desvantagens, mas também oferece vantagens.

Dentre as vantagens da abordagem de redes complexas, podemos citar a capacidade
de modelar sistemas de elementos interconectados de maneira nao trivial, permitindo um
estudo aprofundado de suas interagoes. Essa abordagem facilita a analise de estruturas,
a identificacdo de pontos criticos e a deteccao de padroes dentro de um sistema, o que
pode indicar previsibilidades e pontos de intervencao. Além disso, é possivel trabalhar com
sistemas muito grandes, compostos por milhares ou até milhoes de nés, e essa abordagem
é aplicavel a diversos tipos de sistemas, como fisicos, biologicos, sociais e econdémicos, entre

outros.

No entanto, algumas desvantagens incluem o elevado custo computacional na
analise ou simulacao de redes muito grandes ou complexas, a dificuldade na interpretacao
de certos resultados e na traducao desses resultados em acoes praticas para o sistema.
Além disso, a abstragao necessaria para simplificar o sistema a uma rede de interagoes
pode resultar na perda de detalhes importantes. Por fim, ha desafios na validacao de
modelos que consigam descrever os dados reais com alta precisdo [Newman 2010, Caldas

2007, Barabdsi 2002, Strogatz 1998, Barabési e Albert 1999, Albert e Barabési 2002].

A maioria das redes complexas nao sao conectadas aleatoriamente, elas seguem
um comportamento de escala livre [Albert e Barabasi 2002]. Em redes aleatérias livre de
escala, a probabilidade de um né ter k conexoes, P(k), segue uma lei de poténcia, uma
propriedade que pode ser construida pela preferéncia por conexoes aos nés mais conectados
de novos nos adicionados a rede, onde novos nds sao mais propensos a se conectar aos ja
altamente conectados. As propriedades dessas redes sao frequentemente caracterizadas
pela presenca de alguns noés altamente conectados, os hubs, enquanto a maioria dos nos

restantes tém poucas conexoes.

Embora as redes livre de escala descrevam muitas propriedades estatisticas de redes
bioldgicas, como as redes cerebrais, elas falham em considerar um aspecto importante: a
modularidade exibida pela maioria dos sistemas complexos. A modularidade assume que a
rede de interacoes pode ser dividida em sub-redes ou médulos. Cada modulo é composto
por varios elementos que sao mais interconectados entre si do que com o resto da rede.
Sistemas modulares podem ser organizados em uma hierarquia estrutural, com multiplos
niveis de decomposi¢ao modular. Moléculas, organelas, células, tecidos, 6rgaos e organismos,
familias, comunidades, sao exemplos dessa hierarquia de estruturas. Uma propriedade
bastante usada para caracterizar redes modulares é o coeficiente de agrupamento, que

representa, o grau em que os elementos adjacentes de um no6 estao conectados entre si,
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que é maior do que o dos modelos genéricos livre de escala [Aguiar e Bar-Yam 2005].

2.1.1 Teoria dos grafos

A teoria dos grafos ¢ a area da matematica que estuda redes. Um grafo é uma
representacao matematica de uma rede do mundo real, de algum sistema composto de
elementos interconectados. Embora a teoria dos grafos pertenga a matematica pura e nao
tenha aplica¢oes imediatas, o uso do formalismo tedrico dos grafos é frequentemente usado

para resolver problemas do mundo real [Sporns 2010].

Uma das primeiras aplicacdes da teoria dos grafos para resolver um problema
real foi feita pelo mateméatico Leonhard Euler (1707-1783), em 1736 para solucionar um
quebra-cabega popular envolvendo sete pontes sobre o rio Pregel na cidade de Konigsberg,
na Prussia Oriental (atual cidade de Kaliningrado na Rissia). Euler encontrou uma solugao
geral que poderia ser aplicada a um arranjo arbitrario de pontes e massas de terra, e foi
capaz de perceber que o problema poderia ser resolvido levando em consideragao apenas
a posicao relativa de pontes e massas de terra e que a posigao geografica precisa ou a
distancia fisica nao eram relevantes. Com isso, Euler foi creditado como fundador do
campo ao qual ele se referiu como "geometria da posigao'(geometria situs) e que agora é

conhecido como teoria dos grafos.

Ao longo da historia a teoria dos grafos se mostrou muito eficiente na resolugao,
interpretacao e tratamento de questoes que aparentemente nao haviam como serem
resolvidas, devido a sua flexibilidade de representacoes, podendo ser aplicada em sistemas
de diversas naturezas e especificidades. Alguns outros exemplos de aplicacoes sao: O fisico
Gustav Kirchhoff (1824-1887) representou redes complexas como grafos e formulou vérios
teoremas originais que estabeleceram a base da teoria de circuitos na engenharia elétrica; O
matematico Arthur Cayley (1821-1895), aplicou conceitos tedricos dos grafos ao problema
de enumerar isomeros quimicos, moléculas que contém o mesmo nimero de atomos ligados
de maneiras diferentes, essa abordagem permitiu a caracterizagdo completa de varios
grupos de hidrocarbonetos como familias de grafos quimicos [Sporns 2010, Fornito, Zalesky
e Bullmore 2016].

A topologia de um grafo define como os links entre os elementos do sistema
sao organizados dentro de uma rede de conexdes, sem nenhum outro aspecto fisico
sendo informado, de forma que qualquer outras analises topoldgicas serao invariantes
sob transformagoes continua do sistema [Fornito, Zalesky e Bullmore 2016]. A topologia
tem por objetivo descrever propriedades globais de um sistema, enquanto a geometria
geralmente estd associada as caracteristicas locais do sistema, ambas procuram reproduzir

de forma simplificada situagoes presentes no mundo real [Santos et al. 2019].

A topologia desenvolveu-se intensamente como um campo da matematica a partir
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do final do século XIX, precedendo notaveis avangos na analise estatistica de graficos no
século XX. Na década de 1950, este trabalho foi liderado por Paul Erdds e Alfred Rényi,
que introduziram um modelo estatistico capaz de gerar gréaficos aleatorios e para prever
algumas de suas propriedades topoldgicas [Erdés e Rényi 1959]. Em um grafo de Erd&s-
Rényi, existem N nds e uma probabilidade uniforme p de cada aresta possivel entre eles. Se
p estiver préximo de um, o grafico esta fortemente conectado e se p estiver proximo de zero,
o grafico esta fracamente conectado. Erdds e Rényi mostraram que muitas propriedades
importantes desses graficos, como o nimero médio de conexoes anexadas a qualquer no,
poderiam ser previstos analiticamente a partir de seu modelo generativo [Fornito, Zalesky
e Bullmore 2016].

Um grafo simples compreende um conjunto de nés e um conjunto de arestas. Os
nos representam os elementos fundamentais do sistema, as arestas representam conexoes
entre pares de nos. As arestas podem ser nao direcionadas ou direcionadas da origem ao
destino [Sporns 2010]. Podemos ter 4 tipos de grafos para representar os diferentes tipos

de redes complexas reais, formadas pelas combinagao de duas propriedades:

e Redes direcionadas ou nao direcionadas.

» Redes ponderadas ou binarias.

Portanto, temos os 4 tipos de redes, esquematizadas na Figura 2. Na representacao
grafica, as setas representam a direcao da conectividade, de modo que a ponta da seta
aponta para o alvo de cada ligagao. Nesses casos, na ponta da seta temos um valor nao

nulo e em sua base um valor igual a zero.

Figura 2 — (a) Rede direcionada, ponderada; (b) Rede direcionada, binaria; (c) Rede nao direcio-
nada, ponderada (d); Rede nao direcionada, bindria.

Weighted, directed Binary, directed Weighted, undirected Binary, undirected

Imagem adaptada de [Fornito, Zalesky e Bullmore 2016]
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Nem todas as conexdes entre elementos neurais sao iguais. Alguns pares de elementos
neurais podem formar mais sinapses entre si, por meio de comunicagoes de feixes axonais
mais densos ou terem mais fibras mielinizadas que facilitam a transmissao de sinais
de forma mais rapida. Essas variagoes podem ser descritas por diferengas no peso da
conectividade. A maioria dos métodos para medir a conectividade cerebral fornece algum
indice de peso de conectividade, que para qualquer par de nos i e j, ¢ denotado como w;;.
Tal informacao pode ser usada em uma matriz de conectividade cerebral atribuindo os
elementos da matriz com esses pesos de conexao, de forma que C;; = w;;, onde C; sao
os elementos da matriz. O resultado é um grafo ou rede ponderada. Nas representagoes
graficas, é comum representar diferencas no peso da conectividade entre pares de nés como
variagoes na espessura das arestas, essa situacao também pode ser vista na Figura 2. Nas
representacoes matriciais, as variagoes de peso sao frequentemente representadas usando
uma escala de cores. O peso em grafos cerebrais pode ser interpretado como a intensidade
de conectividade, quando maior o valor do peso mais forte deve ser a conexao entre um

determinado par de nos.

Em grafos de redes nao ponderadas, os pesos de conectividade podem mostrar
uma ampla variagao, dependendo do método usado para estimar a conectividade entre
regioes cerebrais. Em muitos modelos de grafos os valores dos pesos em si nao sao de
grande interesse, o que nos permite indexar a conectividade de forma binaria admitindo
apenas dois valores possiveis para w;;, 1 ou 0, de modo que w;; = 0 indica auséncia de
conectividade, entre os nés, e para w;; = 1 indicando que os nés estao conectados. O
processo de conversao de uma rede ponderada para uma rede nao ponderada ocorre a
partir da insercao de um limite superior para os valores de w;;. Esse processo tem por
objetivo simplificar e facilitar a interpretacao da rede de forma geral. Redes binarias nos
dizem onde as conexdes estdo na rede, mas nao fornecem informagoes sobre variagoes
no peso da conectividade entre diferentes nés da rede. Dado que os pesos das conexoes
nas redes cerebrais podem variar em varias ordens de magnitude, uma vez que todas as
analises de redes cerebrais deveriam ser ponderadas. No entanto, percepgoes valiosas sobre
a organizacao da rede podem muitas vezes ser obtidas considerando a topologia binaria
de uma matriz de conectividade. A maioria das medidas da teoria dos grafos usadas na

analise de dados conectomicos foi desenvolvida para redes binarias.

Os grafos aleatorios gerados pelo modelo de Erdos-Rényi sao exemplos da classe
mais simples de grafos: grafos binarios nao direcionados. Eles sao graficos binarios porque
as arestas estao ausentes ou presentes ou equivalentemente, o peso da aresta é zero ou
um. Eles sao graficos nao direcionados porque as arestas conectam os nés simetricamente,
nao existe nenhuma diferenca entre a origem e o destino de uma conexao. Desde entao, os
principios da analise topolédgica foram estendidos a grafos mais sofisticados que incluem
conectividade ponderada e direcionada, essas informacoes adicionais sao particularmente

significativas para caracterizar certos tipos de dados de redes cerebrais [Fornito, Zalesky e
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Bullmore 2016].

No modelo de grafos aleatorios de Erdos e Rényi, quaisquer dois nés estao conectados
aleatoriamente com uma probabilidade p. Este modelo assume que as interacoes entre os
nos sao aleatorias. Recentemente, com a disponibilidade de grandes mapas de redes do
mundo real, verificou-se que o modelo de grafos aleatérios nao é apropriado para estudar
o comportamento dessas redes. Assim, muitos novos modelos foram introduzidos. Watts
e Strogatz [Strogatz 1998] propuseram um modelo, popularmente conhecido como "rede
de mundo pequeno", que possui propriedades de pequeno diametro e alta clusterizacao.
Além disso, essa modelagem é muito esparsa: uma rede com um nimero muito reduzido

de arestas, outra caracteristica apresentada por muitas redes do mundo real.

O modelo livre de escala de Barabési-Albert e o modelo mundo pequeno de Watts-
Strogatz contribuiram imensamente para a compreensao da evolucao e do comportamento
dos sistemas reais com estruturas de rede. Seguindo esses dois novos modelos, houve uma
explosao de estudos na area de redes complexas que descrevem problemas de mundo real.
Esses estudos mostram que as redes do mundo real possuem coexisténcia de aleatoriedade

e regularidade.

Muitos estudos tém mostrado que as propriedades das redes ou grafos podem ser
bem caracterizadas pelo espectro da matriz de adjacéncia associada A. Para um grafo
binarizado, é definida da seguinte maneira: A;; = 1, se os n6s 7 e j estao conectados, e zero
caso contrario. Em uma rede nao direcionada, essa matriz é simétrica e, consequentemente,
possui autovalores reais. Os autovalores fornecem informacoes sobre algumas propriedades
topolégicas bésicas da rede subjacente. A distribuicao dos autovalores de uma matriz com
uma probabilidade finita p segue a lei semicircular de Wigner no limite p — 1. Para valores
muito pequenos de p que correspondem a matriz aleatéria esparsa, também se obtém uma

lei semicircular com vérios picos em diferentes autovalores [Jalan e Bandyopadhyay 2007].

2.1.2 Grafos Cerebrais

A teoria dos grafos tem desempenhado um papel fundamental para a compreensao da
estrutura e funcao de sistemas complexos. Os sistemas nervosos sao sem divida complexos,
assim a teoria dos grafos também pode ser dtil para a neurociéncia. E importante ressaltar
que representagoes de redes cerebrais baseadas em graficos (grafos cerebrais), podem
ser facilmente construidas a partir de matrizes de conectividade cerebrais, como mostra
a Figura 1. Cada linha ou coluna que representa uma regiao diferente do cérebro na
matriz é desenhada como um né no grafico, e os valores em cada elemento da matriz
sao desenhados como arestas. As representagoes matriciais e graficas de uma rede sao
formalmente equivalentes, e grande parte da matemaéatica da teoria dos grafos é aplicada
através da andalise matriciais. A teoria dos grafos foi aplicada para compreender as redes

cerebrais e ela emergiu como uma ferramenta analitica poderosa para a conectomia [Fornito,
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Zalesky e Bullmore 2016, Wijk, Stam e Daffertshofer 2010].

A teoria do neurdnio, estabelecida pelos brilhantes estudos microscopicos e pensa-
mentos tedricos de Santiago Ramoén y Cajal (1852-1934), considerado o pai da neurociéncia
moderna, no final do século XIX e inicio do século XX, preparou o cenario para que a teoria
dos grafos mais tarde fizesse sentido como um modelo para sistemas nervosos. Ramén y
Cajal e alguns outros cientistas, usando a entdo revolucionaria técnica de impregnacgao
de prata para visualizar os complexos processos de ramificacao de neurdnios individuais,
afirmaram que os neurtnios eram células discretas que entravam em contato entre si
muito estreitamente por meio de jungoes sinapticas. Este modelo contradiz o principal
paradigma alternativo, a teoria reticular defendida por Camille Golgi (1843—1926), que
inventou o método de coloracao neuronal utilizado por Ramén y Cajal. Em 1906, ambos
compartilharam o Prémio Nobel de medicina, mas s6 na década de 1950 é que a microscopia

eletronica finalmente conseguiu resolveu a questao tedrica a favor de Ramoén y Cajal.

O modelo de Ramoén y Cajal de neurdnios discretos interconectados por sinapses é
naturalmente adequado para uma representacao teérica em grafos, em que os neurénios sao
representados por nos e as projegoes axonais ou jungoes sinapticas sao representadas por
arestas. Essa aplica¢ao s6 foi possivel devido aos esforgos de Ramoén y Cajal, possibilitando
a analise teodrica dos grafos de sistemas neurais, que surgiram formalmente cerca de 100

anos depois [Fornito, Zalesky e Bullmore 2016].

Todos os quatro tipos de graficos binarios ou ponderados e nao direcionados ou
direcionados sdo importantes para descrever redes cerebrais. A diferenca entre graficos
nao direcionados e direcionados é especialmente importante, pois a maioria das medidas
de graficos sao definidas e computadas de forma ligeiramente diferente para essas duas
classes principais de graficos. Porém, a maior parte do trabalho classico em teoria dos

grafos foi realizada para grafos bindrios nao direcionados [Sporns 2010].

As redes anatomicas do cérebro sao intrinsecamente direcionadas, pois cada pro-
jecao axonal se origina no corpo celular e termina em uma ou mais sinapses. Mapear
a direcionalidade da conectividade neuronal requer o uso de métodos invasivos, como
rastreamento de tratos ou microscopia eletronica. Métodos nao invasivos adequados para
uso em organismos vivos, como a ressonancia magnética por difusao (diffusion MRI),
atualmente nao permitem resolver a direcdo de uma projecao axonal. As redes resultantes
de tais técnicas sao, portanto, nao direcionadas. Nas analises de conectividade funcional
do cérebro e conectividade efetiva, a direcionalidade pode ser medida ou modelada usando
métodos especificos. Em geral, no entanto, a maioria das andlises usa o coeficiente de
correlagao ou medidas relacionadas no dominio do tempo ou no dominio da frequéncia
para quantificar a conectividade funcional, resultando em uma rede nao direcionada. A
direcionalidade da conectividade cerebral proporciona uma caracterizagao mais rica da

organizacao da rede do que a analise de redes nao direcionadas. No entanto, os graficos
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nao direcionados ainda podem oferecer informagoes importantes sobre a organizagao dos

sistemas nervosos [Fornito, Zalesky e Bullmore 2016].

Todas as abordagens de grafos desenvolvidas neste trabalho sdo de redes binarias e
nao direcionadas. Embora aplicagoes mais especializadas da teoria dos grafos permitam o
tratamento matematico de grafos que incluem arestas multiplas e negativas, esses métodos

ainda nao foram amplamente aplicados na neurociéncia.

A matriz de adjacéncia permite a obtencao de uma das medidas mais fundamentais
do grafo, o grau. Em um grafo nao direcionado, o grau de um né é o nimero de arestas
conectadas a esse n6. Em grafos direcionados, o grau de entrada e o grau de saida
correspondem ao numero de arestas de entrada e saida, respectivamente. Em grafos
ponderados, a soma de todos os pesos de aresta de um né fornece a forca do nd, que é
analisada de forma semelhante ao grau do nd. Os graus de todos os nés juntos formam a
distribuicao de graus da rede, que mostra se a rede contém nés com graus aproximadamente
iguais ou se os graus dos nés variam em um intervalo mais amplo. Os graus dos nés sao
fundamentais porque tém um impacto significativo na maioria das outras medidas, e a
distribuicao de graus pode ser altamente explicativa sobre a arquitetura de rede do grafo.
Outra medida simples baseada no grau é a assortatividade, definida como o coeficiente de
correlagao para os graus de nés vizinhos. A assortatividade positiva indica que as arestas
tendem a ligar nds de grau semelhante, enquanto a assortatividade negativa indica que nés
de alto grau se conectam preferencialmente com nds de baixo grau. Em redes cerebrais, o
grau do no e a forga do né podem ser vistos simplesmente como uma medida de interacao
direta: nés de alto grau de conectividade podem interagir diretamente com um grande
ntmero de outros nés. Um né com alto grau de entrada é influenciado por muitos outros
nos, enquanto um nd com alto grau de saida tem muitos alvos funcionais potenciais. O
equilibrio do grau de entrada e do grau de saida do n6 é uma indica¢do da maneira como
o no6 esta inserido na rede geral; por exemplo, esse equilibrio especifica se o né envia ou

recebe informacoes.

A matriz adjacéncia tem interpretacoes bastante diretas no contexto de redes cere-
brais anatomicas. Os nés da rede representam elementos neurais, como células, populagoes
de células ou regides cerebrais, enquanto as bordas da rede representam conexoes entre nos,
como sinapses. A estrutura das matrizes de adjacéncia descreve os padroes de comunicagoes
dentro da rede. A presenca de uma borda ligando dois nés indica que os dois nés podem
se comunicar diretamente. Caminhos de varios comprimentos registram possiveis maneiras

pelas quais os sinais podem viajar indiretamente entre dois nés [Sporns 2010].

Desde a década de 1980, houve uma crescente busca sobre o entendimento das
interagoes entre pares de séries temporais neurofisiologicas registradas simultaneamente
em duas localizacbes anatomicas diferentes. A versao mais simples da analise consiste

em estimar o coeficiente de correlacao entre duas séries temporais, regioes cerebrais que
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demonstram padroes correlacionados de mudanca de sinal ao longo do tempo sao entao
consideradas conectadas funcionalmente. Portanto, a conectividade funcional é definida
como uma dependéncia estatistica entre as séries temporais dos sinais neurofisiolégicos
medidos. Este conceito foi originalmente desenvolvido para a andlise de trens de impulsos
registrados de unidades individuais e foi entao traduzido para a andlise de dados de
neuroimagem funcional humana por Karl Friston, Barry Horwitz, Randy McIntosh e
outros. O conceito basico de que duas localizagoes podem ser consideradas funcionalmente
conectadas se tiverem dindmicas coerentes ou sincronizadas. Essas analises foram gene-
ralizadas para muitas modalidades diferentes de imagens neurofisiologicas, incluindo a
fMRI, eletroencefalografia, magnetoencefalografia, registro de matrizes de multieletrodos
de potenciais de campo local, e tomografia por emissao de positrons [Fornito, Zalesky e
Bullmore 2016].

O cérebro de mamiferos apresenta lentas flutuacoes no fluxo sanguineo cerebral
regional durante o estado de repouso, quando nao esta envolvido em nenhuma tarefa. Em
regioes funcionalmente relacionadas, mesmo aquelas separadas por grandes distancias,
essas flutuagoes ocorrem de forma sincronizada. Essa sincronia sugere a existéncia de
conexoes neuronais que facilitam a atividade coordenada entre essas dreas. Estudos de
fMRI identificam essas regides do cérebro com base em suas flutuagoes sincronizadas. As
fortes correlagdes na intensidade do sinal de fMRI refletem mudangas simultdneas no
efeito BOLD (dependente dos niveis de oxigénio no sangue) em regices funcionalmente
conectadas. A partir das imagens adquiridas pela fMRI é possivel mapear as mudancas
na intensidade do sinal no cérebro, permitindo identificar o aumento do fluxo sanguineo
quando um estimulo é aplicado ou uma tarefa cognitiva é realizada. As variagoes na
intensidade do sinal, correlacionadas temporalmente com a execucao da tarefa, sdo usadas
para localizar as alteracoes hemodinamicas decorrentes da atividade ou do estimulo.
Flutuagdes sincronicas na intensidade do sinal no cérebro sdo usadas para examinar a forca
das conexdes neurais entre diferentes regides cerebrais enquanto elas nao estao ativadas

por uma tarefa especifica [Cordes et al. 2000].

As primeiras andlises de grafos das redes funcionais do cérebro humano foram
baseadas em matrizes de conectividade funcional estimadas a partir de dados de fMRI e
outros métodos, realizando a correlacao ou coeréncia entre séries temporais registradas
em diferentes locais do cérebro (nés), foi estimada para cada par possivel de nds, e as
correlacgoes par-a-par foram escolhidas de forma arbitréaria, assim definindo arestas binarias
que constituem um grafo da rede funcional em larga escala. Esses trabalhos mostraram
que as redes de conectividade funcional do cérebro humano reproduzem propriedades
organizacionais semelhantes as que foram descobertas nas redes anatomicas de outros
mamiferos, assim como em muitos outros sistemas complexos. Por exemplo, essas redes
sao redes de mundo pequeno, contém hubs, possuem uma estrutura modular hierdrquica e

parecem ser restringidas para minimizar os custos de fiacdo, aproximadas pela distancia
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euclidiana de suas arestas, como mostra a Figura 3. De fato, a organizagao estrutural devido
suas restricoes espaciais e topologia sao uma caracteristica proeminente e hereditaria das

redes cerebrais humanas.
Figura 3 — A organizagdo modular de um grafo cerebral via fMRI em uma configuracio topoldgica.
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Imagem adaptada de [Fornito, Zalesky e Bullmore 2016]

As primeiras analises de grafos das redes anatomicas do cérebro humano foram
baseadas na analise tractografica de dados de MRI de difusao Figura 4 e na andalise de
covariancia estrutural de dados de MRI convencional. Independentemente do método de
construgao, essas redes anatomicas do cérebro humano tém consistentemente mostrado as
mesmas propriedades organizacionais nao triviais descobertas em outros tipos de redes

cerebrais.

Embora essa convergéncia entre grafos cerebrais construidos a partir de mapeamen-
tos por MRI estrutural, de difusao e funcional sejam animadoras, é necessario ressaltar
que conectividade funcional e conectividade estrutural sdo conceitos bastante diferentes de
muitas maneiras. A conectividade anatdémica pode ser definida de forma mais fundamental
como uma projecao axonal de uma célula para outra, ou em escalas espaciais mais amplas
por um trato de axonios projetando-se de uma area para outra. Tais projecoes axonais sao

esperadas a mudar apenas lentamente ao longo do tempo.longo do tempo.

A maioria dos estudos teodricos de grafos das redes de conectividade funcional
analisa a atividade neurofisiolégica coerente ao longo de um periodo prolongado usando
uma métrica escalar, como um coeficiente de correlagao, "calculando a média"das mudancgas
dindmicas na configuragao da rede. Dessa forma, a conectividade funcional esta correlacio-
nada, embora nao seja idéntica, a conectividade anatéomica. Em modelos computacionais,
a convergéncia entre a conectividade funcional e a conectividade anatémica subjacente

aumenta com o tempo sobre o qual a conectividade funcional é calculada. Portanto, quanto
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Figura 4 — Tractografia via MRI de difusao usada para construir uma matriz de conectividade
ponderada e nao direcionada, onde cada elemento quantifica a densidade das projecoes
axonais entre um par especifico de regides. Essa rede pode ser ilustrada como um
grafo cerebral projetado usando um layout definido algoritmicamente para enfatizar
aspectos topolégicos da organizacao da rede.
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Imagem adaptada de [Fornito, Zalesky e Bullmore 2016]

mais longo o periodo de calculo, mais a conectividade funcional pode se aproximar da
conectividade estrutural. No entanto, é importante lembrar que conectividade estrutural e
funcional sdo medidas diferentes e podem resultar em conectomas com diferentes valores

para alguns pardmetros topolégicos [Fornito, Zalesky e Bullmore 2016].

2.2 Teoria de Matrizes Aleatorias

As matrizes aleatorias surgiram na década de 1950, o com o fisico e mateméatico
Eugene Paul Wigner (1902-1995), que introduziu a Teoria das Matrizes Aleatérias (TMA)
com o objetivo de descrever o espectro de energia de nicleos de dtomos pesados. Wigner
publicou um conjunto de trabalhos que chamou a atencao das comunidades de fisica e
matematica, dos quais podemos destacar [Wigner 1951, Wigner 1955, Wigner 1958]. Ele
percebeu que a distribuicao de autovalores, determinada através da diagonalizacao dessas
matrizes em que os elementos eram determinados aleatoriamente seguindo uma distribuicao
gaussiana, coincidia com a estatistica das flutuagoes dos niveis de atomos pesados, obtidos
experimentalmente. Devido a grande importancia de seu trabalho ele foi laureado em
1963 por contribuigoes para a teoria do niicleo atomico e particulas elementares [Albert e
Barabési 2002, Mehta 2004, Almeida e Souza 2009, Silva 2000, Atas et al. 2013].
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Apesar da TMA ser inicialmente proposta para explicar as propriedades estatisticas
dos espectros nucleares, ela também obteve previsoes bem-sucedidas para as propriedades
espectrais de diferentes sistemas complexos, como sistemas desordenados, sistemas cadticos
quanticos, grandes atomos complexos [Beenakker 1997] e outros sistemas [Luo et al.
2006, Sarkar e Jalan 2016], respaldada por verificagbes numéricas e experimentais nas
tltimas décadas [Jalan e Bandyopadhyay 2007, Bandyopadhyay e Jalan 2007, Mehta
2004, Atas et al. 2013].

Os ensembles ortogonal gaussiano (GOE), unitério gaussiano (GUE) e simplético
gaussiano (GSE) sao fundamentais na TMA, frequentemente referidos como os ensembles
classicos dessa teoria, pois as propriedades estatisticas dos autovalores desses ensembles
sao bastante interessantes para analises utilizando essa metodologia, sujeitas apenas as
restrigoes de simetria [Nieminen e Muche 2017,Sabri et al. 2014]. Esses ensembles correspon-
dem a matrizes hermitianas aleatorias cujas entradas sao distribuidas independentemente
como variaveis aleatérias reais (GOE), complexas (GUE) ou quaternionicas (GSE) [Mehta

2004, Atas et al. 2013].

As correlacoes de longo alcance dos autovalores sdo quantificadas utilizando estatis-
ticas como a variancia ou a rigidez espectral, enquanto as correlagoes de curto alcance sao
estudadas através da distribuigdo de espagamentos consecutivos (DEC). A DEC fornece
informagoes sobre a correlacao entre autovalores adjacentes, mas nao revela a correlagao

entre autovalores mais distantes [Nieminen e Muche 2017, Jalan e Bandyopadhyay 2007].

A universalidade da TMA significa que os ensembles de matrizes aleatérias des-
crevem os espectros de sistemas reais a um nivel estatistico, e apenas em uma janela de
energia local quando a densidade média de niveis é ajustada para a unidade. Diferentes
modelos podem, de fato, apresentar densidades de niveis muito variadas e, para comparar
as fungoes usuais de correlagao espectral, como a DEC, é necessario realizar uma trans-
formagao chamada "unfolding"(desdobramento), que é uma forma de normalizagao. O
procedimento de unfolding consiste em alterar os valores dos niveis verdadeiros, e,, para
niveis normalizados, e/, = N(e,), onde N(e) é o nimero médio de niveis menores que e,
obtido por suavizacao ao longo de muitas realizagoes no caso de sistemas desordenados,
ou por suavizacao local em uma janela de energia grande comparada ao espagamento
entre niveis, mas pequena comparada as variagoes de N(e). O espectro desdobrado tem
automaticamente um espacamento médio entre niveis igual a um, e suas propriedades
estatisticas podem ser comparadas diretamente com as da TMA. Quando a forma funcional
de N(e) é conhecida, ou quando hé estatisticas suficientes disponiveis, o desdobramento é
direto e facilmente implementado [Atas et al. 2013, Mehta 2004].

Uma estratégia muito 1til para se trabalhar com redes complexas sob o arcabouco
da TMA ¢ estudar a DEC dos espectros de autovalores das matrizes de adjacéncia e

Laplaciana de varias redes complexas de interesse. A DEC fornece a probabilidade de
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encontrar autovalores vizinhos com um dado espagamento e segue duas propriedades

universais, dependendo das correlagoes subjacentes entre os autovalores.

» Para autovalores correlacionados, a DEC segue as estatisticas dos ensembles classicos
da TMA.

« Para autovalores nao correlacionados, a DEC segue a estatistica de Poisson.

Uma das principais vantagens da abordagem TMA é que, dependendo da natureza
das correlagoes dos autovalores, pode-se separar a parte dependente do sistema da parte
universal aleatéria, que estao interligadas devido & complexidade do sistema [Bandyo-
padhyay e Jalan 2007]. As abordagens recentes da TMA aplicadas ao estudo de séries
temporais de redes complexas do mundo real, de diversas naturezas, mostram que a DEC
dessas redes apresenta uma boa concordancia com as estatisticas universais do GOE
da TMA. Esses resultados indicam que as estatisticas do GOE conseguem explicar com

sucesso esses tipos de sistemas [Plerou et al. 2002].

Com a crescente disponibilidade de dados de redes complexas do mundo real,
tornou-se possivel realizar a analise espectral da matriz de adjacéncia dessas redes, bem
como de redes modeladas com propriedades semelhantes. Essas analises mostram que
a matriz de adjacéncia correspondente a uma rede aleatéria nao ponderada também
segue a lei semicircular de Wigner, conforme ilustrado na Figura 5. Redes modeladas de
mundo pequeno apresentam uma densidade espectral muito complexa, com muitos picos
acentuados, enquanto a densidade espectral das redes modeladas livres de escala exibe uma
distribuicao chamada triangular. As DEC das matrizes de adjacéncia dessas redes foram
estudadas extensivamente, e esses estudos mostraram que elas sao bem descritas pela DEC
das matrizes pertencentes ao ensemble GOE da TMA Figura 6 [Jalan e Bandyopadhyay
2007, Bandyopadhyay e Jalan 2007].

Uma matriz aleatéria é uma matriz A = (a;;)}_;,

onde os elementos a;; sao
escolhidos aleatoriamente, respeitando as simetrias do sistema e o interesse principal sao os
autovalores das matrizes. Frequentemente, exigimos que A seja auto-adjunta, garantindo

que seus autovalores sejam reais [Speicher 2020].

Ao se analisar espectros de autovalores de matrizes aleatorias, é necesséario considerar

duas propriedades:

(i) Propriedades globais, como a densidade espectral ou a distribui¢ao de autovalores

P(A) ;

(ii) Propriedades locais, como as flutuagoes dos autovalores ao redor de p(\).
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Figura 5 — (a) e (b), representam distribuigoes semicircular e triangular das densidades espectrais
para da média em ensemble de redes aleatérias e livres de escala, respectivamente,
onde A representa os autovalores e p(\) é a densidade espectral. Todas as redes tém
uma dimensdo N = 2000 e grau médio k = 20. Essas figuras foram plotadas com uma
média de 10 realizagoes aleatérias das redes.

Imagem adaptada de [Bandyopadhyay e Jalan 2007]

Figura 6 — (a) e (b) correspondem a distribui¢ao de espagamento P(s), mostrando que essas
distribuicoes seguem as estatisticas GOE. Os histogramas sao resultados numéricos e
a curva representa a distribui¢do de Brody ajustada, com seu parametro § indicado.
Esses resultados para as mesmas redes da Figura 5

. 1 —
08f (@] sk (b)_
3=0.98 1 0.6 3=0.96 -
0.4
0.2

Imagem adaptada de [Bandyopadhyay e Jalan 2007]

Destas propriedades, as flutuagoes dos autovalores sao as mais estudadas. Isso geralmente
¢ obtido a partir da DEC dos autovalores. Os autovalores da rede sao denotados por A,
n=1,...,N,onde N é o tamanho da rede e \,, < \,;1. Para obter propriedades universais
das flutuacoes dos autovalores, é necessario remover os efeitos espurios devido as variagoes
da densidade espectral e trabalhar com densidade espectral constante em média. Portanto,

é costume na TMA desdobrar os autovalores, assim como ja foi discutido anteriormente,
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por uma transformacio A, = N(\,), onde N(\) = [. /\’\min p(N)dN é a densidade média dos
autovalores integrada do menor autovalor \.;, até o autovalor A. Como a forma analitica
para N(A) ndo é conhecida, realizamos o desdobramento numericamente através de uma
curva polinomial que melhor ajusta o espectro. Usando o espectro desdobrado, calculamos

0s espacamentos consecutivos como:

Sp = )\n—‘,—l — )\n, (21)

onde os autovalores sdo listados em ordem crescente, de forma que A\,,1 > A, e por

consequéncia s, > 0.

Apés o desdobramento, os espagamentos médios consecutivos (s) tornam-se unitarios,
sendo independentes do sistema. Usando os espectros desdobrados, a DEC, P(s), é definida

como a distribuicao de probabilidade desses s. No caso da estatistica de Poisson,

P(s) = exp(—s) (2.2)

enquanto que para GOE, obedece a férmula aproximada,

P(s) = gsexp (-”452) . (2.3)

Para autovalores correlacionados, a DEC segue a féormula de Wigner-Dyson da
estatistica GEO (2.3), que é uma propriedade exibida por matrizes aleatérias simétricas
reais com elementos sendo ntimeros aleatoérios obtidos de uma distribuicao gaussiana. Por
outro lado, para autovalores nao correlacionados, a DEC segue a estatistica de Poisson
(2.2), que é uma propriedade mostrada por matrizes aleatérias que possuem elementos nao
nulos apenas ao longo de suas diagonais [Jalan e Bandyopadhyay 2007, Bandyopadhyay e
Jalan 2007, Oganesyan e Huse 2007, Atas et al. 2013, Sarkar e Jalan 2018|.

Também sao observados sistemas de transi¢cao, que nao sao bem explicados nem
pela estatistica de Poisson, nem pela GOE. Na TMA, modelos de matrizes que fazem
a transicao entre os ensembles classicos: uma transicao de GOE para GUE; ou mode-
los de matrizes que fazem a transicao entre autovalores espacados aleatoriamente e os
conjuntos classicos, ou seja, uma transicao de Poisson para GOE tém sido investigados.
As estatisticas de autovalores intermediarios podem indicar alguma quebra de simetria
subjacente ou uma mistura de autovalores de diferentes subespacos que possuem boas
simetrias, particularmente para sistemas fisicos. Uma possibilidade interessante é utilizar
os modelos de transicao da TMA como ponto de partida para se entender melhor esses

casos intermedidrios [Nieminen e Muche 2017].
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2.2.1 Distribuicao de Brody

Em 1973, ao estudar a estatistica de repulsao entre niveis de energia, Thomas A.
Brody (1922-1988), propds em seu artigo [Brody 1973] uma extensao da férmula de Wigner
para a DEC do GOE [Brody 1973].

Em redes com conexoes aleatorias, mantendo o niimero de vértices ou arestas fixos,
como por exemplo, as redes de mundo pequeno de Watts-Strogatz, podem ser construidas
reestruturando as arestas de uma rede regular com uma probabilidade P. Para P = 0,
a estrutura da rede regular permanece a mesma; Por outro lado, para P = 1 a rede se
torna uma rede aleatoria. Para valores intermediarios de P, temos uma rede de mundo
pequeno. Em redes regulares com P = 0, a DEC segue a estatistica de Poisson, quando
P =1, a DEC segue a estatistica GOE, e para 0 < P < 1, devemos ter uma estatisticas
intermediarias entre Poisson e GOE. Exemplos que representam a densidade espectral e
a distribuicao de espacamento dessas redes, podem ser visto na Figura 7. Para os casos
intermediarios, a DEC nao obedece exatamente as estatisticas de Poisson (2.2) ou GOE

(2.3), podemos descreve-la pela distribuigdo de Brody,

Ps(s) = As’exp [—asﬂﬂ} , (2.4)

onde A e «a sdo determinados pelo pardmetro § da seguinte forma:

A=(1+p)a, (2.5)

B+1
o= (2 20

a expressao (2.4) é uma equagao semi-empirica caracterizada por um tnico parametro,
[, conhecido como pardmetro de Brody. Os parametros A e a foram determinados
pela normalizacao de Ps(s), [5° Ps(s)ds = 1 e fazendo a média de s igual a unidade,
(s) =1 =[5 sPs(s)ds. A medida que 3 varia de 0 a 1, a distribuicdo de Brody muda

suavemente de Poisson para GOE.

A DEC P(s), muda de Poisson para GOE de forma suave, estabelecendo uma
relagdo entre essa transi¢ao e o parametro de Brody. Esse parametro descreve um ajuste
semi-empirico dos dados de espacamento de autovalores estudados na TMA para modelar
a transicado de Poisson para GOE. A aplicacao da distribuicdo de Brody permite ajustar

os dados experimentais de sistemas intermediarios.

Em outras palavras, ajustando as DEC de diferentes redes pela distribuicao de Brody
Ps(s), somos capazes de estimar /3 e identificar se a distribuicao de espagamento de uma

dada rede é Poisson, GOE ou uma distribuigao intermediaria entre as duas [Bandyopadhyay
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Figura 7 — (a)—(d) mostram as densidades espectrais p(A) e (e)—(h) mostram as distribuigdes
de espagamento correspondentes P(s), para P = 0, P =5 x 1075 P = 2 x 1074
e P =5 x 1074, respectivamente. Os histogramas sao dados numéricos e as curvas
representam o ajuste dos dados pela distribuigdo de Brody (2.4). Todas as redes tém
dimensao N = 2000 né, um grau médio k = 40 por nd e os dados sdo a média de 10
realizagoes aleatdrias do processo de reconexao.

.u_4=_|_l_|_|= =I_|_I_|_I=

@t )

0.8
2 0.6

A 04

Imagem adaptada de [Bandyopadhyay e Jalan 2007]

e Jalan 2007, Jalan e Bandyopadhyay 2007, Brody 1973, Atas et al. 2013, Ganesan e
Lakshmanan 1994, Sarkar e Jalan 2018].
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3 Metodologia

3.1 Matrizes de Conectividade

Nosso trabalho foi desenvolvido com base em redes cerebrais funcionais, utilizando
um conjunto de dados composto por dados de conectividade funcional mapeados por
fMRI de individuos em estado de repouso, disponibilizados publicamente pelo projeto
Human Connectome Project (HCP) (https://www.humanconnectome.org/) por meio de
sua plataforma, The Connectome Coordination Facility, que distribui dados de pesquisa
publica para uma série de estudos que se concentram nas conexoes dentro do cérebro
humano [Essen et al. 2012, Harms et al. 2018]; e também por dados fornecidos pelo VU
University Medical Center, localizado em Amsterda [Derks et al. 2017].

Os dados iniciais sao um conjunto de 998 matrizes de conectividades funcionais
cerebrais obtidas por fMRI. Todas as matrizes sao quadradas N x N, onde temos N = 116,
indicando que cada cérebro foi divido em 116 regides de multiplas escalas espaciais, sendo

estas regioes os nés da rede, assim nossas matrizes sao formadas.

Todas analises de dados e calculos mateméaticos foram realizados com o uso da
linguagem de programacao Python e suas bibliotecas, devido a sua versatilidade em lidar
com grandes bases de dados e facilidade de programagao dentro da plataforma Google
Colaboratory ou Google Colab. Optamos por essa interface por ser uma plataforma
gratuita que permite escrever e executar codigos em Python através de um navegador de
internet, além da facilidade no armazenamento e compartilhamento de arquivos devido a

sua integragao com o Google Drive.

A matriz conectividade fornece uma descricdo compacta da conectividade entre
todos os pares de nos da rede. A matriz conectividade C' para uma rede cerebral pode ser

descrita matematicamente da seguinte forma:

Cll C112 e CIN
C’21 022 e C’2]\7

Cni Cn2 -+ Cnn
ou seja, matriz quadrada com N linhas e N colunas. Cada linha e coluna correspondentes
representam um unico né da rede. Os elementos da matriz representam os valores de
conectividade entre cada dois pares de nds [Fornito, Zalesky e Bullmore 2016]. Uma

representacao de nossas matrizes com os dados de conectividades reais podem ser vistos

na Figura 8.


https://www.humanconnectome.org/
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Figura 8 — Visualizacdo reduzida de 4 matrizes de conectividades, escolhidas aleatoriamente,
representadas como Data Frame no Python.
Matrix index: 251 Matrix index:
@ b § 114 115 ] 1 2 113 114 115
0 1000000 0.831771 0234380 0.275582 0301047 0.103589 0 1000000 0.833358 0466566 0638110 0647326 -0.081818
1 0831771 1 0 0035142 0215839 0.143918 0.107088 1 0833353 1.000000 O 0.609813 0.612677 -0.090420
2 0234380 0035142 1.000000 0.059904 0. 32 2 0466566 0452349 1.000000 0391784 0461750 0.032534
113 0275582 0215839 0.059904 1.000000 0. 38793 113 0638110 0609813 0391784 1000000 0579374 -0.158980
114 0301047 0.143918 0350221 0.343333 1.000000 0.23323 114 0647326 0612677 0461750 0579374 1.000000 -0.061657
115 0103589 0.107088 0.053209 0.238793 30 1.000000 115 -0.081818 - 0.03 0158980 -0.061657 1.000000

Matrix index: 871 Matrix index:
] 1 z 113 114 115 8 2 113 114 115
0 1.000000 0.743959 0. 0.295724 0.132900 -0.161679 0 1.000000 0.755131 0.411654 0.177194 0.208243 0.034424
1  0.743959 1.000000 0.1: 0.268960 0.117824 0. 3 1 0.755131 1.000000 0247233 0133110 0.126646 0.060055
2 0179560 0.131520 1.000000 0.135704 0.249802 0.024080 2 0411654 0247233 1.000000 0.023367 0.150040 0.04
113 0.295724 0268960 0.135704 1.000000 0.355107 -0.074456 113 0177194 0133110 0.023367 1.000000 & 0.
114 0.132900 0.117824 0.249802 0.355107 1.000000 0.054055 114 0.208243 0.126646 0.150040 0.282257 1.000000 0.07

115 -0.161679 -0.112213 0.024080 -0.074456 0.054055 1.000000 115 0.034424 0.060055 0.043032 0 47 0.075. 1.000000

Fonte do Autor

Todas as 998 matrizes sdo da forma descrita na equagao (3.1) e consequentemente apre-

sentam as seguintes caracteristicas:

« Os elementos da diagonal principal sdo todos iguais 1.

Cij = 1, se 1 :j (32)

« Os elementos fora da diagonal C};, para i # j, sdo simétricos.

Os elementos da diagonal principal podem ser interpretados como a representacao da
conectividade de cada né consigo mesmo, mas, de forma mais geral, eles podem ser usados
para codificar alguma propriedade intrinseca de cada né. Em redes de conectividade
funcional, a diagonal pode refletir variagoes na dinamica local de cada regiao do cérebro.
Na pratica, a diagonal da matriz é pouco usada para esses fins dentro da neurociéncia.
Em vez disso, as diferengas intrinsecas entre os nés da rede sao comumente ignoradas e a
diagonal é convencionalmente definida para um valor comum para todos os nés. De fato,
muitas das medidas de teoria dos grafos que foram aplicadas a redes cerebrais ignoram a
diagonal principal da matriz, muitas vezes assumindo que ela contém apenas valores zero.

Nés também faremos essa suposicao.

Os elementos fora da diagonal da matriz, representam a conectividade entre pares
de elementos neurais distintos. Os valores contidos nesses elementos correspondem as

medidas de conectividade entre pares, e sua amplitude dependera do método particular
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usado para estimar essa conectividade. Em geral, os valores desses elementos podem ser
usados para representar a intensidade da conectividade entre cada par de regides. Esses
elementos apresentam uma simetria em torno da diagonal principal da matriz seguindo a
equagao (3.3). A simetria ¢é justificada pela nao direcionalidade da rede. De forma simples,
a conectividade entre um par de nés quaisquer é a mesma no sentido oposto [Fornito,
Zalesky e Bullmore 2016].

Valores negativos para conectividade em uma matriz conectividade indicam uma
correlagao negativa ou "anticorrelacao'. Enquanto correlagoes positivas fortes entre re-
gioes indicam que essas regioes sao tipicamente moduladas na mesma direcao durante
a realizacao de tarefas, anticorrelagoes entre redes indicam que as redes sdo moduladas
temporalmente em dire¢oes opostas. Anticorrelagoes podem, portanto, revelar aspectos-
chave da organizacao funcional do cérebro, pois se acredita que representem a conectomia
e também a dicotomia entre o aumento da atividade cerebral em regides que sustentem
a execugao de uma tarefa e diminuicao da atividade cerebral em regioes envolvidas em
processos nao relacionados. Segundo [Fransson 2006] as anticorrelagoes representam uma
"divisao do trabalho "entre redes com fungoes aparentemente opostas, assim como esta
sugerido em seu trabalho [Uddin et al. 2009].

3.2 Matrizes de Adjacéncia

A matriz de conectividade, assim como qualquer outro grafo N x N, pode ser
representada como uma matriz de adjacéncia, A, com elementos de matriz A;; definidos

da seguinte forma

1, set e j estiverem conectados
Aij = (3.4)

0, se e j nao estiverem conectados

Na teoria dos grafos, dois nés que estao diretamente conectados por uma aresta sao
considerados adjacentes ou vizinhos. A matriz adjacéncia, portanto, define o padrao de
adjacéncias par a par entre os nos [Albert e Barabasi 2002, Fornito, Zalesky e Bullmore

2016].

Para a construcao de nossas matrizes de adjacéncia, a partir das matrizes de
conectividade via fMRI, realizamos as seguintes etapas, sobre cada uma das 998 matrizes

iniciais:

o Atribuir valores nulos para os elementos da diagonal principal.

o Manter apenas um percentual dos elementos nao nulos definidos através de um

limiar.
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» Binarizagao da matriz resultante.

3.2.1 Diagonal Principal

Para os elementos da diagonal principal de cada uma das matrizes atribuimos valores
nulos, pois a conexao de ponto cerebral com ele mesmo nao deve existir. Matematicamente

essa interpretacao ¢ descrita como:

C;; =0, parai=j. (3.5)

3.2.2 Filtragem

Algumas redes cerebrais, como redes de conectividade funcional baseadas em
correlagoes de séries temporais, contém um valor diferente de zero em todos os elementos
fora da diagonal da matriz, alguns desses muito pequenos. Essas redes sao ditas como
totalmente conectadas, pois existe um link nao nulo entre cada par de regioes. Porém,
nao sabemos se de fato essas conexdes existem ou sao apenas ruido do processo de
medicao das correlagoes. De forma geral, sabemos que o cérebro nao ¢ uma rede totalmente
conectada. Por exemplo, os 302 neurdnios que compoem o sistema nervoso central sao
ligados por cerca de 5600 sinapses quimicas e jungoes comunicantes [White et al. 1986],
representando aproximadamente 6% do total possivel de conexoes, uma vez que poderiam
existir N x (N — 1), para N = 302, um total de 90.902 conexdes. A conectividade em
conectomas de menor resolugao tende a ser maior, embora mais densas, ainda estao
longe de indicarem serem totalmente conectadas [Markov et al. 2013]. Essas estimativas
sugerem que qualquer método de reconstrucao de rede cerebral que produza uma matriz
de conectividade totalmente conectada, em que cada elemento neural esteja conectado a
todos os outros, provavelmente incluird uma porcentagem substancial de conexdes espurias.
De fato, a maioria dos métodos para quantificar a conectividade cerebral, seja estrutural
ou funcional, estd associada a ruido de medicao, complicando a distin¢do entre conexoes
reais e nao reais. Assim, um pequeno valor diferente de zero na matriz de conectividade

pode refletir ruido de medicao, em vez da presenca de uma conexao real.

Para resolver este problema, na conectomia frequentemente aplicamos algum tipo
de processamento ou filtragem na matriz de conectividade antes da andlise, com o objetivo
de transformar uma matriz ponderada em uma matriz bindria, para isso podemos escolher
um limiar para reduzir a influéncia de conexdes de baixa intensidade e potencialmente
espurias na topologia da rede. O limiar funciona como filtro atribuindo valores nulos para
quaisquer elementos de matrizes menores que um determinado valor escolhido como valor
do limiar. Portando, a matriz de adjacéncia pode ser entendida como uma filtragem da

matriz conectividade [Fornito, Zalesky e Bullmore 2016].
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O processo de limiar funciona da seguinte maneira, a partir de um valor de corte 7:

CZ", se Ol > T
Ay=1¢"" T (3.6)
0, se Cj; <7

O valor de 7 determina quais conexdes devem ser retidas na matriz de adjacéncia. Essa
abordagem ajuda a eliminar conexoes espurias, mantendo apenas aquelas com peso de
conectividade acima de um certo valor. Isso nos permite focar nas conexoes mais fortes
e provavelmente reais na analise da rede. A aplicacdo do limiar é 1til por maximizar
a separacgao entre sinal e ruido, entre conexdes supostamente reais e possiveis erros de
medida, enfatizando as propriedades topologicas das arestas que sdo menos propensas
a refletir erros de medicao. Também pode melhorar a eficiéncia computacional, ja que
a maioria das métricas de rede sao calculadas mais rapidamente em redes com menos

arestas [Fornito, Zalesky e Bullmore 2016, Newman 2010].

Uma das principais desvantagens da utilizagdo de um limiar é o fato de que nao
existe uma regra clara para a escolha desse valor especifico, de modo que a escolha do valor
de 7 fica sujeita a escolha do pesquisador por meio de tentativas e ajustes experimentais.
Outro problema causado pela aplicacao do limiar é que ele pode gerar diferengas nas
densidades de conexao de redes individuais dentro de uma populagao mais ampla. Por
exemplo, se um limiar for aplicado a uma amostra de redes de conectividade funcional
humana, as matrizes de adjacéncia de individuos com altos niveis médios de conectividade
terao um nimero maior de arestas sobrevivendo a esse limiar do que as matrizes de pessoas
com baixa conectividade média. Essa variacao introduz um grande fator de confusao, pois

a maioria das medidas de rede é sensivel ao niimero de arestas na rede.

Uma possivel solugao a este problema é variar adaptativamente o valor de 7 para
alcangar o mesmo nimero de arestas em todas as redes. Esse método tem limitagoes que
podem complicar as andlises, por isso sua escolha deve ser cuidadosa e seus resultados
devem ser bem observados e interpretados, para um melhor ajuste em seu valor, uma vez
que essa escolha ainda é algo de carater empirico [Fornito, Zalesky e Bullmore 2016, Wijk,
Stam e Daffertshofer 2010]. Neste trabalho escolhemos um limiar de 10%, dessa forma,

apenas os 10% maiores valores de C;; sobrevivem a essa etapa.

3.2.3 Binarizacao

Apés a aplicagao de um limiar & matriz de conectividade, podemos realizar uma

binarizagao sobre os elementos restantes da matriz A;;, de tal forma:

1, se Oij >T
O, se Cij <7
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Concluidas essas etapas obtemos nossas matrizes de adjacéncia A, onde seus elementos
A;; apresentam apenas dois valores possiveis: 1, indicando que os nds estao conectados,
ou 0, na auséncia de conexao entre nds. As analises dessas matrizes estao principalmente
preocupadas em entender os padroes topologicos das conexoes entre os nés, independen-
temente das variagdes em seus pesos. Focar apenas em quais conexoes estao presentes e
onde elas estao posicionadas pode fornecer informagoes sobre o plano arquitetonico basico
de um conectoma [Fornito, Zalesky e Bullmore 2016, Newman 2010, Bandyopadhyay e
Jalan 2007, Aguiar e Bar-Yam 2005]. Uma representacao visual das etapas utilizadas na

obtencao da matriz adjacéncia pode ser vista na Figura 9.

Figura 9 — (a) Uma rede de conectividade funcional baseada em correlagdo, medida com fMRI
de um cérebro humano. Cada elemento nesta matriz tem um valor diferente de zero.
(b) A mesma matriz de (a) apds a aplicagdo de um limiar para reter apenas os 20%
dos pesos mais intensos. (c) A rede ap6s a binarizagao.

1
0.8
0.6

0.4

(b)

0

Imagem adaptada de [Fornito, Zalesky e Bullmore 2016]

As matrizes de adjacéncia foram obtidas no Python, utilizamos as bibliotecas
basicas para importacdo e manipulagao das matrizes de conectividade dos 998 cérebros
e implementamos uma rotina para executar as trés etapas descritas anteriormente para
obter nossas matrizes de adjacéncia. Também fizemos o uso das bibliotecas networkx
para manipular os grafos e numpy para operagdes matriciais. Como dito anteriormente,
utilizamos um limiar de 10%, de modo que as matrizes resultantes possuem 10% das
conexoes originais. Na Figura 10, temos a visualizacao de uma das nossas matrizes de

adjacéncia, escolhida aleatoriamente, obtida a partir de uma matriz conectividade.

3.3 Analise espectral das matrizes adjacéncia

As propriedades das redes complexas sao bem caracterizadas pelo espectro das
matrizes de adjacéncia associadas, onde a matriz adjacéncia A representa a topologia
do sistema, indicando quais elementos estao interconectados [Bandyopadhyay e Jalan
2007, Aguiar e Bar-Yam 2005]. O espectro de autovalores de redes de sistemas complexos
contém informacoes sobre as caracteristicas estruturais das redes subjacentes e também
fornece insights sobre o comportamento dindmico e a estabilidade dos sistemas correspon-

dentes. Os espectros dessas redes demonstram caracteristicas especificas, de acordo com as
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Figura 10 — Visualizagdo de uma matriz adjacéncia obtida a partir de uma matriz conectividade.

188 109 118 111 112 113 114
00 00 00 10 10 00 00
00 00 00 00 00 00 00
00 00 00 00 00 00 00
00 00 10 00 00 00 00
00 0 0 00 00 00 00

0.0
12 1 . 0 00
13 0 0 0.0 0.0
114 0 0 00 00
115 00 00 00 00

116 rows = 116 columns

Fonte do Autor

caracteristicas estruturais das redes e modelos subjacentes, indicando que os espectros de
redes podem ser usados como uma ferramenta pratica para classificar e entender diferentes

sistemas do mundo real representados como redes complexas [Sarkar e Jalan 2018].

Para uma rede nao direcionada, ela é simétrica e, consequentemente, possui auto-
valores reais. Esse espectro fornece informagoes sobre algumas propriedades topologicas
béasicas das redes subjacentes, como a densidade espectral da matriz de adjacéncia de uma
rede aleatéria e também seguem a lei semicircular de Wigner [Bandyopadhyay e Jalan
2007].

O espectro de cada uma das matrizes consideradas nesse trabalho foi determinado
pela sua diagonalizagao exata, utilizando a biblioteca numpy. Ao analisar as listas de
autovalores de cada uma das matrizes, percebemos uma quantidade significativa de valores
nulos ou aproximadamente nulos. A aparicao desses valores em nossas matrizes ja era
algo esperado, pois essa é uma caracteristica de redes complexas do mundo real [Cimini
et al. 2019]. Esses valores podem impactar nossas anélises estatisticas futuras. Devido a
esse fato, fizemos uma breve observacao estatistica das quantidades de valores nulos ou

aproximadamente nulos em cada uma das matrizes.

Portanto, nossas andlises comegaram por uma contagem de autovalores duplicados
ou aproximadamente duplicados, definindo uma tolerancia de 107% como intervalo para
que dois autovalores sejam considerados duplicados. Autovalores duplicados representam a
degenerescéncia de um sistema. Observa-se que uma caracteristica de redes complexas de

mundo real é que a maioria dos autovalores degenerados sdao autovalores nulos.

Por meio do histograma, mostrado na Figura 11, podemos visualizar a distribui¢ao
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da quantidade de autovalores degenerados em todas as lista de autovalores associados a

cada matriz.

Figura 11 — Histograma da distribuicao de autovalores degenerados.

Autovalores Degenerados
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10 20 30 40 S0
Contagem de Autovalores Degenerados

Fonte do Autor

Apos essa verificacao, iniciamos o préximo passo que foi a eliminacao dos autovalores
degenerados. Como consequéncia, o nimero de elementos em cada uma das listas de
autovalores foi alterado. Inicialmente, tinhamos 998 listas contendo 116 autovalores cada,
mas apos a eliminacao dos autovalores degenerados, essas quantidades foram modificadas.
Essa alteragdo tem implicagoes para os calculos estatisticos futuros, pois precisamos que
todas as listas tenham a mesma quantidade de elementos para podermos realizar médias
em ensemble. Para ajustar essa condicao, verificamos a quantidade de autovalores nao
degenerados em todas as listas apds o processo de eliminagao da degenerescéncia. As
quantidades de autovalores nao degenerados em todas as lista pode ser visto por meio do
histograma apresentado na Figura 12. Como pode ser visto no histograma, maioria das
listas possuem entre 90 e 100 elementos. Portanto, analisamos esse intervalo com mais
detalhes na Tabela 1.

Com as quantidades mostradas na Tabela 1, fica claro o a maioria das matrizes

possuem elementos no intervalo entre 90 e 98 autovalores nao degenerados. Esse intervalo
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Figura 12 — Histograma da distribuicao de autovalores ndo degenerados.

Autovalores nao Degenerados
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Fonte do Autor

Tabela 1 — Relagdo entre quantidades de autovalores nao degenerados e a quantidade de matrizes,
no intervalo de matrizes que possuem entre 90 e 100 elementos.

| Quantidade de autovalores nao degenerados | Quantidade de matrizes

90 53
91 61
92 62
93 o7
94 o7
95 73
96 57
97 48
98 48
99 35
100 19

Fonte do Autor

contempla um total de 516 matrizes, representando aproximadamente 52% das 998 matrizes
iniciais.

Apoés determinar o subconjunto de matrizes com aproximadamente o mesmo nimero
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de autovalores nao degenerados, fizemos a uniformizacao das quantidades de elementos.
Como todas as listas devem ter o mesmo ntimero de elementos, executamos uma rotina
sobre todas as listas que elimina valores além dos 90 primeiros, onde os valores estao

ordenados de forma crescente em cada uma das listas.

Ao fim dessa analise, chegamos ao subconjunto uniformizado de listas de autovalores
nao degenerados. Nosso conjunto é formado por 516 listas de 90 elementos. Esse conjunto

serd o nosso ensemble.

3.4 Distribuicoes Estatisticas

Além da andlise da DEC do nosso ensemble, também analisamos a distribuicao de
razoes entre espacamentos consecutivos (DREC), uma quantidade adimensional proposta

por [Oganesyan e Huse 2007|, para caracterizar as correlagoes entre os autovalores.

Para a obten¢ao da DEC, podemos utilizar a distribuicao de Brody, definida pela
equacdo (2.4), ou uma forma alternativa, introduzindo o pardmetro «,, que é introduzido
para que o espacamento médio (s) ndo seja mais fixado em um. O modelo matematico para
o ajuste dos dados de espacamentos de niveis utilizado nessa dissertacao é apresentado na

equacao abaixo

Py(s)=A (O;p> sPexp {—apsﬁﬂ} , (3.8)

onde a,, e  sao parametros do modelo, aos quais temos o objetivo de determinar. A e «
sao parametros definidos pelas equagoes, 2.5 e 2.6, respectivamente, ambos determinados

pelo pardmetro .

Para o estudo da DREC, realizamos o cdlculo das razoes entre espacamentos

consecutivos, definidos da seguinte forma:

min(s,, Spi1)
max(Sy, Spy1)

Tn = (3.9)
Para cada par consecutivo de espagamentos (S, S,+1), a razao r é calculada como a razao
do menor pelo maior valor entre os dois. Isso garante que r serd sempre um valor no

intervalo 0 <r, <1.

Essa quantidade tem a vantagem de nao precisar de unfolding, pois as razoes dos
espacamentos consecutivos de autovalores sao independentes da densidade local de estados.
Essa distribuicao proporciona uma comparagao mais transparente com experimentos
quando comparados a tradicional DEC da TMA. Tal fato, pode ser visto em muitos
trabalhos recentes, que utilizam essa quantidade em diferentes contextos de sistemas de

muitos corpos. Em alguns trabalhos, mostraram que a DREC P(r) produziu resultados
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mais assertivos que a DEC P(s) [Oganesyan e Huse 2007, Santos e Rigol 2010, Atas et al.
2013).

Utilizamos a equacao a seguir para descrever a DREC

(r+ 7“2)5
[L+ 7P+ 4 (1 4 7)F+1]

Ps(r) = (3.10)

3p+2 -
51

A expressao (3.10) [Duarte-Filho et al. 2024] foi inspirada na expressao aproximada
proposta por [Atas et al. 2013], para DREC dos ensembles classicos de TMA,

1 (r+1r2)#
f%(f)_“22(1gkr4%r2ﬁ+%ﬁ’ (3.11)

onde Zgz ¢ uma constante de normalizacao que depende do parametro 3 dos ensembles

classicos de TMA. Os valores de Z3, estao indicados na Tabela 2.

Tabela 2 — Valores da constante de normalizagao Zg3 .

B=118=215=4

8 4 7 4 m
Zs| w | 8ivs | ™s
Tabela adaptada de [Atas et al. 2013]

A equagao (3.11) foi obtida a partir de expressoes para a distribuicao de probabili-
dade da razao entre dois espacamentos consecutivos de niveis para os ensembles classicos
da TMA [Atas et al. 2013].

A distribuigao (3.10) é simétrica assim como (3.11), a inversao r, e 1/r,, de modo

que Ps(r) deva satisfazer a seguinte equagao:

Fb&):yif%(l). (3.12)

3.5 Analise de Regressao

Devido a crescente disponibilidade de computadores mais poderosos, a analise de
grandes quantidades de dados (big data) tornou-se cada vez mais vidvel e precisa. Esse fato
tem impulsionado o estudo da ciéncia de dados em redes do mundo real, possibilitando
analises cada vez mais abrangentes sobre a estrutura e a dinamica dessas redes, facilitando
muito o trabalho de pesquisadores de diversas areas. Nesse contexto, a anélise de regressao é
uma ferramenta amplamente utilizada para estimar a relagdo entre uma resposta observada
(variavel dependente) e fatores (varidveis independentes) que podem estar relacionados
a resposta. A andlise de regressao é empregada para ajustar uma equagao aos dados

observados. Apds propor um modelo matematico que explique a distribuicao dos dados, é
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necessario verificar quao bem os dados sdo ajustados pela equacao, a fim de fazer previsoes
com um modelo bem ajustado [Hahn 1973, Sarstedt e Mooi 2014, Jalan e Bandyopadhyay
2009, Rahman e Muktadir 2021].

Para verificar se os dados reais analisados estao bem ajustados aos modelos que
estamos propondo para descrevé-los utilizamos o coeficiente R2. O coeficiente de deter-
minacao R? é uma medida estatistica que indica a proporcao da varidncia presente nos
dados em um modelo de regressdo. Em outras palavras, ele quantifica a relacao de ajuste

entre os dados e o modelo proposto [Zhang 2016, Hahn 1973].

O valor de R? varia entre 0 e 1, também podendo ser expresso em porcentagem, é
uma medida estatistica que avalia a proporcao da variabilidade na variavel dependente
que ¢ explicada pela variabilidade nas variaveis independentes em um modelo de regressao.
Ele fornece uma indicacao de quao bem os dados observados sao replicados pelo modelo,
baseado na proporc¢ao da variagao total dos dados que o modelo explica. Quanto mais
préximo R? estd de 1, mais o modelo estd ajustado aos dados. Outra observacao em relacao
ao valor de R? é que sempre é um valor positivo, pois R? é o valor do coeficiente de
correlagdo R elevado ao quadrado. Nesse trabalho, o método usado para a obtencao dos
pardmetros que melhor ajustam o modelo aos dados e respectivo coeficiente R? foi feito
resolvendo o problema nao-linear de minimos quadrados utilizando o pacote 1lmfit [Imfit
2024] do python para ajustar os dados com os modelos para DEC e DREC. Esse pacote
fornece uma interface de alto nivel para problemas de otimizacao nao linear e ajuste de

curva.
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4 Resultados e Discussoes

4.1 Distribuicao de Autovalores

Os resultados apresentados nesse capitulo dizem respeito ao ensemble formado
por 516 listas, todas contendo 90 autovalores sem degenerescéncia, associados as matrizes
de adjacéncia construidas a partir das matrizes de conectividade funcional obtidas das

correlacoes séries temporais de redes cerebrais medidas via fMRI.

Para visualizarmos o comportamento das distribuicao de autovalores, DEC e DREC,
iremos plotar os histogramas das médias em ensemble para cada uma dessas distribuigoes,
utilizando um padrao de 10 bins. As médias em ensemble dessas distribui¢oes sao obtidas
organizando os valores de interesse (por exemplo, os autovalores) de todos os membros do
ensemble em ordem crescente. Em seguida, calcula-se a média do menor autovalor, depois
a média do segundo menor autovalor, e assim por diante, para todos os autovalores. A
distribuicao média em ensemble de autovalores pode ser visto pelo histograma apresentado
na Figura 13. E possivel perceber que a distribuicdo de autovalores ndo possui um caréter

homogéneo.

Para o célculo dos espagamentos entre autovalores consecutivos, é necessario que
os autovalores passem por um processo de desdobramento (unfolding), que pode ser visto
como um processo de normalizagao, assim como explicado no capitulo anterior (Capitulo 3).

Dessa forma, a distribui¢ao de autovalores desdobrados serd mais uniforme que a original.

Para realizar o unfolding dos autovalores, utilizamos a biblioteca scipy.stats,
fazendo uso da fungdo rv_histogram, que permite tratar um histograma como uma
distribuicao de probabilidade continua, a partir da qual podemos calcular a funcao
densidade de probabilidade (PDF). Desta forma, obtemos um histograma normalizado, ou
seja, a area total sob o histograma serd igual a 1. A distribuicao de autovalores desdobrados
¢ mostrada na Figura 14. Este conjunto de autovalores desdobrado ird produzir resultados

mais informativos que o conjunto original para a DEC.

4.2 Distribuicao de Espacamentos Consecutivos

Primeiramente, fizemos uso dos autovalores nao desdobrados para realizamos o
calculo dos espacamentos consecutivos, com o objetivo de fazer um comparativo com o
caso no qual o conjunto de autovalores foram submetidos ao processo de unfolding. Essa
distribuicao pode ser vista na Figura 15. O histograma revela uma distribuicao concentrada

em valores proximos a zero, deixando claro que analisar a DEC sem efetuar o processo
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Figura 13 — Histograma da distribuicdo média em ensemble de autovalores.
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de unfolding nao representa bem as propriedades espectrais dos dados. Utilizando os
autovalores desdobrados, calculamos os espacamentos consecutivos, pela equacao (2.1),
resultando na DEC apresentada pela Figura 16. Podemos perceber que esta distribuigao é

melhor distribuida em relagdo ao caso anterior mostrado na Figura 15.

Apoés obtermos a DEC da média de ensemble, vamos verificar quao bem a distribui-
¢ao de Brody (3.8) ajusta nossos dados. Para tanto, transformamos o histograma Figura
16 em um conjunto de pontos cujas abscissas sdao as distancias dos pontos médios de cada

bin em relacao a origem

Bn - Bn
i1 = %+Bn; n=0,1,2,.., (4.1)
onde B,, e B, sdo as extremidades inferior e superior, respectivamente, do (n + 1)-ésimo

bin. As ordenadas sdo as frequéncias normalizadas associadas a cada bin.

Apos essa etapa, definimos uma funcao interna em nosso coédigo que define o
modelo que sera ajustado aos dados. Essa funcao calcula a diferenca entre os dados obtidos

e a distribui¢do de Brody (3.8). Os pardmetros «a, e J da distribuicdo de Brody sao



Capitulo 4. Resultados e Discussies 52

Figura 14 — Histograma da distribuicdo média em ensemble de autovalores desdobrados.
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determinados por um processo de minimizacao, por meio da funcao interna Minimizer
do pacote 1lmfit. Ao executarmos esse processo, obtemos a minimizacao do erro entre o
modelo que melhor ajusta os pardametros aos dados. Também calculamos o coeficiente de
determinacdao R?, para indicar o quao bem ajustado est4 o modelo aos dados. Os resultados
dos ajustes do modelo que melhor descreve os dados estao apresentados na Tabela 3 e pela
Figura 17.

Tabela 3 — Medidas estatisticas sobre valores dos parametros do modelo da distribuicao de Brody,
melhor ajustado aos dados, para a DEC pela equacao (3.8).

| Parametro | Meédia do Valor Ajustado | Desvio Padrao | Incerteza Aproximada |

3 0,89 10,04 4%
ay 3785 612 16%
Fonte do Autor

Além dos dados expostos na Tabela 3, também calculamos a correlagao entre 3 e
a,, de valor 40, 9878, indicando uma alta correlagao positiva entre esses parametros. Assim
como, o valor do coeficiente de determinacdo R? = 0,992, esse valor de R? encontrado é

proximo de 1, demonstrando que o modelo faz um bom ajuste dos dados.



Capitulo 4. Resultados e Discussies 53

Figura 15 — Histograma da distribuicdo média em ensemble de espagamentos consecutivos entre
autovalores nao desdobrados.
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Além da andlise da média em ensemble da DEC, ajustamos a distribuicao de
Brody para as DEC de cada membro individualmente do ensemble. Esse procedimento nos
permitiu analisar, por exemplo, a distribuicao dos valores de 3 estimados para os membros

do ensemble. Os resultados dessa andlise estao expostos na Figura 18 e na Tabela 4.

Tabela 4 — Os parametros de Brody e R? estimados a partir das distribuicées de 3 | ap e R?
obtidas pelos ajustes individuais de cada membro do ensemble, para a DEC.

‘ Parametro ‘ Média ‘ Desvio Padrao ‘

3 0,9 +0, 2
a, 3903 +2003
R? 0,812 10, 132

Fonte do Autor

Os resultados das analises individuais apresentados pela Tabela 4 demonstram
concordancia com os resultados da média em ensemble (Tabela 3), mas é importante

verificar que os resultados da anélise individual possuem uma dispersao maior, em relacao
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Figura 16 — Histograma da distribuicdo média em ensemble de espagamentos consecutivos entre
autovalores desdobrados
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ao caso da média.

A seguir, apresentamos uma tabela com os melhores ajustes individuais levando
em consideracdo os maiores valores de R%. Os 10 melhores pares de pardmetros 3 e a,
estao listados na Tabela 5. Esse melhores ajustes sdo apresentados na Figura 19. Esse
histograma revela que a DEC consegue alcangar um ajuste de alta qualidade, pois as

curvas estdo bem alinhadas umas com as outras.

4.3 Distribuicao de Razoes entre Espacamentos

Consecutivos

Para a DREC, realizamos uma andlise similar a feita para a DEC. Iniciamos
calculando as razoes entre espagamentos consecutivos de autovalores nao desdobrados, por

meio da equagao (3.9). A DREC pode ser vista na Figura 20. Como podemos visualizar
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Figura 17 — Dados fitados no histograma da média em ensemble da distribui¢ao entre espagamen-
tos consecutivos de autovalores desdobrados pela distribui¢do de Brody. A Curva
Best fit representa a distribui¢ao de Brody com os valores de 8 e a;, que melhor se
ajustam aos dados, indicados na Tabela 3.
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Tabela 5 — 10 melhores ajustes dos parametros 3 e «,, para a DEC, considerando os maiores
valores de R2.

| Ordem | R* | B | o |
1° 0,993 | 0,9 | 5153
20 0,992 | 0,7 | 1922
3° 0,990 | 0,9 | 5018
4° 0,986 | 0,9 | 4107
5° 0,983 | 0,9 | 4169
6° 0,983 | 1,0 | 3453
7° 0,982 | 1,0 | 5919
8° 0,982 | 1,0 | 4950
9° 0,982 | 0,9 | 4777
10° 0,978 | 0,9 | 3931
Fonte do Autor
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Figura 18 — Histograma da distribuicao dos valores de 8 para cada membro do ensemble na

DEC.
Distribuicao dos Valores de B para DEC

200 -
1%
=
1%}

N 150 -
m
£
—_
o
=
o

Y 100 -
<«
=
jmp
£

S.D -

D_

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

B

Fonte do Autor

a DREC apresenta uma distribui¢ao mais uniforme em relacao a DEC da Figura 15, ao

utilizamos autovalores nao desdobrados.

Em seguida, estudamos o modelo que melhor ajusta os dados da DREC, executando
os passos descritos a seguir sobre todas as listas de autovalores nao desdobrados, listadas

em ordem crescente:

o Calcular as razoes entre espacamentos consecutivos de autovalores;

o Preparar os dados para ajustar ao modelo, obtendo os pontos a serem ajustados a

partir do histograma Figura 20;
o Calcular os ponto médios de cada bin, para fazer o ajuste dos dados.

o Ajustar a distribuicdo semi-empirica proposta para a razao entre espagamentos
consecutivos, equacao (3.10), aos dados através do processo de minimizagao utilizando

0 Minimizer.
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Figura 19 — Os 10 melhores ajustes individuais da DEC levando em consideragao os maiores
valores de R?, com os valores de 3 e o listados na Tabela 5.
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o Calcular o coeficiente de determinacao R?, para avaliar a qualidade do ajuste.

Apoés executar esses passos, obtemos o parametro [ melhor ajustado, assim como o
respectivo R?. Fizemos duas analises para verificar como o modelo proposto fita os dados.
Analisamos o fit sobre a média em ensemble da distribuicao e dos fits de cada membro

individualmente do ensemble.

Os resultados da anélise da DREC obtida da média em ensemble sao apresentados
na Figura 21 e na Tabela 6. Os resultados apresentados mostram que nosso modelo ajusta
razoavelmente bem os dados, como pode ser visto na Figura 21. O R? obtido desse ajuste
foi R? =0, 87.

Analisando a DREC de cada membro do ensemble, obtemos novamente uma
distribuicao dos valores de 8 Figura 22, de onde podemos estimar a média de 8 e outras
quantidades estatisticas apresentadas na Tabela 7. O resultado exibido esta de acordo com

o apresentado no caso da média em ensemble Tabela 6, porém com uma maior dispersao.
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Figura 20 — Histograma da distribuigdo média em ensemble de razdes entre espagamentos conse-
cutivos de autovalores nao desdobrados
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Tabela 6 — Parametro de Brody que melhor ajusta os dados, da DREC obtida pela média em
ensemble.

| Parametro | Valor Ajustado | Desvio Padrao | Incerteza Aproximada |

| 3 | 0,87 | £0,04 | 5% |
Fonte do Autor

O valor do coeficiente de determinacao associados a essa medida é de R? = 0, 889.

Tabela 7 — Medidas estatisticas associadas a distribui¢do dos valores de 3 apresentados na Figura
22.

| Parametro | Média do Valor Ajustado | Desvio Padrao |

| s | 0,8 | +0,2 |
Fonte do Autor

Assim, como fizemos no caso da DEC, listamos os 10 valores do parametro 3
associados com os mais altos valores do coeficiente de determinacdo R?, para os melhores

ajuste aos dados. Esse valores estao listados na Tabela 8. Os valores dessa tabela foram
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Figura 21 — Ajuste do histograma da média em ensemble da distribui¢do de razoes entre espaga-
mentos consecutivos de autovalores desdobrados pela distribuicdo de Brody, com o
valor de § informado na Tabela 6.
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utilizados para ajustar os histogramas sobrepostos apresentados na Figura 23. O histograma
mostra curvas que se ajustam aos dados, porém nao estao tao bem alinhadas. Esse resultado

¢é claramente inferior ao da DEC Figura 19.

4.4 Analise sobre os valores do parametro [

Em nossos resultados para DEC e DREC, o valor do parametro 3 foi estimado de
duas maneiras. Primeiramente, por meio dos ajustes a média em ensemble para cada uma
das distribuicoes e, em seguida, pela verificacdo de cada membro separadamente, depois
calculada uma média desses resultados. O valor desse parametro é o principal parametro
de ajuste dos dados aos modelos que os descrevem, portanto, essa quantidade é de grande

importancia para este estudo.

Para sintetizar os resultados anteriores e facilitar as comparagoes entre as diferentes
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Figura 22 — Histograma da distribuicdo os valores de 3 para cada membro do ensemble conside-
rando a DREC.
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Tabela 8 — 10 melhores valores do pardmetro 3 para a DREC.

‘ Ordem ‘ R? ‘ 15} ‘
1° 10,764 1,0
2 0,758 | 0.4
3° 0,715 | 0,3
4° 0,706 | 1,0
5° 0,700 | 0,1
6° 0,696 | 0,8
7° 0,690 | 1,0
8 0,687 | 0,8
9° 0,681 | 0,6
10° 0,676 | 1,0
Fonte do Autor

abordagens propostas, apresentamos a Tabela 9. Nessa tabela, 5 e (3, representam o valor
de 3 obtidos pela DEC para a média em ensemble e para a analise individual dos membros

do ensemble, respectivamente, assim como 3, e (3, para a DREC. Todos os resultados
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Figura 23 — Ajustes realizados nos histogramas sobrepostos das razoes entre espacamentos con-
secutivos de autovalores ndo desdobrados, pela distribuicdo semi-empirica equacao
(3.8) utilizando os valores de § listados na Tabela 8.
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alcancados concordam estatisticamente, contudo, as analises das médias em ensemble
Bs e [, mostraram-se mais precisas. O comportamento das distribui¢oes observadas em
separadamente apresentam uma variabilidade consideravel o que deixa impreciso estimar
£ que ajuste bem o modelo a distribuicao dos dados. A Tabela 9 também indica que o
valor do parametro tende a ser proximo a 1, sugerindo que ambas as distribui¢oes seguem

uma estatistica intermedidria, porém mais proxima de um GOE.
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Tabela 9 — Valores estimados para o parametro 8 para DEC e DREC, por média em ensemble e
andlise individual de membros do ensemble.

Valor Estimado | Desvio Padrao
B 0,89 +0, 04
Bs 0,9 +0, 2
B 0,87 +0, 04
B, 0,8 +0, 2

Fonte do Autor
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5 Conclusoes

O estudo de redes cerebrais é, sem duvida, desafiador, pois essas redes possuem
uma enorme complexidade em muitos aspectos organizacionais, tanto em sua estrutura
anatomica quanto em sua funcionalidade. Abordar esse sistema como uma rede de conexoes
de seus elementos se mostra um excelente caminho para simplificar e possibilitar manipu-
lagoes estatisticas e matematicas, facilitando assim o entendimento dessas redes. Isso pode

proporcionar novos direcionamentos para questoes ainda em aberto na neurociéncia.

Nesse sentido, usar a definicao de conectoma para representar todas as conexoes
anatomicamente possiveis em uma rede e produzir sua matriz de conectividade permite
a aplicacao bem-sucedida de ferramentas algébricas. Isso viabiliza a implementacao da
andlise espectral de matrizes de adjacéncia pela Teoria de Matrizes Aleatérias (TMA)
nesse sistema. No entanto, é importante ressaltar que definir nés e arestas em uma rede

com essas caracteristicas é uma tarefa complexa.

Para evitar que conexoes espurias decorrentes do ruido no processo de medigao dos
sinais sejam levadas em conta na andlise espectral subsequente, utilizamos um limiar de 10%.
Portanto, as matrizes analisadas possuem apenas 10% das conexoes mais fortes provenientes
das matrizes iniciais. Apds essa aplicacao, realizamos uma reducao do conjunto inicial de
matrizes em aproximadamente 50%. As redes complexas do mundo real possuem muita
degenerescéncia, principalmente de autovalores nulos, e, portanto, optamos por considerar
apenas matrizes com 90 a 98 autovalores nao degenerados. O tratamento realizado resultou
em um subconjunto com aproximadamente 50% do ntimero total de matrizes que tinhamos
no inicio dessa anélise. Esse subconjunto mostrou-se bem representativo em relagao ao
conjunto original e permitiu o calculo das quantidades subsequentes. O ensemble obtido
foi influenciado por essas escolhas empiricas. Investigacoes adicionais sdo necessarias para
avaliar o uso de outros valores de limiar, bem como a influéncia da degenerescéncia do

espectro em redes do mundo real.

As matrizes de adjacéncia foram construidas com sucesso, sendo capazes de refletir
as propriedades estatisticas das redes por meio de seu espectro de autovalores sem dege-
nerescéncia, explicando melhor as relacoes de conexdes em comparagao com a matriz de

conectividade original.

Ao fim de todas as andlises propostas neste trabalho, com base nos resultados
obtidos, podemos concluir, que os autovalores associados a matriz adjacéncia dos dados
estudados apresentam uma correlacao significativa, com uma estatistica muito mais proxima
do GOE da TMA em comparacao a estatistica de Poisson. Todas as estimativas para o

calculo do pardmetro (3, tanto para a DEC pela distribui¢do de Brody (3.8), como para a
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DREC pelo modelo proposto (3.10), indicam valores préximos a um.

Os modelos utilizados para descrever a DEC e a DREC se ajustam bem aos dados,
porém as andlises sobre as média em ensemble tiveram resultados superiores ao caso
individual de membros do ensemble, indicado que os valores obtidos por essa abordagem
sao as melhores estimativas ao valores de [ para cada das distribuigoes. Assim temos
Bs = 0,89 para DEC e 3, = 0,87 para DREC, como mostra a Tabela 9, como os valores

que produzem o melhor ajuste aos dados.

Para a DEC, os resultados foram, em geral, mais precisos em comparacao a DREC.
Os valores do parametro  concordam em ambas as distribui¢oes analisadas, tanto na
analise da média em ensemble quanto pela distribuicao de 3 obtida das analises individuais
dos membros do ensemble. No entanto, a distribui¢cao de [ obtida do ajuste da DREC
para cada membro do ensemble observou-se uma maior dispersao desse parametro em
relagao a média. Esse fato pode ser justificado pela dimensao da rede estudada ou por

alguma outra caracteristica dessa rede do mundo real.

Como perspectivas futuras, podemos indicar o estudo dos modelos trabalhados,
tanto em termos de suas descrigoes matematicas quanto pelo ajuste a dados de outras
redes complexas de mundo real e problemas de matéria condensada. Além disso, novos
modelos para as DEC e DREC que descrevam a fenomenologia dessas redes de forma mais

precisa, assim como outras abordagens para o ensemble analisado, podem ser explorados.

Esperamos que as técnicas desenvolvidas e analisadas neste trabalho contribuam

para novos estudos tanto na area de redes cerebrais quanto em outras ciéncias de redes.
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