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RESUMO

O uso extensivo de materiais compositos laminados em diversas aplicagdes da engenharia
tem sido impulsionado pela elevada relagcdo entre rigidez e massa, aliada a facilidade de
fabricagdo. A complexidade da analise de vigas compositas laminadas, especialmente o
fendmeno de zig-zag do deslocamento longitudinal da viga, motiva a necessidade de
abordagens mais avangadas. Assim, para melhor descrever o comportamento mecanico de vigas
compositas laminadas, o presente trabalho propde trés modelos que visam superar as limitagdes
das teorias classicas de vigas O primeiro modelo utiliza fung¢des zig-zag, que incorporam o
efeito gerado pela diferenca de rigidez entre as camadas, em conjunto com teorias de
deformacao por cisalhamento de alta ordem, incorporando o efeito quase-3D para considerar as
caracteristicas tridimensionais em uma analise simplificada. Essa abordagem visa evitar o uso
de fatores de correcdo de cisalhamento e contornar o problema da descontinuidade da
distribuicao da tensdo cisalhante na se¢do transversal, por meio do uso das equagdes de
equilibrio. O segundo modelo acrescenta uma abordagem de continuidade para a tensao de
cisalhamento, obtido diretamente pela relagcdo constitutiva. O terceiro modelo, por sua vez,
utiliza uma teoria refinada zig-zag de ordem superior, e impde a continuidade de tensdes nas
interfaces das camadas. Para todos os modelos sdo obtidas as equacdes diferenciais de dominio
e as condi¢des de contorno variacionalmente consistentes, por meio da imposi¢cao da nulidade
da primeira variagao do funcional de energia total. As solugdes para as formulacdes fortes foram
construidas pelo método de Navier e adicionalmente, para os modelos primeiro e terceiro, pelo
método de Ritz-Lobatto, com o objetivo de analisar o comportamento mecanico de vigas
laminadas com diferentes condi¢cdes de contorno. Por fim, os resultados dos campos de
deslocamentos, tensdes normal e cisalhante obtidos pelos trés modelos sdo comparados com
resultados analiticos da teoria da elasticidade. Os resultados mostraram que o primeiro modelo,
quando utiliza a fungdo zig-zag hiperbdlica-exponencial, fornece resultados precisos para todos
os campos de resposta, quando as tensdes normal transversal e de cisalhamento sao calculadas
pela equacdo de equilibrio. O segundo modelo apresenta continuidade da tensdo de
cisalhamento quando calculada pela relagdo constitutiva, no entanto com comportamento
discrepante ao de referéncia. O terceiro modelo proporciona uma descricdo precisa dos
deslocamentos e tensdes calculados pelas relagdes constitutivas, apresentando concordancia

com os dados disponiveis na literatura.

Palavras-chave: Vigas compositas; Teoria zig-zag; Teorias de alta ordem; Teoria quase-3D.



ABSTRACT

The extensive use of laminated composite materials in various engineering applications
has been driven by their high stiffness-to-weight ratio, combined with ease of fabrication. The
complexity of analyzing laminated composite beams, especially the zig-zag phenomenon of the
beam’s longitudinal displacement, motivates the need for more advanced approaches. Thus, to
better describe the mechanical behavior of laminated composite beams, this work proposes
three models aimed at overcoming the limitations of classical beam theories. The first model
uses zig-zag functions, which incorporate the effect generated by the difference in stiffness
between layers, combined with high-order shear deformation theories, incorporating the quasi-
3D effect to account for three-dimensional characteristics in a simplified analysis. This
approach aims to avoid the use of shear correction factors and address the discontinuity problem
of the shear stress distribution in the cross-section by using equilibrium equations. The second
model adds a continuity approach for shear stress, obtained directly from the constitutive
relation. The third model, in turn, uses a refined higher-order zig-zag theory, imposing
continuity of stresses at the layer interfaces. For all models, domain differential equations and
variationally consistent boundary conditions are obtained by imposing the nullity of the first
variation of the total energy functional. The solutions for the strong formulations were
constructed using the Navier method, and additionally, for the first and third models, using the
Ritz-Lobatto method, with the goal of analyzing the mechanical behavior of laminated beams
under different boundary conditions. Finally, the results of displacement, normal, and shear
stress fields obtained by the three models are compared with analytical results from elasticity
theory. The results showed that the first model, when using the hyperbolic-exponential zig-zag
function, provides accurate results for all response fields when transverse normal and shear
stresses are calculated by the equilibrium equation. The second model presents shear stress
continuity when calculated by the constitutive relation; however, it exhibits a behavior that
diverges from the reference. The third model offers an accurate description of displacements
and stresses calculated through constitutive relations, showing agreement with data available in

the literature.

Keywords: Composite beams; Zig-zag theory; High-order theories; Quasi-3D theory.
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U — Energia de deformacao

%4 — Trabalho realizado por cargas externas
I — Energia potencial total

Q — Volume da viga

A — Area da secdo transversal da viga

iﬁ
o3
\

Forcas de superficie



Wp x — Rotacgdo devido a flexao

W x — Rotacdo da se¢do normal ao plano médio devido ao cisalhamento
Ay, By, C,, D, — Coeficientes dependentes da camada

Ey, Fy, Hy — Coeficientes dependentes da camada

x(x) — Fungdo de forma

P (x) — Polindmio de Legendre

lob,, — Polindmio de Lobatto

q(x) — Carregamento transversal

N — Numero de camadas

&,(x),n,(x) — Fungdes de x a serem determinadas

a(z) — Parametro que denota a coordenada local na k-ésima camada

Qi) — Constantes de rigidez reduzida do material constituinte das camadas
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1 INTRODUCAO

1.1 Consideracoes iniciais

Os materiais compositos vém sendo amplamente utilizado para diversas finalidades
e isso ocorre devido a alta relagdo entre a rigidez e o peso da estrutura, além da facilidade
de fabricacdo, proporcionando estruturas mais leves sem comprometer o desempenho
estrutural e a eficiéncia no processo de fabricagao industrial (Chen; Huang, 2023). Esse
tipo de material ¢ aplicado em diversas modelos na engenharia, como estruturas
aeroespaciais, automotivas, subaquaticas, pontes, além de estruturas inteligentes com
materiais funcionalmente graduados. Dessa forma, o estudo de compositos engloba areas
interdisciplinares, em que, engenheiros de materiais, quimicos, mecanicos e estruturais

contribuem para um produto global (Reddy, 2004).

Nesse trabalho, consideramos a definicdo do Reddy (2004), em que composito
laminado consiste em um conjunto de camadas empilhadas para atingir a rigidez e a
espessura necessaria. Cada camada tem suas proprias caracteristicas geométricas e
propriedades elasticas. As fibras que constituem as camadas podem ser orientadas na
mesma dire¢do ou em dire¢des diferentes, de modo que a sequéncia de varias orientagdes

de camadas ¢ denominada de empilhamento, conforme ilustrado na Figura 1.

Figura 1 — Camadas em um laminado com diferentes orientacdes das fibras.

Fonte: Reddy (2004).
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Com o crescente uso de materiais compositos laminados, surgem desafios na
analise e no desenvolvimento de estruturas que empregam esse de tipo de material. Na
analise de vigas compositas laminadas, devido a diferenga de rigidez entre as camadas da
viga, os deslocamentos no plano xz (Figura 1) apresentam o fendmeno zig-zag, exigindo
uma analise mais complexa em comparagdo com vigas homogéneas. Esse fendmeno
ocorre porque cada camada da viga possui diferentes propriedades mecanicas, levando a
deformagdes distintas. Ademais, as interfaces entre as camadas impdem restrigdes,
resultando em descontinuidades nos deslocamentos transversais na interface das camadas
¢ essas descontinuidades criam uma distribui¢ao nao linear dos deslocamentos, formando

um padrao de zig-zag caracteristico (Gherlone, 2013).

Na teoria de viga de Euler-Bernoulli (também chamada de teoria elementar de vigas
— TEV), o efeito de cisalhamento na se¢do transversal ndo ¢ considerado, assim como
assume-se que a secdo transversal se mantém plana apds as deformagdes,
desconsiderando o empenamento dela. J4 na teoria de vigas de Timoshenko (também
conhecida como teoria de deformacdao de primeira ordem - TDPO), ¢ acrescida uma
variavel para captar o cisalhamento da viga, porém a distribuicdo da tensdo de
cisalhamento € constante na se¢do transversal e ha a necessidade de fatores de correcao
para a obtencdo da intensidade correta. A fim de evitar o uso de fatores de correcdo de
cisalhamento e melhor descrever a distribui¢ao da tensao cisalhante na se¢do transversal,
foram propostas as chamadas teorias de alta ordem, assumindo que os deslocamentos no
plano xz, plano de flexdo, se comportem de acordo com certas fungdes (polinomiais,
hiperbdlicas, trigonométricas e exponenciais), satisfazendo condi¢des de tensdo de

cisalhamento transversal nulas nas superficies superior e inferior da viga.

As teorias de alta ordem se mostram bastante eficientes em representar com maior
precisdao o comportamento das vigas compositas quando comparadas as teorias classicas
de vigas (TEV e TDPO). Porém, na anélise de vigas compositas laminadas, os resultados
podem se tornar imprecisos, j4 que ndo ¢ considerado o fendmeno zig-zag nos
deslocamentos, uma vez que tanto a TDPO de Timoshenko, quanto as teorias de alta
ordem, sdo aplicadas a uma se¢ao transversal da camada unica equivalente (Equivalent
Single Layer - ESL), consideram que as camadas de diferentes materiais sao
perfeitamente coladas entre si e sujeitas as mesmas deformacgdes axiais. Para contornar
essa deficiéncia, alguns pesquisadores propuseram a teoria layerwise (LW), que considera

o comportamento de cada camada separadamente, apresentando resultados com uma boa
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precisdo. Porém, na teoria LW, as equacdes de equilibrio sao consideradas independentes
para cada camada, tornando o nimero de variaveis proporcional ao nimero de camadas
e elevando o custo computacional da resolu¢do numérica do problema. Nesse contexto,
foram desenvolvidas a teoria zig-zag (ZZ) que incorpora o fendmeno zig-zag a teoria

ESL, sem perder a precisao dos resultados (Leite; Da Rocha, 2023).

Essas teorias surgiram a partir de uma abordagem alternativa, objetivando reduzir
uma solucdo de elasticidade tridimensional para uma andlise unidimensional, em vista
dos grandes custos computacionais de um problema 3D (Pathan et al., 2022). Contudo,
uma analise estritamente unidimensional pode nao ser suficiente para capturar todos os
efeitos estruturais e as interagdes entre as camadas. Nessa perspectiva, as teorias quase-
3D foram desenvolvidas para modelar o comportamento das vigas laminadas,
incorporando as caracteristicas tridimensionais, mas simplificando o problema para

facilitar a analise.

1.2 Justificativa

Diante das limitacdes das teorias classicas de viga e devido a complexidade
decorrente do fendmeno zig-zag em vigas compositas laminadas, o presente trabalho
busca analisa-las, quanto a precisdo, quando € feita a combinacao de teorias de alta ordem
com diferentes fungdes zig-zag e a inclusdo do efeito quase-3D para garantir uma
modelagem precisa sem grandes custos computacionais. Outra limitagdo existente na
grande maioria dos trabalhos que fazem uso da teoria zig-zag ¢ a descontinuidade dos
campos de tensdo cisalhante e de tensao normal transversal nas interfaces entre laminas,
quando calculados pelos modelos constitutivos. Assim, o presente estudo ¢ motivado pela
necessidade de superar as limitagdes das abordagens existentes, promovendo modelos
mais precisos, de modo a proporcionar a base para o desenvolvimento de estruturas

compdsitas mais seguras e eficientes.
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1.3  Objetivos

1.3.1 Objetivo geral

Apresentar um modelo cinematico de alta ordem para a analise de flexdo estatica
de vigas compositas laminadas, que considere o efeito zig-zag e que proporcione

continuidade nos campos de tensao cisalhante e normal transversal.

1.3.2  Objetivo especificos

1. Desenvolver um modelo para analisar a resposta de uma viga composita laminada
considerando deformacdes de alta ordem:;

2. Aplicar fungdes zig-zag para considerar a distribuicdo discreta das camadas de
diferentes materiais na direcdo da laminacao na se¢do transversal da viga composita
laminada;

3. Analisar a precisdo das fungdes zig-zag aplicadas a modelos cinematicos com
descontinuidade nos campos de tensdo cisalhante e normal transversal;

4. Analisar a precisdao de modelos cinematicos existentes que consideram o efeito zig-
zag com continuidade nos campos de tensdo cisalhante e normal transversal na regido
interlaminar;

5. Desenvolver um novo modelo cinematico que considere o efeito zig-zag e com
continuidade dos campos de respostas entre camadas;

6. Investigar a precisdo dos modelos existentes e a proposta deste trabalho por meio de
solucdes analiticas, pelo procedimento de Navier, e por solugdes numéricas pelo
método de Ritz.

7. Propor novas funcdes aproximadoras para o método variacional de Ritz.

8. Realizar validac¢ao dos modelos desenvolvidos, tanto pela abordagem analitica quanto

numérica, com outros resultados presentes na literatura.
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1.4 Divisao da dissertacao

Na revisdo da literatura sdo abordadas as principais teorias relacionadas a
modelagem de vigas, com foco nas teorias de viga zig-zag de alta ordem, além dos

métodos de resolucdo aplicados ao estudo de vigas laminadas.

Na metodologia, detalha-se o processo adotado para a formulacao dos modelos de
vigas utilizados no estudo. Inicialmente, sdo discutidas as principais teorias de viga, com
énfase nas teorias classicas e suas limita¢des, além de uma abordagem mais aprofundada
sobre as teorias de alta ordem, que incorporam efeitos de cisalhamento. Em seguida, sdo
apresentadas as teorias de camadas, com um histérico detalhado sobre a evolugdo da
teoria zig-zag, ressaltando sua importadncia de uma modelagem precisa de vigas
compositas laminadas. Finalmente, € descrita a implementagao dos métodos de resolugao,
tanto analiticos quanto numéricos, destacando o uso do método de Navier ¢ do método

variacional de Ritz-Lobatto para obtencao de solugdes precisas.

No desenvolvimento da formulacdo do Modelo 1, apresenta-se o primeiro modelo
de viga de alta ordem, que considera as deformacdes de cisalhamento, sem considerar

continuidade de tensdo entre as camadas.

No Modelo 2, a continuidade das tensGes de cisalhamento entre as camadas ¢

incorporada objetivando aprimorar a representacdo do comportamento estrutural.

Posteriormente, no desenvolvimento da formulacao pelo Modelo 3 impde-se a
continuidade de tensdes nas interfaces das camadas com uma formulagao zig-zag refinada

de alta ordem, para contornar a discrepancia observadas nos resultados do Modelo 2.

Nos resultados, sdo apresentados e discutidos os dados obtidos por meio de métodos
analiticos e numéricos, com uma analise comparativa entre as diferentes formulagdes e

validagdo dos modelos propostos.

Nas conclusdes, sdo destacadas as principais observagdes sobre a eficacia das
formulacdes e as contribuigdes do estudo para a andlise mecanica de vigas compositas

laminadas.
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2 REVISAO DA LITERATURA

2.1 Teorias para a modelagem de vigas

A TEV ¢ amplamente aplicavel na maioria dos problemas de engenharia civil, pois
¢ uma abordagem simplificada e de facil implementagdo. No entanto, a TEV ndo descreve
com precisdo o comportamento de vigas em situagdes complexas ou de alta exigéncia de
precisdo, visto que os efeitos de cisalhamento e rotacdo da se¢do transversal sdo
desprezados. Portanto, a TEV ¢ menos precisa para vigas espessas. Assim, surgiram
outras teorias buscando descrever com mais precisdo o comportamento de estruturas
compositas laminadas. Timoshenko (1921) desenvolveu uma teoria que introduziu efeitos
de cisalhamento de primeira ordem (TDPO), bem como o efeito da inércia rotacional na
energia cinética. Porém, na TDPO, a distribui¢do de deformagdo por cisalhamento
transversal € constante através da espessura da viga e, portanto, requer um fator de

correcdo de cisalhamento para corrigir a energia de deformacao (Ghugal; Shimpi, 2002).

Diversos pesquisadores buscaram mitigar as limitagdes das teorias classicas,
levando ao desenvolvimento de teorias de deformagdo por cisalhamento de ordem
superior. Assim, junto ao efeito de cisalhamento, foram fornecidas condi¢des de tensdo
de cisalhamento transversal livre nas superficies superior e inferior da viga e o efeito de
empenamento da se¢do, em que as deformagdes de cisalhamento transversal variam junto
com a espessura. Nessas teorias, a distribui¢do do deslocamento ¢ representada pela sua
expansdo em série de poténcias na coordenada da espessura para levar em conta os efeitos
da deformacao de cisalhamento. Como resultado, o fator de corre¢ao de cisalhamento nao

¢ mais necessario (Sayyad; Ghugal, 2017).

A Figura 2 a seguir descreve o comportamento de uma viga com base em trés
diferentes hipoteses de deformagdo. Na primeira situagdo, representando a TEV, as
deformacdes de cisalhamento transversais sdo desprezadas e a secao deformada
permanece normal ao plano médio e, portanto, ¢ inadequada para descrever com precisao
o comportamento de estruturas compositas laminadas. Na segunda situagdo, ha a
introducdo de uma variavel de rotacdo para capturar o efeito do cisalhamento. Assume-
se que a linha reta normal ao plano médio antes da deformagao permanece reta, mas nao
normal ao plano médio apds a flexdo, representando a TDPO. No entanto, ainda ndo ¢
satisfeita a condicao de tensdo de cisalhamento transversal livre nas superficies superior

e inferior da viga. Isso ocorre devido a dependéncia de um fator de corre¢do. Como
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consequéncia, foram desenvolvidas as teorias de deformacgdo de cisalhamento de ordem
superior, representadas na Uultima situacdo, levando em conta efeitos como o

empenamento da secdo transversal.

Figura 2 — Comparagao entre diferentes teorias de viga.

2 all )
g >
(TDPO) (ALTA ORDEM)

Fonte: Autor (2023).
Uma forma unificada para cinematica que incorpora algumas teorias de ordem

superior para vigas ¢ escrita da seguinte forma (Leite, Da Rocha, 2023):
u(x,z) =uy(x) = 2w, + f(2)9,(x) , 2.1)
w(x, z) = w, (x) + g(2)e(x) , (2.2)

em que, Uy (x) e wy(x) sdo os deslocamentos axial e transversal, respectivamente, no €ixo

centroidal da viga, wy , € a rota¢do devido a flexdo, em que “, x” representa a derivada
com relagdo a x, e @ (x) é a rotagdo da segdo normal ao plano médio devido ao

cisalhamento; f(z) ¢ a fungdo de forma que incorpora o efeito cisalhante; g(z) descreve
a distribuicdo do efeito de alongamento na dire¢do vertical, sendo que essas funcdes
devem satisfazer as condi¢des das superficies superior e inferior livres de tensdo de
cisalhamento transversal e ¢ (x) ¢ um parametro da camada que captura o efeito quase-
3D. O Quadro 1 a seguir apresenta diferentes fungdes f(z) de deformacdo de
cisalhamento transversal propostas na literatura, em que h representa a altura total da

viga:
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Quadro 1 - Fungdes de forma para a parcela de cisalhamento

Referéncia Funcio de forma, f(z)
Soldatos (1992) 2cosht — hsenh’
2 h
Reddy (1990) _dzy?
z [1 3(7) ]
Karama et al. (2003 Z\?
( ) Z exp [—2 (E) ]
Kruszewski (1949) Szy. f(f)z]
4 3\h
. 2
Akavei (2010) Zsech%— zsech%(l - gtang)
: 1
Akavci (2010) 3; [ b tanh% _ ;sech? 5]
Mantari et al. (2012) sen — exp [mcos rz ez
h h h
Mantari et al. (2012) tan(mz) — mzsec? mh
2
Sayyad e Ghugal (2011) h sen 2
i h

Fonte: Adaptado de Sayyad e Ghugal (2017).

Segundo Ghugal e Shimpi (2002), as teorias de deformacao de cisalhamento de
ordem superior sdo desenvolvidas usando cinco métodos: o método de hipdteses, o
método de expansdo, o método de aproximacdo sucessiva, o método assintdtico e o
método misto. Assim, diversas fun¢des de forma para o cisalhamento transversal podem
ser expressas de diferentes maneiras, dependendo da abordagem adotada na analise do
problema. Como ¢ possivel observar no Quadro 1, vérios pesquisadores propuseram
fungdes de forma de alta ordem para o cisalhamento transversal, tais como fungdes
polinomiais, trigonométricas, trigonométricas inversas, hiperbodlicas, hiperbolicas
inversas e exponenciais. Cada uma dessas fun¢des possui caracteristicas especificas que
podem ser aplicadas dependendo da natureza do problema e das propriedades do material
em estudo. Em alguns casos mais complexos, ¢ utilizada a combinagdo de mais de uma

dessas funcgoes.

Dentre as fungdes expostas no Quadro 1, tem-se a de Karama et al. (2003) que
desenvolveram uma teoria refinada conhecida como teoria da deformagdo de

cisalhamento exponencial, onde as fung¢des exponenciais sdo utilizadas em termos da
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coordenada de espessura no campo de deslocamento. Sayyad e Ghugal (2011) propds um
modelo unificado, apresentando comparacdes de deformagdes parabolicas,
trigonométricas, hiperbolicas e de cisalhamento exponencial com as teorias para flexao
de vigas isotropicas. Além das fungdes de formas propostas acima, Carrera e Giunta
(2010) desenvolveram varias teorias refinadas para a analise estatica linear de vigas feitas

de materiais isotropicos com base na chamada Formulacdo Unificada de Carrera (FUC).
2.2 Vigas compositas laminadas

Segundo a norma ASTM D3878-95 (1995), compositos sao elementos estruturais
formados por dois ou mais materiais homogéneos, insoluveis, geralmente com diferentes
propriedades mecanicas, unidos para trabalhar juntos como um unico elemento estrutural
com propriedades que ndo se encontram nos materiais constituintes isoladamente. Dentre
estes, destacam-se os materiais compoésitos laminados que tém aplicabilidade em
elementos de vigas (Vinson; Sierakowski, 2008). Vigas laminadas sdo frequentemente
utilizadas em aplicacdes de engenharia civil, onde a combinacdo de materiais € projetada

para otimizar o desempenho e a eficiéncia estrutural.

Os materiais compositos laminados sdo constituidos por camadas de diferentes
materiais, geralmente com propriedades mecanicas distintas, combinadas em uma
configuragdo especifica. Assim, para analisar as vigas laminadas, ¢ necessario
compreender as interagdes que ocorrem entre as camadas a fim de avaliar precisamente o
comportamento destas. Trés principais abordagens diferentes sdo usadas para estudar

estruturas compdsitas laminadas: as teorias ESL, ZZ e LW.
2.2.1 Teoria ESL

De acordo com Reddy (2004), a teoria ESL ¢ uma abordagem simplificada para
modelar vigas compositas. Essa teoria considera a viga compoésita como uma viga
homogénea equivalente, cujas propriedades efetivas sdo calculadas com base nas

propriedades individuais dos materiais constituintes.

A teoria ESL ¢ obtida da reducdo da teoria da elasticidade linear 3D para um
problema 2D. Nessa abordagem, ¢ assumida a forma do campo de deslocamento ou
campo de tensdo como uma combinac¢ado linear de fungdes desconhecidas da coordenada
da espessura. Na ESL, uma tnica funcao de interpolagdo ¢ utilizada para descrever cada
componente do deslocamento ao longo de toda a espessura do laminado. Essa teoria ¢

amplamente utilizada em aplicagdes praticas de engenharia, pois oferece uma andlise
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relativamente simples e eficiente, especialmente para a analise de flexdo de compositos

laminados simplesmente apoiados (Sayyad; Ghugal, 2017).

No entanto, os modelos obtidos da teoria ESL tém limitagdes que os impedem de
serem usados para resolver todo o espectro de problemas de compdsitos laminados, visto
que essa teoria assume que as camadas de diferentes materiais da viga estao perfeitamente
coladas entre si e sujeitas as mesmas deformagdes axiais. Dessa forma, muitas vezes sdo
incapazes de descrever com precisdo o estado de tensdo e deformagao no nivel da camada
perto de descontinuidades geométricas e materiais ou perto de regidoes de carga intensa,
areas essas em que aferir com mais precisao as tensoes ¢ mais necessario (Reddy, 2004).
Além disso, a precisdo da resposta global prevista pelos modelos ESL se deteriora a

medida que o laminado se torna mais espesso.
2.2.2 Teorias layerwise e zig-zag

A abordagem das teorias layerwise e zig-zag ¢ uma técnica mais avancgada e precisa
para a analise de vigas compositas. Essas teorias levam em consideragdo a distribui¢do
discreta das camadas de diferentes materiais ao longo da secao transversal da viga, por

isso tornam-se mais precisas quando comparadas a teoria ESL.

Na teoria layerwise, cada camada ¢é caracterizada por suas propriedades mecanicas
e sdo consideradas a aderéncia entre as camadas adjacentes e a deformacdo por
cisalhamento entre as camadas. Ao contrdrio da teoria layerwise, a teoria zig-zag nao
considera a aderéncia entre as camadas adjacentes. Em vez disso, ¢ feita uma aproximagao

dos campos de deslocamentos da viga.

A teoria layerwise produz resultados precisos, mas com um alto custo
computacional devido as quantidades de incdgnitas proporcionais ao nimero de camadas.
Para superar essa limitagdo, a abordagem zig-zag foi desenvolvida, permitindo desacoplar
o numero de incdgnitas do problema do nimero de camadas. Isso resulta em uma reducao
significativa nos custos computacionais dos calculos necessarios para realizar a andlise

estrutural sem perdas significativas na precisao dos resultados (Sayyad; Ghugal, 2017).
2.2.3 Historico da Teoria zig-zag

Quando as propriedades da camada de uma estrutura variam drasticamente ao longo
da espessura, os resultados da teoria ESL sdo frequentemente imprecisos devido ao

aumento do cisalhamento transversal. Para superar a desvantagem das tensdes de
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cisalhamento descontinuas nas interfaces das camadas, foram propostas teorias das

camadas discretas (Aitharaju; Averill, 1999).

As teorias das camada discretas sdo abordadas por alguns pesquisadores como
Murakami et al. (1981), Di Sciuva (1986) e Lee e Liu (1992). Nelas, o nimero de

incognitas no modelo nao depende do nimero de camadas no laminado.

Na teoria ESL, geralmente ¢ aumentada a quantidade de termos no truncamento da
série de poténcias na tentativa de representar a fendmeno zig-zag da distribuicdo de
deslocamento no plano através da espessura, porém, Lee e Liu (1992) mostraram que essa
representacao nao pode ser feita pois, mesmo aumentando a quantidade de termos no
truncamento, ndo ¢ possivel representar adequadamente o comportamento desse
fenomeno. Assim, surgiram teorias discretas em que uma funcao por partes € determinada
pela imposi¢ao de continuidade de cisalhamento transversal nas interfaces das laminas.
Di Sciuva (1986) e Murakami et al. (1981) utilizaram uma fun¢do de deslocamento linear
por partes que € superposta a um campo de deslocamento global linear. Em Di Sciuva
(1987), Toledano e Murakami (1987) e Cho e Parmerter (1992) foi utilizado um campo

de deslocamento cubico através da espessura do laminado.

A funcdo por partes nessas teorias assume um padrdo em zig-zag para 0s
deslocamentos no plano e refor¢am a continuidade das tensdes de cisalhamento em toda
a espessura do laminado. Portanto, esses modelos sdo frequentemente chamados de
teorias em zig-zag, constituindo uma subclasse especial de teorias em camadas discretas
(Tessler; Di Sciuva; Gherlone, 2009). As teorias zig-zag para laminados acrescentam

essas caracteristicas as cinematicas abordadas anteriormente pela ESL.

Tessler et al. (2007) apontaram algumas inconsisténcias na teoria de Averill (1994),
em que, erroneamente, a tensdo de cisalhamento transversal e a forca resultante
correspondente desaparecem ao modelar em uma condi¢do de contorno fixa (engaste). O
estudo de Tessler ef al. (2007) apresenta uma nova teoria refinada do zig-zag (Refined
Zigzag Theory - RZT), solucionando essas deficiéncias e passivel de implementacdo de

elementos finitos com base no principio do trabalho virtual.

A RZT apresenta boa capacidade em prever o comportamento estatico, dinamico e
de flambagem de estruturas compositas e sanduiche, com baixo custo computacional
(Ascione; Gherlone, 2020). Desde entdo, foram desenvolvidos diversos estudos

utilizando a RZT. Gherlone et al. (2011) desenvolveram uma teoria que ndo depende de
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restri¢des de equilibrio de tensdo transversal ao cisalhamento, obtida do principio dos
trabalhos virtuais e que requer aproximagdes cinematicas continuas C° para desenvolver
modelos em elementos finitos. Turlaro et al. (2013) apresentam a obtencao das equacdes
nao lineares de movimento e das condigdes de contorno consistentes da RZT para placas
laminadas mostrando o comportamento para flambagem e flexao. Di Sciuva et al. (2015)
estudaram a precisdo e as capacidades preditivas da classe proposta de elementos de viga
de ordem superior avaliadas numericamente. Vidal e Polit (2011) desenvolveram uma
formulacao de elementos finitos para a funcao zig-zag de Murakami (1986) junto a uma
funcdo senoidal. Zhen et al. (2018) utilizaram a cinematica de Reddy (1984) em conjunto
com uma fung¢do zig-zag de alta ordem composta por fungdes de Muramaki. Leite e Da
Rocha (2023) propds uma nova fungdo zig-zag de alta ordem em um formato senoidal
utilizando a funcdo zig-zag de Murakami, mostrando uma boa concordancia com os
resultados de Pagano (1969) e superior aos de Vidal e Polit (2011). Em Leite e Da Rocha
(2023) sao continuados os estudos da teoria ZZ por meio da proposta de uma nova fun¢do
zig-zag de alta ordem acoplada com teorias de vigas refinadas para analise de compdsitos
laminados. Neste trabalho os autores mostram um aumento significativo na precisao

quando ¢ utilizada a funcao ZZ frente aos resultados de Vidal e Polit (2011).

Zhao et al. (2019) utilizaram uma funcdo zig-zag de alta ordem hiperbolica.
Ascione e Gherlone (2020) avaliaram a RZT para a analise de flambagem e resposta
estatica ndo linear em elementos finitos baseados na teoria de viga de Timoshenko.
Atualmente, o estudo da teoria zig-zag de alta ordem ¢ de suma importancia na
engenharia, abrangendo diversos campos, como a andlise dindmica de compositos
laminados, ja que permitem uma modelagem mais precisa e abrangente, contribuindo

para o desenvolvimento de solugdes inovadoras e eficientes.
2.2.4 Meétodos de resolugdo dos problemas de vigas

M¢étodos foram desenvolvidos para resolver modelos estruturais e determinar os
deslocamentos e as tensodes de vigas laminadas. Enquanto os métodos analiticos baseiam-
se em teorias matematicas e fisicas para obter solu¢des exatas ou aproximadas para um
problema, os métodos computacionais dependem da implementa¢do de algoritmos e
técnicas numéricas para aproximar as solugcdes de um problema. Entre os métodos
analiticos, destaca-se o método de Navier, amplamente utilizado na analise de vigas. Esta
técnica de solugdo ¢ empregada para converter o sistema de equacdes diferenciais parciais

em equacdes algébricas por meio do emprego de solugdes em série (Chanda; Sahoo,
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2020). Segundo Reddy (2004), no método de Navier, os deslocamentos e a carga sao
expandidos em uma série trigonométrica de Fourier, usada para representar funcdes
infinitas e periddicas complexas na forma de uma soma infinita de produtos de funcdes
trigonométricas, de senos e cossenos, que satisfazem as condigdes de contorno do
problema. Nguyen e Nguyen (2015), Thai e Vo (2012), Sayyad e Ghugal (2015)
utilizaram a técnica de Navier para obter uma solucdo para vigas simplesmente apoiadas.
Porém, como Canales e Mantari (2017) apontam, as solugdes por Navier estdo restritas

ao tipo de vinculagao simplesmente apoiadas.

Para expandir a andlise para outros tipos de vinculagdes, um método aproximado
bastante utilizado ¢ o método de Rayleigh-Ritz que € baseado em principios variacionais,
como os fornecidos pelos principios dos deslocamentos virtuais ou da energia minima
potencial (Reddy, 2004). Essa técnica ¢ eficiente para analisar o comportamento de vigas
compositas com diferentes condigdes de contorno, superando a limitagdo do método de
Navier que esta vinculado as analises de viga para a condi¢cdo de contorno simplesmente

apoiada (Moreno-Garcia; Dos Santos; Lopes, 2018).

O método variacional de Ritz baseia-se na expansdo de fungdes de deslocamentos
desconhecidas em séries infinitas para resolver o problema. Uma solucdo aproximada da
solucdo exata pode ser obtida incluindo um ntimero suficiente de termos na série (Reddy,
2004). No entanto, para que essa aproximagao seja valida, as funcdes de deslocamento
selecionadas devem ser completas dentro do espago de fungdes. Isso significa que essas
fungdes precisam ser capazes de representar qualquer comportamento da solug¢do exata
quando uma quantidade suficiente de termos € utilizada. Assim, a medida que mais termos
sao incluidos, a solucdo aproximada se aproxima da solug¢do exata. Além disso, essas
funcdes devem atender as condigdes de contorno essenciais do problema. A escolha de
fungdes inadequadas pode resultar em taxas de convergéncia lentas e instabilidades
numéricas (Moreno-Garcia; Dos Santos; Lopes, 2018). Fungdes trigonométricas,
polindmios algébricos, polindmios ortogonais, fungdes de Legendre e fungdes de
Chebyshev foram empregadas como base para selecionar fungdes admissiveis. Assim,
como contribuic¢do, o presente trabalho propde uma nova fungdo aproximadora com base

nos polindmios ortogonais de Lobatto.
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3 METODOLOGIA

A priori, foi realizada uma vasta revisao da literatura, com o intuito de compreender
o atual estado da pesquisa na area. Este processo foi fundamental para estabelecer uma
base solida de conhecimento e contextualizar o presente estudo dentro do panorama
académico e cientifico. Em seguida, foram propostas equagdes para o campo de
deslocamentos com base no modelo de vigas de alta ordem e considerando o efeito quase-
3D na equagdo do deslocamento transversal. As fungdes zig-zag foram aplicadas ao
modelo de viga de alta ordem, utilizando diversos formatos, alguns ja existentes na

literatura e outro proposto (ver Quadro 2 no Capitulo 4).

A partir disso, foram desenvolvidas solugdes analiticas pelo procedimento de
Navier, calculadas com auxilio de um software de interpretagao simbdlica. Na etapa de
poOs-processamento, foram calculados os deslocamentos, as tensdes normais e transversais
e a tensdo cisalhante. A tensdo transversal e a tensdo cisalhante foram determinadas de
duas maneiras: relagcdes constitutivas e equagdes de equilibrio. Devido a inconsisténcia
no modelo constitutivo, os resultados mais proximos aos exatos foram obtidos somente
pelas equacdes de equilibrio, para dois dos modelos propostos, em fungdo da falha na
imposi¢cdo de continuidade da tensdo entre as camadas. Para tentar solucionar esse
problema, utilizando o modelo constitutivo, foi realizada uma analise estatica do trabalho
de Han ef al. (2018) que propde um modelo zig-zag com continuidade das tensdes
cisalhantes para obten¢do da frequéncia natural. Adicionalmente foi proposta uma

adaptagdo a formulagdo de Han et al. (2018), incorporando a funcdo ZZ de alta ordem.

Um terceiro modelo foi desenvolvido com base no trabalho de Chen e Huang
(2023). Neste modelo foi realizado uma modificacdo na teoria zig-zag refinada (RZT)
para incorporar a continuidade dos campos de tensdo cisalhante e de deslocamentos. A
partir das ideias iniciais de Chen e Huang (2023), expandiu-se para incorporar laminados
fibrosos ortotropicos. A partir deste modelo modificado e usando o principio variacional
da minima energia potencial total, foram obtidas as equacdes de equilibrio e suas
condi¢des de contorno. Estas equagdes diferenciais sdo resolvidas pelo procedimento de
Navier para uma viga simplesmente apoiada. E para abranger outras vinculagdes, foi
desenvolvida a formulacdo variacional de Ritz, com incorporacdo de fungdes
aproximadoras de Lobatto, aqui denominada de Ritz-Lobatto, para este modelo, com o

intuito de obter solu¢des aproximadas da equagdo integral de minima energia.
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4 DESENVOLVIMENTO DA FORMULACAO PARA VIGAS DE
ALTA ORDEM SEM CONTINUIDADE DO CISALHAMENTO —
MODELO 1

4.1 Consideracoes iniciais

Considere-se uma viga de comprimento L, altura h e espessura b, composta por
N camadas ortotrdpicas perfeitamente coladas entre si, em que cada camada ¢ denotada

pelo subscrito (k), conforme o sistema de coordenadas mostrado na Figura 3.

Figura 3 — Caracteristicas geométricas da viga laminada.
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Foram propostas as componentes de deslocamento u, (x, z) e u,(x, z), utilizando a
teoria zig-zag e com potencialidade na consideragao do efeito quase-3D, aproximadas da
seguinte forma em qualquer ponto dentro do dominio, com o sobrescrito (k) denotando

cada camada:
u(x, 2) = uy(x) — 2w, , () + [ (2)4,(0) + 42 (2)w (%), (4.1)

u,(x,2) = wy(x) + g(2)9.(x), (4.2)

k ) )
em que u,(c ) e u, representam, respectivamente, os deslocamentos axial e transversal,

sendo o primeiro dependente da camada da viga, variando de k =1 a k = N; uy(x) e
wo(x) sdo os deslocamentos axial e transversal no eixo centroidal da viga,

respectivamente; f(z) ¢ a fungdo de forma para o efeito de cisalhamento; w  (x)

corresponde a rotagdo devido a flexao e ¢ps(x) € arotagdo da se¢ao normal ao plano médio

devido ao cisalhamento. A fung¢do g(z) corresponde a derivada da funcdo f(2),
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satisfazendo as condi¢des das superficies superior e inferior livres de tensdo de
. k y ~ . I ~ - \
cisalhamento transversal; qbz(z)(z) ¢ a fun¢do zig-zag ¢ w(x)¢é uma fungao relacionada a

amplitude do efeito zig-zag ao longo do comprimento da viga; ¢,(x) é um parametro da
camada relacionado ao efeito quase-3D. A notac¢do utilizada para derivada ¢ dada pela

L]

A

seguinte forma: o =

Para simplificar as operagdes subsequentes, optou-se por expressar as equagoes
cinematicas na forma matricial, onde os termos entre colchetes representam matriz ou

vetor linha e os termos entre chaves representam vetor coluna:

U (x)
w=[1 £ 4000+ o]{;fgi} @3)
w(x)
u (x,z)= z Yo (%) . 4.4
o=l )] @4

Para simplificar, os componentes das Equacdes (4.3) e (4.4) foram designados da

seguinte maneira:
[0@1=[1 f() 2= ]

[L,(@)]=[-z 0],

[7,]1=[1 (2],

U, (x)
{d ()} =140,
w(x)

{dy(x)} = {WO (x)} :

@.(x)

{dz’x (x)} _ {Wo,x (X)} '

9., (x)

Assim, as componentes do deslocamento u,(x,z) e u,(x, z) podem ser reescritas

da seguinte forma:
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u® (x,2) = [ (D){d, ()} +[T(2)]{d, (1)}, (4.5)

u,(x,2) =[T,(2)]{d, (%)} . (4.6)
4.2 Campo de deformacgoes

As expressdes das Equacdes (4.5) a (4.6) foram derivadas para obter as expressoes

do campo de deformagdes, adotando a notacao de Voigt:

e® =ul") =19 (2){d, . (O} +[L,(DNd, . ()} (4.7)
g.=u, . =T, (:)l{d,(»)}, (4.8)
yE =ul) +u_ =[50 ){d, ()} +[T(D)]{d, ()} (4.9)

em que:

[L,(2)]=[0 g()].

4.3 Relacoes constitutivas

A equagdo constitutiva linear no estado plano de tensdes da k-ésima camada
fundamentalmente anisotropica com qualquer orientagdo de fibra em relagdo ao plano

x — z pode ser expressa, de acordo com Reddy (2004):

(=) =) =]
) Cu Ci Cis &0
( " =k =k = || "
o, r=|Cs Cx Css |§6& ¢, (4.10)
(k) =) =) =(k) (k)
T
Cis Css  Css Ve

onde a( )(x z), a( )(x z)e 1' (x z) representam os componentes normal longitudinal,
normal transversal e de cisalhamento do vetor de tensdo, C i(. )sdo constantes de rigidez do
material e e( ) (x,2), &,(x,2) e y, )(x Z) representam o0s componentes normal,
transversal e de cisalhamento do vetor de deformagao, todos da k-ésima camada da viga.

Os coeficientes da matriz de rigidez reduzida C=i(;<)sﬁo dados por:
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cw ’ — (k) =(k)
EU” — (k) 12 =0 —ux Cip Cas

n =Cn — —n > O =Ci ——5—
2 Cxn

2 2
— (k) — (k)

=0 —w (Czs) =0 —n (Czs)

Css =Cx ===, Css =Css ———x (4.11)

Cn Cn

— (k) —= (k) — (k) —=(k)

=K =k CpxChn =W —=w Cix Coy

is =Cis ———5—, Css =Css ———5—
C» C»n

De acordo com Nguyen et al. (2018), os coeficientes da matriz de rigidez reduzida,

=(k . ~
C i(j ) para o caso de camadas ortotropicas sdo dados por:

2 2
— (k) \* —=(k) — (k) = (k) = (k) — (k) \* = (k)
=)  —u) (C]6 ) Cn —2C1 Cis Cas +(CI2 ) Ces

Cn =Cn + 2 >
— (k) — (k) —=(k)
Crx | —Cn Ces

— (k) =(k)—=(k) —=(b)—=k)=k) —=k)=(k)—=(k) —=(k)—=(k)—=(k)
=k =) Cis C22Cs6 +Ci12 C23 Co6 —Ci6 C23 C26 —C12 C26 C36

13 =013

—0) ==k ’
(C26 ) —C» Ces
—\ =) ==k =k (=) =k
- Ci | Cu2 —2C23 Ca6 C36 +{C2s | Ces
O _cw 412
33 =C3 + > , ( . )
— (k) — (k) —=(k)
Crx | —Cn Ces
2
— (k)
=B —w (C45)
Css =Css — = >
44
=(k) =(k)
Cis =Css =0.

em que os C; ; sdo coeficientes elasticos modificados para capturar a orientagédo das fibras,
como detalhado no Apéndice A. Substituindo as expressdes do campo de deformacgdes

(Equacdes 4.7 a 4.9) nas expressoes do campo de tensoes (Equacgdo 4.10), tem-se:

o =Ci I, (0} + 1 TN d,., () + Cn T, (0} +

=(k) ‘ =(k) _ (4.13)
+Cis [[Y(1{d, (0} + Cis [L()d,,. ()},

&% = Cry [TO(){dy (1)} + Cos [T ()]s (0} + O [T, ()] {ly ()} + s
+C [T @) d, (0} + Cos (TN {d,, ()} |
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o = Cis T (), (9} + Cos LN, (0} + Cs 7, . (2N () 4.15)

+Css [T, (0} + Cs [T ()] {dy, ().

4.4 Funcio zig-zag

O Quadro 2 mostra as fungdes zig-zag presentes na literatura utilizadas nos modelos

1 e 2 desenvolvidos no presente trabalho.

Quadro 2 — Fungdes zig-zag

Referéncia ¢glzc) (2)
Murakami (1986) 7z — (Z(k—l) + h(k))
1) h) (_1)k
(¢MUR(Z)>

Zhen et al. (2018)

¢(k) ) - i N 223 — 324272 dd’zsjl)m _ 223 — 32472 d(/)ls,NU)R
MUR 27, 1272 dz 1272 dz

Formato senoidal -

Leite e da Rocha (2023)

( © )) 72 +Zz3 — 32022 d¢p{) . 223 — 32922 AU,
sen|Puur(2 27, 1223 dz 1223 dz

Formato hiperbolica-

22 27% —3z,2%] 4, dop)
h( 03] ) Nk sh EPuur
. ] senh{ e (2) 22, * 1273 dz
exponencial — Leite e da
273 — 32y2* %h d¢1€/INU)R

Rocha (2022) T 1222 ¢ Tdz

Fonte: Autor (2023).

4.5 Principio dos trabalhos virtuais

Para a obtengdo das equagdes de equilibrio, iguala-se a zero a primeira variagao do
funcional de energia total, I1, que é a condigdo necessaria de extremo para o principio da
minima energia total, que por sua vez, ¢ equivalente ao principio dos trabalhos virtuais.
O funcional ¢ dado pela variacao da energia de deformagao interna, SU , € a variagao da

energia potencial devido as forgas externas, 6V , fornecendo a Equagao (4.16):
Al=6U+6V =0. (4.16)

A variagdo da energia interna U, escrita de forma matricial em funcdo de tensdes e

deformacdes é¢:
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U = [P0 + 86,00 + 5yt @, (4.17)

xz Uxz
Q

em que o volume é dado por Q= [O,L]{—g,g}x[o,h].

Substituindo as expressdes do campo de deformagdes (Equacgdes 4.7 a 4.9) na

variacdo da energia interna, tem-se:

U =[[({oe, ) T o + {5, 0 T o

+{8d, () [T, ()] o® +{5d, ()} [[¥ ()] «© (4.18)

+{od, (D) [T2(2) 7 )dAdx,

onde a area ¢ dada por 4= [—%,ﬂx[o,h] .

Renomeando as integrais de area, tem-se:

oU = IOL({5d1,x(x)}T {Ml} + {5d2,xx(‘x)}T {Vl} + {5012 (x)}T {Mz}

(4.19)
+{od, (0} {M,}+{5d,, ()} {Vz})dx,
em que:
M} =[50 oPda=[[1 fz) #07 oVda=[m, M, MP],
A{M2}= [ [Tg,z(z)]T;§k>dA=j[0 g.] oWat=[0 Mm,.],
A {M,} =j[TEf’(z)]Tr§f>dA, (4.20)

V)=V oPda=[[-z 0] o®da=[v. o],

= [ 2da= [0 g()] #Vda

Substituindo as expressdes do campo de tensdo (Equacdes 4.13 a 4.15) na

Equagdo 4.20 para camadas ortotropicas, obtém-se:
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(M} = [T O 10 (1A fd, ()
f 7" (2)] TEET)[TQ(Z)]dA{dz,xx(X)} @.21)

j D)) Co T, (2))dA {dy ()},

(M} = [IT, . Co 1 ()1 fd, ()
+f [T, ()] Cn [T(2)dA{ds . ()} 4.22)

[T, (2 Co T, (2))dA {d, ()}

(M.} = [T T 10 (2)1dA {d, ()}
g D (4.23)
IO Cs [T (2)dA{d, ()},

(1} = [ Cn TR @A {d,, ()} + [T Cu [T(2)1dA {ds ()]
! — ! (4.24)
LG Cn [T, .(2)]dA{d, (x)},

V) = [T Cos [T @A {d 0} + [[T2(2)] Cos [T @MA L, (). (425)

Aplicando a regra da derivada do produto na Equagdo (4.19) para retirar as

derivadas do termo variacional, obtém-se:

SU = j:(({&zl ) {M, (x)}) —{8d,(0)}" (M, ()

+({od,. @} ne)) ~((ed@} @)
+{0d,()} {V, (O} +{5d,(0)} {M,(x)} (4.26)
+{od, () (M ()} + ({0} {10}
{

{
~{5d, (0} {10} ),
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U = | L({&d ) [{M b-{m,,}]
H{ody ) [} + (Mo} - {7} ]) e (4.27)

+({5d} M)+ {5d s {I/l}+{5d2}T[{I/2}_{VLx}})O_

A viga laminada da Figura 3 estd submetida a um carregamento distribuido
variavel Q, e com forcas de superficies externas T atuando nas extremidades, conforme

Figura 4, em que o sobrescrito N denota a posi¢do do carregamento na superficie superior

da viga e {TY(L)}, {TY(O)} , {TZ(L)} e {TZ(O)} sdo forgas de superficies.

Figura 4 — Forcas externas atuando na viga laminada.

0.(x.y.z")

O carregamento ¢ dado por:

9.(0)= [ 0.(x,y,2")dy. (4.28)

-b/2

Assim, a variacdo da energia externa V ¢ dada por:

SV = —G{auz}r q. (x)dx+_[{5ux (L,z)} {T.(L)}dA

{0 (L.2)} {T.()}dd- [{ou, (0.2)} {T.(O}da (4.9

A

~[{ou.(0.2)}’ {TZ(O)}dAJ,
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SV = _U{gdz ) [T, ()] g, (x)dx+ 'f({&l, (D} [T T(L)

0

H{od, (D LT, (L)) dd+ [ (5,1} [T, T.(L)dA
A (4.30)
~[({64, @} [TV T,0)+{6ds O} 1,0 7,(0) )

A

‘J {6d,(0)} [T, (Z)]TTZ(O)dAj.

A

Substituindo as variagdes da energia interna (Equacao 4.26) e externa (Equagao

4.29) na Equagao 4.16, tem-se:

o == ({sa,0f" ({M,.}~{M.}) + {5, (0} ({10}
(M} + {1, S+ T (T . () ) dx

+({6d1}r({Ml}—I([I;“)(z)]fo(x))dA] (431)
+{5d, | ( -[( T(z)]ﬁ;m)dAJ
+{5d2}T({Vz}—{Vl,x}— | ([g(z)]fox))dAD =0,

o =-[{oa o} ({m, } ()

+H{od, 0} (~ ()~ (Mo} + (7, }+[Tg(z)]qu(x)))dx
+({d) (00} -7 }) foa..}' (in}-{7})
oy (i)-r- 7)), =o.

(4.32)

em que:

= f (LT T s {2} = (LT T Y {7} = [(I7,()) T.(x) Jda

Fazendo uso do lema fundamental do calculo variacional para garantir a nulidade
da variacdo da energia potencial total, sdo obtidas as restricdes de dominio (Equagdo
4.32), dadas por equacdes de equilibrio de dominio, e as restrigdes de contorno (Equacgao

4.33).
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(4.33)

{dz,x} = {c_l'z,x} ou {Vl} = {Vz} , (4.34)

Substituindo as Equagdes (4.21) a (4.25) na Equagao (4.33) obtém-se a Equagao
(4.35) de dominio.

[Hl ] {dl,xx (x)} + [Hz ] {dZ,xxx (x)} + [H3 ] {d2,x (x)} - [H4 ] {d1 (x)} - [Hs ] {d2,x (x)} =0,
[H9 ] {dl,xx:x (x)} + [HIO ] {dz,qu (x)} + [H13 ] {dZ,xx (x)} + [H(, ] {dhx(x)} (4.35)
+[H7]{d2,xx(‘x)} + [Hg]{dz (x)} - [Hll]{dl,x(x)} - [HIZ]{dZ,xx(‘x)} = [Tg (Z)]qu (x),

em que:
[Hl]:j [T (Z)] C11 T(Z)]jd/l [H] j([T (z) C11 (7, (z)])a’
11,]= (Y@, (z)) J=] ( I Cs I, (z)]j

[H,]=[| 1Y) Cis T(z)])dA ([T ()] Cis [T(z)])dA

[#7,]=] [Tg,z(z)]T(:T?[Tz(z)])dA, [H] ([T ) Cs [T, (z)])dA
[#,]= (1T [T(z)jdA [H,]- (T(z) T(z)j

(T2 o I e i, (1] = ][ 1700 e 0

L) €0, s

4.6 Solucao pelo método de Navier

Aplicando o procedimento de Navier para resolver as equagdes diferenciais, os
campos de deslocamentos e o carregamento sao representados pelas seguintes séries de

Fourier:
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00 o0
= Zun cosa,x, @ = Z¢n cosa, X,
n=1 n=1

V= Zt//” cosa,x, w,= Zwﬂsena”x, (4.36)

n=1 n=1

o0 o0
Q.= qunsenanx, q.(x)= ZQﬂsenanx,
n=1 n=1

em que:

e, ¢n , W, , W, e ¢, sdo os coeficientes desconhecidos a serem determinados. Os vetores
do campo de deslocamentos sao dados por:
{d} = {d fcos(e,x),{d,} = 3 {d>} sen(ex), (4.37)

n=l1 n=1

em que os vetores aproximados sao dados por:

{31}: ¢ ,{22}={Z”}. (4.38)

Agrupando os coeficientes da Equacdo (4.35) associados as mesmas incognitas:

[0} + (1) {ds . )+ ([, -[]) s 00} =0,
H,1{d, . O} +([H )= [Hu]){d, (O} +[H,]{d o ()} (4.39)
+([H13]+[H7]—[H12]){ d, (O} +[H{d, ()} =[T,(2)] q. (x).

{dlxx(‘x)

Substituindo os vetores aproximados de (4.38) na Equagao (4.39), tem-se:

~[H,]a} {di}cos(ar,x)~[H,]{d: | cos(er,x) [ H, ] e} {d2 | cos(a,x)
+([#,)-[H.)), {d>} cos(a,x) = 0,
[H,]ec) {d} sen(a,x)~([H,]-[H,,]), {d} sen(e,x) (4.40)
+[H, e} {d2 | sen(a,x)~([Hys ]+ [H,]-[H,,]) ] {da} sen(ar,x)
+H, {Ez}sen(anx) =[T,()] O, (x)sen(a,x),
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[ dd e[ B ] ) =0,

_ _ _ _ . (4.41)
|:H3 ]2x3 {dl } + [H4 ]2):2 {dz} - [Tg @I e, (x)’
onde:
|H|=[H,]e; +[H,],
[H:|=[H,]a,+[H,]a; - [H.]a,
[ H:|=[H,]a} ~[H,]a, +[H,]a,,
(Hi |=[H, )} ~[Hya ~[H,]a; +[H,,]a; +[Hy]
Agrupando as matrizes do sistema de equagdes 4.45 em uma matriz global:
[—11 —12 —13 —i1 =12
H H. H: - H> H:>
—21 —22 —23 —21 —22 u
HW H: Hi -+ H: H: 4
531 ﬁ32 ﬁ33 ﬁ3l ﬁ32 ¢n
A A ; . (442)
. . . . . . Wn *
o w e m | | %W
—21 —22 —23 —21 —22 [Tg (Z)] Qﬂ (x)
\Hs Hs Hs -+ Hs Hs |

Assim ¢ constituido o sistema matricial cuja solugdo permite conhecer os

deslocamentos da viga, por conseguinte, as tensdes associadas.

4.7 Método variacional de Ritz-Lobatto

Este estudo se concentra no desenvolvimento do método de Ritz baseado nos

polindmios de Lobatto para aproximar os campos de deslocamentos da viga como:

u (1) =3 20 (Wi ()= 20 (W 6 (x) =3 7, (¥},
"jjl ;":1 el (4.43)
v (0)=27, (W 0.(1)=2 7, (<.

onde x, (x), X, (x), Xy (x), X, (x) e X, (x) sao fungdes admissiveis apresentadas

no Quadro 3, desenvolvidas a partir do polindmio de Lobatto. U, , W ., ¢ , v, e @, sdo

parametros desconhecidos a serem determinados € 7 ¢ o nimero de termos da série.



45

Quadro 3 - Fungdes de forma e condi¢des de contorno essenciais da viga.

C 2450 a(Dez() w0 L
AA . :
i lob; ilob; (E_lj lob:l ilob; ({_1) w,=0  w,=0
dx L L I I
E-L 5 ; p—
d # X x X 0 0
E[(h)bm zj ] (lobm Z) by
9. =0

E-E 2 2 2 Zu=w,= Uy =w, =
da 1ob" X1 | 1ob" | 221 (lob;ij lob;(i—lj 0_ 0_ 0_ 0_
e\ "\ L L L g=y= ¢=y=

¢.=0 . =0

As quatro condigdes de contorno, aqui sao chamadas de apoio-apoio (A-A),

engaste-livre (E-L), engaste-apoio (E-A) e engaste-engaste (E-E).

Vé-se que as funcdes de Lobatto sdo fungdes ortogonais e de recursdao, o que
reduzira o custo computacional, e quando »>10, o mau condicionamento pode ser

evitado no sistema.

Substituindo a Equagdo 4.42 no funcional de energia potencial total e usando o

principio de Lagrange, temos:

o _

=0, 4.44
P, (4.44)

com P representando os valoresde U,, W, , 4., v, ¢ @, .

A fungdo lob,, ¢é definida por:
loby’ (x) = lob, (l—x)—%(l+m)(2+m), (4.45)

em que x€[0,1],m=12,...,N e lob, sdo os polindmios de Lobatto dado por:
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lob, () = ——[(m+1)P,., (x)—(m+1), (x)] (4.46)

x -1

P (x) sa0 os polindomios de Legendre dados pela recorréncia:

m

()= p ()= P (x),  (447)

B (x)=LR(x)=x;P, —

m+1

em que xe[O,l],j:1,2,...,N.

4.8 Solucao pelo método variacional de Ritz
A aplicagdo do método de Ritz requer a energia potencial total que ¢ dada por:
n=u+vr, (4.48)

em que II denota a energia potencial total, U ¢ a energia de deformacdo e J o trabalho

realizado por cargas externas.

A energia de deformacao total armazenada na viga ¢ dada por:

v= %l (e} o+ fef o+ {0} o )dQ. (4.49)

Substituindo as Equagdes 4.7 a 4.9 do campo de deformacdes e as Equacdes 4.13

a4.15 do campo de tensdes na Equacdo 4.49:
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v=1 I, ({0} [ e, ) +{d, ) [0 ) {0}

+d, @} [K){d, 0} +{d,, 0} [K,]{dy . ()
{d, 0} [K;]{dy ()} +{dy (0} [K,]{dy(0))

i, 1{d, (o)} +{d,, )} [K, s (00}

(o [K){d, 0} +{do (0} [K]{d, (0]
(@)} [K,]{d 0f +H{do (0} [K]{ds (0]

{d, (0} [K {0} +{d, (0} [K, ]{d, ()}
{ [Ks]
(i oF
{
{
{
{

+ K
+{d,, ()} [K,]

7

+

+

+

+

15

+

{a,
{
d, )} [Kis {0} +{d 0} [K,{d, (0}
d, )} [Ky [{ds 0} +{d, (0} [K,s]{ds (0]
d,, (0} [Ks[{dy, ()} +1d, ()} [Kp |1y ()}
dy (Y [y [{ds ()} +{d,(0)} [Kyp]{dy())
a0} [K]{ds, (00} +{ds, (0} [Kou ], ()} (4.50)
H{d, ) [Kzs]{dlx(x)})dx,

+

+

—+
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[Ki]= I Cn [T (2)MA, [K,] { C11 [T(z)]dA
[K,]= j [T Cn (59 (MA, [K,]= j [T,(2)] Cn [Ty(2) A,
(K= i’ YOO IT, (WA, [K,]= J [T(2)] Cn [T, (2)KiA,
[K,]= j T Cis 19 A, [K,] j[T )T Cos [T (2)HiA,
[&,]= j 1)) Cis [T ()14, j 1) Cis [T (2 A,
[K.]= j [7,.(2)] Cos 19 (WA, [K,,] j[T (2)1Cis [T(2)KA,
[Ks]= j [7,.. () Cs [, (A, [K,]= {[Tg,z(z)] Cos (1)1,
(K., =17, )V Cx T2, [K,i)= [T O 11 (=),
[K;]= £ (7,(2)) Cis [T, (M4, [K,y]= £ (79 ()] Crs [T,(2) A,

(K] = [ITY Cs TH) (2)A, [Koy]= [T )Y Cos T, (2 A,
(K, ]~ [TV Cotr, o, (K= [T oo oms,
[K]=]T j I Cos [T(HA, (K] j [T,(2)) Cos 19 ()14,
[£]=] (7,2 Cos [T () A

O trabalho realizado € por cargas externas:

F=fial 1)) 0. (o (452

Aplicando o procedimento de Ritz, os campos de deslocamento sdo aproximados

por:
()= 2 (W ()= 20, (W 6.()= 27, (<)
)=24 (W 0.(x)=27, (o

(4.53)
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onde x, (x), X, (x), Xy (x) s Xy (x) e X, (x) sao funcdes admissiveis que foram

apresentadas no Quadro 3. U,, W,, 4,, v, e ¢, sdo parAmetros desconhecidos a serem

m»>
determinados e n ¢ o nimero de termos da série. Os vetores do campo de deslocamentos

sdo aproximados da seguinte forma:

u, (x) ) Xy (X)Um . _

{d}=16.(x) =20 2 () =21 ] {4} (4.54)
o) w7
W, (x | X, (X)W, n o —

{dz} - {% Ex))} - g {i@ Ex;(,,m } - mZI[Zz]m {d2}m’ (4.55)

em que:

) 0 7,(
i 0 (%) (4.56)
— Um —
@)= @) -
Vo

Substituindo os vetores do campo de deslocamento aproximados (Equagdes 4.54 e
4.55) na Equagdes 4.50 e 4.52, tem-se que a energia de deformacao e o trabalho realizado

por cargas externas:
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(4.58)
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As equacdes governantes podem ser obtidas utilizando a Equagdo 4.44 que usa o

principio de Lagrange, assim:

oIl oU N ov
od', od', od,
oll oU ov

= + =0,

od’,  od’,  ody,

(4.59)

em que os sobrescritos i =1,2,3 e j=1,2 indicam as componentes dos seguintes vetores:

e as derivadas sdo:

u

(@,1=1g ", {dﬂ}:{wr},

?,
v,

(4.60)



0P,
em que o, corresponde ao delta de Kronecker.
Assim:

ofdi}
ad’, = AL} odl, ™

Bl e

A
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4.61)

(4.62)

Substituindo a Equacdo 4.57 no primeiro termo da Equagdo 4.59 e considerando as

seguintes simplificagdes:

resultando em:

(4.63)

(4.64)

(4.65)



U (] K[z ], + U} 2] [K0)[ 7]

U (] Kol + (1) [2:] 1800 72

Huf (] K], + 1) [ K7
L ]

53

(4.66)

(4.67)

Colocando em evidéncia o vetor constante, retirando-o da integral e separando os

termos depende da variavel de integracao:

n

Yoy (ST )T )

m=1

) (Sl @], s )

m=1

em que:

(4.68)

(4.69)
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(] = ([a ] k2], ] [mmm
Ha] K[z, (] &

(k] = ([T (6700, ,,,
2] K% H%T (Kl 22,
L] K] +[2] 12, o

LN PNETS PR PR
Hzo] K2, 4] (K0 2],
SEAICH PARIPA AL PR I

(K] -([zz T Zon] +[2on 1K) 22]

(7] Kal[Zow ] [ 20n ] [Kol[20 ]

] Kl ], + 2] 1K) 2], o)

[n] [Kallx ], + (e 162,

(2] (&) 2], e

Substituindo a Equacao 4.58 no segundo termo da Equacao 4.59 e considerando as

seguintes simplificagdes:

;Tlf:o’ (4.71)
aadf :_I [z JT [7.()] 4. (x)ax, (4.72)
:dz =-{1,]"{o}.. (4.73)
em que:
1o}, JL[?_fz]T[ (Z)J - (x)dx. (4.74)

Substituindo as Equagdes 4.68 ¢ 4.69 e as Equacdes 4.71 e 4.73 na Equacao 4.59:
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Assim o sistema de equacdes que resultara na solugao do problema ¢ composto por:

N[k (K] )| [ o
;Lw (KT |19, _{{Q}r} o
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5 DESENVOLVIMENTO DA FOMULACAO PARA VIGAS DE
ALTA ORDEM CONSIDERANDO CONTINUIDADE DE
CISALHAMENTO - MODELO 2

5.1 Consideracoes iniciais

Considerando uma viga de comprimento L, altura h e espessura b, sujeita a
carregamento transversal q(x) por unidade de comprimento. A viga ¢ composta por N,
camadas ortotropicas perfeitamente unidas entre si, em que cada camada ¢ denotada pelo
subscrito (k). O desenvolvimento desse modelo foi feito com base no trabalho publicado
por Han et al. (2018) e o sistema de coordenadas adotado ¢ detalhado nas Figuras 5 ¢ 6

abaixo:

Figura 5 - Secdo de uma viga com quantidade impar de laminas.

ZNs1=2
t N N1 =205 +)
: i
kT Z+2
z
Kk k+1
Zk
k1 Zes
1 %
21
0o - >
1 Z-1 x
Z
h/2 = 7-3
ke Zeyy k<O
K Zk
Zk-1
k-1
: Zk-2
: N
-N
v ZIN-1=Z

Figura 6 - Secdo de uma viga com quantidade par de laminas.

A
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ZN+2 = ZNe

A

N;l-l ZN41 2
- ZN
I; Zk41
h/2 . Zk
: Zk—1 k>0
:
- 0 [ S Y, S
.(1} Z_1 ’ X
> Z
h/2 : Z41
D Zy k<0
- Zt
N zy
Y L ZN-1 = Z_N¢
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Neste modelo ¢ inicialmente considerado que todos os parametros cinematicos sao
independentes para cada camada. Assim, o modelo cinematico € proposto da seguinte

forma com base em Han et al. (2018), com o sobrescrito (k) denotando cada camada:

u® (x,z) =uf” () — 2w () =W () (2 + SV (2)) + 4L P (), (5.1)

™ (x,2) =" (x) + W' (x) + g¥ ()0 (x), (5.2)

em que o deslocamento axial u'*’ depende da camada viga, u{" (x) é o deslocamento axial
do meio da viga, respectivamente. A soma de w”(x) e w!*(x) resulta em w{“ (x), que
corresponde ao deslocamento transversal no meio da camada k; 1) (z) ¢ a funcgdo de
forma; wb ) (x) é arotagdo devido a flexdo, que corresponde a derivada da linha eléstica,
e w*)(x) é uma rotagdo da se¢do normal ao plano médio devido ao cisalhamento. A
fun¢do g’(z) corresponde a derivada da fun¢do f*)(z), satisfazendo as condi¢des das
superficies superior e inferior livres de tensdo de cisalhamento transversal; ¢! (z) € a
fungio zig-zag e w'*(x) é uma funcio desconhecida relacionada a amplitude do efeito

zig-zag ao longo do comprimento da viga. Por fim, ¢*'(x) é um pardmetro da camada.

5.2 Campo de deformagoes

As expressoes das Equagdes 5.1 e 5.2 foram derivadas para obter as expressoes do
campo de deslocamento, na diregdo axial (&), na dire¢do transversal (¢*) e devido ao

cisalhamento (y"):

e =ul) =u} () =20~ (24 /P @)+ @ O ), (53)
e =u) = gM(2)pl" (x), (5.4)
y® =u® +ult) = gV () (W D)+ 0+ 4L P ). (5.5)

5.3 Campo de tensido

A equacao constitutiva linear no estado plano de tensdes da k-ésima camada/lamina
ortotropica com qualquer orientacdo de fibra em relag@o ao plano x—z pode ser expressa

como:
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(=) =) i
U;Ek) Cu Ci 0 5)(ck)
=(k) =(k)
ng) =Cs Cun 0 8§k) ) (5.6)
(k) =(k) || ,,(k)
T 0 0 Css ||7=

onde, o (x,z) e ) (x,z)representam os componentes do vetor de tensdo normal e

. .= .. .
tensdo de cisalhamento da viga, C; sdo constantes de rigidez do material e &™) (x,z) e

}/(k) (x, Z) representam os componentes de deformagao do material. Assim, temos:

=(k) =(k)
G)(rk) =Cu 6’)(:{) +Ci3 Sik) (5.7)
=(k) =(k)
O'gk) =Ci3 Sj(ck) +Cx Eik) (5.8)
=(k)
Tg) =Css ]/g) (5.9

Substituindo o campo de deformacao (Equagdes 5.3 a 5.5) nas Equacdes 5.7 a 5.9

referentes ao campo de tensao:

o) =G (10 =200 =) (22 e )
(5.10)

=(k)
+Ci3 g (2)p!" (x),

o = C ()~ 2w, () () (4S9 + 40 D ()
(5.11)

=)
+Cx g% (2)9" (%),

=(k)
8 =Css (2@ (@ + @)+ (V). (512)

5.1 Associacio a uma tinica camada e continuidade no cisalhamento

Para simplificar os calculos, algumas imposi¢des foram aplicadas, de modo que
todas as camadas da viga se expressem em termos da camada zero. Para isso, os termos

das equagdes do campo de deslocamento sdo expressos da seguinte forma:

W =40 +Bg", ¢ =Cp”, y'"' =Dy, (5.13)

z
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em que A, By, C € Dy, sdo coeficientes dependentes da camada. Observando as Equagdes

5.13, é possivel constatar que:
A,=1, B,=0, C,=1, D,=1. (5.14)

Impondo a continuidade entre as camadas no campo deslocamentos e tensao de

cisalhamento, temos:

u,f:k)(xvzk) :u)(ckil) (x’ Zk )a (515)
u®(x,z,) =ul"" (x,z,), (5.16)
70(z) =12 (2,), (5.17)

com T (Zk) para camadas positivas (k>0)e 7 (ks )(Zk) para camadas negativas (k£ <0
). Assim, substituindo as Equagdes 5.12 e 5.13 na Equacao 5.17, temos:

—=(k)
Css (g( (—A w(o) Bk(oiox) +Ck¢(°))+ O Dy

zz,z

(5.18)
_EU“') g w—B o0 +C o FED O
—Ls5 (g ( kolW go + lqoz ‘C) ¢zzz k|ll// )
Isolando os coeficientes Ay, B e D;, na Equagdo 5.18, resulta em:
E(m) (k1)
A, =i"()—(Z)Ak;,, (5.19)
Css g¥(z)
Cs " (2)
g z
B, =—2-2—"2(B,~Cyu) )+ Cp» (5.20)
Css g(k)(z)
¢§!‘§”(z)
Dy=—5—— D (5.21)
Cs ¢(k L(2)
Substituindo as Equagdes 5.2 e 5.13 na Equagao 5.16:
W = (A4 A )+ o (B, + B -

+(0z0)(x)( kH)(Zk) (k31) gz (Zk)Ck)'

O termo que acompanha o (/)Z(O) (x) na Equacdio 5.22 é zero, assim Cj, é igual a:
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(kF1)
_ 8 (z;)
= C(k;l)'

- (5.23)
g( )(Zk)

k

~ (k) .
A fungdo f'(z) é a mesma para todas as camadas e consequentemente sua

derivada g (k)(Z) também. Assim as expressoes 5.19, 5.20 e 5.23 podem ser rescritas da
seguinte forma:

=(k¥1)
CSS
A =—5
Css
=(k¥1)
55
B, =—7 (B —1)+1
Css

Ck = C/m =1

A

k¥l

(5.24)

=k
D, - Css ¢ZZ’Z (2) DI@I

=0
Css ¢).(2)

A Equagao 5.22 resulta em:
Wit = Wl (Ak +4,., ) +o” (Bk +B,., ) (5.25)
Substituindo as Equagdes 5.1 e 5.13 na Equagao 5.15:
ul® (x) = ul™ () + W (zk (Aury =4 )+ 4 (20 + 7 PE)) — Ay (20 + 47 (zk)))
+o© (zk (B =D, )+ 2, (B, =Dy )+B.f P (2) = B, f47(2))) (5.26)

‘H//(O) (¢z(zk;l) (Zk )D(k:l) - ¢z(zk) (Zk )Dk )

A partir da Equacdo 5.25 e 5.26 ¢é possivel obter as seguintes relacdes de

recorréncia:
W =+ w® (1-4,) - B, (5.27)
ul (x)=uy” () + W E, +F, +y"" (x)H,, (5.28)

em que:

E, = Ejoy + A4S (2) = Ay /17 (20),
F,=Fyy +B S (2) =B ST (2)), (5.29)
Hy=H ) + ¢z(zkﬂ) (2)Dz — ¢z(zk) (z,)D,,
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E,=0, F,=0, H,=0, (5.30)
Substituindo nas equacdes da cinematica 5.1 e 5.2:

u = (0) = 2 2(0) + WL (@)D (2) + 0, (D) +y 1 (2), (531)

u? =y (x)+uwl” (x)+ g (2)Cpl”, (5:32)

z

em que:

D (2)=E, —z(1-4,)-4,(z+ f*(2)).
n.(2)=F,+zB, - B (z+ f(z)), (5.33)
2(2)=H, +42(2)D,.
Adotando as equagdes da cinematica de forma matricial, onde os termos entre

colchetes representam matriz ou vetor linha e os termos entre chaves representam vetor

coluna:
u® = [ﬂk)}{dz )} + [Ti“}{dfy} , (5.34)

u, =[T,(2)|{d,(x)}, (5.35)

onde:

(=1 x*],
Yz =[-z o¥ 5%, (5.36)
T2)=[1 1 g(2)],

uy(x)
dZ(x) - {y/(x)}’
w, (%)
d, (x)=w, (%), (5.37)
?..(x)

w, (x)
d(x) =y w,(x) .

@.(x)
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5.2 Principio dos trabalhos virtuais

Semelhante ao capitulo anterior, para obter a equagdo de equilibrio ¢ utilizado o
principio da minima energia total, ou seu equivalente principio dos trabalhos virtuais

conforme Equagao 5.38.
AT=0U-0oV =0. (5.38)
A variagdo da energia interna, escrita em fungao de tensdes e deformagdes é

oU = j{&gx}r o, + {582}T o.+ {5;/xz}T 7_dQ. (5.39)

Q

Reescrevendo o campo de deformagdes em formato matricial:

o =S [T J{ds. o+ 1@ J{a L) (5.40)
o _ du,
e === =[1,.(2) J{d, (). (5.41)
du, du, * %) %)
7o =2+ = RO@{d@}+ RV, (5.42)

em que:

RO (2)=[Th(2) ],
R (z) = [Tfi)(x)j|+[Tl(z)]_ (5.43)

Substituindo o novo campo de deformacao (Equagdes 5.40 a 5.42) nas expressdes

do campo de tensdao (Equagdes 5.7 a 5.9):

o, =00 [V (.} +Cu[ 1. )fd)+ 00 [TV @) |d,.,  s49)
0. = [T ]{d,} + Co [1.@] () + 0 [T @) |a. (5:49)

r =Cs [RY()]{d,,} +Co [RY()]{d,). (5.46)

Assim, calculando a energia interna substituindo as expressdes do campo de tensdo

e deformagao na Equacao 5.39:
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+{od, ()} ([N, ]{d, o} +[NV, {dl}+[Nl3]{d2,x}) (5.47)

em que:
L, j'[ (")}Ef)[ (“} L,= [T“Ff?[nzjdA,
y
[T “J cn|T [_(k)}dA 5 [ ik)} ??f?[ ””}dA (5.48)
L= [ o1 e n a1 =[[70] [ s
A

N, = J-T (Z) CB[ (k)(z):ld/l N, = J.T (Z) C33 I:T (Z)]dA

13

2;'—.

(5.49)
N, = j (7.(2)] Cls[ (k)(z)}a’A

P, = j R<k>(z)] Css [R(2)]da, P, = j [R<k>(z)] Cis [R“‘)(z)]dA
4 (5.50)
P, = j R<k>(z)] Ces [R(2) Jda, P j [R(k)(z) CSS [R(")(z)]dA

Aplicando a integragao por partes:

00 = (104 (£ L2 i1

[Nl b+ (L - [R{d} -[B )1, ) as
HOd ) (~[Lo){d e} = [L0o Wy} = [L0){s o} +[B ] ) (5.51)
+[Pn fe})+ ({0} ([} +[La b+ (2] (. }) +
sd,}" (~[L] {dlm Lol{d S~ [Ls]{ds o} +[B){d, . + [ ]{d0})
od,}" ([L,

([ T Y} (210 )
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Seja a viga laminada, submetida a um carregamento distribuido variavel Q, e com

forcas externas T atuando conforma Figura 4, onde o sobrescrito T denota a posi¢ao do

carregamento no topo da viga e {TY(L)}, {7;(0)}, {TZ(L)} e {TZ(O)} sdo forcas de

superficies.

O carregamento ¢ dado por:

hi/2

0.(x,7)= [ O.(x,y,2")dy.

—h/2

Assim a variagao da energia externa ¢ dada por:

oV = —{j(éz (x,2;)6u_(x,z, ))dx

0

(T }ou (L) T}, (1.2)) s

(0} (0.9 0} 0.2

A

ov = Jloa o [1:)] [0.(nz
() || e nw) dAj
+lod,, (1)) ( j ECIRG (L)}dAj
![mz)]T{I;(L)}dAJ
~{oa o)) | [ e {Tx<0>}dA}
~{od, (o))" U [TY‘)@}T (1.0} dA]

—{54(0)}{ [[na) {Tz<0>}a’AJ,

Assumindo que a transporta do vetor do carregamento seja dado por:

[0] =[1,(2)] O.(x,2,).

Assim:

(5.52)

(5.53)

(5.54)

(5.55)
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SV = —(({5011 () [O] )+ {5a, )} [Na ] +{od,, ) [M]
+{od, A [Va] ~{16a,) [N ~{od, (A) [Ma]  (556)
_{5dl(A)}T[I7A] )AL

A=0
com A assumindo valor de 0 ou L. Os esforgos presentes na equacao 5.56 sao dados por:

—Zz

[[7*@ @) da= j{qﬂ“(z)i{g(m} dA=[-M,; Mo My]
! 7(@)
]

_ 1 — — 9T — T
[Ti)(z)} (T.(L)}dA= £ _Z(k)(z)}{E(L)}dA:[NL Mu| =[N.], (538)

(5.57)

. C—

T

1
J‘[Tlm(z)}"T{Tz(L)}dA: 1 }TZ(L)}dA—[IZ V. VﬂT:[IZ}, (5.59)
! 12(2)

 C—

7 (2) T{TX(O)}dA: | (,j (T dAd=[No M| =[No|. (5.60)
A X (2)

A

4 ®(2) (5.61)

=[—]\_/[yo M a0 ]\_/[,70]=[M0] >

j[T“‘)(z)] (T.(0)}d j {(D(k)(z)] (T.(L)}d

1
j[T(z)] {T.(0)}dA = j{ ]T(O)}dA_[VO Vo 175} :[VO]T. (5.62)
g(2)

Assim, substituindo as variacdes da energia interna (Equacdo 5.51) e externa

(Equacao 5.56) na Equacao 5.38, temos:



({60, ([0 (e +[ L 4} + 2 Mo} [N )

N J{d }+ [N (o} - [R ) - [R){s,  -[0] )

[

[

{5d2} ( (Lot [ i} = [Ls K f+ [P ]
[P.]{d,}))dx
({0, (@)
{
[
{

+

+

+

+({ad, (A)T([LH{ L @)} + [ L ){dy (M)} - [ M )
8d,(A)} (~[L]{d) e D)} =[ L, [y (D} =[ L [{ . (M)}
R W +[Rd @ -[ 7]

+{sd,(A)) ([ N @) +[L, ]{dl,xxm)}+[L23]{dz,x<A>}-W]T)I

+
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(5.63)

Aplicando o Lema Fundamental do Calculo Variacional, obtém-se as equagdes de

equilibrio e as condigdes de contorno do problema. As equagdes de Euler-Lagrange sdao

dadas por:
Sw,(x)
(0L ){ e+ [V} + [ ]+ [N )+ [R] {0, ) [0 ) =0,
Sw,(x):
(L} ([0 )+ [0 e [ 20} + [V () + (2] =[] ) = 0,
69, (x):
({0 e} + [0 b (2 [V )+ (1), ) - [0 ) =0
Suy(x):

(1} (<[ o} [0} L H{ o} + [P ]} =0,
Sy (x):

() ([l ) (L) S+ [B]{d +[Ra] () =0,
em que:

[Yl]:[le]_[Pn]Jr[Nn]’ [Yz]:[Nn]_[Ez]’ [Ys]:[le]_[Lzz-

(5.64)

(5.65)

(5.66)

(5.67)

(5.68)
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As condi¢des de contorno do problema sdo dadas no Quadro 4 abaixo:

Quadro 4 — Condigdes de contorno essenciais ¢ naturais.

Essenciais Naturais

§ (10 O)([2]{dhu) + L] A} + L] {ds(8)) [ M4 )
W, [0 1 OJ([L J{d, )+ (2014, A +[2]{ds, ()} =[ M ]
[0 0 (L J{dy )+ L) @)+ (L) ()] -[4, ])
_[Lll { lx‘oc(A)} [le {dlx(A)}_[LB]{dZ,H(A)}

[1 0 0] —

i +[ 1 {d1 (A)} PIZ] dz(A)}_[VA}
[ )} = [Lo]{d @) = [25]{d ()]

[0 1 0] — 7

K +[RJ{d @) +[R] (@)} [V ]
00 —[L,]{d, (D} -[ L] {dlx(A)}—[LT]{dz,xx(A)}

. +[R){d, )} +[R.]{da(A)} - [ 7]

U, [1 o]{[LZI]{dW(A)}+[L22]{d1,”(A)}+[L23]{d2,x(A)}—[JT/A]T}
Y o 1]{[221]{511,”@)} [ Lo {dy ()} +[ L2 ]{d,, 1) —[NA]T}

Fonte: Autor (2023).

Aplicando a procedimento de Navier, os campos de deslocamentos e o

carregamento sdo aproximados pelas seguintes séries de Fourier:

= dF

u=y A —=, 5.70
Z L (5.70)

w, = > C,F,(x), (5.71)
m=1

w =D F (%), (5.72)
m=1

Q= iHmFm (x), (5.73)



68

= dF
— K m )
7 Zl o (5.74)
3C,E, ()
w, (x) m: . C,
{d)}=w,(x) =1 D, F,(x) = > 1D, tF,(x), (5.75)
o.(x)] |" " H
> H,F,(x)
Cm
{d"}=1D, . (5.76)
Hm
{d}={d"} F,(x), (5.77)
u() | & 4, dF,,
{dz}_{w(x)}_;{Km} o (5.78)

{dy} = {zm } (5.79)

{d,) :g{d;'}dg;", (5.80)

em que F, depende da vinculagdo de apoio. Escrevendo o carregamento em série de

Fourrier para o tipo de vinculagdo simplesmente apoiado:

F, (x) = sen(4,x), (5.81)

q(x)= 2Qmsen (A,x), (5.82)

[0] =[1)] 9 =[e(x) q(x) g(z)9x)] , (5.83)
[o] =[1 1 g(z)]TiQmsen(/lmx). (5.84)

m=1

Assim, substituindo as expressdes acima nas Equagdes de equilibrio (Equagdes

5.64-5.68), resulta no seguinte sistema de equagoes:



(LS} e ] S ]
SIA)ALAEEEN
d°F £ d’F,

—[LZI]g{dlm}K;”_[Lzz»]z‘,{d;} i +[Y3]i{dlm}d_;

m=1 X m=1
(o) AF,
+[P22]Z_;{d2} =0

d*‘F . szm
dxm+[Y]mZ:{d} I’

i{d”}Fm(x) T(Z)] (ZQ,nsen(ﬂmx)

resultando no seguinte sistema matricial:

(ki [K2), {{df"}} ) {[TI@]T Qmsen(ﬂmX)}
(Kl [Ka L, ] o)

onde:
d*F,
[Lll] dx [ [N12]F;n (X),
m d F;n szm
K} :[LIS] it +[YZ] PR
. d’F dF
K21 :_[Lzl] dx3m +[}’3] d):l ’
” d’F, dF,
Kzz = _[Lza]ﬁ*'[gz]g-

-
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(5.85)

(5.86)

(5.87)
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6 DESENVOLVIMENTO DA FOMULACAO PARA VIGAS DE
ALTA ORDEM CONSIDERANDO CONTINUIDADE DE
CISALHAMENTO - MODELO 3

6.1 Consideracoes iniciais
Considerando uma viga de comprimento L, altura s e espessura b, sujeita a
carregamento transversal q(x) por unidade de comprimento. A viga ¢ composta por N

camadas ortotrdpicas perfeitamente unidas entre si, em que cada camada ¢ denotada pelo

subscrito (k) O desenvolvimento desse modelo foi feito com base no trabalho publicado

por Chen e Huang (2023) e o sistema de coordenadas adotado ¢ detalhado na Figura 7

abaixo:

Figura 7 - Caracteristicas geométricas da viga laminada com N camadas.

h : :
Zk—1
k
Zy
ZN-1
v N ZN
L

O modelo cinematico ¢ proposto da seguinte forma com base em Chen ¢ Huang
(2023):

u (x,2) =1y (0) +20,() + 4 (D () +EP () (2 (2)) +7 @) (P (2)) . 6.)

u, (x)z w, (x) (6.2)

Os deslocamentos axial (") e transversal (u,) dependem da camada da viga,
variandode k=1 a k=N, onde u,(x) e w,(x) sdo os deslocamentos axial e transversal
no eixo centroidal da viga, respectivamente; @_(x) corresponde a rotacdo devido a flexao;

¢ (z) ¢ a fungdo zig-zag e w (x) é uma fungio desconhecida relacionada a amplitude



71

(k)

do efeito zig-zag ao longo do comprimento da viga. £* (x)e 7, (x)sdo fungdes de x

a serem determinadas. o'’ (z) é um parametro que denota a coordenada local na k-ésima

camada, que ¢ dada por:

kD) )
2%tz .
a® =z 20 <z <20, (6.3)

6.2 Campo de deformacgdes

As expressoes das Equacdes 6.1 e 6.2 foram derivadas para obter as expressdes do

campo de deslocamento, na dire¢do axial (5£k)) e devido ao cisalhamento (7/)(;) ):

e =ul) =u, (1) +20, () +¢L @ () + 0@ () (2))] 6.4)

B (a® (2)

ye =ullu., =0.()+40 w0 +25" () (2)al’ (2)

’ , (6.5)
+377£k) (x) (a(k) (z)) a,(zk) (Z) +u_, (x)

6.3 Campo de tensoes

A equacgdo constitutiva linear no estado plano de tensdes da k-ésima camada/lamina
ortotropica com qualquer orienta¢do de fibra em relacdo ao plano x—z pode ser expressa

como:

o] _[a o |[e
S B

Xz

(6.6)

onde, o) (x,z) e g (x,z) representam os componentes do vetor de tensdo normal e

tensdo de cisalhamento da viga, a,- sdo constantes de rigidez do material e g™ (x,z) e

y® (x,z) representam os componentes de deformagdo do material. Assim, temos:

k)
o® =W (6.7)

x x 2

=00y, (6.8)

pv4 Xz

Os coeficientes da matriz de rigidez reduzida ng) sao calculados a partir redugao

da Equag¢do 4.12 da seguinte forma:
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=) \?
—w Cis

O =Ciy +~—, (6.9)

=(k)
Cs

) Ces (6.10)

Dessa forma, as equacgdes constitutivas podem ser reescritas da seguinte forma,

substituindo as expressoes do campo de deformagdo (Equagdes 6.4 a 6.5):

o =0 (1, (0)+ 20, (04 @, (0 + E0 ) () (2))

. (6.11)
(@ (2))'),

79 = 0P (0,(x)+ ¢L (D (1) + 260 (a® (2)a (2)

) , (6.12)
300 (a0 (2) @ (2) 4, (+)

6.4 Imposicao da continuidade de tensoes

Para impor a continuidade de tensdes da interface e a tensdo de cisalhamento

transversal livre nas superficies superior e inferior da viga, temos as seguintes equagoes:

z')(;)(z:z(o)):rg) (z:z(3’):0, (6.13)
uf)(Z=Z“))=uf)(z=z(”);uf) (Z:Z(Z)):u)(f) (z =z(2)), (6.14)
0 (z=20) = (2220 )22 (2220) =0 (z=27). (619)

Substituindo as Equagdes 6.12 na Equacdo 6.13, temos:
9 (14,2 ()220 (1) (=) (=)

+37" (x)(a(l) (z(o) ))2 a!! (z(o) )) =0,

(6.16)

0 (e ()220 ()0 () (=)

+3" (x)(a(3) (2(3) ))2 o) (2(3) )j =0,

(6.17)

em que ¥, ¢ a média da deformagdo de cisalhamento que ¢ dada por 6, +u._, .

Substituindo as Equagdes 6.1 na Equacao 6.14, temos:
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8w+ 0@ (@ () 4l o (20)) -

, . (6.18)
8 0+ (@ (7)) + 00 (@ (7))
2 3
A0 (0 + 20 (a (7)) #0200 (o (7)) =
(6.19)
2 3
80 () + 0 )@ (7)) +20 0) (2 (7))
Substituindo a Equagdo 6.12 na Equagdo 6.15, temos:
970+ 00w () 4260 (0 () ()
4300 ) (=) ))2 o (2 ))

(2) @ () ) @ (M), (0 (6:20)
= 55 (7/0+¢zz,z(z )l//(x)+2§x (X)a (Z )a,z (Z )
#3770 (= ))2 o (= ))

2 (7, + 42 w0+ 262 (00 (27 ) (7))
o ()] a2 ()
3 i (6.21)
=0 (7 + 42 GO () + 26 (0 () ()
2
430 (7)) ag>(z<z>)j.
Reescrevendo as equacdes em formato matricial:

_ - g(l)

D, 0 0 D, 0 0 x K

o o b, o o D& |F

D3l D32 0 D34 D35 O é:)ES) — F; 622

O D42 D43 0 D45 D46 77(1) F:t ( . )

Dy, D, 0 Dy, Dy O 77(2) E;

L 0 Dy, Dy 0 Dy Dy | 77(3) F

em que:
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D, =0 3( oV (Zm )) o) (Zu)), D, =—Q% 3( o (Zm )) ) (Zm),
D, = 2Q(2) (Z )0!,(22) (2(2))’ D, = —2Q5(?0{(3) (Z(z) )a’;) (Z(z) )’

_ 3Q<z>( (z(2>))2 o) (=),

3Q<s>( ) )))2 a(2), (6.23)
F==7,~y g ("), B =1, w8 (9),
F=p (02 ()42 (")), Fo=p@) (42 (27) -4 (=), 624)
Fy=7,(0% - “))+t//(x)(¢ifl(z )0D - 4. )Q(”),
Fy=70(08 =08 ) +w () (#2. ™03 —42.2:"h08)
Resolvendo o sistema matricial da Equacao 5.28, tem-se:
W =Wy by k=1,2,3, (6.25)
" =aVy + by k=1,2,3, (6.26)

em que al(k) , agk), bl(k)e bgk)sﬁo constantes.

Substituindo as Equagdes 6.28 e 6.29 na Equagdo 6.1, a cinematica pode ser

reescrita da seguinte forma:
ul (x,2) = 1, (x) +20,(x) + ¢ (2D (x) + P1y, (1) + 0P (x),  (6.27)

u, (x) =W, (x), (6.28)

em que:
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X

PO = (0 (2)) +al (@ (2)) . (6:29)

3

09 =4O () () +59 (=) (630

Para simplificar as operagdes subsequentes:

e =[70() ]l @ [F @) ), 63D
u,(x)=[L,){d, (x)}. (6.32)
onde:
(19 (z)]=[1 z+PY ¢P@+0" 0], [19(z)]=[0 0 0 PV],
ty () ty ()
F1=00 0 0 1 {aW)={ ] W)= o

w(x) w. (%)

Reescrevendo o campo de deformagdes em formato matricial:

& =[10 () J{a. ()} + [ 70 () J{er () (634)
O=[70 ) e ()T i () 635

onde [f(k) (z)} = [Tz(f;) (z)] + [T;kq :

Substituindo o novo campo de deformagdo (Equagdes 6.33 a 6.34) nas expressoes

do campo de tensao (Equagdes 6.7 a 6.8)

O =0 ([19 () [{e N+ [T () [{dr )}) (636)

o

6 Z o ([Tlfb (2)){d ()} +[;<k> (Z)}{dl’x (x)}j. 6.37)
6.5 Principio dos trabalhos virtuais

As equagoes de equilibrio podem ser derivadas do principio da energia potencial

total minima:

N=U+V, (6.38)
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em que [1 denota a energia potencial total, U ¢ a energia de deformagédo e ¥ o trabalho

realizado por cargas externas.

A energia de deformacdo total armazenada na viga ¢ dada por:

0= (e} [t e} [ oo ©3)

4

Substituindo as Equagdes 6.33 a 6.36 na Equagao 6.38:
U= % i ( o ({dl,x O [19()] 19 (2)]{d, ()}
+d,, (x)) 1 (Z)T [7(2) {d... (x)}

(6.40)

O trabalho realizado por cargas externas:

j [T] q x)dx (6.41)
O principio dos deslocamentos virtuais afirma que se a viga estiver em equilibrio
devemos ter
Al =0oU+5V. (6.42)
6.6 Solucao usando o método de Ritz

Aplicando o procedimento de Ritz, os campos de deslocamento sdo aproximados

por:
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-3 (W 0= S (W v ()= S (o
wo(x)= Y 24, (W,

m=1
onde x, (x) , Xo (x), Xy (x) e X (x) sdo fungdes admissiveis que foram apresentadas

no Quadro 3. U , W @ v e ¢ sioparametros desconhecidos a serem determinados e

m ¢ o nimero de termos da série. Os vetores do campo de deslocamentos sdo

aproximados da seguinte forma:

14y (%) X, (¥)U,,
LAY 5 . (x)0, | & =
{d}= ) Zl -G, _;[Il]m{dl}m, (6.44)
w(x) 2. (X)W,
em que:
2. (x) 0 0 0 U,
—1 | 0 g(x) o 0 —\ e,
(x]= Y ) o | (@)} = MO
i 0 0 z,(x)] w,

Substituindo os campos de aproximagdes na Equacdo 6.38 da energia de

deformacao:
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n 2 (i} D dQ, (6.46)

v=-[{a} [T] q(x)dx. (647)

As equagdes governantes podem ser obtidas utilizando a Equagdo 4.43 que usa o

principio de Lagrange, assim:

oIl ou ov
= + =0

=—+—=0, (6.48)
oP oP' oP
em que:
u}"
R
{P}=1" (6.49)
v,
w,



oU
- 5mr
8{6_11} au"
0
0
_ 50 0 0
8{611} _ 6_6;” _ é‘mr 5 1
=
0
~ 0 0 0
8{611} _ 5((/1 _ 0 _s 0
v, 5,0 e[ !
0 0 0
B 0 0 0
a{d1} _ g _ 0 _s 0
ow, oW 0 "0
WT o, 1
o{d:}
) =5, (L),
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(6.50)

(6.51)

Substituindo a Equacdo 6.50 nas Equacgdes 6.46 e 6.47 fazendo as seguintes

simplificagdes:

(6.52)
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Assim:

T [ [ @] [ @) 1),

L} J_(I]T [Tz(k)(z)]T[Tl<k)(z): 7] (@)

SIS ILECIHLECIEMACIN
][0 )][z] (@)

(6.53)

v 3{a) [n] 1] a()as (6.54)

Colocando em evidéncia o vetor constante e separando os termos depende da

variavel de integragao:

T Z[I 1y e e, dx} (6.55)
g_g - _E{If}r [0 ] [7] a(x)ax. (6.56)

em que:

[+ <[z ] [al[2 ], [ ] (][] +
Sz 412 ] 2] [4)[72.] +
Ha] B8] x], [z B 2.] +
Sz ] 181z] 2] 18]z.] -

em que as integrais de area sdo dadas por:

(6.57)




Assim, substituindo as Equagdes 6.55 ¢ 6.56 na Equacao 6.49:
n (L m (— -
0 E{[] (a0 [T (8 ateyaeo
m=1\_0 0

Resultando no seguinte sistema:

onde:

81

(6.58)

(6.59)

(6.60)

(6.61)
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7 RESULTADOS

7.1 Analise comparativa

Foi realizada uma analise comparativa utilizando o trabalho de Pagano (1969) como
referéncia. Nesta analise foi medida a precisdo dos resultados para os deslocamentos,
tensdes normais axial, tensdes normais transversais e tensdes cisalhantes tanto para
camadas regulares quanto nao-regulares. Adicionalmente, foi analisado a dependéncia
dos resultados quando ¢ variada a fun¢do de forma de cisalhamento e a fun¢do zig-zag na
cinematica de alta-ordem com e sem consideragdo da continuidade da tensao cisalhante.
Apos a andlise da precisdo quando ¢ variada a funcao de forma de cisalhamento e a funcdo
zig-zag, foi observado o comportamento dos resultados quando considera ou nao o efeito

quase-3D. Foram utilizadas as seguintes grandezas adimensionalizadas:

UP(x,z)= uik)z():;qZ)Ey (6.1)
0

W (x,z) = IOOEy:;:’ii) (%:2) (6.2)
o (x,2) = % (6.3)

5
aif) (x,2)= % (6.4)

0
£ (x,7) = % (6.5)

b

em que £ ¢ o modulo de Young na diregéo y e ¢, corresponde a intensidade maxima do

carregamento.
7.2 Exemplos

Foi utilizada uma viga com trés camadas sujeita a um carregamento senoidal com
vinculacao simplesmente apoiada, se¢ao transversal retangular com largura b e altura total
h. Foi adotada a orientagdo de fibra 0°/90°/0°, com duas configuragdes de laminas
diferentes (hi-h2-h3), 1-1-1 (configuragdo simétrica) e 2-1-1 (configuracao assimétrica),

como mostra a Figura 8:
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Figura 8 — Exemplo de viga utilizada.

A 0° hs

h 90° h,

v 0 hy
. LA

7.3 Analise por modelo sem continuidade do cisalhamento — Modelo 1

Os erros relativos para esse modelo estdo apresentados nas Tabelas 1 a 7 abaixo.
As abreviagdes Red e Sol, nas tabelas, sdo referentes as fungdes f(z) de Reddy (1990) e
Soldatos (1992), respectivamente. E as abreviacoes Mur, Zhen, Seno e Hiper sdo
referentes as fungdes zig-zag de Murakami (1986), Zhen et al. (2018), Leite e Da Rocha
(2023) e Leite (2022), respectivamente. O erro foi calculado com base na métrica WAPE
(Weighted Absolute Percentage Error - Erro percentual absoluto ponderado), dado por:

2,
J=1

X, —Xj‘
2l

i

WAPE(%) =100

em que, X; ¢ o valor calculado nesse trabalho e X ; 0 valor calculado por Pagano.

Também serdo apresentados os resultados quando o efeito quase-3D ¢
desconsiderada na analise para laminado com 3 camadas com configuracdes regular (1-
1-1) e ndo-regular (2-1-1). Nas tabelas abaixo mostram os valores da métrica WAPE para
diversas combina¢des de formulacdes. Na Tabela 1, para x = L, ¢ mostrado a norma
WAPE para o deslocamento axial. Em z = 0, na Tabela 2, os resultados da norma WAPE
para o deslocamento transversal. Em x = L/2, os resultados WAPE para a tensao normal
longitudinal, tensdo normal transversal por equacdo de equilibrio e pelo modelo
constitutivo sao mostrados nas Tabelas 3-5, respectivamente. E em x = 0, nas Tabelas 2,
6 ¢ 7 mostram o valor da métrica WAPE para o deslocamento transversal e a tensao
cisalhante calculado pela equagdo de equilibrio e pelo modelo constitutivo,

respectivamente.



Tabela 1 — WAPE para deslocamento axial, U, (L, z).
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Tipo de Configuragao Red Red Red Red Sol Sol Sol Sol
analise . :
+Mur +Zhen +Seno +Hiper +Mur +Zhen +Seno +Hiper
Com efeito 1-1-1 11,84% 7,41% 7,15% 4,09% 11,78% 7,27% 7,02% 3,91%
Quase-3D
2-1-1 26,80% 16,25% 14,40% 10,62% 26,52% 15,81% 13,97% 10,15%
Sem efeito 1-1-1 11,79% 7,14% 7,12% 4,28% 11,73% 7,00% 7,01% 4,19%
Quase-3D
2-1-1 26,24% 15,34% 13,53% 10,05% 25,97% 14,92% 13,13% 9,64%
Tabela 2 — WAPE para deslocamento transversal, W, (x, 0).
Tipo de Configuragio Red Red Red Red Sol Sol Sol Sol
analise
+Mur +Zhen +Seno +Hiper +Mur +Zhen +Seno +Hiper
Com efeito 1-1-1 3,36% 1,10% 1,79% 0,19% 3,31% 1,04% 1,74% 0,17%
Quase-3D
2-1-1 6,19% 2,87% 3,31% 1,76% 6,09% 2,78% 3,23% 1,70%
Sem efeito 1-1-1 2,70% 0,43% 1,12% 0,48% 2,65% 0,38% 1,08% 0,49%
Quase-3D
2-1-1 6,19% 2,87% 3,31% 1,76% 6,09% 2,78% 3,23% 1,70%
Tabela 3 — WAPE para tensdo normal longitudinal, o,,(L/2, z).
Tipo de Configuracio Red Red Red Red Sol Sol Sol Sol
analise . .
+Mur +Zhen +Seno +Hiper +Mur +Zhen +Seno +Hiper
Com efeito 1-1-1 9,16% 6,98% 6,33% 3,00% 9,10% 6,82% 6,20% 2,74%
Quase-3D
2-1-1 13,20% 9,72% 8,96% 6,21% 13,11% 9,52% 8,77% 5,99%
Sem efeito 1-1-1 8,67% 6,29% 5,79% 2,24% 8,62% 6,14% 5,66% 2,02%
Quase-3D
2-1-1 12,88% 9,30% 8,61% 5,77% 12,78% 9,08% 8,42% 5,59%
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Tabela 4 — WAPE para tensdao normal transversal por equacao de equilibrio,

02a(L/2,2).
Tipo de Configuracio Red Red Red Red Sol Sol Sol Sol
analise . )
+Mur +Zhen +Seno +Hiper +Mur +Zhen +Seno +Hiper
Com efeito 1-1-1 0,42% 0,59% 0,45% 0,32% 0,42% 0,58% 0,44% 0,30%
Quase-3D
2-1-1 1,82% 0,70% 0,73% 0,70% 1,81% 0,69% 0,72% 0,69%
Sem efeito 1-1-1 0,39% 0,54% 0,41% 0,28% 0,39% 0,53% 0,40% 0,27%
Quase-3D
2-1-1 1,82% 0,70% 0,73% 0,70% 1,81% 0,69% 0,72% 0,69%

Tabela 5 — WAPE para tensdo normal transversal pelo modelo constitutivo,

0,q(L/2,2).
Tipo de Configuragio Red Red Red Red Sol Sol Sol Sol
analise . .
+Mur +Zhen +Seno +Hiper +Mur +Zhen +Seno +Hiper
Com efeito 1-1-1 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100%
Quase-3D
2-1-1 84,98% 84,52% 84,40% 84,23% 85,05% 84,58% 84,46% 84,29%
Sem efeito 1-1-1 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100%
Quase-3D
2-1-1 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100%

Tabela 6 — WAPE para tensdo de cisalhamento por equacdo de equilibrio, 7,,4(0, z).

Tipo de Configuragio Red Red Red Red Sol Sol Sol Sol
analise .
+Mur +Zhen +Seno +Hiper +Mur +Zhen +Seno +Hiper
Com efeito 1-1-1 1,44% 2,11% 1,66% 0,93% 1,43% 2,07% 1,61% 0,85%
Quase-3D
2-1-1 531% 3,06% 2,86% 2,38% 5,28% 3,01% 2,82% 2,32%
Sem efeito 1-1-1 1,28 1,91 1,46 0,73 1,26 1,87 1,42 0,66
Quase-3D

2-1-1 5,40 2,87 2,68 2,20 5,37 2,83 2,64 2,15
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Tabela 7 — WAPE para tensdo de cisalhamento pelo modelo constitutivo, T,,,(0, z).

Tipo de Configuragao Red Red Red Red Sol Sol Sol Sol
analise i
+Mur +Zhen +Seno +Hiper +Mur +Zhen +Seno +Hiper
Com efeito 1-1-1 22,16% 11,32% 15,08% 3,64% 22,01% 11,03% 14,89% 3,36%
Quase-3D
2-1-1 25,80% 14,24% 16,21% 9,96% 25,56% 13,88% 15,94% 9,63%
Sem efeito 1-1-1 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100%
Quase-3D
2-1-1 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100%

A partir dos resultados, pode-se concluir que a fungado f(z) de Soldatos (1992) em
conjunto com a fung¢do zig-zag hiperbdlica-exponencial produziram resultados melhores
em todos os campos de resposta, garantindo uma maior precisdo. Outro ponto a ser
observado ¢ a diferenca entre os campos de tensdo normal transversal e cisalhamento
quando calculados pela equagao de equilibrio e pelo modelo constitutivo, apontando uma
inconsisténcia no calculo pelo modelo constitutivo. Essas observagdes sdo corroboradas
com a andlise qualitativa por meio dos graficos das Figuras 9 a 15 abaixo, com valores

adimensionalizados considerando a configuragdo de camadas 1-1-1 (altura regular).

Observa-se que a combinag¢do Sol+Hiper apresentaram os valores mais baixos para
o erro calculado pela metrica WAPE. O erro em alguns campos de respostas foi menor
apos desconsiderar o efeito quase-3D, porém os resultados quando calculados pelo
modelo constitutivo foram totalmente discrepantes. Mostrando que as tensdes obtidas
pelos modelos constitutivos perdem a capacidade de satisfazer as equacdes de equilibrio

em tensao.

Também ¢ possivel verificar que quando a camada ¢ regular o modelo considerando
com efeito quase-3D apresentam menores valores do WAPE para os campos de
deslocamentos. No entanto, para os campos de tensdao o modelo sem o efeito quase-3D
apresentou menores valores do WAPE. Quando ¢ considerada configuracdo da camada
ndo-regular 2-1-1, observa-se nas Tabelas 1-7 que os modelos sem efeito quase-3D
apresentam resultados ligeiramente menores do WAPE quando comparado com o modelo
com efeito quase-3D. Exceto nas andlises quando os campos de tensao cisalhante e tensdo
normal transversal sdo calculados pelo modelo constitutivo, em que o modelo sem efeito

quase-3D mostrou-se pior que o com efeito quase-3D.
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Figura 9 — Deslocamento axial U,gk) (L, z), configuragio 1-1-1. A esquerda funcio de
Reddy e a direita fungdo de Soldatos.
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Figura 10 — Deslocamento transversal Wa(k) (x,0), configuragdo 1-1-1. A esquerda

funcdo de Reddy e a direita fungdo de Soldatos.
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L L

Figura 11 — Tensao normal longitudinal cr)g;) (L/2, z) configuragdo 1-1-1. A esquerda
funcdo de Reddy e a direita funcao de Soldatos.
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Figura 12 — Tensao normal transversal az(g) (L/2,z) (equagdo de equilibrio),
configuracdo 1-1-1. A esquerda fun¢do de Reddy e a direita funcdo de Soldatos.
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Figura 13 — Tensdo normal transversal GZ({:) (L/2,z) (modelo constitutivo),
configuracdo 1-1-1. A esquerda fungdo de Reddy e a direita fun¢ao de Soldatos.
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Figura 14 — Tensao de cisalhamento t
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(0, z) (equacdo de equilibrio), configuragao 1-

1-1. A esquerda funcdo de Reddy e a direita fungdo de Soldatos.
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Figura 15 — Tensao de cisalhamento r§’21 (0, z) (modelo constitutivo), configuragdo 1-

1-1. A esquerda fungdo de Reddy e a direita fungdo de Soldatos.

0,5 E 0,5r g
0,25 0,25
N 00} E N 00} .
Pagano
—u— Red+Mur —u— Sol+Mur
—o— Red+Zhen —o— Sol+Zhen
-025 o Red+Seno =025} _o_ Sol+Seno
—*— Red+Hiper —*— Sol+Hiper
-0,5 F 1 1 1 1 1 7 -0,5 —I 1 ° 1 » 1 1 1 1
-0,5 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 -0,5 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5
ti';’a(o,z) ‘rf(';’a(o,z)

Os graficos acima mostram os campos de resposta para um valor fixo na direcao
longitudinal da viga e varidvel na diregdo transversal. Observa-se que a combinacdo das
funcdes Sol+Hiper apresenta uma melhor concordincia da tensdo de cisalhamento
calculados pelo modelo constitutivo frente as outras fungdes ZZ, porém ainda apresenta
descontinuidade no grafico e erros superiores quando calculado pela equagdo de
equilibrio. Nas Figuras 16-22 estdo as variagdes dos campos de respostas ao longo de
toda viga, calculadas por meio das fungdes Sol+Hiper, que obtiveram o melhor
desempenho, e pelos resultados de referéncia de Pagano (a direita de cada figura).

Figura 16 — Variacio do deslocamento axial, configuragio 1-1-1. A esquerda modelo
Sol+Hiper e a direita Pagano (1969).
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Figura 17 — Variagio do deslocamento transversal, configuragdo 1-1-1. A esquerda
modelo Sol+Hiper e a direita Pagano (1969).

Figura 18 - Variagdo da tensdo normal longitudinal, configuragio 1-1-1. A esquerda
modelo Sol+Hiper e a direita Pagano (1969).

Figura 19 — Variagdo da tensdo normal transversal por equagao de equilibrio,
configuragdo 1-1-1. A esquerda modelo Sol+Hiper e a direita Pagano (1969).
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Figura 20 — Variagao da tensao normal transversal pelo modelo constitutivo,
configurag¢do 1-1-1. A esquerda modelo Sol+Hiper e a direita Pagano (1969).
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Figura 21 — Variagdo da tensdo de cisalhamento por equagéo de equilibrio,
configura¢do 1-1-1. A esquerda modelo Sol+Hiper e a direita Pagano (1969).
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Figura 22 — Variacdo da tensdo de cisalhamento pelo modelo constitutivo, configuracao
1-1-1. A esquerda modelo Sol+Hiper e a direita Pagano (1969).
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As imagens mostradas nas Figuras 16 a 22 proporcionam uma compreensao mais

aprofundada do comportamento dos campos de tensdes e deslocamentos, permitindo uma

comparagdo abrangente da distribuicdo ao longo de toda a viga. Os resultados apontam

uma boa precisdo da combinacdo Sol+Hiper ao longo da viga, e ndo em localizagdes

isoladas, quando contrastados com os de referéncia, com excecdo da tensao transversal

calculada pelo modelo constitutivo. A distribuicdo do cisalhamento pelo modelo

constitutivo apresenta uma tendéncia de concordancia ao formato de referéncia, mas com

valores ndo precisos.
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Na sequéncia ¢ realizada a analise da configuragdo assimétrica 2-1-1. Os graficos
abaixo mostram a variacdo ao longo da dire¢do transversal para ponto fixo na direcdo
longitudinal. As Figuras 23 a 29 mostram a comparacao dos diversos modelos propostos
e o de Pagano (1969) para o deslocamento axial, deslocamento transversal, tensao normal
longitudinal, tensdo normal transversal pela equag¢do de equilibrio, tensao normal
transversal pelo modelo constitutivo, tensdo de cisalhamento pela equagdo de equilibrio
e tensdo de cisalhamento pelo modelo constitutivo, respectivamente. E as Figuras 30-36
mostram a variagao dos campos de respostas ao longo de toda viga, sendo a esquerda os

resultados obtidos pelo modelo Sol+Hiper e a direita o de referéncia de Pagano (1969).

Figura 23 — Deslocamento axial U ék) (L, 2), configuragio 2-1-1. A esquerda funcio de
Reddy e a direita funcao de Soldatos.
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Figura 24 — Deslocamento transversal Wx(f ) (x,0), configuragdo 2-1-1. A esquerda
funcdo de Reddy e a direita funcao de Soldatos.
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Figura 25 — Tensao normal longitudinal a,gs) (L/2, z), configuragdo 2-1-1. A esquerda
funcdo de Reddy e a direita fungdo de Soldatos.
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Figura 26 — Tensdo normal transversal O'Z(Z) (L/2,z) (equacdo de equilibrio),
configuragdo 2-1-1. A esquerda fungdo de Reddy e a direita fungio de Soldatos.
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Figura 27 — Tensao normal transversal O'Z(Z) (L/2, z) (modelo constitutivo),
configuracdo 2-1-1 A esquerda func¢do de Reddy e a direita fun¢ao de Soldatos.
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Figura 28 — Tensao de cisalhamento r,ﬁ’;ﬂl (0, 2) (equacao de equilibrio), configuragao 2-
1-1. A esquerda fungdo de Reddy e a direita fungdo de Soldatos.
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Figura 29 — Tensao de cisalhamento T,(C’;?l (0, z) (modelo constitutivo), configuragao 2-
1-1. A esquerda fungdo de Reddy e a direita fungdo de Soldatos.
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Figura 30 — Comparacao da distribui¢ao do deslocamento axial, configuracao 2-1-1. A
esquerda a combinag¢do Sol+Hiper e a direita Pagano (1969).
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Figura 31 — Comparacao da distribui¢do do deslocamento transversal, configuragio 2-
1-1. A esquerda a combinagdo Sol+Hiper e a direita Pagano (1969).

Figura 32 — Comparagdo da distribui¢do de tensédo normal longitudinal, configuragdo 2-
1-1. A esquerda a combinagdo Sol+Hiper ¢ a direita Pagano (1969).




96

Figura 33 — Comparacao da distribui¢ao da tensdo normal transversal (equagao de
equilibrio), configuragdo 2-1-1. A esquerda a combinagdo Sol+Hiper e a direita Pagano
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Figura 34 — Comparacao da distribui¢do da tensdo normal transversal (modelo
constitutivo), configuragdo 2-1-1. A esquerda a combinagdo Sol+Hiper e a direita
Pagano (1969).
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Figura 35 — Comparacao da distribuicao da tensao de cisalhamento (equacao de
equilibrio), configuragao 2-1-1. A esquerda a combinagdo Sol+Hiper e a direita Pagano
(1969).
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Figura 36 — Comparacao da distribui¢ao da tensao de cisalhamento (modelo
constitutivo), configuracdo 2-1-1. A esquerda a combinag@o Sol+Hiper e a direita
Pagano (1969).
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Nota-se que a formulacdo utilizando altura de camadas ndo-regulares mantém um
padrdo semelhante ao das camadas regulares, embora apresente erros maiores quando
comparados as camadas regulares. Essa discrepancia ¢ particularmente evidente no
deslocamento axial. No campo de cisalhamento calculado pelo modelo constitutivo para
camadas nao-regulares, a fun¢do hiperbdlica-exponencial teve dificuldade em

acompanhar o formato do grafico no campo de cisalhamento, como era esperado.

Virios trabalhos que fazem uso da teoria zig-zag s6 conseguem apresentar bons
resultados quando calculados pelas equagdes de equilibrio. Para contornar esse problema,

foi utilizada o segundo modelo com imposi¢do de continuidade no cisalhamento.
7.4 Andlise com continuidade do cisalhamento — Modelo 2

A mesma estrutura das analises anteriores, ver Figura 8, ¢ realizada para comparar
os diversos combinacdes com funcdes zig-zag, com continuidade da tensdo de
cisalhamento na regido entre camadas, € 0 modelo proposto por Han ef al. (2018) em que
ndo sdo incorporadas funcdes zig-zag adicionais. As analises foram feitas para laminados

regulares (1-1-1) e ndo-regulares (2-1-1).

Nas Tabelas 8-14 apresentam os valores para a métrica. WAPE de diversos
combinagdes propostas € o de Han et al. (2018), este ultimo aqui denotado por Sol + Sem
77, por utilizar a fungdo de forma de cisalhamento proposta por Soldatos, o que torna
uma modifica¢do ao trabalho de Han ef al. (2018). Nestas tabelas sdo apresentados os
resultados para o deslocamento axial, deslocamento transversal, tensdo normal
longitudinal, tensdo normal transversal pela equag¢do de equilibrio, tensao normal
transversal pelo modelo constitutivo, tensdo cisalhante pela equagao de equilibrio e tensao

cisalhante pelo modelo constitutivo, respectivamente.
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Tabela 8 — WAPE para deslocamento axial, U C(lk) (L, 2).

Configuragio Red Red Red Red Red Sol Sol Sol Sol Sol

+Mur  +Zhen  +Seno +Hiper +Sem ZZ +Mur  +Zhen +Seno  +Hiper +Sem ZZ

1-1-1 11,54% 11,75% 19,63%  22,86% 23,81% 11,49% 11,86%  19,59%  22,47% 23,55%

2-1-1 17,38%  24,43% 24,04%  22,62% 24,25% 17,38%  2420% 23,91%  22,25% 24,06%

Tabela 9 — WAPE para deslocamento transversal, Wx(f ) (x,0).

Configuragio Red Red Red Red Red Sol Sol Sol Sol Sol

+Mur  +Zhen  +Seno +Hiper +SemZZ  +Mur  +Zhen +Seno +Hiper +Sem ZZ

1-1-1 1,55% 1,79% 3,07% 3,25% 3,91% 1,53% 1,82%  3,02% 3,13% 3,81%

2-1-1 351%  5,26% 5,23% 4,35% 5,46% 349%  520%  5,16%  4,23% 5,36%

Tabela 10 — WAPE para tensdao normal longitudinal, O',EZ) (L/2,2).

Configuragio Red Red Red Red Red Sol Sol Sol Sol Sol

+Mur  +Zhen  +Seno +Hiper +Sem ZZ +Mur +Zhen  +Seno +Hiper +Sem ZZ

1-1-1 8,09%  10,57% 13,85%  13,66% 18,18% 8,08%  10,84% 13,86% 13,35% 18,01%

2-1-1 16,26%  22,55% 21,73%  13,95% 21,03% 16,25%  22,34%  21,61%  13,75% 20,93%

Tabela 11 — WAPE para tensdao normal transversal (equacao de equilibrio),
SNy,
0zq (L/2,2).

Configuragio Red Red Red Red Red Sol Sol Sol+ Sol Sol

+Mur  +Zhen  +Seno  +Hiper +SemZZ +Mur  +Zhen Seno +Hiper  +Sem ZZ

1-1-1 0,55%  091% 1,25% 1,19% 3,75% 0,55%  093% 1,25% 1,16% 1,58%

2-1-1 3,10%  3,94% 3,87% 2,20% 5,21% 3,10%  3,90% 3.85%  2,18% 3,45%
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Tabela 12 — WAPE para tensdo normal transversal (modelo constitutivo), UZ(S) (L/2,z).

Configuragio Red Red Red Red Red Sol Sol Sol+ Sol Sol

+Mur +Zhen  +Seno  +Hiper +Sem ZZ +Mur +Zhen Seno +Hiper +Sem ZZ

1-1-1 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100%

2-1-1 100%  83,83% 83,97%  84,66% 84,30% 83,69%  83,94% 84,05%  84,72% 84,36%

Tabela 13 — WAPE para tensdo de cisalhamento (equagao de equilibrio), T,(Clgl 0,2).

Configuragio Red Red Red Red Red Sol Sol Sol+ Sol Sol

+Mur +Zhen +Seno  +Hiper +SemZZ +Mur  +Zhen Seno +Hiper +Sem ZZ

1-1-1 2,30%  3,36% 4,53% 4,52% 6,02% 2,30%  3,46% 4,54% 4,42% 5,96%

2-1-1 8,76% 11,70% 11,39%  6,88% 10,64% 8,76% 11,58% 11,33%  6,80% 10,60%

Tabela 14 — WAPE para tensdo de cisalhamento (modelo constitutivo), r,ﬁ’;?l (0,2).

Configuragio Red Red Red Red Red Sol Sol Sol+ Sol Sol

+Mur  +Zhen  +Seno +Hiper +Sem ZZ +Mur  +Zhen Seno +Hiper +Sem ZZ

1-1-1 13,82% 14,82%  20,79%  20,99% 21,50% 13,73%  1497%  20,62%  20,59% 21,22%

2-1-1 14,69% 17,85% 19,12%  20,16% 20,71% 14,60% 17,86% 18,95%  19,78% 20,44%

Os resultados mostrados nas Tabelas 8-14 indicam que a cinemadtica de Soldatos
proporciona erros ligeiramente menores que a de Reddy. Observa-se que o tipo de funcao
zig-zag influencia mais nos resultados do que no tipo de cinematica aqui analisada. Nota-
se nas tabelas acima que para a configuracdo regular (1-1-1) a combinag¢do Sol+Mur
apresentaram os menores erros na norma WAPE. Na configuracdao nao-regular (2-1-1), a
combinacao Sol+Mur apresenta menores erros para os deslocamentos € a combinagao
Sol+Hiper para os campos de tensdo, tendo-se assim, as duas melhores combinagdes.
Chama a atenc¢do que o modelo adaptado proposto por Han et al. (2018) apresentaram os
maiores erros em todas as analises estaticas. Destaca aqui que no trabalho de Han et al.

(2018) foi proposto o modelo com continuidade do campo de tensdo de cisalhamento,
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mas nao foi verificada na analise estatica, limitando-se a analise de vibragao livre

acoplada a efeitos térmicos.

Nas Figuras 37 a 43 sdo apresentados os campos de deslocamento axial (x = L),
o deslocamento transversal (z = 0), a tens@o normal longitudinal (x = L/2), a tensao
normal transversal obtida pela equacdo de equilibrio (x = L/2), a tensdo normal
transversal obtida pelo modelo constitutivo (x = L/2), a tens@o de cisalhamento obtida
pela equacdo de equilibrio (x = 0) e a tensdo de cisalhamento pelo modelo constitutivo

(x = 0), respectivamente.

Figura 37 — Deslocamento axial U ék) (L, z), configuragio 1-1-1. A esquerda funcio de

Reddy e a direita fun¢ao de Soldatos.
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Figura 38 — Deslocamento transversal W;C(Z: ) (x,0), configuragdo 1-1-1. A esquerda
fun¢do de Reddy e a direita funcdo de Soldatos.
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Figura 39 — Tensdao normal longitudinal a,g? (L/2,7), configuragio 1-1-1. A esquerda
funcdo de Reddy e a direita fungdo de Soldatos.
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Figura 40 — Tensao normal transversal az(s) (L/2,z) (equagdo de equilibrio),
configuragdo 1-1-1. A esquerda fungdo de Reddy e a direita fungdo de Soldatos.
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Figura 41 — Tensao normal transversal az(z) (L/2,z) (modelo constitutivo),
configuragdo 1-1-1. A esquerda fun¢do de Reddy e a direita fungdo de Soldatos.
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Figura 42 — Tensao de cisalhamento 1,921 (0, 2) (equacdo de equilibrio), configuragdo 1-
1-1. A esquerda fun¢do de Reddy e a direita funcdo de Soldatos.
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Figura 43 — Tensdo de cisalhamento 7,
1-1. A esquerda fungdo de Reddy e a direita fungdo de Soldatos.
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Observa-se pelas Figuras 37 a 43 e Tabelas 15-21 que os campos de tensao normal

transversal e cisalhamento calculados pelo modelo constitutivo ainda apresentam erros

significativos quando comparado com Pagano (1969). No entanto, avangos na melhoria

da descrigdo do campo de tensdo de cisalhamento pelo modelo constitutivo foram

alcangados, tal como, continuidade nas interfaces entre laminas e redu¢ao do erro abaixo

de 14% para a combinagdo Sol+Mur, na configuracdo 1-1-1, e abaixo de 20% na

configuragdo 2-1-1, onde antes tinham erros de 100% em ambas as configuragdes (1-1-1

e 2-1-1) para o modelo descontinuo sem consideragdo do efeito quase 3D. Destaca-se

aqui que o modelo de campos descontinuo de cisalhamento pela equagdo constitutiva e

com consideracdo de efeito quase 3D apresentaram erros abaixo de 4%, usando a

combinagdo Sol+Hiper (1-1-1), e 10% na combinagdo Sol+Hiper (2-1-1). Mostrando que

o modelo com continuidade do campo de tensdo cisalhante calculados pela equagao

constitutiva proposto por Han et al. (2018) apresentam desempenho inferior aos modelos
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sem continuidade do referido campo. Ficando apenas a vantagem do modelo de Han et
al. (2018) ter a continuidade do campo de tensdo cisalhante para analise estatica de flexao

em pequenos deslocamentos e rotagdes.

Nas Figuras 44 a 50 sdo apresentados os campos de deslocamentos e de tensao
para a combinagao cinematica Sol+Mur (a esquerda) e de Pagano (a direita), ambos para
laminado de camada regular (1-1-1). E observado concordancia em toda viga, e ndo
apenas em determinada se¢do, entre os resultados da combinagdo Sol+Mur e Pagano

(1969) para o modelo com continuidade dos campos de tensao cisalhante.

Figura 44 — Comparacio da distribuicdo do deslocamento axial, configuragio 1-1-1. A
esquerda a combinagdo Sol+Mur e a direita Pagano (1969).
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Figura 45 — Comparacgao da distribui¢do do deslocamento transversal, configuracdo 1-1-
1. A esquerda a combinagdo Sol+Mur e a direita Pagano (1969).
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Figura 46 — Comparacao da distribui¢do da tensao normal longitudinal, configuracao 1-
1-1. A esquerda a combinagdo Sol+Mur e a direita Pagano (1969).

Figura 47 — Comparacao da distribui¢ao da tensdo normal transversal pela equagao de
equilibrio, configuragdo 1-1-1. A esquerda a combinacdo Sol+Mur e a direita Pagano
(1969).
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Figura 48 — Comparagao da distribui¢do da tensdo normal transversal pelo modelo
constitutivo, configuracao 1-1-1. A esquerda a combinagdo Sol+Mur e a direita Pagano
(1969).
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Figura 49 — Comparacao da distribui¢ao da tensao de cisalhamento pela equagdo de
equilibrio, configuragdo 1-1-1. A esquerda a combinagdo Sol+Mur e a direita Pagano
(1969).
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Figura 50 — Comparacao da distribui¢ao da tensdo de cisalhamento pelo modelo
constitutivo, configuracdo 1-1-1. A esquerda a combinacdo Sol+Mur e a direita Pagano
(1969).

7.5 Analise com continuidade do cisalhamento — Modelo 3

O terceiro modelo foi analisado utilizando o trabalho de Pagano (1969) como
referéncia, para o tipo de vinculagdo simplesmente apoiada, assim como os modelos

anteriores. Abaixo a Tabela 15 apresenta os valores para a métrica WAPE.

Tabela 15 — WAPE para deslocamento e tensdes para configuragao 1-1-1.

Uq(L,2) Wo(x,0) 0xa(L/2,2) Tx2a(0,2)

0,25% 1,54% 1,42% 0,99%

Observa-se que o modelo proposto por Chen e Huang (2023), e aqui adaptado para
a laminados fibrosos ortotropicos, produziu resultados melhores em todos os campos de
resposta, garantindo uma maior precisdo. Destaca aqui que o trabalho do Chen e Huang
(2023) nao utiliza a teoria quase-3D e devido isso ndo ha como comparar o campo de

tensao normal transversal. O campo de tensao de cisalhamento foi calculado somente pelo
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modelo constitutivo, mostrando grandes avancos na melhoria da descricdo do campo de
tensdo de cisalhamento pelo modelo constitutivo em relagdo aos modelos propostos

anteriormente.

A seguir nas Figuras 51 a 56 sdo apresentados os campos de deslocamento axial
(x = L), o deslocamento transversal (z = 0), a tensao normal longitudinal (x = L/2) e a

tensao de cisalhamento pelo modelo constitutivo (x = 0).

Figura 51 — A esquerda o deslocamento axial Uc(lk) (L,z) e a direita deslocamento

transversal Wx(clf ) (x,0), configuragdo 1-1-1.
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Nota-se que todos os campos de resposta do modelo 3 apresentaram boa
concordancia com o modelo de Pagano. Ha uma grande melhoria na descri¢ao do campo

de tensdo de cisalhamento pelo modelo constitutivo, onde ha uma continuidade da tensao.
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Nas Figuras 53 a 56 sdo apresentados os campos de deslocamentos e de tensdo
para o modelo 3 (a esquerda) e de Pagano (a direita), ambos para laminado de camada

regular (1-1-1).

Figura 53 — Comparacio da distribuicio do deslocamento axial, configuragio 1-1-1. A
esquerda modelo 3 e a direita Pagano (1969).
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Figura 54 — Comparagao da distribui¢do da tensdo normal transversal, configuracdo 1-1-
1. A esquerda modelo 3 e a direita Pagano (1969).

Figura 55 — Comparacdo da distribui¢do da tensdo normal longitudinal, configuragdo 1-
1-1. A esquerda modelo 3 e a direita Pagano (1969).
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Figura 56 — Comparacao da distribui¢ao da tensao de cisalhamento, configuragao 1-1-1.
A esquerda modelo 3 e a direita Pagano (1969).

Observa-se concordancia das tensdes e deslocamentos em toda viga, e ndo apenas

em determinada secdo, entre os resultados do modelo 3 e Pagano (1969) para o modelo

com continuidade dos campos de tensdo cisalhante.

7.6  Analise com outros tipos de vinculacdes para os modelos 1 e 3.

Neste exemplo ¢ analisada uma viga sanduiche submetida a um carregamento
uniformemente distribuido ¢,, conforme Figura 57. O Modelo 3 ¢ avaliado neste teste
severo, com objetivo de analisar as limitagdes, a importancia da funcdo zig-zag e¢ da

continuidade dos campos de tensdo cisalhante.

Figura 57 - Viga sanduiche de trés camadas em balanco submetida a um carregamento
uniformemente distribuido
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E considerado o exemplo de Vidal e Polit (2009) que utilizaram uma viga sanduiche
bi-engastada de trés camadas, tendo époxi-grafite nas faces ¢ um nicleo macio de
espessuras 0,1h/0,8h/0,1h e com relagdo comprimento/espessurade S = 2,5,§ =5,5 =

10. As seguintes propriedades dos materiais foram consideradas:

Para as faces: E,, =13L1GPa, E,=E,;=69GPa, G, =3,5880GPa,

G, =3,088 GPa, G,, =2,3322 GPa, v, =0, =0,32, 0,, = 0,49 .
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Para o nucleo: E,,=0,2208 MPa, FE, =0,2001 MPa, E,,=2760 MPa,
G, =16,56 MPa, G,;=545,1MPa, G, =455,4MPa, v,,=0,99, v,=0,00003,
v,; =0,00003.

O E corresponde ao mddulo de Young, G ao modulo de elasticidade transversal e

v ¢ o coeficiente de Poisson. Os subscritos 1,2,3 correspondem as diregdes x, ),z

respectivamente.

As grandezas sdo normalizadas como segue:

£=2 722 G(rz)=00NWD) gy YD) s oy o)
h h nS'q, bhq, S'q
. (r,2) = =2
Xz Sqo

ondeY, =6,9 GPa.

Para comparagao, foi utilizado os resultados de um cddigo comercial, ANSYS, com
uma malha muito refinada contendo 3800 graus de liberdades (Vidal; Polit, 2009).
Adicionalmente, foram utlizados os resultados obtidos para os modelos Sinzz, Sin-c e
Sin, proposto por Vidal e Polit (2011), e o modelo MEF-Isogeometrico proposto por
Hasim (2018). Destaca-se que neste exemplo a tensdo cisalhante transversal ¢ calculada

em x =.5/8, uma vez que a solugdo MEF 2D ndo ¢ valida nos engastes (Vidal e Polit,

2009; Hasim, 2018). Na tabela abaixo sdo apresentados os resultados dos modelos
propostos por Vidal e Polit (2011), a saber: modelo Sin, que ndo considera o efeito zig-
zag, o modelo Sinzz, que incorpora funcao zig-zag e o modelo Sin-c que considera tanto
o efeito zig-zag quanto a continuidade da tensdo cisalhante transversal. Ainda na Tabela
16 sdo apresentados os resultados do modelo MEF-IG (Hasim, 2018) que incorpora
fungdes isogeométricas ao modelo da teoria zig-zag refinada e como técnica de resolugao
¢ empregado o método dos elementos finitos. Os valores entre parénteses, presentes na
Tabela 16, representam o erro relativo dado em porcentagem. A Tabela 16 mostra que o
modelo proposto neste trabalho, denominado de Modelo 3, esta concordante com os
valores de referéncia (ANSYS), além de apresentar precisao similar aos de Hasim (2018)
e com melhor precisdo melhor frente aos resultados dos modelos senoidais (Vidal; Polit,

2011).
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Tabela 16 - Comparagao entre os modelos Sinzz, Sin-c, Sin, MEF-IG e o modelo
proposto (modelo 3).

S Sinzz* Sin-c* Sin* MEF-IG Modelo 3 ANSYS
%k %k
25 _ (g 0] 0,3261 0,3089 0,3306 0,3291 0,3203 03263
T’ (0,06) (5.33) (1,32) (0,86) (1,84)
(5 h 2,0642 22184 1,9416 2,0091 2,1410 2,1000
"\27 2 (1,70) (5.64) (7.54) (4.,33) (1,95)
w( 5 O) 19,1094 17,9749 17,8530 20,5466 20,2058 20,5340
2 (6,94) (12,46) (13,06) (0,06) (1,60)
T N 02439 -
"(55°3)
s (5 O] 03795 03844 03912 0,3956 0,3763 0,3880
S8 2,19 (0,93) (0,82) (1,96) (3.01)
[5 n 0,9295 0,9459 08717 0,9163 09713 0,9398
272 (1,10) (0,65) (7.25) (2,50) (3.35)
w[ﬁ , 0] 5,5730 5,6569 5,3975 5,9876 5,9007 5,9550
2 (6,41) (5.17) (9,36) (0,55) (0,91)
N 20,6254 -
"(55°3)
0 (5 O] 03965 03973 03976 0,4258 04118 0,4125
S8 (3,88) (3,68) 3,61) (3.22) (0,17)
[5 h 0,6175 0,6215 0,6029 0,6125 0,6721 0,6193
"l27 2 (0,29) (0,36) (2,64) (1,10) (8,52)
w(ﬁ,oj 1,7153 1,7810 1,6868 1,8268 1,8029 1,8358
2 (6,56) (2,98) (8,12) (0,49) (1,79)
-------------------- 11,5387

* Modelos propostos por Vidal e Polit (2011); ** Modelo proposto por Hasim (2018); *** Modelagem realizada por Vidal

e Polit (2009).
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8 CONCLUSOES

A analise para os modelos sem continuidade revela que a combinagao Sol+Hiper
proporciona resultados mais precisos em todos os campos de resposta, com uma menor
taxa de erro em comparagdo com outras combinagdes, sugerindo que a funcdo zig-zag
hiperbolica-exponencial, quando combinada com a fun¢do de forma de Soldatos, oferece
uma representacao mais precisa do comportamento da viga, resultando em deslocamentos
e tensoes mais proximos dos valores de referéncia. O modelo em que o efeito quase-3D
¢ desconsiderado, apresentou erros um pouco menores na maioria dos campos de resposta
quando comparado com a modelo em que esse efeito ¢ incluido, entretanto € crucial notar
que esse modelo nao foi capaz de satisfazer os campos de tensdes normal transversal e
cisalhante, quando calculados pelo modelo constitutivo. Além disso, para os campos de
deslocamentos com alturas das camadas simétricas, a formula¢do com o efeito quase-3D
apresentou menores erros quando utilizado a funcdo zig-zag hiperbolica — exponencial.
Isso indica que ao utilizar o efeito quase-3D o modelo se torna mais preciso em relacao

aos campos de deslocamentos e de tensdes quando calculadas pelo modelo constitutivo.

Na analise para os modelos com continuidade de cisalhamento, a cinematica de
Soldatos continuou apresentando menores erros. As fungdes zig-zag tiveram uma maior
influéncia nos resultados, sendo que a funcao de Murakami (1986) apresentou resultados
mais proximos do modelo de referéncia. Também foi feito a anélise feita pelo modelo de
Han ef al. (2018), sem a fungdo zig-zag, que apresentou resultados inferiores. Esse
contraste evidencia a importancia da funcao zig-zag na melhoria da precisao. Houve uma
melhoria na descri¢ao do campo de tensdo de cisalhamento pelo modelo constitutivo, em
que foi obtido a continuidade nas interfaces entre laminas e redugdo dos erros para a
combinagdo Sol+Mur. Porém o modelo ndo se mostrou promissor quando comparados ao

modelos dos campos descontinuos.

O terceiro modelo, analisado com referéncia ao trabalho de Pagano (1969),
demonstrou excelente concordancia com os resultados de referéncia, especialmente em
relagdo aos deslocamentos e tensdes ao longo de toda a viga. O modelo adaptado de Chen
e Huang (2023) se destacou, produzindo resultados mais precisos em todos os campos de
resposta, o que evidencia a eficicia desse modelo, mesmo sem a consideracao do efeito
quase-3D. A melhoria significativa na descri¢cdo do campo de tensao de cisalhamento pelo
modelo constitutivo, dispensou a necessidade de calcular por equagdes de equilibrio,

garantindo a continuidade das tensdes nas interfaces das laminas. Além disso, a analise
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de modelo 3 com a utilizagdo do método Ritz-Lobatto proporcionou a andlise de
diferentes tipos de vinculagdes e mostrou que, a incorporagdo da fungdo zig-zag e a
continuidade do campo de tensdo cisalhante, apresentou resultados comparaveis aos
obtidos por métodos avancados como o MEF-Isogeométrico de Hasim (2018) e
superiores aos modelos sinusoidais de Vidal e Polit (2011). Esses achados confirmam a
importancia da fun¢do zig-zag e da imposi¢cdo da continuidade dos campos de tensdo

cisalhante para a obten¢@o de previsdes precisas em estruturas laminadas compostas.
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APENDICE A — COEFICIENTES ELASTICOS TRANSFORMADOS

Segundo Reddy (2004), um material ¢ chamado de ortotropico quando existe

simetria do material em trés planos ortogonais, o numero de coeficientes eldsticos ¢

reduzido utilizando argumentos semelhantes aos dados para um tnico plano de simetria

material. Fazendo as simplificagdes para esse tipo de material, a relagdo entre tensdo e

deformacao ¢ descrita da seguinte forma:
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E;, vij € G; sdo grandezas que correspondem ao mddulo de Young, coeficiente de

Poisson e mddulo de elasticidade transversal, respectivamente. Porém, nem sempre o eixo

de cada lamina vai coincidir com a orienta¢do da estrutura em materiais compdsitos. Para
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capturar a rotacao das fibras em cada lamina, ¢ necessaria uma transformagao dos eixos

de referéncia seguindo a seguinte regra:

[C]=[7][c][T"] 3)

Onde [C] é a matriz de rigidez do material, [C] é a matriz de rigidez transformada

¢ [T] corresponde a matriz de transformagao dada por:

[ cos’0  sin’@ 0 0 0 sin @ cos 6
sin@ cos’@ 0 0 0 —sinfcos @
[T] _ 0 0 1 0 O 0 )
0 0 0 cos@d —sind 0
0 0 0 sind coséd 0
| —sin26 sin26 0 0 0 cos’ @ —sin’ 0|

Em que 6 corresponde ao angulo de rotacdo das fibras. Assim os coeficientes de

rigidez transformados sdo dados por:

Cii =C, co8* 0+2(Cp, +2C, ) cos® Osin* 0+ C,,5in*
Ci2 =Gy, c08* 0+(Cy, + Gy, —4C, ) cos® Osin®0 + C,,s5in*6
Cis = Cyy o8 0+ C,,sin’0
Cis =(C,, —Cp, —2C4 ) cos’ Osind +(2C,, + C,, — C,y, ) cos Osin’@
C2n =Cy,cos* 0+2(C,, +2Cy, ) cos? Osin*0 + C,,sin6
Ca3 = C,yc08> O+ Cysin’6
Ca =(C), =Gy, +2C, ) cos® Osind +(C,, — C,, — 2C,, ) cos Osin’6
Cyn=C,
C3s =(C,, — Cy, ) cos Osind
Cu =C,, cos’ O+ Cysin0
Cis =(Cys —C,, ) cos Osind
Css = Cy, cos® 0 +C,sin0

Cos =(Cyy +Cy, —2C,, —2Cy ) cos” Osin* 0+ Cy, (cos4 0+ sen“@) (5)



