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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo explorar o conceito de médulos sobre anéis, generali-
zando o conceito de espagos vetoriais. Apresenta-se uma andlise detalhada de moédulos
Noetherianos e Artinianos, discutindo suas principais propriedades, teoremas associados
e exemplos relevantes na algebra abstrata/Geometria algébrica. O estudo inclui médulos
graduados e suas aplicagoes em variedades algébricas, com foco especial no Teorema de
Nullstellensatz. Os resultados obtidos fornecem uma base solida para o estudo avancado
da teoria dos modulos, especialmente na interseccao entre algebra e geometria algébrica.
Além disso, compara-se brevemente espacos vetoriais e moédulos, com o objetivo de com-
preender suas distingoes e similaridades, proporcionando uma visao ampla das estruturas
e suas aplicagoes em variados contextos matematicos.

Palavras-chave: Modulos; Anéis; Geometria Algébrica; Nullstellensatz.



ABSTRACT

This work aims to explore the concept of modules over rings, generalizing the concept
of vector spaces. A detailed analysis of Noetherian and Artinian modules is presented,
discussing their main properties, associated theorems and relevant examples in abstract
algebra/algebraic geometry. The study includes graded modules and their applications
in algebraic varieties, with a special focus on the Nullstellensatz Theorem. The results
obtained provide a solid basis for the advanced study of module theory, especially at
the intersection between algebra and algebraic geometry. Furthermore, vector spaces and
modules are briefly compared, with the aim of understanding their distinctions and simila-
rities, providing a broad view of structures and their applications in various mathematical
contexts.

Keywords: Modules; Rings; Algebraic Geometry; Nullstellensatz.
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1 INTRODUCAO

A Algebra Abstrata é uma drea fundamental da Matemadtica, responsével por
estudar estruturas algébricas que desempenham papéis importantes tanto em contextos
tedricos quanto aplicados. Entre essas estruturas, destacam-se os anéis e os corpos, que
sao objetos de grande relevancia para diversas areas do conhecimento como a Algebra
Comutativa, Geometria Algébrica e a Teoria das Representagoes.

Dessas estruturas, emergem duas teorias matematicas importantes: a teoria dos
espacos vetoriais e a teoria dos mdédulos. Enquanto os espacos vetoriais se baseiam na
estrutura de corpos, a teoria dos médulos expande essa ideia ao permitir a multiplicacao
por elementos de um anel. Essa generalizacao oferece uma visao mais ampla das operacoes
algébricas e permite o estudo de uma variedade maior de estruturas, abrindo caminho para
novas aplicacoes em &reas como Geometria Algébrica e Algebra Comutativa. A anslise
dessas duas teorias permite identificar suas conexoes e diferencas, o que é crucial para o
avanco do entendimento de estruturas algébricas complexas.

A teoria dos modulos, por sua vez, é uma extensao natural dos espagos vetoriais,
onde os escalares de um corpo sao substituidos por elementos de um anel. Essa generaliza-
¢ao, introduzida por Richard Dedekind, tinha como objetivo investigar quais propriedades
dos espagos vetoriais se mantém em um contexto mais abrangente. Assim, o estudo dos
modulos nao se limita a novas estruturas, mas reflete o avango de ideias matematicas
fundamentais para abranger maior generalidade e complexidade.

Neste trabalho, iremos abordar diferentes tipos de moédulos: livres; Noetherianos e
Artinianos, e suas propriedades. Além disso, exploraremos o conceito de médulos graduados
e suas conexoes com variedades afins, baseando-se no Teorema de Nullstellensatz para
entender as interacoes entre Algebra e Geometria Algébrica. Este estudo teve como base
quatro bibliografias principais: (TEGAN E.; BORGES, 2014), (D. COX J. LITTLE, 2015),
(JESUS et al., 2017) e (SANTOS, 2018), cujas contribui¢oes forneceram os fundamentos
tedricos necessarios para o desenvolvimento desta pesquisa.

Resumindo, o Capitulo 2 desse material é dedicada ao conceito de mdédulos onde
listamos varios exemplos e propriedades, sempre fazendo um paralelo com o que acontece
em Algebra Linear ressaltando as particularidades em cada caso. Sao apresentados no
Capitulo 3 tipos especiais de médulos/anéis que sao os médulos Noetherianos e Artinianos,
listamos exemplos e obtemos caracterizacoes desses tipos de médulos. No capitulo 4
estudamos o conceito de médulos graduados com o intuito de generalizar o Teorema da
base de Hilbert e obtermos sua versao para médulos graduados. Por fim, o Capitulo 5 desse
material é dedicado a algumas aplicacoes dos temas acima mencionados e que consiste
basicamente no estudo da correspondéncia entre ideais e variedades afim, permitindo

resolver problemas de Geometria através de uma reformulagdo algébrica e vice-versa.
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1.1 OBJETIVOS

Nas seguintes subsegoes, apresentamos o objetivo geral e os objetivos especificos

que guiaram a estrutura e o desenvolvimento deste trabalho.

1.1.1 Objetivo Geral

Proporcionar uma anéalise aprofundada sobre a teoria dos médulos, com foco em
moédulos sobre anéis Noetherianos e Artinianos, além de explorar as aplicagdes dos modulos

graduados em Geometria Algébrica através do Teorema de Nullstellensatz.

1.1.2 Objetivos Especificos

i. Definir e explorar o conceito de médulos sobre anéis e suas propriedades funda-

mentais;

ii. Apresentar e demonstrar os principais teoremas relacionados a médulos Noethe-

rianos e Artinianos;
iii. Analisar o conceito de médulos graduados e suas aplicagoes;

iv. Aplicar o Teorema de Nullstellensatz no estudo de variedades afins, mostrando

a relacao entre ideais e variedades geométricas;

v. Fornecer exemplos praticos que ilustrem as propriedades e teoremas discutidos

ao longo do trabalho.
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2 MODULOS

Este capitulo possui como principal objetivo introduzir o conceito de médulos sobre
um anel, o qual generaliza o conceito de espaco vetorial sobre um corpo K. O roteiro de
seus contetdos serda de modo semelhante ao utilizado para o estudo de espacos vetoriais,

com adaptagoes para refletir algumas das diferencas entre corpos e anéis.

2.1 DEFINICOES E PROPRIEDADES BASICAS

Considerando A um anel comutativo com unidade. Caso o anel ndo seja comutativo,

isso sera explicitamente mencionado.

Definigdo 1 Sejam A um anel e (M, +) um grupo abeliano, no qual temos definida a

operacao multiplicacao por escalar

AxM — M

(a,m) +— axm.

Dizemos que M é um A-mddulo se as seguintes propriedades sao satisfeitas:
1. 1+m=m,Vm € M;

2. (ab)xm=ax(bxm),Ym € M,a,b € A
3. (a+b)xm=axm-+bxm,Yme M, a,be A,

4. a*x (mp+mg) =axmi+axmg,Vmi,mg € M,a € A.
Exemplo 1 Se A= K e V é um K-espaco vetorial, entdao V' é um K-moddulo.
Exemplo 2 Sejam (A, +,+) um anel e
A" ={(a1,az,--- ,an)|a; € A}.

Dados = = (a1,a9,--- ,an),y = (b1,b2,- -+ ,by) em A" e a € A, definindo a operagao de

adicao e multiplicagdo por escalar, respectivamente, por:

r@y:= (a1 +br,ag +ba, - ,an +by)

a®r:=(a-aj,a a9, - ,a-ap),

verifica-se que A™ é um A-mddulo.
De fato, para todo o, 5 € A e x,y,z € A™ temos

lox=(1-ay, - ,1-ap) =x.
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Além disso,
(a-B)ox = ((a-B)-ar, -, (a-B) an)
(O-/'(ﬁ'al),"' ,a-(ﬁ-an))
a®((B-ar, -, B an))

= a® (o)
e também
(a+p)ox = (a+8)-at, -, (a+pB)-an)
= (a a1, ,a-an)®(B-at,--,B-an)
= (aoz)® (fO).
Por fim,
a®ydz) = a® (b +cr,-- by +ep)
(- (by+c1)y - a- (by+cp))
(a-bl, -, a-bp)® (e, cn)

= (a®y) ® (az).

Logo, A™ é um A-modulo.

Exemplo 3 Sejam A = (Z,+,-) um anel e (G,+) um grupo abeliano. Temos que G é

um Z-médulo com operacao * definida da seguinte forma:

x . ZLxG — G

v+ -+, se a > 0;
—_————
(a,v) — axv = VIS
(—v)+---+(—v), sea<0.
—a vezes

Exemplo 4 Seja A = (Z,+,-) um anel e tome (Z x Z,+) um grupo abeliano. Definindo

a multiplicagdo por escalar por:

x @ LxX(ZXZ) — ZXLZ
(a,(x,y)) +—— ax(z,y) := (3azx,3ay),

observa-se que (Z X Z, +) nao é um Z-mdédulo pois, a primeira propriedade nao é satisfeita.

Definicao 2 Sejam A um anel e M um A-médulo. Dado um subconjunto W C M nao
vazio, dizemos que W é um A-submodulo de M se sdo satisfeitas:

1. w1 +wo € W,Vwy,wg € W;

2. aw € W ¥Yw e W, a € A.
Equivalentemente, W é um A-submddulo de M se awy + w9 € W, Va € A e Ywy,
wo € W.

Observacgao 1 FEssa definicao implica que O € W. De fato, desde que W seja ndo vazio
tome w € W qualquer. Para a = 0, pela sequnda condicao, Ow = 0 € W.
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Exemplo 5 Seja V um K-espago vetorial. Um subconjunto S C V é um K-submédulo

de V se, e so se, S é um subespago vetorial de V.

Proposicao 1 Sejam M um A-mdédulo, S e W A-submddulos de M. Entao:
1. S+W={s+w;se€S eweW} éun submodulo de M;
2. SNW é um submodulo de M.

Demonstracao 1 Para o primeiro item, desde que S e W sejam A-moddulos, tem-se
S 4+ W nao vazio. Considerando A em A e v1 = s1 + w1, v2 = s3 + w9 em S + W, note que
Ay +v9 = A(s1 +wy) + (s2 +wg) = (Asy + s2) + (Awy + w3)

e isso significa que \vy + vo estd em S + W, e portanto, S + W é um A-submoddulo de
M. Para a intersecao de submoddulos, observe que S N W é nao vazio pois0 € Se 0 e W.

Além disso, pela hipdtese, ao tomar A em A e v,vo em SN W, implica que Avy| + vo esta

em SNW.

Definicao 3 Sejam Wy, Wa, .- | W} A-submddulos de M. Dizemos que M é a soma direta
dos submédulos, ou seja, M = W1 @ Wo @ - -- P W} quando as seguintes afirmagdes sao
satisfeitas:

1L M =Wy +Wy+---+Wp;

2. Sewy+---+wp =0, com w; em W;, entdo w; = 0,Ve = 1,--- | k. Equivalentemente,
Nk W = {0},
Exemplo 6 O Z-médulo Zg é a soma direta de seus submédulos Ny = {0,2,4} e Ny =
{0, 3}, pois N N Ny = {0} e N1 + Ny = {nq + no;ni € Ni,no € No} = Zg.

Agora, apresentamos a definicio de homomorfismo de A-médulos que é uma gene-

ralizacdo de transformacao linear.

Definigdo 4 Sejam (M, +) e (M’ &) dois A-médulos. Uma aplicagdo ¢ : M —s M’ é
um A-homomorfismo se sao satisfeitas:

L (v +v2) = p(v1) ® p(va), Vi, v2 € M;

2. pla-v)=a®pv),Vaec Ave M.

Observagao 2 Operagoes indicadas por +, - sdo olhadas no A-maodulo M, ji as indicadas

por W, ® sdo no A-médulo M’ .
Seja M um A-mddulo e N um submoédulo de M. O grupo quociente
(M/N,+)={m+ N;m e M}
munido da multiplicagdo por escalar de A
r-v=r-(v+N)=rv+N=rv,VreAvelM

é um A-mddulo, chamado de A-mdédulo quociente de M por N.
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Exemplo 7 Sejam M e N C M moddulos sobre um anel A, as aplicagoes identidade e
a projegao candnica m : M — M /N, definida por m(m) = m + N sdo homomorfismos.
Além disso, a aplicagdo f : M — N definida por f(m) = 0,Ym € M também é um

homomorfismo.

Exemplo 8 A fungao f : M — N definida por f(u) = 0,Vu € M é um A-homomorfismo,

chamado homomorfismo nulo, a qual sera denotada por 0.

Exemplo 9 Seja M um A-modulo as fungdes homotetias, f : M — M definida por

f(u) =a-u,Yu e M e a € A, sao homomorfismos.

Ao considerar K corpo, temos os seguintes exemplos:

Exemplo 10 Os homomorfismo de K-mddulos sao as transformagoes lineares entre es-

pagos vetoriais sobre K.

Definicdo 5 Dado um A-homomorfismo ¢ : M — M’, definimos o niicleo de ¢ e a

imagem de ¢, respectivamente, como os conjuntos:

ker(p) = {v € M; p(v) = 0}; Im(p) = {p(v) € M'sv € M}.

Dizemos que ¢ é um isomorfismo de A-modulos se ele é bijetivo. Neste caso, M é isomorfo
a M’ e denota-se M ~ M.

Exemplo 11 Sejam M, M’ A-médulos. Se f : M — M’ ¢é um isomorfismo, entdo
=1 M’ — M é um homomorfismo. De fato, sejam v,v' € M’ e a € A. Desde que f

seja isomorfismo, existem u,u’ € M tais que f(u) =v e f(u') ='. Dali,

FHavtd) = o fu) + f(u)
= [T ut)

= a-u+u
= a [T ) + ).
Proposiciao 2 Seja o : M — M' um A-homomorfismo. O mapa ¢ é injetivo se, e

somente se, ker(yp) = {0}.

Demonstracao 2 Caso ¢ seja injetiva, dado u € ker(p) <= p(u) = 0 = 0 - ¢(v),
para algum v € M. Dai, ¢(u) = ¢(0) = u = 0. Portanto, ker(p) = {0}. Supondo
ker(y) = {0}, considere vy, v9 em M tais que

p(v1) = p(v2).
Entao,
e(v1) — p(vg) =0 < p(vy —v9) =0.

Dai, v1 — v9 € ker(p) = v = vg. Logo, ¢ é injetiva.
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Proposiciao 3 Se ¢ : M — M’ é um A-homomorfismo, entdo:
1. ker(p) = {v € M;¢(v) =0} € um submddulo de M;

2. ITm(p) = {p(v) € M';v € M} é um submddulo de M’

Demonstracao 3
1. Considere ker(y) nao vazio tomando a € A e vy, vy em ker(p), tem-se p(v1) =0 e

¢(vg) = 0. Assim,
pla-v1+v2) =pla-v1)Ppr)=a0 V) W0=a00wW0=0.

Portanto, a - v1 + v2 estd em ker(p), e dessa forma, ker(y) é um submdédulo de M.

2. Observe que, Im(p) é ndo vazio, pois ¢(0) = 0 € Im(p). Dados a € A e w1, w2 em
Im(p) C M’, existem vi,vy € M tais que
p(v1) = w1 e p(v2) = wa. Daf,

pla-v1 4+ v2) =(a-v1)Pp(v2) = a©p(v) Wep(vz) =a®w Yws.
Portanto, a ® wy W wo € Im(¢p) e assim, Im(p) é um submoédulo de M.

Exemplo 12 Considere os médulos M = Z3 ¢ N = Z2, ambos sobre o anel Z. O
homomorfismo f : M — N definido por: f(z,y, 2) = (22 —y, 3y + z) admite como niicleo o
conjunto {(ay,2ay,—6ay);a; € Z2}. De fato, dado u = (a1, by, c1) € ker(f), por defini¢ao

(2a1 — b1,3b1 +¢1) = f(u) =0=1(0,0).
201 — b1 =0 (1)
3b1 +c1 =0. (2)
Assim, pela equacao (1), obtem-se by = 2a; que ao substituir na equacao (2), segue que
c1 = —b6aq.

Portanto, ker(f) = {(a1,2a1,—6a1);a1 € Z}. Por outro lado, o conjunto imagem é o

proprio Z, pois f é sobrejetora.

Exemplo 13 Seja A = K|[xz,yl, o anel de polindémios em duas varidveis sobre um corpo
K, e considere o seguinte homomorfismo de médulos ¢ : A — A dado pela multiplicacao

f(z,y) =x - f(x,y) Assim, para cada g(z,y) € A, temos

e(g(z,y)) =z - g(z,y).

O ntcleo de ¢ é constituido pelos polindémios g(x,y) € A tais que z - g(x,y) = 0. Como A
¢ um dominio de integridade (ndo tem divisores de zero), o tnico polinémio g(x,y) € A

que satisfaz essa condig¢ao é o polindémio zero. Portanto,

ker(p) = {0},
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e assim ¢ é injetivo, pela Proposi¢do 2. Por outro lado, a sua imagem é o conjunto de

polindmios em A que sao multiplos de z, ou seja,

Imp=u-A={x-g(x,y)|gxy) A}

Dessa forma, o homomorfismo ¢ ¢ injetivo, mas nao é sobrejetivo, pois nem todo polinémio

em A é da forma x - g(x,y).

Teorema 1 Sejam M, M’ dois A-médulos e N um subméddulo de M :

(i) Considere a proje¢io candnica

T M — M/N
v +— v+ N.

Entdo, m é um homomorfismo sobrejetor cujo ker(mw) = N.

(ii) Seja o : M — M’ um homomorfismo de A-médulos cujo ker(p) contém N. Entdo,
existe um tinico homomorfismo de A-médulos v : M/N — M’ tal que ¢ = o 7.

(iii) (Teorema do isomorfismo) Seja @ : M — M’ um homomorfismo sobrejetor de

A-mddulos cujo ker(p) = N. Entao v é um isomorfismo de A-mddulos entre o
quociente M /N e M’'.

(iv) (Teorema da correspondéncia) Seja m: M — M/N o homomorfismo projecio. En-
tao existe uma correspondéncia bijetiva entre os submédulos de M/N e os submédulos

de M que contém N.

Demonstragdo 4 (i) Dados v1,v9 € M e a € A, temos que

m(avy +v2) = (avy +v2) + N
= a(vi+ N)+ (vg+ N)
= ar(v1) +7(v2).
Dessa forma, m é um homomorfismo. Tomemos v € M/N qualquer, temos que
v € M. Assim, existe v € M tal que m(v) = v. Logo 7 é sobrejetor. Além disso, dado

v € ker(m), temos que v + N = w(v) = 0 + N. Por outro lado, dadon € N ¢ M
temos que 7(n) =n + N = N = 0. Portanto, ker(m) = N.

(ii) Para a existéncia, note que
p(v) = Y om(v) = ¢(r(v)) = (V) = P(v+ N),Vv € M.

Assim,
¢ - M/N — M
v+ N — o(v)
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(ii)

(iv)

estd bem definida. Com efeito, dados vy, vo € M, tais que

v+ N=wv+N = v —wv9€ N Cker(p)
= p(vy —wv2) =0
= p(v1) —p(v2) =0
= P(v1 + N) =1(v2 + N).

Além disso, tomando v,v1,v2 € M e a € A, segue-se
V((v1+N)+ (v2+N) =¥((v1+v2) + N) = p(v1) We(v2) = ¢(v1 + N)Wip(va + N)

e

Ya-(w+N))=v(a-v+N)=pla-v)=a®p(v) =a@(v+ N).
Entdo, v é homomorfismo. (Unicidade) Seja ¢’ : M/N — M’ tal que ¢’ o = .
Entao, ¢/ (v+ N) = p(v) = (v + N),Yo € M e assim, ¢’ = .
Pelo Item (i), ¢ : M/N — Im(y) é um homomorfismo.
Afirmacao: 1 é bijetivo. Com efeito, dado v € Im(y), existe v/ € M tal que p(v') = v.

Portanto,
Y+ N)=p() = .

Logo, 1 é sobrejetor. Por outro lado, dados v1,v2 € M, com ¢(v1) = ¢(v2), tem-se
p(v1) — p(v2) = 0= p(v] —vg) = 0= v — v € ker(p) = N.

Assim, v; + N = v + N. Dessa forma, v é injetor.
Sejam L um submoddulo de M, tal que N C L e S = n(L) = {n(m);m € L}.

Note que, S é nao vazio pois como L é um submoddulo de M temos que 0 € L —>
7(0) = 0 € S. Dados s1,59 € S, \ € A, tais que m(mq) = s1,7(msg) = s9 para algum

mi,mo € M temos que
As1 + s2 = Am(my) + m(ma) = w(A(mq) + w(ma)).

Dai, As1 + s2 € S e assim, S é um submddulo de M/N.

Considerando S um submédulo de M /N, temos que 0 € S,7(0)=0€ S=0€ L =
L # (). Além disso, L é um submédulo de M. De fato, dados mqi,mg € M,\ € A

tais que w(m1) = s1 e m(ma) = so9,
As1 + s2 = Am(mq) + w(mo) = w(Amy + ma) = dmi +mo € L.

Pela construcao da correspondéncia ela ja é sobrejetora. Assim, dados L = {m €
M;m(m) € S}, L' ={m € M;r(m) € S’} submédulos de M que contém N, com S
submédulo de M/N correspondente a L e S’ submédulo de M/N correspondente a
L'e S = 5" Tomando um elemento em L, digamos a, temos que a € L <= 7(a) €
S<=rm(a)eS < aecl Logo, L=1".
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2.2 MODULOS LIVRES

Nesta subsecao, consideremos 3 um conjunto de elementos de um A-médulo M.

Definicao 6 Dizemos que [ gera M se qualquer elemento v € M pode ser escrito
como combinagao finita de elementos de 3, ou seja, existem escalares a;, -+ ,a;4; € A e
Vi, e, V44 € B tal que

V= QU+ QiU

Um A-médulos M é dito finitamente gerado se existe um conjunto finito de elementos que

o gera.

Definigao 7 Dizemos que 3 é linearmente independente (LI) se, para todo subconjunto

{vi, -+ ,viq;} finito de 3, sempre que
AV + 0+ @iy Uiy = 0,
implicar a; = --- = Ajtj = 0,Va;,--- NUERES A.

Definicao 8 Dizemos que 3 é uma base de M se, B gera M e [ é LI. Dizemos que M é

um A-modulo livre se ele admite uma base.
Exemplo 14 Todo espacgo vetorial nao nulo de dimensao finita ¢ um modulo livre.

No estudo de espagos vetoriais, observa-se que todo conjunto linearmente indepen-
dente pode ser estendido a uma base, e, da mesma forma, de todo conjunto gerador pode
ser extraldo uma base. Abaixo, apresentaremos alguns exemplos nos quais esse processo

nem sempre ocorre quando lidamos com modulos.

Exemplo 15 Considere o Z-médulo Z livre e o conjunto o = {2} linearmente indepen-
dente. Note que, a nao é e nao pode ser estendido a uma base, pois 1 nao é gerado por
a e todo conjunto com dois ou mais elementos do Z-modulo Z é linearmente dependente
(LD). Visto que, dados a,b € Z se escolhermos os escalares como a1 = —b e ag = a, a

equagao aja + azb = 0.

Exemplo 16 Ao considerar § = {2,3} o conjunto gerador do Z-mé6dulo Z, temos que [

nao é e nem pode ser reduzido a uma base.
Proposigao 4 Seja o homomorfismo ¢ : A™ — M definido por
o(X):=BX =xv1 + - + zpup,

onde B € a matriz das coordenadas dos elementos de = {vy, - ,vn} na base candnica
de A", ou seja, p(e;) = v;, Vi =1,...n. Entao:

(i) ¢ € injetiva se, e somente se, 5 € LI;
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(ii) ¢ € sobrejetiva se, e somente se, B gera M ;

(iii) ¢ ¢é bijetiva se, e somente se, 5 é uma base de M.

Demonstragdo 5 Para o primeiro Item, considere X = (z1,- -+ ,xy,), X' = (2], -+ ,2},) €
A™ tais que ¢(X) = ¢(X’), temos entdo BX = BX', ou seja,

xlvl_i_..._i_xnfun::L’llfyl—i—---—'—x;l?}n<:>(ml—xll)vl‘i‘""i_(xn_wn):()

Desde que 3 seja LI, segue-se

Assim, X = X’ e portanto, ¢ é injetiva.

Reciprocamente, seja X = (z1,--- ,xy) € A" tal que
o(X)=BX =z1v1 + -+ 20, =0 = ¢(0)

como ¢ é injetiva, segue que X = 0. Logo, § é LI. Para o Item (7i), desde que ¢ seja

sobrejetiva, para todo v € M, existe X € A" tal que p(X) = v. Assim,
v=p(X)=BX =zv1+ -+ zpUp.

Dai, 8 gera M.

Reciprocamente, como [ gera M qualquer v € M pode ser escrito como
U =1T1V] + -+ Tpp,

com X = (x1, - ,xy) € A™.
Assim,
©(X) =BX =z1v1 + - - + 2pVp = 0.

Logo, ¢ ¢é sobrejetiva. As outras afirmagoes decorrem dos itens (7) e (ii).

Coroléario 1 Seja M um A-médulo com A um anel comutativo e {wi, -, wm} seu

conjunto gerador, entao qualquer conjunto com quantidade maior que m € LD.

Demonstracao 6 Seja {v1,---,v,} em M com n > m. Note que, se {wy, -+ ,wpy} gera
M, entdo existem escalares a;; € A tais que, para cada j =1,--- ,n temos
m
vj = aijwi + -4 Appj Wm = Z @i Wy
=1
Assim, se A1, -+, A\ sdo0 escalares quaisquer em A, temos que

A]_’U]_ + ct + Anvn - Z?:l )\]U]
= X A (CH ajjwi)
= XL (o Ajaij)wi.
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Como queremos verificar a independéncia de {vy, - -+ , vy}, basta analisar Z?:l Ajajj para

cada i =,--- ,m. Dal, temos o seguinte sistema

Atail + A2a12 + -+ Apary, =0

AMam1 + A2ama + -+ Apamn =0

com m equagdes e n incognitas, sendo este um sistema possivel e indeterminado, ou seja,
o sistema tem uma soluc¢ao nao nula, digamos v1,--- ,v, € A, ndo todos nulos.

Portanto, para ¢ =1,--- ,m, temos

n
> vjaij = 0.
j=1

Dai,
m
> v =0,
j=1
o que implica {vy,--- , vy} ser LD. Logo, n < m.
Teorema 2 Se A é um anel comutativo e M um A-maédulo livre com bases f = {vy, -+ ,vn}
e ={wy, -, wn}, entdio m = n.

Demonstracio 7 Desde que 3 seja base, entdo 3 gera M e supondo que 3’ também seja
base, segue que 3’ é LI. Assim, pelo Coroldrio 1,n > m. A mesma andlise considerando

que 3’ gera M. Portanto, n = m.

O seguinte exemplo mostra que ao considerar um anel ndo comutativo o Teorema
2 pode nao ser valido, ou seja, as bases de um A-médulo livre com A nao comutativo

podem nao ter a mesma quantidade de elementos.

Exemplo 17 Seja A := Endy Z[X] o anel dos endomorfismos (ndo comutativo). O A-
modulo A possui duas bases finitas com diferentes cardinalidades.

O conjunto A como A-modulo é finitamente gerado por apenas um elemento, tendo
o endomorfismo identidade como base. Definamos, respectivamente, f1, fo € A da seguinte

maneira: para todo n € Ng, tomemos
AU = X7 f (X2 =0, fo(XPH) = 0, fo(X21) = X"

Afirmagao: O conjunto § = {f1, fo} é uma base de A.

De fato, sejam a1, ag € A, tais que

aifitagfe = 0

0=0(x?"th) = (a1 f1 + ag fo)(XZ L)
= (X)) + ag(fo(X2MH))
= ar(X™M).
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Logo, para X™ € Z[X], tem-se a1(X") = 0 = a1 = 0. Da mesma forma, considerando o

outro caso temos que ap = 0. Seja f € A, considere 31, P2 € A tais que

Br(X™) == f(X2HT
Ba(X™) == f(X?"),n € Np.

Note que,
(BLfL + Baf2)(XP1) = Bao(X™) = F(X21).

De forma analoga, para
(BLf1 + Bafo) (X2 = p(x* 1),

Assim, temos f = (81 f1 + P2 f2.

Teorema 3 Seja ¢ : M — M’ um homomorfismo. Se ker(¢) e Im(p) sdo A-mddulos

finitamente gerados, entao M € finitamente gerado.

Demonstracdo 8 Considere {ug, - ,um} e {wy, - ,wy} conjuntos geradores de ker(yp)

e Im(yp), respectivamente. Além disso, existem elementos v; € M tais que
()O(Ul) = w’bi = 17 e, .

Tomando um elemento qualquer v € M, existem «; € A tais que
n n
pv) =D ;=Y aip(vy),
=1 1=1

Dessa forma,

n n
e(v—> aiv) =0 a=v— > au; € ker(p).
1=1 =1
Entéo, existem v; € A tais que

n m n m
U—Zaivi:a: Zvjuj:)v: Zaivi—l— Z%‘Uj-
i=1 j=1 i=1 j=1

Logo, M é finitamente gerado por {vy,- - ,vp,ut, -, um}-

Na primeira se¢ao do seguinte capitulo definiremos formalmente anéis e médulos

Noetherianos, para agora consideremos a seguinte:

Definicao 9 Um anel A é dito Noetheriano se todos os seus ideais sao finitamente gerados

Teorema 4 Se A é Noetheriano e M é um A-mddulo finitamente gerado, entdo todos os

A-submaodulos de M sdo finitamente gerados.
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Demonstracao 9 Quando M = A™. Utilizaremos indugao sobre m, caso m = 1 um
A-submoédulo de A é um ideal de A. Como, por hipdtese, A é Noetheriano segue que um
A-submodulo de A é finitamente gerado. Agora, suponhamos por hipétese de inducao
que m > 1 e que qualquer A-submédulo de A1 seja finitamente gerado. Considere a
projecao

T AT AL
Note que m é um A-homomorfismo sobrejetor e seu nicleo é o conjunto de A™ cujas

primeiras m — 1 coordenadas sao nulas, ou seja,
ker(ﬂ-) = {(07 e ,O,xm);xm S A} ~ A

Portanto, ker(m) ¢ finitamente gerado e, por hipétese, Im(r) = A™~1 é finitamente
gerado consequentemente pelo Teorema 3, A" é finitamente gerado. Além disso, podemos

restringir 7 a um submodulo N de A™, isto é,
=1y : N — AL
Sendo assim, por hip6tese ¢(N) é finitamente gerado e
ker(p) = (ker(m)) N N C ker(m) ~ A

no qual A é finitamente gerado. Dali, ker(y) é finitamente gerado e novamente pelo Teorema
3, N é finitamente gerado. Agora, vamos mostrar o caso para um A-modulo arbitrario.
Seja N um A-moédulo M. Desde que M é finitamente gerado, por hipétese, existe um

homomorfismo sobrejetor
p: A" — M.

Pelo Teorema 1, temos que S = ¢~ F(N) é submédulo de A™ e que N = (S). Assim,

pelo caso anterior S é finitamente gerado. Considerando
©:S — N

uma restricao de ¢ para S obtém-se N finitamente gerado.
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3 MODULOS ARTINIANOS E NOETHERIANOS

Neste capitulo, exploraremos os conceitos de médulos Artinianos e Noetherianos,
que sao essenciais na teoria de anéis e modulos. Apresentaremos defini¢bes formais, exem-
plos e teoremas que demonstram a preservacao dessas propriedades, além de discutir o

comprimento dos médulos como uma medida de sua complexidade.

3.1 CONCEITOS BASICOS

Na presente secao, apresentaremos algumas defini¢oes e resultados relacionados a
anéis e médulos Artinianos. O conceito de médulos Noetherianos é obtido ao invertermos a
"direcao"das cadeias e ¢ importante destacar que os principais resultados e suas respectivas

demonstragoes se aplicam de maneira analoga a ambos os tipos de modulos.

Defini¢ao 10 Seja A um anel. Dizemos que um A-moédulo M é Artiniano se satisfaz as
seguintes condigoes equivalentes:

1. Dada uma cadeia descendente de submoédulos de M
NoDNi DNogD -+

entao N; = N;y1 para i > 0, ou seja, a cadeia de submoédulos se estabiliza.

2. Todo conjunto N # () de submédulos de M possui um elemento que é minimal em
N com relacao a inclusao.
Dizemos que um anel A é Artiniano se, visto como médulo sobre si mesmo é um modulo

Artiniano.

Exemplo 18 Seja A = Z, o Z-mddulo M = Zg é Artiniano pois, Zg possui uma quanti-
dade finita de submddulos, dai obviamente qualquer sequéncia descendente de submddulos

estabiliza.

Definicao 11 Um complexo,
Mg ﬂMz £>Mi—1 LI
tal que f;_1 o f; = 0, é dito uma sequéncia exata se Im(f;) = ker(f;_1). Em particular,
0— M LM% o

na qual Im(f) = ker(g) ¢ dita sequéncia exata.

Teorema 5 Seja A um anel.
1. Seja
0—>M —M-—M —0

uma sequéncia exata de A-mddulos. Entio, M é Artiniano se, e somente se, M' e

M" sio Artinianos.
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2. Seja M um A-mddulo finitamente gerado. Se A € Artiniano, entao M € Artiniano.

Demonstracao 10
1. Sem perda de generalidade, suponha que M’ é submédulo de M e que M" = M/M’.
Assuma que M é Artiniano. Seja A" um conjunto de submédulos de M’ e estes sdo
submédulos de M. Como M é Artiniano, segue que N possui um elemento minimal.
Portanto, M’ é Artiniano.
Afirmacao: M" é Artiniano.
Com efeito, considere a cadeia descendente
No 1" "
T = NO 2N 2 (3)
de submddulos de M”, onde pelo teorema 1 N; D M’ i >0 e

NoDN D (4)

Como M é Artiniano, a cadeia (4) estabiliza e, assim, a cadeia (3) também se
estabilizard. Reciprocamente, suponha que M’ e M” sdo Artinianos. Dada uma

cadeia descendente de subméddulos de M
Ml 2 M2 D 5
temos que as cadeiais de submddulos

MinM' DMyNnM D>---D>M

! /
e <M1A},M) ) (M%\Z,M) 2---D % = M" estabilizam, pois M’ e M" sdao Artinianos,

ou seja, para ¢ > 0 temos que

MimM,:Mi+1mM/

/ L= My =My
M;+M =M; 1 +M

2. Note que A™ é Artiniano, pois para n = 1 sabemos que A é Artiniano, conforme a
hipotese. Agora, suponha, por hipotese de indugao, que paran > 1, A"~1 ¢ Artiniano.

Temos a sequéncia exata
0— A" L5 A" —5 A —0,

e pelo item 1, segue que A™ é Artiniano. Observe que um médulo M finitamente
gerado sobre A é um quociente de um médulo livre: se M = Awq +- - -+ Awy,, temos
uma sobrejecao

o: A" - M
definida por ajwy + - -+ + apwn; (a1, -+ ,an) € A" Assim, obtemos a sequéncia
exata

0 — ker(p) = A" — M — 0;p: A" — M.

Portanto, segue do item 1 que M é Artiniano.
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Observacao 3 Anéis e modulos finitos sao Artinianos. Se K é um corpo, entdo um

K-médulo V2 é Artiniano se, e somente se, dim KV <.

Definigao 12 Seja A um anel. Dizemos que um A-moédulo M é Noetheriano se satisfaz
as condigoes equivalentes:

1. todo submédulo N C M ¢é finitamente gerado.

2. toda cadeia ascendente de submoddulos estabiliza, isto é, se
Ny C Ny C -

¢ uma cadeia de submodulos de M, entao existe ig > 1 tal que N; = N;, para todo
1> 1.
3. todo subconjunto S # () de submédulos de M tem um elemento maximal em S com
relacao a inclusao.
Dizemos que um anel A é Noetheriano se, visto como mdédulo sobre si mesmo é um modulo

Noetheriano.

Exemplo 19 Corpos e DIPs (tais como Z, Z[i], C[x], Q[[z]] ou Zj) sdo todos Noetherianos

pois todos os seus ideais sao finitamente gerados.

Exemplo 20 Seja K um corpo. Temos que, o anel dos polindmios em infinitas variaveis
R = K|[x1,...,xp, ...] ndo é Noetheriano. De fato, basta tomar a seguinte cadeia ascendente

(x1) € (x1,22) C (21, 22,23) C --- de submddulos de R a qual ndo estabiliza.

As demonstracoes do teorema seguinte e da equivaléncia das condigdes acima

seguem argumentos analogos as demonstracoes para anéis Artinianos.

Teorema 6 Seja A um anel.
1. Seja
0—M —M-—M —0

uma sequéncia exata de A-mddulos. Entdo, M ¢é Noetheriano se, e somente se,

M'" e M" sdo Noetherianos. Em particular quocientes e submddulos de mddulos

Noetherianos sado Noetherianos.

2. Seja M um A-mdédulo finitamente gerado. Se A é Noetheriano, entao M ¢é Noethe-

7.aN0.

Observacao 4 Todo anel Artiniano é Noetheriano, ver em (TEGAN E.; BORGES, 2014,
p.166).

Exemplo 21 Temos o anel Z como um exemplo de anel Noetheriano que nao é Artiniano.
De imediato, temos que Z é Noetheriano, pois todos os seus ideais sao finitamente gerados.

Se 0 # a € 7Z, temos a cadeia

(@22 24" 2
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descendente infinita. Logo, Z nao é Artiniano.

3.2 COMPRIMENTO DE MODULOS

Nesta sec¢ao, vamos explorar o conceito de comprimento de médulos, o qual fornece
a medida de um modulo, avaliando a profundidade de suas subestruturas por meio de
séries de composi¢ao. Comegamos definindo quando um médulo é considerado simples (ou
irredutivel), seguido pela introdugao das séries de composicao e, finalmente, a defini¢ao
formal do comprimento de um médulo. Além disso, vamos ilustrar esses conceitos com al-
guns exemplos praticos e apresentar teoremas que demonstram propriedades fundamentais,

como a finitude do comprimento e sua aditividade em sequéncias exatas.
Definigao 13 Seja A um anel e seja M um A-médulo.
1. M é dito simples ou irredutivel se M # 0 e seus tnicos submddulos sao 0 e M.

2. Uma série de composi¢ao de M de tamanho n é uma sequéncia de submodulos
M=M,2---2M 2 My=0

tal que os quocientes consecutivos M, 1/M; sao todos simples.

3. O comprimento de M sobre A, denotado por lengq M, é o minimo entre todos os
tamanhos das séries de composigao de M. Caso M nao admita série de composigao

len 4 M = oo.

Exemplo 22 Seja K um corpo. Um K-espago vetorial é irredutivel se, e sé se, tem

dimensao 1. Assim, uma série de composi¢ao para um espaco vetorial V' é uma sequéncia

V=V2V,212---2V2V=0

=

onde dimg V; = ¢. Portanto, leng V =n = dimg V.

Lema 1 Um A-mddulo M € simples se, e somente se, M ~ A/m para algum ideal

mazimal m C A.

Demonstracdo 11 Se m é um ideal maximal, entdo M = A/m é irredutivel pelo teorema
da correspondéncia. Reciprocamente, se M é simples e m’ € M é qualquer elemento nio

nulo, entdo M = Am’. Considere o homomorfismo
0:A— M= Anm'

definido por p(a) = am’. Note que m’ € Im(y), pois (1) = m’. Logo, pelo teorema do
isomorfismo, temos que

Al ker(p) ~ M

e, novamente, aplicando o teorema da correspondéncia para M e usando o fato de M ser

simples, segue que ker(yp) C A é maximal.
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Observacao 5 Definimos o anulador de m por:
ann(m) := {a € A;am = 0} = ker(p).

Teorema 7 Seja M um A-modulo

1. O comprimento de M sobre A ¢ finito se, e somente se, M é Artiniano e Noetheriano.

2. Selenyg M < oo, entdo todas as séries de composicao de M tém mesmo tamanho

(igual a leng M ).

3. (Aditividade em sequéncias exatas) Seja
0— M —M-— M —0
uma sequéncia exata de A-modulos. Entao,
len g(M) < 00 <= leny(M') < 00,leny(M”) < co.

Neste caso,
len 4 (M) = len 4 (M) 4 len 4 (M™).

Demonstracao 12 Para a primeira afirmacao, suponha que M é Artiniano e Noetheriano.
Podemos construir uma série de composicao da seguinte forma: como M é Artiniano, tome
M; como o submédulo minimal dentre os submoédulos nao nulos de M. Assim, M; é
irredutivel. Dentre os submédulos de M que contém M tome Mo minimal, desta maneira
pelo Teorema 1 segue que Ms /M7 é irredutivel. Repetindo esse processo, teremos uma
cadeia ascendente

0=MyC My S MG ---C M

que estabiliza, pois M é Noetheriano. Portanto, len 4 M < oo. Reciprocamente, utilizando
inducao sobre leng M. Seleng M =0 = M =0, se lengy M =1 = M ¢ simples. Além
disso, em ambos os casos M é Artiniano e Noetheriano. Tome n = len 4 M. Agora, suponha
por hipotese de indugao que todo médulo de comprimento menor que n é Artiniano e

Noetheriano. Se n > 1, existe uma série de composicao
M=M,2---2My=0
tal que M;11/M;,i=0,---n —1 é simples. Considerando a seqéncia exata
0— My — M — M/M; — 0,

observa-se que como M7 é simples, entao len4 M7 < n = leny M. Logo, pela hipotese
de inducao, M7 é Artiniano e Noetheriano. Considere a série de composicao simples de
M /My dada por

M/My = Mg/My 2 --- 2 My /My = 0;
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(M;/My)/(M; _1/My) ~ M;/M; 1. Dai, leng M /My < d < n e,;novamente pela hipétese
de indugao, M /Mj é Artiniano e Noetheriano. Portanto, M ¢é Artiniano e Noetheriano.
Utilizando inducao sobre len4 M = d para a segunda afirmacao: Se d = 0 nao ha nada a

fazer. Suponha len 4 M < d. Considere

M=M;2--2M 2My=0

uma série de composicao de tananho d. Pela demonstracao do item anterior, len 4 ( %) <

d — 1 e, pela hipoétese de inducao, todas as series de composicao de % possuem mesmo

tamanho d — 1. Seja
M=Mg2---2 M2 My=0

uma segunda série de composi¢ao de M. Observe que, como M é simples temos MZ’ NMp =
0 ou M,L’ N My = My. Tome 7 o menor dos i para o qual M. N M; = My = My C M,.
Assim,
%:%3...3%3...3%{30’
My M; ™ > M T > M T

M, M; +M

onde M= L Portanto,

/
%:%3...3@3...3M:

¢ uma série de composicao de % com tamanho e — 1. Dessa forma, aplicando a hipotese de

0

inducao, d — 1 = e — 1 e assim, d = e. Para a aditividade em sequéncias exatas, considere
a sequéncia
0—M —M-— M —0

exata de A-médulos. Sem perda de generalidade podemos supor M’ C M e M" = %

Assumindo leny M < oo, pelo item 1, M é Artiniano e Noetheriano e, aplicando o teorema
5, M" e M" siao Artinianos e Noetherianos. Novamente, pelo item 1, leng M’ < oo e
leny M" < oco. Considere M’ :Mc,l DM DOMi=0eM'=M!2D - D> M D
M(')’ = 0 duas séries de composicao de M’ e M respectivamente. Denote o submédulo

de M correspondente ao submodulo MZ-” de M" por
Al !/
Mi 2 M;
entao
M=M/2--2M{=M=M;2--2My=0

é uma série de composicdo de M de tamanho d + e. Logo, lengy M = d + e = leny M’ +
leny M".

Definicao 14 Sejam A e B anéis. Dizemos que B é uma A-dlgebra quando existir um
homomorfismo A — B tal que B é um A-mo6dulo. Em particular, se A = K é um corpo
B é dito ser uma K-dlgebra se em B estiver definida uma multiplicacao, que denotaremos

por (%), e as seguintes condigoes forem satisfeitas:
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1. (aw) *u = v * (au),Va € K,Yu,v € B;
2. ux (v+w)=uxv+uxw, Yu,v,w € B;

3. (u4v)*xw=u*xw+uv*xw, Yu,v,w € B.

Lema 2 Seja A um anel e M um A-mdédulo.
1. Se a C A é um ideal tal que aM = 0 entdo len 4 M = lenA/a M.
2. (Localizagd@o) leny M = Y leny My,
meSpecmA
3. (Mudanga de base) Suponha que (A, m,K) seja local e que (B,n,L) é uma A-

dalgebra local. Se N ¢ um B-mddulo, entdo

leng N =[L: K]xleng N.

Demonstracao 13
1. Como aM = 0 e os submddulos de M sdo naturalmente (A/a)-mddulos, uma série
de composicao de M visto como A-mddulo é o mesmo que uma série de composicao

de M visto como (A/a)-médulo. Dessa forma, leng M =len 4/, M.

2. Considere
M=M,2---2M 2 My=0

uma série de composicao de M sobre A, pelo Lema 1, com m; C A maximal. Para

p € SpecA, temos

Am; A/m;, p=m
miAp, i =

(Afmy)p = ¢ Tm :
0, p#Fm;

Note que, usando a propriedade de localizagao, temos

A Ap

m; m;Ap
e, considerando p # m;, existe x € m; tal que % € Ap. Portanto, A, C m;Aj,. Assim,
My = (Mp)p 2 -+ 2 (My)p 2 (Mp)p = 0 é uma série de composigao de M), sobre

Ap, na qual pela propriedade de localizacao, tem-se

(M’H-l)p ~ (Mi+1) ~ (i)
(M;)p M; P P
Sempre que (M;y1)p = (M;)p, temos
(Mi+1)p A
—— L =0=(—)p=0=my .
(Mz>p (ml )p 1 7& p
Dessa forma, n =leng M = Z lenyg Mp.

meESpecm A
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3. Basta verificar a igualdade para o caso em que N é um B-mddulo simples, ou seja,
leng N = 1. Pelo Lema 1, temos N ~ B/n = L. Como B é uma A-dlgebra local,
existe um homomorfismo ¢ : A — B tal que ¢(m) C n. Assim, mN = 0 e, pelo

primeiro item, obtém-se

leng N =leny,, N =dimg L =[L: K].

Exemplo 23 Seja A um anel Noetheriano e seja m C A um ideal maximal. Entao, para

todo n > 0, o anel A/m™ é Artiniano. De fato, usaremos indugao sobre n. Se n = 0 é

n—1

imediato. Suponha que para n > 0, len A/m < 00. Considere a sequéncia exata

mh—1 A 0

0—
mn m

Para mostrar que leny A/m"™ < oo, basta mostrar que len 4 mn—1 /m" < oo. Assim, pelo
n—1

Lema 2, len g m™~1/m™ = len g/, P = dim g/, m™ 1 /m™. Como m™~! ¢ finitamente

gerado, por ser um ideal de um anel Noetheriano seque que dim 4 /m mn—1 /m' < oo.

Dessa forma, aplicando o Teorema 7, temos

n—1
+leny A/m" 1,

len 4 (A/m™) =leny mmn

Portanto, A/m' é Artiniano.
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4 MODULOS GRADUADOS

Neste capitulo temos como objetivo definir assim como demonstrar alguns resulta-

dos associados a anéis e médulos graduados.

Defini¢dao 15 Seja (G, +) um mondide comutativo. Dizemos que um anel R é G-graduado
se seu grupo aditivo (R,+) admite uma decomposi¢ao em soma direta de subgrupos

abelianos Ry, isto ¢é,

R = @Ryv

geG
satistazendo RgRp, C Ryyp,Vg,h € G.

Observacao 6 1. Os elementos Ry sao chamados de elementos homogéneos de grau
g no anel graduado R.

2. Todo elemento a € R pode ser escrito de forma unica como uma soma finita a =

> geG ag; ag € Rg. Chamamos ag de componente homogénea de grau g de a.

3. As graduagoes R = Ry e Ry = 0 para cada g # 0 sao chamadas de graduagoes

triviass.
Exemplo 24 Os conjuntos Z,n - Z,N, Zy, Z"™ sao Mondides Comutativos.

Exemplo 25 Seja S um anel. Um exemplo padrao de um anel N-graduado é o de polino-

mios R = S[z1,- -+ ,xp), com sua N-graduagao usual dada por
R = @ Ry,
d>0

onde R; é o conjunto dos polindmios homogéneos de grau d.

Exemplo 26 Seja R = S|[x] o anel de polinémios sobre um anel S. Podemos tornar R

um anel Zo-graduado da seguinte forma:

onde Sp:S+Sch2—|—Sx4+~-- é a composicao de grau 0 e S; = Sz + Sz + Sz + - é

a composicao de grau 1.

Definicao 16 Um morfismo ¢ : R — S entre dois anéis G-graduados é dito ser morfismo

graduado se preserva graduagao, ou seja, se p(Ry) C Sq¢,Vg € G.

Definicao 17 Seja R um anel G-graduado. Dizemos que um R-modulo M é um G-
graduado se seu grupo aditivo (M, +) admite uma decomposicdo em soma direta de
subgrupos abelianos Mg, ou seja,
M= M,
geG
satisfazendo RgMjy, C My, p,Vg,h € G.
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As observagoes feitas para o anel G-graduado também se aplicam ao médulo G-
graduado. De modo similar, a definicao de morfismos graduados entre anéis vale igualmente

para modulos.

Defini¢ao 18 Sejam R um anel G-graduado e M um R-moédulo G-graduado. Definimos
o R-mo6dulo G-graduado M(d),d € G como o R-médulo M dado por

Mgy(d) :== Mg14;9 € G.
No qual, é dito ser o deslocamento por d.

Teorema 8 (Teorema da Base de Hilbert) Se R é um anel Noetheriano, entio R[z]

também € Noetheriano.

Demonstragdo 14 Suponha que R[z] ndo é Noetheriano, entao existe um ideal I C R[z]
que nao é finitamente gerado. Sejam f1(z) € I de menor grau possivel, fo(z) € ﬁ de
menor grau possivel. Do mesmo modo, seja

1
(fr, s fnm1)

fn €

Para cada ¢ defina
deg(f;) :==m; #0

fi = a;z™ +a;_12""' + - -ag,a; € R.
Considere a cadeia
Il = ((11) g-[Q: (CLI,(IQ) g g]n:(ah 7an) g )

na qual cada componente é ideal em R. Desde que R seja Noetheriano, existe n € N tal
que Iy, = Ip4+1. Dai, a1 € I,. Tome

n

9(x) = fn+1 — 21 a"' T f ().
=
Afirmacoes:
1. g(z) #0.
2. g(x) & (f1,-+, fn).
3. deg(g(x)) < deg(fpt1(2))-
Com efeito, se g(x) =0, entdo fpy1(z) € (f1,--, fn) 0 que é uma contradi¢ao. Supondo

que g(.ﬂU) S (f17 e 7fn)’ temos que

far1(z) = g(z) + Y aga™ a7 fi(x),
=1
implicando que fn4+1(x) € (f1,---, fn). Portanto, g(x) ¢ (f1, -, fn). Observando g(x),

e analisando o somatoério é facil ver a terceira afirmacao. Logo, f,41 nao é o de menor

grau possivel em ﬁ Portanto, R[z] é Noetheriano.



Capitulo 4. Mddulos Graduados 32

Corolario 2 Sejam R um anel Noetheriano e x1,--- ,xyn indeterminadas. Entdo o anel
de polinomios R[xy,--- ,xyn] € Noetheriano. Em particular, se K é um corpo qualquer,
entio K[xy,--- ,xy| é Noetheriano.

Demonstracao 15 Utilizaremos indugao sobre n. Caso n = 1, pelo Teorema 8 segue que

R[z1] é Noetheriano. Suponhamos assim que R[z1,--- ,zy—1] é Noetheriano. considerando
R' = R[z1,--+ ,2_1] e aplicando o Teorema 8 em R, tem-se R'[z;] Noetheriano. Note
que,

R'[zn]) = Rlz1,- -+, 2p_1][zn] = Rlx1, -+, zn).
Portanto, R[z1,- - ,xn].

A proposigao apresentada abaixo é uma generalizagdo do Teorema 8, envolvendo
estruturas mais complexas, mas mantendo a esséncia do teorema original, que é a proprie-
dade de serem Noetherianos, ou seja, a condi¢ao de que todo ideal seja finitamente gerado,

aplicada agora em um contexto ampliado.

Proposicao 5 Seja R = @g>0 Rg um anel graduado. Entao R ¢ Noetheriano se, e

somente se, Ry é Noetheriano e R € finitamente gerado como dlgebra sobre Ry.

Demonstragao 16 Suponha que R é finitamente gerado como Rp-algebra e que ay, a9, -+ ,an €

Rp sejam geradores de R. Defina o homomorfismo

¢ : Rolx1, -+ ,xn] — R
por ¢(z;) = a;. Dado m € R. Considere f € Rg[z1,--- ,xy] tal que
o(f) =D biPj(x1, ) = b;jPj(ar, - ,an)
entdo, m = > b;Pj(ay,- -+ ,apn). Pelo Teorema 1, tem-se
Ho [xlj(;r(go)’ ) ~Im(p) =R
e, portanto, pelo Teorema 8, Ry[x1, -+ ,xy] é Noetheriano. Logo, R é Noetheriano. Reci-

procamente, ao considerar I = @g>1 R4 como um ideal de R, segue que % ¢ Noetheriano.
Como R = @g>( Ry, conclui-se R/I ~ Ry. Assim, Ry é Noetheriano e, por hipétese, I
é finitamente gerado, digamos que seus geradores homogéneos sejam aq, - -+ ,a, com res-
pectivos graus nq,- -+ ,n,. Seja R = Rylay, -+ ,ar|, para mostrar que R = R’ é suficiente
verificar a inclusio R, € R',Vn > 0. Pela definicdo de R’ temos que Ry C R’. Por inducdo,
assuma Ry C R/ ,)Vd <n—1en > 0. Desde que I = @Da>1 Ry, temos que Ry C I e dai,

dado a € R;,, podemos escrever
-
a = Z C;Aq,
1=1

onde ¢; ¢ um elemento homogéneo de grau n — ny; < n. Pela hipoétese de inducao, ¢; €

Rp—n, C R e uma vez que a; € R/, conclui-se a € R'.
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Proposicao 6 Seja R = @, >0 Rp um anel graduado. Assuma que Ry € artiniano e
R finitamente gerado como Ry-dlgebra. Se M = @,>0 My ¢ um R-mddulo graduado

finitamente gerado, entdo cada My, é finitamente gerado como Ry-mddulo.

Demonstracao 17 Por hipétese, Ry ¢ artiniano e R ¢é finitamente gerado como Ry-
algebra, pela proposicao anterior R é Noetheriano.Considerando Ny, = My, @ (DB.y>n Mm)
temos que, Ny, é finitamente gerado sobre R, digamos que z1, - - - , x+ sejam seus geradores.
Por definicao de Ny, cada x; pode ser escrito como x; = y; + z;, com y; € My e z; €
Dm>n Mm.

Afirmacao: y1,--- ,y+ geram M, sobre Ry. Com efeito, se y € M,, C Ny, entao y é da

forma ;

Yy = Z a;r;,a; € R.
i=1

Pela graduacdo de R, podemos escrever a; = b; +¢; com b; € Ry e ¢; € (@j~0 I;). Dessa

forma,
t
:Zb+cz yz+zz szyz
pois, b;zj, ¢iy; € ¢iz; € Bm>n Mm-

Corolario 3 Com as mesmas hipdteses da proposicao anterior, o comprimento lenRO(Mn) <
00, Vn > 0.

Definicao 19 Sejam R um anel G-graduado e M um R-médulo G-graduado. Um sub-
méddulo N C M ¢é dito G- graduado se N herda a graduagao de M, ou seja, (N,+) se
decompode como
N = @ NN M.
geG
Dizemos que um ideal I C R ¢ ideal homogéneo se I é submddulo graduado de R, visto

como R-méddulo.

Observagao 7 O quociente de M por N admite graduacao natural, dada por
M
M/N =@ 29
v NN Mg

Além disso, temos a sequéncia exata
0— N— M — M/N.

Proposigao 7 Considere (G,+) um grupo abeliano, R = @4cq Rg um anel G-graduado
e I C R um ideal. Entdo sao equivalentes:

1. I € ideal homogéneo.

2. Para todo a = Y g4eqag em R,a € I se, e somente se, ag € I,Vg € G.
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3. I é gerado por elementos homogéneos.

Demonstracao 18 A equivaléncia entre (1) e (2) segue das definigdes. Para a (3) = (1),

suponha que I seja gerado pelos elementos homogéneos a;. Dai, cada a € I é da forma
a=a;by+---+a; bn;b; € R.

Como R é G-graduado, escreva b; = 3jc b g; b g € Rg. Assim, o termo de grau g em a
é

a/g - ail blag_deg(a/il) T ainbn?g_deg(ain).
Entao, ag € I.

Lema 3 (Nakayama) Sejam (R, m,K) um anel local, a C R um ideal préprio e M um
R-médulo finitamente gerado. Se aM = M, entao M = 0.

Demonstragao 19 Tome wq, - - ,w, geradores de M. Dado w, € M,., como
aM = M, existem a,; € a tal que

r

Wy = Z arjwj.(*)

J=1

Considere T" a matriz r X r da seguinte forma:

ail ai2 --- air

a1 a2 - a2y
T = . . .

arl ap2 - Qpr

Denote por I a matriz identidade. Podemos reescrever (x) por

w1 0
a-n| "=
o) Lo
= =0Yi=1,- 7
Portanto, M = 0.
Lema 4 (Nakayama homogéneo) Sejam R = @,>0 R, um anel graduado, sendo

(Rg,mo, K) um anel local e m = mg@,~o Rn o ideal homogéneo mazximal de R. Se

M ¢ um R-mdédulo graduado finitamente gerado entao
pr(M) = dimg (M/mM).

ur(M) é a quantidade minima de geradores homogéneos de M.
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Demonstracao 20 Sejam my,--- ,mg € M geradores de M tais que my,--- ,mg €

M/mM formam uma base, onde r < s. Assim, ur(M) = s > r. Defina
N = (my,---,myp) = M/mM.

Dessa forma, M = N +mM e assim, M /N = m/N. Suponha que M # N, entdo M/N é
um R-modulo nao-nulo graduado finitamente gerado. Dai, tome s o menor inteiro tal que
(M/N)s # 0. Entao, (M/N)s = mo(M/N)s e pelo Lema 3, (M/N)s = 0.
Portanto,

M =N

MR(M) =s<,

ou seja, up(M) =r = dimg (M /mM).



36

5 APLICACOES: VARIEDADES AFINS E O TEOREMA DE NULLES-
TELLENSATZ

Como uma aplicacao do Teorema dos Zeros de Hilbert e do contexto de médulos,
nesse capitulo vamos enunciar e provar o Teorema 9 o qual garante que sobre um corpo
algebricamente fechado que o tinico ideal que representa a variedade afim vazia é o proprio
anel dos polindmios. Uma variedade afim pode ser definida como o conjunto de solugoes
de um sistema de equagdes polinomiais em um espaco afim A’ sobre K o qual é conjunto
de todas as n-uplas (z1,x9,...,2y) com z; € K, munido da topologia de Zarisk cujos
fechados sao zeros de polinémios.

Formalmente, temos a seguinte defini¢ao:

Definigao 20 Seja K um corpo e K|[z1,...,zy] o anel de polinémios em n varidveis sobre
K. Para um conjunto S C K|x1,...,zp], define-se o conjunto de zeros ou variedade afim
associada a S como:

V(S)={ae K" | f(a) =0,Vf € S}.

E importante ressaltar que essa definicdo faz sentido por conta do Teorema da Base de
Hilbert, uma vez que todo ideal de K[x1,...,x,] ¢é finitamente gerado. Caso contrario,

nao seria possivel encontrar o conjunto de zeros.

Em particular, se considerarmos I C Klz1,...,zp] como um ideal gerado por um conjunto
finito de polindémios f1, fo,..., fm, a variedade afim associada a esse ideal I é definida
como:

V) =V (f1,fo,. . fm)={ac K"| fila) =0,¥i=1,...,m}.

Por convencao, vamos denotar variedades afins apenas por V.

Exemplo 27

1. A variedade afim associada ao polinémio f(z,y) = 22 4+ y? — 1 em Rz, y] é
2 2 2
V() ={(z,y) e R" | 2" +y" = 1},
que ¢é o circulo unitario no plano.
2. Outros exemplos de variedades afins sao: parabolas, hiperbdles e elipses.

Através da definicao de variedade associada a um ideal e dos exemplos acima, podemos
induzir um mapa
I —V(I).

Por outro lado, também podemos definir:

Definicao 21 Considere V uma variedade afim, definimos o ideal I(V') por

I(V):={fe€Klzxy, - ,zpn]; f(x) =0,V € V}.
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Observacao 8 Para I,J ideais tais que V(I) = V(J) observe que nao implica I = J.
Com efeito, podemos considerar K =R e os ideais I = (x® + 32 +1) e J = (x* + 40 +2),

note que ambos possuem variedade afim vazia pois ndao admitem solucoes reais mas I # J.

Com a finalidade de estabelecer uma correspondéncia injetiva entre variedades afim

e ideais vamos precisar dos Teoremas de Nullstellensatz.

Teorema 9 (Fraco Nullstellensatz) Se K é um corpo algebricamente fechado e I C
Kz, -+, xp] um ideal tal que V(I) = 0. Entdo, I = K[xy, -+, zp].

Demonstraciao 21 E suficiente mostrarmos que 1 € I, para tal, usaremos inducio sobre
n. Caso n = 1, temos o anel K[z1], e I C K[z1] um ideal. Suponha que V(I) = (), ou
seja, nao existem zeros comuns para os polinébmios em [. Desde que K seja um corpo
algebricamente fechado, qualquer polindmio nao constante tem pelo menos uma raiz. Dal,
a tnica forma de V(I) = ) é se o ideal contiver o polindémio constante 1, pois esse é o
tinico polindmio sem zeros em K[z1]. Logo, I = K|z1]. Agora, suponha que o Teorema é
verdadeiro para polindmios em n — 1 varidveis, para o anel K[xo,- -, xp].

Seja I C K[x1,- -+ ,2zp] um ideal, tal que V(I) = (). Escolha fi € I de grau p > 1. Se f;
fosse uma constante, o ideal I ja conteria 1, e o teorema estaria provado. Entao, podemos

supor que f1 ¢ um polindomio nao constante. Fazendo a seguinte mudanca de variaveis:

:clzscll, xgzx’g—l—agx’l xn:x%—l—an:ﬁ/l,
onde as,...,ap € K, tem-se
filzr,z2,...,2p) = f1(2h, ah + agxl, ..., x}, + ana))
= c(ag,...,ap)(z])P + termos de menor grau em /.
Note que o termo c¢(a2, .. .,ay) é um polindmio nao nulo, pois fi tem grau p. Desde que

K seja um corpo algebricamente fechado e, portanto, infinito, podemos aplicar (D. COX
J. LITTLE, 2015, Proposition 5, Chapter 1). Essa Proposicao garante que f = 0 em
Klxy,- - ,xy] se, e somente se, f: K" — K ¢é a funcao zero. Isso implica que, podemos
escolher os valores de ag, ..., ay de modo que c(ag, ..., ay) # 0. Com essa escolha, todo
polindémio f € K|z1,- -+ , 2] vai para um polinomio f' € K|z, -+ ,z}]. Considere I’ =
{f"; f € I} um ideal de K[z],--- 2], tal que V(I') = (). E suficiente mostrar que 1 € I’
pois as constantes nao sao afetadas pela mudanca de varidavel implicando assim 1 € I.

Desde que I C I, f{ € I’ pode ser escrito da forma:

fi(h,oh, . xl) = clas,. .., ap)(2])P 4 termos de menor grau em z,
com c(ag, - ,ap) # 0. Considere Ii =I'n K[x’g, .-+ x}] ideal. Aplicando a observagao
9 tem-se,
m(V(I) = V(1) = V(1) =m(0) = 0.
Logo, pela hipétese de inducio I] = Klzb,---, )], isto é, 1 € I} C I, e portanto,

I =Klxy, -, xy)].
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Defini¢ao 22 Dado [ = (f1, -+, fs) C K|x1, -, 2] 0 l-ésimo ideal de eliminagao é o
ideal K[x;yq,--- 2] definido por

]Z :IHK[$I+1,--- 7:E’n]'

Observacao 9 Seja V =V(f1, -+, fs) C C", e suponha para algum i, o polinomio f; é
da forma

fi= cx{v + termos de grau menor em 1.

Se It € o primeiro ideal de eliminagio, entio em C"1 wale a igualdade m (V) = V(I1),
onde m € a proje¢io nos ultimos n — 1 componentes, ver (D. COX J. LITTLE, 2015,
p.127).

Portanto, a auséncia de zeros for¢a o ideal a conter o polinémio 1, o que, por sua

vez, implica que o ideal é o anel de polinémios inteiro.
Defini¢ao 23 Seja I C K[x1,--- ,xy| um ideal, o conjunto
VI:={feKlxi, - axp);Im € N, tal quef™ e I}
é um ideal, o qual é chamado radical de I. Além disso, o ideal I é dito radical se I = v/I.

Proposicao 8 Sejam I,J ideais de K[z1,- - ,zp]. Entdo valem as sequintes:

1. IC\/T;
2. VI =TI,
3. SeJcC I, entio vVJ C VI.

Exemplo 28 Seja I C R[z] o ideal finitamente gerado pelo polinémio f(z) = 22 + 1.
Dado g(x) € V1, existe n € N tal que g(x)" € I. Dai,

para algum h(z) € R[z]. Entdo, f(x)/g(z)"™. Desde que f(x) seja irredutivel em R|[x] temos
que f(z)/g(z). Portanto, g(x) € I e dessa forma, I é um ideal radical, ou seja, I = v/I.

Teorema 10 (Nullstellensatz Hilbert) Seja K um corpo algebricamente fechado, I =
(f1, fo, -, fs) C K[x1, -+ ,xn| um ideal e V =V (I). Seja f € K|x1,--- ,xy] tal que

f(ala"' 7an) :0,V(a1,--- :an) eV
Entdo, f € V1.

Demonstracido 22 Dado f € I(V(I) é suficiente mostrarmos que existem m > 1 inteiro

e polindmios Ay, --- , Ay, tais que

fM=A1f1+ -+ Anfm.
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Para mostrar essa fato, consideremos o ideal

:<f].7f27 7f871_yf>CK[x].7 775nay]

Para (a1, a9, - ,an,an+1) ponto de K" temos duas possibilidades:

e Ou (ay,a2, -+ ,ap,any1) é zero comum de f;,i=1,--- 5.

e Ou (a1,a2, - ,ap,apt1) nao é zero comum de f;,i =1,--- 5.

No primeiro caso temos que f(ay,as,--- ,an) =0 desde que f € I(V(I)) e assim

(1 —yf)(al,ag,--- 7a’fl’an+1) =1 7é 0

e assim V(J) = (). No segundo caso, existe i de modo que f;(ay, a9, ,ap) # 0. Olhando
fi como uma funcao de n + 1 variaveis que independe da tltima varidvel concluimos que
filar, a9, ,ap,an+1) # 0 e portanto (a1,a, - ,an,an+1) ¢ V(J). Em ambos os casos
concluimos que V(J) = (. Pela versdo fraca do Teorema de Nullstellensatz concluimos

que 1 € J e podemos escrever
n

para q;,q € K[Q?l,"' 7$nay]' Tomando Y= 1/f($1, 7xn) em K[l’l,"' axn](?/) segue

que

L= glar, o, 1/ ) fi = ™ = ZAfza
=1

sendo m > 1 inteiro suficientemente grande de modo que cancele os denominadores.

Mostramos assim que f € v/I como desejado.

Teorema 11 (Forte Nullestellensatz) Seja K um corpo algebricamente fechado.Se I

¢ um ideal em K[xy,--- ,xy], entdo
I(V(I) = VI.

Demonstragio 23 Note que, I(V(I)) C VI, pois dado f € I(V(I)), por definicdo,
f(z) = 0,Vz € V(I) e aplicando o Teorema 10, f € v/I. Por outro lado, dado g € /I
existe m € N tal que f™ € I. Note que, pela correspondéncia entre ideais e variedades,

tem-se
fM(v) =0,
para algum v € K. Em particular, f(v) = 0. Dai, f € I(V(I)).
Vale destacar que existem situagoes em que a igualdade demonstrada no Teorema

11 nao vale caso nao seja considerado sob um corpo algebricamente fechado, como ilustrado

no exemplo seguinte:
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Exemplo 29 Considere K = R um corpo que nao é algebricamente fechado. Seja [ =
(z2 +1) C R[z] um ideal. Note que, V(I) = 0, pois dado f € I, #z € R, tal que f(z) = 0.
Assim, o ideal de todos os polindmios que se anulam no conjunto vazio é o ideal total, ou

seja, I(V(I)) = R[z]. Além disso, como I é um ideal radical segue que
I =VI#I(V(I)).

A principal consequéncia do Nullstellensatz é que ele nos possibilita estabelecer

uma "conexao'entre geometria e algebra. Essa conexao se fundamenta no seguinte teorema.

Teorema 12 1. Seja K um corpo arbitrdario, os mapas

Variedade Afim %y Ideal

Ideal £> Variedade afim

sao inclusoes reversas, isto é, se Iy C I, entao V(I1) D V(I2). Dd mesma forma,
se V1 C Vi, entao I(V1) D 1(Va). Em particular,

V(I(V)=V.

2. Se K ¢€ algebricamente fechado e se restrigirmos a ideais radicais 0os mapas ¢ e Y

sao bijecoes reversas de inclusao e inversas uma da outra.

Demonstracao 24 Para o item 1, dado v € V([3), tem-se f(v) = 0,Vf € Iy e como
Iy C Ib,Vf € I, f'(v) = 0. segue que v € V(I1) e portanto, V(Is) C V(I1). Por
outro lado, dado f € I(V3) tem-se f(z) = 0,V € Va. Como V| C Vs, temos que
vaz' € Vi, f(2') = 0. Dai, f € I(V1). Assim, I(V3) C I(V1). Agora mostremos que
V(I(V)) = V. De fato, considerando f1,---, fs € I(V), temos que (f1,---, fs) CI(V) o
que implica V(I(V)) C V((f1,---,fs)) = V. A inclusao contraria segue imediatamente
da defini¢ao de V. Por tltimo, pelo primeiro item, V' = V(I(V)). Resta mostrar que
I(V(I)) = I. Desde que K seja um corpo algebricamente fechado, aplicando o Teorema
11,

VI=1(V(D))

e como I = /T segue que, I e V sdo inversas uma da outra e, assim, definem bijecoes

entre si.

Uma importante consequéncia da correspondéncia entre ideias e variedades consiste
na caracteriza¢ido dos ideais maximais de K[x1,...,x,] para um corpo algebricamente
fechado K. Com efeito,

Proposicao 9 Sejam K um corpo e A = Klxy,...,zp] 0 anel de polinomios. O ideal

I={(x1—ay, - ,xn—an) de A é mazimal, para constantes a; € K,i=1,--- n.
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Demonstracao 25 Dado J ideal de A tal que I C J C A, suponha I # J. Dessa forma,

existe f € J com f ¢ I e aplicando o algoritmo da divisdo para n variaveis c.f. (D. COX
J. LITTLE, 2015, Theorem 3, p.g. 64) podemos escrever

f:Al(xl—al)+"‘+An($n—an)+ba

onde cada A; é ...e b e K —{0}. Mas entdo, b= f — A1(x1 —a1) —---— Ap(zpn—an) € J
o que implica J = A.

Desde que V({(z1 — a1, -+ ,zp —ap)) = {(a1, -+ ,an)}, dado P = (a1, -+ ,an) € K" o
associamos ao ideal maximal (x; —aq, -+, 2y — an). A reciproca dessa implicagdo nao é
verdadeira quando K nao é algebricamente fechado, por exemplo, I = (x4 1) é um ideal

maximal em R[z] mas o mesmo nao corresponde a um ponto de R.

Observacao 10 Os mazximais correspondem a pontos em K™.

Teorema 13 Sejam K um corpo algebricamente fechado e A = Klx1,...,xpn] o anel
de polinomios. Se I € ideal maximal de A, entdao existem ay,--- ,ap € K tal que I =
<3§'1 —ay,- - 7$n—an>~

Demonstracao 26 Como [ é ideal maximal em A temos I # A e assim pelo Teorema 9
segue que V(I) # 0, ou seja, existe (a1, -+ ,a,) € V(I). Em termos de ideais vamos ter a

inclusao
(V) c I{(ay,--- ,an)})
e pelo Teorema 11 vamos ter 1(V(I)) = /I = I, logo

I CI{(ay, - ,an)}) =(x1 —ay, - ,zp —an) C A.

Desde que I é maximal segue que [ = (1 — a1, -+ ,Tp — an).



42

REFERENCIAS

D. COX J. LITTLE, D. O’Shea. Ideals, Varieties, and Algorithms: An Introduction
to Computational Algebraic Geometry and Commutative Algebra. [S.1.], 2015. Disponivel
em: https://doi.org/10.1007/978-3-662-41154-4.

JESUS, E. V. de et al. Médulos e grupos abelianos finitamente gerados. [S.1.],
2017. Disponivel em: https://ri.ufs.br/handle/riufs/6512.

SANTOS, J. T. D. A Regularidade de Castelnuovo-Mumford de Mddulos sobre
Anéis de Polindmios. [S.l.], 2018. Disponivel em: https://ri.ufs.br/handle/riufs/7549.

TEGAN E.; BORGES, H. Algebra comutativa em 4 movimentos. [S.1.], 2014.

Disponivel em: https://impa.br/page-livros/algebra-comutativa-em-quatro-movimentos.


https://doi.org/10.1007/978-3-662-41154-4
https://ri.ufs.br/handle/riufs/6512
https://ri.ufs.br/handle/riufs/7549
https://impa.br/page-livros/algebra-comutativa-em-quatro-movimentos

	Folha de rosto
	Folha de aprovação
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Sumário
	Introdução
	Objetivos
	Objetivo Geral
	Objetivos Específicos


	Módulos
	Definições e propriedades básicas
	Módulos Livres

	 Módulos Artinianos e Noetherianos
	Conceitos Básicos
	Comprimento de módulos

	Módulos Graduados
	Aplicações: Variedades Afins e o Teorema de Nullestellensatz
	REFERÊNCIAS

