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Resumo

O objetivo deste trabalho € realizar um estudo sobre os resultados do tipo Liouville para equacdes
envolvendo operadores elipticos ndo divergente e suas aplicagdes. Para isso, utilizaremos uma
abordagem recente do tema que relaciona a existéncia de solucdes positivas de equagdes elipticas
em R" ao scalling da equacdo, a homogeneidade da solucio fundamental associada ao operador

eliptico e a existéncia e finitude do primeiro autovalor associado ao operador eliptico.

Palavras-chave: Teoremas do tipo Liouville. Solu¢cdes Fundamentais. Primeiro autovalor.



Abstract

The goal of this work is to perform a study about Liouville type results for equations involving
non-divergent elliptical operators and their applications. For this, we will use a recent approach ot
the topic that relates the existence of positive solutions of elliptic equations in RV to the scalling of
the equation, the homogeneity of the fundamental solution associated with the elliptical operator

and the existence and finitude of the first eigenvalue associated with the elliptical operator.

Keywords: Liouville-type Theorems. Fundamental Solutions. First eigenvalue.
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Introducao

As propriedades qualitativas para solucdes das equagdes diferenciais parciais (EDP’s) €
um dos temas mais estudados na matemaética devido ao grande nimero de aplicagdes como por
exemplo em fendmenos fisicos, quimicos, bioldgicos, atmosféricos e econdmicos. Entre essas
propriedades, uma das mais importantes € o principio de Liouville que consiste em determinar o
perfil de solucdes de EDP’s no R". Na primeira metade do século XIX, Liouville mostrou que as

tinicas fungdes harmonicas limitadas em RY sdo as constantes.

Na década de 60 do século XX, Moser mostrou que se Au < 0 em R% e u > 0 entdo

u = 0. Quando N > 2 este fato ndo € verdade, basta observar que

1
T U X

é solucao de
Au < —uP em RN

1 N-2
Onde,N>2,p>lem<q<T.

Porém Gidas e Spruck em (GIDAS; SPRUCK, 1981) mostraram que existe um p* > 1

tal que se
Au+u? <0 em RV,

u>0el <p < p*entdou =0. Em 2000 Cutri e Leoni mostraram em (CUTR{; LEONI, 2000)
que o mesmo tipo de resultado vale para equacdes envolvendo os operadores de Pucci. Por sua
vez Birindelli e Demengel em (BIRINDELLI; DEMENGEL, 2006) provaram que existe um

p* > 1tal que se
Vul* M, \(D?u) +u” < 0emR",

u>0el+a < p < p*entiou = 0. Este tipo de operador estd incluido na classe dos operadores
que sdo elipticos quando o gradiente € grande, ver (IMBERT, 2011). Resultados do tipo Liouville
s@o centrais no estudo de existéncia de solucdes e no estudo de regularidade de solucdes, ver, por
exemplo, (GIDAS; SPRUCK, 1981)(PRAZERES; TEXEIRA, 2016).

Nesta dissertagdo nds iremos utilizar uma abordagem mais recente para obter esses
resultados. Tal abordagem foi dada por Armstrong e Sirakov, ver (ARMSTRONG; SIRAKOV,

2011), e nos fornece uma estrategia para a demonstracao de teoremas do tipo Liouville.

A fim de ilustrar tal estratégia iremos escrever o trabalho em uma ordem crescente de
dificuldade, abordando primeiro o caso do Laplaciano e em seguida trabalhando com operadores
mais gerais. Por fim, adaptando a mesma estratégia provaremos o teorema de Liouville no caso

do semiespacgo e encerramos a dissertacdo com uma aplicagao.
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No capitulo 1 demonstraremos o Teorema do tipo Liouville para o caso do Laplaciano.
Primeiro provaremos a existéncia da solu¢ao fundamental para a equagdo de Laplace, isto &,

vamos exibir uma funcio radial ¢ : RV \ {0} :— R, ¢ = |x|*7", de tal forma que
Ap=0 em RY)\{0}.
Em seguida provaremos o principio do maximo fraco, lema de Hopf e principio da comparacao.

No passo seguinte mostraremos que o primeiro autovalor do Laplaciano, com € suave, aberto e

limitado, pode ser caracterizado como
Ay=sup{4;Iv>0 em Q e Av<-Av}.

Observamos que se u > 0 € solucdo de

Au+u” <0 em RV,

entdo u,(x) = A7 Tu(Ax) também €. Assim usaremos o principio da comparagao para garantir

que existe uma constante C > 0 tal que
2
uy > CA1- 2N,

c portanto
2
Auy < —cp—u(ﬁ‘(z‘m)(”‘”uﬁ.

Logo se
2

—-2-N)>0
p —_—
entdo u, = 0, pois caso contrdrio poderiamos fazer A tdo grande quanto quiséssemos e portanto

A ilimitado.

O capitulo 2 € destinado ao estudo das equagdes envolvendo os operadores de Pucci
M ps
serd mais envolvente e desafiador. Iremos provar a existéncia de uma solucdo fundamental,

M\ e iremos fazer os mesmos passos do capitulo 1. No entanto neste caso cada passo

e seguindo as ideias que aparecem em (ARMSTRONG, 2009) definiremos e provaremos a
existéncia dos semiautovalores principais e suas respectivas autofuncoes. Estes semiautovalores
principais sdo os substitutos naturais do primeiro autovalor do Laplaciano neste contexto. Além
disso, provaremos o principio da comparagao e por fim entregaremos o principio de Liouville, ou

seja, existe um p* tal que toda solucdo ndo negativa u de
M, (D*u) +u” <0 em RV
é identicamente nula em RY quando 1 < p < p*.

O capitulo 3 € desenvolvido de maneira semelhante aos capitulos anteriores, com a
diferenca que neste capitulo estaremos provando um teorema do tipo Liouville para um operador
degenerado da forma

IVul* M, \(D*u) +u” <0 em RY,
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onde >0el+a < p < p*. Ao contrdrio dos capitulos anteriores, ndo se espera que solucoes
de equacdes envolvendo este tipo de operador sejam cldssicas, e para contornar tal problema
introduziremos a nocao de solucdes no sentido da viscosidade. De maneira andloga ao feito para
o caso do operador de Pucci e do Laplaciano, podemos definir uma constante que faz o o papel
qualitativo do primeiro autovalor do Laplaciano para um operador ndo divergente, degenerado.
Um resultado técnico de grande importancia nesse capitulo, € o que chamamos de Lema do
cancelamento , cuja a ideia vem do trabalho (IMBERT; SILVESTRE, 2013), com esse Lema
podemos transferir muitas das propriedades das solucdes da equagdo envolvendo o operador
de Pucci para equacdes envolvendo os operadores degenerados trabalhados aqui. Em seguida
provaremos que o primeiro autovalor € limitado e usaremos a estrategia do capitulo anterior para

provar o principio de Liouville.

O capitulo 4 € dedicado a provar o Teorema de Liouville para operadores degenerados no
semiespaco, isto &,
|Vu|“M;A(D2u) +uP <0 em RY.

ondea >0el+a < p < p*. Para tal iremos provar a existéncia da solucdo fundamental para o
operador de Pucci no semiespaco como Leoni em (LEONI, 2012). Diferentemente dos capitulos
anteriores aqui teremos que lidar com o comportamento de u e da solu¢do fundamental ao longo
do RVN~!, para tal usaremos as ideias que aparecem em (ARMSTRONG; SIRAKOV, 2011).

O capitulo 5 se baseia no trabalho de (GIDAS; SPRUCK, 1981), nele mostramos que
existe uma constante C que depende somente de p, de tal forma que
u(x) <C,

sempre que u# > 0 € solugdo no sentido da viscosidade de

|Vu|“M;’A(D2u)+uP =0 em B;(0)
u =0 em 0B;(0).

A demonstragdo do problema consiste em mostrar que se houver uma sequencia de solucdes

desse problema ilimitada, podemos provar que existe uma solu¢ao nao negativa para

|Vv|“M;’A(D2v)+vp <0 em RV
v(0) =1.

ou
|Vv|"Ma_’A(D2v)+vp <0 em RY

v(0) =1,
0 que nao pode ocorrer pois vai de encontro com os resultados obtidos nos capitulos 3 e 4.

Ao longo do texto iremos sempre considerar €2 aberto, limitado, conexo e suave. Diremos
que u € C*(Q) se suas derivadas parciais de ordem k forem continuas e que u € C*%(Q) se

suas derivadas parciais de ordem k forem a—Holder continuas.
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Notacoes

Aqui serdo apresentadas algumas notagdes utilizadas ao longo do trabalho.

Notacoes geométricas

. RN ¢ o espaco Euclidiano de dimensio N > 3.

. RY & 0 semi-espago de dimensdo N > 3.

SN-1 ¢ a esfera unitdria.

x = (x1, ..., xy) € a representaciio de um ponto do espaco RV,

Q é um subconjunto aberto, limitado, conexo e suave do espaco RY.

. Q¢ denota o complementar do conjunto Q.

. 0Q € a borda do conjunto Q.

Q é o fecho do conjunto Q.

. B, = B,(x) é abola aberta de centro em x e raio r > 0.

Se a, b € RY, denotamos o produto interno usual por a - b = Zfil a;b;.
|a| denota a norma Euclidiana.

llull .~ () denota a norma do espago LN(Q).

llu]|co = inf{C > 0; |u(x)| < C para quase todo x}.

llullcx (q) denota a norma no espago Cck(Q).

||ull cx.(qy denota a norma no espago C5¥(Q).

Constantes especiais

. N > 3 indica a dimensao do espaco.

a, A\ sdo as constantes de elipticidade.

. 41 denota o primeiro autovalor do Laplaciano

A7 (Q) denotam os semi-autovalores principais de M_ . em Q.

. A € o primeiro autovalor associado ao operador |V.[* M . + Al em Q.
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Espacos de Funcoes

1. C*(Q) = {u : Q@ — R;u é k vezes continuamente diferencidvel}.
2. CK2(Q) = {u : Q — R; uAs derivadas parciais de ordemkdeusdoa — Holder continuas}

3. LY(Q) = {u : Q — R;u é mensuardvel, e ||u|| v q) < +co}.
Notacoes Matriciais

1. Escrevemos A = ((a;;)) para dizer que A € uma matriz de ordem m X n com entradas a;;.
2. tr(M) = Zf\il m;; € o trago da matriz M.

3. x ® x € a matriz com entradas x;x;.

4. I = Iy é a matriz identidade.

5. AT é a transposta da matriz A.

6. SV é o espaco das matrizes simétricas de ordem N.

7. Ay € o conjunto das matrizes simétricas de ordem N X N cujo os autovalores pertencem

ao intervalo [a, A].
Notacoes de Operadores

1. A é o operador de Laplace.
2. Mz . € o operador de Pucci.

3. |V.|* M, é operador de Pucci degenerado.
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Teorema do Tipo Liouville para o Laplaci-

ano

Nesse capitulo iremos provar que solucdes ndo negativas da equacao
P N
Au+u” <0 em R

~ . . N
sdo identicamente nulas quando 1 < p < 5=5.

1.1 Solucao fundamental e Principio do Maximo
Iremos comegar encontrando a solucdo fundamental para a equacio de Laplace em RY.
Teorema 1.1. Existe uma funcdo radial positiva ¢ : RN \ {0} — R tal que
Ap=0 em R\ {0}
além disso,
|)}|h_1>100 p(x) =0 e |i|igo @(x) = +oo.
Prova: Seja v(r) uma fun¢ao radial tal que
u(x) =v(r),

onde r = |x| = 4 /Zf.\i ! xl.z. Observe que derivando r com relagdo x; obtemos

1
rr = 2X; - §|x|_1 Vi=1,..,N,

isto é

Consequentemente
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ou seja,
X
Uy, = v'(r);l Vi=1,..,N
e -
x? -t
l
Uyy;, = v"(r)r—2 +v'(r) >
o que implica
14 xl2 ’ 1 .xl2 .
Uy, =V (r)ﬁ +v'(r) Pl Vi=1,..,N.

Agora observe que da hipdtese decorre que
Au(x) = Av(r)
e por conseguinte

//(r

Au(x) =

SO DN DI B

= i=1 i=1

|M2

seguindo assim
” ’ N-1
Au(x) =v"(r) +v'(r) (—)
-

consequentemente Au(x) = 0 se, e somente se

V() +V (r) (” . 1) = 0.

Note que se v/ = 0 segue que v é constante (solugdo trivial), dessa maneira faremos o caso em

” /(N_l)
Vvi=—y ,
r

v’ N-1

que V' # 0 entdo

que fornece

v/ r
dessa forma

(In(p'])) = ——
donde obtemos
In(]v']) = (1 = N)In(r) +c.

Portanto
Vv =cr! ™V,
comor > 0e N > 3 segue que
—
FN-1
e por conseguinte
c
v(r) = N +b.

Essas consideragdes motivam a seguinte defini¢o.
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Definicao 1.1. (Solucdo Fundamental) A funcdo

C
N_2+b

p(x) =
x|

definida para x € RN, com x # 0, é a solucdo fundamental da equacdo de Laplace.

Vamos agora demonstrar algumas propriedades cldssicas para solugdes de equacoes
envolvendo o Laplaciano que irdo nos auxiliar ao longo do capitulo. A primeira é o conhecido

Principio do Méaximo Fraco.

Teorema 1.2. (Principio do Mdximo Fraco) Sejau € C*(Q) N C(Q) tal que Au > 0 em Q, entdo

max u# = maxu.
o 00
Prova: A priori faremos o caso em que Au > 0 em €. Suponha por contradi¢do que existe xo € €2

tal que max u = u(xp). Como xg € ponto de maximo local, pois xo € ponto de interior, entdo
Q

D?u(xg) <0

e dessa maneira
Au(xg) = tr(D*u(xg)) < 0

0 que é uma contradi¢c@o pois, Au > 0. Agora faremos o caso Au > 0, e para isso considere a
func¢do auxiliar

+ = |xP?
U = U — X .
€ 2N

Calculando o Laplaciano da fung¢do auxiliar, obtemos
g
Aug = Au+ A (ﬁ'Xlz)

Consequentemente

Au+e>0

0 que implica em
Aug > 0.

Sabemos do caso anterior que

max U, = max ug
) 0Q

fazendo € — 0 obtemos que

maxu = maxu.
o) E1S)

Desde que o Laplaciano € linear, como consequéncia do resultado acima obtemos o seguinte

teorema.
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Teorema 1.3. (Principio do Minimo Fraco) Seja u € C2(Q) N C(Q) tal que Au < 0 em Q, entdo

minu = minu.
Q

Prova: Para provarmos este teorema basta tomarmos v = —u e aplicarmos o Teorema 1.2.

Como consequéncia do principio do méximo fraco, obtemos o seguinte coroldrio,

usualmente conhecido com principio da comparagao.
Corolario 1.1. (Principio da Comparagdo) Sejam u,v € C%(Q) N C(Q), se

Au

\%

Av em Q,
v em 0Q.

IA

u

Entdov > u em Q.

Prova: Defina g =u —v,entdio Ag = Au —Av > 0em Qe g < 0 na 9L, isto é,

Ag 0 em Q,
g < 0 em 0Q.

\%

A

Segue do Teorema 1.2 (Principio do Méaximo Fraco)

max g =maxg <0

Q 0Q
assim
u—v<maxg <0 VxeQ,
Q
e consequentemente
u—v <0.

Desse modo

u<v em Q.

Outro resultado importante dentro da estrategia que utilizamos para obter nosso resultado

principal € o seguinte.

Lema 1.1. (Lema de Hopf) Seja u € C2(Q) N C(Q) tal que Au > 0 em B). Se existe xo em OB,
tal que
u(xg) > u(x) Vx € Bj.

0
Entdo a derivada normal a—u(xo) > 0.
v
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Prova: Sejam w = |x|> e f(1) = e~ — ¢®. Defina a funcdo v(x) = f(w) e observe que v(x) = 0

para |x| = 1. Calculando as derivadas parciais de v, obtemos

2
in = f,(W)Wx,- e inxi = f”(w)wxi + f/(w)wxixi

assim
Vv =f'(w)Vw e Av=f"(w)|Vw]> + f'(w)Aw.

Agora calculando as derivadas de f segue
(1) = —ae™™ e ['(t) =a*e™
e similarmente para w resulta em
Vw=2x e Aw =2N.
Por conseguinte obtemos
Av = 4a/2|x|e_"‘|x|2 — 2Nae
= 2qe Rl (2a|x|2 - N)
> Qe /4 (g - N)
N 2
> 2ae @ (5 - N) ,
sempre que x € B \ B 1. Escolhendo @ = 4N segue que
Av > 8N?e N > 0.
Defina agora ® = u + v, entdo
AD=Au+egAv >0 em B;\Bjp
segue do Teorema 1.2 (Principio do Médximo Fraco)

max ® = max P
BI\B; 6(31\3%)
2

o que implica que o mdximo de @ € atingido em d B ou em 0B ,. Note que
D (xo) = u(xo) +&v(xo) = u(xp)
pois xg € dB;. Como u(xg) > u(x) paratodo x € By existe € > 0 pequeno tal que

u(xp) > supu +esupv
B B
2

2

> sup(u + ev).
B
2
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Logo

D(xg) > sup(u +ev)
B,
2

assim @ atinge seu maximo em dB. Dessa maneira

0

0 N P .
_av(” + 8v) (Xo) — hli_)ng)f (u SV) (XO) (Z sv)(xo y) S
consequentemente nos diz que

0

EM(XO) 2 —851’(160)
= —eVv(xg) - xo
= 8sNe ™V

> 0.
]

Como consequéncia direta do Lema 1.1 (Lema de Hopf) obtemos o principio do méximo
forte e com este € possivel garantir que uma subsolu¢do nao-positiva da equacao de Laplace ndao

se anula dentro do dominio, a menos que a mesma seja identicamente nula.

Corolario 1.2. (Principio do Mdximo Forte) Seja u € C*(Q) N C(Q) com Q um dominio conexo.

Se Au > 0 em Q e existe um ponto xo € Q tal que

u(xp) = maxu,
Q

entdo u é constante em €.

Prova: Considere o conjunto M = {x € Q;u(x) = u(xo)}. Note que M # 0 pois xg € M e além
disso M € fechado pois é imagem inversa de u(xp) e como Q € limitado segue que M é compacto.
Observe agora que se M = Q entdo o resultado esta provado. Suponha que M # €, entdo existe
x1 € Q\ M. Como Q \ M é aberto e M é compacto podemos tomar uma vizinhanca B(x) que

tangencia M em um ponto x;. Note que
Au>0 em B(xy)

e u(xy) > u(x) paratodo x em B(xy), comx; € dB(x1). Segue do Lema 1.1 (Lema de Hopf) que

0
—u(xy) > 0. (1.1)
ov
Porém, como x> € um maximo de u interior a 2, obtemos
Vu(x;) =0
e consequentemente

0
v-Vu(xp) = EM(XZ) =0,

contradizendo (1.1).
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No que segue agora iremos apresentar a famosa estimativa de Alexandrov-Bakelman-
Pucci (ABP). A origem dessa estimativa € devida a Alexandrov. Algumas contribui¢des nao
triviais foram feitas por Bakelman ao trabalho de Alexandrov. Mais tarde essa estimativa volta
aparecer nos trabalhos de C.Pucci. E interessante observar que ABP nio é tanto um resultado de

equacoes diferenciais em si, mas sim de anélise convexa e teoria da medida.

Lema 1.2. (Estimativa ABP) Seja f funcdo mensurdvel tal que f € LN (Q). Seu € C2(Q)NC(Q)
é tal que
Au<f em Q.

Entao,

—infu < Cllfllzv )
Prova: Ver (CABRé; CAFFARELLI, 1995) Teorema 3.2.
[}

Como consequéncia do Lema 1.2 (Estimativa ABP), podemos obter principio do méximo
para equacgdes do tipo
Au+cu <0 em Q,

onde ¢ : Q@ ¢ RY — R é uma funcio que eventualmente muda de sinal.

Teorema 1.4. (Principio do Mdximo para dominios pequenos) Seja u € C2(Q) N C(Q) e
c € C(Q) tais que
Au+cu<0 em €,

com ||c||p=(q) < C < 0. Existe § > 0 tal que |Q| < 8, entdo u > 0 em Q.

Prova: Primeiramente definamos o seguinte conjunto
Q ={x € Q;u(x) <0}.
Vamos supor que Q~ # (), observe que

Au < —-cu em Q7

u =0 em 0Q".



Capitulo 1. Teorema do Tipo Liouville para o Laplaciano 20

Segue entdo do Lema 1.2 (estimativa ABP) que

—infu <C _
infu < l[cullrn (@)

1/N
=C (/ |cu|Ndx)
/N
< Clle]leo sup lul (/ dx)
Q- Q-

€ consequentemente

—infu — sup |u|Cllc]l|Q7|¥ < 0.
Q- Q-

Sabemos que — igrzlf u = sup(—u) e como u é negativa segue sup(—u) = sup |u|. Por conseguinte,
) Q- Q- Q-

sup |u| (1 —C||c||oo|s2—|%) <0.
.

1
Escolhendo 6§ = ﬁ obtemos 1 — C||c||»|27|¥ > 0 e consequentemente
sup |u| <0,

0 que implica em
luf =0 em Q.

Logo u =0em Q7, o que é uma contradi¢do uma vez que u < 0 em Q. Portanto # > 0 em Q.

1.2 O primeiro autovalor do Laplaciano

O problema de autovalor do Laplaciano para o problema de Dirichlet com dado de
bordo zero, consiste em encontrar constantes Ay e fun¢des nao-nulas ¢; que resolvam o seguinte
problema

Atpk +/1k<,0k =0 em Q,
vr=0 em O0Q.

E muito conhecido o fato de que o Laplaciano possui um primeiro autovalor positivo para o
problema de Dirichlet com dado de fronteira zero. Além disso, sabemos que a autofuncao ¢
associado a esse primeiro autovalor € positiva em €2. Este resultado pode ser encontrado com uma
abordagem variacional em diversos livros do tema andlise funcional (ver por exemplo (BREZIS,
2011)).

Nesta se¢do iremos apresentar uma caracterizagao nao variacional para o primeiro autovalor do

Laplaciano, tal caracterizacdo motiva o desenvolvimento de teoria de autovalor para operadores
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que nao possuem uma formulac¢do variacional como, por exemplo, o operador de Pucci, o qual

veremos no capitulo seguinte.

Como primeiro resultado para obter a caracteriza¢do temos o seguinte.

Teorema 1.5. Sejam u,v € C2(Q) N C(Q) tal que

Au+pu <0 em Q,
u >0 em 0Q,

Av+pv >0 em Q,
y <0 em 0Q.

Além disso, existe xg em Q tal que v(xg) > 0 entdo existe t > 0 tal que u = tv.

Prova: Seja K € Q compacto tal que xo € K e |Q\ K| < 6. Suponha que u > 0 em £, entdo para
todo x € K sabemos que u > i%fu > 0. Definindo A = {t > O;u > ¢tv em K} temosque A ¢

limitado superiormente pois v(xg) > 0. Tomando 7x := sup A obtemos
u>tgy em K.
Sejaw :=u —tgv, observe que w > 0 em K e além disso
Aw + pw = (Au + pu) — tg(Av+pv) em Q,

isso implica que
Aw+pw <0 em K,

w >0 em 0K,

ecomow = u — tgv < 0 em 0L segue

Aw+pw <0 em Q\ K,
w >0 em J(Q\K)=0QUOIK.

Segue do Teorema 1.4 (Principio do Médximo para dominios pequenos) obtemos que u > ;v em
Q\ K, entdo
w>0 em Q.

Agora considere o conjunto B = {t > O;u > tv em Q}, comotx € Btemosque B # (¢

além disso como v(xp) > 0 podemos tomar
to=supB >t >0,

por conseguinte obtemos

u>tyv em Q.
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Note que se u > fyv podemos definir ® = u — tyv, repetir argumento acima e encontrar um 7o > 0
tal que
® > 1ov,

o que implica

u—tov > tov.

Portanto obtemos
u > (to+ E())V

0 que € uma contradi¢do com o fato de 7y ser o supremo de B. Logo, ® = 0 concluindo assim

que u = tov em Q2.
|

O préximo teorema € conhecido como a caracterizacdo de Donsker-Varadhan para o

primeiro autovalor.

Teorema 1.6. Se existe ¢1 € C2(Q) N C(Q) tal que p; > 0 em Q e satisfaz

Apr+ 11 =0 em Q,
¢1 =0 em 0Q.

Entdo Ay =p:=sup{1>20;3v>0 em Q e Av<-Av}
Prova: Por hipétese existe ¢; > 0 em Q tal que

—Ap1 = A1)

0 que implica
A1e{1>0;3v>0 em Q e Av<-Av}

e como consequéncia p > A;. Suponha que p > A1, entdo existe p; tal que p > p; > A; e por

conseguinte existe v| satisfazendov; > 0em Qe
—-Avy > p1vy.
Aplicando o Teorema 1.5 existe > 0 de modo que v| = t¢, como consequéncia obtemos
—Avy 2 pivi = pi(te1) > tdigr = 1(=Ap1) = —A(tg1) = —Avy,

dessa forma

—AV1 > —AV]

o que ¢ um absurdo. Portanto podemos concluir que p = A4;.
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1.3 Teorema do Tipo Liouville para o Laplaciano

O teorema que apresentaremos a seguir € o resultado principal deste capitulo, ele foi
obtido em 1981 por Gidas e Spruck (GIDAS; SPRUCK, 1981). Porém as ideias da prova que
iremos expor vem do artigo de Armstrong e Sirakov (ARMSTRONG; SIRAKOV, 2011).

Teorema 1.7. (Principio de Liouville) Seja u € C*(Q) N C(Q) satisfazendo u > 0 e
Au+u? <0 em RV, (1.2)

Entdo existe p* = % tal que quando 1 < p < p*, tém-se u = 0 em RY.

Prova: Primeiramente vamos mostrar que se u > 0 € solugdo de (1.2) e u # 0, entdo u > 0. De
fato, suponha que existe xg tal que u(xp) = 0 em Bg(xp). Sabemos que

Au < —u?,

entao
Au <0 em Bpg(xp).

Segue através do Teorema 1.2 (Principio do Maximo Forte)
M(X) =0 Vxe BR(X()),

fazendo R — +oo obtemos que u(x) = 0 em R". Agora considere a solucdo fundamental

@(x) = |x|~¥=2) ¢ observe que

p(Ax) = A N2 x|~ (N=2) = /l_(N_z)go(x) paratodo A > 0.

Seja B* = > i I e tome o seguinte scalling
uy(x) = 2 u(Ax). (1.3)
Entdo calculando o Laplaciano de (1.3) segue
Ay (x) = AP u(Ax)) = A2 A(u(ax)) = X 2 Au(ax),
e somando u” (x) obtemos

Aua(x) +uf)(x) = P2 Au(Ax) + PP uP (x).

Agora note que

. 2p  2p+2-2 2 2(p-1) 2
pp =t = =+ =

= = = +2=8"+2,
p-1 p-—1 p—-1 p-1 p-1

desse modo temos pB* = B* + 2, e como consequéncia

Auy(x) +ul (x) = 2P (Au(Ax) +uP (Ax)) < 0. (1.4)
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Observe que quando 8* > N — 2 temos

>N-2

p—1
0 que implica
2>pN-2p—N+2,

€ por isso
N
P=N=2""
Desde que u > 0 em Q = Bg(0) \ B1(0), como
Au+u? <0
segue que
Au < —u?,
e por conseguinte
Au <0 em Q.

Além disso sabemos que ¢(x) € solu¢do fundamental, isto é,
Ap=0 em Q,
entdo obtemos
Au < Agp.

Agora observe que ¢ = 1 e u > 0 em 0B;(0) e desde que dB;(0) € compacto temos que existe

uma constante ¢ € (0, 1) tal que u > ¢, com isso
u>ce em 0B(0).

Do fato que ¢ — 0 quando |x| — +oo decorre que dado &€ > 0 existe R > 0 tal que cyp < &
quando |x| > R. Portanto
u+e>cep em ABR(0),

€ por conseguinte

u+e>cp em 0Q.

Como A(u + €) = Au obtemos

Alu+e) < A(cyp) em Q,

u+e = cp em 0Q.

Segue entdo pelo Coroldrio 1.1 (Principio da Comparacdo) que

u+e>cp em Q,
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fazendo R — +oo podemos tomar € — 0 e dessa maneira
u>ce em RN\ B(0).

Em particular segue
u(x) = clx”™ em  B2(0)\ B(0),

para A > 1. Agora considerando o scalling
uy(x) = 2 uAx) = 2522 VxPN em By(0) \ B1(0),
e dessa maneira obtemos
uy(x) > 252Ny onde b=c-2>7N.

Entao
[12(x)]P7! > AB-@NIp-Dyp,

e dessa forma
—[M/l(x)]p_l < —A[ﬁ*_(Z—N)]([’—l)b'

Sabemos da equacdo (1.4) que

Auy(x) + u’; (x) <0,

0 que implica em

Aup(x) < =[ua ()] ua(x) < AP =My (),

€ portanto
Aupy(x) < =P =CNIPDy,(x) em By (0)\ B1(0),
u,l(x) > 0 €m BQ(O) \B](O)
Consequentemente

pAF =MD c (3>0:3v>0 em Q e Av<-Av}

0 que implica em
pAP N < .

Entretanto como [8* — (2 — N)](p — 1) > 0, podemos fazer bA!B'~C=MIP=1) 5 100 0 que é

uma contradi¢do com o fato de A ser finito.
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Teorema do tipo Liouville para o operadores

de Pucci

Neste capitulo iremos provar um teorema do tipo Liouville para os conhecidos operadores
de Pucci. Mostraremos que as solugdes u € C2(R") nio-negativas de
M;’A(Dzu) +u? <0 em RV
B

=2
A = a estamos no caso Laplaciano e recuperamos o resultado do capitulo anterior.

sdo identicamente nulas quando 1 < p < onde 8 = %(N — 1) + 1. Observe que quando

2.1 Operadores de Pucci

Seja SV o espaco das matrizes simétricas, define-se os operadores de Pucci como
MM SV — R, como

a,\’ a,
M A(M) = AZ ei+a Z e;

e; >0 e;<0

e
Mo (M)=a ) ei+ A e,

e; >0 e; <0
onde e; sao os autovalores da matriz M. Uma defini¢do equivalente para os operadores de Pucci
¢ dada por

MG A(M) = sup tr(AM)

A€ALN

e

M A(M) = Ael%w tr(AM)

onde A, A € o conjunto de todas as matrizes simétricas cujo os autovalores pertencem ao intervalo
[a, A], ver (SIRAKOV, 2015) Lema 1.4.

No resultado abaixo vamos listar algumas propriedades dos operadores de Pucci que

serdo udteis no que segue.
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Lema 2.1. (Propriedades do operadores de Pucci)

(1) M (M) < M, (M),
(2) MG (M) = —M , (~M).

(3) MZ, (aM) = a M, (M) se @ > 0.

(4) M (M) + M ((N) < ME (M +N) < MY, (M) + M (N).

(5) M;A(M) + M (N) S M (M +N) <M (M) +M;,A(N).

Prova: Ver (CABRé; CAFFARELLI, 1995) Lema 2.10.

2.2 Solucao fundamental e Principio do Maximo

Comecaremos essa secao encontrando uma solu¢do fundamental para o operador de

Pucci, ou seja, encontraremos uma solugado radial convexa e decrescente @ de
- 2 N
MA(D*®@) =0 em R\ {0}

de tal forma que
lim®(x) =c0 e lim ®(x)=0.

x—0 [x|—+c0
Para tal provaremos o seguinte lema técnico, o qual foi provado primeiramente por Cutri e Leoni
em(CUTR{; LEONI, 2000).

Lema 2.2. Seja ¢ : (0,+00) — R uma fungdo de classe C?((0, «)). Para todo x € RN \ {0}
os autovalores da matriz Hessiana da funcdo radial ®(x) = ¢(|x|) sdo ¢”(|x|), que é simples e

¢’ (x)/|x|, que tem multiplicidade (N — 1).

Prova: Calculando as derivadas parciais da fun¢do ® obtemos

i 4 ” ’
b = g (W)L, @y, = EPD  [LUD gD ]
i |x| iXi |X| |X|2 |x|3
€
P L OB C I
XiXj — |X|2 |X|3 XiXj,
dessa maneira
o) = EWD (e D) o
&l x| |x|3

onde Iy € a matriz identidade e x ® x € a matriz com entradas x;x;. Consequentemente num
primeiro caso podemos multiplicar o resultado acima por x/|x|, o que resulta
X "(|x X "(|x "(|x

_(so<| |),N), +[90 (D) _ ¢
X

D2®(x) - =— =
=\ T T

x|

x|’
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isto é,
X , X ” X , X
D*®(x) - — = ¢ (Ix) - =5 +¢"(Ix]) - = - ¢ (Ix]) - =5
x| x| x| x|
portanto
X X
D*®(x) - — = ¢"(Ix]) - -
x| x|

No segundo caso basta notar que para todo ¢ tal que x - & = 0 obtemos

90’(IXI)IN) . [w”(IXI) _¢(x])

x| x| xf?

D2q>(x)-§:( XQx-&

e dessa maneira temos

D20(x) - £ = ¢ (]) - é—l

Teorema 2.1. Existe uma funcio ® € C>(RN \ {0}) radial positiva, convexa e decrescente tal
que

M A(D*®) =0 em R\ {0}.
Além disso,

lim®(x) =c0 e lim ®(x)=0.

x—0 |x| =400

Prova: Vamos supor que ®(x) = ¢(|x|),onde ¢ : (0, +c0) — Ruma fungio de classe C>((0, +0)).

Como queremos que @ seja convexa e decrescente vamos admitir que

0" >0 e ¢ <0,

entdo pelo Lema 2.2,

¢’ (Ix)
x|

A funcdo @ serd determinada pela solugdo da equagdo diferencial ordindria

M A(D*®(x)) = ag” (Ix]) + A(N = 1) (0, +00).

M A(D*®) =0,
ou seja

¢ () _
]

ag”(|x]) + A(N - 1) 0 em (0,+),

consequentemente nos diz que
(k) _ AWN-1)
¢(x)  a Ikl -
Observe que podemos reescrever o lado esquerdo de (2.1) como sendo

2.1)

[In[l’ (D]’ = ‘%(N|x_| D
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e integrando ambos os lados obtemos
, A
In([e"(|x])]) = _Z(N = 1) In(|x|) + Cy,
isto €
A
, -—(N-1)
@' (|x]) = Colx| a :
Como N > 3, integrando novamente obtemos

o(|x]) = Calx|a¥=D+1 4 ¢y,

portanto
e(lx]) = Colx P + G5,

onde f=2(N-1)+1.

A @ obtida no teorema anterior € uma das solug¢des fundamentais do M, , para mais
detalhes ver (CUTR{; LEONI, 2000). De maneira similar obtemos uma solucdo fundamental

+
para o MG’A.

Em seguida provaremos o Principio do Mdximo para os operadores de Pucci.

Teorema 2.2. (Principio do Minimo Fraco) Seja u € C2(Q) N C(Q) tal que M;A(Dzu) <0
em Q, entdo
minu = min u.
9 0Q

Prova: Primeiramente faremos o caso em que M A(Dzu) < 0. Para isso suponha que existe

xo € '\ 0Q tal que u(xp) = min u. Consequentemente xo ¢ um minimo local, o que implica
Q

Vu(xg) =0 e D*(u(xg)) >0,
que multiplicando por A € A, A nos fornece
AD?*(u(x)) > 0. (2.2)
Tomando o trago em (2.2) obtemos
tr(AD*(u(xp))) = 0
para todo A € A, a. Dessa maneira

M A(Dulxo)) = inf 1r(AD%u(x0)) 2 0,
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, o~ o~ — 2
que ¢ uma contradicdo com a nossa suposi¢ao de que Ma, A(D7u) < 0. Agora faremos o caso

M; A(Dzu(xo)) < 0 e para isso considere a funcdo auxiliar
£
ug = u — ——|x|%.
Consequentemente pelo Lema 2.1 segue

M (D) = MG (D2u _p? (i|x|2))

2aN
< Mo (D) + M, (D7 (o))
- M;, (Dzu) -M;, (D2 (ﬁmz)) .

Como M;A(Dzu) = atr(D*u*) + Atr(D?u”) segue que

M;A(Dzus) <M (Dzu) —atr (%)

a

=M A (Dzu) - &,

e dessa maneira
- 2
M, A(D7ug) < 0.

Entao segue do caso anterior

min u, = min u,,
o) 4Q

fazendo € — 0 obtemos

minu = min u.
o Ele)

Com uma prova andloga a feita no teorema anterior obtemos o seguinte resultado.

Teorema 2.3. (Principio do Mdximo Fraco) Seja u € C2(Q) N C(Q) tal que M;A(Dzu) >0
em Q, entdo

max ¥ = maxu.
o 0Q

Observe que nao € possivel obter o Teorema 2.3 do Teorema 2.2 diretamente como no

caso do Laplaciano, desde de que se M A(Dzu) < 0 entdo

M A(D*(=u)) = =M ,(D*u) > 0.

Como consequéncia do Principio do Médximo Fraco, obtemos o seguinte coroldrio.

Coroldrio 2.1. (Principio da Comparagdo) Sejam Q c RN aberto, limitado e f € C(Q). Se
M;A(D2u) <fe M;A(Dzv) > femQ eseu>vemdQ, entdou > vem Q.
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Prova: Defina w := u — v e observe que w > 0 em 9€2, entdo usando o Lema 2.1 segue
M A(D*w) = M\ (D*(u = v))
= M , (D% - D)
< M \(D*u) + M, (=D?V)
= M \(D*u) = M, (D?V)

<f-r
=0.
Dessa maneira
M;A(Dzw) < 0 em Q,
w > 0 em 09,

e segue através do Teorema 2.3 (Principio do Maximo Fraco) que

minw = minw > 0,
o) 0Q

dessa forma

w > minw > 0
Q
e consequentemente
u—-v=>0 em Q.

Portanto

u>v em Q.

Agora iremos provar o principio do maximo forte para os operadores de Pucci, e para

isto precisaremos do seguinte lema.
Lema 2.3. (Lema de Hopf) Seja u tal que M;A(Dz)u > 0 em Bj. Se existe xy em 0B tal que
u(xog) > u(x) Vx € Bj.

0
Entdo a derivada normal 8—u(x0) > 0.
v

Prova: Considere a fun¢fo radial f(r) = e~ — 7. Sabemos que suas derivadas sao dadas por

f(r)= —Zyre_7’2 e f’(r)= 276—772 (271’2 - 1) )

Note que
f/ <0 paratodo r=>0

f” <0 paratodo ré(%)%.
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Logo f é uma funcdo convexa e decrescente sempre que r > (%)1/ 2. Sejav(x) = f(Jx|), segue

do Lema 2.2 que

(=2yre)

AN -1
M;A(DZV) = 261)/6_7”2(2)/1’2 -1)+ AW-1D
: r

= 2)/6_7”2 [61(2)/1”2 - 1) = A(N - 1)] )
Dessa maneira M A(D2v) > 0 se, e somente se
a(2yr’ = 1) = A(N - 1),

ou seja

A
2yr? > —=(N-1)+1,
a

isto € (A
yZ—(—(N—1)+1).
2 \a

Escolhendo y > % (ﬁ(N —1) + 1) obtemos M;A(Dzv) > 0. Definindo @ = u + v segue do
Lema 2.1 que
M A(D*®) > M, (D*u) + e M ,(D?v)

e sabendo que
M A(D*u) + &M ,(D*v) >0 em B\ B,

temos
M A(D*®) >0 em By \ By.

Segue do Teorema 2.3 (Principio Médximo Fraco)

max ® = max P
BI\B| 6(31\3%)
2

logo temos que o maximo da ® é atingido em 9B ou em 0B 1 Observe que ®(xp) = u(xp) uma

vez que xo € dB; e u(xg) > u(x) para todo x € By. Entdo existe £ > 0 pequeno tal que

u(xo) + &v(xo) = u(xo)

> supu +esupv

B B

2 2

> sup(u + ev).
B

2

Por conseguinte, ® atinge o seu maximo no ponto xo da fronteira de B;. Calculando a sua

derivada normal em x(, obtemos

aa_n(” +ev)(xp) = hlim (u+ev)(xg) — (u+ev)(xo— hn) 50

—0* h
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Em vista disso

0 0

8_nu(x0) > _Sa_nv(x())
= =Vv(x9) - xo
=2¢eye’”?,

como y > 5 segue que

iu(xo) > g2 > 0.

dn
|

Teorema 2.4. (Principio do Mdximo Forte) Seja Q um dominio conexo. Se M;A(Dzu) >0em
Q, e além disso existe xo € Q tal que
u(xp) = max u.
Q

Entdo u é constante em Q.

Prova: Considere o conjunto M = {x € Q;u(x) = u(xp)}, observe que M # () uma vez que xg é
ponto de maximo da u, além disso M é fechado por ser imagem inversa de u(x) e € compacto
pois Q ¢ limitado. Note que se M = Q entdo o teorema estd provado, dessa forma suponha que
M # Q, entdo existe x; em Q \ M, como Q \ M € aberto e M € compacto podemos tomar uma

vizinhanga B(x|) que tangencia M pela primeira vez em um ponto x,. Assim,
M, \(D*u) >0 em B(x))

e u(xy) > u(x) para todo x em B(x;) com x, em dB(x;), entdo segue do Lema 2.3(Lema de
Hopf) que

(%u(xz) >0

porém x; € ponto de méximo interior de u em €, o que implica que
Vu(x;) =0

Consequentemente,
0
nVu(xy) = a—u(xz) =0
n

o que € uma contradi¢do
]

Vamos encerrar esta se¢do mostrando o principio do méximo para dominios pequenos
para equacdes envolvendo o operador de Pucci, para tanto precisamos da seguinte estimativa
ABP.
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Lema 2.4. (Estimativa ABP) Sejam c, f funcoes mensurdveis tal que ¢, f € LN(Q), e ¢ < 0. Se
u € C2(Q) N C(Q) é tal que
M \(D*u) < f.

Entao,
—igf < Cllflln (-
Prova: Ver (CABRé; CAFFARELLI, 1995) Teorema 3.2.

Teorema 2.5. (Principio do Mdximo para dominios pequenos) Sejam u € C2(Q) N C(Q) e
c € C(Q), satisfazendo
M;A(Dzu) +cu <0 em Q,

com ||c||Loo(§) < C < co. Se existe § > 0 tal que |Q| < 6, entdo u > 0 em Q.

Prova: Primeiramente definamos o seguinte conjunto
Q ={xeQu(x) <0} =u ((—00,0)).

Vamos supor que Q™ # (), observe que

u =0 em 0Q .

M;’A(Dzu) <-—cu em Q7,

Segue entdo do Lema 2.4 (estimativa ABP) que

—infu<C _
infu < l|cullv @)

1/N
=C (/ |cu|Ndx)

1/N
< C|lel|oo sup |u| (/ dx)
Q- Q-

€ consequentemente
. - L
—inf u — sup |u|C||c|||Q7 |V < 0.
Q- Q-

Sabemos que — iélf u = sup(—u) e como u é negativa segue sup(—u) = sup |u|. Por conseguinte,
) - Q- Q-
1
sup |u| (1 —C||c||oo|sz—|ﬁ) <0.
o-
1
Escolhendo 6 = ﬁ, obtemos 1 — Cl|c||»|Q7|¥ > 0 e consequentemente
sup |u| <0,
o-

0 que implica em
luf =0 em Q.

Logo u =0 em Q7, o que € uma contradicdo uma vez que # < 0 em Q™. Portanto u > 0 em Q.
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2.3 Principal Semiautovalor

A caracterizacdo nao variacional de Dorsken-Varadhan para o primeiro autovalor do
Laplaciano, nos permite generalizar a ideia de primeiro autovalor para operadores da forma ndo

divergente, como por exemplo os operadores de Pucci.

Nesta secdo iremos seguir a estrategia tomada por Armstrong em (ARMSTRONG, 2009)
para definirmos e provarmos a existéncia de nimeros que sao os substitutos adequados para o

que seria o primeiro autovalor no caso dos operadores de Pucci.

Teorema 2.6. Sejam u,v € C (ﬁ) e f € C(Q) satisfazendo
Ma_,A(Dzu) +Adu > g > M;,A(Dzv) +Av em Q.

Além disso u(xg) > v(xg) para algum xo € Q. Assuma também que vale uma das condigoes:

(i) g=>20eu<0emQ, v >0emoQ;

(ii) g <0ev>0emQ, u <0em 0.
Entdo v = tu para algumt > 0.

Prova: Vamos assumir que vale a condicao (ii). Seja K ¢ Q um compacto tal que xo € K. Como
v > 0 em Q entdo

in%fv>O Vx € K,

considere o conjunto A = {t > 0;v > tu em K}, note que v > 0 garante uma boa definicao
do conjunto e além disso como u(xg) > v(xg) > 0 segue que t < 1 e assim o conjunto A é

limitado superiormente. Definindo ¢k := sup A, obtemos
v>tgku em K.

Sejaw = v —txu > 0 em K e dessa forma por continuidade temos w > 0 em K. Além disso
pelo Lema 2.1 segue
M A(DPw) +aw = M; \(D?v = txD*u) + A(v — txu)
< M7\ (D2) + v + (g M\ (=D2u) + Av — Atgu
< M A (D) + v — 1 (M;A(Dzu) + /lu)

< g-1k8
<0.
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O que implica em
M A(D*W)+aw <0 em K,
w >0 em OK.

Observe agora que w > 0 em 9€2 consequentemente
M. (D*w)+dw <0 em Q\K,
w >0 em J0(Q\K).

Segue do Teorema 2.5 (Principio do Méaximo para dominios pequenos) que w > 0 em Q \ K,
entao
w>0 em Q

e dessa maneira

v>tgu em €.

Agora defina o conjunto B = {t > 0;v > tu em Q} e observe que tx € B, logo B # (. Além

disso como u(xp) > v(xp) o conjunto B € limitado superiormente e assim podemos tomar
to =sup B > 1k,
e por conseguinte v > tou. Definindo ¢ := v — tou e aplicando o Lema 2.1 segue
M A(D*@) + dp = M, \(D*v — 10D*u) + A(v — tou)
< M;A(Dzv) + toMZ,A(—Dzu) + Av — Atpu
< M (D*)Av — 1 (M; (D) + /lu)
< g—1g
<0,
0 que implica em
M. (D*¢)+dp <0 em Q,
@ >0 em 0Q.

Se existe x € Q tal que ¢(x) = 0 segue do Teorema 2.4 (Principio do Médximo Forte) que ¢ = 0

em €. No caso contrario, ou seja , se ¢ > 0 em € note que

@(x0) = v(x0) — tou(xo) < u(xg) — tou(xo) = (1 —1t9)u(xo) < u(xo),

isto €, p(xp) < u(xp) assim podemos repetir o processo anterior e dessa forma encontrarmos um
ho > 0 tal que ¢ > hou. Entao
v —tou > hou,

€ consequentemente
v > (to+ ho)u

0 que € uma contradi¢ao pois ty = sup B. Portanto ¢ = 0 em €, concluindo assim que v = fou

em Q.
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Defini¢ao 2.1. Dizemos que
Gpv = M;’A(Dzv) + pv

satisfaz o principio da negatividade em Q se, sempre que v € C(Q) satisfaz
Gov 20 em Q,
v <0 em 0Q,

obtemos v < 0 em L. Similarmente, dizemos que G, satisfaz o principio da positividade em £

se, sempre que v € C(Q) satisfaz

Go,v £0 em Q,

v >0 em 0Q,
entdov > 0 em Q.
Corolario 2.2. Se existe solugcdo v € C(Q) de
M A(D) + v < (2)0 em Q

parao qualv > 0(v <0)em Qe v # 0 em 0Q, entdo G, satisfaz o principio do negatividade
(positividade) em Q.
Prova: Seja u € C(Q) tal que

M. (D*u)+u >0 em Q
u <0 em 0Q.

(2.3)
Suponha que existe xo em € tal que u(xp) > 0. Considere k uma constante pequena o suficiente
tal que u(xg) > kv(xg) > 0. Como u satisfaz (2.3) e

M A(D*(kv)) + A(kv) <0 em Q,

obtemos do Teorema 2.6, que existe um ¢ > 0 tal que u = tv. Desde que existe x; € Q onde

v(x1) > 0eu < 0em 9dQ chegamos a uma contradicao.

Agora iremos definir os semiautovalores principais para Ma’ A
Defini¢ao 2.2. Defina as constantes

A7(Q) =sup{p;Iv>0 em Q e —M;’A(Dzv)zlov em Q}

A7 (Q) =sup{p;Iv <0 em Q e —M;’A(DZV)Spv em Qf},

essas constantes A1(Q2) e A7 (L2) sdo chamadas de semiautovalores principais de M_ , em Q.
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No lema abaixo iremos mostrar a finitude de A7 ().
Lema 2.5. Defina as constantes

u () =sup{p; G, satisfaz o principio da negatividade em Q}

1 () =sup{p; G, satisfaz o principio da positividade em, Q}

entdo
0 < A7(Q) < u*(Q) < +o0.

Prova: Sabendo que

A7(Q) =sup{p;Iv>0 em Q e —M;,A(DZV)va em Q}

A7 (Q) =sup{p;Iv <0 em Q e —M;’A(Dzv)Spv em Q}

considere v = 1, entdo D?v = 0 e por consequéncia obtemos M A(Dzv) = 0, portanto
0 < A7(Q). De maneira andloga considerando v = —1 segue que A7 (L) > 0. Agora vamos
mostrar que A7 (Q) < p*(Q) < +oo.

Suponha por contradi¢ao que u* < p; < p2 < A1, entdo existem v, > 0 e v tais que

M;A(Dzvz) +pvy <0 em Q,

Vo >0 em 0Q

M;’A(D2v1)+p1v1 >0 em Q,
13 <0 em 0Q,

e além disso existe xg € Q tal que v{(xp) > 0. Seja k£ > 0 uma constante pequena o suficiente
tal que vi(xg) > kva(xp), assim segue do Teorema 2.6 que existe r > 0 tal que kv, = tvy,

consequentemente vy = tvi comt = t/k. Por conseguinte
- 2 AL 2
0 que implica
A 2
—pav2 2 tM \(D"vy)

e consequentemente
IM A (D*v1) + pava < 0.
Sabendo que
E(M;A(Dzvl) +p1v1) >0

segue p11v| > paVva € COMO consequéncia p1vy > pava, isto €, p; > p2 0 que é uma contradigdo

com a suposi¢ao, provando assim que A7(€2) < u™(L). A desigualdade A7 (Q) < (L) € obtida
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de maneira similar. Vamos mostrar a finitude de u* (), e para isso considere a fungdo 2 > O e
h # 0 com suporte compacto em €2, sabemos do teorema de existéncia de solucgdes, ver (KOIKE,
2004), que existe v € C>7 () N C(Q) tal que

M;’A(Dzv) =—h em Q
v =0 em 0Q.

Pelo corolario 2.1 (Principio da comparacdo) obtemos v > 0 em € e do fato que i # 0 segue
que v # 0. Por conseguinte segue do Teorema 2.4 (Principio do Maximo Forte) que v > 0 em Q.

Como 4 tem suporte compacto podemos escolher pg tal que pgv > h, dessa maneira
M. (D*) > -ppv em Q,
v =0 em 0Q.
Logo G, ndo satisfaz 2.1 (principio da negatividade) para qualquer p > po. Portanto u*(Q) < po,
e de maneira similar podemos mostrar que p~ () < +oo.

A seguir iremos provar a existéncia das semiautofungdes principais, bem como justificar
. L + _ .
porque o0 nome semiautovalores principais € adequado para A7 (L) e A7 (€2). Para tanto iremos

usar o seguinte teorema,

Teorema 2.7. (Alternativa de Leray-Schauder) Suponha que X é um espaco de Banach, e C C X
é um subconjunto convexo de X tal que 0 € C. Assuma B : C — C é um operador compacto e

continua. Entdo vale ao menos uma das afirmagoes

(i) o conjunto {x € C;x = AB(x) paraalgum 0 < A < 1} éilimitado em X,

ou

(ii) existe x € C para qual x = B(x).

Prova: Ver (ARMSTRONG, 2009) Teorema 3.9.

Teorema 2.8. Existem fungées o7, ¢| € C 2(Q) tal que @1 > 0e ¢ <0emQ que satisfazem

—M;A(Dzdl’) =A7(Qe] em Q,

Mo A(D2e7) = 47 (Q)gy em Q,

i =¢;=0 em 0Q.
Além disso, os autovalores A7 () (A7 (L)) sdo tinicos no sentido que se p é um autovalor de F em
Q com uma autofungdo correspondente ndo-negativa (ndo-positiva), entdo p = A7 (Q)(47 (L)),
e é simples no sentido que se ¢ € C(Q) é uma solucdo da equagdo acima com ¢ no lugar de

@1 (¢7]), entdo ¢ é uma constante miiltipla de ¢ (¢7).
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Prova: Dado v € C(Q) temos que existe uma tnica solucio u € C(Q) de

—M;A(Dzu) =v em Q,
u=>0 em 0Q.
Assim definimos 8 : C(Q) — C(Q) e afirmamos que ele é um operador continuo e compacto.
De fato, para mostrar a continuidade considere u; = B(vy) e uy = B(v;), definindo w = u; — up
e aplicando o Lema 2.1 segue
M A(D*w) = M, \(D*uy — D*u)
< M A (D*uy) + M\ (=D%uz)
= M A(D*uy) = M, (D?us)
<vi—-vy em {w > 0}.
Entdo pelo Teorema 2.4 (estimativa ABP) obtemos
w > infw > —C||v; — V2||LN(Q),
e consequentemente
up —uz > =Cllvi = val[zv ()
dessa maneira
uy —uy < Cllvi = vallzv(q)
< Cllvi = valleg)-
Agora tomemos W = up — uj, entdo do Lema 2.1 segue
M A(D*w) = M (D*up — D*uy)
< M A (D%uz) + M\ (-D*uy)
= M;,A(Dzuz) - M;’A(Dzul)

<vy-v; em {w>0}.

Usando novamente o Lema 2.4 (estimativa ABP) obtemos
w > infw > -C||v| — V2||LN(Q),

€ por conseguinte

uy —uy = =Cllvy = val|pn (g

dessa maneira

up —uy < Cllvi = val|pv g

< Cllvi = vallem-
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e como consequéncia
w < Cllvy _V2||C(§)-
Portanto
llur —uzlle @y < Clivi = v2lle ()
concluindo assim que B € continua. Agora vamos mostrar que o operador 8 é compacto. Para

isso considere a bola unitdria B; ¢ C (Q_), vamos mostrar que B(B) € pré-compacto. Como B é

um operador continuo e B(0) =0, dado u € B(B)) existe v € By talque B(v) =ue

||B(V)||C(§) < C||V||C(§)

0 que implica
||u||C(§) <C VveB,

logo B(B)) € uniformemente limitada. Por outro lado, usando estimativas de regularidade, ver
Teorema 4.5 em (WINTER, 2009), temos

lullca) = 1B llca@) < C (IBO)|leo + [V]]0)
<C(C+1),

consequentemente B(B;) € equicontinuo. Portanto pelo Teorema de Arzela-Ascoli, ver (BOTE-
LHO; PELLEGRINO; TEIXEIRA, 2012) Teorema B.7, segue que 8 é um operador compacto,
provando assim a afirmacdo acima. Agora tomamos o cone C = {v € C(Q);v > 0} de funcdes
continuas nio-negativas em Q e consideramos 8 : C — C que estd bem definida. De fato, seja

v € C entdo existe u = B(v) tal que

M;A(Dzu) =—v <0 em Q,
u =0 em 0Q,

segue do Teorema 2.3 (Principio do Mdximo Fraco) que u > 0 em Q. Agora escolhemos
nao nula em C tal que & tem suporte compacto em €2 e afirmamos que se u € C satisfazer

u=AB(u + h), entdo A < A7(L). De fato, suponha u e A > 0 satisfazem as hipéteses, entdo
M A(D*u) ==A(u+h) <0 em Q.

Observamos que se u = 0, entdo MC:A(Dzu) = 0o que implica —4h =0, istoé, h=00oud =0
de todo modo obtemos uma contradi¢cao. Logo u > 0 e u # 0, entdo segue do Teorema 2.4

(Principio do Médximo Forte) que u > 0 em Q. Isso implica dizer que
A€{p;qv>0 em Q e —M;’A(Dzv) >pv em Qf},
portanto A < A7(Q). Definimos agora

D:={ueC;0<A<1 e u=2A8(u+eh), onde A1=2AT(Q)+e)}.
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Notamos que o operador (17 (£2) + £)B(. + eh) ndo pode ter tenha um ponto fixo, pois caso

contrdrio existiria u € C tal que
u=(A7(Q) +&)B(u+¢eh),
assim
M;A(Dzu) < —(A](Q) +&)(u+eh) em Q,
u =0 em 0Q.

Por conseguinte
Q) +ee{p;Iv>0 em Q e —M;’A(Dzv) >pv em Q},

e consequentemente A7(Q) + & < A7(Q) o que é uma contradi¢do. Portanto, pela alternativa

de Leray-Schauder D ¢ ilimitado em C. Assim podemos escolher as sequéncias (uz) C C e

(1e) € [0,27(Q) +¢] tal que [|ug|| > 1 eus = A.B(u, +&h), normalizando podemos considerar
Ug

Vg 1= —————.
° luellew

Dessa maneira

h
Ve = A8 (vg + - )
luell e

e portanto v, € uniformemente limitado e equicontinua, assim segue do Teorema de Ascoli-Arzela,
ver (LIMA, 1993) Proposigdo 16, existe uma sequéncia (v, ) tal que v, — ¢} uniformemente
em Q, além disso existe A* tal que g — A" € [0,47(Q)]. Dessa forma, fazendo k — +o0

podemos tomar £ — 0 o que implica
o1 = U B(e)).
Além disso, observe que ||ve, || — [l¢7]l = 1 quando k — oo, consequentemente ¢ # 0. Portanto
M;A(ngo;“) +A%] =0 em Q,
QDT =0 em 0Q,

segue entdo do Lema 2.3 (Lema de Hopf) que ¢ > 0 em Q.

Vamos mostrar que 4* = A7(L). Temos, por definigdo, que 4* < A7(L2). Notamos também

que A* > u*(Q), pois caso contrdrio existe p tal que 1* < p < u*(Q) se v é tal que
M;’A(Dzv) +pv >0 em Q,
\% <0 em 0Q,
entdo v < 0, e como

Ma_,A(DZ‘pT) +P‘PT > M;’A(thp-{) +/1*(p']" =0 em Q,
"N =0 em 09Q,
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segue que ¢| < 0 o que € uma contradi¢do. Portanto, u* () < A* < A7(Q), e vimos no Lema
2.5 que A7(Q) < p*(Q) < +oo. Assim ¥ (Q) = A* = A7(Q).

Para mostrar a unicidade de A7(£2), suponha que existe uma p e uma respectiva fungéo
v > 0 em Q tal que
M;’A(DZV) +pv =0 em Q,
v =0 em 0Q,
assim podemos observar que p < A7(L). Supondo agora que p < A7(£), entdo

M A(D?@}) + pet < M\ (D)) + 27 (Q)g} =0

dessa maneira
M;’A(Dzv) +pv=0> M;,/\(DZ‘PT) + pg7.

Como v e ¢ s@o positivas em €, existe um 79 > 0 grande o suficiente tal que #op7 (X) > v(X)
para algum X € Q. Além disso sabemos que ¢] = 0 em 9L, entdo segue do Teorema 2.6 que

existe um ¢ > 0 tal que v = #(fo¢7). Por fim observe que
t (M;,A(DzsoT) +p<pf) <0
onde t; =t - tg, e por outro lado
M A(D*(t19]) + p(t19]) = M \(D*v) + pv =0,

0 que € uma contradigdo. Portanto p = A7(€).

2.4 Teorema do tipo de Liouville para operadores de Pucci
Agora entregaremos o resultado principal desta secao.
Teorema 2.9. (Principio de Liouville) Seja u € C%(Q) N C(Q) satisfazendo u > 0 e

M A(D*u) +u? <0 em RV, (2.4)

entdo existe p* = [% tal que quando 1 < p < p*, tém-se u = 0 em RV,

Prova: Mostraremos primeiramente que se u > 0 é solugdo de (2.4) e u # 0 em R", entdo u > 0

em R". De fato, suponha que existe xq tal que u(xg) = 0. Como —u” < 0 segue que

—M;A(Dzu) <0 em B,(xp),

u >0 em JB,(xp),
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e por 2.4 (Principio do Médximo Forte) temos que u(x) = 0 em B, (x¢). Fazendo r — +co obtemos
u(x)=0 Vx eRV.
Agora considere a solucio fundamental ¢ = |x|>~# e observe que
o(Ax) = > Px|> P = > Pyp(x) paratodo A > 0.

Considere o scalling

2
uy(x) =A% (Ax), onde a=——
p—1

entdo calculando o Pucci de u, segue
Mg A(DPua(x)) = M\ (D*(u(Ax))) = A" M, (D*u(Ax))
somando (u,(x))?, obtemos
M A (Duy(x)) + (ua ()P = 272 M\ (D*u(Ax)) + 277 (u(Ax))” .
Observe que

2p  2p+2-2 2
p-1  p-1 ~—p-1

ap = +2=a+2,

entao
/16”2(M;,A(Dzu(/lx))+(u(/lx))p)SO em RY

€ consequentemente
M;,A(Dzul(x)) +(up(x))? <0 em RV,

Sendo u > 0 em Q = Bz(0) \ B{(0), segue que
M;’A(Dzu) <-u’ <0 em Q,
além disso sabemos que
M;’A(Dz(p) =0 em Q

uma vez que ¢ € solucao fundamental, entdo
M \(D*¢) > M \(D*u) em Q.

Além disso, ¢ = 1 em dB(0) e como u > 0 em dB(0) que € compacto, entdo existe ¢ em (0, 1)
tal que
u>ce em 0B(0).

Desde que ¢ — 0 quando |x| — +oo, entdo dado € > 0 existe R > 0 tal que £ > ¢ sempre que
|x] > R. Logo,
u+e>cp em ABR(0).

Assim
u+e>cp em 0Q=0Bgr(0)UIB(0),
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consequentemente
M;,A(Dz(u +¢&)) = M;’A(Dzu) < M;’A(thp) em Q,

u >0 em 0Q.

Segue do coroldrio 2.1 (Principio da Comparacdo) que
u+e>cp em £,
fazendo R — +co podemos tomar € — 0 e assim obtemos
u>ce em RN\ B(0),

por conseguinte

u>clx]># em RM\ B(0).
Em particular para 4 > 1 segue

u>clx*#? em  By(0)\ Bi(0),
considerando o scalling
Uy (x) = 2% (Ax) > A9 Pe|x|>P
> 219727822 B  em  B,(0) \ B (0),

consequentemente

—(uy(x))P7t < et B =D
Como

M A(D?ua(0)) + (ua(x))” <0,
podemos observar que

M A\(D?ua(x)) < = (ua(x))P s (x).
Portanto
M A (D (%)) < —ug(x)A@2 PPNy em By (0) \ Bi(0),
0 >0 em B(0) \ B1(0),
consequentemente
A2 Ve e {p;F>0 em Q e - M;’A(Dzv) >pv em Q}.
Observe que
a+2-8>0

uma vez que

> p-2.
p—1

Dessa maneira podemos fazer 1(2*2-8)(P=D ¢, — 400 0 que gera uma contradi¢do com o fato de

A7(Q) < +oo. Concluindo dessa maneira a prova do teorema.
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Teorema do tipo Liouville para operadores

Elipticos Degenerados

3.1 Solucoes no sentido da viscosidade

Nesta capitulo iremos trabalhar com equagdes do tipo
[Vul* M \(D?) + P =0 (3.1

coma >0ep>1+a.

Ao contrario do que acontece nos capitulos anteriores ndo podemos esperar que tais
equacgdes tenham solucdes cléssicas, dessa forma iremos trabalhar com solugdes no sentido da

viscosidade

Definicao 3.1. Seja u € C(Q). Dizemos que u é uma subsolucdo no sentido da viscosidade de

3.1 se dado uma ¢ € C*(Q) tal que u — @ tem um mdximo em xo € Q, entdo
IV (x0)|* M A (D@ (x0)) + AP (x0) 2 0.

Por outro lado, dizemos que u é uma supersolucdo no sentido da viscosidade de 3.1 se dado uma

¢ € C*(Q) tal que u — ¢ tem um minimo em xq € Q, entio
Ve (x0) [ M  (D?¢(x0)) + u? (x0) < 0.

Finalmente dizemos que u é uma solugdo no sentido da viscosidade de 3.1 se u é uma subsolugdo

e uma supersolucdo no sentido da viscosidade. Para mais detalhes ver (KOIKE, 2004).

Ao longo do capitulo iremos omitir a expressao "no sentido da viscosidade"depois de

subsolucao, supersolugdo e solugdo.

Iremos provar que se u € ndo-negativa e resolve

IVul* M, ,(D*u) +u” <0 em R
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entiou =0emRY,ondea >0,1+a < p < %eﬁ: %(N—1)+1.0bservequeeste

resultado generaliza os resultados obtidos nos dois capitulos anteriores.

O principio de Liouville apresentado nesse capitulo foi provado primeiro por Birindelli e
Demengel em (BIRINDELLI; DEMENGEL, 2004) e ao longo do capitulo vamos apresentar
muitas das ideias que aparecem nesse artigo. Porém a estrategia central da demonstracao do
resultado principal segue as ideias do Armstrong e Sirakov (ARMSTRONG; SIRAKOV, 2011).

3.2 Lema do cancelamento

Nesta se¢@o iremos mostrar um lema técnico mostrado por Imbert e Silvestre em (IMBERT;

SILVESTRE, 2013) que ird nos auxiliar na demonstacdo de muitos resultados deste capitulo.

Lema 3.1. Se |Vu|(’M;A(D2u) > 0, entdo M;A(Dzu) > 0.

Prova: Seja ®(x) = x” Ax + bx + ¢ uma funcdo que toca u por cima em x| em €, isto &,
u<® em Q e u(xy) =®d(xy)

a partir daqui a prova segue por dois casos distintos, num primeiro caso iremos considerar b # 0.
Para isso suponha sem perda de generalidade que x; = 0 e a menos de uma translacao podemos

considerar ®(x;) = 0, entdo
Vd(x))=b e D>®(x;) = A.
Testando a @ contra a u em x1, segue que
|b|* M A(A) 20
como b # 0, entdo

M ((A) 2 0.

Agora faremos o caso em que b # 0 e para isso vamos supor por contradi¢cao que M;, A(A) <0,
entdo existe ao menos um autovalor negativo de A. Considere S como a soma direta dos
subespacos gerados pelos autovalores negativos da matriz A . Seja Ps : RV =S @S¢ — S a
projecdo ortogonal e definindo

w=® —¢g|Px|,

como ® > u em Q \ {x;}, entdo para £ > 0 suficientemente pequeno existe x, em Q \ {x;} tal
que

w>u e w(x)=u(xp).

Vamos mostrar que |Psx>| # 0 e para isso suponha por contradi¢do que |Psx>| = 0. Sabemos que

|Psx| = Tn|a)1<PSx - e,
el=
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considere a funcdo g = ® — £Pgx - e e observe que g toca u por cima em x;. De fato,
g=®-cPsx-e>D—-¢|Psx|=w > u,
entdo g > u em Q \ {x,}, e além disso sabemos que
—&|Pgsx| < ePsx - e < g|Pgx|
e quando analisamos no ponto x, segue que
0<éePsxy-e <0,
isso implica que

g(x2) = u(x2),

assim g toca u por cima em x; € podemos usi-la como funcao teste. Agora vamos mostrar que
|Ax> — £Pse|® # 0 para algum ¢ em SV~!. Suponha que Ax, — £Pge = 0 para todo e em SV,
entao

Axy = ePge Ve e SV!

consequentemente
Psx = Pgy Vx,y € g1,

Escolhendo y = —x segue que
Ps(2x)=0 Vxe sV

e assim
Psx=0 Vxe SV,

o que implica dizer que Pg € a projecdo nula, o que uma contradicao pois por hipétese existe ao
menos um autovalor negativo da matriz A. Portanto existe ¢ em SV~! tal que |Ax, — ePge| # 0.

Dessa maneira usando g como fungdo teste, obtemos
|Axy — ePgse|" M ,(A) 20
portanto
M A(A) 20,
o que € uma contradi¢do com M;’ A(A) <0, logo |Psxa| # 0.
Usaremos w como funcao teste e para isso observe que

SX2

e D*w(x,)=A-¢B,
|Psxa|

Vw(xy) = Axp — €

onde B é a matriz Hessiana de |Pgx| em x;, entdo
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Observe que

ng
|Psx|

(Psx2)?
| Psxs]

(AX2—8 )-PSxZ:sz-Psz—e
= Axy - Psxs — €| Psxa],
como o operador projecdo € autoadjunto segue que

Axy - Psxy — g|Pgxa| = PgAx; - x2 — €| Psxs|

e sabemos que Pg tem sua imagem contida no espagco onde A tem autovalor negativo, entao

PsAx; - xo < 0 e dessa maneira

PsAx) - xp — €|Psx3] < 0—¢|Psxz| <0 umavezque |Pgxp| #0.

Psxp
[Psxs]

Logo ([Axy — ¢ # 0 e por conseguinte
M \(A—€B) 20,

observe que
M (A —eB) =M, ,(A+(-¢B))

e do Lema 2.1 obtemos

M \(A+(=£B)) < M \(A) + M? ,(~¢B)
= M\ (A) = M \(¢B).

como |Pgx| € uma fungdo convexa, entdo M, (B) > 0 e assim

o que implica
M A(A) 2 eM \(B) 20,

0 que € uma contradi¢do com a suposicdo de que M, (A) < 0.

3.3 O primeiro autovalor

Como feito no capitulo anterior, nessa se¢ao iremos nos dedicar a defini¢do de um nimero

que faca o papel qualitativo do primeiro autovalor do Laplaciano, sendo assim definimos.

Defini¢ao 3.2. Definimos o primeiro autovalor associado ao operador |V.|* M, como

A=supfleR;FIv >0 em Q, |Vv|aM;,A(D2v) + v <0},
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Como primeira propriedade provaremos que o primeiro autovalor € o supremo dos valores
de A tal que |V.[* M, + Al satisfaz o principio da negatividade. A prova do teorema a seguir
segue as ideias que aparecem em (IMBERT; SILVESTRE, 2013).

Teorema 3.1. Seja Q um dominio aberto e limitado de RN. Suponha que Tt < A, entdo toda

solucdo no sentido da viscosidade de

|V0'|M;’A(D20') +7|lo|% >0 em Q
o <0 em 0Q

(3.2)

satisfaz o < 0 em Q.

Prova:Como 7 < A existe Acom 7 < A < de ¢ >0em Q tal que
IVoIM ((D*¢) +1¢®*1 <0 em  Q,
® >0 em 0Q.

Suponha que existe xo em € tal que o (xg) > 0 e definindo

Y (x) =1p(x)

de tal modo que o (x9) > ¥ (xp) para um ¢ fixo e pequeno suficiente, dessa maneira podemos
definir o conjunto
Q={xeQ,o—-y >0}

Afirmacio: MZA(DZ(O' — 1)) > 0. De fato, seja ¢(x) = xT Ax + bx + ¢ tal que ¢ toca o — i por

cimaem x; € Q, isto &,

(c—-y)-¢<0 em Q e (o(x1)—y¥(x1))=a¢x1).

A continuacao da demonstracao segue dividida em dois casos, para o primeiro caso iremos supor
que b # 0. Para isso suponhamos, sem perda de generalidade, que x; = 0 e a menos de uma

translacdo podemos ¢(x1) = 0, entdo
Vo(x))=b e D’¢(x1) = A.

Fixando x; em ¢y obtemos
o - Wx)+9¢) <0,

ou seja, ¥ (x1) + ¢ toca o por cima em x;. Testando ¥ (x1) + ¢ contra o, segue
DI M \(A) + 70" (x1) 20 em Q, (3.3)

e fixando x| em o, temos

= (o(x1) —¢) 20,
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ou seja, o (x1) — ¢ toca ¢ por baixo em x; e testando o (x]) — ¢ contra i, segue
IbI" M \(A) + " (x1) <O em Q. (3.4)
Subtraindo a equacdo (3.4) de (3.3) segue
B (M A (A4) = M A (=) + 70 () = g (x1) 2 0,
como ¢(0) = 0 entdo
B (M A(4) = MG A(=4)) = (A= D)o (x1) 2 0
e sabemos do Lema 2.1 obtemos
MG A (2A) = M\ (A) = M\ (=4A),

e do fato que b # 0 segue
|b|* M A (24) 20

o que implica que
M; A(24) >0,

€ por conseguinte
M; A(A) > 0.

Agora faremos para o caso b = 0 e para isso usaremos uma hipétese de contradi¢do. Suponha
que M:; A(A) < 0, entdo existe a0 menos um autovalor ndo-positivo de A, considerando S como
sendo a soma direta dos subespacos gerados por todos os autovalores nao-positivos da matriz A.

Seja Ps : RN = § @ S¢ — S a projecdo ortogonal e definindo
w(x) := ¢ — g|Psx|, (3.5
como ¢ > o — ¢ em B, \ {0} C Q, entdo existe € pequeno o suficiente tal que
w>o—¢ e w(xp)=0(x2) —¢(xy) paraalgum x; € B, \ {0},

sem perda de generalidade assuma que w(x;) = 0. Vamos mostrar que |Psx,| # 0 e para tal

suponha que |Psx,| = 0, sabemos que
|Psx| = max Psx - e,
le|=1
considere a funcdo teste ¢ — ePgx - e que toca o — ¢ por cima em x;. De fato,

¢—ePsx-e>¢p—¢|Psx| >0 -y

e observe que

—&|Pgsx| < ePsx - e < g|Pgx]|.
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Além disso

0 = —¢g|Psx2| < ePsxy - e < g|Psxa| =0,

dessa maneira o minimo € em x; e por consequéncia ¢ — ePgx - e toca o — Y por cima em
x». Agora provaremos que |Ax, — ePge|” # 0 para algum e € SV, e para isso suponha que

Axy — ePge = 0 paratodo e € SV, 0 que implica
Axy, = gPse Ve € -1

consequentemente

Psx = Pgy Vx,y € sh-1,

Escolhendo y = —x obtemos
Ps(2x) =0 Vx e sV

€ assim
Psx=0 VxeSV

o que implica que Pg € a projecdo nula, porém isto é uma contradi¢io uma vez que por hipétese
existe a0 menos um autovalor negativo da matriz A. Dessa maneira existe ¢ € SV~! tal que

|Axy — ePge| # 0. Por conseguinte, aplicando nas fungdes teste obtemos

|Axy — ePge|* M, \(A) + 10! (x2) 2 0

|Axy — ePse|" M \(=A) + 29" (x2) <0,

como o (x2) = ¢(x3), podemos subtrair os resultados acima e assim obtemos

|Axs — £Pse|” (M;’A(A) - M;’A(—A)) + (1= Do (1) 2 0,
consequentemente

|Ax2 = £P§EI" (M7, (A) = Mg\ (=4)) = (1= D)o (1) 2 0.
Portanto aplicando o Lema 2.1 segue

|Axy — 8P5€|“MZ,A(2A) >0
vimos que |Ax; — ePge|® # 0, entdo
M A (A) 20

e por conseguinte
M A(A) >0,

o0 que contradiz a nossa suposi¢@o. Portanto, |Psx;| # 0 e assim podemos usar (3.5) como fungio
teste em x,, entao

ePgsx)

Vw(xp) = Axp — e D’w(x;)=A-¢B

|Psxs|
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onde B € a hessiana de |Psx| em x,, dessa maneira

P
’sz - £|PSx2|‘ M A(A—€B)+ 70 (x3) > 0
SX
© P
‘sz S 512 ‘ M; A (~(A = £B)) + 2™ (x2) < 0

subtraindo as equagdes acima, obtemos

Pgsxy |@ _ _ o
‘sz s Iijzl (MoA(A=2B) = M\ (~(A = 2B)) ) + (T = Do (1) 2 0,
Consequentemente
Pgxp |@ _ _
‘sz —-& |P2X§| (MG,A(A —&B) - M_ A (—(A - sB))) >A-1)0"" (x) =0

e por conseguinte segue do Lema 2.1 segue

P
)sz - 512 ‘ M\ (2(A - &B)) > 0.
Note que
P Pgx;)?
(sz —-£ S12 ) - Psxp =Axy - Pgx — 8( 5%2)
|Psxa| | Psxa|

=PgAxs - xp — g|Psx2|,
como o Pg tem sua imagem contida no espagco onde A tem auto valor negativo, segue que
PgAxy -x2 <0,
e dessa maneira

PgAxy - x3 — €|Psxa| < 0—€|Psxa] <0 pois |Psxz| # 0.

Psx>
[Psxz|

Logo |Ax; — ¢ # 0, entdo

Pgsxy |@
|Psxs|

‘sz _e M \(2(A—£B)) 0,

implica que
M;’A(Z(A -&B)) >0

e por conseguinte
M;’A(A —-&B) >0,
como

M \(A—eB) < M\ (A) + M \(-£B),

entao
;’,A(A) + MZ,A(—EB) > 0.
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Sabemos que |Psx| € o modulo de uma funcgdo linear, isto é , |Pgx| € uma fungdo convexa o
que implica que B € positiva definida e como consequéncia M;’ A(B) = 0, por conseguinte
M; A(=&B) < 0, concluindo assim que M;r A(A) = 0 o que € uma contradi¢do com nossa
suposicao. Portanto toda fun¢do que toque por cima o — ¢ € também supersolucao e dessa
maneira,
;’A(Dz(a —Y) >0 em Q

e por definicdo de | sabemos que o — ¢ = 0 em 09, segue de 2.1 (Principio da negatividade)
que o — ¢ < 0 em Qp, em particular o (xg) — ¥ (x9) < 0 0 que é uma contradicio com nossa

hipétese inicial. Concluindo assim que vale o principio do negatividade para (3.2), ou seja,
o <0.

O lema a seguir nos auxiliara na prova da finitude do primeiro autovalor.

Lema 3.2. Sejam Q = Bg(0), g = %2

a+1 €
_ (Ix17 = R%)?
2q ’
Entdo existe uma constante C > 0 que depende de a, A, N e « tal que
VoM, (D) ¢
oatl ~ Ra+2’

o(x)

sup
X€BR (0)

Prova: Considere a fungio g(r) = o (]x|), calculando suas derivadas obtemos

g'(r)=r(r = RY)

g"(r) = (2q - )rXY — (g - HRY172,
observe que se r < R, entdo g’ < 0, enquanto que g” < 0 se, e somente se
(2q - )r*4™) < (g - DRI

consequentemente

ou seja,

” q_l é
g <0 sempreque r <R
2g -1

qg—1

l/q
2q—1) e por conseguinte g é convexa sempre que

isto é, g é concava quando r < R(

_1\a
r >R (qu__ll) . Usando g concava e aplicando o Lema 2.2 segue

N-1)

r

—|Vg|* M A (D?g) = —|g'|" M, \(D*g) < —Alg'| lg"(r) + L g’(r)] :
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considere B} = (N +2q —2), B, = (N + g — 2) e note que

ri=2(BirY — ByR%) = (N +2¢ — 2)r* 4"V — (N + g = 2)Rr772
= Nr¥=t 4 24,2070 _ 22D _ NRYIp4=2 _ gRIy972 4 2RYp472
=2V (2g - 1) = (g - DRIr172 = pHa=V) 4 Np2a=D) _ NRYIp472 4 R1p472
R
=2V (2g - 1) - (g - DRIT2 47 |[r (N = 1) + (1 = N)—
.
(N_ 1) ’
r

=g"(r)+ g'(r).

Logo
~IVo|* M, \(D*0) < |g'|*r? > A(=B 1 + ByRY),

1

dividindo por o*" segue que

Vo[ M, (D?c) - 29 g/|"r" 2 A(=Bir? + ByRY)
ogatl - (Rq _ rq)Z(a/+1)

. (2q)@*1r@@=D(RY - r4)*r9=2A(-=B 19 + BoRY)
= (Rq _ rq)Z(a/+l)
~ (2q)(z+1r(y(q—l)+q—2A(_Bqu + BzRq)
- (Rq _ rq)a/+2
_ (2q)**ra @ D=2\ (B + BoRY)
- (Rq _ rq)a+2

b

entao

Vo "M\ (Do) _ (29)"*'A (=B + ByRY)
oatl - (Rq _ rq)a'+2 '

Definindo
—Bir?1+ B,RY

(Rq _ rq)cx+2 >

vamos determinar um ponto de maximo de ¢ e para isso faremos ¢’ = 0, isto &,

p(r) =

(RT = r0)**2[=qB 9] = [~Byr? + ByR7](a + 2) (R — 1)+ (—q)ro*!

(Rq _ rq)2(a+2) =0

o que implica que
(Rq - rq)Bl = (a + 2) [—Bqu + BzRq],

e dessa maneira

(0/ + 2)B]7‘q - B]Y‘q = (CZ + Z)BzRq - B]Rq
consequentemente
(CZ + Z)Bz - By

q — R4
’ Bi(a+1)

Substituindo em ¢ obtemos

(a+2)B>—B
—Bquw_'z_l)l + BzRq

(¢+2)Bo—B; \ 2
(Rq — R4 Bl(ail) l)

@(r) =
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consequentemente
R9(B|-B>)
o(r) = (o)
- Bi—B,)+2 ’
Ra(a+2) (a, + 2)af+2 [E;’ll(oﬁi;]lﬁz
dessa maneira
[Bi(a +1)]**
90(}”) = (a+1) a+2 a+l’
R4 (a+1)(a+2) (Bl —Bz)
Sabendo que g = g—ﬁ entao
_ C
90(1’) ~ Ra+2
onde C = [B1(a+])] " Portanto,

(a+1)(a+2)72(B|—By)o* *

VolPM; (D) ©
N O-a'+1 < Ra+2

onde C = (2¢)**'AC.

Enfim provamos que o primeiro autovalor € limitado.

Teorema 3.2. Seja R o maior raio tal que Bg C Q. Entdo existe C que depende de a, A\, N e a

tal que
C

Ra+2

1<

Prova: Sem perda de generalidade assuma que Bg(0) C Q, considere

—|V0'|"M;,A(D20')

0-(1+1

T = Sup
XE€BR (0)

Vamos mostrar que A < 7. Suponha por contradi¢io que A > T e seja

o , quando |x|] <R,
u =
0 , quando |x| > R.
Afirmacao: |Vu|"M;A(D2u) +7|u|%u > 0 em Q. De fato, iremos separar em casos € no primeiro
caso considere |x| < R, entdo como T < A e u = o temos
—|Vu|"M;A(D2u)

ua+1

T2

entao,
IVu|* M\ (D*u) +7u®*' >0 em |x| <R.

No segundo caso |x| > 0 temos que u = 0, entdo o resultado segue da defini¢ao de solugdo no

sentido da viscosidade.
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No caso em que |x| = R observe que toda func¢io que toca u por cima tem o gradiente
nulo. De fato, seja ¢ uma funcao teste tal que ¢ > u e ¢(x1) = u(x;), entdo x; € ponto de minimo
de ¢ — u e consequentemente

Vig—u)(x1) =0

o que implica que Ve¢(x1) = Vu(x;). Sabemos que quando |x| = R as derivadas laterais de u

existem e sdo iguais a zero, entao
0+ 7lu(xy)|“u(x;) >0 pois u > 0.

Logo
|Vu|"M;,A(D2u) +7lul >0 em Bg(0),
u =0 em 0Bg(0).

Segue entdo do Teorema 3.1 que
u<0 em Bg(0),

o que é uma contradicdo pois o > 0 em Bg(0). Portanto 1 < 7 e do Lema 3.2 segue que

< .
- Ra+2

3.4 Teorema do tipo Liouville para operadores degenerados

Nesta secao entregaremos o resultado principal deste capitulo.

Teorema 3.3. (Principio de Liouville) Seja p* = a(’%_# Se u > 0 é uma solugdo de

IVul* M \(D*u) +u” <0 em R (3.6)

onde 1 +a < p < p*, entdou =0 emR".

Prova: Primeiramente vamos mostrar que se u > 0 é solucdo de (3.6) e u # 0 em RV, entdo u > 0

em RV De fato, suponha que exista xo em Bg(x) tal que u(xg) = 0, como
IVul* M, (D*u) +u? <0
entao
|Vu|aM;,A(D2u)+ < —-uf =0,

o que implica
|Vu|“M;A(D2u) <0 em Bg(xp),

u >0 em 0Bgr(xp).
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Segue do Lema 3.1 que
M. (D*n) <0 em Bg(xp),
u >0 em aBR(xO),

e consequentemente do Teorema 2.4 (Principio do Médximo Forte) obtemos
u(x) =0 em Bpg(xp),

fazendo R — +o0
u=0 em RV,

Podemos entdio supor que # > 0 em RV, nesse caso considere a solu¢io fundamental

o) =[x

e observe que
o(Ax) = > Px|* P = 2> Pp(x) quando A > 0.

+2
Considerando ¢ = @ e a funcao scalling

p—a-1

uy(x) = 22u(x),

note que
Vua(x) = 251 Vu(Ax) e Duy(x) = 252D%u(Ax),

dessa maneira
Vi, () [* M,y (D?ua(x)) = A4D™HE2195(4x)[* M, 5 (Du(Ax)).
Somando (u,(x))” segue que

Via(0)|* Mg A (D?ua (x)) + (ua ()7 = AHDE2190 (20| M, 5 (D?u(Ax)) + 257 (u(Ax))”

€ como
+2 +2
(+Da+l+2= ¢ +1]a+ 2 +2
p—-a-1 p-—a-1
1+p 2p —«a
= o
p—a-—1 p—a-—1
_ (@+2)p
p—a-—1
={p,
entao

V102 (0) | MG A (D2 (6)) + (1 (6))” = A7 (|9 (A0 M (D2u(A6)) + (u(x))")
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e portanto
|Vu,1(x)|(’M;’A(D2u,l(x)) +(uy(x))? <0 em RV,

Observe que ¢ > 8 — 2, pois
a+?2

_>
p—a-—1

B -2,

a+2>B-2)(p—a-1)

e por conseguinte
a+2>p(B-2)—Ba-L+2a+?2,

0 que implica
a(B-1)+B>p(B-2),

desde que
af-D+p
g-2 I

Assumindo que u > 0 em Bg(0) \ B1(0) e como

p <

|Vu(x)|aM;’A(D2u(x)) <-u? <0 em Bg(0)\ Bi(0),
entdo segue do Lema 3.1 que
M A (D?u) < 0.

Sabemos que

o que implica
M A(D*@) > M (D).

Além disso, ¢ = 1 em dB;(0) e como u > 0 em dB;(0) que é compacto, existe ¢ € (0, 1) tal que
u>cp em AdB1(0),

desde que ¢ — 0 quando |x| — +o0, entdo dado £ > 0 existe R > 0 tal que &£ > ¢ sempre que
|x| > R. Logo
u+e>cep em ABR(0),

o que implica
u+e>cp em A9(Br(0)\ Bi(0))

obtemos assim

M \(D%) > M \(DX(w) = M (D*(u+8)) em  Bg(0)\ By(0),
u+e > cyp em 0J(Bg(0)\ B1(0)).

Segue entdo do Coroldrio 2.1 (Principio da Comparagdo) que

u+e>cp em Bgr(0)\ Bi(0),
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fazendo R — +co podemos tomar € — 0 e assim
u>ce em RN\ B(0),

logo
u>clx]*? em RN\ B(0),

em particular
u>clx]>* em By \By(0) com A>1.

Entdo usando o scalling em B;(0) \ B;(0) obtemos

uy(x) = Au(x)
> 2527 P x> B
> AP b
> it cr,

o que implica
- (u/l(x))(p—l—a) < Q2B 1),

Sabemos que
Viea|* M A (D*ua(x)) < = (ua(x))?,

entao

V| M (D2up(x)) < —cpd &2 D@10y (x))* em  By(0) \ B1(0),
ua(x) >0 em d(B2(0) \ B1(0)).

Consequentemente
AP0 e (A eR;Tv >0 em Q,|Vv[*M (D) + ! <0}

por conseguinte
AP P=) <7

porém como (¢ +2 — B)(p — 1 —a) > 0, podemos fazer ¢,1¢+2-B)(P=1-0) _; 100 0 que é um

contradi¢io com a finitude de A. Portanto u = 0 em RV,

3.5 Operadores Uniformemente Elipticos
Dizemos que F : SV — R é um operador uniformemente (a, A)-eliptico se

M (M = N) < F(M) = F(N) < M, (M = N).
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Um exemplo famoso de operador uniformemente eliptico € o operador de Isaacs,
F(M) = infsuptr(A;;M)
Fa
J
onde al < A;; < Al
Se F(0) = 0, como consequéncia do teorema de Liouville deste capitulo, obtemos
Teorema 3.4. (Principio de Liouville) Seja p* = “('Z_# Se u > 0 é uma solugdo de
|Vu|F(D*u) +u? <0 em RN

onde 1 +a < p < p*, entdou =0 em RV,
Prova: Desde que M;A(Dzu) < F(D?u) temos que

IVul* M, ,(D*u) +u” <0 em R

e portanto u = 0.
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Teorema do tipo Liouville no semiespaco

Neste capitulo iremos mostrar que solucdes ndo-negativas de
|Vu|0‘M;A(D2u) +u’ <0 em RY

AN(@+1)+1

siou=0emRY semprea >0, 1 +a < p <

4.1 Solucao fundamental no semiespaco

Iniciaremos essa se¢do encontrando uma solugao para o operador de Pucci no semiespago,

isto €, encontraremos uma solucao radial ¢ de
- 2 N
M A(D7p) =0 em R{

de tal forma que se anula em d(RY \ {0}). Para tal faremos uso do seguinte resultado algébrico,

cujo a prova € obtida através do calculo direto, ver (LEONI, 2012) Lema 2.1.

Lema 4.1. Sejam v,w € RN vetores unitdrios e, dados a, b, c € R, considere a matriz simétrica
A=av@v+bww+c(vw+w®v)+dly,

onde v ® w denota a matriz N X N cuja as entradas-i, j sdo v;w ;. Entdo os autovalores de A sdo:

e d, com multiplicidade (ao menos) N — 2 e autoespaco dado por (v, w)*;

: 244 (1—(v-w)2) (2=
o 4 LbH Wi\/(a+b+zcvzw) AW )(e ab), que sdo simples (se diferentes de d).

Em particular, se ou ¢* = ab ou (v - w)? = 1, entdo os autovalores sio d que tem multiplicidade

N-1l,ed+a+b+2cv-w, que é simples.
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Observagdo: Vamos explicitar que o radical que aparece na expressdo dos autovalores acima é

ndo-negativa, desde que
(@+b+2cv-w)2+4(1 = (v-w)?)(c®> —ab) = (a=b)> +4cv-w(a+Db) +4c* +4(v - w)’ab

> (v-w(a—b))>+4cv-w(a+b)+4c? +4(v - w)’ab

= (v -w(a+b)+2c)*>0.

Teorema 4.1. Para quaisquer A > a > 0 fixos, a fun¢do

A
a
XN

e(x) = —|x|§(1v+1)—1

satisfaz, em um sentido cldssico,

M;’A(D2<p)20 em RY.

xa'
Prova: Sejap = |x| e ¢ = —’; para a, 8 > 0 observe que
P

—Bp‘ﬁ_zxj‘\’,“ + a/p_ﬁxj‘(,_l ,se i=N

—ﬁp‘ﬁ_2xix10\‘, ,se i #N
e
Xy 2.0 2.2 :
2 [B(B+2)p72x3y +ala—1)p*x ~2af - B] ,se j=N
SDX[XJ': x[(:’/
s [-B+B(B+2)p 2xx;] ,se j#N
consequentemente
, x x %
Dop(x) = —= [BB+2)—®@ —+a(a-1)|—| en®en —2aB-BIy|.
PP p P XN
Portanto
2 Xy X X P 2 aBp (x X
D7 p(x) = s |1BB+2)—@—+ala-1)|—| en®ey—2——|—Q®eny+en® —| - BIn]|,
PP p P XN Xy \p p

onde ey = (0,1) € RY e de acordo com o Lema 4.1 os autovalores uj, ...uy de D%¢(x) sdo

x@ [B(B-2a)+a(a-1) (%)2 +VD

__N

x® [B(B-2a)+a(a—1) (}%)2 VD

— N
p,8+2 2

H2
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(07
ui=-p N com 3<i<N,

p,B+2
X 2
(7)
P

2

+4aB(f - 2a +2) (xﬁ)
N

onde
2
+4

2

2
(—aﬁi) —ﬁ(ﬁ+2)a(a—1)( )

P
XN XN

2
D= [ﬁ(ﬁ—201+2)+a(a—1) (xﬁ)
N

isto €,

6]

2
D= [ﬁ(ﬁ—2a+2)+a(a—1) (xﬂ)
N

Foi observado que

2 2
+4aB(B - 20 +2) (xﬁ) —4aB(B - 20 +2)
N

I 2
D= |B(B-2a)+ala—-1) (x%) +28

2

+4 +48°

2
B(B - 2a) +2(a — 1) ()%)

= »,8(,8 -2a)+a(a—-1) (ﬁ)
I AN
2
+4aB(B - 20 +2) (xﬁ) —4aB(B - 20 +2)
N

L
XN

2 2
+4B8[B(B - 2a) + ala — 1) (x%)

= [,8(,8—2a)+a(a—1)( )
2
+B+a(B-2a+2) (xﬁ) —a(B-2a+2)]
N

2
+4p

ﬁ(ﬁ—2)+ﬁ—a(ﬂ—za+2)+a(xﬁ)(ﬁ—a+1)
N

= l,B(,B “20) +ala-1) (ﬁ)
XN
2

2
:[ﬁ(ﬁ—Za)Hx(a—l)(ﬁ) +4B(B-2a +1) ﬁ—2a+a/(£) ,
XN XN
ou seja,
2 2
D= [ﬁ(ﬁ—za)m(a—l) (ﬁ) +4B(B—a+ 1) /3—2a+a(£) L@
XN XN

Portando, para 8 > @ > 0 obtemos u; > 0e u; < Opara2 <i < N. De fato, observe que p > 0

exy € (0,+00) entdao
(07

Xy _
,ui=—ﬁpﬂ+2SO para 3 <i<N.

XN

2
Como B > @ obtemos 48(8 — a + 1) > 0 e do fato que ( L ) > 1 podemos notar que

2
ﬁ—2a+a(ﬁ) >B-a>0,
XN
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dessa maneira

2

2
ﬁ(ﬁ—za>+a(a—1>(§v) ~VD < BB - 2a>+a(a—1)(xﬁ)

-B(B-2a)+a(a—-1) (xﬁ)

2
ﬁ—2a+a(£) ]
XN

—J4,8(ﬁ—a+l)

——J%(ﬁ—aﬂ)

2
ﬁ—2&+a/(£) ]
XN

<0,

Consequentemente

<0.

@ (BB-20)+at@-1) (L) VD
H2 = B2 2

Agora observe que de (4.1) obtemos

2

2
D=>|BB-2a)+a(a-1) (xﬁ)
N

= (B = 20)" +2Ba (B - 20) (@ - 1) (x%)z +a(a—1)° (x% )4
> B2(B - 2a) +2Ba(f - 2a)(a — 1) + a?(a — 1)2

> o (a = 2a)* + 2% (@ - 2a) (@ — 1) + ?(a - 1)?

=a? (oz2 —2a(a-1)+ (a- 1)2)

= a,2,

o que implica em VD > a. Além disso, note que

2
B(B-2a)+a(a-1) (;LN) +VD > B(B-2a) +a(a-1)+VD

> a(a-2e)+a(a-1)+VD
> —a+ VD
0,

\%

dessa maneira

B(B - 2a)+a(a—1)(x£) +VD
M1 = p5+2 2 > 0,
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por conseguinte, ¢; > 0e y; < Opara2 <i < N. Entlo,

N
Mo\ (D*@) = ap + A Y
i=2

N K +a(a—1)(x£) —20B+VD
_a(pﬁ”) 2

x4 -,8 +a(a—-1) (xﬁ) —2@[3—\/5- 2
+A(pﬁ+l) . - MBS (N-2),

consequentemente

M%) =a BN) 3082 (5 +1) - S -2)
(@

ral® (ﬁn) (%)2-%(3—1)@]. (4.2)

N6s podemos estimar que

VD < [ﬂ(ﬁ—2a+2)+a/(a—1)( )

2
+4aB(B - 2a +2) (xﬁ)
N
2
= B2(B—2a +2)% +a*(a - 1)? (ﬁ) +2Ba(B - 2a +2)(a - 1) (xﬂ)
N

2
+4aB(B - 2a +2) (xﬁ)
N

2
= B (B-2a+2)%+a(a - DALY £ 208(B - 20 +2)(a + 1) (ﬁ
XN XN

2
< BX(B—2a +2)* +a(a+ 1)2()%)4 +2aB(8 - 2a +2)(a + 1) (x%)
2

2
= [,8(,8— 2a+2) +a(a+1) (xﬁ)
N

ou seja,
2

VO <

2
B(B-2a+2)+ala+1) (xﬁ)
N
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Portanto substituindo a desigualdade acima em (4.2) obtemos

2
+2a-1) (é + 1) ((ﬁ)
2 a

XN

l(é+1)(,8—2a)—é(N—2)
2\a a

2
+1(§—1) [—ﬁ(ﬁ—2a+2)—a(a+l) (ﬁ)
2\a XN

1 A A A A A
=B|z(B-2a)[—+1—-——+1]|-—N+2——-—+1
2 a a a a a

2
A a 1 a 1|(p
a-l-a-D+———+—+-||L
rajglasl-a-rg 543 Z(xN)
2
:,B[ﬁ—Za——(N—l) +a|a—-— (ﬁ) ,
a XN

o que significa

+a|a—-—

a

2]

Escolhendo a = % >lef= %(N— )+2a-1= %(N+ 1) -1 > a, concluimos que

M A(D%g) = B [,8 ~20- (V- 1)

M;’A(DZQD)ZO em RY.
]

No lema a seguir iremos mostrar que solugdes de M A(Dzu) < 0, estdo por cima da

solu¢do fundamental.

Lema 4.2. Se u > 0 ¢ solucdo de M;’A(Dzu) < 0emRY \ B,,(0), entdo existe ¢ > 0 tal que

u > cp emRY \ B, (0), onde ¢ é a solucdo fundamental.

Prova: Seja

u
*(rg) = inf —,
p"(ro) s

onde E(rg) = RY N (B2, (0) \ B,,(0)), definindo
vi=p"(ro)e

podemos notar que
M;’A(Dzv) = p+(r0)M;’A(D2<,0) > 0.

Como ¢ = 0 em {xy = 0; |x| # 0}, obtemos v = 0 em {xy = 0; |x| # 0}, além disso sabemos
que ¢ — 0 quando |x| — oo, por conseguinte v — 0 sempre que |x| — co. Dado & > 0 existe

um R > 0 grande o suficiente tal que

£>v em Rﬁ]ﬂB;(O).
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Entao
u+e>v em RYNaBR(0)

u+e>v em {xy=0;]|x|#0},
além disso
u=—¢
®p

0 que implica
u p+(r0)(10 cm Rf N (BZr()(O) \ Bro(o)),

dessa maneira
u>pt(ro)e em RYNAB,(0),

consequentemente
u+e>v em Riv N 0B, (0).
Logo,
M (D> (u+8)) = M, (D*u) <M ,(D?) em RY N (Br(0) \ B, (0)),
u+e > em RY N (8Br(0) U B, (0) U {xy=0;|x| #0}),

segue do Coroldrio 2.1 (Principio da Comparagdo) que
u+e>v em RYN(Bg(0)\ B, (0),
fazendo R — oo podemos tomar £ — 0 e dessa maneira
u>v em RY\B,(0),

segue do Lema 2.3 (Lema de Hopf) que existe uma constante ¢ > 0 tal que p*(rp) > c. Portanto
u>cpemRY\ B, (0).

4.2 Teorema do tipo Liouville para operadores degenerados
no semiespaco

Nesta secao entregaremos o resultado principal deste capitulo.

AN(@+1)+1

= . Se u > 0 ¢é uma solugdo de
N -1

Teorema 4.2. (Principio de Liouville) Seja p* =

IVul* M, \(D*) +u” <0 em RY (4.3)

onde 1 +a < p < p*, entdou =0emRY.
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Prova: Sabemos da demonstracdo do teorema 3.3 que se u > O e u # 0 em R", entdo u > 0 em
R, em particular conseguimos o mesmo resultado para o caso do RY. Podemos supor ento que

u>0em Rf , € nesse caso considere a solu¢ao fundamental

Y
X
N
X)=—
o) =T
onde y = % = %(N+ 1) — 1, observe que para A > 0
Arxl A7
N N -
= = = /17 ( .
¢ (x) e~ ThE ¢ (x)

Considere o scalling
uy(x) = u(ax),
a+2

onde § = ——, entao
p—a-—1
[Vua(x)|* = 2D vy (ax) |
M A (DPup(x)) = 272 M (D*u(Ax))
dessa maneira
Viea ()| M 5 (D%ua(x)) = APV™92195(4x) [ M (Du(Ax)).

Somando (u,(x))? obtemos

[Viea(0)|* Mg A (D?ua(x)) + (ua(x))? = A D290 (2x) | M, (D*u(Ax)) + 2% (u(Ax))”

como
+2 +2
@+a+60+2= a—+1 a+a—+2
p—a-1 p—a-1
1+ -
= LA, P 2p -
p—-a-1 p—-a-1
_(a+2)p
Cp-—a-1
:Qp,

obtemos que
Viea (0)|" M, (D (x)) + (g () = A2 [[90(40) [T M (D?u(Ax)) + (u(Ax))"]
e consequentemente
Vi ()| M, (D*ua(x)) + (ua(x))? <0 em RY.
Sabemos que u > 0 em RY, entdo do Lema 4.2 existe uma constante co > 0 tal que

u>cop em Riv\Bl(O)
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em particular, para todo 4 > 1 segue que

Y

u> co%N' RY N (B(0) \ BA(0)),

usando o scalling, obtemos

uy(x) = A%u(Ax) em RY N (By(0)\ B(0))
Y
X
> A7)
Ol
Y
X
O+y={ o TN
>A Co >
> /19+7_§c1x;{,.

Em particular,
uy(x) = A% %c; em TNRY N (By(0)\ Bi(0))

onde X ¢ a parte superior da calota (isto €, x; > 1 Vi € [1, N]), dessa maneira

(u/l(x))p—l—a > /1(9+7—§)(p—1—w)C2

o que implica que
—(u(x))P~1 < AOr=O 1)

Observe que 6 +y — ¢ > 0, de fato

2 A A
L+——[—(N+l)—1 > 0,
p—-a—-1 a a
entao
a+2 A
—1>—N—1,
p—a-— a
portanto

a/+2>(p—a—1)(%—1)

) ol

A A A
a—N+—N+1>p(——1)
a a a

e por conseguinte

Dessa maneira

ou seja,
A
—N(a+1)+1
% a

p = X > p.
—N-1
a

Sabemos que

Viea ()| M A (D?ua(x)) < =(ua(x))? = = (22 ()P~ (ua (x))
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logo

|VMA(X)|QM;,A(D2M/I(X)) < —(ua(x))*e 1 0=O@=1=) em = ARY N (B2(0) \ B1(0)),
uy(x) >0 em 8 (ZNRY N (B2(0)\ B1(0))),

e consequentemente
77O e (1 eR;TFv >0 em  Q,|Vy|" M (D) + v <0}
Portanto, coA#*7=0(P=1-2) < 3 ¢ como (0 +y — ¢)(p — 1 — @) > 0 podemos fazer
O+y-0(p-1-a) >+

0 que é uma contradi¢do pois A < +oco. Concluindo assim que u = 0 em RY.
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Aplicacao para os Teoremas do tipo Liouville

Neste capitulo iremos mostrar que solucdes do problema

|Vu|“M;’A(D2u)+up =0 em B;(0)
u =0 em 0B;(0)

sao limitadas por uma constante C que depende apenas de p. A demonstragdo apresentada aqui
seguem as ideias que aparecem em (GIDAS; SPRUCK, 1981).

Teorema 5.1. Seja u > 0 uma solugdo no sentido da viscosidade de

|Vu|"M;A(D2u)+up =0 em B;(0),

u =0 em 0B1(0),
A _
coml+a < p < p* onde p* = min { “Né(;tll)ﬂ , w(%_lz)w } entdo existe uma constante C que
depende somente de p tal que ‘
u(x) <C.

Prova: Sejam (u;) uma sequéncia de solucdes e (py) uma sequéncia de pontos em B (0) tais que

My = sup uy(x) = ug(pr) — +c0 quando k — +oo.
B1(0)

Sabemos que p; — p € B1(0) sempre que k — +o0, e a partir de agora faremos a prova em
dois casos distintos.

1°caso: Assuma que p € B;(0). Seja 2d = dist(p,dB1(0)), considere (A;) uma sequéncia de
— Pk

k

. o . X
numeros positiva a ser definidae y =

. Defina a funcao scaled ("blow up") como sendo

vi(y) = AQur(x)
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a+2
p—a-1°

1
onde 6 = Escolhendo 1 tal que /lz = W como My — +oo, obtemos Ay — 0 quando
k

k — +oo.
Temos que u estd definida em By, entdo para k grande o suficiente v, (y) estd bem definida em

B4, (0). De fato, como y = x;—’:" segue que x — px = Agy e se y € By, (0) entdo

| | <A d
x_ < —
Pk k/lk
ou seja,
lx — pil < d.

: d :
Observe também que para k grande o suficiente |p; — p| < 5 dessa maneira

d
Ix—plslx—pk|+|pk—p|<d+§

isto é, se y € By,, (0), entdo x € B3y/2(0) C B1(0), o que significa v, estd bem definida.
Agora note que

vi(0) = Qur(pr) = My = 1,
e como My = sup ui(x) obtemos sup vi =vi(0) =1.

B1(0) Bg/a, (0)
Observe também que podemos escrever x = Axy + pi € assim

Vor(y) = A8 Vur(x) e DHi(y) = AP Dug(x),
e dessa maneira

Vi (DM A (D2ve(3)) + 92 (3) = AT D21V | M (D) + A7 ul?.

Como
+2 +2
@+Da+0+2= LSS ) PR e R |
p—a-—-1 p—a-—1
1+ —
= P a+ 2p-a
p—a-1 p—a-1
_(a+2)p
Cp-a-1
= Hp,
temos que
— 0 —
Vv MEA D)) + 70 (3) = A7 (19l M (D) +1f)
portanto

VoMM A (D?vi(»)) +vi(y) =0 em B 4 (0),
vk(O) =1.
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Observe que
kDM A (D*vi(y) = =vE ()

com |vg| < 1,entdo pela teoria de regularidade, ver Teorema 1.1 em (BIRINDELLI; DEMENGEL,
2015),
Vi € CI’Q(B% (0))
k
e assim

Ivkllere <€ (Ivills + 19 lle) < 2C.

Dessa forma v € equicontinua e uniformemente limitada, entdo pelo Teorema de Arzela-Ascoli
vk converge uniformemente localmente para vo. Dessa maneira podemos repetir o processo e
conseguir esse resultado para uma bola tdo grande quanto se queira, por conseguinte podemos
fazer k — +oco e assim Ay — 0 e, por estabilidade, ver Coroldrio 2.1 em (BIRINDELLI;
DEMENGEL, 2015), consequentemente obter

[VvoI*M (D vo(1)) +v5(y) =0 em RY,
V()(O) =1.

Porém pelo Teorema 3.3 segue que vo = 0 o que € uma contradi¢io pois vo(0) = 1.

2°caso: Assuma que p € dB;(0). Definimos vi(y) = /lZuk (x) e a sequéncia (/lk_) tal que
/liMk = 1. Para k grande o suficiente v, estd bem definida em (Bs/,, (p) N RY) N B{(0) para
algum 6 > 0. De fato, se y € (Bs/1,(p) N RM) N B;(0), como x — pi = Ay entdo

o)
Ix = pil = |Ay| < Ak—,
Ak

dessa maneira
lx = pl < |x = pil + |px = pl
e como p; — p podemos tomar k grande o suficiente tal que |py — p| < §/2, entdo

o< B
x_ —
PI=7

isto é, se y € (Bs/a,(p) NRY) N B1(0) entdo x € (Bss2(p) NRY) N B1(0) c RY N By, 0 que
significa que v, estd bem definida. Agora note que

vi(0) = Aug(pr) = My = 1,

como My = sup uy(x) obtemos sup v; = vi(0) =1, além disso de maneira similar ao caso

B1(0) B 4 (0)
Ak

1°, sabemos que vy satisfaz

Vv DI M, (D?vi(3) +v(y) =0 em (Be(p)N RY) N B1(0),

vk(O) =1.
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Pela teoria de regularidade, ver Teorema 1.1 em (BIRINDELLI; DEMENGEL, 2015), temos

vy € Cl,a((B%(p) NRY) N B1(0))

Ivllera < € (Ivellzs + IV]le) < 2C,

dessa forma vy € equicontinua e uniformemente limitada. Logo, pelo Teorema de Arzela-Ascoli,
v converge uniformemente localmente para vo. Dessa maneira podemos repetir o processo e
conseguir esse resultado para uma bola tdo grande quanto se queira, por conseguinte podemos

fazer k — +oo e assim A; — 0 e consequentemente

[Vvo([*M  (D?vo(y) +v5(y) =0 em RY,
V()(O):l.

Porém pelo Teorema 4.2 segue que vo = 0 o que é uma contradi¢io pois vo(0) = 1.
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