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Resumo

Nesta dissertacao, investigamos o método da média, que se destaca como uma das
principais ferramentas na Teoria de Perturbacoes aplicada a equagdes diferenciais or-
dindrias, com especial énfase em sistemas Hamiltonianos. O método da média baseia-se
na consideracdo de uma equacao diferencial de primeira ordem ndo autonoma e periodica
no tempo, assim como na elaboracdo de uma mudanca de coordenadas que possibilita
o estudo da equacao original por meio de uma equacao diferencial autbnoma, denomi-
nada equacdo média. Este processo proporciona uma aproximacao satisfatéria para a
equacgdo original em um intervalo de tempo limitado. Ademais, o método da média é
utilizado para identificar solucdes periddicas em sistemas perturbados, que consistem em
uma parte ndo perturbada, a qual apresenta solucdes periddicas, e uma parte perturbada,
dependente de um pequeno parametro. Demonstraremos que a abordagem para encontrar
solucoes periddicas nesses sistemas refere-se a busca por equilibrios ndo degenerados de
uma funcao especifica. Em particular, apresentamos os resultados obtidos com o método
da média em relacdo a existéncia de solucoes periddicas para sistemas Hamiltonianos per-
turbados com dois graus de liberdade. Como aplicacdo desses resultados, analisamos
a presenca de solucoes periddicas em dois problemas que representam perturbacées no
plano do problema de Kepler: o problema do atomo de hidrogénio sob a influéncia de
forcas externas e o problema de Kepler anisotrépico do tipo Manev.

Palavras-chave: Equacdes Diferenciais Ordindrias; Sistemas Hamiltonianos; Método da
Média para Equacdes Diferenciais Ordindrias; Método da Média; Solugdes Periddicas; Sis-
temas Perturbados; Sistemas com Perturbacao; Problema de Kepler; Problema de Kepler
anisotrdpico tipo Manev.



Abstract

In this dissertation, we study the averaging method, which stands out as one of the
main tools in the theory of perturbations applied to ordinary differential equations, with
special emphasis on Hamiltonian systems. The averaging method is based on the conside-
ration of a non-autonomous first-order differential equation that is periodic in time, as well
as on the development of a change of coordinates that makes it possible to study the ori-
ginal equation by means of an autonomous differential equation, known as the averaging
equation. This procedure provides a satisfactory approximation to the original equation
over a limited time interval. In addition, the averaging method is used to identify periodic
solutions in perturbed systems, which consist of an unperturbed part, which presents pe-
riodic solutions, and a perturbed part, which depends on a small parameter. We will show
that the approach to finding periodic solutions in these systems refers to the search for
non-degenerate equilibria of a given function. In particular, we present the results obtai-
ned with the averaging method regarding the existence of periodic solutions for perturbed
Hamiltonian systems with two degrees of freedom. As an application of these results, we
analyze the existence of periodic solutions in two problems that represent perturbations
in the plane of the Kepler problem: the hydrogen atom problem under the influence of
external forces and the anisotropic Kepler problem of the Manev type.

Keywords: Ordinary Differential Equations; Hamiltonian Systems; Average Method for
Ordinary Differential Equations; Average Method; Periodic Solutions; Disturbed Systems;
Kepler problem; Manev-type anisotropic Kepler problem.
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Introducao

Neste trabalho de dissertacao introduzimos o método da média como ferramenta de
estudo dos sistemas hamiltonianos perturbados, e exploramos também a sua forma mais
moderna, que aparece nomeada por Teorema de Reeb.

Para isto, comecamos comentando o contexto historico sobre o qual se desenvolveu
a base tedrica para estes problemas. Iniciaremos estudando os sistemas hamiltonianos
e alguns teoremas classicos, para entdao desenvolver a teoria necessaria para que se che-
gue a discussdo sobre orbitas periddicas e método da média para sistemas nao-lineares
perturbados, assim como algumas aplicacoes.

Resumidamente, o método da média de primeira ordem, consiste em considerar um
sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem

&= f(t,z,€) (0.0.1)

onde z € R", 0 < € << 1 é um pardmetro considerado pequeno e f é uma funcéo 7-
periodica na varidavel t e f : R x R" x Rt — R"™ funcdo de classe C". Entdo considera-
se 0 seguinte sistema auténomo associado a (0.0.1), chamado de sistema médio, cujas
equacoes sao

y=ef(y), (0.0.2)

/fsy,

é chamada de funcdo média. O sistema (0.0.2)) tem a propriedade de aproximar as curvas

onde

solucdes de (0.0.1), numa regido especifica do espaco de fases, na escala de tempo 1/e.
Desta maneira o comportamento assintdtico do sistema ({0.0.1) pode ser aproximado pelo
sistema autdénomo ((0.0.2).



Nesta dissertacao estamos interessados em obter resultados para o estudo de solugoes
periddicas para sistemas Hamiltonianos auténomos como consequéncia do método da
meédia descrito acima. Comecamos com um resultado cldssico para equacoes diferenciais
ordinarias de primeira ordem, que consiste no método da média de primeira ordem para
solucoes periddicas. Este resultado pode ser encontrado em [27]. Como consequéncia
deste resultado, os autores em [10] obtiveram um resultado para o estudo de solucoes
periddicas em sistemas Hamiltonianos perturbados usando o método da média. Neste
resultado exige-se uma condicdo especial sobre a parte nao perturbada e faz-se um escalo-
namento no tempo a fim de estar em condi¢des de aplicar o método da média de primeira
ordem para equacoes diferenciais [27]. O resultado mais moderno, do método da média
consiste no Teorema de Reeb originalmente obtido em [23]] e numa reformulacdo ainda
mais moderna pelos autores em [28].

Nesse sentido, seguindo a linha cronolédgica dos resultados citados no paragrafo ante-
rior, iremos descrever os principais resultados relacionados a érbitas periddicas para obter
o resultado mais moderno na teoria de perturbacdo em sistemas Hamiltonianos, que con-
siste no Teorema de Reeb na versdo apresentada por [28]].

O Teorema de Reeb poder ser aplicado a certos sistemas Hamiltonianos perturbados em
que a parte ndo perturbada depende de uma tnica agéo e satisfazendo uma certa proprie-
dade de diferenciabilidade. Entdo toma-se a funcdo média em relacdo a varidvel angular, a
qual é a conjugada da variavel acdo mencionada acima. Reduz-se entdo o sistema Hamil-
toniano em um grau de liberdade e procura-se por pontos criticos isolados e ndo degenera-
dos do sistema médio no espaco reduzido. A estes pontos criticos estdo associadas orbitas
periodicas do sistema nao perturbado que ddo origem a solugdes periddicas do sistema
completo. A eficidcia deste método estd na escolha de boas coordenadas para estudar estes
pontos criticos. Desta maneira é necessario conhecer as solucoes periddicas do sistema nao
perturbado e considerar boa coordenadas para descrever estas Orbitas periddicas (solucoes
do sistema nao perturbado).

Para entender este método, iremos considerar sistemas Hamiltonianos no plano que sao
perturbac¢oes analiticas do problema de Kepler. Mais particularmente, vamos usar coorde-
nadas de Delaunay (planar), que sdo coordenadas acdo-angulo que estdo bem definidas
em uma vizinhanca de uma o6rbita eliptica do problema de Kepler. Por fim, faremos um
estudo da existéncia de solucdes periddicas proximas a elipses em dois problemas que sao
perturbacées do problema de Kepler: O problema do Atomo de Hidrogénio sob acéio de



forcas externas [2]], e problema anisotropico de dois corpos com potencial do tipo Maney,
cujo estudo de érbitas periddicas foi realizado pelos autores em [11]].

Os resultados que obtemos nesta dissertacao a respeito da existéncia de solugoes periodicas
obtidos para os dois problemas citados no ultimo paragrafo tem uma pequena contribuicao
em relacdo aos resultados publicados em [2] e [11]. Como veremos na se¢cdo algu-
mas caracteristicas (periodo, condicdo inicial) das 6rbitas periddicas obtidas neste trabalho
diferem dos resultados obtidos pelos autores em [2] e [11].

A fim de alcancar nossos objetivos, dividimos a dissertacdo da seguinte forma. No
capitulo 1 apresentamos alguns resultados bdsicos importantes que serdo utilizados du-
rante este trabalho. Come¢amos com uma introduc¢do aos sistemas Hamiltonianos e suas
propriedades e estudamos alguns casos particulares: sistemas lineares e os sistemas mecanicos.
Em seguida, apresentamos a teoria das transformacoes simpléticas, com alguns resultados
e exemplos. Por fim, abordamos o estudo das funcoes geradoras e forneceremos alguns
exemplos envolvendo essas funcgoes.

No capitulo 2, formulamos o problema de N-corpos e, a partir dele, formularemos o
problema de Kepler. Apresentamos algumas defini¢oes, as trés leis de Kepler e o estudo
das anomalias do problema de Kepler. Em seguida, introduziremos as coordenadas de
Delaunay e Poincaré- Delaunay, fazendo uso das funcdes geradoras nesse processo. Por
fim, trataremos o problema de Kepler nessas coordenadas e caracterizaremos as solucoes
desse problema nessas coordenadas.

No capitulo 3, descrevemos sobre o método da média para obtenc¢ado de orbitas periddicas,
que é uma técnica utilizada para simplificar sistemas de equag¢des ordindrias ndo-lineares
que estao sujeitos a pequenas perturbacdes. Comecamos falando sobre o método de La-
grange, e entao seguindo para o método da média para o caso em que temos um sistema
de equacoes diferenciais de primeira ordem dependendo de um pequeno parametro € e
periodico no tempo. Apresentamos um Teorema cldssico, chamado método da média
de primeira ordem, que estabelece condicdo suficientes para a existéncia de solucoes
periddicas do sistema perturbado e também alguns resultados sobre a estabilidade des-
tas solucoes.

No capitulo |4 apresentamos o método da média mais moderno no estudo de érbitas
periodicas para sistemas Hamiltonianos, conhecido pelo Teorema de Reeb. Neste traba-
lho, consideramos a versao apresentada por [28]]. Como caso particular, vamos considerar



sistemas Hamiltonianos perturbados no plano, cuja parte ndo perturbada é o problema
de Kepler. Entdo, usando coordenadas de Delaunay, obtemos um resultado geral que ga-
rante a existéncia de solucdes periddicas préximas a solucoes elipticas do problema de
Kepler. Como aplicacdo deste ultimo resultado, consideramos dois problemas: O primeiro
consiste no problema atémico do atomo de Hidrogénio sob acdo de forcas externas. As
forcas externas sdo devido a existéncia de um campo elétrico e um campo magnético. O
problema pode ser posto como uma perturbacdo do problema de Kepler escolhendo um
escalonamento adequando nos parametros. Desta maneira, usando os resultados obti-
dos nesta secdo, provamos a existéncia de familias de drbitas periddicas que persistem no
problema perturbado para e suficientemente pequeno. O segundo problema consiste no
estudo de solugdes periddicas no problema de Kepler anisotrépico planar com potencial do
tipo Manev. Escalonando o parametro associado ao efeito de anisotropia de forma conveni-
ente, pode-se por o problema como uma perturbacdo do problema de Kepler e novamente,
usando os resultados desta secdo, fazemos um estudo a respeito da existéncia de solucoes
periodicas do problema préximas a elipses.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos resultados sobre equacoes diferenciais e sistemas Hamil-
tonianos que serdo usados ao longo dessa dissertacdo os Sistemas Hamiltonianos, cons-
tituem uma importante classe de sistemas dindmicos que surgem naturalmente na fisica
e na matematica. Esse tipo de sistema foi inicialmente formulado pelo matematico, fisico, e
astronomo irlandés, William R. Hamilton, no século XIX; elas representam uma reformulacao,
elegante e poderosa, das leis do movimento, descritas ao final do século XVII, pelo ma-
tematico, e pai da fisica, Isaac Newton.

Newton prop6s suas conhecidas leis do movimento, tornando possivel, assim, a descricao
precisa do movimento de corpos, e a analise de uma ampla variedade de problemas fisicos.
A esse estudo, que descreve o movimento de corpos fisicos, se deu o nome de Mecdnica

Cldssica.

Cerca de um século depois, no século XVIII, Joseph-Louis Lagrange reformulou a mecanica
classica, usando o pricipio da acdo minima, dando origem a Mecdnica Lagrangiana, e intro-
duzindo o conceito de Lagrangiana (L), que é uma funcdo que descreve a diferenca entre a
energia cinética (T) e a energia potencial (V) de um sistema. A mecanica lagrangiana faci-
litou a andlise de sistemas com restri¢des e em coordenadas generalizadas (que nada mais
sdo do que sistemas onde o movimento das particulas é limitado por certas condicoes,

e em um tipo de coordenada que, além de descrever completamente a configuracdo do
sistema, também ird simplificar a descricdo das restricdes e movimento do sistema, respec-
tivamente).

Foi s6 no século XIX, que o William R. Hamilton fez uma outra reformulacdo da mecénica



classica, introduzindo desta vez, a Mecdnica Hamiltoniana. Ele publicou sua teoria em um
artigo intitulado "On a General Method in Dynamics”, e mostrou que as equacdes do mo-
vimento poderiam ser derivadas a partir de uma funcao chamada Hamiltoniana (H), que
representa, geralmente, a energia total do sistema, que é a soma da energia cinética com

a energia potencial.

Tal abordagem trouxe vantagens significativas, pois alguns tipos de problemas se tor-
nam mais simples quando escritos na formulacdo hamiltoniana, além de que, a mecanica
hamiltoniana foi base para a formulacdo da Mecanica Estatistica, e assim foi possivel a
formulagdo da tdo conhecida Mecdnica Qudntica (area de estudo da fisica que descreve
o comportamento das particulas fisicas em escalas subatémicas, onde as leis classicas da
fisica ndo se aplicam). E a mecAnica hamiltoniana quem fornece a base matemdtica es-
trutural, e conceitual, para a mecanica quantica, e, além disso, o desenvolvimento da
mecanica quantica a partir da mecanica hamiltoniana permitiu a formulacdo de teorias
fundamentais que descrevem a natureza em escala subatomica, e isso acabou por trazer
implicacoes profundas nas dreas da fisica, quimica e tecnologia moderna. O formalismo
Hamiltoniano também é o responsavel por fornecer uma linguagem comum para a fisica
quantica e para a fisica classica, e estes sdo sé um dos pontos que fazem o formalismo
hamiltoniano ser tdo importante. Do ponto de vista matematico, o formalismo hamiltoni-
ano também ¢é fascinante do ponto de vista puramente tedrico, fornecendo uma estrutura
geométrica rica, podendo ser utilizado para o estudo de dinamicas regulares e cadticas.

1.1 Sistemas Hamiltonianos

Como vimos anteriormente, os Sistemas Hamiltonianos surgiram de uma reformulacao
das leis do movimento de Newton, o que permitiu um formalismo mais geral e elegante.

Os Sistemas Hamiltonianos se dividem em dois principais grupos: os Sistemas Hamil-
tonianos Auténomos e os Sistemas Hamiltonianos ndo-Auténomos (ou apenas Sistemas Ha-
miltonianos). E o que define esta diferenca é a dependéncia ou independéncia explicita do
tempo na funcdo Hamiltoniana, o que leva a implicacoes significativas nas propriedades e
comportamento dos sistemas que elas modelam.

Uma propriedade relevante com relagdo aos Sistemas Hamiltonianos Autonomos é que
nele ha conservacdo da energia, isto €, a energia total do sistema (que é definida como



sendo a soma da energia cinética com a energia potencial), representada pela Hamiltoni-
ana H, é constante ao longo do tempo; demonstraremos este fato ao longo deste capitulo.
Dentre alguns exemplos que se modelam com sistemas hamiltonianos autébnomos, estdo: o
Oscilador Harmoénico Simples (péndulo simples ou sistema massa-mola), o Problema dos
Dois Corpos (movimento de planetas ao redor do Sol), e problema de Kepler.

Nos Sistemas Hamiltonianos Nao-Autonomos, a energia total do sistema pode variar ao
longo do tempo, e portanto, ndo hd garantia de conservacdo de energia. Além de que, ja
que ha uma dependencia do tempo, as propriedades dinamicas daquele sistema também
podem mudar ao longo do tempo, o que ndo acontece no caso autonomo.

Definicao 1.1.1. Um Sistema Hamiltoniano é um sistema com 2n equagoes diferenciais or-

dindrias da forma:
q= H
F— (1.1.1)
com H = H(q,p,t) uma fungdo diferencidvel de valores reais, definida para (q,p,t) € W, tal
que W =UxI,comU C R*"xR", e I C R, ambos conjuntos abertos. Tal fun¢do H é chamada
de fun¢do hamiltoniana, e o sistema de equagoes de primeira ordem (1.1.1) é chamado de
campo hamiltoniano associado a H. As coordenadas ¢ = (q1,-..,qn) € p = (P1,..-,Pn) SAO

vetores do R", e t é um numero real, de forma que:

* g representa as coordenadas generalizadas, que sGo um conjunto de varidveis que des-
crevem completamente a configuracdo de um sistema (posigoes),
* p representa os momentos conjugados (momentos),

Com certa frequéncia serd, também, conveniente trabalhar com as equagoes de Hamil-
ton em termos de cada coordenada i, sendo descritas, entdo, da seguinte forma:

. oH
q; = i

(1.1.2)
. oH
Dbi = 04;

com ¢; e p; representando as derivadas temporais das coordenadas e dos momentos, res-
pectivamente. Estas equacoes descrevem como ¢ e p evoluem ao longo do tempo.



Exemplo 1.1.1. Um dos exemplos mais simples de Sistema Hamiltoniano é do Oscilador
Harmonico, onde a fungdo Hamiltoniana é dada por:

2
1
H=2 4 Zpe (1.1.3)
2m 2

onde p € R € a posi¢do, ¢ € R o momento, m, que denota a massa do corpo que oscila em
uma mola, e k é a constante da mola, ambas k e m sdo constantes positivas.

Por definigdo, a energia total de um sistema conservativo, é a soma de sua energia cinética
T com a sua energia potencial V. Ou seja, E = T'+V, com E sendo a energia total do sistema.

Por outro lado, a energia cinética, que denominamos por T, é dada pela formula:

T = —mv~°.
2

Se fizermos v = ¢, entdo poderemos reescrever I' na forma:

1
T = ~mg”;
2mq,

e desde que o momento ¢é descrito como p = mg, teremos, finalmente, que:

7= 1, (1.1.4)
2m

Da mesma forma, temos que a energia potencial é definida como sendo a constante eldstica
k vezes a posi¢cdo ao quadrado (que aqui chamamos de ¢) dividido por 2. De maneira sucinta:

V= %kq? (1.1.5)

De (1.1.4) e (1.1.5), nota-se que o hamiltoniano H realmente descreve a energia total do

sistema associado ao oscilador harmoénico. Temos, claramente, que:

pr 1
H="—+_-ki*=T+V =E.
2m 2

Além disso, por (1.1.1)), se segue que o sistema hamiltoniano associado é:

. O0H 0 (p* 1, ,\
q—a—p—a—q<%+§kq>‘

. 0oH 0 p? 1, 5\
h= =G = 7 (3 2 =

8



Uma definicdo que serd também bastante utilizada no estudo dos sistemas dinamicos,

e em particular nos sistemas hamiltonianos, é o chamado espaco de fase de um sistema.

O espaco de fase é um espaco matematico multidimensional onde cada ponto repre-
senta um estado possivel do sistema. Em sistemas hamiltonianos, o espaco de fase fornece
uma representacao completa do estado de um sistema fisico em termos de suas coordena-
das generalizadas e momentos conjugados.

Definicao 1.1.2. Para um sistema hamiltoniano com n graus de liberdade, isto é, com n coor-
denadas generalizadas q = (q, ..., qn), 0 espago de fase tem dimensdo 2n. Ele é definido como
sendo o conjunto de todas as posicoes (qi, ..., ¢n), € 0S seus respectivos momentos conjugados
p = (p1,-..,pn). Mais precisamente, o espaco de fase é formado por todos os possiveis pares
(q,p) € R™ x R"; isto é:

Yy = {(¢,p)|lg € R",p e R"}. (1.1.6)

A evolucao temporal de um sistema hamiltoniano, é descrita por trajetérias no espago
de fase, e sdo as equacoes de Hamilton que determinam como ¢ e p mudam ao longo do
tempo.

Exemplo 1.1.2. Note que, para o oscilador harmoénico, cuja fungdo hamiltoniana é dada por
o0 espago de fase serd bidimensional, com o eixo horizontal representando a posi¢do e
o eixo vertical representando o momento. Para tragar este grdfico, primeiro note que, desde
que H ndo depende de t, temos:

o (p* 1.,
T2 L 22 =0
ot (2m+2 q) ’

1
H=2 4 r2=E, (1.1.7)
2m 2

com FE representando a energia total do sistema. Multiplicando ambos os lados da equagdo
(1.1.7), por %, e reescrevendo k = +, nota-se que:
k

de onde segue que:

2 2

P 1
2mE
k

:

descreve uma elipse centrada na origem e lados v/2mE e |/ 2E, como representada abaixo:

Vale notar que variando a quantidade E, vocé terd o retrato de fase completo. A figura
acima retrata como é o comportamento de uma fase para um FE fixado.

9



(2e/k)"”

(Zme) 12

Figura 1.1: Trajetdria do Oscilador Harmonico

Agora, introduziremos a definicdo de um termo que também ¢ bastante utilizado nos
estudos das equacodes diferenciais ordinarias e, em particular, citado nesta dissertacao. Me
refiro a introducdo do conceito do que seria uma integral primeira F(x,t) de um sistema
de EDO da forma & = f(z,1).

Definicao 1.1.3. Seja x = z(t) e R", t € I C R, tal que
= f(x,t). (1.1.8)

Uma fungdo F(x,t) é dita uma integral primeira se:
dF d
E(m,t):VF-x':VF-f(x,t):EF(f(t),t)zo. (1.1.9)

E isto significa que F' é constante ao longo das solugdes de um sistema dindmico, que neste

caso, é dado por (1.1.8).

No contexto dos sistemas hamiltonianos, uma integral primeira é uma quantidade con-
servada, como energia ou momento, que ndo muda com o tempo enquanto o sistema

evolui.

Ou seja, para um sistema hamiltoniano, como o descrito em (I.1.1)), uma integral
primeira F'(q;, p;,t) € uma funcao das coordenadas ¢; e dos momentos ¢;, com i = 1,...,n,

10



que satisfaz:
dF OF OF
— = —Gi+ +—pi)) =0
dt ;(dqi G ot
Substituindo as equacdes de Hamilton, temos que

) =0. (1.1.10)

AF _ 5~ OF 01 OF 01
dt dg; dp; ~ Op; dg

A equacao (1.1.10) também pode ser escrita como
{F.H}=0

onde {.,.} € o colchete de Poisson, o qual é definido por

oF0H OFO0OH
{F7 H} B Z(d% d_pz * 8]%‘ dg; )

i

Assim, também podemos dizer que F' é uma integral primeira de um sistema hamilto-
niano, definido pela funcdo hamiltoniana H, se o colchete de Poisson { F, H} for zero.

Exemplo 1.1.3. Considere um oscilador harménico simples, com a hamiltoniana definida

por (1.1.3) e as equagdes de hamilton definidas por (1.1.1). Entdo, podemos verificar que a
prépria fungdo Hamiltoniana H(q, p) é uma integral primeira.

De fato, utilizandos das equagoes (1.1.3), (1.1.1) e (1.1.1)), citadas acima, vem que:

dH OH . 0H p

U= ag gy P= B0+ () (ke =0,

E, portanto, H é constante ao longo das trajetorias do sistema (1.1.1]).

Definicao 1.1.4. Dizemos que uma coordenada generalizada ¢;, de uma fung¢do hamiltoniana
H = H(q,p,t),comq=(q1,...,qn), = (P1,---,Pn), t € R, é uma varidvel ciclica, quando esta
ndo aparece explicitamente na fungcdo hamiltoniana H, o que significa que H independente
de ¢;. Mais precisamente:

Se
oH

“(g,p,t) =0
aqz (q7p’ ) Y

entdo ¢; ¢ chamada de variavel ciclica.
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Proposicao 1.1.1. Seja ¢; uma varidvel ciclica de H = H(q,p,t). Entdo p, é uma integral
primeira. Isto é

{ph H} - 0
Neste caso, a variacdo das coordenadas restantes no tempo é a mesma que um sistema com

n — 1 coordenadas independentes qs, ..., q, com fun¢do Hamiltoniana

A

H(Q27 ovy Qny D2, "'7pn7tac) = H(q27 oy Qn,y P2, "'7pn7tuc)

dependente do pardmetro ¢ = (p1, q1).

Demonstragdo. Se calcularmos {p;, H}, teremos que:

8]01 OH 0p1 OH
H} = .
{pb } Z(a%’ Op; * Op; 3%)

i

. S dp1 dp
Note que para todo p; com i = 2, ...,n, e para todo ¢; com i = 1, ..., n, qualquer s dor

serd igual a zero. Restando apenas

dpy A

JHY = .
{P1 } dpy dg:

Uma vez que ¢; é varidvel ciclica entao g—g = 0, o que implica que
{p1,H} =0,
e, portanto, p; € integral primeira.
Dai, desde que p; = r e ¢; = k s@o constantes, fazendo ¢ = (r, k) se segue que

H(qla -y Qn,y P1, 7pn) = [A{(q% -ovy Qny D2, "'7pn7tac)

como queriamos demonstrar. [

1.1.1 Sistemas Hamiltonianos Autonomos

Nesta secao apresentaremos resultados a respeito de sistemas hamiltonianos autonomos.

Definicao 1.1.5. Dizemos que a fung¢do H = H(q, p, t) define sistema hamiltoniano auténomo
se este independe de t, isto é:
H(q,p.t) = H(q,p) (1.1.11)
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Observe que, ao supor que a funcao hamiltoniana H = H(q, p,t) ndo depende de ¢, se

segue que:

OH OH . OH . : .
5 (6P t) = 20t 5P = H,H,— H,H, = 0, (1.1.12)

qualquer que seja o t € R. Ou seja, H é uma quantidade conservada. Neste caso, o sistema
hamiltoniano diz-se conservativo, e H representa a energia do sistema. Dai, considerando
o conjunto U como na definicao (1.1.1I]), teremos que o conjunto definido por:

¥n=A{(q,p) € U|H(q,p) =h}, heR,

denota a superficie de energia. Note que Y}, serd representada pelas superfices de nivel de
H(q,p).

O fato de que H = 0 implica que as solucdes estardo contidas em alguma superficie
de energia. Ou seja, se (¢(t), p(t)) denota uma solucdo do sistema hamiltoniano dado por
(1.1.12), entdo H(q(t),p(t)) = h, para algum h € R.

Partindo agora do ponto de vista matricial, sejam z , .J, e VH, da seguinte forma:

([ q . (01 B &
z_(p> J—Jn—(_l O),VH_<§_§), (1.1.13)

com (q,p) € R*, [ sendo a matriz identidade de ordem n, e H a fun¢fo hamiltoniana
definida em (1.1.11).

Entdo, poderemos reescrever o sistema ((1.1.12) como

¢ = JVH(2) (1.1.14)

A matriz J, mencionada em ((1.1.13)) tem a propriedade de que:

Jt=J"=-J

N
|
S
Il
VR
—_ O
O -
~~
VR
— O
o
~~_
Il
7N
O -
— O
~~
Il
~

— O
O~
N———
Y
— O
o
~——
I
VR
O
— O
~——
I
~
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e, portanto, J ! = —J; que —.J = JT é ficil ver.

Temos também, de forma praticamente direta, que det J = 1. Estas propriedades, que
foram agora citadas, serao mencionadas de forma direta nos textos subsequentes, por
serem muito simples e de facil verificacao.

1.1.2 Sistemas Hamiltonianos Lineares

E conveniente estudar, também, os sistemas hamiltonianos na forma matricial, tanto
do ponto de vista pratico, quanto tedrico. Para tal, considere a partir de agora, a matriz .J
como descrita em (1.1.13), com campo hamiltoniano como descrito em (1.1.1)), e o vetor

z, definido por:
z = ( : ) .
p

A fun¢do Hamiltoniana H, associada ao sistema hamiltoniano descrito em (1.1.1)), fica
na seguinte forma:

1 . q 1 .
H =_ A =_.TA 1.1.15
(¢,p) 2(q,p) (p > 5% Az ( )
uma funcdo quadratica com variaveis ¢ e p, associadas ao campo hamiltoniano (1.1.1)).

Para a funcado hamiltoniana dada em (1.1.13)), as equagoes de Hamilton para o sistema
(T:1:1)) associado, é dado por

t=JVH(z) = JA(t)z = A(t)z (1.1.16)
onde VH(z) = Az, e A(t) = JA(t)=.
A representacdo matricial é bastante utilizada para anélise espectral do sistema.

Associado ao estudo de sistemas hamiltonianos na forma matricial, surge o conceito do

que seria uma Matriz Hamiltoniana.

Uma Matriz Hamiltoniana A, é uma matriz quadrada que surge na representacdo de
sistemas hamiltonianos na forma matricial. Ela esta associada a um sistema hamiltoniano
linear e satisfaz certas propriedades relacionadas com a estrutura simplética do espago de
fase.
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Defini¢do 1.1.6. Uma matriz A € R**(R) é dita hamiltoniana, se a matriz JA é simétrica.
Mais precisamente,
(JA)T = JA.

Os autovalores de uma matriz hamiltoniana A tém uma estrutura especial. Se \ é
um autovalor de A, entdo também o serdo: A, —\ e —\, onde ) representa o conjugado
complexo de ). E isto, implica que, os autovalores de uma matriz hamiltoniana ocorrem
em pares (\, —\) e, se complexos, em quadras (\, —\, A, — ).

De fato, pois considere que )\ é um autovalor de H. Entdo, existe um vetor v bem
definido no nosso espaco vetorial associado a fun¢do hamiltoniana H atuante, tal que

Av = v (1.1.17)

Se tomarmos a conjugacdo da equacgdo, entao

Isso mostra que A é um autovalor de A, com autovetor 7.

Para mostrar que —\ também o é, multiplicaremos a equacao (1.1.17) por J, de modo
a obter que,
JAv = Jlv = A,

uma vez que )\ é apenas um numero.
Temos, também, que como A é hamiltoniana, entao .J A é simétrica, de modo que, tomando
a transposta na equacao ((1.1.17)), teremos

(JAv)T = (\Jv)T
oI (JA)T =TT
vT'JA = -\,

onde usamos o fato de que J© = —.J. Tomando novamente a transposta, e utilizando

novamente a simetria de J A, segue que,
JAv = =\J v
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multiplicando a equacdo acima por —.J, vem, finalmente, que
Av = =),
o que demonstra que —\ é também um autovalor de A, com autovetor v associado.

Para mostrar que —\ é, também, um autovalor, basta utilizar os itens ateriores, pois, ja

que )\ é um autovalor, entdo —\ também o é, com autovetor associado ©.
O teorema a seguir nds da a caracteriza¢do das matrizes hamiltonianas:

Teorema 1.1.1. Sejam A, R € My, «2,. As seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
(i) A matriz A é hamiltoniana;

(i) A= JATJ;

(iii) A = JR onde R ¢ simétrica;

(iv) JA é simétrica.

Demonstragdo. Primeiro provaremos que () implica (ii).
Seja A hamiltoniana. Entéo:
(JAT =ATJT =JA

Multiplicando J~! pelo lado esquerdo da igualdade acima, e utilizando o fato de que
J~1 = JT = —J, se segue que:

JTAJT = JAJ = A,

como queriamos demonstrar.

Agora, iremos demonstrar que (ii) implica em (iz).

Seja R = AT.J, com A = JAT J. Entéo:

RT =JTA=JNJAY)) = (J'))ATJ = ATJ = R,

e isto implica que R € uma matriz simétrica, e dai A = JR.

Supondo agora o item (7).

Uma vez que A = JR, entao:

JA=J'R=-IR=-R
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Dai,
(JA = (-R)" = —R = JA,

o que conclui a simetria da matriz J A.

Considerando agora, a veracidade do item (iv), iremos demonstrar, que se J A é simétrica,

entdo A é matriz hamiltoniana.

Seja J A simétrica, entao:
JA=ATJ" = -A"].

Dai, multiplicando ambos os lados da equacao acima por .J, teremos que:
JPA=—JATJ,

o que implica que:
A=JATJ,

matriz hamiltoniana. [ |

Como consequéncia deste teorema, e da definicdo de sistemas hamiltonianos lineares,
a matriz dos coeficientes de um sistema hamiltoniano linear deve ser uma matriz Hamil-

toniana, ja que esta é simétrica.

Proposicao 1.1.2. O polinémio caracteristico de uma matriz hamiltoniana é uma fung¢do

par.

Demonstragdo. Para isto, considere que A é um autovalor da matriz hamiltoniana A. Entao:
p(A) = det(A — \I) (1.1.18)

¢ o polindémio caracteristico.

Desde que A é uma matriz hamiltoniana, entdo, A = JS, com S sendo uma matriz

simétrica. Por outro lado, como .J é uma matriz antissimétrica, entdo J? = —.J. Dai:

p(A) = det(JS — AI) = det(JS — AI)T
= det(STJT — \I) = det(—SJ — AI).

Além disso, é facil ver que J? = —1I, basta fazer:

()3 0)-(3 9)
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e, portanto,
det J? = det(—1) = —1. (1.1.19)

Temos também que:

det J = det ((—I)(—J)) = det(—1) - det(—J) = —1 - det(J?) = 1. (1.1.20)

De (1.1.2)), (1.1.19) e (1.1.20), vem que

det(=SJ — AI) =det[(—1)- (ST + AI)]
= (—1) - det(SJ + \I)
= (det J?) - (det(SJ + AI))
=det[J? (ST + \)]
=det[J - (JSJT + AJI)]

= (det J) - (det(JSJ + AIJ))
= (det J) - (det[(JS + AI) - J])
= (det J) - (det(JSJ + AIJ) - det J)
= (det J) - (det(JS + AI) - det J)
=1-det(JS+ )1
= det(JS + \I)
=p(=A)
O que conlui a demonstracgao. [ |

A proposicao acima, também ¢é ttil para demonstrar que se A é um autovetor, entao
—)\, A e —)\ também o sdo, ja que isto é também, uma consequéncia da pariedade do

polinéminio caracteristico associado a .

Teorema 1.1.2. Sejam A e B matrizes Hamiltonianas de igual ordem. Entdao
(D) A";

(ii) aA, « constante;

(iii) A Be

sdo, também, Hamiltonianas.

Demonstragdo. Iremos demonstrar o item (i). Para isto, note que:
(JATYT = JAT «—= —AJ - JAT =0.

Portanto, para demonstrar o item (i), iremos mostrar que —AJ — JA” = (. Para isto, seja
A hamiltoniana; entio:
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—AJ — JAT =—-AJ— (AJT)T
=—AJ+ (AT
=—-AJ+ AJ,
= O’

como queriamos.

A veracidade do item (i) é direta, j& que:

(aJA)T = a(JA)" = a(JA).

Para o item (iii) a demonstracdo também é direta, basta fazer:

(J(A£B)T =A£B)JT
= ATJT + BT J*
=JA+JB
= J(A+ B),
pois A e B sdo hamiltonianas. [
Vejamos agora as condicOes, sobre os coeficientes de uma matriz A, para que esta seja

Hamiltoniana.

No caso 2 x 2, considere

Entao:

T a4 0 a+9
P )

Logo, para que A seja Hamiltoniana:
0 a+d) (00
—a—90 0 ~\0 0/

a+d=0=—-a—-90 < a=0=0.

Isto é:

As observagoes acima, nos levam ao seguinte resultado:
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Proposicao 1.1.3. Uma matriz Aswo é Hamiltoniana se, e somente se, seu trago é nulo.
Demonstragdo. Segue, diretamente, das observacoes acima. [

Estendendo esta ideia para uma matriz As,2,, podemos escreve-la em forma de blocos,

a b
A= (c d) , (1.1.21)

como:

onde a, b, ¢, d, sio matrizes n x n.

Proposicao 1.1.4. A matriz A, como descrita em (1.1.21]) é Hamiltoniana se, e somente se,
a” +d =0 e ce d sdo matrizes simétricas.

Demonstragdo. Dada a matriz A, como em ((1.1.21)), entdo
0 I a b c d
= (o) (2 a) = (5 5)

o= (G i)

Logo, para que A seja hamiltoniana JA deve ser igual a (JA)T. Ou seja,

de onde segue que

1.2 Transformacoes Simpléticas

As transformacoes simpléticas possibilitam a mudanca de coordenadas, preservando a
estrutura hamiltoniana. Esse tipo de transformacdo surge, muitas vezes, da necessidade
de transformar um problema complexo em um mais conveniente, mantendo a estrutura
hamiltoniana inicial.
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1.2.1 Matrizes Simpléticas

E, para iniciar o estudo das transformacoes simpléticas, comecemos primeiro pela se-
guinte definicdo:

Definicdo 1.2.1. Uma matriz T € My, x2,(R) é denominada pu—simplética, ou simplética
com multiplicador p, se:
TTJT =

com pu € R\{0}. Se u =1, T é dita simplética.

Como resultado desta definicao, segue-se o seguinte Teorema:

Teorema 1.2.1. Se T é simplética com multiplicador i, entdo T € ndo singular, ou seja, tem
inversa e seu determinante é diferente de zero. Além disso, T—' = —p =t JT7T J.

Demonstragdo. De fato. Se T é simplética, por definicdo:
T JT = pl,
que calculando o determinante, nos retorna que:
det(TTJT) = det(uJ).
Por propriedades do determinante, temos que:

det(TTJT) = det(T") det(J) det(T) = pdet(J). (1.2.1)

Dai, usando o fato que det 77 = det T, detJ =1, e p # 0, vem que:
det(TTJT) = det T'det T = p # 0,
de, portanto, det 7" # 0.
Além disso, usando o fato de que 7' é uma matriz simplética, e que J~! = —J, temos:
T=—J(T") " uJ

Dai
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E portanto, 7! = —p =t JT7J. |

Teorema 1.2.2. Seja T' uma matriz u—simplética e R uma matriz v—simplética. Entdo sdo
também simpléticas:

a. O produto T'R, que é uma matriz pv—simplética;

b. A transposta T", matriz u—simplética, e

c. Ainversa T~! que é uma matriz ' —simplética.

Demonstragdo. Desde que T e R sdo simpléticas, entdo 7' = J 1 (TT)"'\uJe R = J Y (RT) v,
de onde vem que:

TR (T )1MJMJ‘WRTY*VJ)

= (J~
ST (BE) ™ v
I
J-

YRTTT)= ,ul/J
(TR v,

Multiplicando ambos os lados da igualdade por (T'R)TJ, segue-se que:
TR = (TR)"J(TR) = uvJ.
[ |

E interessante, também, se perguntar acerca das propriedades envolvendo os blocos

desse tipo de matriz. Para isso, que olhemos, primeiro, para o caso 2 x 2:

a S
T:(v 5)’

B 0 ad — By
T"JT = (—a5+m 0 ) (1.2.2)

Exemplo 1.2.1. Seja T' a matriz

entdo

Para que (1.2.2) seja igual a J, entdo ad — fry = det(T) = 1.
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No caso 2n x 2n, escrevendo a matriz

T = (i Z) , (1.2.3)
com a, b, c e d matrizes n X n, teremos que
T T T T
T [aCc—ca a'd—cb

Proposicao 1.2.1. Considere T' como em (1.2.3)). T é simplética com multiplicador 1 se, e
somente se, a’'d — ¢'b = pul com a®c e bTd simétricas.

Demonstragdo. Considerando a equagdo (1.2.4), 7" ser simplética com multiplicador y im-
plica que T*JT = J, isto é:

aLe—cTa ald—cTh 0 ul
(ch— d'a b'd - dTb) B <_M1 0) : (1.2.5)

0] que acontece se, € somente se:

al —cla=0 a’c=cla= (a’c)?
ble —da=0 b'd=d"h= Ede)>T ac=(ca)

T T e T T <~ de - (dTb>T
a'd—cb=pul a'd—cb=pul oTd— T = ul
be—dVa=—pl (=) (bTc—d¥a) =a’d — b= pul —H

E isto conclui a demonstracao. [
Proposicao 1.2.2. Seja T, uma matriz da forma (1.2.3)), simplética. Entdo:
_ _(dt bt

Demonstragdo. Demonstraremos para o caso p = 1, pois o caso u # 1 € analogo.
De fato, pois, se T é simplética, entao :
T"IT=J < T"J=JT"". (1.2.7)

Se for verdade que a T~ como dada em (1.2.6)), é a inversa da T, como dada em (1.2.3)),
entdo a 7! deve satisfazer a equacdo (1.2.7), o que iremos conferir a seguir. Para isto

note que,
al T 0 I - a®
T"J = (bT dT) (_I 0) = (—dT bT)’ (1.2.8)
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(0 I\ [d" —=b"\  [=c" o
ST = (—I o)\ o7 )=\ _gr 7 ) (1.2.9)
Note que para demonstrar que 7!, como dada acima, é simplética, basta multiplicar
(TT)~! a esquerda na equacio (1.2.7).

Desde que 7' satisfaz a equacgdo (1.2.7), a demonstracdo estd concluida. [

Agora, considere o Hamiltoniano linear dado por (1.1.15]), com A(t¢) a matriz Hamilto-
niana. Iremos demonstrar a seguir que uma transformacao linear induzida por uma matriz
pu—simplética leva sistemas Hamiltonianos lineares em sistemas hamiltonianos lineares.

Considere uma mudanca de coordenadas induzida por 7', matriz p—simplética, de
forma que ( = Tz, entao:
( = TAT'C.

Afirmamos que a matriz dada por B = TAT~! é também hamiltoniana. De fato, pelo
item (ii) do Teorema (1.1.1)), se B for hamiltoniana, ento:

B=JBYJ] «— J'B=B"J «— BTJ+JB=0,
onde J ' = —J.

Mas
BTJ+JB = (TATYIJ+ JTAT™!

= (TT)YATTTJ + JTAT!
—u(JTTNTATTT ] — nJTAJTTJ
= —pJTJATTT ] — pJTAJTTJ

— —pJT(JAT + ANTTJ

= 07

e isto implica que B é hamiltoniana, conforme foi anteriormente afirmado.

Por outro lado, sabemos que a funcdo hamiltoniana associada ao sistema linear A(t) é
dada por:

H(z,t) = %ZTS(t)Z7

tal que:
A(t) = JS(T) < S(t) = —JA(t).
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Logo, a funcao hamiltoniana associada ao sistema linear definido por ( é dada por:

HC ) = %CTS(t)C, Blt) = JS(t) & S(t) = —JB(t) = —JTA®T — %JTA(t)JTTJ.

Agora veremos um resultado que caracterizard a matriz fundamental de um sistema

hamiltoniano linear:

Teorema 1.2.3. A matriz solug¢do fundamental Z(t,t,) do sistema hamiltoniano linear dada
pela equagdo (1.1.15)), é simplética para todo t,t, € I. Reciprocamente, se Z(t,t,) é uma
fungdo diferencidvel de matrizes simpléticas, entdo Z(t,t,) é a matriz solugdo fundamental de
um sistema hamiltoniano linear.

Demonstragdo. Para demonstrar que a solucdo fundamental de um sistema hamiltoniano
linear preserva estrutura simplética, considere que:

z=A(t)z,
como a descrita em (1.1.15]), com A(¢) a matriz hamiltoniana.

Queremos demonstrar que para Z(t, t,) matriz solu¢do fundamental de (1.1.15), que é
o sistema hamiltoniano linear descrito acima, deve satisfazer a propriedade:

Z(t, to) T Z(t,ty) = J.

Condicionaremos a solucfo inicial Z(t,ty) = I. Dali, seja U(t) = Z(t,to)" JZ(t,t,). Desde
que, Z(t, ty) = I, se segue que:

U0)=Z(t,07JZ(t,0)=1"JI = J.

Além disso, se calcularmos a derivada de U(t) com relacdo a ¢, teremos que:

U(t) = (AZ(t,t))TTZ(t o) + Z(t, to)TJ(AZ(t, to))
= Z(t,t))TATJZ + Z(t,t0)T JAZ(t, o)
= Z(t,to)TAT T Z(t,ty) + Z(t, t0) T AT JT Z
pois A = A(t) é hamiltoniana e J7 = —J. Dai, uma vez que U(t) = 0, entdo U(t) é uma

funcdo constante. Utilizando da condicdo inicial, teremos que:
U0)=Z(t, 07 JZ(t,0)=I1"JI = J,
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e, portanto, Z(t,ty)? JZ(t,t,) = J, para todo ¢ no intervalo aberto I, dado, e isto demonstra
que a matriz solucdo fundamental de um sistema hamiltoniano linear preserva estrutura
simplética.

Agora, suponha Z(t,t,) simplética, isto é :
Z(t to) T Z(t,t) = J, (1.2.10)
para todo ¢ em [. Dai, derivando a expressao (1.2.10) acima, teremos que:

Z(t,t0)JZ(t, to) + Z(t, to)T T Z(t, to) = 0. (1.2.11)

Multiplicando a direita por Z(t, t,)~! e a esquerda por (Z(t,ty)T) ™!, na equacéo (1.2.11)),
teremos:
(Z(t,t0)Z(t, to) ™ N T + J(Z(t,t0) Z(t,t0) ") = 0,

de onde segue que a matriz A(t) = Z(t,t,)Z(t,t,)~" é hamiltoniana, e:

Z(t,to) = A(t)Z(t, 1)

1.2.2 Espectro de uma matriz simplética

O espectro de uma matriz simplética refere-se ao conjunto de seus autovalores. Em
outras palavras, é o conjunto de valores A € R para os quais existe um vetor ndo-nulo v tal
que:

Tv = \v,

com T € My, 2, sendo a matriz simplética, v € R?",

Proposicao 1.2.3. Seja T' uma matriz simplética. Se A\ é um autovalor;, entdo também é
autovalor A\ L.

Demonstragdo. Desde que T é simplética, temos que 77 = —JT~1J, e se \ é autovalor de
T, entao:
p(A) det(T — M) = det(TT — X\I) = det(=JT 1T+ N\JJ) =det J(T' + \I)J
= det Jdet(=T~' + AI)det J = det [\T~(T — +1)] = A" det T~" det(T — 11)
= £A"p(3)
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Da proposicdo acima, note que se conhecermos um autovalor A de uma matriz simplética
qualquer, entdo também teremos A~!, —\ e —\~!. Em particular, se 1 é autovalor entdo
—1 também é um autovalor, com multiplicidade par. Além disso, se \ é autovalor, \~! é
autovalor com a mesma multiplicidade, de onde segue que:

Proposicao 1.2.4. O determinante de uma matriz simplética é 1.

Demonstragdo. Utilizaremos a definicdo de matriz simplética e algumas propriedades do
determinante para mostrar que o determinante de uma matriz simplética é igual a mais ou

menos um.

Seja T'uma matriz simplética. Entdo 77 JT = J. De onde se segue que
det T"JT = det T" det J det T = det J
Desde que det J = 1, det 77 = det T e det T~ = ==, se segue que
detT-1-detT = det(T?) = 1.
E isto implica que det T" = +1.

O argumento que é utilizado para que det T seja positivo, é que a matriz simplética
deve preservar a orientacdo do espaco de fase, e por preservar orientacdo, o determinante
devera ser positivo. [

1.2.3 Transformacoes simpléticas

Uma transformacdo simplética é uma transformacéo linear que preserva a estrutura

simplética de um espacgo vetorial.

Diremos que uma transformacio de coordenadas F : U x I — R?", com U € R?" e
I € R abertos, ¢ uma transformacao candnica, ou simplética, se dado ¢ € I fixo, temos um
difeomorfismo que satisfaz:

[D.E(z,)]" JD.E(z,t) = J. (1.2.12)
Essa condi¢cdo implica que a matriz jacobiana da transformacdo F(z,t) é simplética

em todos os pontos z € U, garantindo que a estrutura simplética do sistema original seja
preservada.
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Para simplificar a notacdo, definimos ( = F(z,t), onde { representa as novas coorde-
nadas apds a transformacao simplética. A inversa de E serd denotada por z = Z((,t), de
modo que:

z=Z(E(z,t),t) = Z((,1). (1.2.13)

Usaremos também a notacdo simplificada (Q), P) = E(z,t), onde ) e P sdo as novas coor-
denadas e momentos apds a transformacao, isto é, (), P) sdo as coordenadas simpléticas
associadas a (¢, p), as coordenadas originais do sistema.

Como discutido no inicio desta secao, as transformacoes simpléticas desempenham um
papel essencial na mudanca de coordenadas dentro de sistemas hamiltonianos, preser-
vando a estrutura geométrica do sistema. Ao aplicar uma transformacao simplétrica, a
funcdo Hamiltoniana é transformada de acordo com as novas coordenadas (@, P). Se a
Hamiltoniana original é dada por H(q, p,t), sua versdo transformada sera:

H(C,t) = H(Q, P).t) := H(Z(C, 1), 1). (1.2.14)

Ou seja, a funcdo Hamiltoniana é reescrita em termos das novas varidveis ( = (Q, P).

A equacgdo de movimento transformada pode ser obtida como segue. A derivada tem-

poral de ( é dada por:
OE OFE

¢ = N —(z, t)+£(z t)z.

Por outro lado, z = J (a—H(z t)) , que podemos substituir na equacdo acima, de forma

T
(= 8—E z,t) + a—E(z,7f)(]<aH z t))

que:

ot ( 0z 0z (

Utilizando a relacdo entre as derivadas de z e ( através da transformacéo F, a equacao
anterior pode ser reescrita como:

. OE OF B '
=2+ Ly (acw 8 >>-

Simplificando, fica:
E= 2 (et) 4 IVCH(C 1), (1.2.15)

onde V. H((,t) é o gradiente da fun(;ao Hamiltoniana nas novas coordenadas.
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Para o caso em que a transformacdo simplética £ ndo depende do tempo ¢, entdo

g—’; = 0, de modo que a equagdo de movimento se reduz a:

¢ = JV H(C, 1), (1.2.16)
que ¢ a forma simplificada das equa¢des de Hamilton nas novas coordenas, para o caso em
OB _
que 57 = 0.
O resultado que observamos acima pode ser descrito na seguinte forma:

Teorema 1.2.4. Seja E(z,t) = E(z) uma transformagdo auténoma de coordenadas simpléticas
satisfazendo (1.2.12) e (1.2.13). Entdo, E(z,t) transforma o sistema (1.1.1), em um novo
sistema hamiltoniano, dado por (1.2.16)), cuja nova fun¢do hamiltoniana H serd definida por

(1.2.14).

Agora, considere o caso em que a matriz Jacobiana ([1.2.12)) depende de t. Nesse caso,
podemos formular um teorema semelhante, assumindo uma propriedade topoldgica adici-
onal:

Para cada ¢ fixo, o conjunto:
U :={CeR™/(¢t)eUxI} (1.2.17)

é uma bola aberta em R?".

Sob essa condicdo, mostraremos que existe uma funcéo diferencidvel R : U — R, tal

que:
oF

E(Za t)|z=Z(C,t) = JVCR(Ga t))

um requisito que permite assegurar que o sistema (1.2.15]) permaneca hamiltoniano.

Ha uma extensao dos resultados anteriores para transformacoes chamadas p—simplécticas,
que sdo variantes das transformacdes simplécticas com um fator de multiplicacdo p €
R\{0}. Estas transformacoes sdo definidas como difeomorfismos e seguem a mesma notacgéo
das transformacoes simplécticas. Elas devem atender a uma propriedade especifica:

[D.E(z,)|"JD.E(z,t) = uJ,
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ou, equivalentemente,
[DeZ (¢ )T TDZ(C 1) = i, (1.2.18)

com p constante.

Da mesma forma que as transformacoes simpléticas, as transformacgoes ;. —simpléticas
também mantém a estrutura Hamiltoniana das equacdes intacta. Consequentemente, 0s

teoremas (1.2.4) e (??) permanecem aplicdveis, com a substituicdo da funcao Hamiltoni-
ana H por um novo Hamiltoniano

H(C,t) = pH(Z(C 1), 1).

E importante notar que a conservacao da estrutura hamiltoniana é obtida de maneira
similar ao caso anterior. De fato, para simplificar a andlise, vamos supor que E nao é
dependente de t:

1.2.4 Sistemas Diferenciais Lineares Periodicos

Para avancar nos estudos sobre sistemas dindmicos e mecdnica hamiltoniana, vamos
primeiro estudar uma classe importante de sistemas diferenciais lineares: aqueles que sao
periodicos!.

Nos sistemas diferenciais lineares periédicos os coeficientes da equacao diferencial, sdo
todos funcoes periddicas do tempo.

Definicao 1.2.2. Seja x(t) um vetor do R". Um Sistema Diferencial Periddico, é um sistema
diferencial, que € descrito pela equagdo diferencial:

() = A(t)z(t); (1.2.19)
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com A(t) uma matriz n X n cujos os elementos sdo fungdes periddicas dependentes do tempo

t, com periodo T'. Ou seja:
At +T) = A(t)

para todo t € R.

Exemplo 1.2.2. Considere o Oscilador Harménico quando descrito na forma:
B(t) 4+ w(t)®x(t) =0, (1.2.20)

onde x(t) representa a posi¢do do oscilador harménico no tempo t e w(t) representa a frequéncia
angular do oscilador, que neste caso consideraremos ndo constante, e tal que w(t + T) = w(t)
para todo t € R.

Dat, reescreveremos o sistema (1.2.20) como um sistema linear de primeira ordem, com

um novo vetor de estado

y(t) = (ig;) ; (1.2.21)
y(t) = (i%g) : (1.2.22)

E(t) = —w(t)?x(t). (1.2.23)

E entdo, substituindo (1.2.23) na equagdo (1.2.22), teremos finalmente que:

- ()= (or () aam

que reescrevendo na forma matricial, se torna:

com

A partir disto, é fdcil ver que A(t) é periddica, jd que
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At+T) = (_w(t(l Ty (1)) - (_w(zt)g (1)) — A1),

E com isto, fica fdcil perceber o exemplo do Oscilador Harmoénico na forma de um sistema

diferencial periddico.

Proposicao 1.2.5. Considere o sistema como descrito em (1.2.19)), tal que X (t) é uma matriz
solugdo do sistema associado. Entdo, existe uma matriz constante M, nx n, tal que X (t) pode
ser reescrito como o produto de uma matriz fundamental Z(t) por M, com M representando
as condigoes iniciais do sistema. Isto é

X(t) = Z(t)M, (1.2.25)

com M = X(0).

Demonstragdo. Como X (t) é a matriz solucdo do sistema (1.2.19), entéo

X(t) = A(t)X (), (1.2.26)
com A(t) continua e 7'—periddica. Temos, também, que Z(¢) € uma matriz fundamental,
e portanto

Z(t)=A)Z(1), (1.2.27)
com Z(0) = 1.

Afirmamos agora que a matriz solucdo X (¢), pode ser reescrita como

X(t) = Z(t)M. (1.2.28)

De fato, de vem que M = Z 1(t)X(t), uma vez que Z(t) é invertivel, por ser
uma matriz solucdo fundamental. Dai, aplicando a derivada com relacdo a ¢, em ((1.2.28)),
vem que

X(t) = Z(t)M.

Substituindo Z(¢) por (1.2.27) e utilizando o fato de que M = Z~'(¢) X (t), teremos que
X)) =AW ZW)ZTH)X(t) = A)X(1).

Agora, calculando (1.2.28) no ponto inicial ¢ = 0, teremos que

X(0) = Z(0)M = IM = M,

como queriamos. [
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O lema acima formaliza a propriedade de que qualquer solucdo de um sistema dife-
rencial linear periédico pode ser expressa como o produto de uma matriz fundamental e
um vetor constante, destacando a estrutura fundamental das solugoes de sistemas lineares
periodicos.

E importante notar, também, que uma matriz solu¢do de um sistema linear com coefi-
cientes periddicos, ndo necessariamente sera periodica.

Como estamos falando de sistemas diferenciais lineares periddicos, o estudo de um con-
ceito também se faz de nosso interesse; e este conceito, € o que se diz respeito a o que €
uma matriz de monodromia. A matriz de monodromia, é uma matriz que descreve como
as solucoes de um sistema linear de equagoes diferenciais periddicas se comportam apos um
periodo completo. Formalizaremos, a seguir, este conceito, com o devido rigor matematico:

Definicao 1.2.3. Considere o sistema diferencial linear periddico como descrito em (1.2.19)),
e seja Z(t) a matriz fundamental associada ao sistema. Isto é:

Z(t)=A)Z(1), (1.2.29)

com condi¢do inicial Z(0) = I. A Matriz de Monodromia M é definida como a matriz funda-

mental, Z(t), avaliada ao final de um periddo T'; ou seja:
M = Z(T).
Dai, note que, por Z(t + T') também ser uma solucdo da equacdo (1.2.29), entdo, pela
proposicao (1.2.5), Z(t + T') pode ser escrito como:
Z(t+T)=Z(t)H;

com H sendo uma matriz nxn, com H = Z(0+7) = Z(T') = M. E isso mostra que a matriz
fundamental, apds um periodo T, pode ser expressa em termos da matriz fundamental no

tempo ¢ e da matriz de monodromia M.

A matriz de monodromia também nos fornece informacoes sobre a estabilidade das

solucoes do sistema.

Definicao 1.2.4. Sdo conhecidos por multiplicadores de Floquet, os autovalores da matriz de
monodromia M, associado a um sistema de equagdes diferenciais lineares periodicas, que sdo
sistemas da forma (1.2.29).
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E possivel demonstrar que, se todos os multiplicadores tém médulo menor ou igual a
1, o ponto de equilibrio é considerado estavel e, se algum multiplicador tem mdédulo maior
que 1, o ponto de equilibrio € instavel. Isto ficara citado apenas como curiosidade, pois a
demonstracdo utiliza de teoria que nao foi, nem serd, comentada nesta dissertacao.

Na préxima se¢do iremos estudar o Teorema de Floquet, que € uma ferramenta poderosa
na analise desses sistemas diferenciais lineares periodicos.

1.2.5 Teorema de Floquet para Sistemas Hamiltonianos

O Teorema de Floquet é importantissimo para o estudo das Equagdes Diferenciais Line-
ares Periddicas, e pode-se dizer que foi um marco para o estudo das mesmas. De maneira
sucinta, este Teorema afirma que, a solucdo fundamental de um sistema diferencial linear
periodico pode ser expressa como o produto de uma matriz periédica por uma matriz ex-
ponencial. Esta forma de escrita nos permite separar a parte periodica da solucao da parte
exponencial.

Para os sistemas Hamiltonianos, este teorema fornece uma maneira de entender a
dinamica das solugdes, que refere-se ao comportamento das trajetdrias das solucoes ao
longo do tempo, e a estabilidade das solucOes, que diz respeito a maneira com que a
solucdo reage a pequenas perturbacoes ao longo do tempo.

Nesta secao iremos considerar o sistema:
z=A(t)z; (1.2.30)

um sistema Hamiltoniano linear T-periddico, ou seja, A(t) ¢ uma matriz Hamiltoniana
periddica, com periodo 7T, e o sistema diferencial linear corresponde a um da forma

(1.1.16).

Teorema 1.2.5. (Teorema de Floquet-Liapunov) Seja Z(t) a matriz fundamental da equagdo
(1.2.30) (descrita acima). Entdo, existem matrizes B e Q(t) , n x n, com B Hamiltoniana
constante e ()(t) simplética T'—periddica, tais que,
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Demonstragdo. Como ja vimos anteriormente, Z(t + 1) = Z(t)Z(T'), e uma vez que Z(t) é
invertivel para todo ¢, entdo Z(t + 1') também o é, de forma que Z(t + 7T') é também uma
matriz fundamental. Dai, usando do fato de que toda matriz invertivel de ordem n x n
tem um logaritmo, podemos afirmar que existe uma matriz B tal que Z(T) = ¢! B. Além
disso, como Z(t) é simplética, pelo teorema ((1.2.3]), podemos deduzir que B é uma matriz
Hamiltoniana, pelo corolario (??).

Defina
Qt) = Z(t)e™”

Entao:
QU+T) = Z(t+T)e 41"

= 2(0Z(T)e tPe 18

:Z(t)eT ~tB,—TB

= Z(t)e P

= Q(1);

de onde concluimos que Q(t) é periédica. Como Q(t) é um produto de duas matrizes
simpléticas, segue-se que ()(t) é também simplética. [

Como consequéncia importante deste teorema, temos o seguinte coroldrio:

Corolario 1.2.1. A transformagdo linear e simplética z = Q(t)w transforma o sistema Ha-
miltoniano periddico z = A(t)z em um sistema Hamiltoniano auténomo w = Bw.

1.2.6 O Colchete de Poisson

Neste capitulo, exploraremos o Colchete de Poisson. Que foi um conceito introdu-
zido por Siméon-Denis Poisson no inicio do século XIX, como parte de seus estudos so-
bre mecanica celeste. Poisson formulou esse operador como uma maneira de expres-
sar a evolucdo temporal de grandezas fisicas e suas interacdes dentro do formalismo da
mecanica cldssica. Gragas a isso existia uma preocupacdo em descrever a evolucdo tem-
poral de sistemas fisicos, como planetas e corpos em movimento, sob a acdo de forcas,
assim como uma preocupacao referente ao desenvolvimento de ferramentas que permi-
tissem o desenvolvimento de teoria para equacdes diferenciais. Poisson, juntamente com
matematicos como Joseph-Louis Lagrange e William Rowan Hamilton, contribuiram para
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a criacdo de uma linguagem matematica que facilitasse a analise dessas interacdes com-

plexas.

O Colchete de Poisson propicia em uma descricao eficiente e elegante da dinamica de
um sistema hamiltoniano.

Definicao 1.2.5. Sejam F(z,t) e G(z,t) fungbes diferencidveis. O colchete de Poisson entre F
e G é definido como:

{F,G}.(2,t) = [V.F (2, 0)]" JV.G(z,t) = )

j=1

OF 0G  OF 9G

— - — (1.2.31)
8qj 8pj Gp] 8qj

Y

onde g; e p; sdo as coordenadas generalizadas e seus momentos correspondentes.

O colchete de Poisson mede como duas funcoes F' e (G, definidas no espaco de fase de
um sistema Hamiltoniano, estdo relacionadas em termos de sua evolucdo dinamica. Ele é
particularmente 1til porque permite reescrever as equacoes de Hamilton como:

onde H é a fun¢do hamiltoniana, que corresponde geralmente a energia total do sistema.

Uma das propriedades mais notdveis do colchete de Poisson € sua invariancia sob
transformacoes simpléticas. As transformacdes simpléticas sdo mudancas de coordena-
das que tem a propriedade de preservar a estrutura geométrica do sistema no espaco de
fase.

Seja z — ( = F(z,t) uma transformacao simplética e seja ( — z = Z((,t) sua inversa.
Se definirmos as funcdes transformadas como :

F(Gt) = F(Z(Ct). 1), GG t) =G(Z(C1).1), (1.2.32)
nas novas coordenadas ( o colchete de Poisson continua o mesmo:

{F.G}(¢,t) ={F.G}2(Z(C, 1), 1).

De fato, substituindo F' e G como em (1.2.31)), e (1.2.32), obtemos que :

(F.G)(C.t) = <a—Z<<,t>>Tsz<Z<<,t>,t>] 15| veezeon. a2

a¢
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Agora, utilizando (1.2.18)), em Z((,t) e substituindo em (1.2.33)), teremos que:

O que prova que o colchete de Poisson é invariante sob transformacdes simpléticas. Tal
resultado pode ser enunciado na forma de um teorema, como se segue:

Teorema 1.2.6. Uma transformagdo simplética de coordenadas preserva o colchete de Pois-

son.

Assim, se aplicarmos uma transformacdo simplética = — ( = F(z,t), o colchete de
Poisson nas novas coordenadas ¢ serd o mesmo que o colchete de Poisson nas coordenadas

z originais.

Denominemos por (; = F;(z,t) a i-ésima componente da transformacdo £. Em termos

de componentes, a equacao diz que :

Usando as coordenadas cldssicas ( = (@, P), onde Q; = Q;(q,p,t), P, = Pi(q,p,t), teremos
que:

onde ¢,; € a funcgdo delta de Kronecker.

Teorema 1.2.7. A transformagdo simpléctica = — ( = F(z,t) é simplética se e somente se
(1.2.35) € vdlido.

Demonstragdo. Suponha que F' é uma integral primeira associada ao sistema hamiltoniano
dado por H(q,p,t) = H(z(t)).

Isto significa que F' é uma quantidade conservada ao longo das solucoes do sistema.
Em outras palavras, temos que:

d d

0=—F(2(t) = - Fa(t), p(t)).

Agora, calculando a derivada total de F' com respeito ao tempo ¢, temos:

d " | OF OF

S Fla(t),p(t) = ; 94, (q(t), p(1))di(t) + O (q(2), p(1))pi(t) | -
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Esse resultado é precisamente o colchete de Poisson entre /' e H, de forma que:

Pla(t),p(0) = {F, HY.(q(1),p(t)) = 0.

Ou seja, as relagoes (1.2.34)) sdo satisfeitas.

Teorema 1.2.8. F é uma integral primeira para o sistema Hamiltoniano (1.1.1)) se, e somente
se, {F, H}, = 0 ao longo de cada solugdo.

Demonstragdo. Suponha que F' seja uma integral primeira para o sistema Hamiltoniano
dado por H(z), onde z = (¢, p) s@o as coordenadas generalizadas e seus momentos conju-
gados. Isso significa que F' é constante ao longo de cada trajetéria do sistema, ou seja, a
derivada total de F' com respeito ao tempo ao longo da solucdo do sistema é zero:

d

EF(q(t),p(t)) = 0, para cada trajetdria z(t) = (q(t), p(t)).

Agora, aplicamos a regra da cadeia para calcular a derivada total de F':

4F(q)p(1) =X, (3 4 28 d)

— Z” OF OH _ OF 0H
T £~i=1 \ dq; Op; Op; 0g;

= {F, H}-(q(t),p(t)) = 0.
Logo, se F' é uma integral primeira, entdo {F, H}, = 0.

Por outro lado, se {F, H}, = 0, entdo, isso significa que, ao longo de cada solucdo z(t),
temos:
_i OF OH OFOH\ _
a i—1 d¢; Opi  Opi9qi )

Por definicdo, o lado esquerdo desta equacdo é a derivada total de F' ao longo do
tempo. Ou seja, a condicdo {F, H}, = 0 implica que:

d

EF(Q(t%p(t)) = 0.

Logo, F' é constante ao longo de cada trajetdria do sistema hamiltoniano, e portanto, é
uma integral primeira. |
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1.2.7 O Teorema do Fluxo Tubular

O Teorema do Fluxo Tubular é um resultado importante na teoria de sistemas dindmicos
e geometria diferencial. Ele afirma que, em torno de qualquer ponto onde o campo ve-
torial é ndo-nulo, existe uma vizinhanca na qual o fluxo gerado por esse campo pode ser
descrito como uma coordenada local. Este teorema fornece uma maneira local de "line-
arizar’o fluxo de um campo vetorial, permitindo uma melhor compreensdo da dinamica
local de sistemas continuos. A formalizacdo deste teorema foi feita no século XX, e ndo
foi atribuida a nenhum matematico, ou matemadtica, em especifico, mas sim ao avanco de
conceitos envolvendo campos vetoriais, e conforme as teorias acerca de fluxos e variedades

diferenciaveis foram sendo formalizadas.

Sejam z = (p,q) € U, aberto do R" e H, funcio de classe C', que faz parte do sistema
hamiltoniano dado por (1.1.1). Vamos supor também, que o sistema seja auténomo.

Teorema 1.2.9. (Teorema do Fluxo Tubular): Seja z* € U um ponto regular do sistema
hamiltoniano da forma (1.1.1)). Entdo, existe uma mudanga de coordenadas simpléticas y =
¢(z) definida em uma viginhanga de z*, tal que nas novas coordenadas, o hamiltoniano é

dado por H = y,, e as equagbes de movimento se tornam

oA
ayn-i-l

(0
;=0 para 1=2,..2n.
Demonstragdo. Assuma que z* = 0 e que JVH(0) = (1,0,...,0). Ou seja, o gradiente do
hamiltoniano em z* aponta na direcdo da primeira coordenada.
Seja
q=q(t.&n), p=ptEn),
a solucdo geral do sistema hamiltoniano, com as condicdes iniciais:
¢=q(0,§&,n) =¢ e p(0,&n) =n,
que sdo condicoes de Cauchy para as solucdes z(t) = (¢(t), p(t)), que parte em (0, &, n)

Para valores pequenos de ¢, pela continuidade do fluxo e da funcdo determinante, o
Teorema da funcdo inversa nos diz que estas equacdes podem ser invertidas para expressar
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¢ en em termos de ¢ e p. Ou seja, podemos escrever:

§=¢&(tq,p), n=ntqp).

Desde que JVH(0) = (1,0,...,0) obtemos que ¢; = 0 define uma secdo transversal, logo
podemos resolver a equacao & (¢, q,p) = 0 para ¢, encontrando que ¢ = t(q, p), que indica
o tempo que a solucdo demora para chegar a secao transversal. Agora, definimos as novas
coordenadas y da seguinte forma:

y1 = t(q,p)
Yni1 = H(q,p)

Ynri = 0:(t(¢,0), ¢ p)
parai =2,3,...,n.

Como para cada ¢ fixo o fluxo de um sistema hamiltoniano é simplético, entdo, por
(1.2.7), as novas variaveis satisfazem as relacdes simpléticas:

{6,631 =0, {nymi} =0 {m,&} = 0.

Utilizando essas propriedades, podemos concluir que o sistema de equacdes nas novas
variaveis y é:
 O0H
N 8yn+1’
Isso mostra que, nas novas coordenadas y, o sistema hamiltoniano se reduz a equacoes

(1 ;=0 para i=2,...,2n.

muito simples.

A seguir, vamos demonstrar que o sistema que foi descrito satisfaz as condicoes simpléticas.
Para 2 < i, j < n, ao empregar a regra da cadeia e as propriedades ja estabelecidas, se
tera que:

gy =S (Ovi 0y Oui Oy;

{yl7 y]} - Zk‘:l <8‘Zk Opg Opr. Oqx
— |S (Omi ot 4 0& (0§ ot | 0%\ _ o (0& o (08 ot | 9§
- |:Zk':1 ( ot 8qk + 8qk <8t 8pk + apk Zk:l ot apk ot aqk + 8qk

6} + S |5 (oot — et ) + 5 (i — i)
(3 = t t

9qy Opy 5 Opy Oqu, Opr. Opk, Opy Oqi
{&. &} — Tglcl (%] {1,65} — F24&. 63

t
— 0’
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como esperado, devido as propriedades simpléticas das coordenadas & e 7).

De maneira semelhante se verifica que
{yi,y;} =0 com n+2<ij<2n.

Por outro lado,
{ylayn-i-l} - {ta H} =1.

Como &; e n; sdo integrais e y,,.; = H também ¢é integral, obtem-se que:

{y1, Y1} =0,
para: = 2,...,2n.

Para 2 <1 < n, tem-se que:

1\ Ot Oyi _ ot Oyi
{yl’yl} _Zkzl (8%51% 3pk3pk)

=3 2L (%O _ ot (06 0L 4 96
T £L<k=1 | Oq, \ Ot Opy Op \ Ot Jqy Oqx
-\ ot 9& _ ot 04

k=1 | dqi Opx Opy. Oqy,

De forma andloga se demonstra que {y;,y;} =0 para i =n+2,...,2n. [

Definicao 1.2.6. Um conjunto de fungbes Fi,..., F}, definido em um aberto U, estdo em

involugdo se o colchete de Poisson entre qualquer par delas for nulo, ou seja, se:

{F;,F;} =0 paratodo i, j=1,.. k.
O conceito de involucdo vem da ideia de que
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Corolario 1.2.2. Em uma viginhanca de um ponto regular o sistema Hamiltoniano dado por
= JVH(z), ou, ¢=Hp, p=—H, (1.2.36)
possui 2n — 1 integrais primeiras independentes em involugdo.

Demonstragdo. De acordo com as coordenadas estabelecidas no Teorema do Fluxo Tubular,
as funcoes coordenadas £ = &; e n; = y,,41. Tem-se

{vy1,9:} =0, {¥i,Yn,} =0
parai = 2,...,2n.

Essas relacoes indicam que y; e y; estdo em involugdo, bem como y; € y,,,1. Assim, y; e
yn+1 a0 duas integrais de movimento, e os 2n—3 integrais restantes sao dados pelas funcoes
Y2, Y3, ..., Yon. 1SS0 confirma que existem 2n — 1 integrais de movimento independentes em

involucdo no sistema hamiltoniano considerado. [

1.2.8 Funcoes Geradoras

Considerando z = (¢, p), a forma simplética padrao é dada por:

Q:quj/\dpj = dq A dp.

J=1

Seja @ = Q(q,p) e P = P(q,p) uma transormacdo de varidveis. Assuma também que
as funcdes Q e P estdo definidas em uma bola U € R?". Esta transformac&o serd simplétca
se, e somente se,

dgNdp=dQ NdP << d(qgdp— QdP)=0.

Definindo a 1—forma o; = qdp — QdP teremos que o, € fechada se e somente se
oy = o1 + d(QP) = qdp + PdQ é fechada. Considerando que U seja uma bola em R*",
de acordo com o lema de Poincaré (uma forma é fechada se e somente se for exata),
concluimos que a transformacdo de coordenadas sera simpléctica se e somente se cada
uma das seguintes o,-formas também for fechada:
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¢1 = qdp—QdP

¢ = qdp+ PdQ = ¢ +d(QP)
¢3 = pdq — PdQ = ¢ + d(pq)
¢s = pdg+ QAP = ¢3 + (PQ).

Portanto, a transformacdo de coordenadas é simplética se, e somente se, uma das
fungées uma das fungées Sl = S(p)P)) SQ = 52<pa Q)7 S3 = S3(Q7Q)7 S4 = 54(q7p)
existe e atende aos critérios correspondentes:

dS| = ¢1, dSy = ¢a, dS3 = @3, dSy = P4

Esses dados oferecem uma abordagem direta para a criacdo de coordenadas simplécticas.
Por exemplo, vamos considerar a existéncia de uma funcdo 5, (p, P), cuja diferenciacao re-

sulte em dS; = ¢;.

85’1 851

dS, = —(p, P)dP + — (p.P)dP =
se, e somente se, ) )
Sl Sl
9oL py — 2 Py =
op PPV =0 —5 . P) =0
Assim, se $L(p, P) = ¢, —%*(p, P) = Q descreve uma mudanga de coordenadas de

(q,p) para (Q, P), entdo ela é simplética. Supondo agora que o Hessiano de S; ndo seja
singular. Ao analisarmos a fun¢ido F(q,p, P :)% — ¢ = 0, podemos inferir do Teorema
da Funcao Implicita que podemos representar P como uma funcao de ¢ e p. A partir da
equacgdo () = —%(p, P), conseguimos expressar () como uma funcdo de ¢ e p. Dessa

forma, de forma analoga, concluimos que:

Teorema 1.2.10. As seguintes mudancas de coordenadas definem uma transformagdo local
de coordenadas simplética:

05, 08 025, P
q= o (p,P), Q= 3P (p, P) quando 9p0P (p, P) € ndo singular
052 852 (9282 /o~ .
= — P = - —_—
q ap (p, Q), 90 (p,@) quando 9900 (p,@) € ndo singular
0S3 0853 0253 P
= 3 p—_228
P 9 (p, Q), 50 (p,@) quando 9900 (p,@) € ndo singular
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_ o5

98, 925,

(p,Q), Q—a—P(p, P) quando W(p’ P) € ndo singular
Cada um dos funcionais S; (j = 1,2,3,4) é chamado de fung¢do geradora ou fungdo

geratriz.

Teorema 1.2.11. Seja a transformagdo de coordenadas simplética em uma bola aberta de
R*™ E : 2= (¢,p) = ¢ = (£ = &(q,p,t), n = nlq,p,t)) com dependéncia do pardmetro t,
definida pela fungdo geradora S = S; com j = 1,2,3,4. Entdo se H = H(q,p,t) representa
o hamiltoniano nas coordenadas antigas, se tem que o Hamiltoniano, nas novas coordenadas
H* = H*(&,n,t), é dado por:

H*(fﬂ?:t) = H(Qapat) + Rj7

j =1,2,3,4, onde o lado direito da equagdo acima foi avaliado em q = q(&,m,t) e p = p(&,n, t)

eRj:—%paraj:S,éL

Demonstragcdo. Vamos provar este teorema para o caso j=4, os outros casos sdo analogos.
Pelo ultimo Teorema da secdo de Transformagoes Simpléticas, é suficiente mostrar que a

— 95
oot 2

o0& On OF
(Ev E) = E|q=q(§,n,t),p=p(£m,t) = JVCR4(Ca t)-

funcao resto R, isto €, devemos verificar que:

Donde, € equivalente a ter que
0¢_ORy Oy __0R,
oo on’ ot  On’

Fazendo R, = 254 com S, de classe C*, com k > 2, teremos que:

ot
OR, &S PS¢
on  Onot  Oton  ot’

o que demonstra o Teorema, ja que existe uma unica (a menos de constante) solucao do

problema. [

Exemplo 1.2.3. (Transformacao de Mathieu). Suponhamos que existe uma transformagdo
Q = f(q) com f : R* — R" de modo que g—f; seja invertivel. Esta transformagdo pode ser
extendida a uma transformagdo simplética definida por S; da seguinte forma:

Si(q, P) = f(9)" P,
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ou seja,

(¢,p) — (Q = f(q), P = Z—S(Q)_Tp) :

Exemplo 1.2.4. (Coordenadas polares). Sejam (z,y) as coordenadas usuais no plano e
(X,Y) seus momentos conjugados. Vamos fazer uma mudanga de varidveis, vamos passar das
coordenadas usuais no plano para coordenadas polares (r,0) e extender esta transformagdo
a uma mudanga de coordenadas simpléticas. Sejam (R,©) as varidveis conjugadas de (r,6).
Fazendo q = (r,0) e Q = f(r,0) = (rcos@,rsenf) := (x,y) temos que g—g é invertivel. Assim,
aplicando a transformagdo de Mathieu com p = (R,©) e P = (X,Y), temos que

S = S4(q, P) = f(¢)" P = Xrcos + Yrsend,

e assim,
(.. __ ;0S8 __
r = digy = rcosf,

Yy = dig—f; =rsenf,
(1.2.37)
R =di%% = X cosf + Ysen) = di**

(O = dig—g = —Xrsenf +Yrcost =zY —yX.

Suponhamos que uma particula de masa m se move num plano, assim temos que X = mi e
Y = my sdo as componentes do momento linear nas direcées de z e y. Dessa forma, R = mr
é o momento linear na direcdo de r, e © = may — myi = mr20 é o momento angular. A
transformagdo inversa é dada por

X =mi =mrcos —mrfsend = Rcosf — (dz’%) sen 6,
. (1.2.38)
Y =my=mrsenf+ mrfcost = Rsenf + (di%) cos .

Um exemplo de aplicagdo de coordenadas polares simplécticas é o problema de Kepler no plano.
Utilizando as notagbes acima, a fun¢do hamiltoniana associado a este problema é dado por

1 1 2
H=(X*+Y?) - di—t = di- <32 + di@—) — 4t (1.2.39)
T r

Como H é independente de 0, esta é uma varidvel ignordvel, logo © é uma integral primeira.
As equagoes do movimento do problema de Kepler no plano, nestas varidveis sdo dadas por

i= R, 0=diS
(1.2.40)

R= —di% +di%, 6=0.
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1.3 Orbitas Periddicas e Aplicacio de Poincaré

Definicdo 1.3.1. Uma solugdo = : R — R™ da equagdo diferencial ' = f(z), x(0) = =
diz-se periddica se f(xo) # 0 (ou seja, xo ndo pode ser uma singularidade) e existe t; > 0 tal
que z(t1) = x(0) = xo.

Definicao 1.3.2. Diz-se que x( é ponto periddico do campo f. O periodo T da trajetdria
periddica xz(t) é o menor de todos os possiveis valores t; > 0 tal que x(t;) = x(0). Em termos
do fluxo, seja ¢, o fluxo associado ao campo f descrito acima, dizemos que x € periddico com
periodo T' > 0 se

¢r(ro) =20 mas ¢x)Fx VO<t<T.

Novamente, seja f : E — R" um campo de vetores de classe C'! definido no aberto
E € R™ com fluxo ¢, : E — E definido para cada t € R, com solucdo x(t) e equacdo dadas
acima.

Definicao 1.3.3. Uma secdo transversal ao campo f num ponto x € E é um hiperplano H
por z (ou seja, um hiperplano afim H + x com dimensdo n — 1) tal que f(x) ¢ H. Por
continuidade do campo f, temos que para y € E suficientemente préoximo a x, f(y) também

ndo pertence ao hiperplano H.

Com base nisso, teremos a definicdo de uma secdo local:

Definicao 1.3.4. Uma secdo transversal local, ou simplesmente se¢do local do campo f num
ponto x € F é um conjunto S = HNW C E, obtido por uma interse¢cdo de uma vizinhanga
W C R" de x € E com um hiperplano de H por x, tal que, para cada y € S, colocando a
origem do vetor f(y) no ponto vy, temos que f(y) ¢ H.

Dai, é claro que existe um secao local por qualquer ponto nao singular do campo f:
Basta tomar H = {v € F; (v, f(z)) = 0}, o hiperplano ortogonal a f(z) # 0.

Dada agora uma Orbita peridédica v do campo f com periodo minimo 7" > 0, fixemos
x € v e tomemos uma secdo local S = UN (z+ H) de f por 2. Como a trajetdria de x volta
a S pelo difeomorfismo ¢, aplicando o Teorema do Fluxo Tubular, podemos assegurar
que todos os pontos de uma vizinhanca de x em S tem trajetdrias que retornam a .S num
tempo préximo a 7'

46



S

Figura 1.2: Esquema da érbita periddica v e uma secéo local S.

De fato, seja WW vizinhanc¢a onde ¢; é conjugado ao fluxo tubular. Por continuidade
de ¢, como temos que ¢r(x) = z, existe vizinhanca V' de x, que podemos assumir estar
contida em W, tal que z = ¢r(y) € W para todo y € VN S. Ja que o fluxo tubular leva todo
ponto de W a atravessar S num tempo inferior a algum J, > 0, entdo existe |t(y)| < dy tal

que ¢y (y) € SNW.

A aplicacao
P:vnS—-wWn§s

y— P(y) = OT+4(y)

¢ dita transformacao de primeiro retorno, ou transformagdo de Poincaré de f na secéo S.

Esta é a principal ferramenta para estudar o comportamento das érbitas do campo na
vizinhanca de uma trajetéria periodica.

Definicao 1.3.5. A fungdo:
T:5SNV =R
y—T+t(y)

é dita a fungdo tempo de retorno de Poincaré, ou simplesmente funcdo tempo de retorno, a

qual tem a seguinte propriedade:

Lema 1.3.1. Para uma dada sec¢do local S de um campo de vetores f de classe C' em E, e
uma orbita regular O(y), o conjunto v (y) = {t > 0 : ¢:(y) € SN W} é enumerdvel (pode
ser finito) e discreto, ou seja, ndo contém pontos de acumulagdo em R.

Demonstragdo. De fato, usando a vizinhanga tubular, basta notar que existe 6 > 0 tal que
set € y"(y) entdo (¢t — 0,t) U (¢, + ¢) ndo intersecta " (y). Portanto os pontos de v (y)
sdo isolados e o lema estd provado. [
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Notemos que como 7' > 0 € o periodo minimo de z, entdo realmente R € a transformacao

de primeiro retorno a S.

De fato, y € S < L(y) = (y —z, f(z)) =0 ey € W; e também L(¢r(z)) = 0 com
derivada parcial

(L o §)|(12) = (0| (70, [ (2)) = | f(z)]> > 0.

Portanto, o Teorema da Funcao Implicita assegura que existe funcao 7" : Vo — (T'—¢, T +¢€)
onde V} ¢ vizinhanca de x (a qual podemos assumir contida em W), tal que L(¢7¢,)(y)) =0
para todo y € V;, ou seja, ¢, (y) € S.

Entdo P(y) = ¢rq)(y) paray € VNS e T herdard a mesma classe se diferenciabilidade
que ¢. Além disso, T'(z) = T.

Como 7" (y) é discreto com distancia entre pontos maior do que d e 7'(x) = 7' =miny ™ (z),
entao

Lema 1.3.2. T'(y) é o tempo de primeiro retorno numa vizinhanga de z, isto é, T'(y) = min
v*(y), para todo y € Vo N S.

Demonstragdo. Suponha por contradicdo que, se 7(y) >miny*(y) numa vizinhanca (que
podemos supor compacta) de x, entdo usando a continuidade vem que 7'(y) tende a T'(x) =
T, conforme y tende a x, mas teriamos tempos de retorno menores, o que implica que,
existe 0 < p(y) < T'(y) tal que ¢re)—puw) ) € S € portanto u(y) > 0 e T'(y) — u(y) > d numa
vizinhanca de x.

Tomando um ponto de acumulacdo de ;i > 0 de p(y) conforme y tende a z, obtemos
que

Ory)-ne)(y) tendea x = ¢p_,(x) conforme y tendea .

O que ¢é uma contradicao, ja que supomos que 7' > 0 é o periodo minimo de z, pois
§<T—po<T. |

Estudar o comportamento de fluxos via transformacgédo de retorno a uma secdo trans-
versal reduz problemas em um espaco de dimensao n, para problemas em um espaco de

dimensdo n — 1, com respeito a uma transformacao diferencidvel.
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Note que, a transformacdo P de primeiro retorno é um difeomorfismo. Basta repetir a
construcao com o fluxo inverso, usando o campo — f, e obter a transformacéo inversa de
P, que serd também diferencidvel e terd a mesma classe que o fluxo.
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Capitulo 2

O problema de Kepler planar e as
Coordenadas de Delaunay

O problema de N-corpos, aborda sistemas com trés ou mais corpos celestes interagindo
gravitacionalmente. Ja o problema de Kepler, formulado pelo alem&o Johannes Kepler no
século XVII, descreve o movimento de dois corpos que interagem de forma gravitacional
em um plano. As solucdes deste problema sdo orbitas conicas, que podem ser elipticas,
parabdlicas ou hiperbdlicas, dependendo de algumas condicoes do sistema.

Nesse capitulo, iremos determinar as solu¢oes do problema de Kepler em coordenadas
especiais, que permitem obter solugoes (circulares e elipticas) de maneira muitos simples.
Estas coordenadas sdo chamadas de coordenadas de Delaunay e Poincaré Delauany.

As principais referéncias utilizadas neste capitulo foram [17] e [26].

Consideramos o movimento de N particulas que se movem unicamente sob a acdo
mutua gravitacional no espaco euclidiano R?. Seja a i-ésima particula cujo vetor posicio é
¢; € a massa € m; positiva.

Pela segunda Lei de Newton, a soma das forcas que agem sobre uma particula é igual a
massa vezes a aceleracao da mesma, m;q;. A lei da gravitacdo universal nos diz que a forca
de atracdo gravitacional entre as particulas i e j é diretamente proporcional ao produto

das massas e inversamente proporcional ao quadrado da distancia entre elas, ou seja, a

forca é dada por ”qGT—’iqm_le, onde G = 6.67408 x 10~ "m?3/sec*kg é a constante gravitacional.
i—4q;
A direcdo dessa forca, da particula ¢ a particula j, é dada pelo vetor unitario Aeiza;) A

llai—ajll*
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partir dessas informacoes formulamos as equagdes do movimento que sdao dadas por

N
mids = 3 Gmim;(q; —aqi) U 2.0
v .3 - R U,
j=1,i#j ||q2 qj“ aql
onde
G
= Y dip (2.0.2)
1<i<j<N la: — a;l’

¢ o a funcao potencial associada ao sistema de equacoes (2.0.1).
Seja M uma matriz diagonal de ordem 3N dada por

M = diag(my, mq, my, ma, Mo, Ma, ..., My, My, MN),

esejamq = (qy,...,qy) € R*%V e Q = {q; € R* | qi = qj,para i = j}. Assim, (2.1) é um
sistema de equacdes de segunda ordem em R3V \ Q.

Sejap = (p1,.-.,pPn) € R tal que p = Mq. Dessa forma, p; = Mq; é o momento da
i-ésima particula.

Logo, reescrevemos as equacoes da foma

. . Pi OH
g =1 = :
a m;  Op;
N (2.0.3)
p; =di Z Gmim;(q; —qi) _ OH
j=1,j#i ||ql - qj||3 8%’
onde H =T — U ¢ a funcdo hamiltoniana e,
o pil? 15
T=3 - =5> milldl? (2.0.4)
i=1 ' i=1

¢ a energia cinética.

2.1 O problema de 2-corpos e o problema de Kepler

Nesta secdo, vamos particularizar o problema de N corpos para N = 2, e a partir deste,
vamos desenvolver toda a teoria do problema de Kepler, incluindo as anomalias excéntrica
e verdadeira.
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Para N = 2, as equacgoes (2.0.1)) sdo dadas por

. Gmim . Gmym
midy = —123((12 — 1), Mads = —123(Q1 — q2); (2.1.1)
a2z — aul| a1 — az||
onde a funcao potencial associada a este sistema ¢ dada por:
G
U(q) = —m2 (2.1.2)
a1 — a2l

Multiplicando a primeira equacao de (2.1.1) por m,, a segunda equacao por m; e sub-
traindo a segunda da primeira, temos

(G — ) = — AT gy ST ()
mym — = — — — —
e lar — P Y o @l
Gmyma(my + my)
== 3 (ql - q2)
lar — qa|

Logo

. .. G(m1+m2)

i — Q) =~V (41 — d2). (2.1.3)

( 1 2) qu—q2H3 ( 1 2)

Fazendo z = ¢; — ¢» e u = G(my + my), de (2.1.3) temos que

. G(m1+m2)

2 = (A1 = G) = g (4~ B2)

(2.1.4)

A equacao (2.1.4) é chamada de o problema de Kepler. Agora, somando a primeira
equacgdo com a segunda, obtemos

Gmlmg

Gmim
S (e —ai1) + o

B laz — ai?
=0.

(Q1 - Q2)

miq; + mMaga PN 2.1.5)

Fazendo C' = mq; +maqs, de (2.1.5) temos que C=0e integrando esta equacao obtemos
que a funcao C é da forma
C = LoC + Cy, (2.1.6)

onde L, e C, sdo as constantes de integracao.

Consideremos o problema de 2 corpos, no qual o primeiro corpo tem uma massa muito
grande, com sua posicdo fixa para a primeira aproximacio e, o segundo corpo tem massa
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unitaria. O movimento percorrido pelo segundo corpo é descrito pelo problema (2.1.4). Se
a posicdo deste corpo é dada pelo vetor q € R?, as equacdes que descrevem seu movimento
sdo
.
d=—7-39 (2.1.7)
lall
onde u = G(my + msy). Definimos p = q e desta maneira, a equacdo (2.1.5) pode ser
reescrita como um sistema de equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem
q =p,
(2.1.8)
5 — — it
p = —digREa

O sistema ([2.1.8) é um sistema Hamiltoniano, cuja funcdo hamiltoniana H é dada por

2
H=H(q,p) = ”F;” - ﬁ. (2.1.9)

Observemos que H é uma integral primeira do sistema. Além disso, existem outras duas

integrais primeiras, as quais sao
1. O momento angular A. Se uma particula possui vetor posicdo q entdo o momento
angular A da particula é definido por

A=qxq (2.1.10)

2. O Vetor de Laplace e:

M<e+ﬁﬁ):qu. (2.1.11)

Mostremos que de fato o momento angular e o vetor de Laplace sdo integrais primeiras.
Observemos que

AZQXQ+q><q:q><q:q><(—H(l:H?)q):O. (2.1.12)

Isso mostra que A(t) = cte e, portanto, o vetor A é uma integral primeira. Para mostrar

que e é uma integral primeira, primeiro observemos que

= (9,q) .
d ( q ) _ llalld—"grra _ (@xa)xq _ Axq _ qxA4
dt -

R . 5 = 3 — 3 3
llall llall llall llall llall (2.1.13)
-i} (e 4) —jax A= id x4,
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ou seja,

d(q)\ d,.

Integrando ambos os lados da equacdo (2.1.14), obtemos a existéncia de um vetor e (cons-
tante de integracdo) de modo que

(e—l—w) = x A (2.1.15)

Isso mostra que e é uma integral primeira.

Mostramos anteriormente que o momento angular A é uma integral primeira, ou seja, é

constante ao longo do movimento. Assim, se A = 0, temos
i(i):qu:quZO‘ (2.1.16)
dt \ |[qf lall®  lal®

Logo q = ||q||w, para algum vetor fixo w € R3. Isso implica que a particula se movimenta

sobre a reta que tem direcdo do vetor w, ou seja, o seu movimento € colinear. Neste caso, se
tomarmos a reta de movimento coincidindo com um dos eixos do sistema de coordenadas,
obtemos um problema com um grau de libedade.

Quando A # 0, os vetores q € p = ( sdo ortogonais a A e o movimento é descrito no
plano formado pelos vetores q e p, ou seja, no plano ortogonal a A, chamado de plano
invariante. Pondo um dos eixos na direcdo de A, podemos escrever q na forma

q(t) =7 (cosf,senb,0). (2.1.17)

Logo,
p(t) = ¢ = 7 (cos §,sen 6, 0) + 6 (—sen 6, cos 6, 0) . (2.1.18)

Assim,

A=qgxp =r(cosb,send,0) x (7” (cos@,send,0) + rd (—sen b, cos b, 0))

= <07 0,726 ((cos 0) + (sen 9)2)> (2.1.19)
= (0,0, 720).
Isso implica que
c= | Al = . (2.1.20)
Como a taxa de variacdo da area varrida pelo corpo é dada por 57, entdo a area A (¢)

varrida por q(t), comecando em ¢, é dada por
t 29 t c
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A equacao (2.1.20) ou (2.1.21) é a equacao da segunda lei de Kepler, que nos diz que as
areas descrita pelo raio-vetor sdo sempre iguais nos mesmos intervalos de tempo.
Consideremos a equacdo (2.1.15). Observe que podemos reescrever esta equacdo como

:,pr_ q

—. (2.1.22)
N 1
Fazendo o produto interno dessa equagdo com A,temos
(e, A) = <M,A> _ <i,A> —0. (2.1.23)
p lall

Quando A = 0, de (2.1.22) temos que e = —m, logo |le|| = 1 e e estd na reta que o corpo
se movimenta, pois j4 mostramos que o movimento é colinear. Quando A # 0, o vetor e
esta no plano invariante.Vamos considerar o caso em que A # 0.

Observemos que

i — e L = e
<u (e+ Hqu) ,q> ple.a) + hta. ) = (e, + )

(@x A,q) = (ax(axaq),q) =(axdqqxa =agxql’=|A]*
Assim, fazendo o produto interno de (2.1.15) com g, obtemos

(e a) + lall) = 4],

ou ainda )

c
(e,q) +[lall = " (2.1.24)
onde ¢ = ||A]|.

Quando e = 0, temos que ||q|| = % é constante. Como q = r (cos #,sen 6, 0), entdo ||q|| = r.
Assim, pela equacdo (2.1.20) temos que

Isso implica que o corpo se movimenta em um circulo com velocidade angular constante
quando e = 0.

Vamos supor que e # 0 e vamos por ¢ = ||e||. Seja r, 6 as coordenadas polares do corpo
com o angulo § medindo apartir do eixo positivo. Se g é o angulo entre o eixo positivo e o
vetor e, entdo o angulo entre os vetores e e q é dado por f =6 — g.
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Sabemos que (e,q) = cos f||e||||a|| = ercos f. Substituindo (e, q) por er cos f na equacdo
(2.1.24) e arrumando-a convenientemente obtemos

2
po I (2.1.25)
1+ €cos f

Esta equacdo, na forma polar, representa a primeira lei de Kepler. Observe que podemos
reescrever a equacdo (2.1.25) da forma

2
T‘ZE(——TCOSf) ) (2.1.26)
[L€

A equacdo (2.1.26) é a equacao da primeira Lei de Kepler, na forma generalizada, onde
a particula se move em uma conica de excentricidade ¢, com foco na origem, e tendo a
. . . \ . A . 2 .

reta d ortogonal ao vetor e como reta diretriz localizada a uma distancia de ;% da origem.
Observe que podemos determinar se a 6rbita € uma elipse, uma hipérbole ou uma parabola
através do valor de ¢, para isso temos as seguintes condicoes:

1. Se e =0, a orbita é uma circunferéncia;

2. Se 0 < € < 1, a 6rbita é uma elipse;

3. Se € = 1, a 6rbita é uma parabola;

4. Se e > 1, a orbita é uma hipébole.

Agora vamos considerar o caso em que a Orbita é eliptica. Seja a o semi-eixo maior da
elipse e b o semi-eixo menor. Observe que de (2.1.25) para f = 0 e para f = m obtemos

A/ /p A/ /p
ro = = e Th = = .
7 1+ ecos0 1+e 1+ecosm 1—c€
Assim, temos que
2 2
oq = /1€ /“,
1+4e¢ 1—c¢
e a reescrevemos como )
a(l— ) =<, (2.1.27)
i

Seja P o periodo de uma Orbita eliptica. A area descrita pelo raio-vetor de 0 a P, de acordo

com ([2.1.21)) é dada pela equacéo
A(P) = =P. (2.1.28)



Seja ¢ a distancia do centro da elipse ao foco. Definimos a excentricidade e da elipse como
e = £. Como a* = b* 4 ¢, substituindo ¢ = ae nesta equacdo, obtemos b = av/1 —e2. A
area da elipse pode ser calculada pela equacédo

A, = mab = 1a*V1 — 2. (2.1.29)
Assim, das equacoes (2.1.28) e (2.1.29) temos
gP = 1a*V1 — 2,
ou ainda,
¢ L (2.1.30)

4m2a(1 — e?) ~'pr
Utilizando a equagdo (2.1.27)), reescrevemos (2.1.30) como

3
a
4% = = (2.1.31)

A equacao (2.1.31) é a terceira lei de Kepler, onde o periodo orbital da particula é direta-
mente proporcional ao cubo do semi-eixo maior da ébita da elipse.

2.1.1 Anomalia excéntrica e Anomalia verdadeira

O vetor-posicao q da particula na drbita, no referencial canoénico, é descrito por
q = r(cosfe; + senfes) com 0 = f + g, (2.1.32)
onde o angulo f é chamado de anomalia verdadeira.
Vamos introduzir outro angulo F, chamado de anomalia excéntrica com o objetivo de
determinar os valores do angulo 6§ e do raio-vetor r. A anomalia excéntrica £ é angulo

entre o perigeu e a projecdo da posicdo q da particula no circulo com raio igual ao semi-
eixo maior da elipse. Este angulo ¢ medido no centro da elipse ou no centro do circulo.

Apresentaremos a seguir, um resultado que fornece relacdes para obter os valores de r
e 6, incluindo uma relacdo que associa o angulo # com o angulo F.

Teorema 2.1.1. seja q=r(t) uma solucdo do problema de Kepler com energia negativa, semi-
eixo maior a e excentricidade e. Entdo r e 0 sdo dados por

r =a(l—ecosF),

f Tre B (2.1.33)
tg(i) - 1—&9(5)-
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Consideremos um sistema de coordenadas com a origem no centro da elipse e com
eixos paralelos aos eixos da elipse. Representaremos as coordenadas do ponto P na elipse
por £ e n, e na circunferéncia por = e y. Dessa foma, segue que

2 2
(f ) N <77_> 1 e 224y’ =a (2.1.34)

a? b2

Como b = av/1 — e? e as abscissas ¢ e x sdo iguais, segue que = /1 — e?y. Assim, veja

Fig, temos as equacoes
ae+rcosf =acoskE,

+rsenf =ayv1l—e2senk,

ou seja,
rcosf =a(cosE —e) (2.1.35)
e
rsenf =ayv1—e2senk. (2.1.36)

Quadrando as equacoes (2.1.35) e (2.1.36) e somando os resultados, obtemos

r? =a*((1 —e*)sen? E + cos? E — 2ecos E +€?) = a*(1 — ecos E)?, (2.1.37)
e extraindo a raiz quadrada , obtemos

r=a(l —ecosE). (2.1.38)

Agora, juntando as equacoes (2.1.36) e (2.1.38) temos

r(1+cosf)=a(l —e)(l+cosE). (2.1.39)

Como valem as identidades trigonométicas 1 + cosu = 2 cos? 5 € senu = 2 Sen(g) COS(§)’

o quociente de (2.1.35) por (2.1.39) obtemos

sen f/2 V1 —e’senE/2
cosf/2  (1—e)cosE/2°

N\ _ [l1+e E

Através deste Teorema, ao conhecer o valor de F, podemos determinar os valores de f

(2.1.40)

Logo,

e r. Apresentaremos a seguir um resultado que determina o valor de F.
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Teorema 2.1.2. A anomalia excéntrica E é determinada pela equagdo de Kepler

E—esenE=n(t—-T), (2.1.42)

2r . L, .
onde n = - é 0 movimento médio.

Consideremos que o centro da elipse é representado por O, F' é o foco atrator, P, é o
pericentro, P é o ponto sobre a elipse, P’ € o ponto correspondente na circunferéncia que
define a anomalia excéntrica F, H é a projecdo ortogonal de P sobre o eixo que passa pelo
pericentro e f é a anomalia verdadeira.

A area do setor circular O PP’ menos a area do tridangulo OH P’ é dada pela integral
desde a abscissa de H até a do ponto P, da funcéo y(s), ordenada do ponto P'(s). Dessa
forma, temos uma relacao entre a ordenada 7(s) de P(s) e y(s) dada por

n(s) = V1 —e?y(s).

Assim, obtemos a equacao:

1

1 —e2

[2y(s)ds = di [*n(s)ds. (2.1.43)

A integral do lado direito da equacdo anterior é igual a area do setor da elipse F'P,P
menos a area do triangulo F'H P, ou seja,

C

2(t —T)— %r cos frsen f. (2.1.44)

di [ n(s)ds

Ja a integral do lado esquerdo, sabemos que ¢é igual a drea do setor circular O Py P' menos
a area do tridngulo OH P’, ou seja,

a 1 1
di [y(s)ds = §a2E — §a2 sen F cos E. (2.1.45)
Portanto, temos que

Lem - L2sen Beos B = ——— St —T) — Lrcos frsen f (2.1.46)

—a’FE — —a*sen Fcos E = ———=—(t —T) — =rcos frsen f. 1.

2 2 V1—e22 2
Utilizando as expressoes (2.1.35) e (2.1.36) obtemos a seguinte igualdade:

! f f L2 EcosE L2 E (2.1.47)

rcos frsen f = —a’sen F cos E — —a®esen E. 1.

V1—e? 2 2
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Por outro lado, usando a igualdade (2.1.27)) e a terceira lei de Kepler, obtemos a equacao
1 ¢ 1,21 1

¢ _ _ 12
Vi 2a 2 2a n. (2.1.48)

Portanto, substituindo as equacoes (2.1.47) e (2.1.48) em (2.1.46|), obtemos

E—esenE =n(t—T).

2.2 O Problema de Kepler planar em coordenadas de De-
launay e Poincaré

Nesta secdo, primeiramente, vamos construir e definir as coordenadas de Delaunay e de
Poincaré-Delaunay utilizando as fun¢oes geradoras. Feito isso, abordaremos o problema de
Kepler nestas coordenadas, apresentaremos as solucoes deste sistema, e faremos também
alguns exemplos do mesmo.

Para definir as coordenadas de Delaunay e Poincaré-Delaunay, vamos passar das coor-
denadas cartesianas (z,y, X,Y) para as coordenadas polares (r, 6, R, ©) depois, definire-
mos as coordenadas de Delaunay e a partir destas tltimas, as coordenadas de Poincaré-
Delaunay.

O primeiro passo consiste na mudanca de coordenadas Cartesianas para coordenadas
Polares:
(x,y,X,Y) — (r,0,R,O)

Consideremos as posicoes © = rcosf, y = rsenf e utilizaremos uma funcio geradora
para obter os momentos conjugados. Vamos chamar as varidveis antigas de ¢ = (z,y),
p = (X,Y) e as varidveis novas de ) = (r,0), P = (R, ©). Consideremos uma funcao f de
modo que g = f(r,0) = (rcosf,rsenf) := (z,y), logo % ¢ invertivel. Aplicando
obtemos a transformacao simplética definada por:

S =54Q,p) = f(Q) 'p= Xrcosf + Yrsenb,

~ (ag\" (9g\" 1 (rcosd —sen\ (R
b= (@) -p#p—(@) 'P_; rsenf  cosf 0/
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Isso implica que

X

rcos —send R

1
" \rsenf cos# S

Y

ou seja,

X = Rcosf — 9senﬁ,
T

Y = Rsen0 + 9cos@.
r

Outra forma de encontrarmos momentos conjugados é utilizando uma funcéo geradora do

teorema (1.2.10):
0S5 p_ 055

1=, ——(»,Q), 90 = (1, Q)
Observemos que
05, B
= 5% —(X,r) =rcosé,
0S5, '
V= 5y —(Y0) = rsen0;

o que implica que S, = S; = rX cosf + rY sen . Logo

R = %(:E,T):Xcosﬁqt}/sen@,
or
0 = %(y, 0) = —rXsenf + rY cosb.

De maneira semelhante ao que foi feito no Exemplo de funcoes geradoras se obtem
X e Y como antes.

A funcao Hamiltoniana do problema de Kepler (com i = 1) em coordenadas polares é
dada por

r T

2
Hpo == <R2 92)—1 (2.2.1)

Agora, vamos passar de coordenadas Polares a coordenadas de Delaunay:

(T, 97 R7 @) —> <€7 97 L7 G)
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Agora, chamaremos as varidveis antigas de ¢ = (r,0), p = (R, ©) e as varidveis novas de
Q = ({,g9), P = (L,G). Vamos utilizar a fun¢do Hamiltoniana para obter uma
transformacdo a partir da funcdo em derivadas parciais. Para isso, vamos substituir na
funcdo hamiltoniana, os momentos conjugados pelas derivadas parciais da funcao gera-

dora com respeito as variaveis. Igualaremos a energia H = hg = —# a equacao (2.2.1).
Assim, temos
1 2 1 1
RR+—)--=——
2 ( * ) r 212

Agora, trocando os momentos conjugados pelas derivadas da funcéo geradora S = S(r, ) =
S1(r) + S2(#) com respeito as variaveis, obtemos:

LS (9%\ 1) 1 1
2 Oor 00 r? r 2L2

que pode ser reescrita como:

98 \* 2 L[S\
(%) s (a_) =G
EEAG)

onde G tem que ser constante pois ~%,

) s6 depende da varidvel r. Dessa forma, d4 ultima
equacéo, concluimos que:

. 851_1 7“2 9
S2(9)—G9 (& W THQT—E—G

Assim, podemos reescrever S na forma:

"2 1 G?
S—GQ—i—/m R

Posteriormente, definiremos o limite inferior de integracdo. Agora temos:

oS 9S8
P50 YT ap
ou seja,
. _9s _ J2_ 1 _ @&
r=R =5 = A\/r 1z 72 (2.2.2)

20
Chamaremos os novos momentos de L = y/a e G = y/ay/1 — e?. Se considerarmos n =
/1/a?, dr = rdt e fizermos o limite interior de integracdo ser o perigeu da 6rbita, ou seja,
to = T, a nova coordenada [ é dada por

S " 2L73 /1
¢ = 3 s __—__ dr—/ peie dr—/ndt—nt—T)
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Agora, fazendo df = Gdt/r?, escolhendo novamente os limites inferiores de integracdo
como sendo o perigeu da 6rbita, isto é, ry = r,, fo = 0 e considerando a relac¢do 6§ = g + f,
a nova coordenada g é dada por

oS " 2G e f
g = —:9—/ dTZQ—/TdTZQ_/ df:H—f.

oG ro 92 /%_#_%2 ro 72T fo
Definimos um dominio eliptico como sendo um conjunto aberto de R* onde estdo as
solucoes elipticas do problema de Kepler. Com essas informagoes, definimos o conjunto de

coordenadas de Delaunay (¢, g, L, G) que estdo em um dominio eliptico do problema de
Kepler. As coordenadas sao:

e/ =n(t—T) é aanomalia média medida apartir do perigeu;
e g =0— f éoargumento do perigeu, é medido do nodo ascendente até o perigeu;
e [ = \/a é o semi-eixo maior da elipse;

e G = /a1 —¢? é 0o momento angular .
(2.2.3)

y
q(t

(4 Perigeu
\g

=y

Figura 2.1: Representacdo das coordenadas angulares de Delaunay. O angulo g é o argumento do
perigeu e o angulo ¢ é a anomalia média, é medido por ¢ = 275/ A.

As coordenadas L, GG sdo varidveis radiais definidas em R tal que 0 < G < L. As

coordenadas /¢, g sdo varidveis angulares mddulo 27 e estdo definidas no intervalo [0, 27[.

1
3

mede a drea varrida pelo raio-vetor na segunda lei de Kepler. Seja S a area varrida pelo

H4 uma maneira de medir a anomalia média /. Como ¢ = - = cte, pois L(t) = cte, ¢

raio raio-vetor (que liga um corpo ao outro) do perigeu até a posicao do corpo, e seja A a
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area da elipse. Assim, definimos ¢ como sendo igual a 27 multiplicado pela razédo da area
S para a drea A, ou seja,

S
Em coordenadas de Delaunay, a funcao Hamiltoniana (2.2.1) é dada por
1
Hp = ~573 (2.2.5)
O sistema Hamiltoniano associado com a funcdo Hamiltoniana (2.2.5) é descrito pelas
equacoes ‘ ‘
(=15, L =0
. (2.2.6)
g =0, G =0

Determinaremos uma solucdo desse sistema para o valor inicial yo = (¢, go, Lo, Go). Ob-

Servemos que

.oodl 1

Assim ((t) — ((0) = 75, ou seja,

1
Portanto, a solucado do sistema Hamiltoniano (2.2.6) com condicéao inicial y, é dada por
Ut) = gt + b, L(t) = Ly;
(2.2.8)
Vamos determinar a excentricidade e o periodo da solucao. Observemos que
e e Nirye:
G=1L 1—62:>L——1—€ :>€ —1—ﬁ:>€_T
Assim, a excentricidade e da solucdo (2.2.8) é dada por
VI — G
= 2.2,
e I (2.2.9)
Seja T' o periodo da solucdo. Utilizando a equagéo (2.2.7) temos que
1
Ly
Isso implica que LLO3T = 27, logo o periodo da solugdo (2.2.8) ¢é dado por
T =2nL;. (2.2.10)

Agora, faremos dois exemplos de solugoes elipticas em coordenadas de Delaunay.
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Exemplo 2.2.1. Determinaremos a solugdo do sistema (2.2.6)) com valor inicial yo = (7, %, Lo, Go)-

’ 9
Como (y = me gy = 5, segue de (2.2.8) que a solucdo desse sistema com valor inicial y, é

dada por
Ut) =gt +, L(t) = Ly;

g(t) =3, G(t) =Go.

Essa é uma solugdo eliptica com semi-eixo maior a = L2, com periodo T dado por (2.2.10)

ol

. [ A oag
e excentricidade e dada por (2.2.9). Além disso, temos que o dngulo g = 7 ¢ argumento do
perigeo medido apartir do eixo x, e o dngulo {, = 7 é anomalia média medida do perigeo até
a posigdo inicial do corpo. Assim, representamos essa solugao no plano cartesiano na figura

2.2
Ty
Perigeu
e
N

Y

Yo

Figura 2.2: Solucéo eliptica do exemplo (2.2.1)

Exemplo 2.2.2. Vamos determinar a solugcdo do sistema (2.2.6) com valor inicial y, =
(m, 7, Lo, Gy). Desde que ¢, = m e gy = m, segue de (2.2.8) que a solugdo desse sistema
com valor inicial y, € dada por

() =Fat+m, L(t) = Lo;
g(t) =m, G(t) = Gy.

Assim como no exemplo anterior, essa é uma solugdo eliptica com semi-eixo maior a = L2,
com periodo T dado por (2.2.10)) e excentricidade e dada por (2.2.9). Além disso, temos que o
angulo g = m é argumento do perigeo medido apartir do eixo x, e o dngulo ¢y, = w é anomalia
média medida do perigeo até a posicdo inicial do corpo. Assim, representamos essa solucao no

plano cartesiano na figura

65



Perigeu

Figura 2.3: Solucéo eliptica do exemplo (2.2.2)

Observemos que se uma solucdo do problema de Kepler é uma orbita circular (isso
ocorre quando e = 0, ou seja, quando L = (), entdo as coordenadas de Delaunnay nao
sdo validas pois o perigeu nao esta definido no circulo, logo elas nao podem ser utilizadas
para continuar solucdes circulares. Para contornar esse problema, Poincaré introduziu
novas coordenadas que ficaram conhecidas como as coordenadas de Poincaré-Delaunay.
Finalmente, passaremos das coordenadas de Delaunay para as coordenadas de Poincaré-
Delaunay

(1,9, L,G) = (Q1,Qa, P1, P»)

Definimos as coordenadas de Poincaré-Delaunay em R* por

.Ql = l—l_ga
e()y = —/2(L—-G)seng,

(2.2.11)
o P = L7

P = /2(L—-G)cosyg.

Elas estdo bem definidas para ¢, ¢ no intervalo [0, 27| e para 0 < G < L. Alem disso, sdo
diferencidveis para ¢, g no intervalo [0,27[ e para 0 < G < L. As coordenadas Q),, P;, P,
sdo variaveis radiais e a coordendada (); é uma variavel angular médulo 27.

Consideremos a transformacao
E: (£7g7L7G) - (QhQQ: Py, PQ) = (6 +9 —v 2<L - G) Sen g, L, 2(L - G) COSg).
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Seja ( = (Q1,Q2, P1, P»). Vamos mostrar que essa transformacao é simplética. De fato,

temos que
1 1 0 0
_ _ _J;_sen(g) ;__sen(g)
OE 0 —/2(L—G)cos(g) —di TG di /-G
ac o 0 1 0 ’
- — __cos(g) —di—s9)
0 —/2(L—G)sen(g) dz\/m dz\/m
assim
0 0 1 0
0 2(L—G)sen(g) 1 —+/2(L —G)cos(g)
(%) (%) - o | (#5)
- JR— = . cos(g - sen(g 1—
o¢ a¢ -1 U R-G) 0 - ¢
0 COS(g) 0 sen(g)
2(L - G) 2(L=G)
0 0 10
o 0 01
a -1 0 00
0 -1 00
= J.
A funcado Hamiltoniana do problema de Kepler nas coordenadas de Poincaré-Delaunay é
dada por
1
Hpp = ——. 2.2.12
DP 2P ( )
O sistema Hamiltoniano associado com a funcdo Hamiltoniana (2.2.12]) é dado por
. 1 :
oop 1 (2.2.13)

Vamos determinar uma solug¢do desse sistema Hamiltoniano para o valor inicial Y, =
(Q%,QY, P, PY). Observemos que

Q L / t dQ / 1 gt — 4
1 = — 1 pu— —_— == ——=1.

Py 0 o PP P
Dessa forma, temos que Q;(t) — Q1(0) = Pilgt, ou seja,

1
t+ QY. (2.2.14)

Qi(t) = 73
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Portanto, a solucao do sistema (2.2.13)) com condicdo inicial Y; é dada por
Qut) = et + Q2. () =P

Qa(t) = Q5 Py(t) =Py

As coordenadas de Poincaré-Delaunay estdo definidas em vizinhancas de érbitas elipticas

(2.2.15)

e em vizinhacas de orbitas circulares. Como as Solugdes circulares acontecem quando
L = G, entdo, em coordenadas de Poincaré-Delaunay ocorrem quando @, = P, = 0.
Agora, iremos determinar o periodo e a excentricidade da solucdo (2.2.15). Seja T o
periodo da solucdo (2.2.15)), pela equacéo temos

1

T)= ——T+ Q.
Ql( ) <P10>3 + Ql
Por outro lado, como @; é uma varidvel angular médulo 27, ou seja, Q1(T) — QY = 2,
temos |
Potanto, o periodo da soluc¢éo é dado por
T = 27 (PY). (2.2.16)

Observemos que

Q2+ P? =2(L — G)(seng)® + 2(L — G)(cos g)*
= 2(L — G)((sen g)* + (cos g)?)
=2(L - G).

Terminaremos essa secdo com um exemplo de uma solucao do problema de kepler em
coordenadas de Poincaré-Delaunay.

Exemplo 2.2.3. Encontraremos uma solugdo especifica do sistema (2.2.13)) com valor inicial
Yo = (m,0,p1,0). Segue de (2.2.15) que a solugdo desse sistema com valor inicial Yy é dada

por
Q1(t) ZP%H-W, Pi(t) = pi;

Q2(t) =0, Py(t) =0.
Como Q, = P, e P, = L, essa é uma solugdo periddica circular com raio a = p?, e periodo T
dado por (2.2.16).
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Capitulo 3

O meétodo da Média e o estudo de
orbitas periodicas

O Método da Média é uma técnica matemadtica poderosa utilizada para simplificar a
analise de sistemas dinamicos, especialmente quando esses sistemas estdo sujeitos a pe-
quenas perturbacoes. A ideia central do método € substituir o sistema original por um
sistema médio ou "aproximado”, cujas solugdes representam o comportamento médio ou
aproximado do sistema original em um intervalo de tempo longo, permitindo uma com-
preensdo mais clara da sua evolucao.

Esse método é amplamente utilizado em varias dreas da fisica e da matematica, in-
cluindo a mecanica celeste, onde foi aplicado pela primeira vez por Lagrange para estu-
dar o problema dos trés corpos. Ao invés de resolver diretamente as equagdes de movi-
mento, que podem ser muito complicadas devido as interacoes entre as for¢as envolvidas,
o Método da Média permite que se capture a evolucdo essencial do sistema, eliminando

ou suavizando as variacdes de curto prazo.

Além disso, o método ¢ eficaz na analise de sistemas ndo lineares, ajudando a com-
preender a estabilidade das solucdes e o comportamento a longo prazo. Ele também é
uma ferramenta central na teoria das perturbacdes, onde permite a descricao precisa de
sistemas que sdo ligeiramente desviados de um estado simples ou ideal.

Dessa forma, o Método da Média proporciona uma forma eficiente de obter informacoes
qualitativas e quantitativas sobre sistemas dindmicos, especialmente em contextos onde a
resolucao exata das equacoOes ¢ impraticavel ou desnecessdria para entender o comporta-
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mento geral do sistema.

O método da média é aplicdvel a sistemas de equagdes diferenciais na forma:

t=c¢f(x,tye), z€UCR" teR 0<ek], (3.0.1)

com f: R*" x R x R* — R" é C*, com k > 1 limitada, e com periodo T’ > 0 em ¢, e U um
conjunto aberto. O sistema autonomo associado é o sistema médio definido por:

T
Y= 5/ f(y,t,0)dt. (3.0.2)
T 0

O método da média aproxima o sistema original em = pelo sistema médio em
y (3.0.2), que é presumidamente mais simples de se estudar. O sistema médio aproxima
a curva solucdo do sistema inicial & dentro de uma regido compacta e conexa do espago
de fase sobre a escala de tempo 1/e. O comportamento assintdtico do sistema original é
“capturado” pela dindmica da equacao y. Este método garante que, para valores pequenos
de ¢, as solucoes da equacao média e da equacao original permanecem préximas ao longo
de grandes intervalos de tempo.

3.1 Método da Média de Lagrange para Equacoes Diferen-
ciais Ordinarias

O método da média é uma ferramenta poderosa para a andlise de certos tipos de
equacoes diferenciais ordinarias ndo-lineares, especialmente em casos em que métodos

analiticos diretos ndo sao viaveis.

Para isso fazemos uma expansdo da funcdo ndo linear g(x,¢) em série de Taylor em
torno de € = 0.

Considere o sistema perturbado:

&= g(x,e),

comx = (z1,...,7,) € R"e g : R" x R — R", de classe C*, k > 1 finito.
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Agora o nosso objetivo sera trabalhar com o sistema na forma nao perturbado, isto
é, com ¢ = (0 e com base neste novo sistema, encontrar as solucdes aproximadas para o
sistema perturbado.

Quando ¢ = 0, escreva g(z,0) = go(x), entdo, considerando a g uma funcdo analitica,
vem que:

g(x,€) = go(x) + egi(x) + O(?).

Assim, conhecendo as solucbes de & = go(x) queremos encontrar as solucoes de = =
g(x, €) para e suficientemente pequeno.

Desde que ¢ € analitica em x e ¢, em alguma vizinhanca (z,¢) = (z,,0), podemos
expandir a funcao g em séries de Taylor, de forma que:

99

e (z,0) 4+ O(€®) := go(x) + egi(z) + O(€%).

g(z,€) = g(x,0) + €

Portanto,
i = go(z) + egi(x) + O(?).

Quando € = 0, seja zo(t, x) uma solucdo de & = go(z).
Queremos uma solucdo de & = go(x) + €g1(x) + O(e?) da seguinte forma:

T(t, Ty €) = 2o(t, 7,) + €x1 (¢, 20) + O(62). (3.1.1)

O que implica que

(t, xs,€) = To(t, x4) + ed1(t, ) + O(e)
= go(xo(t,x4)) + €1(t, z4) + O(e).

Desde que conhecemos g, e a ordem de ¢, nos resta saber quem sera 7.

Para isto, substituindo a expressdo (3.1.1), referente a x, na equagdo © = go(z) +
eg1(x) + O(e) teremos que:

(t, 2, €) = go(wo(t, z:) + ex1(t, ) + O(?)) + egi(zo(t, z.) + ex1(t, z.) + O(e)?) + Oe).

Que desenvolvendo em séries de Taylor em torno de ¢ = 0, fica:
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‘T(ta Ly E) = 9o ("L‘O(tv ZL'*) + Exl(ta l‘*) + 0(62))
+ 60[51)($0(t, z,) + ex1(t, z.) + O(€?)) Dgy (wo(t, z.) + ex1(t, x) + O(€?)) (z1(t, z4))]
+ €).

Avaliando a expressao em torno de € = 0, vem que

#(t, w4, €) = go (ot 2.)) + €91 (wo(t, 2.)) + Dan (wo(t, 2.)) (21(L, 2.))] + O(e).

Dai, comparando as expressoes

@t xe €)= go(wo(t,xs)) + ex1(t, ) + O(€?), e
#(t, 2er€) = go (vo(t, 24)) + €lg1 (wo(t, 2.)) + Dgu (wo(t, 2.)) (1 (t, 2.))] + O(e),

segue-se que x1(t, z,) deve satisfazer a EDO
71(x) = Dgy(x)x1(x) + g1(2) (3.1.2)
Portanto, resta encontrar as solu¢des da EDO acima, para enfim conhecermos as solucoes

da nossa EDO inicial.

Para isto, note que a EDO referente a 7 (x) é da forma:

&= Az + g(x).

Entfo, ao multiplicar ambos os lados da equacéo acima por e~ vem que:
e = Axe™ 4 g(t)e
subtraindo ambos os lados da equacéo acima por —zAe~4?, segue-se que
de M — pAe M = g(t)e Y,

e, portanto,
d(ze= ) /dt = g(t)e . (3.1.3)

Integrando de ambos os lados da equacéo (3.1.3)) e multiplicando por e teremos que:

z(t) = eAt/g(t)eAtdt.

Substituindo A = Dg;(x) e g(z) = g1(z), obtemos, finalmente, que:
z(t) = eDgl(x)t/gl(t)eDgl(x)tdt,
solucdo referente a (3.1.2))
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3.1.1 Método da Média para o caso periodico

Considere o problema de valor inicial
i =ef(t,x) + g(t,z,e), x(0) = zo. (3.1.4)

Iremos assumir que f(¢,x) é T—periodica em ¢ e usaremos o valor médio para integrais
para introduzir a funcao

T
hi) =7 [ s (3.1.5)

com y sendo mantido constante.

Considere, também, o problema de valor inicial

v =c¢foly), u(0)=x. (3.1.6)

Afirmamos que a funcdo y(¢) representa uma aproximacdo para z(t) da seguinte forma

Teorema 3.1.1. Considere os problemas de valor inicial (3.1.4) e (3.1.6) com x,y,z9 € D C
R™ ¢t > 0.
Suponha que:

a. as fungoes f,g e f /Ox sdo bem definidas, continuas e limitadas por uma constante M
(que independe do ¢) em [0, 00) X D;

b. g é Lipschitziana em x para todo = € D,

c. f(t,z)é T—periddica em t com média fy(x); T é uma constante que independe do ¢;

d. y(t) estd contida em um subconjunto de D.

Entdo, temos que z(t) — y(t) = O(€) na escala de tempo de 1/e¢.

Demonstragdo. As hipoteses de a, b e ¢ garantem a existéncia e unicidades das solugoes

de (3.1.4) e (3.1.6), o fato de 0f/0x ser limitada na segunda varidvel implica em f ser

lipschitziana.

Defina .
1szlf@w—ﬁ@%- (3.1.7)

Como f € periddica, sem perda de generalidade, vamos analisar o caso tq <t < tq+ 7.

para t > t, qualquer e para qualquer y € D.
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[|u(t, y)| | ﬁo fo(y)ds||
f Hf s,y) — fo(y)l|ds
f 1f(s,y H+||fo( )|lds
2Mft ds (por b.)
2M(t—t0)

2MT,

AN I VAN VAN VAN |

Introduziremos agora a transformagdo proxima a identidade.

2(t) = y(t) + eult, y(t))

Dado que y(t) € D, por hipétese, teremos que para cada t > ¢,

[l(t) = y(@)l|

VARVARVANT|

Por outro lado:

e calculando:

O B0 = () — (§(t) + eVult,y(1))
= ef(t,x(t)) + g(t,x(t),€) — y(t) — eVult, y(t))
= ef(t,x(t)) + Eg(t,2(t), ) — y(t) — egpult, y(t) — egyult, y(1)y(t)
= cf(t,x(t) + Eg(t, 2(t),€) — efoly(t)) — egpult, y(t)) — egult,y(t)y(t)
= ef(t,2(t)) + gt 2(t),€) — efo(y(t)) — el f(t,y(t)) — foly)] — ezyult, y(1)y(t)
=e(f(t,z(t) — f(t,yt))) +

com R = e*g(t,z(t),€) — ez ult,y(t))y(t).
Por hipétese, temos que || fo(y(¢))]l, ||f(t,y(t))|| < M, de onde segue que

Como f é Lipschtziana,

£t 2(8) = fFty@)I] - < L[=(t) —y(t
= eL|[u(t, y(1))
< 2eLMT

)|
I
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[Vult, g < [ 1125 (s,0(8) = & foly(t))ds|
< 2MT

Desde que f(x), g(z),u(t,y(t)) sdo funcdes limitadas, segue que

IRl = [|g(t, 2(t),€) — egrult, y(t)y(t)|
< |leg(t, x(t), )l + || st y(t))efoly ()|
< M+ e2MTHT
= (M+2M2T)
=62K

Com K = M + 2M*>T.

Dai,
=) — 2| =, % - dst
_J;OH ——z( )||ds
< eft x(s)) — f(s,2(s)) + K] ds (3.1.8)
<eL | Hx — 2(s)||ds + K [ ds

=eL [, ||z(s) — 2(s)||ds + K (t — to).

Onde usamos as desigualdades anteriores e o fato de f ser de Lipschitz.

Para seguir com a demonstracdo deste teorema, precisaremos introduzir o seguinte
Lema:

Lema 3.1.1. Desigualdade de Gronwall: Assuma que para to < t < tq + a, com a sendo
uma constante positiva, nds temos a seguinte estimativa

/ O(5)6(s)ds + 6 (3.1.9)

no qual, para ty < t < to+ a, ¢(t) e ¥(t) sdo fungdes continuas, ¢(t), 1 (t) > 0; d; e d3 sdo
constantes positivas. Entdo, nds temos que para to <t < tqg+a

B(t) < Gye” o ¥

Demonstragdo: Da estimativa de (3.1.9) vem que:

/¢ s)ds + 05
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Multiplicando ambos os lados por §,%(t) e integrando:

! 1Y(s)p(s)ds !
/to 51 [ (r)(r)dr + 6 =0 /t v(s)ds,

(5l/w ds+53) ln(53<(51/ (s

(51/ w dS + 53 < (536ft0

o que implica que:

Logo:

O que conclui a demonstracdo do Lema.

Por conveniéncia, iremos utilizar a seguinte versdo modificada deste teorema, a qual é
a seguinte:

Lema 3.1.2. Desigualdade de Gronwall: Assuma que para ty < t < tg + a, com a sendo
uma constante positiva, nos temos a seguinte estimativa

6(t) < 51/ 6(5)ds + 0t — to) + 6 (3.1.10)

no qual, para ty <t < to+a, ¢(t) é uma fungdo continua, ¢(t) > 0; 1, I e d3 sdo constantes,
com 61,05 > 0, d3 > 0. Entdo, nds temos que para ty <t < ty+a

92 J
t N e
o) < (o) i - 2
Demonstragdo: Ponha ¢(t) = ¥ (t) — g—f, entdo a estima (3.1.10) se torna

t
(t) S 51/ @Z)(S)dS + % + 63.
to 1

Aplicando o Lema (3.1.1)), vem que:
W(t) < 02 5. ettt
5 )

Substituindo 1 (t) por ¢(t) + d2 /61, teremos o resultado desejado.

Vamos usar o Lema ([3.1.2)) na desigualdade (3.1.8).
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Seja ¢(t) = ||x(t) — 2(t)||, 01 = €L, 6o = 2K (t — ty) e §3 = 0 entdo

o(t) <eL /t B(s)ds + K (t —to) +0

De onde se segue que:

o) — sl = 60) < (25 +0) et — 25

= ¢ (Kot £

(3.1.11)

quando ¢ — 0 na escala de tempo 1/e.

Portanto, se existe K > 0 tal que ||z(t) — y(t)|| < Ke parae — 0, com ¢ty < et =7 < L,
para toda constante L que independe de e.

Note que se reescalamos o tempo 7 = et

a1
dr ¢
dy dydt 1
D _ 9 Z = .1.12
dr dt dr ¢fo(v) € fov) @ )
Logo (3.1.6) se reescreve como
y' = fo(y)

com y = j—ﬁ.

E, portanto, se existe uma solucdo de (3.1.12) y(7) em [a, b] entdo y(et) é solugdo de
(3:1.6) definida em ¢ < ¢ < 2.

Observe que se eL(t — to) fosse limitado por uma constante independente de ¢ entdo
pela desigualdade (3.1.11) teriamos

z(t) — y(t) = O(e) quando € — 0;
Mas eL(t — to) é limitado se ¢ = L. E, finalmente, concluimos a demonstrac¢do do Teorema.
|

Considere novamente a equacdo (3.1.4), e assuma que f(¢,z) e g(t,z,¢) sdo ambas
T—periddicas em ¢. Considere também a equacdo média (3.1.6).

O seguinte Teorema nos diz que, sobre certas condicoes as solu¢des de equilibrio da
equacdo média (3.1.6) corresponderao as solucoes 7'—periddicas da equacao ([3.1.4).
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Teorema 3.1.2. Considere o problema de valor inicial e suponha que:

a. As fungées f, g, 0f /0x, 0*f/0x,;e Og/dx sdo definidas, continuas e limitadas por uma
constante M que independe de ¢ em [0,00) X D, 0 < e < ¢p;

b. As fungoes f e g sdo T—periddicas em t, com T independente de ¢ ;

Entdo, temos as seguintes afirmacoes:

(i) Se p € um ponto critico da equagdo média (3.1.6) e

10f0(y)/0yly=p # 0, (3.1.13)

entdo para |e| > 0 suficientemente pequeno, existe uma solu¢do T —periddica x=(t,€¢) da
equagdo tal que (0, ¢) — p quando € — 0.

(ii) Se o ponto singular y = p do sistema médio possui todos os autovalores com a
parte real negativa, para |e| > 0 suficientemente pequeno, a solugdo periddica correspondente
x(t, €) do sistema é assintoticamente estdvel, e se um dos autovalores tem parte real
positiva, x(t, €) é instdvel.

Demonstragdo. Iremos primeiro demonstrar o item (i), utilizando o Teorema da Funcao
Implicita. Mas, antes disso, iremos impor condicdes sobre a periodicidade da solucdo.

Aplicamos a seguinte mudanca de varidveis:

x(t) = 2(t) + eu(t, 2(t)). (3.1.14)
Dai, derivando com relacao a ¢
= £ eDu(t, 2(0)) + eult, 2(6) (1) (3.1.15)
T =2z eatu 2 eazu ,2(t))z .

Utilizando a definicdo de u(¢, ) em (3.1.7), teremos que

b= 2 70 2(0) ~ So(=(0)] + eoult, 2(0)2(0).

Isolando Z(¢) na equacdo acima e usando a definicdo de & em (3.1.4), teremos

ef(t,z(t)) + gt x(t), ) = 2[I + E%U(t, 2(t)] + ef(t, 2(t)) — efo(2(1)).

Isolando termos, substituindo z(¢) por (3.1.14) e fazendo R(¢, (1), €) = ef(t, z(t)+eu(t, z(t)))+
2g(t, 2(t) + eu(t, 2(1)), €) — f (1, 2(1)), vem que

Z[I + G%U(t, 2(t))] = efo(z(t)) + R(t, 2(t),€) (3.1.16)
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Expandindo [I + eZu(t, 2(t))]"" em séries de Taylor em torno de ¢ = 0, uma vez que
Ou/0z é uniformemente limitada e v é uniformemente limitada , teremos:

I+ e%u(t )t =1~ e%u(t 2(t)) + O(e?) (3.1.17)

Agora, multiplicando ambos os lados da equacéo (3.1.16) por (3.1.17), teremos

= lefo(z(t)) + R(t, z(t), e)][I — G%U(t, z(t))] (3.1.18)

com

R(t,2(t),€) = ef (t, 2(t) + eu(t, 2(t))) — ef(t, 2(t)) + 2g(t, 2(t) + eu(t, z(t)),e)  (3.1.19)

Desenvolvendo a equacdo (3.1.18)), teremos que

Z=c¢€fo(z(t))+ R — 62%u(1§, 2(t)) fo(2(t)) — G%U(t, z(t)). (3.1.20)

Provaremos, agora que R(t, 2(t), €) tem ordem €2, isto €, que ||R(t, z(t), €)|| < €2C, com

C constante.

Isolando o € em (3.1.19) e aplicando a norma, teremos

1R(t, 2(2), )| = ell (2, 2(2) + eult, 2(1))) — f(t 2(2)) + €g(t, 2(t) + eu(t, 2(1)), €)]| (3.1.21)
Desde que f(¢,x) é Lipschitziana em z,

LF (2, 2(2) + eult, (1)) — (£, 2)]] = L||=() + EU(T, 2(t)) — 20|
|

e, portanto, temos que:

1f(t, 2(t) + eult, 2(2)) — f(t. 2)[| < eLl[u(t, 2())]]- (3.1.22)
Além disso,
lu(t, 2)l] = !Tf Jo(z(t))ds||
Sf IIftZ Jo(z(t))l|ds
< f M—I—Mds
= 2Mf0 ds
= 9MT,
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de onde temos que
[lu(t, 2)|| < 2MT. (3.1.23)

De (3.1.22) e (3.1.23) temos, finalmente que

| f(t, 2(t) + eult, z(t))) — f(t,2)|] < 2LMT. (3.1.24)
E finalmente, utilizando a equacao e a limitacdo da g, teremos que
|R(t,2(t), €)|| < e(2LMT + eM) = €C, (3.1.25)
onde C' = M(2LT +1).

E entdo, podemos escrever Z como

2 =efo(2(t)) + R(t, 2(t),€) — EQ%U(t, 2(t) fo(2(1)) + O(€*),  2(0) = x(0) (3.1.26)

Introduzindo uma mudanca de varidvel no tempo 7 = €t, obteremos que

d_T = € : i — li
dt dr  edt
De forma que, se
dx . dx 1 7
T f(t,z), entdo i gf(?l') (3.1.27)

Dali, seja y(7) = z(et), teremos que:

d dz, d
d—j(et) - d—j(ewd—; - %fo(z(et))e = foly(r)). (3.1.28)

E, portanto:
Y= (). ¥(0) = =(0). (3.1.29)

O que introduz uma aproximacao da solucdo de (3.1.26) com erro de ordem O(¢), uma
vez que R = O(¢?), na escala de tempo £ em ¢.

Dali, seja x(t) como definido em (3.1.14)) e y(7) = z(et), entdo, claramente

na escala de tempo 1.
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Retornando as condi¢oes de periodicidade, iremos impor mais uma para enfim acabar

a demonstracdo da parte (i). Seja z descrito em (3.1.26)), como R(t, z(t), €) = O(€?), entdo,
reescreva:

2 =efo(2(t)) + €S(t, 2(t), €), (3.1.30)

com S(ta Z(t)a E) = €L2R(t7 Z<t)7 6) o %U(t, Z(t))fo(Z(t)) + O(E)
Associado ao sistema ([3.1.30)), temos a solugdo integral:

t
/fo ))ds + € / S(s,z(s),€)ds. (3.1.31D)
0

Basta derivar com respeito a t e utilizar o Teorema Fundamental do Célculo para se chegar

a equacao (3.1.30).

Se supusermos que a solucdo (3.1.31)) for periddica, entdo z(t + T') = z(t)Vt > 0, em
particular, z(7') = z(0), de onde segue que

0= 2(T) [/ folz ds+e/T5(s,z(s),e)ds].

Desde que ¢ # 0 entdo segue que fOT fo(z(s))ds + efOT S(s,z(s),€)ds = 0.

Chamamos a equacdo acima de equacdo de periodicidade. Definimos:

T
/ fo(z ds+6/ S(s,z(s),€)ds. (3.1.32)

Dai, suponha que y = p € um ponto critico do sistema médio y = €f(y) e

det 2o £ 0. (3.1.33)
Oy ly=p

Entdo, teremos que:
1. h(2(0) =p,0) =0
2. %h(z(()) =p, 6)‘ =5 [fo fo(z(s)) +€S(s, 2(s ),e)ds] )

z(0)=p, e= 2(0)=p, e=0

9 0
= /0 &fo(z(s))ds (0)=p = &fo(p)T

Assim: 5 9
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E, portanto, pelo Teorema da Funcéo Implicita existe uma tnica funcdo z = z(e) tal que

r(t+T)=20t+T)+eut+T,2(t+7T)) = =2(t) +elt, 2(t) = x(t), V.

Para a demonstracdo da parte (ii), precisaremos primeiro, de alguns resultados preli-
minares, de sistemas lineares de equacoes diferenciais ordindrias.

Consideremos o sistema diferencial linear :
i = Az, (3.1.34)

com A sendo uma matriz constante n x n, e x um vetor de R”. Os autovalores A, ..., A,, do
sistema ([3.1.34) s@o os zeros do polindmio caracteristico det(A — AId).

Se os autovalores )\, sdo todos distintos, com autovetores e, para k = 1, ..., n, entao:

et para k=1,..,n,
sdo as n solugoes independentes do sistema (3.1.34).

Assuma agora que nem todos os autovalores sdo distintos, além disso, suponha que o
autovalor A\ tem multiplicidade m > 1. Entdo A\ gera m solucdes independentes do sistema
(3.1.34) na forma

Poe, Pi(t)eM, ..., Py (t)eM,

com P;(t) parai = 0,...,m — 1 sdo polindbmios de grau no maximo i.
Com n solucdes independentes xy(t), ..., z,,(¢) do sistema (3.1.34) contruimos a matriz

O(t) = (21(t), .., (1)),

a qual chamamos de matriz fundamental do sistema (3.1.34). Cada solugdo z(t¢) deste
sistema pode ser escrita como z(t) = ®(t)c, com ¢ sendo um vetor constante. Além disso,
a solucao z(t) tal que z(ty) = =, é dada por:

z(t) = ®(t)D(to) 0. (3.1.35)



Usualmente escolhemos a matriz fundamental ®(¢) de tal forma que ®(¢,) = Id. De
(3.1.35) e da forma explicita das solucoes independentes do sistema (3.1.34)), temos o
seguinte resultado:

Proposicao 3.1.1. Consideremos o sistema diferencial linear © = Ax, onde A é a matriz

constante n X n.com autovalores A, ..., \,. Entdo, as seguintes aformagoes sdo vdlidas:

(a) Se Re\, < 0 para k = 1,...,n, entdo para cada solugdo z(t) tal que x(ty) = z existe
duas constantes positivas C' e i satisfazendo

e(D]] < Cllzolle™ e lim x(t) =0

(b) Se Re\, < 0 para k = 1,...,n e os autovalores com Re\, = 0 sdo diferentes, entdo a
solugdo z(t) é limitada para t > t,. Mais precisamente

|lz()|| < C||zo]| com € > 0.

(c) Se existe um autovalor A\, com Re), > 0, entdo em cada vizinhanga de x = (0 existe solugcdo
x(t) tal que
lim ||z (t)|| = oo.
lim ()]
Sobre as premissas da afirmacdo (a) da proposicdo acima, a solucdo x = 0 é chamada
¢ chamada assintoticamente estdvel. Sobre as premissas da afirmac¢do (b) da proposicao
acima, a solucao x = 0 é chamada de Liapunov estavel. E, finalmente, sobre as premissas

da afirmacdo (c) da proposicao acima, a solucao = = 0 é chamada instdvel.

O seguinte resultado é conhecido como Teorema de Poincaré-Liapunov:

Teorema 3.1.3. Considere o sistema diferencial
&t =Ax+ B(t)z + f(t,x), x(ty) = wo, (3.1.36)

comt € R, A é uma matriz constante n x n possuindo todos os autovalores com parte real
negativa, B(t) é uma matriz continua n x n tal que lim;_,, ||B(t) = 0||. A fungdo f(t,z) é
continua em t e x, e Lipschitiziana em x em uma viginhanga de x = 0. Se

f(t,x)

lell=0 |||

=0 uniformemente em t,

entdo existe uma constante positiva C, to, § e p tal que ||xo|| < 6 implica que
2(t)]] < Cllzolle ¢ para ¢ > t,.
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A solucdo x = 0 € assintoticamente estdvel e a atragdo é exponencial em uma §—viginhanga
de x = 0.

Demonstragdo. Pela proposicao (3.1.1)), temos uma estimativa para a matriz fundamental
do sistema diferencial
O(t) = Ad(t), B(ty) = Id.

Desde que todos os autovalores da matriz A tem parte real negativa, entdo existem cons-
tantes positivas C' e p tal que

|®(t)|] < Ce#olt=t)  para t > t,.

Das premissas sobre a f e B para §, > 0 suficientemente pequeno, existe uma constante
b(dp) tal que se ||z|| < 0y entdo

[LF (&, 2)[] < b(do)|x]| para & > to;
e se t é suficientemente grande
[|B(t)|| < b(dy), para t > t.

O Teorema da Existéncia e Unicidade afirma que em uma vizinhanc¢a de x = 0 a solucao
do problema de valor inicial (3.1.36)), existe para ¢, < t < t,. Essa solucao é definida para
todo t > .

Afirmamos que o problema de valor inicial ([3.1.36]) é equivalente a equacao integral
t
z(t) = ®(t)xo +/ O(t — s+ to)[B(s)x(s) + f(s,z(s))]ds. (3.1.37)
to

De fato, a matriz fundamental ®(¢) do sistema diferencial # = Az pode ser escrito como
®(t) = eAt=%), Dai, substituindo = = ®(¢)z no sistema diferencial (3.1.36]), obteremos

%f)z FB(t): = AD(t)z + BH)D(1)= + f(t, B(1)2).
Desde que d®(t)/dt = AP(t) nds temos que
F=0) ' B{t)®(t)z + O(t) T f(t, D(t)2).

Integrando esta expressdo de ¢, a ¢t e multiplicando por ®(t), teremos (3.1.37), o que
queriamos.

Usando as estimativas para ¢, B e f, temos

84



@] < [[S@I] ol + /t 12 = s + L) [[ B [lz()]] + [1f (s, 2(s))l[] ds

to

t
< CemHot=t0)| | 3] | —i—/ Ce "=9)9p| |2 (s)||ds
0

paraty <t <ty <t;. Portanto

t
N fa(t)]| < Cllaol] + | Cee 28] ja(s) s,

to
para ty < t < t; com ¢, sendo determinado pela condicdo ||z|| < ¢y. Usando agora, a
Desigualdade de Gronwall, proposi¢do (3.1.1), com ) (t) = etot=0)||z(t)||, 6, = C2b, 5y =
C?2b||zo|| € 63 = 0, vem que

et |2 (1)|| < C|fa| [Pt (3.1.38)
ultiplicando ambos 0s lados da expressao . aclima, por e 0120 , vem que
Multiplicando amb lados da expressdo (3.1.38) acima, por eto(t—to) q
[|2()]] < Clfar|[e27Ho)t=t0)

Se 4, e consequentemente b, forem suficientemente pequenos, nds teremos que p = jig —
C'2b é positivo, e a desigualdade da afirmacdo do teorema se segue para t € [to, to].

Finalmente, escolhendo ||z¢|| de tal forma que ||zo|| < dy, entdo ||x(¢)|| decresce, e,
consequentemente, a solu¢do x = 0 é assintoticamente estdvel e a atracdo é exponencial
em uma § — vizinhanca de x = 0.

Retornando ao teorema (3.1.2)), agora que estabelecemos os resultados preliminares
para sistemas lineares, vamos aplicar isso ao problema original.

Se p é um ponto singular do sistema médio §y = fy(y) e todos os autovalores do sis-
tema associado em y = p possuem parte real negativa, podemos concluir que o ponto p
€ assintoticamente estavel. Ou seja, a solugdo y(¢) do sistema médio tende a p conforme
t — 00.

A partir da mudanca de variaveis z(t) = y(et) na equagdo z = efy(z) + O(e?), como ¢ —
0, o comportamento do sistema médio predomina. Portanto, para ¢ > 0 suficientemente
pequeno, a solugdo periddica z(t,¢) do sistema perturbado original também sera
assintoticamente estavel devido a estabilidade de p no sistema médio (3.1.6).

Por outro lado, se um dos autovalores do sistema linearizado em p possui parte real po-
sitiva, o ponto p sera instavel. Isso implica que pequenas perturbacoes levarao as solucoes
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a se afastarem de p, e, consequentemente, a solucdo periodica z(¢,¢) do sistema original
também serd instdvel para e suficientemente pequeno.

Assim, a estabilidade da solu¢do periddica xz(t, €) do sistema original estd diretamente
ligada a estabilidade do ponto critico p do sistema médio, completando a demonstracao
do item (ii).

Como Aplicacdo do Teorema ([3.1.2) , no proximo capitulo vamos obter um resultado
para o estudo de drbitas periddicas em certos sistemas hamiltonianos perturbados.

Existem uma série de problemas classicos em equacoes diferenciais ordindrias em que
pode-se usar o Teorema para o estudo de drbitas periddicas. Por exemplo, a
equacdo de Von der Pol, modelos de osciladores lineares forcados. Recomendamos ao
leitor, que deseja se aprofundar no método da média para Orbitas periddicas consultar as
referéncias [27], [24], [9] e [22].

Nesta dissertacdo, nosso objetivo € obter versdes do método da média para sistemas

hamiltonianos, por esse motivo nao nos estendemos na discussao e aplicacoes do Teorema

(3.1.2) para EDOs.
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Capitulo 4

O método da Média e orbitas periddicas
para Sistemas Hamiltonianos

O Método da Média é uma ferramente matematica poderosa, utilizada para simplificar
equacoes diferenciaveis em sistemas dinamicos, especialmente quando lidamos com siste-
mas periddicos ou quase periddicos. Em sistemas hamiltonianos, ele é bastante util para
estudar o comportamento de longo prazo em sistemas perturbados.

Comecamos com um resultado, que consiste numa aplica¢do do Teorema no caso
de sistemas hamiltonianos. Este resultado pode ser encontrado em [16].

Consideraremos a seguinte classe de sistemas hamiltonianos nas varidveis acdo-angulo:
H(Iy, Joy ooy Jny 01, @o, .., @) = Ho(Lh) + €Hy (11, Jo, ooy T, 01, Po, ..., D), (4.0.1)

onde [ = (I, Js,..., J,) € 0 = (01, Do, ..., D,,) sdo vetores de R", e H = Hy + eH; é de classe
C*, k > 1, 2n—periédica em 6.

Diremos que o termo Hy(/;) é o Hamiltoniano nao perturbado, e que H,(I,6) é o
termo de perturbacdo, com e sendo o parametro pequeno que controla a magnitude da

perturbacao.

Utilizando de (1.1.1)), concluimos que o sistema hamiltoniano associado é:

= OH .

P )

J; = —€5pr, =21 4.0.2)
) — 17/ OH; . oM.
0, =Hy(L;) + €57

D, =€%Ii1, 1=2...,n;
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com H| sendo a derivada de H, com respeito a /;. Podemos observar que os termos de
perturbacdo H,; aparecem em todas as equac¢oes, modificando o comportamento do sistema
a medida que e se torna pequeno; também nota-se que H|, influéncia apenas a dinamica
de 6.

Os proximos resultados nos dao condicdes suficientes para que encontremos Orbitas
periddicas do sistema hamiltoniano associado ao hamiltoniano (4.0.1).

A proxima etapa consiste em “eliminar” a dependéncia explicita do 6, para focar na
evolucdo de longo prazo das variaveis I .

Para isso, defina, analogo a (3.1.5), a média do Hamiltoniano perturbado H;, ao longo
de um periodo de movimento em 6:

B 1 2
H(I)=— H,(1,0)do, (4.0.3)
T Jo
Essa média simplifica a dependéncia de 6;, resultando entdo em um sistema diferencial
mais facil de se analisar. Tal sistema resultante (associado a funcdo média (4.0.3))) é dado

por:
an = € 0H, € .
00,  Hy(Hy (o)) 9% iy fi-1(1 ), i =20 o
@ — e oM _ E f (J 9) i . 0.
00, HA(Hy H(ho)) 9J: Hy(H, L) 1 i+n—2\ 1Y) s eeey T

onde consideramos que (J,0) = (Js, ..., Jp, P, ..., P,,). Este sistema descreve a evolucao
das variaveis J e ¢ e estd restrito ao nivel de energia H = hy. Isto é:

ho = H0(11> +€H1(I,9), (405)
onde Hy(1;) é o hamiltoniano ndo perturbado e H;(/, ) é o termo de perturbacao.
Note ainda que H, é uma funcao real definida em um intervalo aberto de R, isto é,

Hy: (a,b) — R;

Desta forma, H)(H, ' (hy)) estd bem definida.

De fato, o sistema (4.0.4) estd no nivel de energia H(I,0) = hy € R, de maneira que
H; ' é um difeomorfismo em uma vizinhanca de h. Pelo Teorema da Funcfo Inversa:

H:ho :H[)(Il) — Ho_l(ho) = 1.
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O proximo Teorema ird garantir a existéncia de uma familia 2r—periddica de solucoes.

Teorema 4.0.1. Considere a fungdo hamiltoniana (4.0.1) com H{(I;) # 0. Se € # 0 € sufici-
entemente pequeno e py = (J3, ..., JO, ®9, ..., ®%) = (Jy, Do) é um ponto critico ndo-degenerado

o JY
do sistema (4.0.4), isto é,

£ 0.

(4,2)=(Jo,®0)

afl) LR f2n—2
det( o(J,0) >

Entdo, existe uma familia 27— periddica (na varidvel 0) de solugoes, do sistema hamilto-
niano associado a fun¢do hamiltoniana (4.0.1)), dada por:

1e(0) = (1(8,€), Jo(0,€), s Ju(8,€), Bo(B, €), ..., B(8, ), (4.0.6)

onde
Ye(0) = (Hy ' (ho), J3, ..., JO, @5, ..., &%)

s Im

a medida que ¢ — 0.

Demonstragdo. O sistema hamiltoniano associado a funcéo (4.0.1)) é escrito como (4.0.2).
Agora tomamos #; como uma varidvel independente e fixamos o nivel de energia

H = hy.

Usando o Teorema da Funcdo Implicita na equacgédo (4.0.5), obtemos uma expressao
para I, em termos de hq € ¢, da seguinte forma:

Il = Ho_l(h()) + O(G)

Convém notar que H; '(hg) tende a I, a medida que ¢ tende a zero, que é a solugdo
correspondente ao sistema nao perturbado (isto é, sem o termo referente a H;.) Agora,
substituimos essa expressao de /; no sistema médio associado ao Hamiltoniano pertur-
bado, que foi dado pela equacio (4.0.4). Note que o sistema esta na forma do
Teorema [3.1.2]

Desta forma, dado um ponto critico ndo-degenerado (.Jy, ®,) do sistema médio, ou seja:

o ()

#0,

(Jo,%0)
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entdo existe uma familia de dérbitas periddicas préximas ao ponto (Jy ®y) para € pequeno.
Assim, existe uma solucao periddica 7. () tal que:

Ye(0) = (1(0,€), Jo(0,€), ..., Jn(0,€), a0, €), ..., (0, €)), (4.0.7)
com a condi¢do de que, no limite ¢ — 0,

7e(8) = (Hy (o), I3, oy I, Y, ..., BY).

Ou seja, as solucdes periddicas do sistema perturbado tendem as solucdes do sistema
ndo perturbado conforme o paradmetro de perturbacdo ¢ se aproxima de zero, e assim
concluimos que existe uma familia de solucoes periddicas para o sistema hamiltoniano
perturbado. [

4.1 O Teorema de Reeb

Nesta secdo enunciamos e demonstramos o Teorema de Reeb, resultado originalmente
encontrado em [23] e sua versdo mais moderna para sistemas Hamiltonianos pode ser
encontrado em [28]. O Teorema de Reeb é uma versdo mais simplificada do Teorema da
média para orbitas periddicas em sistemas Hamiltonianos, pois ndo exige um escalona-
mento prévio no tempo, ao construir o sistema de equagoes associados a funcao média.
Nesta secdo vamos enunciar e provar este Teorema e apresentar duas aplicagoes em sis-
temas Hamiltonianos perturbados com dois graus de liberdade. Escolhemos dois pro-
blemas que sdo pertubacdes do problema de Kepler no plano. O primeiro, consiste em
uma perturbacao de um problema classico do &tomo de hidrogénio onde sdo consideradas
forcas externas devido a presenca de um campo elétrico e um campo magnético.

A aplicacdo do Teorema de Reeb estd sustentada na existéncia de uma funcao Hamil-
toniana perturbada em que existe uma coordenada ciclica § e sua conjugada I, de ma-
neira que a parte nao perturbada dependa unicamente da varidvel / (e possua Orbitas
periddicas). Mais explicitamente, considere o sistema Hamiltoniano autonomo com n
graus de liberdade cuja funcdo Hamiltoniana é dada por

H(I,0.y.€) = Ho(I) + eHi(I,y) + O(€), (4.1.1)

onde Hy, H, : W C R* — R sio func¢des analiticas em (7,60,y) e ¢, a varidvel § é uma

varidvel angular médulo 27. Mais precisamente, (I,6) € T'S', y € O C R?*"2 sdo coorde-
. 7, . 7 . . 8H

nadas simpléticas. Além disso, assumimos que w([) = — # 0.
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Denotamos por ¢y(t) a solucdo do problema ndo perturbado associado a funcdo Ha-
miltoniana (4.1.1)), isto é, a solucdo do sistema associado a com ¢ = 0. E facil ver
que se (/,6,y) é uma condicdo inicial, entdo qualquer solucdo com tal condicdo inicial é
periodica e dada por

wo(t) = (I,wt+0,y), (4.1.2)
cujo periodo é T =T'(I) = 2=,

A esséncia do método que descreveremos detalhadamente a seguir, consiste em consi-
derar a funcdo Hamiltoniana dividida em uma parte nao perturbada e uma parte pertur-
bada, onde as solucoes da parte ndo perturbada sdo peridédicas. Entdo o sistema Hamil-
toniano associado a parte perturbada pode ser reduzido em duas dimensoes, reduzindo
um grau de liberdade do sistema original. Os pontos criticos ndo degenerados do sistema
reduzido estao associados a familia de drbitas periddicas do sistema completo.

O sistema Hamiltoniano associado a funcao Hamiltoniana (4.1.1) é dado por

I =0(e)
0 =w+ 6% + O(e?) (4.1.3)
g =eIV,Hi(I,y)+ O(e)

I .
1 0). O sistema

where J é a matriz (2n — 2) x (2n — 2) anti-simplética J = (
g = eIV, H\(I,y) + O(e)
em R?"~2 é chamado de sistema reduzido, o qual claramente é um sistema Hamiltoniano.
Antes de enunciar o Teorema de Reeb, consideramos algumas notacoes e defini¢oes.
1. Denotamos por Y, = JVH,(/) o campo de vetores associado ao sistema Hamiltoni-

ano ndo perturbado com funcdo Hamiltoniana H, cujo fluxo é oy(¢);

2. Seja I C R um intervalo de maneira que cada h € I é um valor regular de H,
e No(h) = Hy'(h) é um feixe de circulos conexos e compactos sobre o espago
das 6rbitas B(h) C R?*~! (que chamaremos de espaco reduzido) com projegio 7 :

No(h) — B(h).
3. Assuma que todas as solugdes de Y, = JVHy(I) em Ny(h) sdo periddicas.

4. Seja Y. = JVH(I,0,y,¢) o campo de vetores associado a funcdo Hamiltoniana
(4.1.1) cujo fluxo serd denotado por p(t,€) = (I(t,€),0(t,€),y(t,€));
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5. N. = H~!(h) uma perturbacéo do nivel de energia;

Denotamos por H a funcdo média associada a H;, a qual é dada por:

Aly) = % /0 " H (oot 4.1.4)

Desta forma estamos pronto para enunciar o Teorema de Reeb.

Teorema 4.1.1 (Teorema de Reeb). Se H possui um ponto critico ndo degenerado vy, € B(h)
com p = 7 (yo) € No(h) entdo existem funges diferencidveis p(e) e T(¢) definidas para e
suficientemente pequeno com p(0) = p, T(0) =T, e p(e) = 7' (y(e)) € N, e a solugdo de Y.
com condigdo inicial p(e) é T'(e¢)—periddica.

Demonstracdo. Considere o sistema (4.1.3). Para h e 6, fixados, consideramos a secdo
transversal 3 : 6 = 6, e a secdo transversal no nivel de energia h como 0 = X NN (h). O
tempo de retorno 7, para 6 variar de 6 = 0, até 6§ = 0, + 27 necessita ser calculado usando
a equaciio em 0 e integrando entre t = 0 e ¢ = T.. Desta maneira,

Te X Te Te
Gdt—/ wdt—e/ %dt%—(’)(?) —  0(T.) — 6(0) :wTe—eT%—i-O(g).
0 0 0

“ oI
(4.1.5)
Da equacao (4.1.5)), obtemos que
OH
2 = (w—e—=—= | T. + O(?), (4.1.6)
ol
ou equivalente,
2T
T. = ——=— + O(e). 4.1.7
o ezm o) @17
Desenvolvendo a ultima equacgdo em série de Taylor centrada em ¢ = 0, obtemos que
2m 2 8H1 2

Considere y € o com 6 = 6, e fixe o nivel de energia K, = h. Segue que

h =K. = Ho(I)+ eHi(I,y) + O().

dHo(I)
ol

e suficientemente pequeno, podemos escrever

Usando o fato que # 0 e usando o Teorema da Funcao Implicita, obtemos que para

I =1(0y,y,¢) = Hy'(h) + O(e). (4.1.9)
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De fato, considerando a funcéao

f(I,€) = —h+ Ho(I) + eH,(I,5) + O(e?),

__ O0Hy

verifica-se facilmente que f(/,0) =0e %(I ,0) = 5~ # 0. Aplicando o Teorema da Funcéo

Implicita segue a afirmacao.
Agora, consideramos a aplicacdo de Poincaré em o,

P: o—o

y s Py,e) =y + JVH(I,y) + O(e?) (4.1.10)

Se existe ¢ € o tal que £ é um ponto fixo de P, ou seja, P.(£) = &, entdo ¢ da origem a uma
solucdo periddica do sistema completo (4.1.3). De fato, se P.(£) = &, a condicdo inicial que
da origem a uma solucgdo periédica do sistema é z = (I,6y,&) no conjunto K, = h.
A componente [ é calculada usando (4.1.9)). Além disso 6(t+7T.) = 6(t)+2m, onde T, (dado
em é o tempo do primeiro retorno a secdo transversal . A periodicidade de I(t)
segue usando a relacdo de energia e usando a periodicidade da fun¢do Hamiltoniana H na
variavel 0 (H é 2w-periddica na varidvel #). Para concluir a demonstragédo da existéncia de
condicdes iniciais que geram as solucdes periddicas, definimos a funcao

F(y,e) = P(y,e) —y =TV, H(y) + Ofe).

Agora aplicamos o Teorema da funcéo Implicita. Usando as hipdteses obtemos que F'(y,,0) =
0 e por outro lado,

Dy F(y, 6)|y:yo7e:0 = DZ/HI(yO) # 0.
Entdo usando o Teorema da Funcdo Implicita, obtemos a existéncia de tnica curva dife-
rencidvel y = y(e) tal que y(0) = 0 e F(y(e),e) = 0, ou equivalente P.(y(e),e) = y(e).
Assim, concluimos a demonstracao do Teorema. [

4.1.1 Perturbacoes planares do Problema de Kepler

Nesta secdo vamos considerar o problema que consiste em perturbacoes planares do
problema de Kepler. Com o uso de coordenadas apropriadas, vamos obter um resultado
(consequéncia do Teorema de Reeb) para obter solucoes periddicas do problema pertur-
bado como continuacgao de solucoes do problema de Kepler.
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Considere o problema associado a funcao Hamiltoniana analitica, que tem a forma

H = H(q,p,€) = Ho(q,p) + €*Hi(q,p) + €*" Hr(q, p,€), (4.1.11)

cujo sistema Hamiltoniano é dado por

OH - 0OH
= %7 P = _8_q’
com q = (z,y) € R*\ {(0,0)}, p = (ps,py,) € R? o« € N. Quando ¢ = 0, a funcéo
Hamiltoniana se reduz a

q (4.1.12)

lpl* 1
2 dll

a qual corresponde ao problema de Kepler bidimensional. As funcées perturbadas H,(q, p)

HO(q7 p) =

e Hg(q, p, €) sdo ambas analiticas.

Muitos problemas em sistemas Hamiltonianos foram estudados sob sistemas pertur-
bados da forma dada por (4.1.11). Para referéncias em aplicacbes veja [2, [11] e as
referéncias citadas neles. Veremos dois destes problemas nas préximas secoes. O pri-
meiro deles, consiste no problema do Atomo de Hidrogénio sob acéio de forcas externas
Este problema encontra-se formulado em [2], onde os autores estudaram a existéncia de
orbitas periddicas simétricas usando o método de continuacao analitica de Poincaré. Nesta
dissertacdo vamos mostrar que as mesmas solucdes do problema de Kepler que foram con-
tinuadas a solucdes periodicas no problema perturbado em [2], geram solucdes periddicas
usando a técnica da média. A segunda aplicacdo, consiste no problema anisotrépico de
dois corpos com potencial do tipo Manev, cujo estudo de érbitas periddicas foi realizado
pelos autores em [11]].

Para estudar solugoes periodicas préximas a solucoes elipticas do problema de Kepler
vamos usar as coordenadas de Delaunay.

A funcao Hamiltoniana H, em coordenadas mistas, polares e elementos de Delaunay,
¢ uma funcdo que depende explicitamente das varidveis polares r e 6, onde § = f + ¢
e das varidveis L e (G. Recordamos que a relacdo explicita entre coordenadas polares e
cartesianas € obtida através da seguinte transformacao

r =rcosb,
y =rsinb,
pe = Rcosf — %sin&, (4.1.13)

py = Rsinf + %cos@,
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A funcéo (4.1.11), em coordenadas polares assume a forma

H( )—R—2+QQ—1+°‘H( 0,L,G) + O(e*t) (4.1.14)
q,p,€) = 9 2T2 r € 1\", v, L, € ) ot
onde # = f + g e f é a anomalia verdadeira. A funcao perturbada ( problema de Kepler)

em coordenadas de Delaunay assume a forma

R G? 1 1
Hy=—+-———-=——. .1.15
¥ R Y (4.1.15)
A fim de calcular a funcdo média, primeiro, eliminamos a dependéncia de H; em (4.1.14)
das variaveis r e f, utilizando as relaces auxiliares entre as anomalias e a varidveis pola-
res.

a(l —e?) cosE —e V1—e?sinFE
= - nf—=—+v— -°> - - /1-G?/I2,
r 1+ ecosf cos f 1—ecosE sin.f 1—ecosE c /
(4.1.16)

sendo F a anomalia excéntrica. Veja mais detalhes em [2]]. Usando as relaces acima, a
funcdo Hamiltoniana (4.1.14) assume a forma

M= b+ Hi(F,g,LG) + O@). (4.117)

Usando a equacao de Kepler
({=F —esink,

segue que d! = (1 — ecos E)dE. Entdo podemos calcular a funcdo média, a partir da

variavel angular ¢, donde com a mudanca de variaveis na integracao acima, obtemos

2 2m
= [ g .Gy = = [ HA(E, g L.G)(1—ccosE)AE.  (4.1.18)
27 0 27 0

Desta maneira, nas coordenadas de Delaunay (¢, g, L, G) o sistema reduzido, associado
a funcdo Hamiltoniana (4.1.18)), assume a forma

iy _om
dt 86: (4.1.19)
wc _on
dt  0g

Obtemos entdo o Hamiltoniano normalizado, apos a eliminacdo da anomalia média /,
cuja expressao €
H(g,L,G) = Ho(I) + €*Hi(g, L, G) + O (e*™). (4.1.20)
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Temos entdo o seguinte resultado como consequéncia do Teorema de Reeb para siste-
mas Hamiltonianos (veja maiores detalhes nas referéncias [17] e [23]]).

Teorema 4.1.2. Considere o sistema diferencial médio nas varidveis de Delaunay,
restrito ao nivel de energia H = h (h < 0).

Se p = (g0, Go) = (g5, Gy) € um ponto critico isolado ndo degenerado da fun¢do média
(4.1.18), entdo existem fungées analiticas p(e) = (¢(€), g(€), L(€), G(€)) e T(¢) definidas para
¢ suficientemente pequeno, tais que p(0) = (lo, g5, 1/vV/—2h*,GE) e T(0) = T = 2rwL3, de
modo que a solugdo de através de p(e) é T'(¢)-periddica.

Demonstragdo. No que se segue, denotamos por

p(?f, 6) = (ﬁ(t, 6)7 g(t, 6)? L(tv 6)? G(t> 6))7

uma solucdo do sistema (4.1.12) em coordenadas de Delaunay, ou seja, uma solucao do
problema associado a funcdo Hamiltoniana (4.1.20)). Ainda, denotamos por ¢(¢) a solucéo
periddica Kepleriana associada ao ponto critico p. Se p(t,¢) é uma solucdo periddica do
sistema perturbado (4.1.12) nas coordenadas (¢, g, L,G) tal que p(t,0) = o(t) = (bo +
t/L3, g5,1/v/—2h*, Gy), as equacOes de movimento associadas sdo dadas por

0=+ Oet),  L=0(e), (4120)

0

g:e%—i—O(eo‘), G = —6%—1—0(66“).

Resolvendo o sistema (4.1.21]) obtemos a aproximacao da solucao periodica dada por
Ut e) =Ly +t/L3+ O(e*), L(t,e) = Lo+ O(e"),

(4.1.22)
g(t,€) = g5 + O(e”), G(t,e) = Gj+ O(e*).
O restante do resultado segue do Teorema de Reeb [

Observacao 4.1.1. As coordenadas de Delaunay, ndo estdo definidas numa vizinhaga de uma
solugdo circular do problema de Kepler (L = |G|).

4.2 Aplicacio: Atomo de Hidrogénio sob acio de forcas
externas

Consideramos um sistema atoOmico simples, nomeadamente o &tomo de hidrogénio, que
interage com campos externos independentes do tempo, que incluem campos elétricos e
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magnéticos. Nesta formulacdo, o campo magnético é geralmente aplicado perpendicular-
mente ao plano zy, enquanto o campo elétrico estatico é aplicado ao longo do eixo z.
Indicamos ao leitor as referéncias [2], [8] ou [12] para mais detalhes sobre a formulacao
deste problema. O problema, em coordenadas cartesianas, € formulado matematicamente
pela funcdo Hamiltoniana:

2

1 1 B
H(2,y,pe,py) = (07 +0) — ——=—= + = (ypo — 2p,) + —(* +4°) — Fz, (4.2.1)
g\ Y /—;1:2+y2 2 Y 8

a qual chamaremos de fun¢do Hamiltoniana AHEM. Esta funcdo Hamiltoniana depende

o3

de dois pardmetros B e F. O termo Fz é o potencial eletrostatico que descreve o efeito
Stark, enquanto os outros termos com o pardmetro B se referem ao efeito Zeeman linear e
quadratico (ver [8] para mais detalhes sobre a definicdo das constantes fisicas). Conside-
raremos o problema do atomo de hidrogénio onde as forcas devidas aos campos magnético
e elétrico sdo muito pequenas. Ou seja, vamos considerar os parAmetros B e F' da seguinte
forma

: B = 2Be, F = e,

onde ¢ é um parametro pequeno. Considerando este escalonamento, a funcdo Hamiltoni-

ana (4.2.1)) assume a forma:

1
H('r7y7p:v7py) = _(pg% +p§> -

1 B
5 ¢ [B(yp: — xp,) — 2] + €=(2* + ). (4.2.2)

2 +y 2
Para mostrar a existéncia de solugdes periddicas, vamos aplicar o Teorema de Reeb

A funcao Hamiltoniana (4.2.2), nas variaveis de Delaunay e em termos da anomalia
Excéntrica assume a forma:

H = —# + €Hi(E,g,L,G) + O(e*). (4.2.3)

onde, a funcdo Hamiltoniana #, é dada por:
%I(Euga Lu G) = —BG — TVCOS(f + 9)7

= —BG + L*y (V1 — e?sin E'sin(g) + cos(g)(e — cos E)) , @29
Calculando as integrais que envolvem a funcdo média acima, obtemos:
/OT Hi(E,g9,L,G)(1 —ecos E)dE = — /027T BG(1 —ecos E)dE
(4.2.5)

27
+/ L%y (msinEsin(g) + cos(g)(e — cos E)) (1—ecos E)dE
0
= —27BG + L*(3my\/1 — G2/L?cosg).
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Desta maneira, obtemos que a funcdo média é dada por:
H="H(9,G) = —27BG + L*(3myy/1 — G2/ L2 cos g) (4.2.6)
Temos o seguinte resultado, sobre a existéncia de solugoes periddicas do sistema Ha-

miltoniano associado a funcdo Hamiltoniana (4.2.2).

Teorema 4.2.1. Considere o problema associado a fun¢do Hamiltoniana AHEM dado por
(4.2.1). Entdo valem as seguintes afirmagoes:

(a) Se v < 0 entdo existem duas familias de solugbes periddicas proximas as solugdes

elipticas do problema de Kepler (dadas em coordenadas de Delaunay)

1 2BL 1 2BL
@1(2&) = _3t7 0, LO: 0 ) 902(75) = _3t7 , LO) - 0 .
Ly \V4B2 + 9922 Ly \V4B2 + 92 L2

(b) Se v > 0 entdo existem duas familias de solugbes periddicas proximas as solugdes

elipticas do problema de Kepler (dadas em coordenadas de Delaunay)

1 2BL 1 2BL
@3(25) = _3t7 0, LOu - . 5 | Q04(t) = _3t7 T, LO: 0 5 |-
Ly \V4AB? 4+ 92 L2 Ly VAB? + 9922

Demonstragdo. Para provar este resultado, vamos usar o Teorema Ou seja, neces-
sitamos mostrar a existéncia de pontos criticos ndo degenerados para a funcao (4.2.6).
Calculando as derivadas parciais de H em (4.2.6), obtemos as expressoes

@ _ _p_ 3vGL cos(g)
8(_} N 24/ L2 — G2 ’ (4.2.7)
OH 3 o
a— = 5’}/_[/ Sln(g) V L2 — GQ.

g

E fcil verificar que % = 0 implica que gy = 0 ou gy = 7.

Primeiro, analisamos o caso quando g, = 0. Substituindo na primeira expressdo da
equacao (4.2.7) e igualando a zero, necessitamos resolver na varidvel GG a seguinte equacao

oH 3vGL
A > S e l— 2.8
0G 2y L? — G? (4.2.8)
As solucoes desta ultima equacdo sao
2BL 2BL
Go = 0 sey <0, Go = — 0 sey>0. (4.2.9)

\V/4B? 4+ 9y2 L2 \V4B? 4+ 9y2 L3
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Observe que as solucoes Gy em (4.2.9) estao bem definidas em relacdo ao conjunto de
definicao das varidveis de Delaunay, pois satisfazem a condicdo |G| < Lg. Desta maneira
obtemos dois pontos criticos

2BL 2BL
P11 = (907 GO) = 07 0 3 ’ b3 = (907 GO) = 07 - 0 3
\VA4B? +9v2L§ VAB? + 97213

(4.2.10)
Para concluir este primeiro caso, verificamos que os pontos criticos p; (i = 1, 3) em (4.2.10)

sdo ndo degenerados. Obtemos que

3vGLsin(g) 3 3 5

_ — 282509 34T cos(g)V L2 — G?
ID*H(g,G) = ( sy 3GLein(g) . (4.2.11)

2(L2—G2)3/? 2V/L2-G?
Desta maneira, avaliando a matriz acima em g = gy = 0, obtemos
. 0 SyLVI? - G?
JD*H(g = 0,G) = Y S , (4.2.12)
2(L2—G2)3/2

de maneira que det JD?*H (g = 0,G) = 4(9;2;5;) > (. Ou seja, os pontos criticos p; e p3 dados
em (4.2.10) sdo nao degenerados e determinam solucoes periddicas proximas as solucoes
elipticas do problema de Kepler o;(t) e ¢3(t), respectivamente, como no enunciado do

teorema.

Agora, analisamos o caso quando g, = 7 em(4.2.7)). Neste caso, necessitamos resolver
na variavel G a seguinte equacio

OH 3vGL

—— .2.]—
oG - 2V L2 — G? ! (4.2.13)

As solucdes desta tltima equacdo séo
2BL 2BL
Goy=— 0 se v < 0, Gy = 0
VAB? + 972 L2 VAB? + 972 LE

Desta maneira, temos dois pontos criticos

QBLO 2BLO
= ) Go) = 07 ’ = ) Go) = O) - )
Pz = (0, o) ( 157+ 97%3) pi = (90, Go) ( 1B + 972[,3)

sey>0. (4.2.14)

(4.2.15)
da fun¢io média H dada em (4.2.6)). Avaliando a matriz (4.3.14) em g = g, = 7, obtemos
_ 0 _3~IANI2 — G2
ID*H(g=m,G) = ( s 27 0 > : (4.2.16)

2(L2—G2)3/2

99



de maneira que detJD*H(g = 7,G) = 4(52722—_%2) > 0. Os pontos criticos p; e p; da-
dos em (4.3.11) sdo ndo degenerados e determinam solucOes periddicas préximas as
solucdes eliticas do problema de Kepler p5(t) e ¢4(t), respectivamente. Entdo concluimos

a demonstracao.

Observacao 4.2.1. As solugdes elipticas ;(t), i = 1,...,4 no enunciado do Teorema
foram continuadas para obter solugdes periddicas do problema AHEM dado por em
[2]. Porém neste trabalho os autores obtiveram solugbes periddicas simétricas usando ou-
tra técnica (continuag¢do analitica de Poincaré). Se compararmos a natureza das solugbes
periddicas obtidas em [2] e aquelas dadas pelo Teorema para o problema AHEM
podemos destacar as seguintes diferengas:

1. As solugobes periodicas obtidas em [2] sdo simétricas (referente a reflexdo em torno do
eixo x) enquanto as obtidas no Teorema podem ndo ter essa propriedade.

2. O periodo da solugdes periddicas obtidas em [2|]] tém periodo sempre igual a solugdo
Kepleriana associada, enquanto as solugées obtidas em nosso Teorema tém periodo

dependendo do pardmetro e.

3. As condigoes iniciais (dependendo em ¢) que ddo origem as solugdes periddicas no pro-
blema perturbado sdo distintas. Enquanto as condicées iniciais do resultado dado em
[2] entdo restrita ao eixo x, as condi¢oes iniciais dada pelo Teorema 4.2.1| entdo sobre

uma curva (parametrizada por €) ndo necessariamente um segmento sobre o eixo x.

Podemos perceber que existem diferencas significativas entre as orbitas periodicas obtidas nesta
secdo e aquelas obtidas em [2]]. A principal diferenga estd nas condigdes iniciais e no periodo.

4.3 O problema anisotrépico Manev planar-PMA

Nesta secdo, faremos uma investigacao sobre a existéncia de érbitas periddicas préximas
a solucoes elipticas do Problema de dois corpos Manev Anisotrépico. Este problema é for-

mulado através do seguinte Hamiltoniano
1 b
ViQ2+ Q2 pQi + Q3
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onde (Q1,Q2) € R*—{(0,0)} e (P, P,) € R% O problema depende de dois pardmetros dis-
tintos p e b. A seguir, faremos a seguinte hipdtese sobre os parametros acima. O parametro
u estd proximo de 1, b # 0 e € é pequeno. Em outras palavras vamos usar o seguinte esca-
lonamento dos parametros

b = be w=1—c¢.

Temos entao de (4.3.1) o seguinte problema perturbado

1

1

V@i + Q3

— €H1 (Ql, Qg) + O (62) . (432)

onde a primeira perturbacao ¢ dada por

Q? b
_ , 3.3
Hi (Q1, Q2) (2( e + Q%Jr@%) (4.3.3)

O Hamiltoniano (4.3.1) para b = 0 e 1 = 1 fornece a formulacdo do problema clédssico
de Kepler. Se b = 0 e u # 1, temos o problema de Kepler anisotrépico, estudado, por
exemplo, em [[1]]. Por outro lado, se 4 = 1, entdo temos o chamado Problema de Maney,
que explica os avancos do periélio de Mercuirio com a mesma precisdao que na relatividade,
veja [?] e as referéncias nele contidas.

Para ;1 # 1 e b # 0, o problema é chamado de Problema de Manev Anisotrépico (que
denotamos simplismente por Problema PMA) . Este problema foi introduzido em [?] no
inicio da década de 1990. O trabalho sobre o PMA foi inspirado pelo Problema de Kepler
Anisotrépico. Uma das principais razdes para considerar o PMA é analisar mais a fundo as

semelhancas entre a mecanica cldssica e a teoria quantica.

Em [11], entre outros resultados, sdo obtidas condicGes para a existéncia de Orbitas
periddicas proximas a solucdes circulares e proximas a solucdes elipticas do problema
de Kepler usando a teoria da média para sistemas Hamitonianos. Os resultados obtidos
em [11] usam uma versao do Teorema da média para sistemas Hamiltonianos diferente
daquela do Teorema de Reeb. Nesta dissertagdo, vamos usar o Teorema e mostrar
que se pode continuar as mesmas Orbitas elipticas do problema de Kepler continuadas em

[11] para o problema (4.3.2).

Orbitas periddicas proximas a elipses
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Procedemos como na Secao 4.2, comecando a introduzir as coordenadas de Delaunay.
Consideremos a funcdo Hamiltoniana nas varideis polares e log eliminamos a dependéncia
de H; dado em (4.3.3)) das varidveis r e f, utilizando as relacoes auxiliares (4.1.16).

A funcao Hamiltoniana (4.3.3) assume a forma

H=—5 +€Hi(E,g,L,G) + O(e?). (4.3.4)
onde, a funcdo Hamiltoniana #,, é dada por
Hi(E,g,L,G) =—2% — w ~L

— —4L4(6COISE71)3 <4b + L?cos? E (e + cos(2g)) + L*

+L? (cos(2g) ((e* — 1) sin® E) + €?) + 4ev/1 — €2 sin(E) sin(g) cos(g))

—9cos B (e (2b + L?) + L? (\/1 — e?sin F'sin(2g) + ecos(2g))) ),

(4.3.5)
onde e = /1 — (G2/L2).
Obtemos entfo a funcio média H dada por:
H="H(g,G) =L [TH(l,g,L,G)dl = = [ H,(E,g,L,G)(1 - ecos E)dE
_ <—4b|G| e Lcos(?g)(Gé;—GjQLQ—ZG?’L)) . (4.3.6)

Temos o seguinte resultado, que garante a existéncia de solu¢des periddicas do sistema
Hamiltoniano associado a funcdo Hamiltoniana (4.3.1)).

Teorema 4.3.1. Considere o problema associado a fun¢do Hamiltoniana PAM dado por
(4.3.1). Entdo valem as seguintes afirmagoes:

(a) Seb < 0e Ly > +/—2b entdo existem duas familias de solugbes periédicas proximas as
solugoes elipticas do problema de Kepler (dadas em coordenadas de Delaunay)

1 —2bLgy + v/ —2bL}2 1 —2bLy + /—2bL3
le(t) = ﬁtaoa LOa ;b B 0 ) SOQ(t) = —3t,7T,L0, > 2 . :
7 Iy I3 2b+ L2

(b) Se b > 0e Ly > \/2b entdo existem duas familias de solugbes periédicas proximas as
solugées elipticas do problema de Kepler (dadas em coordenadas de Delaunay)

1 —92bLo — \/2bL2 1 3« —9bLg — \/2bL2
@3(t> = ( t7_7L07 0 0) ) @4(t> = ( t7_7L07 0 0) .

372 2% — L2 3" 72 2 L2
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Demonstragdo. Para provar este resultado, vamos usar o Teorema Ou seja, necessi-
tamos mostrar a existéncia de pontos criticos ndo degenerados para a funcao (4.3.6).

Observe que H nio é diferencidvel em G = 0. Neste caso precisamos separar nossa
andlise separadamente nos dois conjuntos: ; = {(L,G) € R*0 < G < L} e Qy =
{(L,G) € R?; =L < G < 0}. Vamos considerar somente o caso de solucdes progradas, ou
seja, buscando solucdes no dominio 2;. O estudo de solucdes retrogradas segue de ma-
neira similar. A funcdo média em €); assume a forma

_GL cos(29)(G—L)— (G+ L)(4b+ GL)

oG : 4.3.7
H(g,G) PG+ 43.7)
Calculando as derivadas parciais de H em (4.3.7)), obtemos as expressdes
@ _ 26(G+L)*+G?L? cos(29)
oG 2G2L3(GTL)E
IR _ sinig)eos)@-1) (4.3.8)
og G

Desde que estamos supondo 0 < G < L, é facil verificar que % = 0 implica que go, = n7j,
n=0,1,23.

Substituindo na primeira expressdo da equacdo (4.2.7) e igualando a zero, necessita-
mos resolver na varidvel G a seguinte equacao

OH  2b(G + L)* + G*L? cos(mn)

oG~ 2G2L3(G + L)? =0 (4.3.9)

Ou equivalente, necessitamos encontrar as solucdes na varidvel (G, da seguinte equacéo
(20 + L*(—1)")G? + 4bLG + 2bL* =0 (4.3.10)

Se n = 0,2, entdo as solucoes de (4.3.10) sao

—2bL + +/—2bL? —2bL — /—2bL?
20+ L2 ’ 20+ L? ’

Enquanto que se n = 1, 3, entdo as solucdes de (4.3.10) sao

o _ ~2L+ V2bL? qw _ ~2L - V2bL?
S o 2p— 12

G(()l) _ Gém _

Observe que as solugdes G ,, devem satisfazer 0 < Gy, < L. Verificando esta condicoes
verificamos que as Unicas solugoes validas sao
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o« GV = 22LENLE | definida para b < 0 e L > /—2b;

o QYY) = BLVAL definida para b > 0 e L > 2v/2b.

Desta maneira obtemos quatro pontos criticos para a funcio H(g, ), dados por

p= (0. Go) = (0,25 ) py = (a0, Go) = (m 25REEE ) (4.3.11)
= (g0, Go) = (= —2bL—+/2bL? _ G = (37 =20L—V20L> -
b3 = (9o, 0) — \ 92 2H—12 ) P4 - (907 0) - 2 2b—12 .

Para concluir este primeiro caso, verificamos que os pontos criticos p; (i = 1,2,3,4) em
(4.3.11) sdo ndo degenerados. Obtemos que

sin(mn) 2b cos(mn)
297 (. T _ TILG+L)? T G3L® T L(GHL)?
JD“H <g = ni,G> = ( (G_LSCOS(’]TH) sin(7n) ) . (4312)
L2(G+1L) L(G+L)?
Desta maneira, avaliando a matriz acima em g = gy = 0 ou g = go = 7, obtemos
247 0 _03123_LG1L3
ID*H = a 0 (G+L) (4.3.13)
TRl
de maneira que
_ G—L)(20(G+ L)*+G3L?) .
det JD*H(p;) = ( =1,2
et IDH(p) GSL5(G + L) T
Observe que Gy = G( ) é solucdio (@.3.10), se e somente se b = 2?2)2 < 0. Desta forma
L-G
det ID*H(p;) = —————— >0, =12
WIDHP) = GGt o) '

Ou seja, os pontos criticos p; e p; dados em (4.3.11) sdo ndo degenerados e determinam
solucoes periddicas proximas as solucoes eliticas do problema de Kepler ¢ (t) e wo(t),
respectivamente, como no enunciado do teorema.

Agora, analisamos a ndo degenerescéncia dos pontos criticos p; e p, . Avaliando a
. . o _ o o 3
matriz acima em g = gy = 5 ou g = gy = <, obtemos

0 ( 1 ) __2b
297 L(G+L)® ~ G3L3
ID*H = ( e 0 ) (4.3.14)
de maneira que
_ 372 _ 3
detJD27-_[(pi):(G L) (G°L* — 2b(G + L)*) =34

G3L5(G + L) ’
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Observe que Gy = Ggl) é solucao (4.3.10), se e somente se b = % > (. Desta forma

_ L-G
det ID*H(p;) = ————— >0, = 3,4
DR = GG oy '
Ou seja, os pontos criticos ps; e p, dados em (4.3.11) sdo ndo degenerados e determinam
solu¢des periddicas proximas as solucoes elipticas do problema de Kepler ¢3(t) e p4(t),

respectivamente, como no enunciado do teorema.
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Capitulo 5

Conclusoes

Nesta dissertacdo, destacamos a relevancia do método da média de primeira ordem
na investigacao de oOrbitas periddicas de sistemas Hamiltonianos perturbados, particular-
mente no contexto de problemas que sdo perturbacoes do problema de Kepler. Nosso
principal objetivo foi descrever o resultado mais moderno do método da média para o es-
tudo de solucgoes periddicas em sistemas Hamiltonianos perturbados, o Teorema de Reeb. A
aplicacdo do Teorema de Reeb permitiu-nos demonstrar a existéncia de solucoes periddicas
para sistemas perturbados, revelando-se essencial tanto no ambito tedrico quanto em
possiveis aplicacoes praticas.

Iniciamos com um estudo do desenvolvimento histdrico e tedrico do método da média,
abordando suas origens nos trabalhos classicos relacionados a equacdes diferenciais or-
dinarias. Avancamos com os resultados classicos sobre a existéncia de solugoes periddicas
em sistemas de equacoes diferenciais de primeira ordem e depois para solucoes periddicas
em sistemas Hamiltonianos, culminando na formulacdo atual do Teorema de Reeb.

Como aplicacoes do Teorema de Reeb em sistemas Hamiltonianos, consideramos pro-
blemas que sao perturbacoes de um problema integravel: o problema de Kepler. A aplicacao
do método da média para sistemas Hamiltonianos depende fortemente da escolha de boas
coordenadas, tanto para descrever as solucdes do problema nao perturbado quanto para
provar a ndo degenerescéncia dos pontos de equilibrio do sistema médio associado ao
problema. Desta maneira, para estudar a existéncia de solucdes periodicas proximas a
solucoes elipticas do problema de Kepler em problemas aplicados, usamos coordenadas de
Delaunay e focamos em dois problemas especificos: o problema do 4tomo de hidrogénio
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sob a influéncia de campos externos e o problema anisotrépico de dois corpos com po-
tencial do tipo Manev. Em ambos os cendrios, comprovamos a existéncia de familias de
orbitas periddicas sob pequenas perturbacoes, oferecendo novos entendimentos sobre a
dinamica na proximidade das solucdes elipticas do problema de Kepler.

Esta dissertacdo reforca a importancia da utilizacdo das coordenadas de Delaunay para
simplificar sistemas complexos e aplicar, de forma eficaz, o método da média.

Esperamos que os resultados obtidos contribuam significativamente para um enten-
dimento mais aprofundado dos sistemas dindmicos, tanto em aspectos tedricos quanto
praticos. As diferencas observadas em relacdo a estudos anteriores, como 0s apresenta-
dos em [2] e [11], expandem as possibilidades de investigacdo futura, potencializando o
escopo da teoria aqui exposta.
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