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Resumo

Nesta dissertacao estudamos, recorréncias lineares de primeira ordem bem como recorrén-
cias lineares de segunda ordem e algumas de suas propriedades. Introduzimos a Sequencia
de Fibonacci seus termos, os quais chamaremos de os Numeros de Fibonacci, também
estudamos algumas propriedades importantes, a saber uma delas cujo nome é Férmula
de Binet. Verificamos que o limite da razao entre o (n + 1)-ésimo e o n-ésimo Numero
de Fibonacci ¢ igual ao Nimero de Ouro. Depois estudamos uma importante relacao da
Sequéncia de Fibonacci na geometria no que diz respeito ao Ntmero de Ouro, o qual é a
solugao para um problema proposto por Euclides nos Elementos. Tratamos de mediar o

ensino da Sequéncia de Fibonacci no ensino basico, por meio de uma atividade guiada.

Palavras-chaves: Sequéncias, Recorréncias, Numeros de Fibonacci, Numero de Ouro.






Abstract

In this dissertation we study, recurrences first order linear as well as recurrences second
order linear lines and some of their properties. We introduce the Sequence of Fibonacci its
terms, which we will call the Fibonacci Numbers, we also study some important properties,
namely one of them whose name is Binet Formula. We verify that the limit of the ratio
between the (n 4 1)-th and the n-th Fibonacci Number is equal to the Gold Number.
Then we study an important relationship of the Sequence of Fibonacci in geometry with
respect to the Golden Number, the what is the solution to a problem posed by Euclid
in Elements. We try to mediate the teaching of the Sequence of Fibonacci in elementary

school, through an activity guided tour.

Keywords: Sequences, Recurrences, Fibonacci Numbers, Golden Ratio.
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1 Introducao

No século XI, um importante matematico apareceu na Europa quando ainda estava
na escuridao da Idade Média, o italiano chamado Fibonacci (1170-1250). Seu nome original
¢é Leonardo Pisano ou também conhecido como Leonardo de Pisa. Diz-se que Leonardo no
seu tempo teve a oportunidade de aprender muito com as obras-primas de matematicos
como: Diofantino, Khwarizmi da Grécia e dos drabes. Fibonacci significa "filho de Bonacci',
seu pai. Este nome Fibonacci foi dado por um historiador italiano da matemaética em
1828. No seu livro Liber Abaci o que teve mais transcendéncia ao longo do tempo foi a
“questao dos coelhos” a qual enuncia o seguinte: assumindo que cada casal de coelhos
adultos pode dar & luz a um par de coelhos (um macho e uma fémea) todo més e os coelhos
jovens podem procriar depois de dois meses. Entao, comegando com um par de coelhos
jovens, quantos coelhos existem apds um ano? Acredita-se que nunca passou pela mente
de Fibonacci que depois de mais de 800 anos a questao dos coelhos atrairia a matematicos
de uma geracao a outra em todo o mundo. Cabe ressaltar que essa sequéncia aparece de
muitas maneiras inesperadas na natureza. Na biologia das plantas, enriqueceu o estudo da
Filotaxia', abrindo a questionamentos como, por que as plantas crescem assim? Por outro
lado, existem muitas propriedades interessantes relacionadas a Sequéncia de Fibonacci,
incluindo conclusoes sobre divisdo e congruéncia. O matematico Abraham de Moivre
(1667-1754), em 1718 descobriu a férmula

1 (1 +/5 )“ (1 -5 )"
F,=—<—) - — ,
V5 2 2
a qual foi provada anos mais tarde pelo mateméatico sui¢o Nicolas Bernoulli (1687-1759).
Dai, segue

Fn+1 ]-_I'\/g
_>

, uando n — oo.
F, 2 4

O limite é chamado razdo aurea e ¢é igual a 1,618... Kepler também apontou sobre
esta mesma conclusdo. As maneiras em que aparecem os numeros de Fibonacci sao tao
numerosas quanto os coelhos de Leonardo (CAI, 2016, p. 66). Por exemplo, os ntimeros
de Lucas?, (definidos pela mesma regra, mas com um inicio diferente) estao relacionados
aos Numeros de Fibonacci de varias maneiras. Lucas, mostrou que pode-se ler os ntimeros
de Fibonacci desde o Triangulo de Pascal, (CONWAY e GUY, 1998, p. 113). Por outro

L A Filotaxia representa como as folhas estdo inseridas e distribuidas ao longo de um caule ou ramo,

ou seja, o padrao de distribuicdo das folhas, como o numero de folhas presentes em um né e o
angulo estabelecido entre as folhas de nés adjacentes ao longo do ramo. Disponivel em: <https:
//www.esalq.usp.br/biblioteca/pdf/morfologia_ folha.pdf>. Acesso em: 12 mar. 2021.

Francois Edouard Anatole Lucas foi um mateméatico francés que contribuiu bastante em teoria dos
nimeros [].


https://www.esalq.usp.br/biblioteca/pdf/morfologia_folha.pdf 
https://www.esalq.usp.br/biblioteca/pdf/morfologia_folha.pdf 
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lado, Raine® (1948 apud WELLS,1986 ,p. 64), engenhosamente conectou os nimeros de
Fihonacci aos triangulos pitagoricos . Os Numeros de Fibonacci tém demostrado outros
usos em matematica mais avancada, por exemplo (MATAIJASZEVICH, 1970) usou eles

em sua resolucao do 10° problema proposto por Hilbert.

Nesta dissertacao trataremos a Sequéncia de Fibonacci desde sua contextualizagao
historica a partir do problema dos coelhos, seguindo com o desenvolvimento de algumas
propriedades e tentamos atender a necessidade do ensino de matematica, propondo um
Guia do Professor que tem por objetivo central o ensino de Sequéncia de Fibonacci. Vale
chamar atencao que, este guia pode ser aplicado tanto no ensino presencial na sala de aula
por meio do Aplicativo GeoGebra ou com régua e compasso, como no ensino remoto, pois
no guia trazemos todas as construgoes geométricas e demostragoes necessarias com o passo
a passo para abordar nas aulas online. Nesta abordagem veremos a relacao entre Sequéncia
de Fibonacci e o Niimero de Ouro no ensino aprendizagem de maneira significativa. Esta
abordagem se justifica no fato de que os guias/livros de matematica do ensino bésico
atuais nao tratam do tema desta dissertacao, onde procuramos escrever todas as ideias de
maneira mais clara possivel. O trabalho esta dividido em oito partes da seguinte maneira:
o presente capitulo tem por objetivo, motivar, introduzir e esclarecer o desenvolvimento de
forma geral do trabalho. No Capitulo 2 estudamos sequéncias, recorréncias de primeira e
segunda ordem, no final tratamos suas solugoes. No Capitulo 3 introduzimos os niimeros de
Fibonacci, a Sequéncia de Fibonacci, algumas de suas propriedades a saber uma delas cujo
nome ¢ Formula de Binet. Estabelecemos uma relagao entre os niimeros de Fibonacci e o
Triangulo de Pascal no Capitulo 3. Chegando ao Capitulo 4, definimos o Ntumero de Ouro
e destacamos o teorema que estabelece a relacao entre termos da Sequéncia de Fibonacci e
o Numero de Ouro, concluindo assim que a taxa de crescimento da Sequéncia de Fibonacci
para n suficientemente grande é igual ao Nimero de Ouro. No GUTA DO PROFESSOR
apresentado no Capitulo 5, trataremos de formas de mediar o ensino de Sequéncia de
Fibonacci para alunos do ensino basico, estimulando e facilitando o aprendizado do mesmo.
O Apéndice A serve de suporte ao Guia do Professor, onde se encontram os passos para
a construcao de uma reta perpendicular a um segmento AB passando por um de seus

extremos.

3 RAIANE, C. W. Pythagorean Triangles from the Fibonacci Series 1, 1, 2, 3, 5, 8, . Scripta
Mathematica, Nova York, V.14, p. 164, 1948.
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2 Sequéncias e Recorréncias

Neste capitulo introduzimos a definicao de sequéncia e em seguida trataremos
de sequéncias definidas por recorréncias, estudando algumas de suas propriedades. As
defini¢oes bem como as propriedades podem ser aprofundadas no livro! de Lima (1999, p.
23) . Nao apresentaremos as demostragoes uma vez que o objetivo central deste capitulo é

apresentar as sequéncias definidas por recorréncias.

2.1 Sequéncias

Definicao 2.1. (LIMA, 1999) Uma sequéncia de nimeros reais é uma fun¢io v : N — R
que associa a cada numero natural n um numero real x,. Cada x, é chamado de n-ésimo

termo da sequéncia.

E comum indicar-se uma sequéncia da seguinte forma (z,,),en, bem como (z1, 9, T3,
.y Ty, ... ). Geralmente estamos interessados em determinar uma férmula que nos dé o
valor de cada termo da sequéncia, por uma mera substituicao de sua posicao ocupada, ou

seja, x, = x(n), para cada n natural.

Exemplo 2.1. Observemos o sequinte conjunto com seus elementos em ordem decrescente,

onde o primeiro elemento € igual a 5 €08 demais sdo obtidos dividindo o seu antecessor

1111
DZ{a?aa"'}'
2°4°8 16

Neste caso podemos observar que:

imediato por dois

1
— Quando n =1 temos x1 = x(1) = o
1
— Quando n = 2 temos xo = x(2) = 5
1
— Quando n = 3 temos x3 = x(3) = 55
1 .
— Quando n = 4 temos x4 = x(4) = o1’
. 1
— Assim, para n tem-se x, = x(n) = o

De acordo com a defini¢io de sequéncia de niumeros reais, devemos ter x : N — R

¢ uma fungao do conjunto dos nimeros naturais sobre o conjunto dos niumeros reais, neste
1

caso, podemos definir uma fun¢io x : N — D tal que x(n) = on

L Curso de Anélise volume 1.
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Para verificarmos que x : N — D define de fato uma funcao e assim uma sequéncia,
faremos uso de um dos Principios de Inducao Matemdatica, os quais poderdao ser consultado

no apéndice B. Devemos portanto, verificar que x(n) = — wvale para todo n natural.
2 2n
Vejamos para n =1 o resultado € verdadeiro de acordo com as observagoes acima.

Suponhamos que a sentencga seja verdadeira para um certo n natural, ou seja, que

vale x, = x(n) = on Devemos entdo, verificar que a sentenca € verdadeira para n + 1.

De fato, pois x, 1 = 1:(271) mas por hipdtese de indugao temos que x, = x(n) = —
1

ey 2771/ =
2 on+1°

1
dat x4 Logo x : N — D ¢ tal que x(n) = on é uma funcao.

1111 1
E portanto (2, res o ) € uma sequéncia de numeros reais.

Quando estudamos uma sequéncia (z,),en de niimeros reais, saber se ela é limitada,
ou seja, a existéncia de niimeros reis a e b tais que a < x,, < b.

Um outro ponto que analisamos ¢ saber se a sequéncia x,, tem um limite L, isto é,
se dado um nimero real € > 0, for possivel obter um numero natural ng tal que |z, — L| < ¢,
para todo n > ng. O qual denotamos por h_)m x, = L e diremos que a sequéncia (z,)nen

n [e.9]

converge para L.

Observacao 2.1. O limite da sequencia € unico, ou seja, se nlgg(} fn=1rce nlg& fn=n~n,
entio f =h .

2.2 Recorréencias

Definigao 2.2. (LIMA et al., 2004) Uma sequéncia (x,)nen € definida recursivamente
(ou definida por recorréncia) quando se pode calcular qualquer termo em fungdo do(s)

antecessor(es) imediato(s).

Quando é possivel determinar qualquer termo em funcao dos seus antecessores

imediatos, chamaremos esta relacao entre os termos de relagao de recorréncia.

Vejamos trés exemplos de sequéncias definidas recursivamente:

Exemplo 2.2. (LIMA et al., 2004) A sequéncia (x,)nen definida por somar 2 ao termo

antecessor sendo x1 = 2,
Tpi1 = Tn + 2, para todo n € N,

ou seja, (x,)nen € a sequéncia (2,4,6,8,10,---) dos nimeros pares.
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Exemplo 2.3. (LIMA et al., 2004) A sequéncia (z,)nen definida pela recorréncia x,1 =
Tn + 1, para todon € N, com x1 = a e r numeros reais, ¢ chamada de Progressao

Aritmética (P.A) de razdo r e primeiro termo a.

Exemplo 2.4. (LIMA et al., 2004) A sequéncia (T,)nen definida pela recorréncia x,1 =
q-T,, para todon € N, com x1 = a e q numeros reais, ¢ chamada de Progressio Geométrica

(P.G) de razao q e primeiro termo a.

Quando definimos sequéncias como as anteriores, temos que definir o (os) pri-
meiro(os) termo(os) de cada sequéncia para que ela fique bem definida. De acordo com
esta observacao, a relagao de recorréncia dada por x,.o = T,41 + T, nao define uma
unica sequéncia uma vez que, se F; = F; = 0 temos a sequéncia (0,0,0,0,---), por outro
lado, se F} = —1 e F, = 2 temos a sequéncia (—1,2,1,3,4,7,---), assim existem diversas

sequéncias definidas por esta recorréncia.

2.3 Recorréncia linear de ordem k

Faremos a seguir a definicao de recorréncia linear de ordem k.

Definicao 2.3. (GERSTING, 2001) Uma relagiao de recorréncia para a sequéncia (Zy)nen
¢ linear se os valores anteriores a x, que aparecem na relacao de recorréncia ocorrem

apenas a primeira poténcia. Em geral, uma relacao de recorréncia linear se exprime

Tn = fi(n)zn_1 + fo(N)Tpo + -+ + fe(n)Tn_i + g(n)

onde o0s f;(n)'s e g(n) sio fungoes definida em N, e o nimero k é dito ordem da relagao

de recorréncia.

Observagao 2.2. De acordo com a Definicio 2.3, uma relagdo de recorréncia linear € de
primeira ordem, quando o n—ésimo termo depende unicamente do termo de ordem n — 1.

Assim uma relagdo de recorréncia de primeira ordem tem a sequinte forma:
Tn = f1(n)Tn-1 +g(n).
Note que, para uma recorréncia definir uma tnica sequéncia é necessario saber o
valor de ;.
Exemplo 2.5. As sequintes recorréncias
Tpy1 =3Tp+ Ny Tpi1 =N, € Tpil= xi,
sao de primeira ordem, uma vez que T, apenas depende de antecessor x,, porém
Tpi1 =3Tp +N € Tpil =N Ty

sao lineares, visto que a poténcia dos antecessores de T, sdo iguais a um, jd em Se

tratando de x,., = x2, ndo é linear pois a poténcia do antecessor de x,41 € iqual a dois.

n’
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Um exemplo de uma recorréncia que nao é de primeira ordem é
Tpyo = Tpi1 + T, cOm ] =Ty =3,
pois segundo a Observagao 2.2, x, o esta associado com seus dois antecessores x,, 11 € .

Definicao 2.4. A recorréncia da Definicao 2.3 € dita recorréncia linear com coeficientes

constantes se os f;(n)'s sao todos contantes. Além disso é chamada de homogénea quando
g(n) =0.

Observe que, a recorréncia x,, = fi(n)z,—1 + g(n) mencionada na Observagao 2.2

pode ser escrita da forma x,, = p- x,_1 + g(n), onde p = f1(n) é uma constante real.

Exemplo 2.6. A recorréncia x,, = 3z, 1 + n € linear de primeira ordem com coeficiente
constante e neste caso, de acordo com a Observagio 2.2 temos que f1(n) = 3, no entanto
ndo é homogénea ja que g(n) = n. Porém se considerarmos x,, = 3x,_1 teremos assim

uma recorréncia linear homogénea de primeira ordem com coeficientes contantes.

2.4  Solucdes de recorréncias
Nesta secao nos dedicaremos a determinar a solugao da recorréncia do tipo

Tpt1 = g(n)z, + h(n),

tendo como base uma solu¢do nao-nula da recorréncia x,1 = g(n)z,, bem como uma
solucao para a recorréncia

Tn+2 + PTn+1 +qr, = 0

considerando sua equacio caracteristica 72 + pr + ¢ = 0.

Definicao 2.5. (GERSTING, 2001) Quando ezistir uma expressio que forneca cada
termo x, da sequéncia em funcao apenas de n na equacao de recorréncia, diremos que tal

expressao € chamada solucao da recorréncia.
Exemplo 2.7. Consideremos a sequinte recorréncia
=1 e z,=2-2,-1 com n>1.

Note que, a expressao x, = 2" é uma solugdo para essa recorréncia pois, quando substituimos

Ty = 2" 1 na recorréncia encontramos
Tp=2 T, 1=2-2""1=2"
Vejamos nos seguintes exemplos como encontrar uma solucao para as recorréncias

propostas de maneira mais elementar possivel (no sentido de que iremos fazer uso de

propriedades elementares de somatérios e ou produtérios).
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Exemplo 2.8. Dada a recorréncia f,o1 =n- f, com fi =1, temos que:

f2 = 1f17
f3 = 2f27
fi = 3/,
fn - (TL— 1)fn—1~

Dai, se multiplicarmos membro a membro as equagoes anteriores obteremos

forforfarnn Fot - fo=1-2-34cce(n=1)f1 fo-fg--- fot

Simplificando esta equagao obtemos f, = (n — 1)+ fi. Como f; =1 temos que a solugio

serd dada por f, = (n — 1)l

Exemplo 2.9. Se a recorréncia for dada por fni1 = fn + 2" com f; = 1.

Note que,
fo = fA+2,
fs = fo+2

fi = f3+2°

fo = fo1t+2mL
Dai, somando membro a membro cada uma dessas equacoes obtemos
fotfatfo ot ot fo=h+fotfs+t o+ faia+ @ +224+2° 4. 42",
Sitmplificando, resulta em
fa=fi+ @22+ 42 = (242" 422428 20,

a qual € uma Progressao Geométrica com primeiro termo igual a 1 e razao 2. Portanto a

solucao € dada por
2" -1

n=1" =2"-1
/ 2—-1
Exemplo 2.10. Dada a recorréncia f,.1 = 5f, podemos observar a sequintes equagoes:
fo = 5fi
fs = 5/
fi = 5f3
fnfl = 5fn72

fn = 5fn71-



30 Capitulo 2. Sequéncias e Recorréncias

Neste caso, se multiplicamos membro a membro cada uma das equacoes acima, encontramos

forfar faree- fot - fa=5-5-5-5 B fieforfyrmn Foet.

Agora simplificando e notando que temos (n — 1) parcelas iguais a 5 temos f, = fi - 5"

Como foi observado anteriormente temos uma quantidade infinita de solugoes do
tipo f, = F'-5""!, onde F = f; é uma constante qualquer. Para esse exemplo se f; = 1

teremos f, = 5" L.

A dificuldade em resolver recorréncias lineares ndo homogéneas de primeira ordem,

do tipo fui1 = fn + h(n), consiste em determinar o somatério

S
k=1
Com efeito, temos
fo = fit+h(1),
fz = fo+h(2),
fa = f3+h(3),

fn = fnfl + h(n - 1)

Somando membro a membro as equagoes acima obtemos:

ot fat+tfat+-fu=h+fot+fot+ - foor +(hi+ha+hs+---hyy)

o que implica em
n—1
k=1

Também podemos perceber no Exemplo 2.10 que a dificuldade que encontramos em resolver
n—1

uma recorréncia x,1 = f1(n)z, é determinar o valor de H fi(k), uma vez em maos esse
k=1
valor temos que a solucao é dada por:

n—1
rn=x1- [T f(k)
k=1

Teorema 2.1. (MORGADO; CARVALHO, 2015)(Solucio de Recorréncias Lineares de
Primeira Ordem) Se (fn)nen € uma solugio nao-nula da recorréncia xn,1 = g(n)x,,
entdo a substitui¢io x, = fny, transforma a recorréncia r,.1 = g(n)r, + h(n) em
Yns1 = Yo+ h(n)[g(n) fu] .
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Demonstracao. Substituindo x,, = f,y, em z,+1 = g(n)x, + h(n) encontramos

fn-‘rlyn—I—l = g(n)fnyn + h(n)

Como f, é uma solugdo nao-nula da recorréncia x,1 = g(n)z, temos que f,11 = g(n)fn,

dal a equagao resulta em

Logo se tem yn41 = yn + h(n) [g(n)fn]_l [

Exemplo 2.11. Para encontrarmos uma solugdo da recorréncia
Tpy1 =0T, +1  com x1 =1,

vamos aplicar o Teorema 2.1. Primeiramente, f, = 5" ' é uma solugdo ndo nula de
Tpy1 = Dx, como foi visto no Exemplo 2.10. Agora fazendo a substituicio x, = 5" 1y,
sugerida no Teorema 2.1 em x,+1 = 5z, + 1 obtemos

S0y = 55y,
5nyn+1 = 5nyn +1

Yn+1 = yn+5_n

yi = 5% = 1 uma vez que v, = 571y, e v = 1, fazendo a expansdo dos termos em

Yn+1 = Yn + 0" teremos as sequintes equagoes:

Y2 = y1+5"
Ys = Y2+ 572
Y = yzs+57°

Yn = yn—1+5_(n_1)

Portanto, somando membro a membro cada uma das equagoes acima, encontramos
Yot yst+ya- tUnatYn =1+ tyst+oFYnt+ (5—1 +5 2453 4. 4 5—(n—1)> .
Simplificando obtemos
o=y + (571545 5D

= (1457 452454450

Dai, temos que
R

yo=1+(57")- .
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D
@)
- [1 + _41 ((5—1)”_1 . 1)]

Loson 500 L L s
1

4

Logo a solugdo que procuramos é

E assim,

— 5n71 o

x, = —(5" = 1).

Pensemos agora uma situacao bastante conhecida chamada A Torre de Hanoi.

Exemplo 2.12. (MORGADO; CARVALHO, 2015) O problema consiste em transferir n
discos todos com raios diferentes de uma das trés hastes para outra, de modo que, a cada
movimento seja transportado um unico disco e este nao deve ser colocado em uma das

hastes onde o raio do disco que ird ficar abaizo dele, seja maior do que seu proprio raio.

Figura 1 — Torre de Hanoi

Fonte: Autor, 2021

A figura acima mostra um esquema do jogo com as trés hastes e com 5 discos de

raios diferentes.

Uma pergunta aqui é: h4& um niimero minimo de movimentos que se deve fazer

para executar tal transferéncia? A resposta a essa pergunta é sim, vejamos como:

e Se o nimero de disco for igual a 1, entdao basta um movimento para resolver tal

problema.

e Suponhamos que, se o numero de disco for igual a n, entao podemos resolver o

problemas usando apenas x,, passos.
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» Se acrescentarmos um disco ao caso anterior. Podemos verificar o nimero de passos
executados para resolver o problema da seguinte forma: mover os n discos para
uma haste vazio e para isso, mover os n discos x, vezes. Dai, movemos o ultimo
disco para a tnica haste que esta vazia. O que pode ser feito com 1 s6 passo. Agora
para finalizar, movemos novamente os n discos para cima do que movemos no passo
anterior, e novamente para isso devemos executar x,, passos, sendo assim, o nimero

minimo de passos que se deve executar para mover os n + 1 é dado por:
Ln+1 :2$n—|—1

Portanto o Problema da Torre de Handi é modelado por uma recorréncia linear de

primeira ordem.

Agora, temos uma solugao que relaciona o nimero de passos para resolver a situacao e o

numero de discos envolvidos.

Para encontrarmos uma solugao da recorréncia
Tpi1 =2x,+1 com x; =1,

aplicamos o Teorema 2.1. Primeiramente temos que f,, = 2"~! é uma solucdo nao nula
de z,.1 = 2x, de maneira andloga ao que foi visto no Exemplo 2.10. Agora fazendo a

substituicdo x, = 2" 'y, sugerida no Teorema 2.1, em z,,1 = 2z, + 1 obtemos

2n+lflyn+1 — 2 . 2nflyn + 1
2"Yyp1 = 2"y, +1
Ynt1l = Yn+ 27"

onde y; = 1, uma vez que, 1 =2 'y ey = 1. Daf gy, =y — 207 +1 =2 - 20" ¢

portanto z,, = 2" — 1.

Definicao 2.6. Uma relagdo de recorréncia linear é de sequnda ordem, quando o termo

T, depende de seus dois antecessores imediatos na sequéncia e tem a sequinte forma:
Tn = fi(n)Tn_1 + fo(n)Tp_2 + g(n). (2.1)

Para que este tipo de recorréncia defina uma tnica sequéncia é necessario saber
o valor de seus dois primeiros termos. Também consideramos fa(n) # 0 na Equagao 2.1,

pois do contrario teriamos uma recorréncia linear de primeira ordem.

Exemplo 2.13. A recorréncia dada por

Ty = OTp_1 + 22,9 + 10.
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€ uma recorréncia linear de sequnda ordem, pois associa ao termo x,, seus dois antecessores

imediatos na sequéncia.

Além disso a relacdo que associa T, a T,_1 € T,_o satisfaz a Equacao 2.1 onde

fi(n) =5 e fa(n) =2, porém ela nao é homogénea, uma vez que g(n) # 0.
No entanto, se considerarmos
Ty = OTp_1 + 2Ty
teremos uma recorréncia linear homogénea de sequnda ordem com coeficientes constantes.

Exemplo 2.14. A recorréncia T, = x> +x,41 € de sequnda ordem pois estd associa cada
termo, a partir do terceiro, com seus dois antecessores imediatos na sequéncia, também
€¢ homogénea ja que nao tem termo independente. Porém ndo € linear, uma vez que a

poténcia de x, na relagdo é trés contrariando assim a definicao 2.5.

No que segue, vamos nos ater a resolver recorréncias lineares homogéneas de segunda

ordem com coeficientes constantes da seguinte forma:
Tpio + PTpi1 + qry, = 0. (2.2)

Definigao 2.7. (MORGADO; CARVALHO, 2015) A equagdo do sequndo grau r*+pr+q =

0 é chamada equagio caracteristica da recorréncia (2.2).

Notemos que, 7 = 0 ndo é raiz dessa equacdo caracteristica r? 4+ pr 4+ ¢ = 0, uma

vez que estamos supondo q # 0.

Teorema 2.2. (MORGADO; CARVALHO, 2015) Se as raizes da equagio > +pr+q =10
sao r1 e ry, entdo f, = Cirf + Corl € solugao da recorréncia x4 o + pTpi1 + qr, =0, Cy

e Cy constantes.

Demonstragao. Substituindo f, = Cir} + Corl em 42 + pr,1 + g, obtemos
Cirp ™ + Cory ™ 4 p (Crrp ™ + Cord ™) + ¢ (Curf + Carg)
Colocando em evidéncia os termos Cir} e Cary encontramos
Cir(r? + pr1 + q) + Cory (r3 + pra + q),

ou seja, C17r7 -0+ Cyr} - 0 = 0 uma vez que 71 e ry sao rafzes da equagao r*> + pr + ¢ =0
e, portanto, f, = C1r] + Car} é uma solucao da recorréncia x,9 + prp+1 + qr, = 0. 0O

Em geral, se tivermos f, e h, solugoes da recorréncia x, s + px,.1 + qr, = 0,

entao z, = C4f, + Csh, também seria solucao.
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Teorema 2.3. (MORGADO; CARVALHO, 2015) Se as raizes da equagio 7>+ pr +q =0
8GO T1 € To, com T # Ty entdo a solu¢do da recorréncia Tnio + pryi1+qr, =0 € da forma
fn=C1r7 + Cory, Cy e Cy constantes.

Demonstragao. Seja f,, uma solucao qualquer de x,15 + pr,11 + g, = 0. Deter-

minemos as constantes C e Cy que sejam solucao do sistema de equacoes:

Cyrm +Cory = fi,
017’% + CQT% = fg.
Isto é,
_ f17"§—f2?”2 _ f27’2—f17"§
7o (ry — 71) rire(ro — 11)’

o que é possivel, uma vez que, r; # r, e ambos também sao diferentes de zero.

C 1 02

Provemos que, f, = Cirf + Cyry para todo n natural. De fato, seja z, = f, —
Cyri — Cyry. Devemos mostrar que z, = 0 para todo n. Quando substituimos z, em

Tnao + PTpi1 + qr, obtemos
Zng2 + Dot + @2 = (fasz + Dfns1 + @fn) — Cirt(r? 4+ pry + q) — Cory (r3 + pra + q).

O primeiro paréntese ¢ igual a zero porque f, ¢é solucao de x, 2 + pxr,i1 + qxr, =0, € 0s
outros dois parénteses sao iguais a zero porque 7, e ry sao raizes da equacdo r2 4 pr-+q = 0,

dai temos que 2,12 + pzni1 + qz, = 0.

Note que, z; = 25 = 0, uma vez que
017’1 + 027"2 = f1 [§] Cﬂ’% -+ CQ?”% = fg,

ou seja, tem-se 2,12 + p2pe1 +q2zn = 0 e 21 = 2 = 0. Portanto, 2z, = 0 para todo n natural

como queriamos. O

Exemplo 2.15. Determinemos a solugao da recorréncia fnio + 3fni1 — 4fn = 0. Neste
caso, a equagdo caracteristica desta recorréncia é dada por r* +3r —4 = 0 e tem como
raizes 1 = 1 e ro = 4. Portanto as solugoes da recorréncia sao sequéncias do tipo
fn=C11" + Co(—4)" = Cy + Co(—4)" onde Cy e Cy sao constantes arbitrdarias.

No exemplo anterior, se f; =0 e fy =1, entao C = é e Uy = —%, sendo assim a

sequéncia que resolve a recorréncia f,i0 + 3fn11 — 4f, = 0 seria f, = % — %(—4)".
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3 A Sequéncia de Fibonacci

Neste capitulo apresentaremos a Sequéncia de Fibonacci por meio de uma recor-
réncia linear homogénea de segunda ordem. Em seguida vamos resolver tal recorréncia
determinando uma férmula para calcular o valor do termo da Sequéncia de Fibonacci
(fn)nen, de modo que dependa apenas de n. No final estudaremos algumas das suas

propriedades.

3.1 Sequéncia de Fibonacci e propriedades

Definigao 3.1. (LIMA et al.,2004) A recorréncia linear homogénea de sequnda ordem
dada por F,io = F,i1 + F, onde Fy = Fy = 1 define uma sequéncia( fy)nen @ qual se

chama de Sequéncia de Fibonacci, a saber

(fa)wen = (1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, ...) .

A seguir, apresentamos alguns exemplos interessantes de onde aparece a Sequéncia

de Fibonacci.

3.2 Sequéncia de Fibonacci na natureza

Um exemplo associado a Sequéncia de Fibonacci na natureza é observar o nimero
de pétalas de uma flor completa, ou seja, se contarmos cuidadosamente o nimero de
pétalas de uma flor que nao perdeu nenhuma de suas pétalas, veremos que na maioria
dos casos teremos esse nimero correspondente a um termo da Sequéncia de Fibonacci. De
acordo com Sinha (2017) podemos listar agora algumas flores no qual se constata isso,

vejamos:
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Figura 2 - 1 Pétala: Lirio Branco  Figura 3 — 3 Pétalas: Lirio, Iris

Fonte: Codinghero Fonte: Codinghero

Figura 4 — 5 Pétalas: Botao de Ouro,
Rosa Selvagem, Espora, Figura 5 — 8 Pétalas: Delfinios
Columbine (Aquilegia)

Fonte: Codinghero
Fonte: Codinghero

Figura 6 — 13 Pétalas: Tasneira, Ca-
léndula de Milho, Cine-

- Figura 7 — 21 Pétalas: Aster, Susana de Olhos
raria

Pretos, Chicoria

Fonte: Codinghero
Fonte: Codinghero


https://codinghero.ai/the-fibonacci-series-and-its-amazing-applications/
https://codinghero.ai/the-fibonacci-series-and-its-amazing-applications/
https://codinghero.ai/the-fibonacci-series-and-its-amazing-applications/
https://codinghero.ai/the-fibonacci-series-and-its-amazing-applications/
https://codinghero.ai/the-fibonacci-series-and-its-amazing-applications/
https://codinghero.ai/the-fibonacci-series-and-its-amazing-applications/
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Figura 9 — 55, 89 Pétalas: Margari-
das Michaelmas, Familia
Asteraceae

Figura 8 — 34 Pétalas: Tanchagem,
Piretro

Fonte: Codinghero Fonte: Codinghero

As figuras' apresentadas nesta se¢do podem ser acessadas no site CODING HERO?

3.3 Sequéncia de Fibonacci e o Triangulo de Pascal

Outra aplicagdo interessante esta relacionada ao Triangulo de Pascal, o qual é um
assunto da matemaética estudado no ensino médio com diversas aplicagoes. Veremos a

seguir tal propriedade relacionada a Sequéncia de Fibonacci:

Definicao 3.2. (LABORAO, 2016) O Triangulo de Pascal é um triangulo numérico

. . ~ . .. | -
infinito formado por nimeros binomiais (Z) ., onde n representa o numero da

S n.
T kl(n—K)
linha e k representa o nimero da coluna, com n > k, iniciando a contagem a partir do

zero. Ver Figura 1P

The Fibonacci Series and its Amazing Applications: Disponivel em: <https://codinghero.ai/the-
fibonacci-series-and-its-amazing-applications/>. Acesso em: 28 de jul. de 2021.

CODING HERO. Disponivel em: <https://codinghero.ai>. Acesso em: 28 de jul. de 2021.
Tridngulo de Pascal: definicio e construgdo. Matemdtica bédsica. Disponivel em: <https://
matematicabasica.net/triangulo-de-pascal/>. Acesso em: 06 de jul. de 2021.


https://codinghero.ai/the-fibonacci-series-and-its-amazing-applications/
https://codinghero.ai/the-fibonacci-series-and-its-amazing-applications/
https://matematicabasica.net/triangulo-de-pascal/
https://matematicabasica.net/triangulo-de-pascal/
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Figura 10 — Triangulo de Pascal

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Fonte: Site Mateméatica Bésica

Desenvolvendo os binomios no Triangulo de Pascal notamos que a soma dos niimeros

em diagonal tem como resultado termos da Sequéncia de Fibonacci. Ver figura 11%:

Figura 11 — Triangulo de Pascal com a Sequéncia de Fibonacci

] 1 2 3 B 8 13 21 34

1
3 1
5 4 1

i 10 5 1

15 20 15 8 1

21 35 36 21 7 1

28 b6 YO Bg 28 8 1

o e s =
GO — ] T o Ry

Fonte: Repositorio UFMG.

Esta propriedade nos diz que:

4 LABORAO, G. G. TRIANGULO DE PASCAL. Disponivel em: <https://repositorio.ufmg.br/

bitstream /1843 /EABA-ACAJ4G/1/monografia_ guilhermeguimaraes.pdf>. Acesso em: 06 de jul. de
2021.


https://matematicabasica.net/triangulo-de-pascal/
https://repositorio.ufmg.br/bitstream/1843/EABA-ACAJ4G/1/monografia_guilhermeguimaraes.pdf
https://repositorio.ufmg.br/bitstream/1843/EABA-ACAJ4G/1/monografia_guilhermeguimaraes.pdf
https://repositorio.ufmg.br/bitstream/1843/EABA-ACAJ4G/1/monografia_guilhermeguimaraes.pdf
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(5o () )

onde j é o maior inteiro menor ou igual a 7.

A demostracao deste resultado e outras observacoes podem ser encontradas em
Laborao (2016).

3.4 Propriedades da Sequéncia de Fibonacci

Trataremos aqui algumas das principais propriedades da Sequéncia de Fibonacci
segundo Vorobiov (1974).

Proposicao 3.1. A soma dos n primeiros nimeros de Fibonacci € igual a F, o — 1.

Prova. De acordo com a recorréncia de Fibonacci temos que:

F1 - F3—F2:F3—1
F, = F,—F;
Fy = Fy—F,

F... = Fn+1_Fn
F, = Fn+2_Fn+1-

Assim, somando as equagoes acima obtemos
F+Fh+F+ o+ +F,=F—-1+F—-F+F—F+ g —Fo+ Fha—Fop
=1+ (F3—F3) + (Fy— Fy) + (F5 = F5) + - + (F, = F) + (Fogr — Fog) + Fopo
De onde obtemos o resultado
Z Fk = Fn+2 -1
k=1
O

Proposicao 3.2. A soma dos n primeiros numeros de Fibonacci com indices impares é

tqual a Fy,.
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Demonstracgao. De acordo com a recorréncia de Fibonacci temos que:

Fl = F2
Iy = Fy—F

F5 = Fﬁ_F4

FQn—3 - F2n—2 - FQn—4
FZn—l = FQn_FZn—Q-

Dai, somando membro a membro cada uma das equacoes
Fi+F3+F5+- -+ Fon 3+ Fon 1 = Fo+Fy—Fo+Fo—Fy+- -+ Fop o— Foy g+ Fop—Foy o

=(Fy,— F) 4+ (Fy—Fy) + (Fs — Fs) + - + (Fon—a — Fon—a) + (Fan—o — Foyo) + Fhy.

De onde obtemos o resultado

Z Fop 1 = Fop.
k=1

0

Proposicao 3.3. A soma dos n primeiros nimeros de Fibonacci com indices pares € igual

a Fapi1 — 1.

Demonstracao. Da recorréncia de Fibonacci segue-se que

F2 - Fg—Fleg—l
F4 = FS_FB
g = Fr— 13

FQn—2 = FQn—l - FQn—3
F2n = F2n+1 - FQn—l-
Anélogo ao resultado anterior somarmos membro a membro para obtermos
Fo+Fy+Fo+- -+ Foy ot Foy = F3—1+Fs—F3+Fr—F5+- -+ Fop1—Fop 3+ Fony1—Fon

=—1+(F—F5)+(Fs—F5)+(Fr—Fr)+ -+ (Fop—s — Fop3) + (Fan—1 — Fon—1) + Fopt1.
Dai, temos o resultado

Z Fop = Fopyr — 1.

k=1
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Proposicao 3.4. A soma alternada dos nimeros da Sequéncia de Fibonacci satisfaz a

sequinte identidade

Z(—l)k+1 X Fk — (_1)n+1 . Fn—l + 1.
k=1

Demonstracao. Combinando as Proposicoes 3.2 e 3.3 e usando Fy, 11 = Fo, 1+ Fb,

obtemos, a seguinte equagao
Fy—F+Fs—Fy+Fs—Fs+Fr—- -+ Fon—Foy=Foy — Fop1 +1=—Fy, 1 + 1.
Somando Fy,,; a equagao acima encontramos
Fi—F+F—F+Fs—Fo+Fr— -+ Fop1— Fan+ Fopr = Fopn — Fop 1 +1 = Fo, + 1.

Portanto, desta duas equacoes podemos concluir que

S (1R B = (<) By 1.
k=1

O

Para a prova da seguinte proposi¢ao usaremos um resultado muito conhecido, o

Lema de Euclides para o caso n = 1, o qual nos diz que: Dados niimeros inteiros a, b e n,
se existir mdc(a, b — na) entdo mdc(a,b) = mdc(a,b — na). A notagdo mdc(a, b) refere-se

a0 maximo divisor comum entre dois nimeros a e b

Proposicao 3.5. Quaisquer dois numeros de Fibonacci consecutivos sao primos entre si.

Demonstragao. Fazendo indugao sobre n. Queremos provar que, mdc(F,, F11)

1 para todo niimero inteiro n maior que 1. Para n = 1 temos que mdc(Fy, Fy) = mde(1,1)
1.

Suponhamos agora que vale para n inteiro maior do que 1, ou seja, mdc(F,,, F,11)

1. Devemos verificar que a propriedade vale para n+ 1, ou seja, que vale mde(F, 11, Fri2) =
1.

Note que, mdc(Fy 41, Fryo) = mde(Fpy1, Fy+ Foiq). Aplicando o Lema de Euclides

mdc(a,b) = mdc(a,b — na) para o caso n — 1 vem que
de(Fn+1, Fn+2) = de(Fn+1, Fn + Fn+1)
= de(Fn+1, F, + Fn+1 - Fn+1)

= mdc(F,, Fri1).

Dai, pela hipotese de inducgao, temos

de<Fn+17 Fn+2) = de(Fn, Fn+1> =1.
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Proposicao 3.6. A soma dos quadrados dos n primeiros termos da Sequéncia de Fibonacci

é igual a F,F,yq.

Demonstragio. Observe que, F,, = F,,,1—F,_;. Daivem, F? = F,,(F,, .1, —F,_1) =

F.F, 1 — F,F,_,. Portanto, temos que

Z F? =F} + Z F? = FiFyy Z(FkaJrl — Fy1Fy),
k=1 k=2

k=2

ou seja,
Z F/g2 = FlFQ+(FQFg—F1F2)+(F3F4—F2F3)—|" : ‘+(Fn—lFn_Fn—2Fn—1)+(FnFn+1_Fn—an)
k=1

- FTLFn+1'

g

Proposicao 3.7. Para todo n > 1 e para todo m > 1 a sequinte relacao € verdadeira
Fm-‘rn = Fm—an+Fn+lFm'

Demonstragao. Faremos essa prova usando Inducao Completa encontrado no

apéndice B sobre n. Para n = 1 temos
Fm+1 :mel—i_Fm: m71F1+F2Fm7

portanto o resultado vale para este caso. Suponhamos que ela é verdadeira para n tal
que 1 < n < k, daf vale, F, (x—1) = Fno1Fr1 + FiFyy € B = Fru 1 By + B Fyy
Queremos mostrar que esta propriedade vale para n = k + 1. De fato, devemos verificar
que:

Foi ey = Fr1 Frg1 + Frgo Fpn.

Mas,
Fot@r1) = Fogr + Fge-1-

Usando a hipétese de indugao no termo F, 4y e F, 4 (x—1) temos que
Foikrn = Fnaby+ Fpp B+ Fr 1 By + FiFp.
Colocando em evidéncia F,,_; e F}, obteremos
otk = Fpoa (B + Fio1) + Fn(Fiep1 + Fi) = Fno1 Fiopn + FnFiopa.
OJ

Proposicao 3.8. Sen >1 e F,_1, F,11 sao numeros da Sequéncia de Fibonacci, entdo

~ _ 2 2
vale a relagao Fy, = Fy | — F7 ;.
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Demonstracao. Da Proposicao 3.7 com m = n temos que Fy, = F,,_1F,,+ F1F,,

colocando F}, em evidéncia, obtemos
F2n: n—an+Fn+1Fn

- Fn(Fn-‘rl + Fn—l)
= (Fn-‘rl - Fn—l)(Fn+1 + Fn—l)

_ 2 2
_Fn+1_Fn—1

uma vez que F, = F, 1 — F,_1. O

3.5 Fémula de Binet

O objetivo central dessa se¢ao é encontrar uma solucao explicita (uma férmula)

para a recorréncia Fj, .o = F,, 11 + F,, onde F} = F, = 1.

Teorema 3.1. (MORGADO; CARVALHO, 2015) Para todo n > 1 tem-se que F,, =
1 (1+\/5)"_ 1 (1—\/5

V5 2 2

V5

V5

)n, onde (Fp)nen € a Sequéncia de Fibonacci.

Demonstragao. A Recorréncia de Fibonacci F, o = F,, 11 + F,,, é equivalente a

2

Foio — Fh1 — F, = 0, assim sua equagao caracteristica é dada por r* —r — 1 = 0 com

solucoes 1, = 12—\/5 ery = 1’—2‘/5 Aplicando o Teorema 2.2 encontramos

1+v5\" 1—v5\"
Foooy (FEV5) o (L5
2 2
Como F} = F, = 1, podemos determinar os valores de C e (s por meio do seguinte
sistema
C1(58) + ¢y (58) =1,
2 2
C1(%E) +G(55) =1
Dai, resolvendo este sistema encontramos como solucao C; = % e (Cy = —%. Portanto
tem-se

reg (527) -5 (57)

O

Esta formula para a Sequéncia de Fibonacci é chamada de Formula de Binet em

homenagem ao matematico Jacques Binet, quem a descobriu.

Podemos reescrever a Formula de Binet da seguinte forma:

a® — gn 1++5 1—-+/5
_ onde o= e .

V5o 2

F, =
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O teorema seguinte nos da uma boa aproximagao de F, em termos de a o qual pode ser
encontrado em Vorobiov (1974, p.26).

. n ’ . ~ ’ . .
Consideremos a,, = % como sendo o n-ésimo termo da progressao geométrica cujo

primeiro termo é a; = % e cuja razao é .

Teorema 3.2. O Numero de Fibonacci F,, é um niumero inteiro prorimo do numero

n . . A . .
ap = %, podemos ainda afirmar que a distincia de F,, a a, satisfaz |F,, — a,| < %

Demonstragao. Demonstraremos que o valor absoluto da diferenca entre F), e a,

é sempre menor que % De fato,

P [y By L
A V5 V5 V5 V5
Como |f] < 1 temos que |5"| < 1, dai |f"| < 1 o que nos diz que % < % < %,
uma vez que /5 > 2. Portanto segue que |F), — a,| < % O
Observacgao 3.1. No teorema 3.2 observamos que |F,, — a,| = l?/%' < % o que implica
. Bt , Bl _ 1
nh_)ngo|Fn—an| —JLIEOW—O, pois 0 < = < 3.

Mais a frente, o Teorema 3.2 serd de suma importancia e permitira revelar uma
incrivel relagdo entre os trabalhos de Fibonacci e Euclides, especificamente entre Sequéncia

de Fibonacci e Ntmero de Ouro.
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4 Sequéncia de Fibonacci e sua relacao com

a Geometria

Neste capitulo veremos uma importante relacao da Sequéncia de Fibonacci na
geometria, no que diz respeito ao Numero de Ouro. Segundo Falbo (2005), a proporgao
durea (Nimero de Ouro) é a solugdao para um problema proposto por Euclides' em seus
Elementos, Livro VI. Adotaremos em nosso contexto AB é um segmento de extremos em

A e B, ja AC representard o cumprimento do segmento AB.

4.1 O Nimero de Ouro

Segundo Eves (2004, p.125) dizemos que um ponto C' divide um segmento de
reta AB em Secgcdo Aurea, se o segmento de maior cumprimento é média geométrica
entre o cumprimento do menor segmento e o cumprimento do segmento todo. A razao do
cumprimento do segmento maior pelo cumprimento do segmento menor chama-se Razdao

Aurea.

Em outras palavras, considere um ponto C' pertencente a um segmento AB e que
AC =a,CB =be AB = a + b. Diremos que o ponto C divide o segmento AB em seccao

aurea quando

E_E_a—%b_a
AC CB a b

Figura 12 — Segmento Aureo

A & B
Fonte: Autor, GeoGebra

Da igualdade acima temos a seguinte equagao

a’> —ab—b* = 0. (4.1)

L Euclides de Alexandria, 300 a.C., foi um matemético platénico e escritor grego, muitas vezes referido

como o "Pai da Geometria'.
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A qual tem como solug¢ao em a os seguintes valores a; = ”2—\/511 e ay = 1’2‘/511
Substituindo esses valores em é;g encontramos os seguintes valores ¢ = 1+2‘/5 e
¢ = 1’2—‘/5 quando substituimos por a; e as, respetivamente.
O nimero ¢ = 1+—2‘/5 encontrado é chamado de Ntimero Ouro, j4 o nimero

¢ = 1’T\/5 ¢ chamado de conjugado de ¢. Vale ressaltar que, consideramos o nimero
AB

positivo como o Numero de Ouro em virtude da razao o= ser dada entre niimeros

positivos.

Se na equagao (4.1) considerarmos b = 1, entdo a* —a — 1 = 0 tem como raizes ¢ e

¢. Dai, tiramos a relacdo
P’ =¢+1 (4.2)

Da relagao acima temos duas observagoes a serem feitas, as quais apresentaremos

a seguir:

 Extraindo a raiz quadrada na equagao (4.2) obtemos ¢ = /¢ + 1. Assim substituindo
o valor de ¢ temos ¢ = /1 + /1 + ¢, repetindo esse processo infinitamente temos

¢:¢1+\/1+\/1+\/1+\/1+...

 Dividindo a equacao (4.2) por ¢ obtemos ¢ = 1 + é Assim substituindo ¢ temos

=1+ H%, repetindo esse processo infinitamente temos
¢

Esta expressao do Ntmero de Ouro dada acima é chamada de fracdo continua®.

Vejamos que, a equagdo (4.2) nos d4 uma relacdo entre o nimero de ouro e os
numeros de Fibonacci. Para isso, basta multiplicarmos ela repetidas vezes por ¢, obtendo

as seguintes igualdades:

¢ = o+1,
¢9° = 20+1,
¢! = 39+2
¢ = bp+3,
¢° = 8p+5.

2 SILVA, M. A. dos S. Fragdes continuas: Uma aplicacdo a criptografia RSA. Dissertacdo (Mestrado

em Matemética) — Universidade Federal de Sergipe, Mestrado Profissional em Mateméatica em Rede
Nacional, Itabaiana, 2019. Disponivel em: <https://ri.ufs.br/bitstream/riufs/12767/2/MARCIO
ALEXANDRE SANTOS SILVA.pdf>. Acesso em: 21 de set. 2021.


https://ri.ufs.br/bitstream/riufs/12767/2/MARCIO_ALEXANDRE_SANTOS_SILVA.pdf
https://ri.ufs.br/bitstream/riufs/12767/2/MARCIO_ALEXANDRE_SANTOS_SILVA.pdf
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Note que, estas poténcias de ¢ deram origem a dois conjuntos {1,2,3,5,8} e {1,1,2,3,5}
em ambos casos sao subconjuntos dos Numeros de Fibonacci, o que nos permite reescrever
as equacoes da seguinte forma: ¢? = Fho+Fy; ¢° = Fyo+Fy; ¢* = Fyop+ Fz; ¢° = Fso+ Fy;
¢% = Fs¢ + Fs.

De acordo com as observagoes acima podemos afirmar que
" = Fop+ F,_,. (4.3)

De fato, basta aplicarmos o Principio de Indugao Matematica sobre n. Para n = 2 a
afirmacao é verdadeira pois vimos ja que ¢* = Fy¢ + F,. Agora, suponhamos que a
afirmacao é verdadeira para n = k, isto ¢, vale a relacdo ¢* = Fj,¢ + Fj,_1. Devemos provar

que, a relacao é verdadeira para n = k + 1. Assim

o =00 = (Fp+ Fra)d
= Fp¢® + Fp19
= F(¢p+1)+ Fr_1¢, em virtude da equagao (4.2)
= o+ Fy+ F_19
= (Fr+F)o+ Fe
= Fp1¢+ Fi.

Logo, pelo Principio de Indugdo Matematica a equagdo (4.3) vale para todo ntimero natural
n > 2.

O proximo teorema nos diz que a taxa de crescimento da Sequéncia de Fibo-
nacci para n suficientemente grande é igual ao nimero de ouro, apresentaremos aqui a

demostragao dada em Vorobiov (1974, p. 77).
Teorema 4.1. Seja ¢, = FI’;II Se F,11 e F, sdo numeros Fibonacci consecutivos entdo
Fn+1

= ¢.

lim = lim
n—oo gbn n—oo n

~ n
Demonstracao. De acordo com o Teorema 3.2 podemos escrever F,, = a—\/g + 6,

onde |0,] < %, como « = ¢ podemos escrever [, = ‘% + 0,,. Dai temos que

F ¢n+1 + 9
n .5 T Untl
Y, ¢a = Jim, S = Jim 52—

. . . . n
Dividindo o numerador e o denominador por % encontramos:

: Onr1V5
b+ Ont1V5 lim <¢+ H)

n—00 ¢n

n—oo n—00 0,V5
1+ =5 lim (1 T 6’;;?)

n—oo
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Como [0,,41V/5| < % -3 = % temos que 6,115 é limitada e temos ainda que ¢" tende para

o infinito quando n cresce infinitamente pois ¢ > 1, temos assim que

lim <9”;17/5> —0 e lim <9N3> — 0.

n—oo n—oo ¢n

+0 _

Dal, obt li n = : O
al, obtemos que ngrgo¢ 150 )
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5 Ensino da Sequéncia de Fibonacci no ensino

basico

Nesta secao trataremos formas de mediar o ensino de Sequéncia de Fibonacci para
aluno do ensino basico, com objetivo de estimular e facilitar o aprendizado do mesmo
com respeito a sequéncia de Fibonacci. Este contexto nos leva a pensar no ensino de
forma significativa nos dias atuais da educacao e para isso faremos uma abordagem do
assunto nao somente citando as propriedades e defini¢oes, mas sim orientando os alunos a

construirem o seu proprio entendimento sobre tal assunto.

GUIA DO PROFESSOR

Neste guia trataremos no primeiro momento do problema classico, dos casais de
coelhos, proposto por Fibonacci e no segundo momento notaremos a relagao entre os
termos da Sequéncia de Fibonacci com o Niimero de Ouro, visando assim o desenvolvimento
das habilidades (EF07TMA14),(EF0O6MA22), H2, H22, H24, H25 e H26 que é de suma
importancia, pois observamos aspectos quantitativos e qualitativos da realidade (situagao
problema) bem como a relagao entre esses aspectos dando-lhes assim significado matematico,
com isso temos como objetivo de que o aluno trona-se capaz de compreender e caracterizar
o seu cotidiano de maneira interdisciplinar, utilizando para isso recursos didaticos e
materiais que facilitarao essa compreensao, tendo em vista o ensino aprendizagem de

maneira significativa de acordo com Ponte (1992).

Objeto de conhecimento
« Sequéncia recorrentes (Sequéncia de Fibonacci)

» Geometria (Ntimero de Ouro)

Habilidades

As seguintes habilidades podem ser encontradas em Brasil'+?

(EF07TMA14) - Classificar sequéncias em recursivas e nao recursivas, reconhecendo
que o conceito de recursao esta presente nao apenas na matemdtica, mas também nas

artes e na literatura.

De acordo com: BRASIL. Ministério da Educagdo. Base Nacional Comum Curricular.[4]
2 De acordo com: BRASIL. Ministério da Educacio. Matriz de referéncia ENEM - INEP.[5]
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(EF06MA22) - Utilizar instrumentos, como réguas e esquadros, ou softwares para
representacoes de retas paralelas e perpendiculares e construcao de quadrilateros, entre

outros.
H2 - Identificar padroes numéricos ou principios de contagem.

H22 - Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como recurso para a constru-

¢ao de argumentacao.
H24 - Utilizar informagoes expressas em graficos ou tabelas para fazer inferéncias.
H25 - Resolver problema com dados apresentados em tabelas ou gréficos.

H26 - Analisar informacoes expressas em graficos ou tabelas como recurso para a

construcao de argumentos.

Objetivo

Reconhecer a recorréncia que relaciona os termos da Sequéncia de Fibonacci e a

sua relacao como Numero de Ouro.

Recursos didaticos

Computador, celular/calculadora cientifica, microfone, mesa digitalizadora, aplica-

tivos: Google Formulario, Powerpoint, Youtube.

Avaliacao

A avaliagdo do aluno deve ser continuada, ou seja, o aluno devera ser avaliado
durante toda a aula. O professor na avaliacdo continuada podera por exemplo considerar
as avaliagoes das competéncias socioemocionais, a avaliacao formativa, a autoavaliagao,
aplicagao de (formuldrio, fluxograma, quizz de perguntas, etc). Neste Guia do Professor
foi proposto a utilizado como ferramente de avaliagao um fluxograma, em cada aula para
ter uma ideia quantitativa da aprendizagem (o que nao deve ter cardter exclusivo para o

promogao do aluno), etc. Mais informagoes sobre estes tipos de avaliagao®.

Observacéo 5.1. E de fundamental importincia que o professor anote todas as informagcoes
dos alunos individualmente aula apos aula para assim ter condigoes de justificar seu processo

avaliativo.

3 IMAGINIE EDUCACAO - EDUCACAO CONTINUADA. Disponfvel em: https://educacao.imagi
nie.com.br/avaliacao-continua/. Acesso em: 27 de Jul. de 2021.


https://educacao.imaginie.com.br/avaliacao-continua/
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Duracao

Pode variar de acordo com a necessidade de cada turma, mas em média este Guia

podera ser desenvolvido em 6 aulas.

Introducao

Para inicio de conversa, vamos a uma breve passeio sobre a histéria* de um tal

Leonardo Fibonacci.

Fibonacci, também chamado de Leonardo Pisano ou até mesmo Leonardo
de Pisa, nome original Leonardo Fibonacci, matematico italiano medieval
que escreveu o livro Liber Abaci (1202; "Livro do Abaco"), o primeiro
trabalho europeu em matemaética indiana e arabe. Pouco se sabe sobre a
vida de Fibonacci, além dos poucos fatos apresentados em seus escritos
matematicos.

O Liber Abaci, amplamente copiado e imitado chamou a atenc¢do do
Sacro Imperador Romano Frederico II° . Na década de 1220, Fibonacci foi
convidado a comparecer perante o imperador em Pisa, 14 um dos membro
da comitiva cientifica de Frederico propos uma série de problemas, trés
dos quais Fibonacci apresentou em seus livros.

Por varios anos, Fibonacci se correspondeu com Frederico II e seus estu-
diosos trocando problemas com eles. Ele dedicou seu Liber quadratorum
(1225; “Livro dos Numeros Quadrados”) para Frederico.

Embora o Liber Abaci fosse mais influente e amplo, o Liber Quadratorum
sozinho classifica Fibonacci como o principal contribuinte para teoria dos
nimeros entre Diofanto® e o matematico francés do século XVII Pierre
de Fermat”.

Exceto por seu papel na difusdo do uso dos numerais hindu-arabicos a
contribui¢do de Fibonacci para a matematica foi amplamente esquecida.
Seu nome é conhecido pelos matematicos modernos principalmente por
causa da Sequéncia de Fibonacci derivada de um problema (veja abaixo)
no Liber Abaci. (GIES,2021).

O problema

Um certo homem colocou um par de coelhos em um local cercado por todos os
lados por uma parede. Quantos pares de coelhos podem ser produzidos a partir desse par
em um ano, se for suposto que a cada més cada par gera um novo par e que a partir do

segundo més se torna produtivo?

4 Encyclopedia Britannica. Disponfvel em: <https://www.britannica.com/biography/Fibonacci.> Acesso

em: 27 de Jul. de 2021.

Frederico II Coroado imperador do Sacro Império Romano-Germéanico em 1220, ele ficaria na histéria
como um dos monarcas mais esclarecidos.[13]

Diofanto de Alexandria era um matemadtico grego, famoso por seu trabalho em algebra.[31]

Pierre de Fermat, matematico francés que muitas vezes é chamado de o fundador da teoria moderna
dos niimeros. [3]


https://www.britannica.com/biography/Fibonacci.
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Observacao 5.2. Caso alguns alunos ndo consigam entender o problema dos coelhos, o
professor poderd orientar o entendimento utilizando por exemplo diagrama de drvore® como
mostra a Figura 13, onde o casal que torna-se produtivo recebe medalha azul e vermelha.
Neste diagrama o nimero de casais em cada linha é um termo da Sequéncia de Fibonacci,
ou seja, no primeiro més temos um casal nao produtivo, no seqgundo més temos um casal
produtivo e por esse motivo receberam as medalhas, no terceiro més temos dois casais visto
que o do sequndo meés produziu um novo o qual nao deve receber a medalha, no quarto més
teremos trés casais sendo dois produtivos (um que jd era produtivo desde o sequndo més
e o que nasceu no terceiro més que tornou-se produtivo) e um novo filho do que ja era

produtivo e assim sucessivamente:

Figura 13 — Diagrama da Sequéncia de Fibonacci

L
4d Ak AL

Fonte: PNGWING

4L

A fonte PNGWING?.

8 Diagrama da Sequéncia de Fibonacci. Disponivel em: <https://www.pngwing.com/pt/free-png-

ygbee>. Acesso em: 06 de jul. de 2021.
9 PNGWING. Disponivel em: <https://www.pngwing.com/>. Acesso em: 06 de jul. de 2021.


https://www.pngwing.com/pt/free-png-yqbee
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Neste momento o professor deve propor aos alunos que formem grupos com trés
alunos e terminem de preencher a tabela a seguir de acordo com a abordagem do problema

dos casais de coelhos:

Tabela 1 — Determinando a Sequéncia de Fibonacci

Més | Jan | Fev | Mar | Abr | Mai | Jun | Jul | Ago | Set | Out | Nov | Dez
Casais | 1 1

Fonte: Autor 2021

Quando terminar o preenchimento da tabela, reunir os grupos em um grande circulo
na sala para exposicao das ideias adotadas por eles para a solugdo do problema, a solucgao

esperada é:

Tabela 2 — Solucao esperada na Tabela 1

Meés | Jan | Fev | Mar | Abr | Mai | Jun | Jul | Ago | Set | Out | Nov | Dez
Casais | 1 1 2 3 5 8 [ 13| 21 | 34 | 55 | 89 | 144

Fonte: Autor 2021

Neste instante o professor devera estimular os alunos com os seguintes questiona-

mentos:

1. Suponha que o processo de reproducao se estenda infinitamente. Existe relagao
entre os termos da sequéncia (caso o aluno tenha dividas sobre a defini¢ao de
sequéncia numéricas acesse <https://portaldaobmep.impa.br/index.php/modulo/
ver’modulo=79#> para uma retomada de conhecimento) (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34,
55, 89, 144, ---)?

Resposta esperada: A partir do segundo termo podemos notar que o termo seguinte

¢é soma dos dois antecessores imediatos na sequéncia.

2. A respeito das discussoes da questao anterior, considere os termos F,, F,, 11 € F, o
para n maior do que 1. Qual a relagao entre esses trés termos?
Resposta esperada: A relagdao de recorréncia entre eles é F, o = F,, .1 + F,, onde
n € um numero natural maior do que 1.

3. Determinem agora os dois proximos termos dessa sequéncia, ou seja, determinar Fi3
e F14, bem como determinar Fj.
Resposta esperada: Como vale a relagao F,, o = F,, 11 + F), tem-se que :
Fi3 = Fis + Fi1 =89 + 144 = 233
F14 - F13 + F12 =144 + 233 = 377


https://portaldaobmep.impa.br/index.php/modulo/ver?modulo=79
https://portaldaobmep.impa.br/index.php/modulo/ver?modulo=79#
https://portaldaobmep.impa.br/index.php/modulo/ver?modulo=79#
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Deve-se listar os termos da Sequéncia de Fibonacci até o Fig para assim calcular o
Fy, ou seja, (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584,
4181) dai Fyy = Fig + Fig = 2584 + 4181 = 6765

Observacao 5.3. O objetivo central dos itens 1. e 2. acima € que 0s alunos entendam a
Sequéncia de Fibonacci como uma recorréncia, jd o item 3. acima, serve para estimular o
aluno a pensar se é possivel, diante do problema de listar até o termo Fig, como determinar
o termo Fyy, encontrando uma férmula para o termo F,, sé em fungao do tempo/més que

se espera para determinar o numero de casais.

Caso os alunos nao consigam determinar tal expressao, o professor deverd intervir

com o seguinte contexto:

Proposta de intervencao

Existe uma Férmula para a Sequéncia de Fibonacci chamada de Férmula de
Binet'® em homenagem ao matemético francés Jacques Binet (1786-1856), que a descobriu
em 1843 e dada por

e (05

NAUE /50 2

Neste instante deve-se orientar os alunos a pegar a caculadora cientifica para fazer
o calculo de Fyg substituindo o valor de n por 20 na férmula de Binet e o resultado deve
ser comparado com o encontrado anteriormente no item 3.

Para dar sequéncia, o professor deverd projetar para os alunos o seguinte video

»11

"Donald no Pais da Matemagica”™ ", para incentivar os mesmos a querer entender a relacao

entre a Sequéncia de Fibonacci e o Numero de Ouro.

O préximo passo ficard a cargo do professor, que sera fazer uma breve introducao

ao numero de ouro.

O tal Nimero de Ouro

Encontrada de diferentes formas na obra de artistas como Salvador Dali, de
arquitetos como Le Corbusier, a razao aurea é um dos niimeros mais famosos da matematica.

Os gregos antigos nas construgoes de seus edificios.(OBMEP, 2020)'2

10 Binet foi um matemaético, fez contribuicdes significativas para a teoria dos niimeros e os fundamentos

matematicos da dlgebra matricial.[18]

”Donald no Pais da Matemadgica”. Disponivel em: <https://www.youtube.com/watch?v=
wbftu093Y qk&t=279s>. Acesso em: 12 de jul. de 2021.

Clubes de matematica da OBMEP: desseminando o estudo da matematica. Disponivel em:
<http://clubes.obmep.org.br/blog/atividade-a-razao-aurea/>. Acesso em: 15 de jun. de 2021.

11

12


https://www.youtube.com/watch?v=wbftu093Yqk&t=279s
https://www.youtube.com/watch?v=wbftu093Yqk&t=279s
https://www.youtube.com/watch?v=wbftu093Yqk&t=279s
http://clubes.obmep.org.br/blog/atividade-a-razao-aurea/
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A razao aurea é um numero irracional, tal qual o famoso niimero m, e é também
denotado por uma letra grega, o “phi” (pronunciamos fi) ¢. Uma das equagoes que
modela o problema proposto por Euclides (c. 300 AC) em seus elementos, livro VI é
X2 — X — 1 =0 de onde se considera a raiz positiva como sendo o Ntimero de Ouro, a
saber ¢ = Y5 = 1,61803... ~ 1,618

Definicao 5.1. (AZEVEDO,2013) Denominamos retangulo dureo um retingulo cuja razio

do comprimento para a largura é igual a ¢.

Os seguintes exemplos sdo aplicacoes na arte de Retangulos Aureos

Exemplo 5.1. A Monna Lisa*®, sequndo informacoes do site do Museu Louuvre'*:

Este € o retrato mais famoso do mundo. Mostra Lisa Gherardini, esposa
do comerciante de seda florentino Francesco del Giocondo - dai seu nome
italiano La Gioconda e sew nome francés La Joconde . Pintada contra
uma paisagem distante, ela nos encara com seu famoso sorriso enigmdtico

. mas outro aspecto da pintura que a torna tdo especial é a técnica de
sfumato de Leonardo da Vinci, baseada no uso de esmaltes para criar um
efeito ‘esfumacado’ com contornos e contrastes sutis. Leonardo capturou
0 modelo voltando-se para o observador em um movimento natural que

dd vida a pintura.(MUSEU LOUVRE, 2021).

As dimensoes do retrato sao 53 cm de largura por 77 de altura, o que nos permite
verificar que a razdo entre essas dimensoes % = 1,4528301886792452830188679245283 ¢é
muito proxima do numero de ouro, ou seja, sua forma retangular se aproxima de uma

retangulo dureo.

13 Monna Lisa. Disponivel em: <https://www.louvre.fr/en/explore/the-palace/from-the-mona-lisa-to-
the-wedding-feast-at-cana>. Acesso em: 05 de jan. de 2021.
14 Museu Louvre. Disponnivel em: <https://www.louvre.fr.> Acesso em 05 de jun. de 2021.


https://www.louvre.fr/en/explore/the-palace/from-the-mona-lisa-to-the-wedding-feast-at-cana
https://www.louvre.fr
https://www.louvre.fr.
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Figura 14 — Monna Lisa

Fonte: MUSEU LOUVRE, 2021

Exemplo 5.2. Sequndo informagoes encontradas no site LE GALLERIE DEGLI UFFIZI™,
conhecida como “Birt hof venus™°, retrato de Sandro Botticelli:

A composicao mostra na verdade a deusa do amor e da beleza chegando
em terra, na ilha de Chipre, nascida da espuma do mar e soprada ali pelos
ventos, Zéfiro e, talvez, Aura. A deusa estd de pé sobre uma gigantesca
concha de vieira, pura e perfeita como uma pérola. Ela € recebida por
uma jovem, que as vezes € identificada como uma das Gragas ou como
a Hora da primavera, e que sequra um manto coberto de flores. Até as
rosas, sopradas pelo vento, sGéo uma lembranca da primavera. O tema
da pintura, que celebra Vénus como simbolo do amor e da beleza, talvez
tenha sido sugerido pelo poeta Agnolo Poliziano. (LE GALLERIE DEGLI
UFFIZI, 2021)

15 LE GALLERIE DEGLI UFFIZI. Disponivel em: <https://www.uffizi.it>. Acesso em: 06 de jul.
de 2021.

16 «Birt hof venus”. Disponivel em: <https://www.uffizi.it /en/artworks/birth-of-venus>. Acesso em:
06 de jul. de 2021.


https://www.uffizi.it
https://www.uffizi.it/en/artworks/birth-of-venus
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Figura 15 — Birt of Venus (Nascimento de Vénus)

Fonte: LE GALLERIE DEGLI UFFIZI, 2021

As dimensoes desse retrato sao 278,5 cm de largura por 172,5 de altura, o que nos per-
mite verificar que a razao entre essas dimensoes %g’g = 1,6144927536231884057971014492754
é muito préxima do Numero de Ouro, ou seja, sua forma retangular se aproxima de uma

retangulo aureo.

Neste momento o professor convida os alunos a utilizar o Aplicativo GeoGebra para
fazer a construcao do retangulo de ouro a partir de um segmento dado, orientando-os com
as propostas dos quatro itens que seguem abaixo. Caso nao seja possivel a utilizagao do
Aplicativo o professor podera fazer a construcao utilizando régua e compasso. A construcao

de uma perpendicular passando por um dos extremos do segmento esta disponivel no
Apéndice A.

Exemplo 5.3 (Construcao do Retangulo Aureo). Dado um segmento AB determine

um retangulo dureo.

Segui os passos em Wagner (2007, p.3) para determinarmos tal construgao geomé-

trica.

1. A partir do segmento dado AB, devemos construir um quadrado LJABC'D.
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Como fazer usando régua e compasso
o Tracamos as retas h e g perpendiculares a AB passando por A e B, respectiva-

mente;

o Tragamos o circulo C'y de centro em A e raio igual ao comprimento de AB,
escolhamos um dos pontos de interse¢des do circulo Cy com a reta h e chame
de D;

o Agora tragamos o circulo C'z de centro em B e raio igual ao comprimento de
AB, escolha um dos pontos das interse¢oes do circulo com a reta g e chame de
C'; de tal modo que C' fique no mesmo semiplano do ponto D em relagao a reta

que contém AB.

o Os pontos A, B, C' e D determinados anteriormente determinam um quadrado.

Figura 16 — Construgao do quadrado a partir de um segmento

1 [}
I'h I
| 9 |
1 1
1 I
1 [}
D C
Ca
CB
A B

e

Fonte: Autor, GeoGebra

2. Construir o ponto médio E do segmento AB.

Como fazer usando régua e compasso

o Com centro em A devemos tragar um circulo C'4 cujo raio a seja maior que a

metade do comprimento de AB;

e Com centro em B devemos tracar um circulo Cg de raio a igual ao do item

anterior.

o Consideremos agora os pontos V e W das intersecoes entre os circulos.
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e O ponto F da intersecao entre os segmentos AB e VW é o ponto médio de AB.

Figura 17 — Ponto Médio

Fonte: Autor, GeoGebra

3. Com a ponta seca do compasso em E e abertura F'C' determinar o ponto de intersecao
F sobre a semirreta AB, ou seja, devemos ter que EC = EF.

Figura 18 — Determinando o Ponto F’

D.-~"" "=~ - C
” ~
7
s C \\
4 \
4 \
4 \
/ \
/ \
! \
! 1
1 A E B |F
1 ©- -0 Q@ —-——=—=-= - —-——-=—--
1 |
\ 1
\ 1
\ /
\ /
\ /
\ /
N 7/
N 4
~ 7
~ ”
\\

~S_—_——-"

Fonte: Autor, GeoGebra

4. Agora, consideremos o ponto G' como sendo a intersecao da reta perpendicular a AF
em F' e semirreta D_C), como na figura 19:
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Figura 19 — Determinando o Ponto G ) R .
Figura 20 — Retangulo Aureo

———————— & - — A~
I ~
/ N
1 / \\
1 ’ \
1 / N
1 / \
/ \
1 / \
1 /7 \
| / \
1 / \
| ’ \
/ \
! /
1 /
A E B IF A E B F

e T
1
1

Fonte: Autor, GeoGebra
Fonte: Autor, GeoGebra

Os pontos A, F', G e D que encontramos nos passos descritos acima, determinam

o retangulo aureo que queriamos determinar, veja como fica na da figura 20:

Justificativa da construcao anterior para o professor

De fato, se consideremos AB = BC' = DC = AD = a entdo AE = EB = . Como

o tridngulo AEBC' é retangulo em B, podemos aplicar o Teorema de Pitagoras

2 2
ﬂf:E#+Bﬁ:(®~ﬂf:%,

de onde encontramos EC' = “—*2/3 Mas, temos ainda que

a\/g_a(1+\/5)
2 2

AF:AE+EC=g+

Logo, a razao entre o comprimento AF e a largura AD é igual a

AF  a(1+V5) 1+V6
AD  2a 2

9,

como queriamos.

Observacao 5.4. O retangulo BFGC' também € um retangulo dureo, pois:

CB a 2 _\/5—1—1_

W:WZ@ ~5-1 2

Portanto sempre que retiramos um quadrado de lado igual a largura de um retangulo dureo

@.

(NS

o retangulo que sobra ainda é um retangulo dureo.

Neste momento o professor chamara a atengao dos alunos para o seguinte fato.

Sempre que retiramos um quadrado de lado igual a largura de um retangulo aureo o
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retangulo que sobra ainda é um retangulo aureo. Repetindo assim o processo descrito

anteriormente obtemos a seguinte figura

Figura 21 — Retangulo Aureo Justapostos

o [ G
P K J
5l
N O M
B L F
A

Fonte: Autor, GeoGebra

Este processo pode ser repetido infinitas vezes tanto para obtermos retangulos
aureos com dimensoes cada vez menores ou para obtermos retangulos aureos com dimensoes

cada vez maiores.

Agora, vamos obter retdngulos a partir de quadrados cujo os lados sao nimeros de
Fibonacci fazendo o uso do App GeoGebra, neste caso, se nao for possivel utilizar o App
as construgdes com régua e compasso também se aplicam nas construgoes dos quadrados e

consequentemente dos retangulos. A seguir descrevemos os passos.

1. Primeiro, justapomos dois quadrados de lados iguais a 1 para obtermos um retangulo
1 x 2.

2. Agora, justapomos um quadrado de lado 2 ao retdngulo no item anterior de modo
que, o lado de comprimento igual a 2 do retangulo coincida com o lado do quadrado,

obtendo assim um retangulo 2 x 3.

3. Justaporemos um quadrado de lado 3 ao retangulo no item anterior de modo que,
o lado de comprimento igual a 3 do retangulo coincida com o lado do quadrado,

obtendo assim um retangulo 3 x 5.

Observe como fica o processo anterior na figura 22. Esses retangulos obtidos assim sao
chamados de Retangulos de Fibonacci. Vale ressaltar que, existem infinitos retangulos

de Fibonacci, uma vez que tal processo pode ser repetido infinitas vezes.
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Este procedimento nos da uma boa aproximacao de retangulos aureos por retangulos

com comprimento F},; e largura F,, onde F,,; e F}, sdo termos consecutivos da Sequéncia

de Fibonacci, pois temos que (%) — ¢ como visto no Teorema 4.1.

a figura 23 cuja fonte é o site Mega Curioso'® bem como o Espiral de Fibonacci!

Figura 22 — Retangulo de Fibonacci

13

21

11

Fonte: Autor, GeoGebra

Neste momento o professor pode apresentar o Espiral de Ouro'” mostrando
9

este por sua vez pode ser visualizado na figura 24 cuja fonte é o Site Atitude Re-

fleziva®® e ver assim a semelhanca entre elas, o qual ¢ justificado pelo Teorema 4.1.
Figura 23 — Espiral de Ouro Figura 24 — Espiral de Fibonacci
34
55
8 o
+b 13 21
Fonte: Site Mega Curioso Fonte: Site Atitude Reflexiva

17

18
19

20

Espiral de Ouro. Disponivel em: <https://www.megacurioso.com.br/matematica-e-estatistica,/74174-
voce-sabe-o-que-e-a-proporcao-aurea.htm>. Acessado em: 06 de jul. de 2021.

Mega Curioso. Disponivel em: <https://www.megacurioso.com.br>. Acesso em: 06 de jul. de 2021.
Espiral de Fibonacci. Disponivel em: <https://atitudereflexiva.wordpress.com/2016/12/07/a-
sequencia-de-fibonacci/>. Acessado em: 06 de jul. de 2021.

Site Atitude Reflexiva: Reflexdes sobre desenvolvimento de software, o cotidiano profissional e
conhecimentos gerais. Disponivel em: <https://atitudereflexiva.wordpress.com/>. Acesso em: 06 de
jul. de 2021.


https://www.megacurioso.com.br/matematica-e-estatistica/74174-voce-sabe-o-que-e-a-proporcao-aurea.htm
https://atitudereflexiva.wordpress.com/2016/12/07/a-sequencia-de-fibonacci/ 
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Nesta ocasiao os alunos devem ter notado a semelhancas entre os retangulos e
consequentemente entre os espirais, dai como proposta de investigacao do fato, os alunos

deverao preencher a tabela a seguir com aproximacgoes de até trés casas decimais:

Sequéncia de Fibonacci | 1 |12 |3 |5 |8 | 13|21 |34 |55|89 | 144

Fn+l

Fy

A resposta esperada

Sequéncia | 1 | 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144

Fr | |05 | 1,5 | 1,666 | 1,6 | 1,625 | 1,615 | 1,619 | 1,617 | 1,618 | 1,617

Fn

Dispondo os alunos em um grande circulo perguntar: perceberam alguma relagiao entre os

valores das razoes pedidas e o nimero de ouro?

Resposta esperada

A medida que o tempo passa as razoes encontradas se aproximam cada vez mais do

Numero de Ouro o que justifica o fato da semelhancas observadas nas construgdes acima.

Segundo informagoes encontrada no site Viva Decora?!, estes espirais e retangulos
estao presentes em diversos lugares como por exemplo na natureza, na arte, na arquitetura,

no seres humanos, etc.

Podemos concluir esta abordagem sobre a Sequéncia de Fibonacci por meio de
um fluxograma proposto pelo professor, por exemplo o da figura 25, pois de acordo
com Biasotto, Leandro Caumo e col. (2020) "Aprender significativamente é organizar
informacoes e integra-las aos conceitos ja assimilados, preexistentes na estrutura cognitiva.
Existe, portanto, uma informagao que seja mais geral e abrangente e que a ela ligam-se as

demais, de modo a incrementar mais significados".

Neste caso o fluxograma pode trazer questionamentos e direcionamentos, tais que
o ensino aprendizagem ocorra de maneira significativa, concordando assim com a teoria
da aprendizagem significativa segundo Ausubel (1963 apud BIASOTTO; FIM; KRIPKA,
2020).

Uma sugestao de fluxograma para a Sequéncia de Fibonacci é dado na figura 25.

21 Site Viva Decora. Disponivel em: <https://www.vivadecora.com.br/pro/curiosidades/proporcao-
aurea/>. Acesso em: 12, maio de 2021.


https://www.vivadecora.com.br/pro/curiosidades/proporcao-aurea/
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Figura 25 — Sequéncia de Fibonacci (fluxograma)

equéncias
numéricas

}

Definigdo de uma sequéncia nimerica, onde encontrar:
hitps:{iportaldaobmep.impa.briindex. php/moduloiver?modulo=794

{

Sequéncias definidas por recorréncia, onde encontar: Dar
EE—

https://portaldacbmep.impa.brfindex. php/modulofver?modulo=82 exemplo
Existe uma sequéncia conhecida por Sequéncia de Fibonacci,
onde encontar: Tem um jogo conhecido por Torre de Handi,
hitp:/fvevw.uel.br/projetos/matessencial/basico/alegriafseqfibl.html vamos brincar um pouco:

hitps:/fvvw.somatematica.com.brijogoshanol’
Qual a relagdo deste jogo com Recorréncia?

Agui vocé pode listar as propriedades relacionadas a seguéncia e

_ Fibonacci: ) ) ) curiosidades relacionadas a segéncia de Fibonacci,
hitp:/fwww.uel.br/projetos/matessencial/basico/alegria/seqgfinl.htmi onde encontar:
1-http:/fwww.mat.uc.pt'-matll3L/Fibonacci html
2-http:/ivewwresearchgate.net/publication/330740074
The_Fibonacci_Mumbers_and_Its_Amazing_Applications

Quais curiosidades
chamaram sua atengao?
E poque?

: =

MNote que algumas das cunosidades tem a ver com o
MNOmero de Quro, Oi, nimero de ourg! O que significa?
Onde encontrar?
Res:http://clubes.obmep.org. br/blog/atividade-a-razac-aurea/

Qual a relagio entre Sequéncia de

Fibonacci @ Nomero de Ouro? Notou a Busgue curiosidades sobre o Nomero de Ouro e assim veja
relacio entre quais areas da - se tem relagdes com as curiosidades relacionadas a
matemdtica? Coma conclusdo Sequéncia de Fibonacci

justifique suas respostas.

Fonte: lucidchart

Este fluxograma foi feito usando a pagina de internet Lucidchart?? e pode ser

acessado em: <https://lucid.app/lucidchart /e247546e-9abe-4fa3-9d02-0544cab1{4d7 /view?
page=0_0#> serve como uma ferramenta de avaliagdo onde o alunos podera descrever o
seu aprendizado partindo de um ponto geral, neste caso sequéncias numéricas. A cada etapa
¢ proposto um site onde o aluno fard (caso necessario) uma pesquisa para aprofundamento

do assunto abordado. Com o preenchimento deste fluxograma podemos fazer a relagao

22 Lucidchart. Disponivel em: <https://www.lucidchart.com>. Acesso em: 10 de maio de 2021


https://www.lucidchart.com
https://lucid.app/lucidchart/e247546e-9abe-4fa3-9d02-0544cab1f4d7/view?page=0_0#
https://lucid.app/lucidchart/e247546e-9abe-4fa3-9d02-0544cab1f4d7/view?page=0_0#
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entre os dados anotados no decorrer da aula e compreender melhor o conceito/nota a ser

atribuido/atribuida ao aluno.
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APENDICE A — Construcio de uma

perpendicular em um dos extremos do

segmento

Nesta solugao vamos tracar uma reta perpendicular ao segmento AB passando por
A. Para construirmos uma reta perpendicular passando pela extremidade do segmento de

reta AB, devemos escolher uma de suas extremidades. Seguiremos os seguintes passos:

1. Com a ponta seca do compasso em A, tragar um circulo C; de raio r; menor que o

comprimento de AB.

Figura 27 — Trés circulos

- — -

Figura 26 — Circulo no extremo A e S
7/ N\
7/ \
........ /" C3 N
PP / \
e, / \
I
s “ IF. -~ 7""~0 E-=-7"TC,~<
’ Yy 2
K % 7 /v\ 1 S
/ \ 7 4 N 1S
'l \‘ 7/ \ /7 \ \
! ' / y \ ! \
: A ' ’ \ ’ \ / \
: 7 H 1“1 \ / \ /
' ! | \ I} /
\ ' \ \ /
' H 1 N A |\ s B
Ay 1 P
\ K | N < _ — - -1 C ®
\\ /' \ \ - ]
\ \ !
\ \ / /
\ \ / /
---------- \ \ / /
\ \ /7 /7
A S N 7 7
S ~ - - /v\ - - - -
Fonte: autor, GeoGebra ~———- ~———-

Fonte: autor, GeoGebra

2. Consideremos agora o ponto C' de intersecao entre C; e o segmento AB e tracemos
dois outros circulos Cy e (3, de raio igual ao raio de C'y com centros nos pontos C' e F
respectivamente, onde £ é um dos pontos de intersecao entre C; e Cy. Consideremos
ainda o ponto F', como sendo o ponto de intersecao de C5 e C3, que estd no mesmo

semiplano de E com relagao a reta que contém AB.

3. Facamos agora outro circulo Cy, de centro em F' e raio igual ao raio de Cf, e

consideremos o ponto H diferente de A como sendo o ponto de intersecao entre Cj e
Cy.
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Figura 28 — Quatro Circulos

Fonte: autor, GeoGebra

4. A reta g que passa por A e por H é a reta que procuramos.

Figura 29 — Reta perpendicular ao Segmento AB
9

Fonte: autor, GeoGebra
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Justificativa

A Reta h que contém segmento E'F da construgao é paralela a reta j que contém o
segmento AB ja que os triangulos AEAF e ACAFE sao equilateros pois seus lados
sao raios dos de circulos de mesmo raio. De fato, pois se considerando a reta i que
contém AF temos que o angulo ZFAC = a = 60° e ZAEF = 60° sao iguais uma
vez que sao angulos de triangulos equilateros, isso nos garante que h e paralela a j

pelo teorema dos angulos alternos internos.

Agora, como a reta g que contém HA que é a diagonal do losango AEHF é
perpendicular a E'F' por ser a outra diagonal, assim sendo g é perpendicular a h o
que implica g perpendicular a j passando A ja que j é paralela a h. Logo se tem g

perpendicular a AB passando por A. Vejamos como fica na figura :

Figura 30 — Justificativa que AB ¢é paralelo a EF

~__—— = -

~_—_———_—-

Fonte: autor, GeoGebra
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APENDICE B - Principios de Inducio

Matematica

As demostragoes e enunciados dos fatos deste apéndice sao feitos segundo (HE-

FEZ,2009).

B.1 O conjunto dos nimeros naturais

Para inicio de conversa, consideremos um subconjunto S dos ntimeros reais e além

disso que S satisfaz as propriedades a seguir:

1. O ntmero 1 pertence a S.
2. Toda vez que S contém um nimero n, ele necessariamente contém o nimero n+-.
3. Nao existe subconjunto proprio de S satisfazendo as condigoes 1 e 2.

Observacao B.1. O conjunto S mencionado acima é unico.

De fato, se considerarmos S e Sy dois subconjuntos dos nimeros reais que sa-
tisfazem as propriedades 1, 2 e 3 entdao S; N Sy possui as propriedades 1 e 2, logo pela

propriedade 3 seque que

Slzslﬂ52:5'2.

Axioma 1. Eziste um subconjunto dos niimeros reais que satisfazem as propriedades 1, 2
ed.

Esse tinico subconjunto seréa chamado de conjunto dos niimeros naturais e denotado

por N.

B.2 Inducao Matematica

Consideremos dada uma sentenga matematica P(n) com n € N, a qual torna-se
verdadeira ou falsa quando é substituido o valor de n, estas sentencas sao ditas sentencas

abertas definidas sobre N.

Teorema B.1 (Principio de Inducdo Matematica). Seja P(n) uma sentenca aberta

sobre N. Suponha que
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1. P(1) € verdadeira; e
2. qualquer que seja n € N, sempre que P(n) é verdadeira, seque que P(n + 1) é
verdadeira.
Entdo, P(n) € verdadeira para todo n € N

Teorema B.2 (Indugao Completa). Seja a um nimero natural e P(n) uma sentenca

aberta. Suponha que:

e P(a) € verdadeira, e que;

e qualquer que seja n < a, se P(i) é verdadeira para todo a < n, entdo P(n+1) €
verdadeira.

Entao, P(n) é verdadeira para todo n < a.
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