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Resumo

Este trabalho é dedicado ao estudo de uma desigualdade de Sobolev com peso e suas
aplicacoes a uma equacao eliptica, seguindo o trabalho desenvolvido por Souza, Felix
e Medeiros em [42]. O principal objetivo é investigar a existéncia e nao-existéncia de
solucdes nao-triviais para uma equacao semilinear eliptica com condicao de fronteira de
Neumann, envolvendo o semiplano superior e funcdes peso. Neste processo de estudo de
solucdes, serdo estabelecidas imersdes de Sobolev com peso, para que seja possivel uma
abordagem variacional adequada. De forma mais especifica, serd introduzido um funcional
de tal maneira que pontos criticos do mesmo sado solu¢des do problema em questao.

Por fim, vale destacar que os métodos aplicados se baseiam em técnicas de minimizacao
e o famoso Teorema do Passo da Montanha.

Palavras-chave: Problema eliptico semilinear, Condicdo de fronteira de Neumann, Semi-
espaco superior, Métodos variacionais, Teorema do Passo da Montanha.



Abstract

This work is dedicated to the study of a weighted Sobolev inequality and its applica-
tions to an elliptic equation, following the work developed by Souza, Felix and Medeiros
in [42]. The main objective is to investigate the existence and non-existence of non-trivial
solutions to an elliptic semilinear equation with Neumann boundary condition, involving
the upper half-plane and weight functions. In this process of studying solutions, weighted
Sobolev embedding will be established, so that an adequate variational approach is possi-
ble. More specifically, a functional will be introduced in such a way that its critical points
are solutions to the problem in question.

Finally, it is worth highlighting that the applied methods are based on minimization
techniques and the famous Mountain Pass Theorem.

Keywords: Semilinear elliptic problem, Neumann boundary condition, Upper half-space,
Variational methods, Mountain Pass Theorem.
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Introducao

As Equacoes Diferenciais Parciais (EDPs) com condicOes de fronteira desempenham um
papel fundamental na modelagem matematica de sistemas fisicos, bioldgicos e economicos.
Elas sdo utilizadas para descrever fendmenos que envolvem mudancas continuas no espaco
e no tempo, como transferéncia de calor, fluxo de fluidos, propagacao de ondas, elastici-
dade de materiais, entre outros. A condicdo de fronteira, é relevante por exemplo para
determinar a distribuicdo de temperatura em um material a partir da conducdo de calor.
Além disso, serve para estudar o comportamento de fluidos confinados em um recipiente
ou escoando em um canal.

Neste trabalho, estudamos a existéncia de solug¢des do seguinte problema semilinear
eliptico com condicdo de fronteira

—Au = f(z,u), em
{ Bu =0, sobre 02, (0.0.1)

em que ) C R",comn > 3, f: QxR — R éuma funcdo e B é um operador que pode
assumir as seguintes expressoes:

(i) Bu = u (condigdo de Dirichlet);

(11) Bu = Ou/dv (condicdo de Neumann), com v representando o vetor normal unitdrio
sobre 0€;

(¢4i) Bu = 0u/0v+h(x)u (condicido de Robin), em que A : 92 — R é uma funcdo ndo-nula.

A classe de problemas do tipo se faz presente em varios contextos da Geo-
metria Diferencial, como problemas de curvatura escalar e o problema de Yamabe, como
em [22], elasticidade nao-linear [16], mecanica dos fluidos nao-Newtoniana [20], bio-
logia matematica [5], dentre outros. Dessa forma, problema de fronteira como
tem impulsionado consideravel atencdo e vem sendo amplamente abordado em diversos
resultados sobre a existéncia e ndo-existéncia de solucoes. Nesta direcdo, podemos citar
12, 3,17, 18] 11], 14, 15, 26, 28, [37, 138,39, 34, 33] e as referéncias neles contidas.



Ressaltemos também resultados cldssicos sobre alguns problemas elipticos com sinal
indefinido. Entre eles, citamos os artigos [1], 2], onde os autores estudaram o problema
eliptico semilinear

—Au =+ a(z)|ulP?u — b(z)|u|??u, em Q
Bu =0, sobre 0X),

emque QCR",n>3,2<p<qg<2*:=2n/(n—2),a,b:Q — Rsio funcdes pesos ndo-
negativas e integraveis em , A € R, e Bu = 0 ou Bu = du/Jv. Sobre algumas condi¢des do
parametro ), os autores obtém existéncia, ndo-existéncia e multiplicidade de solucoes de
acordo com o comportamento dos termos concorrentes a(z)|u[P~%u e b(z)|u|?*u, determi-
nado pelas propriedades de integrabilidade da razdo a?(x)/b"(x). Resultados semelhantes
aparecem em problemas envolvendo ndo-linearidades concavas e convexas, veja [3]].

Motivado pelos problemas mencionados, os autores Radulescu e Repovs em [39] pro-
varam a existéncia de solucdes positivas para o seguinte problema semilinear eliptico com
condicdo de Dirichlet,

— = p_2 - q_2
{ Au = Xa(z)|ulP~u — b(z)|u|?%u, em Q (0.0.2)

u =0, sobre 0f2,

emque Q C R",n >3, 1<p<2<q < 2"e algumas condicoes sobre as funcoes
a,b: Q — R. Através de métodos variacionais, foi provado a existéncia, a ndo-existéncia
e multiplicidade de solucdes com respeito a diferentes valores do parametro A € R. Ha
uma vasta literatura a respeito do problema com a condicdo de fronteira de Robin,
isto é, h = 0 sobre 02, como [4} [11],13,[17,[18, 26, [35][37, 38, 40, [45]] e referéncias neles
contidas. Vale ressaltar que modelos bioldgicos utilizam dessa condicao de fronteira, como
se vé em [21].

Nos artigos [26], 35, [37, 138], os autores estudam o problema

T p—2 _ =2, _ q—2
{ div(|VulP=>Vu) - = Xa(@)[ul’~*u - b(z)|u|*u, em Q) (0.0.3)

|VulP~2Vu - v+ h(z)|ulP2u =0, sobre 012,

em que ) C R™ é de tal forma que R" \ {2 é um conjunto limitado e os demais termos
satisfazem condicOes apropriadas. Uma ferramenta bastante util para os problemas men-
cionados acima € a desigualdade (veja [37, Lemma 1])

|ul? (/ / V-x )
WP < vuPde+ [ —2T s,
/ﬂ<1+|x|>p v Gl J Veldet |

para 1 < p < n e alguma constante Cy = Cy(€2, p,n) > 0. Tal desigualdade, é fundamental
no estudo do problema de fronteira com condicdo de Robin.

Este trabalho estd baseado principalmente no artigo de Souza, Felix e Medeiros em
[42]. Motivados pelos trabalhos mencionados acima e, em especial, pelos trabalhos [2), 18]
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26, 130}, 135, (39, [17, (18], os autores em [42], tiveram como principal objetivo investigar a
existéncia e ndo-existéncia de solucdes ndo-triviais para equacado semilinear eliptica com
condicdo de fronteira de Neumann, a saber

—Au = Xa(z)[ulP"*u — b(x)|u|*u, em R"

ou (P»)
W 0, sobre OR},
em que ) € R, as funcdes peso a, b : R? — R sdo mensurdveis e ndo-negativas, as poténcias
1 < p,q < oo serdo especificadas, R} := {z = (2/,2,) € R*;z, > 0} é o semi-espago
superior, comn > 3, R = R" 'ev = (0,0,...,—1) denota o vetor normal exterior a IR}

O problema (P,)) tem sido muito estudado com a condicao de Dirichlet, como exemplos,
tem-se [6, [8] e as referéncias neles citadas. Desempenhando um papel fundamental, em
[42] os autores provam a seguinte desigualdade de Sobolev com peso,

(Latirn) <e(/

2
|Vul? d:p) ,  Yue C5°(R"), (0.0.4)
a “
onden >3, a>1e2, <p<2com2, :=2n—-1)/(n—2)e2*:=2n/(n—2). Apartir
desta, foram demonstradas imersoes de espagos de Sobolev em espacos de Lebesgue com
peso. Tais imersdes, por sua vez, sdo cruciais para obter os resultados do problema (P,),
através de métodos variacionais.

Desenvolvimentos recentes sobre desigualdades de Sobolev com peso no semi-espaco
foram feitos em [12, 24, 25| 31} 43], no contexto de Cg°(R’ ). Em [12], foi provada a
desigualdade

|U 2* () 2%@ 2
/ )  <c / VuPde| Ve CERY),
Ri n R

x& n
+

onde 2*(a) = 2(n — a)/(n — 2), para todo 0 < o < 2.

Para obtencao dos resultados do problema por métodos variacionais, assim como
feito em trabalhos mencionados acima, se fara necessario dividir o estudo nos casos ¢ > p
e g < p, e estabelecer condicOes a respeito das fungdes peso a e b. Mais precisamente,
quando ¢ > p, assumiremos as seguintes hipdteses:

(H1) a:R} — R é uma funcdo mensurdvel ndo-trivial e ndo-negativa, e existem constan-

tesa > 1e (] > 0 tais que
Gy

Oﬁa(x)ﬁm

q.t.p. em R%;



(H,) b:R”% — R ¢ uma funcdo positiva continua satisfazendo

q

/ de<oo.
R

¢ b7 ()

A fim de exemplificacdo, a funcéo a(z) = 1/(1 + x,)%, com « > 1, claramente satisfaz

(H,)l Agora, considere
1 0
b(l‘) = (+—|$|)aiq,
com 6 > n(q — p)/p. Claramente b satisfaz a hipStese pois

q

g 1 >H

- ( Tn )™ 1

[P [ e [ are
R% ba-» (l’) R% (1+]z))? > a-p R (1 -+ ’{E‘)ﬁ

+
ogq
(14an) 7

Por outro lado, caso ¢ < p, ao invés de|(H;)|e|(H,), assumiremos as seguintes hipdteses:

(H,) a: R} — R é uma funcdo mensurdvel ndo-trivial e ndo-negativa, e existem constan-
tesa > 1 e Cy > 0 tais que

Cy
0<a(z) < m

q.t.p. em R%.
(ﬁg) b: R} — R é uma fun¢do ndo-negativa mensuravel.

Assim, dividindo os nossos estudos em dois casos (¢ > p com e e ¢ < pcom
e , os principais resultados de existéncia e ndo-existéncia de solucoes a respeito
do problema (P,)), sdo descritos a seguir.

Teorema 0.0.1. Sejam 2, < p < 2%, ¢ > p e assuma as hipdteses |(H,)|e|(Hz)| Entdo:

(1) existe um Xy > 0 tal que o problema ([P,)) possui apenas a solugdo trivial, se A < Ao,

(17) existe um \; > 0 tal que o problema ([P,) possui pelo menos uma solugdo ndo-trivial e
ndo-negativa, se A > \;.



Teorema 0.0.2. Sejam 2, <p < 2" e 2 < ¢ < p, e assuma as hipétesese Entdo:

(1) o problema ([P,) possui apenas a solugdo trivial, se A < 0;

(7i) o problema ([P,)) possui pelo menos uma solugdo ndo-trivial e ndo-negativa, se A > 0.

Em resumo, para ilustrar de forma mais simples as informacdes dos teoremas acima,
segue a figura abaixo.

Casoq>p, 2, <p<2*, (Hye(H,)

u, =0 0<u; #0

-
S
y

Caso2<q<p, 2, <p<2', (H)e(H,)

u; =0 0<u,#0

N g

A seguir, apresentamos brevemente o que discutiremos em cada capitulo deste trabalho.

No Capitulo 1, traremos algumas definicdes, notagoes e resultados importantes que
serdo utilizados ao longo desse trabalho.

No Capitulo 2, sera estabelecido inicialmente uma desigualdade de Sobolev com peso,
cuja relevancia se estende ao longo do trabalho, uma vez que é o principal ingrediente
para estabelecer resultados de imersdao em espacos de Lebesgue com peso. Ainda nesse
capitulo, serd introduzido um funcional apropriado, para se buscar solucées do problema
estudado. Sendo assim, serd abordado os cdlculos que permitam concluir regularidade
adequada para este funcional.

Finalmente, no Capitulo 3, sera feita a demonstracao dos teoremas principais e
0.0.2, que tratam do estudo de solugdes de ([P,).



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, serdo apresentados definicoes e resultados preliminares essenciais para
fundamentar o desenvolvimento e a compreensao dos temas abordados ao longo do estudo
deste trabalho.

1.1 Alguns conceitos e resultados classicos de Analise Fun-
cional

Definicao 1.1.1 (Espaco vetorial normado). Seja X um espago vetorial sobre R. Uma
fungdo || - || x : X — [0, 00) € dita ser uma norma sobre X se:

(a) |Jullx =0<= u=0;

(D) | u|lx = |A|||u|lx, VA € ReVu € X;

(@) llutvlx < llullx + llvllx, Yu, v € X.

Um espago vetorial X munido com uma norma ||-|| x é chamado de espago vetorial normado,
e denotado por (X, || - ||x)-

Definicao 1.1.2 (Convergéncia forte). Seja X um espaco vetorial normado. Dizemos que
uma sequéncia {uy}r C X converge fortemente para u € X, e escrevemos uy — u, se

lim |lug —ul|x = 0.
k—ro0

Definicao 1.1.3 (Sequéncia de Cauchy). Seja X um espago vetorial normado. Uma sequéncia
{u}r C X é dita sequéncia de Cauchy, se dado ¢ > 0, é possivel obter ko = ko(c) € N tal que

||’LL/C — ulHX <e¢g, Vk,l > ]{30.
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Diante das definicbes acima, podemos definir espaco completo (ou de Banach).
Definicao 1.1.4 (Espaco de Banach). Um espago vetorial normado X é dito completo ou
de Banach se cada sequéncia de Cauchy em X converge fortemente para um elemento em X.

A seguir, abordaremos o conceito de convergéncia fraca, que serd primordial nos préximos

capitulos desta dissertacao.

Definicao 1.1.5 (Convergéncia Fraca). Seja X um espaco vetorial normado. Dizemos que
uma sequéncia {uy},, C X converge fracamente para u € X, e escrevemos uy, — u, se

flug) — f(u), Vfe X :={f:X — R: félinear e limitado}.
Neste caso, f ser limitado significa que existe Cy > 0 tal que
[f(@)| < Cpllz]lx, VrelX.

Além disso, X' € dito espago dual de X.

A seguir, um resultado que estabelece relacoes entre convergéncia forte, fraca e limitacao.
Proposicao 1.1.1. Seja X um espago vetorial normado e {u;},, C X uma sequéncia. Entdo
valem as seguintes afirmagcoes:

(a) se ur — u, entdo uy — u;
(b) se up — u, entdo {uy}, é limitada;

(c) se up, — u, entdo ||u||x < liminf ||ug||x.
k—o0

Neste caso,

lim inf ||ug | x := sup { inf HumHX} .
k—o0 k>1 (m=k
Demonstragdo. (Ver [10], pg. 58, Proposicao 3.5.) O

Finalizamos esta secdo com os conceitos de espaco reflexivo e uniformemente convexo.
Definicao 1.1.6 (Espaco reflexivo). Um espaco de Banach X ¢é dito ser reflexivo, quando
X"=(X")=X.

E importante destacar que a igualdade X” = X possui um sutil abuso de notacio.
Porém, como estamos interessados em utilizar de forma direta o préximo resultado, nao
nos aprofundamos nesta definicdo. Para maiores detalhes, consultar [10].
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Teorema 1.1.1. Seja X um espago de Banach reflexivo e {uy }, C X uma sequéncia limitada.
Entdo existe uma subsequéncia {uy, }; que converge fracamente para algum u € X.

Demonstragdo. (Ver [10], pg. 69, Teorema 3.18.) O

Definicdo 1.1.7 (Espaco uniformemente convexo). Um espaco de Banach X é dito ser
uniformemente convexo, se dado € > 0, pode-se determinar § = §(g) > 0 de tal maneira que

r+y

v

sempre que [lz|| <1, |y <Tellz -yl > =

Teorema 1.1.2 (Milman-Pettis). Todo espaco de Banach uniformemente convexo é reflexivo.
Demonstragdo. (Ver [10], pg. 77, Teorema 3.31.) O

Um outro tdépico bastante utilizado neste trabalho, sdo as imersoes continuas e com-
pactas, que serdo definidas a seguir de forma genérica.

Definicao 1.1.8 (Imersao Continua e Compacta). Dados dois espagos vetoriais normados
(X, - llx) e (Y] - |ly), com X C Y, dizemos que X estd imerso continuamente em Y, e
denotaremos por X — Y, se existir C' > 0 tal que

x|y < C|z|x, VzeX.

Além disso, tal imersdo é compacta, se qualquer sequéncia limitada {u}, C X com respeito
a norma || - ||x admite subsequéncia {uy, }; tal que |luy, — uly — 0, quando j — oo.

Teorema 1.1.3 (Composicao de imersoes). Sejam X, Y e Z espagos de Banach, X <— Y e
Y <« Z imersoes continuas. As seguintes afirmagoes sdo vdlidas:

(1) X — Z é uma imersdo continua;
(i) se X — Y é uma imersdo compacta, entdo X — Z também é compacta;

(1i1) se Y — Z é uma imersdo compacta, entdo X — Z também é compacta.

Demonstragdo. (Os itens (i) e (ii) seguem diretamente das defini¢des. Para o item (7i7),
veja [10], pg. 159, Proposicao 6.3) [



1.2 Resultados de Medida e Integracao

Nesta secdo, vamos considerar (X, M, ) um espaco de medida.

Definicdo 1.2.1 (Convergéncia em “quase toda parte”). Seja {u}, uma sequéncia de
funcdes mensurdveis sobre X e u : X — R uma fungdo mensurdvel. Dizemos que esta
sequéncia converge em quase toda parte para u, em relacdo a p, se existe um subconjunto
N € M com p(N) =0 tal que

ug(x) = u(z), paracadax ¢ N.
Denota-se por ui(x) — u(z), u—q.t.p. em X, ou simplesmente, uy(x) — u(z), g.t.p. em X.

Observacao 1.2.1. O conceito de “quase toda parte” se aplica a outras propriedades, como
por exemplo, desigualdades. De forma mais especifica, dizemos que g(z) < h(x), g.t.p. em X,
se existe N € M tal que u(N) = 0 satisfazendo g(z) < h(z), para x ¢ N.

A partir de agora, definiremos o espaco de Lebesgue e alguns de seus principais resul-
tados.

Definicdo 1.2.2 (Espaco de Lebesgue). Para cada 1 < p < oo, dizemos que L*(X) é o
espaco de todas as fungoes f mensurdveis sobre X tais que

/ |fIP dp < oo
X

Ademais, L?(X) é um espago vetorial equipado da seguinte norma:

1 o) = ( /X | f|pdu)p.

Teorema 1.2.1. L”(X) é um espago de Banach, quando 1 < p < oo.

Demonstragdo. (Ver [10], pag. 93, Teorema 4.8). O

Proposicao 1.2.1 (Desigualdade de Young). Sejam 1 < py,ps < oo, com 1/p; + 1/py = 1.

Entdo, para todo a,b € R, tem-se
aPt P2
ab < — + —.
P1 P2

Demonstragdo. (Ver [23]], pg. 70). O



Teorema 1.2.2 (Desigualdade de Holder). Sejam 1 < py,pa < oo, com 1/p; + 1/py = 1.
Seue LP(X)ewv e L (X), entdo

[wol[prx) < flullze ) [l ),

/ luv| dz < (/ |u|Pt da:) " (/ [v|P? dx) "
be b be

Demonstragdo. (Ver [27], pg. 182). ]

isto ¢,

Finalmente, enunciaremos o famoso Teorema da Convergéncia Dominada.

Teorema 1.2.3 (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja {g;}, uma sequéncia em
L'(X). Suponhamos que

(a) gr(x) = g(z), g.t.p. em X;

(b) existe h € L*(Q) tal que |gr(x)| < h(z), g.t.p. em X, para todo k € N.

Entdo, g € L'(Q) e
lim [ grdp = / gdpu.
Demonstragdo. (Ver [27], pg. 54, Teorema 2.24). O

Agora, encerramos esta secao com a “reciproca” do Teorema da Convergéncia Domi-
nada.

Teorema 1.2.4 (Teorema de Vainberg). Seja { fi}, uma sequéncia em LP(X)e f € LP(X)
tais que f, — fem LP(X), com 1 < p < oo. Entdo existe uma subsequéncia { fy, }; e uma
fungdo h € LP(X) tais que

(a) fr;(x) = f(2), q.t.p. em X;
(0) [fu;(x)] < h(x), g.t.p. em X, para cada j € N.

Demonstragdo. (Ver [10], pg. 94, Teorema 4.9). O
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1.3 Espacos de Sobolev

Antes de adentrarmos no conceito de derivacao fraca, que é essencial para a abordagem
de espacos de Sobolev, relembremos alguns conceitos.

Defini¢do 1.3.1 (Funcoes de classe C*). Sejam U C R" um conjunto abertoe f : U — R
uma aplicagdo. Dizemos que f ¢ de classe C* em U e escrevemos f € C*(U) (1 < k < o0), se
em cada ponto de U, f possui todas as derivadas parciais de ordem k e estas sdo continuas em
U. Além disso, dizemos que f é de classe C> em U e escrevemos f € C*(U), se f € C*(U),
Vk € N.

Diante do conceito de func¢io de classe C'!, enunciemos a férmula de integracdo por
partes presente em [23], pg. 628].

Teorema 1.3.1 (Integracéo por partes). Sejam U C R" um subconjunto aberto e u,v €
CY(U). Entdo, para cada i € {1,...,n}, tem-se

/uzivdx:—/uvzi dx—i—/ uvy; dS,
U U ou

em que v = (vy,...1,) € o vetor normal unitdria exterior a OU e u,, representa a iésima
derivada parcial de wu.

A seguir, vamos definir uma classe de funcoes bem relevantes para este trabalho, que
sdo as funcoes de suporte compacto.

Definicao 1.3.2 (Funcao de suporte compacto). Dizemos que f : U C R" — R tem
suporte compacto em U, se o conjunto

supp (f) :={z € U : f(z) # 0}

for limitado em R".

Observacao 1.3.1 (Funcao continua de suporte compacto é limitada). Seja f : U — R
uma fungdo continua de suporte compacto, em que U C R" é aberto. Dat, supp (f) é limitado.
Em particular, supp (f) é compacto. Como f é continua, existem x, x5 € supp (f) tais que

fz1) < f(z) < fzg), Yo €supp(f).

Em particular, f restrita a supp (f) é limitada. Em outras palavras,
|f(x)| <C, Y €supp(f), (1.3.1)

para algum C > 0. Por outro lado, desde que

{z e U: f(x) # 0} Csupp(f),

11



fazendo uso da contrapositiva, se x ¢ supp (f), entdo f(z) = 0, e assim
[f(2)] =0<C, Va & supp (f).
Portanto, isso combinado com , implica que
f(x)] <C, Vzel,
mostrando que f ¢ limitada

Definicao 1.3.3 (Funcoes de classe C§°(U)). Quando uma fungdo f é de classe C*>° em U
e possui suporte compacto, escrevemos f € C3°(U).

Diante das defini¢Oes acima, podemos enunciar as desigualdades de Gagliardo-Nirenberg-
Sobolev e do Traco.

Teorema 1.3.2 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev no R). Seja n > 3.
Entdo existe uma constante C' = C'(n) > 0 tal que

(/ |uy2*dx> gc(/ |Vu|2dx> . Vue CF(RY),
. Ry

em que 2* = 2n/(n — 2).

Demonstragdo. (Ver [44], pg. 47, Lema 2.10.) O

Teorema 1.3.3 (Desigualdade do Traco). Seja n > 3. Entdo existe uma constante C' =

C(n) > 0 tal que:
> dS) <C ( /
R’VL

aR™ n

em que 2, :=2(n—1)/(n —2).

2

]Vu|2dx> ,  Yue C3°(R"),

Demonstragdo. (Ver [22], pg. 687, Teorema 1.) O

Antes de mencionar o espaco de Sobolev e alguns resultados essenciais, vamos definir
derivada no sentido fraco.

Defini¢do 1.3.4 (Derivada fraca). Dado um aberto U C R™ e uma fungdo u € L] _(U),

dizemos que v; € L{ _(U) é a i-ésima derivada parcial fraca de u, com i € {1,...,n}, se

0y -
/ axz dr = /Uvigo dz, Ve e CF(U),

12



em que

Llloc(U> = {f U —-R: f € Ll(BR)a VBR C U}7 BR = {37 € R" : ’fE‘ < R}
Neste caso, denota-se
ou
V; = .
8:62-

A préxima definicdo contempla o conceito de espaco de Sobolev.

Defini¢do 1.3.5 (Espaco de Sobolev). Seja U C R™. Definimos o espago de Sobolev H'(U)
como sendo

Este espago é completo, quando equipado com a norma

HY(U) = {u € L*(U): Ou € L*(U), Vie {1,...,n}}.

HUHHI(U) = </ “VU’Q +U2] dl’) ,
U

Vu(z) = (g—;(x),...,%(x)) 3

em que

para x € U.

13



Capitulo 2

Estrutura Variacional

Nesta secdo, apresentaremos a prova da desigualdade de Sobolev com peso, que sera
uma ferramenta crucial para em seguida estabelecer resultados de imersao em espacgos
apropriados. Também, introduziremos o funcional energia associado ao problema (P,)), o
qual sera utilizado como meio para buscar solucoes, uma vez que ponto critico deste fun-
cional sera solucdo do problema. Em relacdo ao funcional, estabeleceremos propriedades
de regularidade, como por exemplo garantir que o mesmo ¢é de classe C'' sobre o espaco
que serd mencionado posteriormente, utilizando derivada de Gateaux.

2.1 Desigualdade de Sobolev com peso

Nesta subsecdo, abordaremos a desigualdade de Sobolev com peso presente em [42]
Lema 2.1].

Teorema 2.1.1. Sejamn > 3, o > 1 e 2, < p < 2*. Entdo existe C' = C(n,«a,p) > 0 tal que

(Lttre) </

com2,:=2(n—1)/(n—2)e2":=2n/(n—2).

|Vu|2dx> . Yue CP(R")

n
+

Demonstragdo. A demonstracao sera dividida em trés partes.
Parte 1: Caso p = 2,.

Considere v € C§°(R"), e seja o € R com ¢ # —1. Com auxilio da integracdo por partes
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(veja Teorema|l.3.1)), temos

(o+1)/R (1+$n)”]v|d:1::/

RY

-

em que v, representa a n-ésima coordenada do vetor normal exterior v = (0,0,...,—1) a
OR’".. Como z,, = 0 sobre JR’}, temos que

(a+1)/]R

Aplicando o médulo e suas propriedades, temos que

(c+1)(1+x,)|v|de = / (1 +2,)7™),, |v|dz

RY

(14 2,)7 (|v])a, dz + / (1+ z,) |y, dS,

OR™

n
+

n
+

(14 )7 0] do = —/

R

(1+ 27 (o). dx—/ ]S,

n n n
+ + oRY

lo+1| [ (1+x,)7|v|dz = |0+ 1|

R”
< /
R

Agora, considere que v seja da forma v = |u|”, com v € C{°(R") e 7 > 1. Escolhendo
o < —1, é valido que (1 + z,)°"" < 1. Esse fato combinado com a dltima desigualdade
implica que

/ (1+z,)7v|dx
R

n
+

(14 2 (jo])a, | do + / o] dS.

2 oR}

o+ 1) [ (14 @)l de < / ((ful")a | da + / " ds.
R R OR™

Por outro lado, notando que o semi espago R’} pode ser escrito como a unido disjunta dos
subconjuntos A" := {z € R} : u(z) >0} e A~ := {z € R" : u(x) < 0}, podemos escrever

J

(ul)olde = [ () lde+ [ (=0 ds

:’7'/ |U|T_1|an|d$—|-7'/ |u|7_1|uxn|d$27/ lu|" ug, | d.
A+ A- R

n
+

n
+

Aplicando essa igualdade na tultima estimativa e usando que |u,,| < |Vu| em R’;, obtemos

lo+1| [ (14 2,)7u|"dz < 7'/ lu|" " Vu| dz +/ lu|™ dS.
R™ R OR™

Agora, adotando 7 = 2, nesta estimativa, infere-se que

lo+1] | (1+z,)|u 2+ dS9.

2 dr < 2*/ lu[* ! Vu| dz +/
R R oR™

+

|u

15



Notemos que
2(n—1) 172n—2—n+27 n 1 2n 2
n—2 - n—2 T n—-2 2 n-2 2

Dessa forma, podemos reescrever a ultima desigualdade da seguinte maneira

2, —1=

lo+1 [ (1+2,)7%u > ds.

Fde < 2*/ ]u\z\Vu|da:+/
R” R OR?™

+

|u

Pela Desigualdade do Traco (ver Teorema|1.3.3), existe uma constante C; = C(n) > 0 tal
2%

que
/ lu|? dS < Oy (/ |Vul? da:) )
oR™ R?

Combinando as duas ultimas estimativas, podemos concluir que

24

2
lo+1] [ (1 +2,)|ul* dz < 2*/ |u|27|Vu| dz + C (/ |Vu|2dx> . (2.1.1)
R}

R? R
Por outro lado, desde que v € C§°(R"), podemos concluir que as fun¢des u e |Vu| sdo
continuas e possuem suporte compacto. Sendo assim, aplicando Observacéo [1.3.1] segue

que existe Cy > 0 tal que
lu(z)] <Cy e [Vu(z)] <Cy, VzeR"™

Como consequéncia,
* 0\ 2 N N
/ (|u|27> dx:/ u|? dz < CF|Br| < oo
R% Br

/ |Vu|*de < C2|Bg| < oo,
Ry

em que |Bg| representa a medida da bola n—dimensional de centro O e raio R, cujo valor
é w,R", em que w, representa o valor da medida da esfera unitdria n—dimensional. Por-
tanto, |u|% € L*(R?) e [Vu| € L*(R"), o que permite aplicar a Desigualdade de Hélder
(veja Teorema(1.2.2)), tomando p; = p, = 2, para obter que

/|u|22|Vu|dx§</ |u|2*dx> (/ |Vu|2dx) :
R R? R

Agora, aplicando a Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev (ver Teorema (1.3.2),
obtém-se

n n
+ +

2* 1 2% 42

/|u]2; Vu|dz < Cy (/ |Vu|2dx> (/ \vu|2dx) e (/ |vu\2dx>
Ri R:ﬁ ]Ri ]Ri
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Notando que
242 ZH+2 T p-1 2(n-1)1 2,

1 4 4 n-2 n-22 2’
a ultima desigualdade pode ser escrita da seguinte maneira

2x

/ |u]27]Vu|dx < (s (/ |Vu|2dx> :
R? R

Aplicando isso a (2.1.1]), obtemos

2x 2%

El E
lo+1] [ (1+2,)|ul* do < 2.Cs / Vul*dz | +C / |Vul*dz
R™ R” R

+

= (2.C5+ () (/
R
(/ (14 2,)7 |ul* dx) < Cy (/ |Vu|2dzv> .
R R

n
+ +

n
+
2%

]Vu]Qdac> :

Dessa forma,

Finalmente, considerando o = —o > 1, tem-se

\Vu\Qd:c> : (2.1.2)

(L) =

A parte 1 estd finalizada.

n
+

Parte 2: Caso p = 2*.

Desde que o > 1 > 0, entdo (1 + z,)* > 1. Utilizando novamente o Teorema (1.3.2]
temos que

NG - :
/ ) < / W dz| <Gy / Vu|?dz | . (2.1.3)
R™ (1 +zp,)° R™ R?

+

Essa estimativa completa a parte 2.
Parte 3: Caso 2, < p < 2*.

Seja 2, < p < 2*. Dessa maneira, existe 0 < § < 1talquep = (1 —6) -2, +6 -2
Além disso, sejam 1 < ¢;, g2 < oo com 1/¢; + 1/¢g2 = 1, a serem escolhidos posteriormente.
Assim,

/ |ulP L — / |0y (1=0)-246-2" . / | (102 I "
rr (14 @n)° R? (14 x,)n e R \ (14 z,)a (1+z,)=
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Agora, podemos aplicar a Desigualdade de Holder (veja Teorema [1.2.2) para obter
P q1-(1-6)-24 i q2-0-2* é
/ B L S / [l / B G
e (1+25)° ry (L4 a)* e (1+25)°

Podemos escolher ¢ = 1/(1 —0) >1eq =1/0 > 1,pois 1/¢1 + 1/q2 = (1 —0) + 60 = 1.
Com isso, obtemos a seguinte desigualdade

1-60 0
p p 2%
R" (1 + xn)a R” (1 + .Tn)a R” (]. + .Tn>a

E pelos resultados obtidos para os casos p = 2, e p = 2* (veja (2.1.2) e (2.1.3))), segue que

(A=0)2+ 62"

P 2
/ Ld$ < Cg / |Vul?dz / |Vul?dz
e (1+2,) R™ R

0 (1—6)2,42*

=Cs (/ |Vu|2dx>
R

n
+

2

n
+

Desde que p = (1 —0) - 2, + 0 - 2*, adquirimos a seguinte estimativa

|ul? 2 :
————dz < Cs |\Vul*dz | .

Portanto, a demonstracdo do resultado esta encerrada. O]

Na observacdo a seguir, vamos verificar que a desigualdade do Teorema é falsa,
quando 0 < p < 2,.

Observacdo 2.1.1. Nas condicbes do Teorema a condicdo p > 2, é necessdria. Para
verificar isso, primeiro considere p € C§°(R") satisfazendo

(z) = 1, se |z| <1,
AT 0, se |z] > 2.

Um grdfico representativo desta fun¢do segue logo abaixo.
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Em seguida, para um t > 0 qualquer, definamos ¢;(x) := ¢(x/t), para todo x € R". Neste
caso, temos que

1, se |z| <t
sot(a:)—{ 0 se |z >t (2.1.4)

Usando a regra da cadeia, obtém-se

i) =9 (6 (2)) = 190 2)

ve (3)

Fazendo uso da mudanga de varidvel y = x/t, temos t"dy = dz. Sendo assim,

Consequentemente,

2
dzx.

1
IR

n n
+ R%

[ va@pa=e= [ [we ay= e, 21.5)
Rn Rn

+ +

em que C é uma constante que depende da fungdo ¢ fixada. Por outro lado, definamos

t t
A= xGR”;x’<—eO<xn<—},
rem bl < 5 vz

em que ¥’ = (z1,...,x,_1). Dessa maneira,
p p
e (1+2,) A (L+z,)"
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Note que, se © € A, temos

2
2| = /|22 + 22 §\/§+§=\/t_2:t.

Dessa forma, por (2.1.4), podemos concluir que o;(x) = 1, para qualquer x € A. Portanto, a
pentiltima estimativa infere que

P
/ deZ/ dx—/ / dx’dxn.
re (14 zn)" (1 +zp) et (1+20)%

Prosseguindo com o cdlculo,

oo
/ |('0t /\F dx, / da’ | = Cyt" ! /ﬁ ————— duw,.
(1 + xn I+ xn o/ | <2 0 (1 + In)a
Por outro lado, note que
1 7 1 1-a
/f —dz, = /\[(1+xn)_adxn = M
o (I+zn)° 0 (1-a)
1 L e .
Cl-a V2 '
Aplicando essa igualdade na ultima estimativa, obtemos
p n—1 1-a
/ @)l 4o Gttt (HL) _
rr (1+25)° a—1 V2

Agora, suponha por contradi¢do que o Teorema [2.1.1]seja vdlido para p < 2.. Ou seja, existe
uma constante C3 > 0 tal que

/ﬁdx<03 / |V, |* do
rr (L+zn)* 7 "

Combinando as duas tltimas desigualdades com (2.1.5)), conclui-se que

Cot! A —y
— <1— (HE) ) < Oy (Cht"?)2 .

_t
V2
0

D
2

Com isso,

(2.1.6)
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Observe que

N (vae T v\
(%) —<7> —<mt> .

quando t — oo, pois a > 1. Além disso,

2(n —1)
n—2

-2
p<2,=>p< :>p(n—2)—2(n—1)<O:>ZM—(n—1)<O.
Aplicando esta desigualdade e a convergéncia acima em (2.1.6)), infere-se que 1 < 0, que é um

absurdo. Portanto, a condigdo p > 2, € necessdria.

2.2 Imersoes de Sobolev com peso

Nesta subsecdo, serd introduzido o espaco para se buscar solucdes para o problema
(P,). Além disso, serd abordada algumas imersoes deste espaco em espacos de Lebesgue
com peso.

Inicialmente, definamos o espaco E como sendo o completamento das funcdes em
Cg°(R™), com respeito a norma
9 9 1/2
el == (Il + lel2er ) )
Esta defini¢do ja garante que E é Banach, com F := C§°(R") - para mais detalhes,
consultar [29, Teorema 1.6-2]. Além disso, para garantir que £ € reflexivo, basta notar
que E ¢ uniformemente convexo e aplicar o Teorema|[I1.1.2] A demonstragdo de ser unifor-
memente convexo é anadlogo ao feito para os espacos de Lebesgue (confira [[10, Teorema
4.10]) e assim sera suprimida. Portando, daqui em diante o espaco F ja serd admitido
Banach e reflexivo.

O coroldrio a seguir estende a desigualdade do Teorema para as funcoes em E.

Corolario 2.2.1. Sejamn > 3, a > 1 e 2, < p < 2*. Entdo existe C = C(n,«,p) > 0 tal que

(Ltre) </

Demonstragdo. Sejau € E. Usando a definicdo do espaco F, existe uma sequéncia {uy }x C
Cg°(R™) tal que |Juy — ull« — 0, quando k — co. Pelo Teorema [2.1.1]

(/R %m)é §C</n |V(uk—um)‘2dx>

n
+ +

3
|Vu|2dx> , YuekFl.

n
+

1
2
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Isso implica que

P\ 7
S
o Tt ) x) (2.2.1)
< OV (ux — um)HLQ(Ri) < COllug — wn |+

—a Uk — Um
(L + )P (g — )| Loen) = </Rn

7

Dessa forma, a sequéncia {(1+ x,)"*/?u;}, é de Cauchy em LP(R?). Como LP(R%) é
de Banach (veja Teorema [1.2.1), em particular é completo. Com isso, a menos de sub-
sequéncia, podemos inferir que (1 + z,)~*Pu;, — v em LP(R?). Em particular, pelo Teo-
rema temos que uy, — (14 z,)%/Pv, q.t.p. em R”.

Por outro lado, [juy — ul| 2+ @n) < [lux — ul[ — 0, quando k — oo, ou seja uy — u em

L? (R7). Isso acarreta que uy — u, q.t.p. em R", e por unicidade de limite, u = (1+x,,)%/?v,
q.t.p. em R%.

Assim, por meio de (2.2.1]), pode-se concluir que
11+ )~ Pug|| oy < ClIVurllp2gzn)-
Fazendo o limite & — oo, tem-se
[ollr@n) < ClIVullr2@en).

Portanto,

|ul? ’ / P ’ / 9
11 \a = < 2(Rn) — d
</Ri (ETRE dx - wiPdz | < C|Vul 2@y =C o |Vul*dz |

encerrando a demonstracao. O

(SIS

Em vista do Corolario[2.2.1], daqui por diante vamos considerar o espaco E := (E, || - || ),

em que
|ul|lg :== (/ |Vu|2 d:r;)
R}

Em outras palavras, F é o préprio E, porém munido com a norma acima. Com o intuito
de nao carregar o trabalho de notacao, por simplicidade, denotaremos este espaco por E.

=

Para abordar resultados de imersao envolvendo o espaco F, precisaremos da seguinte
definicao.
Definicao 2.2.1 (Espaco de Lebesgue com peso). Para cada 1 < p < oo, definimos o
espaco de Lebesgue com peso da seguinte forma

LP (R}, a) := {u € L. (RY): /

n

+

a(z)ulP de < oo} :
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com respeito a norma

3=

ol = ( /

Vale mencionar que esta defini¢do serve para as demais fungbes peso que aparecem ao longo
do trabalho.

a(x)|ul? d:v)

n
+

O corolario a seguir é o primeiro resultado de imersao.
Corolario 2.2.2. Sejam n > 3 e « > 1. Entdo £ — LP (RCLF, (1 +wn)‘a) ¢ uma imersdo
continua, para qualquer 2, < p < 2*.

Demonstragdo. Segue diretamente do Coroldrio [2.2.1] O

No préximo lema, obtemos mais resultados de imerséo, considerando as hipdteses
ou

Lema 2.2.1 (Imersdes de £ em L? (R%,a)). Seja n > 3. Entdo os seguintes itens sdo
vdlidos:

(i) aimersdo E — L? (R",a) é continua, se 2, < p < 2, desde que|(H,)| (ou [(H,)) seja
vdlida;

(it) aimersdo E — L? (R",a) é compacta, se 2, < p < 2%, desde que (H,)|seja vdlida;

... . ~ p n Ve 7 k i . 77
) el = = B 1
(iti) a imersdo E — L (R, a) é continua, se 2 < p < 2%, desde que seja vdlida com
a > 2;

(iv) a imersdo E — L (R’}r, a) é compacta, se 2 < p < 2%, desde que seja vdlida com
a > 2
Demonstragdo. item (i):
Pela hipdtese |(H, ), existe uma constante C; > 0 tal que

Ch

OSG(I) S m,

q.t.p. para x € R Esta estimativa combinada com o Corolario implica que

(Laowea) s ([, o) e

n
23

\Vu\Qd:c> :

n
+



Por outro lado, ao se assumir a hipétese tem-se que existe C3 > 0 tal que

Cs
0<al®) < G e

q.t.p. em R”. Desde que 1/(1 + |z|)* < 1/(1 + z,)%, tem-se que

(/.

+

1 1 1

a<x)’“’pd$)p < (/R ﬁ‘ﬁ <Ci (/R %Q

n
+

< Cy (/ |Vu\2d:v> ,
R}

e a prova do item (i) esta completa.

N

item (i7):

Para provar o item (ii), primeiramente considere {u;}, C E uma sequéncia limitada
com respeito a norma || - ||g. Desde que E é reflexivo, a menos de subsequéncia, tem-se
que u;, — u em E (veja Teorema|[1.1.1)). Agora, tomando R > 0 a ser determinado, temos
a seguinte expressao

/ a(2) g — ul? da :/ a() g — ul? dx+/ (@) —ulde,  (2.2.2)
R B, R} \Bp

em que B}, := R} N Bp. Primeiramente, vamos estimar a integral em B};. Com esse
intuito, vamos verificar que £ — H'(B}). Para isso, considere 1 < ¢;,¢q2 < oo, com
1/¢1 + 1/go = 1, a serem escolhidos de forma conveniente. Aplicando a Desigualdade de
Holder (veja Teorema (1.2.2]), obtemos que

il 1 1
1 a2 a2
/ u’dz = / 1 u?de < / 1% dw / u**dz | =Cj / 2 dz | .
B Bh B} B, B}

Escolhendo ¢, = 2*/2 > 1 e usando o Teorema 1.3.2] podemos escrever

/ w?dr < Cy (/
B} B}

R
= Co|lull%.

+
R
2 2
* *

2 2
> da < Cj / lul* da < C’G/ |Vul?dz
R? R”

+

lu

Por outro lado,

/ Vul?dz §/ |Vul? do = ||ul|%.
BY R

+
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As duas ultimas desigualdades implicam que ||ul| 51 BY) < C7||lu||g, e portanto a imersdo

E — H'(B}) é continua. Usando o mesmo argumento presente em [42] (na demonstragéo
do Lema 2.3), obtém-se a imersdao compacta

E < L’(B}), (2.2.3)

para todo 1 < p < 2*, e consequentemente u;, — u em LP(B}). Isto combinado com (H,)
assegura que

—ulP
/ a(z)|ug — ulP de < Cg/ de < C’g/ lug, — u|P dz — 0, (2.2.4)
B B (1+[z[)* B

quando k — oc.

Agora, para estimar a integral sobre R \ B}, considere 1 < 2 < . Notando que

(14 2,)°
(L4 [z[)

B
B S SR
= Wfal) = (el

quando |z| — oo, para € > 0 arbitrdrio, podemos escolher um R > 0 suficientemente
grande de forma que, para |z| > R, tem-se

(14 2,)°
(L4 e =

Por temos o seguinte
—ulp —ul? (1 )P
/ a(x)|uk—u|pdx§09/ Wk—uladx—Cg/ |y, u’ﬁ( + T )a do
R\ B}, r\g; (1+]2)) re\gh (14 20)7 (14 |2])

|up, — ul?

<Ce [ e
r\B; (1+@0)°

Para concluir, vamos usar o Coroldrio (substituindo o > 1 por § > 1), para obter que

|, — uf”
————dx < Cyl|ug — ull%.
/JR;;\B; (1+ @)’ "

Desde que {u;}, C F é uma sequéncia limitada com respeito a norma || - || g, segue que
/ a(x)|ug — ulP de < Chpe.
RI\Bg

Finalmente esta desigualdade combinada com (2.2.4) e (2.2.2)) finaliza a prova do item
(17).

item (ii):
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Primeiramente provaremos a continuidade da imersdo, quando p = 2. Para fazer isso,

note que por tem-se
I

Pela Desigualdade de Holder (veja Teorema|1.2.2]), temos

1 1

q1 1 a2

a(x)u?dz < C /u%dx /—dx ,
IRC “(Ri" e (L+ [a])o

com 1/¢; + 1/¢2 = 1. Escolhendo ¢; = 2*/2 > 1, obtemos que

u2

2dz < C / —dux.
a(x)u*dr < Cpy T D" x

n n
+ +

n
2 1 1 2 2(n — 2) n—2 n-n+2

2% g Qo 2% 2n n n
ou seja, go = n/2. Como consequeéncia,

2 2% - 1 :
/R a(x)u”dr < Cpy (/R dx) (/Ri —(1 T dx) ) (2.2.5)

Agora, vamos estimar a segunda integral do lado direito dessa dltima desigualdade. Note
que para R > 0, podemos escrever

1 1 1 1
/ —mdmé/ —mdx:/ —nader/ — = dw.
ry (1+|2]) n (14 [z]) Bg (14 [x])2 rr\Bg (14 [])2

Desde que 1/(1 + |z|)"/2 < 1e 1/(1 + |z|)"/? < 1/|z|"*/?, entdo

1 1 <1
/ —deg/ dx—l—/ Wda::|BR]—|—wn/ s ds,
mr (1 [z])2 B "By ]2 R 57

onde w, representa a medida da esfera unitdria S"™! := {z € R" : |z| = 1}. Notando
n—1—na/24+1=n—na/2 <0, pois a« > 2, podemos concluir que

o) 1 o) Rn—%
_ —_1-_ra
/ Wsnlds:/ sl 2 ds = —F——— < 00,
RS R —(n—1%)

Aplicando esse fato na tltima desigualdade, obtemos

/ 1
Ry (1+]2])

Isso juntamente com (2.2.5) e o Teorema implica que

J

2
n

)

lu

n n
+ +

a(z)u?dr < 012/ |Vul? dz = Chaljul3.
Ry

n
+
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Dessa forma, a imersdo E—L? (Ri, a) ¢é continua, quando « > 2. O caso p = 2* é analogo
e por isso omitiremos.

Similarmente ao que foi feito no Teorema (Parte 3), através de interpolacdo tem-
se que a imersdo E—L? (R}, a) é continua, para 2 < p < 2*, quando « > 2, e isso finaliza
a prova do item (7ii).

item (iv):

A compacidade do item (iv) é andloga a demonstracao do item (ii), e portanto omiti-
remos os detalhes. Sendo assim, a demonstracao desse lema esta finalizada. O

Finalmente, definiremos o espaco em que buscaremos solucdes para o problema (P,)).
Considere o seguinte subespaco de

E?:= {uEE :/ b(x)\u|qd:c<oo},

+

com respeito a norma

1
2

el = (el + el ) (2.2.6)

Por argumento analogo ao que foi feito para o espago F, temos que E? é um espaco de
Banach reflexivo.

O proximo resultado estabelece imersao do espaco E? no espago de Lebesgue com peso
Lp (]Ri, a).

Lema 2.2.2 (Imersao de F9 em L? (R1>a))- Seja n > 3. Entdo os seguintes itens sao
vdlidos:

(i) aimersdo E? — LP (R, a) €é continua, se 2, < p < 2%, desde que |(H1)| (ou |(H1)I) seja
vdlida;

(i4) aimersdo E? — LP (R}, a) é compacta, se 2, < p < 2* e ¢ > p, desde que e
sejam vdlidas.

Demonstragdo. item (i):

O item (i) do Lema garante a imersdo continua £ — L? (R, a), ou seja, existe
C, > 0 tal que
[l (s o) < Cillullz, Vu € B4 C E. 2.2.7)

Agora note que, pela definicdo da norma em (2.2.6)), para u € E?, tem-se

Julfy = [ 1Vl do < ulf,

RZ
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Ou seja, F1 — F, naturalmente. Juntando isso com (2.2.7)), obtemos portanto que
1ull 1o (g a) < Crllulls,

e assim a imersdo EY — L? (R, a) é continua. A prova do item (i) estd completa.

item (i7):

Para provar a compacidade, considere {u,}, C E? uma sequéncia limitada com respeito
anorma || - ||g.. Desde que E7 é reflexivo, a menos de subsequéncia, tem-se que u; — u
em £Y (veja Teorema [1.1.1). Para um R > 0, a ser escolhido posteriormente, podemos
escrever

J

em que B} := R N Bg. De forma andloga ao que foi feito em (2.2.4), desde que E? — E,
pode-se deduzir que

a(x)|ug — ulP de = / a(z)|ug — ulP doe + / a(x)|ug — ulP dz, (2.2.8)
+

+
T B} RE\B

/ a(x)|ug —ufPdz — 0, se k — oc. (2.2.9)
By

Para estimar a segunda integral do lado direito em (2.2.8)), considere ¢; € R a ser deter-
minado e escreva

/ a(z)|up —ulP do = / alz) b8 (x)|ug, — ulP dz.
RY\Bj

r\5; 01 ()

Considerando também 1 < ¢5,¢q3 < oo com 1/¢; + 1/g3 = 1, ambos a serem escolhidos
posteriormente. Aplicando a Desigualdade de Holder (veja Teorema |1.2.2) na igualdade
acima, conclui-se que

1

) a(x) q2 a2 u s a3
a(z)|u — ulP doe < ) dz (b1 (z)|ug — ulP)® dz | .
R?\ B} R?\B} (z R7\ B},

Para usar a hipétese |( H,), tomaremos

q p

P
q—p q—p q

Dessa forma,

/ a(x)|up — ulP dz < D(R) (/ (™ (z)|ug, — ul?)® da:) ,
R7\BY R7\B

o aﬁ(x) . &
D(R) = (/RNE e ) |
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Agora, note que

11 g a_
S =]l = = = 3= -
G g3 g2 — 1 ——1

q—p

= Q3:g>1.
p

Como consequéncia,

Q3

/ a(x)|up —u|P dz < D(R) / b(x)|up — u|?dx < D(R)||ug — u|'5q-
R}\BY R7\BY

Usando os fatos que {u;} C E? é uma sequéncia limitada com respeito a norma || - ||z €
D(R) — 0, quando R — oo, para ¢ > 0 arbitrdrio, tem-se que

/ a(x)|ug — ulP dr < e,
R}\Bj,

para algum R > 0 suficientemente grande. Esta estimativa combinada com (2.2.8) e
(2.2.9) finaliza a prova do resultado. O

2.3 Funcional associado ao problema (P)))

Nesta subsecdo, vamos introduzir o funcional associado ao problema (P,)), garantindo
que o mesmo € de classe C'! sobre o espaco E9. Ressaltamos que tal funcional é associado
ao problema em questdo, pois seus pontos criticos sao solucées fracas de (P,).

Inicialmente, vamos motivar a definicao de solucao fraca para o problema ([P,)). Supo-
nha que u é solucdo do problema (P,) no sentido classico, ou seja, ¢ uma funcéo de classe
C? em R™ em que

{ —Au(z) = da(z)lu(z)P?u(z) — b(z)u(z)|? *u(z), VeeR?

?(m) =0, Vo € ORY.
14

Vale ressaltar que

n 2 n
Au(z) = Ou x) = Zuxm e Ou () =Vu(z) v = Ou (x) = —uy,,

4 v
i=1 i=1 0 On

em que usamos que v = (0,0,...,—1). Em seguida, considere uma funcdo arbitrdria
¢ € C§°(R™). Multiplicando os termos da primeira equacdo do problema (P,) por ¢ e
integrando em R’} , obtém-se

¥

Aupdr = )\/

a(x)|u|p_2ug0dx—/ b(x)|u|? 2up d. (2.3.1)
R

n n n
+ + RZ
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Pelo Teorema1.3.1} paracadai € {1,...,n},

—/ umixinpd:c:/ (uxi)xigod:c:/ uxigoxidx—/ Uy, v dS.
n n R oR™

+

Fazendo o somatdrio, tem-se

—Z/ uzzzzgod:c—Z/ Uy, Pr, AT — Z/ (ug,v;)pdS,

OR™
donde
— / Aupdr = VuVepdr — / (Vu-v)pdS
n Ri BR’!L
0
= VuVepdr — —ucp ds = VuVedr — 0= VuVede.
R IR’ v R? R?

Esta igualdade e (2.3.1) implicam que
/ VuVepdr = /\/ a(x)|ulP2up de — / b(x)|u|? 2up d.
b T t

Diante destes calculos, vamos definir solucao fraca.

Definicao 2.3.1 (Solucao fraca). Dizemos que u € E é solugdo fraca do problema (P,)), se
dado qualquer ¢ € E9, tem-se

/ Vqupdx:/\/ a(m)|u|p_2ug0dx—/ b(x)|u|??up dx. (2.3.2)
T t &

A partir de agora, nosso intuito é definir uma aplicacdo / : £? — R que possua derivada
relacionada com a expressao (2.3.2). Para isso, vamos introduzir o conceito de derivada
de funcionais sobre espacos de Banach.

Definicao 2.3.2. (Derivada de Gateaux) Dado um espago de Banach X e um funcional
I : X — R, dizemos que I possui derivada de Gateaux no ponto u € X se existe T,, € X' tal
que

I -1
o — lim (u+ tv) (u)

, YveX.
t—0 t

Vale lembrar que T, € X', significa que T,, : X — R é uma transformagdo linear tal que
T < Clvllx, YveX,

para algum C' > 0 que depende de T,,. A derivada de Gateaux quando existe, é tnica, e serd
denotada por T,, = I'(u).
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Definicdo 2.3.3 (Funcional de classe C' em espaco de Banach). Sejam um espago de
Banach X e um funcional I : X — R. Dizemos que I é de classe C* em X, e denota-se por
I € CYX,R), se:

(1) a derivada de Gateaux I'(u) existe para todo u € X;

(i1) aderivada de Gateaux I' é continua em X, ou seja, dada {u;}, C X tal que ||up—ul|x —
0, quando k — oo, entdo || I'(ux) — I'(u)||x» — 0, se k — oco. Neste caso,

I/
() = sup 00
vexvioy Ivllx

Diante destes conceitos, verificaremos que o funcional 7, : £ — R, dado por

Amy_%é

esta associado ao problema ([P,). Antes, precisaremos do lema auxiliar a seguir.

1 A
|Vul?dz + —/ b(z)|u|!dz — —/ a(z)|ul? dz, (2.3.3)
qJr D Jr

" " "
Lema 2.3.1. Sejam y, z € R e ¢ > 2. Entdo existe uma constante C' = C(q) > 0 tal que

121722 = [y|*%y| < Clz — yl(|2] + |y))* >

Demonstragdo. O caso y = 0 ou z = 0 é imediato. Sendo assim, considere y,z € R\ {0}
fixados.

Se ¢ = 2, a desigualdade torna-se
|2 —yl < Clz =y,
e entdo basta tomar C' = 1.
Se g > 2, considere a funcéo ¢ : [0, 00) — R dada por
g(t) = ly +t(z = )" (y + t(z — ).

Do Teorema Fundamental do Calculo, temos

que implica na seguinte estimativa

l9(1) — g(0)| = /0 g’(t)dt‘gfo g (t)|dt. (2.3.4)
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Por calculo direto, tem-se
9(0) =[yl" %y e g(1)=[2|" 2 (2.3.5)

Caso y + t(z —y) > 0, entdo g(t) = (y+t(z —y))" " e, nesse caso, derivando a funcio g
com respeito a ¢, segue que

JO=@-D)+tz—y) -y =(g-DE-yly+tz-y)"
Caso y + t(z — y) < 0, entdo g(t) = — (—(y + t(z — y)))* ', e dai
gt === (~y+tlz—y)" (G -y) =(g—DE—-y)ly+tz -y
Em ambos os casos,
gty =(q—D(z—y)ly+tiz—y)|",
e com isso
9 ()] = (¢ =Dz =yl ly +t(z —y)|"*. (2.3.6)
Por outro lado, para ¢ € [0, 1], note que
ly+t(z =)l <yl +tlz =yl < |yl + [z =yl < [yl + [2] + [yl < 2(|]z| + |y])-
Aplicando essa ultima estimativa a ([2.3.6)), tem-se

lg'(0)] < 277%(q = )]z — yl(] + [y)) . (2.3.7)

Substituindo (2.3.7) e (2.3.5) em (2.3.4]), obtemos

1
22 = b < [ 272 = DIz =gl + o
0
= 22 = 1)l = yl(2] + gl

Tomando C' = 2972(q — 1), o resultado segue. O

Agora estamos aptos a mostrar que o funcional I, (u) é de classe C'.

Lema 2.3.2. Seja 2, < p < 2* e assuma a hipétese |(H,)| (ou |(H,)). O funcional I, definido
em (2.3.3)) satisfaz as seguintes condigoes:

(i) |I(u)] < oo, para todo u € E9, ou seja, o funcional estd bem definido;

(it) Iy € C'(E1,R), com

I (u)p = VuVedz + /

R R

b(x)|u|? *up dr — )\/ a(x)|ulPPupdr,  (2.3.8)

n n
+ R%

para quaisquer u, p € E1.
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Demonstragdo. Para provar o item (7), note que

1 1 A
|I\(u)| = —/ |Vul*dz + —/ b(z)|u|!dz — —/ a(x)|ul? dz
2 Jey 9 ey D Jry
1 , 1 by
< 3 |Vu|*dz| + - b(x)|u|!dz| + — a(x)|ulP dx| .
n q|/ry P|Jry
Dessa forma,
1
(L) < S lullz + q||u||Lq Rep T ||U||Lp R™ a)
1
< §||u||2Eq o ullZamn )+ ~lullzo@n o) < o0,

em que usamos a imersdo continua Eq — LP(R’}F, a) (veja Lema [2.2.2] item (¢)).

Para provar o item (i7), consideremos os funcionais Z;,7Z,,Z; : E? — R dados por

7, (u) :_%/ Vuldz, To(u) ;_é/ b@)|ultde, Ty(u) ;_%/ o(2)ul? da.
¥ ¥

+

A seguir, dividiremos a demonstracdo em trés partes.
Parte (1): Mostrar que Z; € C'(E9, R).

Para u, ¢ € E?, podemos calcular

T 7 1 (1 1
i 200 = D) 1 (—/ |V(u+tgo)|2d$‘§/ |Vu|2dx>
i R}

t—0 t t—=0 ¢t

1 ¢
= lim ~ (t VuVpdr + 3 |Vpl|? dw) = / VuVedz.
R} +

t—0 RI’L_

Agora pela Desigualdade de Holder (conferir Teorema |1.2.2)), temos que

1
2

s(/ \Vuﬁdx) (/ |W|2das) ~ lulllele
R? R

< [lull zall@llze = Cullllma.

VuVedz

RY

Sendo assim Z; (u) € (E?)" existe e
I (u)p = / VuVpdz.
i
Neste caso, ndo verificamos a linearidade, por ser direta.
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Em seguida, considere ||uj, — u||gs — 0, quando k — oo. Para cada ¢ € E¢ com auxilio
do Desigualdade de Holder, presente no Teorema|l.2.2) temos que

|7 (ug)p — I (u) | = Vup,Vepdr — VuVedz

n n n
R RY +

< (/R IV (s, — )2 dx) " </R Vol? dx) "

= |lux —ullell¢lle < lup — ullgal@|| 2a.

< [ 190 - u)[Veldo
R

n
+

Portanto,

T(u —T'(u
1Ty (ur) — T3 (w) || (gay = sup i) — T (W)l < |lup — u|ga — 0,

peE\{0} || 24

se k — oo. Logo, 7 (ux) — Zj (u) em (E?)’ quando u; — u em E? e, portanto, Z| é continuo,
completando a Parte (1).

Parte (2): Mostrar que Z, € C'(E%, R).

Dado u € E1, vamos verificar que, para qualquer ¢ € E9, tem-se

T — T
fi 20 80) ~ Tow) _ / b(a)|ul**up da-
R

t—0 t

n
Neste caso, serd mais conveniente usar a caracterizacao de limites, isto é, qualquer sequéncia
{tx}x C R tal que t; — 0, se k — oo implica que

i To(u+ trp) — Io(u)

= / b(x)|u|? 2up d.

k—o0 tk? n
Note que
7 trp) — L 1 (1
lim 20t D) 1] / b(x) (lu+tegpl? — [u?) dz | . (2.3.9)

A partir daqui, nosso intuito é usar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
(ver Teorema [I.2.3)) para passar o limite “para dentro” da integral. Seja {t}; C R tal que
ty — 0, se k — oo. A menos de subsequéncia, para cada 0 < |t;| < 1 fixado, considere a
funcéo f : [0,1] — R dada por

fuls) = %b@:)ru(x) T stap()]".

Perceba que
ful(0) = éb(:@lu(x)lq e full) = %b(x)lu(x) T tep(@).
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Derivando a fun¢do fj com respeito a s, caso u(z) + stxp(x) > 0, segue que

b(x)(u(x) + stip())"" (tep(x))
= b(z)(u(z) + strp(x)) " (u(x) + stp(z)) (tep())
b(x)|u() + stup(x)|"*(u(x) + strp(x))tep(z).

I
S

Se u(z) + strp < 0, entdo fi(s) = %b(az)(—(u(az) + stpp(x)))?, e dai

S
£
=
+
»
~
-
5
-
)
|
—~
=
=
+
V)
~
o
5
=
=
o
S
—~
=

Em ambos os casos,

fi(s) = b(x)u(z) + step(z)| " (u(@) + strp(@))tre(@).

Desde que f; é continua em |0, 1] e diferenciavel em (0, 1), podemos aplicar o Teorema do
Valor Médio, para obter ¢;, € (0, 1) tal que

fe(1) = f1(0) = fr(cx)(1 = 0).

Donde,
éb(fv)W(x) + tep(z)|* — éb(mﬂu(m)\q = b(@)|u(x) + extrp ()| (u(@) + crtrp(2))trp ().

Dividindo todos os termos por t;, podemos concluir a seguinte relacao

Ly (et - ot

) = b ule) + extacp(e)

- (u(z) + extrp(@)) ().
Agora vamos verificar o item (a) do Teorema com
() = b()|u(@) + ertrp()| "~ (u(z) + extip())o(x) (2.3.11)
e
g(x) = b(x)u(z)|"*u(z)p(), (2.3.12)

Fixando = € R, desde que ¢, — 0, se k — oo, de forma direta obtém-se g(xz) — g(z). Em
particular converge q.t.p. em R’.

Para verificar o item (b) do Teorema [1.2.3], usando que [tx|, ¢; < 1, obtemos

|9 ()] < b(z)(Ju(@)] + exltllo(@)))* ()] < b(a)(jul@)] + o))" e(@)].
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Pela desigualdade,
(Ju(@)] + (@) < max{|u(@)], [(@) 1) < 207 (Ju(@)|" + [p(2)),
podemos assegurar que
g ()] < 277 (@) |u(@) [T ()| + 297 b(@) | p(2)|%, Vo € RY.

Considerando h(z) := 27 'b(x)|u(z)|? |o(z)| + 277 '0(x)|p(x)|9, mostraremos que h €
L'(R%). Por um lado, em relac¢do a sua segunda parcela, note que

| 2ol do = 27 el gy <
R+

e assim 27 'b(z)|p(z)|? € L*(R). Por outro lado, em relacdo a sua primeira parcela note
que podemos fazer uso da Desigualdade de Holder (ver Teorema (1.2.2) com expoentes

{q/(¢ — 1), ¢}, para obter

/.

2070 () u|" o] d = 277 / b @)l [p7 (@)pl] do
¥ RY

=1 1
1 q T (23.13)
< o / b()|ul? da / b()| o] da
Ry :
< 297 M ul| % lpll e < oo,

e assim 27 'b(z)|u(z)|7|o(x)| € L'(R?). Portanto, h € L'(R"). Sendo assim, uma vez
que |gi(z)| < h(z), Vo € R} (em particular q.t.p. em R"), acabamos de mostrar que as
hipéteses do (a) do Teorema sdo satisfeitas. Logo,

lim gk(x)dx:/ g(x)dz,
R? R

k—o0 n
+

donde por (2.3.10), (2.3.11) e (2.3.12),

1 (1/
Iim — | -
k—)ootk q Jr

Esta igualdade juntamente com (2.3.9)), assegura que

b(x) (Ju+ trep|” — [ul?) dﬂ?) =/ b(a)|u|" *up da.

n

n
+ +

i Tr(u + trp) — To(u)
k—o0 tk

= / b(x)|u|? 2up d.

+

Além disso, por (2.3.13)

< Gl g,

/ b(x)|u|? *up da

+

36



e dai Z}(u) € (EY)" existe, com
Zwe = [ bl Pup do
RY
Pela linearidade ser imediata, omitimos a verificacao.

Para concluir que Z, € C'(F? R), basta verificar o item (i7) da Defini¢do Para
fazer isto, considere ||uy — u||g« — 0, quando k — oo. Para cada ¢ € EY com uso da
desigualdade triangular, obtemos

|Z5(ur)p — Ty(u)p| =

/ () (el — Jul" ) da

+

< / b(x) ‘|uk|q_2uk — |u|q_2u‘ lp| dx.

RZ

Agora, utilizando a Desigualdade de Holder com expoentes {¢/(¢ — 1),¢q} (confira Teo-

remal|l.2.2)), tem-se

T3 (u)p — Ty(u)g] < /

T @ el el [oi @)l do

n
+

q

< A() ( / n b(fﬁ)lwlqu> < ARl

+

com
q—1
)

A(k) = ( / b(x) [Jun]2ug — [u]?%u| 7T dx) . (2.3.14)

+

Sendo assim,

Ty (un)p — Ly(u)g
1 Z5(ur) — I (u)||(gay = sup |Z5 (ur) 2(u)e]
peB\{0} ]l s

< A(k). (2.3.15)

Afirmamos que A(k) — 0, quando k& — oo. Com efeito, aplicando o Lema |2.3.1} note que
w2y, = Jul™u] < Cslur — ul (Jur] + Jul)*2.

Esta desigualdade juntamente com (2.3.14), assegura que

q—1
q

A(k) < Cy (/n b(x) (\uk — u|(|ug| + ]u\)q_2)q%1 dx)

+
q—1

_q a(g—2) v
=C, (/ b(x)|ug — w|a=T (Jug| + |u|) e dx) .

n

+
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Agora, utilizando essa desigualdade e a Desigualdade de Holder (confira Teorema (1.2.2)),
com expoentes {¢ — 1,(¢ — 1)/(q — 2)}, obtém-se

q—1

JMM—wn</n@#%mwk—m#ﬁ(ﬁf@xwm+mwﬁﬁ)¢Q q

§C4</
R

b(x)|uy — u|qdm> (/ b(x)(|ug| + |ul)? dx) i
Rn
Pela desigualdade

n
+ +

(] + Jul)* < (2max{|ul, [ul})* <27 (Jux|* + |u]?),

podemos inferir que

q—2

q

A(k) < C5Huk - uHLq(Riﬁ) (/ b(l’)‘uk|qd$ +/
R’VL

n R

b(x)|ul|? dm)
n

< Cslluk = ull pa (lurlla + [l za)

Desde que (uy) é limitada na norma EY, pois u;, — u converge em FE?, desta ultima desi-
gualdade A(k) — 0, se k — oo, provando a afirmacao.

A convergéncia klim A(k) = 0 combinada com (2.3.15), garante que Z)(uy) — Z5(u) em
—00

(E) quando uy — uw em EY, completando a parte 2.

Parte (3): Mostrar que Z3 € C'(EY R).

Esta parte é andloga a parte 2 e por isso serd omitida. Mas vale destacar que

Zwe =2 [ alo)lu)l *ula)eds.
RY
Diante das partes 1, 2 e 3, temos que I, € C*(E?, R), com
I(u)e = Ii(u)e + Ti(u)p — I3(u)p

= VuVepdr + / b(x)|u| *up do — /\/ a(x)|ulP~2up d.

R? R7 R?

A demonstracdo estd finalizada. O
Observacio 2.3.1. Através do item (ii) do Lema[2.3.2note que, se u € E é um ponto critico

de I, (isto é, I} (u)p = 0, para todo ¢ € E9), entdo

VuVedr = A/ a(m)\u!pZugodx—/ b(x)|u|? 2up da.

RY R? R7

Em outras palavras u € E9 ser um ponto critico de I, implica u ser uma solugdo fraca
de (P)) (veja (2.3.2)). Sendo assim, daqui por diante, para se obter solugdo fraca de ([P,)),
nosso foco serd buscar ponto critico de I,.
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Capitulo 3

Existéncia de solucoes

3.1 Caso ¢ > p: Demonstracao do Teorema |0.0.1

Neste secdo, apresentaremos a demonstracdo do Teorema [0.0.1, que envolve o caso
q > p. Dividiremos em duas subsecoes, sendo a primeira referente ao item (i) e a segunda
subsecdo corresponde ao item (i) do Teorema[0.0.1}

3.1.1 Item (¢): resultado de nao-existéncia de solucao

Lema 3.1.1. Sejam ¢ > p, 2, < p < 2* e assuma as hipdteses e Seuy € E7\ {0}
é uma solugdo fraca de ([P,), entdo A > )y > 0, para um determinado \q > 0.

Demonstragdo. A demonstracao sera dividida em trés partes.
Parte 1: Estimar ||u,||% inferiormente.

Suponha que u, € F? é uma solucdo fraca nao trivial de (P,). Substituindo ¢ por wu,

em (2.3.2), segue que

sl = [ Vufae = |
R? R

uallz < )\‘|U/\H}£p(ﬂgi,a)'

a(m)\u,\]pdx—/ b()|ua| da, 3.1.1)

n n
+ RY

donde

Pela a imersdo continua £ < L? (R",a), vista no Lema [2.2.1| (item (¢)), garante-se a
existéncia de uma constante C; > 0 tal que |lux|[rr®n ) < Ciflua 5, Ou seja,

luxlZogn o) < Cilluallp- (3.1.2)
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Combinando as duas ultimas desigualdades, tem-se
laslBoqar oy < CoM Al o) = 7N < iy -
Elevando a 2/(p — 2), segue que
Cr 7N < i 2o -
Juntando esta desigualdade com (3.1.2)), infere-se que

__4
Cy 72N < C2lun[,

e assim
2p

2 =5
A2 C, P < un|%- (3.1.3)

Logo, a primeira parte estd encerrada.
Parte 2: Estimar ||u,||% superiormente.

Note que podemos escrever

A\ / afa)|ur]? dr = /R ) (zfﬁg) (b2 () |[ua|P) d, (3.1.4)

com ¢; € R a ser escolhido. Aplicando a desigualdade de Young (veja Proposicao|1.2.1) ao
integrando no segundo membro, obtemos

A/1 a(x)|uy|P dz < /}Ri [pil (2:;23)“ + p% (b8 (z)[ur[P)P | d,

em que p;,p; > 1l e 1/py + 1/py = 1. Fazendo pp, = ¢, tem-se p, = ¢/p > 1. Como
consequéncia,

1 1 1 1 —
| RIS [ DU R G PN

D1 P2 p1 q D1 q q—p

Portanto, da dltima estimativa, conclui-se que

A/ o) do < L2 (Aa(”)‘”’ S AT
n q Jrn \b"(2) q Jen

Escolhendo ¢; € R de tal forma que ¢;¢/p = 1, tem-se ¢; = p/q e assim ¢1q4/(q — p) =
p/(q — p). Dessa forma, obtemos

a1 P(:L‘)

)\/ a(x)|uy|P dzx < 1= Py dx +p/ b(z)|ux|? dz.
n q r? ba-r () q Jrn
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Utilizando esta estimativa e a hipétese |(H,) em (3.1.1)), temos

lusl2 < =P, + (—1 + Z—’)/ b(x)|us|? da,
q q R

n
+

Cy = / aq;p (z) dz < oo.
R

n bar (x)

em que

Por sua vez, como (—1+ p/q) < 0, pois ¢ > p, e além disso b € uma funcdo ndo negativa,
tem-se

luall < =B, (3.1.5)
A parte 2 estd finalizada.
Parte 3: Determinar )\, > 0.
Combinando (3.1.3) e (3.1.5), tem-se
Ao < LTP e e 99 T o\t e
q q—0p
e 2 (qf(P)SPZ;%
— ( 2 o ”) <\
q—p
Escolhendo
R A =
Ao = ( 2 o M) : (3.1.6)
q—p
encerramos o resultado. O

Finalizando a demonstragdo do item (i) do Teorema Suponha que u, € EY¢éuma
solucdo fraca de ((P)). A demonstracgéo serd dividida em dois casos.

Caso 1: A < 0.

Substituindo ¢ por u, em (2.3.2) e usando que a(z),b(z) > 0, para todo =z € R,

obtém-se
0< sl = [
R

Isto implica que u) = 0, o que encerra o caso 1.

|Vuy|? dz = /\/

a(x)|uy|P dx — / b(z)|uy|?dx <O0.
R

n n n
¥ + R%

Caso 2: 0 < \ < )\, em que )\ € obtido no Lema|(3.1.1

Suponha por contradicdo que u, é uma solucao fraca de (P,), com u, # 0. Pelo
Lema [3.1.1] segue que A > \g, o que é uma contradicdo. Isto finaliza a demonstracdo [J
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3.1.2 Item (ii): resultado de existéncia de solucdo via minimizacao

Iniciaremos esta subsecao com um resultado essencial para obter solu¢édo via minimizacao.
Teorema 3.1.1. Sejam X um Espago de Banach reflexivo e [ : X — R um funcional que
satisfaz:

(a) I é coercivo, isto é, I(u) — oo, quando ||ul|x — oo,

(b) I é fracamente semicontinuo inferiormente, isto é, dada qualquer sequéncia arbitrdria
{ug}r C X que cumpra u, — u € X, entdo
I(u) < liminf I'(uy),
k—o00

em que

lim inf 7 (uy) := sup { inf 1 (um)} .

k—ro00 k>1 |m2k

Entdo, I é limitado inferiormente e existe ug € X tal que

I(ug) = 52)& I(v).
Demonstragdo. (Ver [19], pg. 8, Teorema 1.2.) O

A seguir, precisaremos de dois lemas auxiliares para obter solucdo do problema (P,).

Lema 3.1.2. Sejam 0 < < v e k,l > 0. Entdo existe uma constante C = C(,v) > 0 tal
que

B
k\ -7
kls|? —1|s|" < Ck (7) , VseR.

Demonstragdo. Se 5 = 0, a desigualdade torna-se
—lls]" < k(C - 1),
e entdo basta tomar C' = 1, pois —I|s|?" < 0.
Se 8 > 0, considere a funcao f : [0,00) — R dada por
f(t) = kt? —1t7.
Derivando esta fun¢do, obtém-se

f(t) = kptPt — Iyt
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Fazendo f'(t) = 0, segue que

1
k k -8
kBT =t = 17 = e = t= ko :
Iy Iy

Em outras palavras, to = (k3/ ly)w%ﬁ € 0 unico ponto critico de f. A seguir, note que
kp

fl(t) > 0=kt — Iyt > 0=kt > It 7! = > 7P =ty > t,
fy

isto é, f é crescente em (0,%;). Analogamente, f é decrescente em (¢y,0), € assim ¢, €
ponto de maximo da funcao f. Calculando o valor maximo de f, tem-se

wo(2)° ()= () (-(2)
0070

Logo,
ktP — 1t = f(t) < f(ty) = Ck (7) :

em que

_B_

=B

o () (-9
v g

Substituindo ¢ por |s|, com s € R, completamos a demonstracao. N

O préximo lema trata de um resultado de convergéncia.

Lema 3.1.3. Sejam 2, < p < 2%, ¢ > p e assuma as hipdteses e Considere também
A > 0 fixado e {uy}, C EY uma sequéncia tal que u, — uy € E9. Entdo,

lim inf /
k—o0 R

A 1
F(z,s):= ]—?a(x)|s|p - 5b(a:)|s|q, Ve e R}, VseR. (3.1.7)

F(:U,uk(x))docgf F(z,up(z)) dz,

n n
+ R%

em que

Demonstragdo. A demonstracao serd dividida em trés partes.

Parte 1: Estimar fRi [F(z,up(x)) — F(x,u(x))] do de forma adequada.

43



Seja x € R arbitrario e considere o caso em que uy(z) < ug(z). Pelo Teorema Funda-
mental do Calculo,

up(z)
Fla, up(x)) — F(z, uo(x)) = / Fu(z, ) ds. (3.1.8)
uo ()
Note que cada s € [ug(z), uix(x)] pode ser escrito da forma
s = (1 —=t)uo(x) + tug(z) = uo(z) + t(ug(r) — up(z)), comt € [0,1].

Logo, ds = (ux(x) — up(z))dt. Consequentemente,

1
F(x, un(x)) — F(z, uo(x)) = / F, (g; wo(@) + t(uy(z) — uo(az))> (up(x) — up(x)) dt. (3.1.9)
0
Aplicando o Teorema Fundamental do Calculo na funcédo Fj, segue que

F, (x wo() + t(up(x) — uo(x))> = g(z,t) + Fy(x, uo(z)), (3.1.10)

com
uo (%) +t(uk (z) —uo(z))
g(x,t) = / Fys(z, s)ds. (3.1.11)
ug ()
Combinando (3.1.9) e (3.1.10), concluimos que

Fummwaanwnzl[m%w+ﬂuummnwmm—wu»w7

e assim

F(z,ur(x)) — F(z,up(x)) = (up(x) — uo(x)) [/o g(x,t)dt + Fy(z,up(x))] . (3.1.12)

A seguir, vamos reescrever a expressao g(z,t) em (3.1.11)) de forma conveniente. Inici-
almente, note que sendo s € [ug(z), ug(x) + t (ux(z) — ug(x))], tem-se que

s=(1—=0)ug(x)+ H(UO(Q:) + t(ug(z) — uo(x))> = up(z) + 0t (ug(z) — uo(z))
= (1 —0t) up(z) + Otuy(z),
com # € [0, 1]. Considerando s := 6t, temos que
0<0<1=0<0t<t,
e assim s € [0, ¢]. Logo,
s = (1 =3) up(xz) + sug(x) = ug(x) + 5 (ug(x) — uo(z)),

44



com ds = (ug(z) — up(z))ds. Dessa maneira, podemos reescrever (3.1.11) como

t
g(x,t) = (up(z) — uo(x))/ Fy <x, uo(z) + S(ug(z) — uo(x))> ds. (3.1.13)
0
Agora, vamos estimar F,,. Derivando a funcdo F' (veja definicdo em (3.1.7)) com
respeito a variavel s, segue que
Fy(z,s) = Aa(z)]s[P~! (sgn(s)) — b(z)]s]7 ! (sgn(s)) . (3.1.14)

Vale ressaltar que aqui foi usado o fato que

P 1 se s>0
8_|S| = sgn(s) := 0 se s=0
5 -1 se s<0.

sgn(s)

Derivando Fy em (3.1.14) com respeito a variavel s, obtém-se

Fos(@,5) = Xa(z)((p — 1)|s|"*sgn(s) - sgn(s) + |s|"~* - 0)
—b(z)((¢ — D)ls|"*sgn(s) - sgn(s) + |s|*~* - 0)
= Aa(xz)(p — 1)|s[* (sgn(s))® — b(x)(q — 1)|s|"" (sgn(s))”.

Usando que |s|?~2 (sgn(s))® = |s[’~2, podemos escrever

Fys(z,5) = Mp — Da(@)[s]* — (¢ — 1)b(z)|s]".
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Com isso, aplicando o Lema (com f=p—2e~vy=q—2)a Fy(x,s), obtemos um
Cy = Ci(p,q) > 0 tal que

Alp — 1>a<x>> =

Ap— 1>a<:c>> D
(4= D)b(x)

Fo(x,5) < CiA(p — 1)a(x) ( (¢ — 1)b(x)

- ety = ato)

Como consequéncia,

Fu(n,s) < L8 7 o am (@) (3.1.15)

~ p—2 27 p—2

(b(z)) o= ba=r (x)

Aplicando isto a (3.1.13)), obtemos

arr(a) 055 ()
z,t) < (ug(x) —up(x Co— ds = Co(up(x) — uplx — )

900 < (un(e) = wale) [ Carg *25 = Calunle) — o) g ™

Combinando esta estimativa com (3.1.12), pode-se inferir que
Fla, ()~ F(a,u0(2) < () — (@) | [ Colonta) — woe) s Dt
0 ba=r (x)
+ Fy(z, uo(@)) (ur(z) — uo())
= %(Uk(l') - uo(x))Qag (z) + Fy(x, up(x)) (up(x) — uo(x))
bar (z

Aplicando o médulo do lado direito juntamente com a desigualdade triangular, conclui-se
que
q—2

% ya 7 (7)
2

F(z,up(2)) = F(z,uo(x)) < == (u(r) = uo(2))" == + |Fi(, uo(2)) (ug () = uo(2))].

ba—r ()
Vale lembrar que esta desigualdade foi obtida de (3.1.8) considerando ug(z) < uy(z).

Caso ug(z) < up(z), usamos um cdlculo andlogo (ao que foi feito acima) partindo que
—ug(z) < —ug(x) para obter que

q—2

F(x, —up(z)) = F(z, —uo(z)) < Cs(—u(z) + UO(J;W%
+ [Fy(, —uo(x)) (—uk () + uo(x))]-
Agora, usando que F(x,s) = F(x, —s) e Fs(x, —s) = —F,(z, s), podemos inferir a seguinte
desigualdade
Pz, up(x)) — F(z,uo(2)) < Cs(up(r) — UO(HJ))QZS%E;:; + [Fo(, uo(2)) (ur () — uo(x))].
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Ou seja, esta estimativa é valida em ambos os casos. Com isso, temos

/ [F(z,ur(x)) — F(x,up(x))] de < 6'65,1C + Ei, (3.1.16)

+

em que

L= / (ug(x) — uo(x))QaZ%(z) de e L[2:= / |Fs(x, ug(x)) (ug(z) — uo(z))| da.
R} ba=r () :
Encerramos aqui a parte 1.

Parte 2: Mostrar que lim L; = 0.
—00

Considere , € Re 1 < 19,73 < oo com 1/ry + 1/r3 = 1, todos a serem determinados.
Pela Desigualdade de Holder (veja Teorema(1.2.2)), temos

aizs (x)
2

th= [ @) — @) da

T bir ()

g(/R

Para usar a hipétese |( H,), tomaremos

1 1

(@ () () = wo()?)" dx) m </ : (b—((>)> dx) 3'

n
+ +

-2
b ng—p (:>7"3:—p > 1.

q—p q—p p—2

Além disso, precisamos que

— )
=2 qp=2)
q—p p(g —p)
— ) —qlp—2) 2q—
pooPa=2)—alp—2) 20-p)_2
p(q —p) plg—p) p
Como consequéncia,
11 1 ) 1 2
— —:1<:>—:1—]9—<:>—:—<:>r2:8.
() 3 () P ) p 2

Como i1y = 1 e 2ry = p, substituindo esses valores de r{, 7, € r3 na desigualdade acima,
obtemos

N

p—2

L) < (/n a(x)|ug(z) — uo(m)]pdac> ' (/Ri Z:_::((g dac) T.

+
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Pela imersdo compacta E? — LP(RY, a) (veja Lema 2.2.2) item (4i)), juntamente com ()}
concluimos que hm L; = 0, completando a parte 2.

k—o0

Parte 3: Mostrar que klim L3 = lim | Fs(x, ug(x)) (ug(z) — up(z))|dz = 0.
—00

Consideremos o funcional linear ¢, : £7 — R definido por
Dy(v) = / Fy(z,up(x))v(z)da.
n

Afirmamos que @, é continuo, ou seja, deve existir C; > 0 tal que |®q(v)| < Cyl|v| s, para
todo v € E. Se isto for verdade, conclui-se que

lim (I)()(uk — Uo) = (I)()(O) = O,
k—o0

pois uy — up — 0 (veja Definicao|1.1.5)). Como consequéncia, klim L3 =0.
—00

De fato, por (3.1.14), podemos assegurar que
|Do(v)| < )\/ a(x)|u0(x)|p1]v(x)|dx+/ b(x)|uo(z) |7 o(z)| da. (3.1.17)
R R

+ +

Utilizando a Desigualdade de Holder (veja Teorema |1.2.2)) com expoentes {p/(p — 1), p},
tem-se

[ a@lu@p @l de = [ [a @luator] [a%m\v(:c)@ d

S(/na(:v)\uo( \de> (/ pdx>;.

Pela imersdo continua £ — LP(R", a) (veja Lema[2.2.2] item (7)), tem-se
[ a@luo()l o)l ds < ool
+

para algum C5 = Cs(a, p,n,ug) > 0. De forma similar, pela Desigualdade de Holder,

q—1 1

[ d@luota)pr (o)) do < ( / b<x>|uO<x>|de> ( / b<x>|v<x>|4dx> < Cyllolles
+ R} +
Combinando (3.1.17) com estas duas ultimas desigualdades, temos que |®y(v)| < C7||v|| 4,
para todo v € E, e a parte 3 estd encerrada.

Finalmente, utilizando as convergéncias hm L, = hm L2 =0em ( ), completa-
se a demonstracdo deste lema. Vale ressaltar que nesta passagem usamos o fato de que
lim £] = hmmfﬁf€ =0, com j € {1,2}. O

k—o0
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Finalmente, apresentaremos a prova do item do Teorema referente a existéncia
de solucgao.

Demonstragdo do item (ii) do Teorema Primeiramente, mostraremos que /, satis-
faz as hipéteses do Teorema |(3.1.1
item (a):

Note que o funcional 7, (veja (2.3.3)), pode ser reescrito como

1 1 A 1
I\(u) = 5 /n |Vul? dz + % Jn b(z)|u|?!dz — /n (Ea(m)\u\p — 2—qb(:v)]u\q) dz. (3.1.18)
+ + +

Aplicando o Lema [3.1.2] escolhendo k = \a(x)/p, B = p, | = b(x)/2q e v = g, obtemos
uma constante C; := Cy(p,q) > 0 tal que

P T\ 2a(x) \ 77
Ea(m)]u| —2—qb(x)|u] <y <]—9a(x)) (%b(m)) :

Prosseguindo com o cdlculo,

1 1+p/(q—p) P
s - Lot < T o)

[b(z)]7" b7 (x)

com Cy = Cy(p,q,A) > 0. Esta estimativa juntamente com (3.1.18) e a hipdtese |(H,)]
infere que

9
1 1 a7 (z) 1
1) 2 Gl + ol — Ca [ S do = Gl + o ullagey 1y —
r? bar (z)
Usando a definicdo de norma em E¢ (veja (2.2.6)), se ||u||g« — oo, entdo ||u||z — oo ou
[ul| La(rn by — oo. Sendo assim, podemos concluir que /)(u) — oo, quando |[u|ga — oo.
Assim, o item (a) estd provado.

item (b):

Considere {u;}r C FE9 uma sequéncia tal que u, — ug € E9. Por (2.3.3) e (3.1.7),
segue que

1 A 1 1
B = gllul = [ (Sat@lul - St} do = Jlalt - [ Ao
+

+

Desde que a norma é fracamente semicontinua inferiormente (veja item (¢) do Teorema|1.1.1)
e F7 C E, obtemos
luol| 2 < liminf |jug || g.
k—o0

49



Esta condicdo juntamente com o Lema|3.1.3} implica que

1
In(uo) = 5““(}”% —/R

1
= lim inf [—||uk||2E - / F(x,uy) da:] = liminf I, (uyg),
k—ro0 2 n k—ro0

+

1
F(x,u) do < liminf = |Jug |3 — liminf/ F(z,u)dz
k—oo 2 k—o0

n n
+ R

finalizando o item (b).

Portanto, pelo Teorema[3.1.1 7, é limitado inferiormente sobre FY e existe u) € E9 tal
que
[)\(’U,)\) = inf I)\('U).

vEFY

Afirmamos que
inf Iy(u) <0, VA> A\, (3.1.19)

uekE4
em que \; é definido da seguinte forma

. b 2 p
A= Inf < = -
! ulenEq{2||uHE+ q/R

Notando que

b(z)|ul? dz - /R

n
+

a(x)|ulP dz = 1} :

n
+

0< Balfy+ 2 [ et
2 q Jrn
para qualquer u € E? com [p, a(z)|u[’dz = 1, entdo \; € [0,00). Vamos mostrar que
+
A1 > 0. Do contrdrio, existiria uma sequéncia {u}, C E? tal que

=\ =0, (3.1.20)

k—o0
RZ

lim [gHukH%—FS/ b(x)|ug|? dz

com
/ a(x)|uglPde =1, VEkeN.
R

i
Agora, considere r; € R,e 1 < ry,r3 < cocom1/ry+1/r3 = 1, todos a serem determinados.
Pela Desigualdade de Holder (veja Teorema |(1.2.2]), temos

= [ = [ (GT) 0@l @

1

([, () ) (fomera)

Com o objetivo de utilizar [(H,)| vamos escolher r, = ¢/(¢ — p). Dessa forma,
P
q

n
+

T1T2:L<:>T1:
q—7p
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Como consequéncia,

1 1 1 — 1
—+—:1<:>—:1—u<:>—:]—9<:>r3:2
T2 T3 T3 q T3

Substituindo esses valores de ry, r, € r3 na tultima desigualdade acima, obtemos

a=p b b

= () ([ o) =ai ([

em que usamos a condi¢io Notando que, por (3.1.20), segue a convergéncia

q

b(x)|uk|qu> ,

lim b(x)|ug|?dz = 0,

k— n
o0 R+
pela estimativa acima, teriamos 1 < 0, que é um absurdo. Portanto, \; deve ser positivo.

Agora, seja A > \;. Pela definicdo de infimo, existe v, € E? com fRn a(z)|vy|Pdz =1,
+
satisfazendo
A P2 + 73/ b()|oa]? dz > Ar.
2 q Jrn
Logo,
1 9 1 q A »
L(vy) = slloallg + = [ b(@)|oa|"dz — = | a(z)[vaf’ dz
2 q Jrn D Jrr
1 1 A
= —|loall% + —/ b(x)|vy|de — —-1<0.
2 q R? p
Assim, I (uy) = inbf I(u) < I\(vy) < 0, sempre que A > )\, e portanto, (3.1.19) é vélido.
ue b

Logo, uy # 0, se A > Ay, pois do contrdrio 0 = I,(u,) < 0, que seria um absurdo.

Finalmente, vamos verificar que u, ¢ um ponto critico de I, ou seja, I} (u,)e = 0, para
qualquer ¢ € E1. Desde que I,(uy) = inbfq I\(u), paratodo ¢ € Elet € R, tem-se
ue

I(uy) < Ii(ux + tp).

Caso t > 0, concluimos que
In(ux + tp) — In(uy)

0<
- t

Fazendo t — 0T,
0< lim In(uy + to) — In(uy)
t—0+ t
O caso ¢ < 0 nos fornece I'(uy)p < 0, e assim [} (uy)¢ = 0. Pela Observagdo 2.3.1} uy # 0
é solucdo fraca de (P,). Por fim, como I,(|uy|) = Iy(uy) = inbf I(uy), podemos assumir
uc k1

= I"(uy)e.

que uy > 0. A demonstracdo estd encerrada. O
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3.2 Caso ¢ < p: Demonstracao do Teorema [0.0.2

Neste secao serd apresentada a demonstracdo do Teorema Neste caso, usare-
mos o Teorema do Passo da Montanha para obter uma sequéncia no espaco £? com uma
condicdo crucial para se extrair a solucdo do problema (P,). Este secdo esta dividida
em duas subsecoes, sendo a primeira referente a nao-existéncia de solucao nao-trivial e a
segunda corresponde a obtencdo de solucao nao trivial, sob determinadas condicoes.

3.2.1 Item (¢): resultado de nao-existéncia de solucao

Demonstragdo do item (i) do Teorema A prova é a mesma feita no item (i) do Teo-
rema |0.0.1}, no caso A < 0, e por isso serd omitida. Ressalta-se que nessa prova independe
sep>qousep<q. 0

3.2.2 Item (ii): resultado de existéncia de solucao via Passo da Mon-
tanha

Iniciaremos esta subsecdo mencionando o que significa um funcional definido em um
espaco de Banach satisfazer a condicdo de Palais-Smale (PS).

Definicao 3.2.1. (Condicao de Palais-Smale) Sejam X um espago de Banache I : X — R
um funcional. Dizemos que [ satisfaz a condi¢do de Palais-Smale (PS) se qualquer sequéncia
{ug }r C X que satisfaz

Iw)] <C.VkeN, e lim |I'(u)llx =0, (3.2.1)
—00

onde C' > 0 é uma constante, possui uma subsequéncia convergente.

Vale relembrar que

I/
L' (ur)||x :== sup M)
veX\{0} |v]|x

(3.2.2)

e X':={f: X — R: félinear e continua} representa o espago dual de X.

A seguir, enunciaremos um resultado bastante relevante e famoso na literatura, a saber
Teorema do Passo da Montanha.

Teorema 3.2.1. (Teorema do Passo da Montanha) Sejam X um espaco de Banach e I €
CY(X,R) um funcional satisfazendo a condi¢do (PS). See € X e 0 < r < ||e||x sdo tais que

a:=max{I(0),I(e)} < inf I(u)=:0,

l[ullx=r
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entdo

cpy i= inf sup I(y(t)) > b
7€l 1efo,1)

¢ um valor critico de I, ou seja, existe u € X satisfazendo
I(u)=cpy e I'(u)p=0, VpelX.
Neste caso, I' := {y € C([0,1],X) : v(0) =0 e y(1) = e}.

Demonstragdo. (Ver [19], pg. 31, Teorema 2.1) O

Para garantir que o problema ([P,) possui uma solucao nao-trivial e ndo-negativa, utili-
zaremos ao longo dessa subsec¢éo o funcional J, : £ — R dado por

Ty() = %/R

ut(z) = max{u(z),0} = {

Cabe destacar a identidade existente entre /, e J,. Definindo

1
|Vul*dz + —/ b(z)|u|?!dz — A/ a(z)(uh)Pdz, (3.2.3)
n q Jrn D Jry

em que

u(z), se wu(x) >0,

0, se wu(z)<0.

0, se wu(xz)>0
—u(z), se wu(x) <0,

u™(z) = max{—u(z), 0} = {

de forma imediata u = u™ —u™, Ju| =uT +u” e [ulf = (ut +u7)? = (ut)? + (u”)P. Dessa
forma, note que

I(u) = 1/ |Vul? dz + 1/ b(x)|u|!dx — é/ a(z) (wh)? + (u)?) do
2 R? q Jrn D Jrn
= 1/ |Vul*dz + 1/ b(z)|u|?!dz — é/ a(z)(uh)P dz — i/ a(x)(u™ )P de,
2 R? q Jry R? D Jrr
€ portanto,
I\(u) = Jy(u) — %/ a(x)(u” )P de. (3.2.4)
RY

De forma similar ao que foi feito para garantir que I, € C'(EY, R) (veja Lema [2.3.2)),
podemos concluir que J, € C*(FE4,R), cuja derivada de Gateaux é dada por

J(w)p = /R

para quaisquer u, ¢ € E1.

VuVedr + /

b(x)|u|?*up de — )\/ a(x)(ut)tpda, (3.2.5)
R

n n n
+ + RZ

No préximo resultado, veremos que ponto critico de ./, necessariamente € ndo negativa,
e além disso, é também ponto critico de I,.
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Lema 3.2.1. Suponha que u seja ponto critico de Jy. Entdo v > 0 em R’} e u € ponto critico
de I)\.

Demonstragdo. Seja u um ponto critico de J,. Dessa maneira, por (3.2.5) (trocando ¢ por
u~) eofatoqueu =ut —u",

0=J\(v)u" = /R
-,

Utilizando a linearidade do gradiente,

oz/Ri
¥

Desde que Vu™Vu™ =0, uTu™ =0 e (u")P~'u~ = 0, obtém-se

-

Lembrando que |u|?™? = (u7)7? + (u™)?2, segue que
-
R

0< I < 3+ [ bla)(uyrds o
RY
Sendo assim u~ = 0 q.t.p. em R”, e portanto v = u™ —u~ =u" +0 =u" > 0, q.t.p. em
R” . Isto completa a primeira parte deste lema.

VuVu™ dx + /

g b(x)|u|? *uu” do — )\/ a(x)(ut)Ptu” da

3 R}
b(z)|ul’? (v —u)u” do — /\/ a(x)(ut)Ptu” da.
R

n
+

\V4 (u+ —u_) Vu~ da:—i—/

n n n
+ R% +

Vu"Vu dz — /

Vu~ Vu~ dz + / b(x)|u|?*utu” dz
R

o
b(x)|u|"*u"u" dz — )\/ a(z)(ut)Ptu da.
R

n
+

n n
+ +

]Vu|2d:c—/ b()ul*2(u" )2 e
R

n n
+ +

|Vu_|2dx—/]R b(z)(u™)!dz,

n n
+ +

donde

Pela identidade (3.2.4), /,(u) = J\(u) — 0 = J\(u), pois u~ = 0. Logo,

L(u)p = Jy(u)yp =0,

para qualquer ¢ € EY, ou seja, u € ponto critico de . A demonstracdo estd completa. [

Com o intuito de utilizar o Teorema do Passo da Montanha, a seguir mostraremos que
J) satisfaz a condicdo (PS).

Lema 3.2.2. Sejam 2, < p < 2*e 2 < g < p, e assuma as hipo’tesese Entdo J,
satisfaz a condigdo (PS).
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Demonstragdo. Considere {uy}, C F9 satisfazendo (3.2.1)). A demonstracdo sera dividida
em duas etapas.

Etapa 1: Mostrar que {uy } € limitado em FE7.
Note que usando (3.2.5) (substituindo ¢ por uy),

1, 1
J,\(uk) — ]—QJ)\(uk)uk = (5 /Rn
+

S
()

1 1 1 1 1
Iy (ug) — EJ;(uk)u;f = (5 — 5) Jug % + (5 — 23) ||“k||qu(R1,b)- (3.2.6)

Por ([3.2.1)) e (3.2.2) (substituindo v por u,), existem C7,Cy > 0 que satisfazem
[I(ue)] < Cr e [ (un)ug| < Collup|lps, VEk €N.
Estas estimativas aplicadas em (3.2.6)), inferem que

Wwﬁm+é/‘memm—%/(mmqvm>
R n

n
+ R%

R R™

. () (uf )" g dx)

1 1
|Vuy|* dz + (a — —> / b(x)|ug|? da.
R

P/ Jry

() gl d — A/

n
+

Ou seja,

1 1 9 1 1 ‘ O,
-z -z < =2 .
(2 p> Juglls + (q p> ||uk||Lq(R17b) <Ci+ » |ukl|lge, VE€EN

Esta ultima desigualdade, por um lado, implica que
lurllz < Cs + Callug]| o

Por outro lado,
k| Lo oy < Cs + Collusl o,
isto é,
3o ) < (Cs + Collul| o)
Dessa maneira,
el e = Il + el Zoen 4y < Cs + Callurllpe + (C5 + Collux| )7

Suponha por contradicdo que {uy}, ndo é limitada em E?. Sendo assim, ||ug|| g« — 00, se
k — oo. Pela ultima desigualdade,

1< Cs 4 Cillug || pa 1 (C5+06||Uk||E‘1)% _ Cs + Cy + <C5—1-06||U1~c||Eq>3
T lluellBe el ek el ekl o [
G Cy Cs Cs )"
Tl " Tl (IlukH%q " Huququ)
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Fazendo k — oo na desigualdade acima, segue que 1 < 0, o que é um absurdo. Portanto
{uy }r € uma sequéncia limitada em EY. A etapa 1 estd finalizada.

Etapa 2: Mostrar que ||u; — u||g« — 0, se K — oo, a menos de subsequéncia.

Desde que FE? é reflexivo, a menos de subsequéncia, tem-se que u; — u em E? (veja
Teorema [1.1.1). Além disso, como Ji(u) € (E9)’, entdo J;(u)(ur — u) = ox(1), em que
ox(1) — 0, quando k£ — oo. Por outro lado, por (3.2.2),

I\ (ug) (ug, — ) < | T (ug) (ug — )| < || Ty (ug) |gay |ux — ullge — 0, quando k — oo.
Assim, através de (3.2.5)),

IS (ug) (ugp — u) = VurV(up —u)dz + / b(2) |ug|" 2ug(ug, — u) do
RY R?

- )\/R a(z)(u )P~ (u, — u) da

n
+

I3 (u) (ug — u) = VuV (up — u) de + / b(x)|u|?*u(uy — u) dx

R” R”

A /R o) (u™ VP (g, — ) d,

Prosseguindo com o célculo,
ox(1) = J3 (k) (u — w) — Jy(u)(ur — u)
= / |V, — V| dz +/ b(x)(Jug|? *up — [u|? ) (up — u) do
RY

i\ / o) () — ()P (g — w) do

n
+

n
+

Por [41], Desigualdade 2.2], tem-se que para todo y,z € R e ¢ > 2, existe uma constante
C7 := C7(q) > 0 tal que

(1217722 — [y|"y)(z — y) = Crlz — y|%

Dessa forma,

or(1) + AAy > / IV (up — u)|*dz + 07/ b(x)|ug — u|?dx, (3.2.7)

R

n

n
+ +

em que



Observe que pela Desigualdade de Holder (veja(1.2.2), pode-se estimar

Al < [ el o= uldo+ [ ol o~ ol da
Rn

< i 1y etk = ll oy ) + I 1 ol = ull oy ).

Desde que a imersdo £9 — [ é continua e a imersdo £/ — LP(R",a) é compacta (veja
Lema [2.2.1} item (i7)), também temos que a imersdo £9 — LP(R,a) é compacta (veja
Teorema (1.1.3). Sendo assim, A, = ox(1). Esta convergéncia combinada com (3.2.7)
infere que ||uy — u||g« = 0x(1), 0 que encerra a demonstracao. O

Finalmente, mostraremos o resultado de existéncia de solucdo ndo-negativa.

Demonstragdo do item (ii) do Teorema Vamos verificar que J), satisfaz as hipdteses
do Teorema Para isso, dividiremos a demonstracdo em duas partes.

Parte 1: Existem r, 8 = §(r) > 0 tais que Jy(u) > 8 > 0, se ||u||gs = 7.

Desde que E? — E, pelo Lema (item (¢)) a imersdo E? — LP(R’,a) é continua.
Dessa maneira, existe C; > 0 tal que [|u|[» g o) < Cil[ul|pa, Vu € E9. Por (3.2.3),

1 A
Ta(u) = Sl + || Ul Lamn ECfIIUII%q

Agora, considere ||u||g. < 1. Assim, HuHE > |Jul|%, pois ¢ > 2 e |jullg < |Ju||g« < 1. Dessa
forma,
1 1 A 1 1 A
> - q | * q N P q , - q Ay, P 9.
Ia(u) = SllullE + qHuHLQ(Ri,b) pCl|IUHEq = q““”E + q”uHLq(Ri,b) pClHuHEq- (3.2.8)

Por outro lado, note que

el = (el + Dl ) < (2max{uu||%, oy 0} )

q

g q

2 (sl ey} ) = 28 (smaccl e [l )
2
< 2% (JJullf + Nl n )

Aplicando esta tultima estimativa em ([3.2.8)), obtém-se

A 1
= 20t = ol (55 - 2

J)\(u)

A
234 —CT[Jullza ) . se |lullpe < 1.

Seja ry > 0 tal que
_1

by B p—q
> Ot «— ( b ) > 7.
p

A
—— — =Crh 1 > 0 <= -
ACT22q

22q P 2%¢

1
q
2
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Dessa forma, escolhendo r» = min{1,r¢} > 0, se ||u||g« = r, segue que

1 A
Ia(u) > =11 (ng — ;Cfrpq) > 0.

Parte 2: Existe e € E7\ {0} tal que |le||g« > 7 e Jy(e) < 0.

Seja v € £\ {0} fixado. Para t > 0 arbitrdrio, tem-se que tv € E e

JA(tv):%/R |V(tv)\2dx+é/ b(x)yw\qu—i/R a(2)(tv) )P da

; R} P Jry
e g A
= E”UHE + EHUHLq(RLb) - 7”“ HLp(IRq,a)'
Uma vez que 2 < ¢ < p, obtém-se
lim J,(tu) = —o0.

t—o00

Dessa forma, é possivel obter um ¢, > 0 suficientemente grande, tal que |[tgv|g« > p €
Jr(tov) < 0. Tomando e := tyv, completamos a parte 2.

Note que a parte 1 garante que b := ‘ ‘i‘nf Jx(u) > B > 0. Diante da parte 2, temos
U||\pg=r7

que
a ;= max{J,(0), Jy(e)} =0 < b.

Desde que J, satisfaz a condicdo (PS) (veja em Lema [3.2.2)), através do Teorema [3.2.1]
podemos inferir que existe u, € FY tal que

J)\(U)\> =cpy>b>0 e J;\(u,\)QD =0, VQO € F9.

Neste caso u) € ponto critico de J, e pelo Lema 3.2.1|, uy > 0 em R” e uy € ponto critico
de I,. Em particular u, é solucdo do problema (P)) (veja Observacdo[2.3.1).

Por fim, u, # 0, pois do contrdrio
0<cpy = J)\(O) = O,
que seria um absurdo. A demonstracao encerra aqui. O

Observacao 3.2.1. Vale ressaltar que se o > 2 em entdo o Teorema também é
verdadeiro para quaisquer 2 < q < p < 2*. Isso é importante pois representa, para cada \ >
0, uma ampliagdo das possibilidades de valores para p e q, em relacdo a hipdtese anteriormente
adotada. Neste caso, sem qualquer prejuizo as contas que foram feitas ao longo desta se¢do,
bastaria substituir as hipoteses 2, < p < 2* e 2 < g < p pela hipdtese 2 < q < p < 2% e
utilizar a imersdo compacta E? — LP (R",a) advinda da composi¢do (veja Teorema
da imersdo continua E? — E com a imersdo compacta E — LP (R, a) do item (iv) do

Lema2.2.1]
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