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Resumo

Neste trabalho demonstramos uma identidade do tipo “soma = produto” de séries
hipergeométricas relacionada a particoes de inteiros e as fungoes simétricas homogéneas
completas, h,. Para a prova do resultado, faremos uso de um ferramental grafico cha-
mado de Diagrama de Ferrers. A partir disto, com uma simples mudanca de variaveis,
obtemos o resultado principal que esta ligado a uma famosa identidade de MacMahon
demonstrada em [10].

Abstract

In this work, we demonstrate a 'sum = product’ type identity of hypergeometric series
related to the integer partitions and complete homogeneous symmetric functions, h,,.
For the proof of the result, we use the graphical tool called Ferrers Diagram. From
this, with a simple change of variables, the main result is obtained, which is linked to
a famous MacMahon identity demonstrated in [10].

Palavras-chaves: Funcoes Simétricas; Particoes de Inteiros; Funcoes Geradoras;
Diagrama de Ferrers; Séries Hipergeométricas.

1 Introducao

Nosso objetivo é demonstrar, utilizando argumentos analiticos e combinatérios, a se-
guinte dupla identidade.
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Teorema 1.1. Paraqe C, |q| <1, eq =(1,q,¢% ...), tem-se

N\
n [e%¢) kj
| B > <Zk:12j:1 qT)

1—q¢k Z ! '

=0
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A primeira identidade do Teorema (1.1) é obtida a partir da fun¢ao simétrica ho-
mogenea e uso do diagrama de Ferrers. Observe que o produtdrio envolvido nesta
identidade é a funcao geradora para o numero de partigoes em que a maior parte nao
excede n. Estas equagoes estao relacionadas com a seguinte, devida & MacMahon [10],
onde aparece o mesmo produtorio.
Para ¢ € C, e |¢| < 1, tem-se

IFEr DY :

Shl—gh S NN)mlmel.. (1—g)m(1—¢*)m ...

onde A = (1™12m23™s ) X I n significa que A é uma parti¢do de n e N(X) é igual ao
produto das partes de A.

Costuma-se denotar uma parti¢ao A por (1m12™23™3 ) onde um termo i significa
que a parte ¢ aparece m; vezes na particao. Se uma parte ¢ nao aparece na particao A,
entao m; = 0 e esta é omitida na notagao. Por exemplo, A =5+4+4+3+1+1+4+1=
(13314%5'). A fungao norma de uma partigao A = (1™12m23™3 . ) denotada por N()) é
dada por N(\) = 1".2m2.3™s .. Para a partigao do exemplo anterior, tem-se N(\) =
5.42.3.13 = 240. O uso da funcdo norma de uma particdo foi contemporaneamente
explorada no artigo de Schneider e Sills [15], bem como em Alegri[1].

Os argumentos analiticos empregados aqui envolvem séries de Laurent de fungoes
compostas com as fungoes exponencial e logaritimica na base e. Neste interim uti-
lizaremos o conceito de fungoes simétricas, mais precisamente as fungoes simétricas
homogéneas completas, h,(z). Aqui utilizaremos uma variavel especifica no lugar do
x = (x1,,...), n0 caso ¢ = (1,¢,¢% ...). Afirmamos que esta mudanca serd um fa-
tor que facilitara a obtencao do resultado principal, fazendo nossa demonstragao breve
e direta. A identidade a que nos propomos a demonstrar é uma identidade do tipo
“soma=produto”, como dita anteriormente, é uma equacao que de um lado é um pro-
dutorio infinito e outro lado uma série, sendo esta uma identidade do tipo das dezenas
encontradas em Slater [13].

2 Preliminares

A fim de demonstrar o resultado principal deste artigo, exporemos aqui alguns conceitos
como particoes de inteiros, diagrama de Ferrers de uma particao e fungoes simétricas.
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Definicao 2.1. Uma partigao de um inteiro n é uma soma nao ordenada de inteiros
positivos que vale n. Denotaremos por A = (1™12™M23™s k™) onde m; representa o
nuamero de repeticoes da parte igual a ¢ de tal modo que mq+2mo+3mg+- - -+kmy = n.

Exemplo 2.2. Para n = 7, temos as seguintes partigoes: (7), (1,6), (2,5), (12,5),
(3,4), (1,2,4), (13,4), <1,32>, <22,3> (12,2, 3), (14,3>, (1,23>, (13,22>, (15,2>,
(17).

Denotamos por p(n) a funcdo que determina o ntimero de partigdes de um dado

inteiro positivo n, e definimos p(0) = 1. A fungao geradora para a sequéncia (p(n)),>o,
para |¢q| < 1 é dado pelo produtério a seguir.

> rmg" =11 _1qn (2.1)

Podemos demostrar este fato simplesmente observando que
—k:1+qk+q2k+q3k+_”,
l—q

gera partes miltiplas de £ em uma particao, e considerando produtos como a seguir,

1

os expoentes de g geram partigdes cujam partes nao superam n. Deste modo, os coefi-
cientes destes revelam o niimero de particoes de um inteiro cuja maior parte nao supera
n. Tomando n — oo, provamos a equacao (2.1). As seguintes identidades perfazem
importantes na histéria do desenvolvimento da teoria de particoes de inteiros.

< ¢
gl—q”_;(1—q)(1—q2)...(1_qn) (2.2)
[o¢] 1 B 00 qn2
Hl—q" = (1=l - )2 (1) (2.3)

A equagao (2.2) foi demonstrada pela primeira vez por Euler em [8], e pode ser
generalizada via o Teorema ¢-Binomial encontrado em Andrews [2, 3, 5]. Enquanto
que a equacao (2.3) pode ser demonstrada com o uso de quadrados de Durfee, como
feito em Andrews [4].

ReviSeM, Ano 2020, N°. 1, 376-383 378



M. Alegri, W. Santos, S. Silva

Definigao 2.3. Um diagrama de Ferrers de uma particao A = (1"™12™2 .. k™) de n é
uma representacao grafica desta particao, onde cada parte ¢ é representada como uma
linha com ¢ pontos.

Exemplo 2.4. A partigao (12,22, 4,5) de 15 é representada, via o diagrama de Ferrers
como a seguir.

Fazendo uso desta ferramenta grafica! pode-se obter diversas identidades de particao,
como em Pak [11] e Andrews [5, 2], bem como em Bressoud [6]. Esta ferramente serd
aplicada logo a seguir, mas antes é preciso definir uma operacao num grafico de Ferrers
chamada de conjugacao. A conjugacao de um gréafico de Ferrers leva uma particao A
em )\ transformando a i-ésima linha do grafico de Ferrers de A\ da i-ésima coluna do
grafico de Ferrers do seu conjugado \'. Por exemplo, a conjugacao do gréafico de Ferrers
do exemplo anterior é apresentado a seguir.

Neste caso, X' = (1,224, 6).

Proposicao 2.5. O numero de particoes de n com no mdzimo k partes € igual ao
numero de particoes de n cuja maior parte nao supera k.

Demonstracao. Partindo de uma particao A de n cujas partes sao repetidas até k vezes,
fazendo a conjugacao no grafico de Ferrers de A levando em ), é tal que o grafico de
A possui a primeira linha com no méaximo k& pontos. Como a operagao de conjugagao
¢ inversivel (bijetiva), segue o resultado.

]

Mais resultados sobre o digrama de Ferrers podem ser encontrados em Comtet [7] e Propp [12].
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Exemplo 2.6. Considere o caso n = 10 e k = 2, isto é, todas as particoes de 10 com
no maximo 2 partes: A = {(10),(1,9),(2,8),(3,7),(4,6),(5%)}. Se tomarmos, por
exemplo, (4,6), seu gréfico de Ferrers é:

Considerando a conjugacao deste grafico obtemos o seguinte grafico de Ferrers que
representa a particao (12,2%).

De modo que, cada particao A € A estd associada, via conjuncao, a uma particao do
conjunto B = {(119)  (18,2),(15,22) (1%,23%),(12,2%),(2°)}, das particoes de 10 cuja
maior parte nao supera 2.

Vamos agora iniciar consideragoes acerca de funcoes simétricas. Primeiramente,
fungoes simétricas nao sao fungoes em geral: sao séries de poténcias em infinitas
variaveis.

Definig¢ao 2.7. Uma fungao simétrica f(x) é uma série de poténcias formais na varidvel
x = (21,2, ...) que é invariante via permutacao nos seus subindices de xq, xa, . . ..

Por exemplo, f(x) =Y oo, 27 = 25 + 23 + ... é uma funcdo simétrica bem como

2 2
g(x) = 5 Tir; = ] + X102 + X5 + 123 + .. .,
1<j
enquanto a série de poténcias
2
l(x) = E 75,
1<j
nao é uma funcao simétrica.
Uma das trés classes de funcoes simétricas mais importantes é a das func¢oes ho-
mogéneas completas, que sao constituidas pela soma de todos os monomios distintos
de grau n, dadas por:
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hy(x) = Z Tiy iy +** T, -
i1 <<l
Denote por A o anel das fungoes simétricas, e por A™ o espago vetorial das funcoes
simétricas homogéneas de grau n. E fato que o conjunto f = {hy|A F n} é uma base
para A", e deste modo, a dimensao deste espago® é p(n).

3 Demonstracao do resultado principal

Para nossos propésitos, considere a variavel ¢ = (q1, g, . ..), onde ¢; = ¢" !, para g € C
e lq] < 1. Assim, h,(¢') = h,(1,q,4°,...), de maneira que

ha(d) = D GG = 1+ 6" +2¢° +3¢° +5¢" + ..
i1 < <in

1 k(i;—1)

Lembrando que ¢;; = ¢!, em cada produto de termos iguais (¢;,)* = ¢ , O
expoente deste deve ser interpretado como a soma de k termos idénticos
(i;j—1)+(i;—1)+...+(i;—1), a fim de interpretar combinatorialmente a funcao h,(¢’).
Como o produto do termo geral ¢;,q;, - - - ¢;, possui até n termos distintos, temos que:

ha(q) = Z GG =1+ @+ PP g

é a funcao geradora para particoes de inteiros em até n partes.

Como vimos na proposi¢ao anterior, o nimero de particoes do inteiro positivo & com
no maximo n partes é igual ao nimero de particoes de k cuja maior parte nao supera
n, concluimos que

ha(q) =] ! - (3.1)

J
Lembrando que a série de Taylor de In(1 — x) é dada por » 77, B que
J

1 k
ln(l_qk) :_ln(l_q )7

2Mais informagoes e as provas destes resultados estao disponiveis em Stanley [14] e Gessel [9].
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segue que

()57
n —
1—g" — J

J

De modo que, ao se aplicar o logaritmo na base e de ambos os lados da equagao (3.1),
temos:

n

(i) = Yo in (15 ) = >y

k=1

E dai,

it -en(£52)

o 1
. ~ . ~ . x
Considerando a expansao em série de Taylor da fungao exponencial, exp(x) = g l_'
1=0
podemos escrever

s Zk12j1jjl
Ch-X)

=0

o que demonstra o Teorema 1.1.
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