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0.1 Introducao

Se pensarmos nos primoérdios da interacao entre geometria e algebra, cer-
tamente iremos nos deparar com o brilhante matematico francés René Des-
cartes (1596 — 1650). Sua ideia simples e genial consistiu em estabelecer
coordenadas aos pontos de um plano bidimensional, isso estabeleceu uma
relacao intrinseca entre geometria e algebra. Descartes observou que pontos,
retas, circulos e planos, objetos ja conhecidos da geometria euclidiana clas-
sica poderiam ser representados usando equacoes. Assim surgia a geometria
analitica, que possibilitou traduzir a geometria euclidiana em equacoes al-
gébricas, e futuramente mostrou-se ser uma ferramenta fundamental para o
desenvolvimento da fisica, quimica e biologia.

Com o avancgo da geometria analitica, o desenvolvimento e generalizacao
de um tipo especial de equagoes polinomiais de grau 1 (as equagoes lineares
em n varidveis) passaram a ser sistematizadas em uma &area especifica da
algebra, a algebra linear. Tal estudo consistiu em observar que equacgoes
lineares com n varidveis podem representar um objeto geométrico no R",
chamados de hiperplanos.

Os estudos de equacoes lineares da forma

A1 T1 + 0+ AipTy = 0

foram bem desenvolvidos via algebra linear. Entretanto, o questionamento
sobre o comportamento de um sistema equagoes polinomiais de grau maior
que 1 envolvendo um conjunto de pontos ainda era uma incognita
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¢ baseado nisso que os estudos acerca da geometria algébrica sao desenvolvi-
dos.

Quando desenvolvemos os estudos da geometria algébrica, percebemos tal
estrutura estd diretamente ligada com os conceitos da algebra comutativa.
Os estudos iniciados nos anos de 1920 por B. L. van der Waerden (1903 —
1996), E. Noether(1882—1935) e outros matematicos, possibilitaram o avanco
algébrico do conceito de variedades algébricas, que por sua vez viabilizou
considerar variedades sobre um corpo arbitrario.



Generalizando ainda mais a relacao entre geometria algébrica e algebra
comutativa, quando temos um corpo algebricamente fechado K, existe uma
conexao forte entre o anel de polinomios K|z, ..., x,] e variedades algébricas
em A’.. Essa relagao entre as duas areas foi construida através do Teorema
dos zeros de Hilbert, tal teorema serd alvo do nosso estudo neste trabalho.



0.2 Atividades Realizadas

De margo a Julho de 2023 foram realizadas revisoes bibliogréaficas. Nesse
periodo, destacamos o estudo de anéis, ideais, anéis Noetherianos e teorema
da base de Hilbert. Esta foi a primeira etapa do trabalho.

De agosto a outubro de 2023 iniciou-se o estudo de variedades algébricas
e ideal de definicao de uma variedade algébrica. Com pausa nas atividades
para dar inicio na disciplina de verao

De marco a julho de 2024 retomamos os estudos com foco no teorema dos
zeros de Hilbert.



0.3 Outras Atividades

Foi feito um estudo sobre o software LaTex, levando ao desenvolvimento
e aperfeicoamento das habilidades no manuseio do programa.

Fora cursado, de 15 de janeiro a 30 de fevereiro de 2024 a disciplina
de Algebra Linear, na modalidade de curso de verdo. O curso foi ofertado
pela XIIT Escola de Verao em Matematica, organizado pelo Departamento
de Matematica.

Além disso, foi feita uma pequena palestra sobre o tema em uma disciplina
do campus em que estou inserido.



0.4 Metodologia

A metodologia para a execucao deste projeto de pesquisa consistiu em
encontros semanais, com as seguintes atividades realizadas: estudo direcio-
nado, apresentacao de semindrios, selecao e leitura de referéncias bibliografi-
cas, além de discussoes sobre a manipulacao do software LaTex.



0.5 Resumo

Neste trabalho serao apresentados conceitos de algebra comutativa e ge-
ometria algébrica. Para isso, veremos o teorema da base de Hilbert, que
usaremos como base para provar, o teorema dos zeros de Hilbert que por sua
vez, permitird estabelecer uma ligacao entre os ideais dos anéis de polindomios
e os subconjuntos do espaco afim. O texto foi dividido em 4 capitulos. Nestes
capitulos, falaremos Anéis Noetherianos e conceitos basicos sobre geometria
algébrica. Por tltimo, apresentamos a demonstracao do nullstellensats e suas
consequéncias

Palavras-chave: Algebra comutativa. Geometria algébrica. Teorema
dos zeros de Hilbert.
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1 TEOREMA DA BASE DE HILBERT

O termo Noetheriano é uma homenagem & matemaética alema Emmy No-
ether cujas contribuicoes matematicas revolucionaram a Algebra Abstrata.
No presente capitulo definimos e caracterizamos os Anéis Noetherianos. E
além disso, iremos conhecer o lema de Zorn, bastante usado em diversas
areas da matematica, principalmente na teoria dos anéis e ideais, e a partir
do mesmo serao apresentados os anéis Noetherianos e o teorema da base de
Hilbert.

1.1 Anéis Noetherianos

Definicao 1. Seja R um conjunto parcialmente ordenado. Defina < uma
relacdo parcial de ordem. Um subconjunto C' C R € dito uma cadeia se para
quaisquer x,y € C' tivermos x <y ouy < x.

Definicao 2. Seja R um conjunto parcialmente ordenado e C C R uma
cadeia. Uma cota superior para C é um elemento r € R tal que x < r para
todo xz € C.

Observacao 1. Pode acontecer de uma cota superior de C' nao pertencer a

C.

Definicao 3. Seja R um conjunto parcialmente ordenado. m € R é dito
elemento mazrimal de R ae dado v € R tal que m < x, livermos m = x.

Lema 1. (Lema de Zorn) Se R # @ ¢ um conjunto parcialmente ordenado,
tal que toda cadeia em R tem cota superior em R. Entao, R possui elemento
mazximal.

Demonstracao. Queremos mostrar que R possui um elemento maximal. Seja
entao C' C R uma cadeia maximal de R. Por hipoétese, existe m € R uma
cota superior de C, vamos verificar que m ¢ um elemento maximal de uma
cadeia qualquer de R. Suponha por absurdo que existe x € R tal que m < z,
como m < x, entao x ¢ C, note que y < m < x para todo y € C, poisy < m
e m é elemento maximal, por isso y € C. Note que C'U {x} é uma cadeia,
pois C' ja é uma cadeia por definicao e anteriormente comparamos x com m.
Por isso, a uniao ¢ uma cadeia. Observe C' C R ¢é uma cadeia maximal de
R e como C'U{z} é uma cadeia de R gera um absurdo, ji que nao deveria
existir nenhuma outra cadeia de R contendo estritamente C pelo fato de C'



ter caracteristica de uma cadeia maximal. conclui-se que R possui elemento
maximal.

m
Teorema 1. Todo anel A # @ possui algum ideal mazimal.

Demonstracao. Defina S como o conjunto de todos os ideias proprios. Ou
seja, sao ideais que nao contem 14, note que S # &, pois {0} € S, observe
que S é parcialmente ordenado com relacao a inclusao usual. Cada cadeia
C = {Ih\}xrer, como I, # A. Cada cadeia C' tem uma rela¢do de incluséo e
dado o, 8 € L, entdo I, C Ig ou Iz C I,. Seja entdo I = |J,., Ir. Note
que I é ideal proprio do anel A, devido ao fato de C' ser uma cadeia de
ideais proprios de A e I é a cota superior, pois I é a juncao de todos Iy:
I C L, C---CIdeC € S. Pelo lema de Zorn S possui um elemento
maximal, no caso L possui ideal maximal.

]

Definicao 4. (Anel Noetheriano) Um anel A é Noetheriano se toda cadeia
ascendente de ideia de A

Lhch<c---CIL,C---
¢ estaciondria, isto €, m > 0 tal que I,, = I;, para todo j > m.

Definicao 5. Um ideal I € dito finitamente gerado, se existir ay,as, ..., an
em A tal que qualquer elemente de I pode ser escrito na forma

101 + T209 + - - - + Tpay
com x1,xy, ..., T, € 1.

Teorema 2. Um anel A é Noetheriano se, e somente se, todo ideal de A €
finitamente gerado.

Demonstracao. Seja A um anel Noetheriano. Ou seja, toda cadeia ascen-
dente de ideais de A é estacionaria. Vamos mostrar que um ideal [ de A é
finitamente gerado. Para isso, defina como A o conjunto de todos os ideais
finitamente gerados de A. Note que A\ ndo é vazio, pois {0} € A, e pelo
teorema anterior, A possui um elemento maximal [y. Se I # I, entao existe
n € I tal que n ¢ I,. Considere J = Iy + (n), temos que J é finitamente



gerado, pois todos os seus elementos sao formados de ideias finitamente ge-
rados, e além disso J contém estritamente Iy, o que ¢ um absurdo, pois [, é
maximal e nao deveria ter outro conjunto contendo I.

Reciprocamente, queremos mostrar que a cadeia de ideias do anel A é es-
tacionaria. Dada uma cadeia ascendente de ideais [ C [ C---C [, C---,
entao M = |~ I, ¢ um ideal de A. ¢é importante observar que ji mos-
tramos que nem sempre a uniao de ideias de um anel A é um ideal, mas
nesse caso, serd pois todos elementos operados em qualquer ideal estara
em M. Sejam z1,x9,...,7, os geradores de M tais que z; € [, e seja
n = max{ny, ny,...,n,.}, dai segue que cada x; pertence a I, logo J = I,, e
portanto a cadeia é estacionaria.

]

Seja A um anel e A[z]| o anel de polinomios numa variavel sobre A. De
fato f(z) € Alzx], escrevemos f como f(x) = ax” + a,(x) (onde a,(x) & o
polinémio que representa o termo de grau menor que r em f(x)).

Para indicar que a é o coeficiente lider de f(x) e que f(z)—ax" representa
o polinomio de grau menor, ou até mesmo o polinomio de grau nulo. Par
cada ideal J de A[z], temos um recurso que permite associa-lo a alguns ideais
do anel A. defina:

O conjunto de todos os coeficientes lideres dos polinomio pertencentes a
J, uniao zero.

C(J)y={acA;3neN,f(x)eJ/ f(zx)=ax" +ap(z)} U{0}

ou seja, C'(J) é o conjunto de todos os coeficientes lideres dos polinomios de
grau n € J unido com o zero, onde ag(x) tem grau menor que n.
Para cada r € N; fixo tome

Cr(J) ={a€ A3 f(x) e J /[ f(x) = ax” + ar(z)} U{0}

ou seja, C,.(J) é o conjunto de todos os coeficientes lideres dos polinomios de
grau igual a r € J uniao com o zero.

Proposicao 1. O conjunto C(J) =J~ C,(J) € um ideal do anel A.

10



Demonstragao. Para isso, vamos verificar que o conjunto C(J) satisfaz trés
condigoes.

1. Queremos mostrar que 0 € C(J). Segue de como o conjunto foi defi-
nido.

2. Dado a,b € C(J), queremos mostrar que a +b € C(J). Dado a,b
C(J) existem polindomios f,g € J tal que f(z) = az™ + 0,(n) e g(x)
bx"+k,(z), fazendo a soma entre f e g (f+g)(z) = (a+b)"+(o+k)(x),
entdo a +b e C(J).

3. Queremos mostrar que dado A € Ae b e C(J) A\b € C(J). Sejab €
C(J),entao existe um polindmio g € J tal que g(x) = ba"+k,(z), como
A C Alz] Mg(x) = (Ab)x™ + Mk, (z) e Ab € C(J). E consequentemente,
C(J) é um ideal do anel A. De forma analoga, pode-se verificar que
C,(J) é um ideal do anel A.

]

Esses conceitos sobre os ideais de uma anel A que representam os coefi-
cientes lideres dos polinomios de um determinado ideal pertencente a A[z]
serao muito tteis para a demonstracao do teorema da base de Hilbert.

1.2 Teorema da Base de Hilbert

Teorema 3. (Teorema da base de Hilbert) Se A é um anel Noetheriano,
entdo o anel de polinomios Alzx] é Noetheriano.

Demonstragao. Queremos mostrar que A[z] é Noetheirano, para isso, vamos
tomar um ideal I qualquer em A[x] e mostrar que esse ideal I é finitamente
gerado.

Seja I um ideal qualquer em Alz|, se I for o ideal nulo, temos que I é
finitamente gerado, ou seja,/ = (0). Suponha que I # {0}, vamos mostrar
que [ é finitamente gerado.

Seja d € Z*t, onde Cy = Cy(I), ja sabemos pela demonstragao anterior
que e Cy ¢ um ideal. E além disso, mostramos que Cy forma uma cadeia
acendente, onde Cy C Cyiq1. Assim, {Cy}sez+ é uma cadeia ascendente de
ideais de A, e como A é Noetheriano entao existe D > 0 tal que C; = Cp.
Essa informacao nos diz que essa cadeia é estacionaria, justamente por ser
uma cadeia de ideais do anel A.

11



Observe que D estabelece uma quantidade, usaremos o fato de A ser um
anel Neotheriano e em A temos os seguintes ideais: Cy, ..., Cp, como eles sao
ideais do anel A cada um deles é finitamente gerado. O conjunto de elementos
formam Cj, sdo elementos que sao coeficientes lideres de uma quantidade de
polindémios.

Se C; sao gerados por S; = {b;1, ..., by;} cada elemento de S; é coeficiente
lider de um polindémio, entao cada elemento de .S; determina uma quantidade
finita de polindémios cujo os coeficientes lideres sao geradores de cada C;. Por
isso, é importante a quantidade finita de termos Cp.

Para cada i € {0,...,D} o ideal C; é um ideal de A, entdo existe um
conjunto finito de polinomios, onde denotaremos de B; C A[x] tais que os
coeficientes lideres dos polindmios B; geram C;. Logo, A uniao de todos os
B, é finita, pois todos B; sao finitos. Escreva a uniao de todos os B;, como
{Pl,’..., P,}.

E importante observar que cada polinémio desses P; estd no ideal I, pois
B; sao coeficientes lideres de polindmios que estao no ideal I. Os polindémios
P; estao na uniao B;, mas cada B; é formado por polinémios cujo o coeficiente
lider é coeficiente lider de um polindmio que estd em I, observe que o B; é
um polinémio cujo o coeficiente lider estd em C; Claramente,

{P,...P,} CI= Alz|P,+---+ Alz]P, C I
mostraremos agora que a outra inclusao ¢ verdadeira. Ou seja,
I C Alz|P + -+ Alz]| P,

assim mostraremos que o ideal I, um ideal arbitrario de A[z] é finitamente
gerado. Seja f € I, suponha que f # 0. Vamos mostrar pelo segundo
principio de inducao matematica sobre o grau de f.

Suponha que O(f) = 0. Logo existe ¢ € A onde ¢ é uma constante, tal
que f =c# 0. E importante observar que, ¢ € Cy, sabemos também que B
gera Cy. Logo, f = ¢ € Cy que é gerado por coeficientes lideres de polindmios
em By C{Py,.., P}

Assim, existem

Pa,...,P, €{P,....P,}

de grau 0, cujo os coeficientes lideres sao eles mesmos que geram f = c,
portanto f é combinacao de {Py, ..., P,}. isso nos da o fato de que para um
caso inicial

feAz|P+ -+ Alz]P,

12



, e que g € Alz|P + -+ 4+ Alz]P, desde

Vamos supor que 9(f) > 0
) < O(f). Nosso objetivo ¢ mostrar que f €

que g € I — {0}, onde 9(g
Alz|P + -+ + Alz] P,.

Antes de constatar o que foi dito acima, vamos precisar mostrar a seguinte
afirmacao: existe h € A[z]P,+- - -+ Alz]| P,, tal que 9(h) = 9(f) e além disso,
f e h possuem o mesmo coeficiente lider.

Iremos mostrar tal afirmacao, pois se conseguimos um h nessas condicoes,
entdo (f — h) vai cair o grau, jA que ambos tém grau d e mesmo coeficiente
lider. Com isso, O(f — h) < O(f) e podemos aplicar a hipétese de inducao,
jAque f € Ieh e Alz]P, + -+ + Alz]P, que pela primeira inclusdo esta
contido em 1.

Portanto, f —h € I — {0}, pela hipotese de indugao

f—heAx|P + -+ Alz]|P,
0 que nos permite fazer a seguinte operacao
(f —h)+heAzlP + ..+ Alz|P,
concluiremos entao que
feAxlP + -+ Alx]P,.

Para mostrar que h existe nestas condicoes, vamos dividir em 2 casos.
Primeiro

1. Suponha que 9(f) < D.

Tome i = O(f) < D e seja ¢y € A o coeficiente lider de f. Logo, c¢; C C.
Isso acontece, pois c; ¢ coeficiente lider de um polinémio f que estd em
I — {0} de grau i. Cj é gerado por coeficientes lideres de polindémios que
estao em B,;.

Vamos fixar a notagao C}, para o conjunto de coeficientes lideres de grau
h j& mencionado acima e ¢p,, com "¢"(minasculo) sera é o coeficiente lider do
polinémio h.

Dai existem aq, ..., a, € A tais que

cy =a1Cp, + -+ a,.Cp,

13



onde Py, .., P, possuem grau ¢ Tome
h=oaPy+-+ Py € Alz|P + - + Alz]P,
e o termo de grau i de h é
aicp, + -+ apep, =cp #0

isso implica que

9(h) =i =0(f)
e, f e h possuem o mesmo coeficiente lider. Assim, para 0(f) < D, encon-
tramos h nas condigoes desejadas.

2. Suponha que 9(f) > D.

Seja O(f) = d. Como d > D e a cadeia é estaciondria, temos que Cy = Cp.
Chamando ¢y € A o coeficiente lider de f, entao ¢y € Cy = Cp. Observe que
os coeficientes lideres que geram Cp estao em Bp, vamos aplicar uma ideia
parecida com a do primeiro caso.

Assim, existem f34,...,8, € Ae Py, ..., Pjs € Bp tais que

cg = Picp, + -+ Bscpy,
vamos tomar espertamente
h=pBX"PPy+. -+ B,X"PP, € Alz]P, + -+ + Al] P,
logo, o termo de grau d de h é
picp;, + -+ Bsep,, = ¢y # 0

e isso vai implicar em h # 0

e ¢, = ¢y. Para O(f) > D. Portanto, a afirmacao esta mostrada.
Vamos entao analisar as possibilidades para f e h. Se

f=h= feAx]P + -+ Alz]P,

14



suponha que f # h. Como nesse caso, f e h possuem o mesmo grau e mesmo
coeficiente lider, entao
O(f —h) <a(f)

como f e h € I, segue que

(f —h)el—A{0}
e pela hipotese de indugao matematica qualquer polindmio com grau menor
que f estd em Alz|P, + -+ Alz]P,. Temos entao que

(f—h) € Alz]P, + - -+ A[z] P,

e como sabemos, h € A[z|P, + --- + Alz]P,, podemos operar da seguinte
forma,
(f—h)+h=fecAz|P+- - +Ax]P,
temos entao que
I C Alz|P+ -+ Alz] P,
como a inclusao contraria ja era conhecida podemos concluir que Alx] é um
anel Noetheriano, pois tomamos um ideal qualquer em A[x] e mostramos que

ele é finitamente gerado. Isso é garantido pelo fato de A ser Noetheriano.
O

Corolario 1. Se A ¢ um anel Noetheriano, entio Alxy, ..., z,| € Noetheriano.

Demonstragcao. Por inducao sobre n. Para n = 1, é especificamente o Te-
orema da Base de Hilbert. Se n = 2, temos (Alx;])[z2], como (Alx;]) é
Noetheriano, entdo (A[z1])[z2] também é. Pelo segundo principio de indugao
matematica, temos que Alxy, ..., x,_1] é Noetheriano.
Como
Alxy, .y x| = (Alzy, oo X)) [200)]

concluimos que Alzy, ..., x,] é Noetheriano.

2 VARIEDADES ALGEBRICAS

Neste capitulo iremos conhecer o que é o espago afim, uma variedade
algébrica e suas propriedades. Para isso, vamos trabalhar com conjuntos de
pontos e ideais de uma anel de polinémios K|z, ..., x,]. Tais conceitos sao
fundamentais para introducao de estudo acerca da geometria algébrica. Além
disso, sao fundamentais para enunciar o teorema dos zeros de Hilbert.

15



2.1 Espaco Afim

Definigao 6. (Espaco afim) Seja K um corpo O espago afim n—dimensional
sobre K ¢é definido por

AZ = {(a’h "'7an);ai S K,Z c {1, ,n}}

Normalmente, chamamos os elementos deste conjunto de pontos Note que
A} é o conjunto K" = K X ... X k.Observe os seguintes casos
——

1. n =1, o conjunto Aj: Reta afim sobre k;
2. n =2, o conjunto A7:Plano afim sobre k;

3. n =3, o conjunto A%: Espago afim tridimensional k.

Definicao 7. Sejam f € K[xy, ..., x,) um polinémio e P = (aq, ..., a,) € A}
um ponto. Dizemos que P € um zero de f, se f(P) = 0.

Observacao 2. A ideia da Geometria Algébrica é basicamente estudar con-
Juntos que sao obtidos através de zeros de equagoes polinomiais.

Definicao 8. Uma hipersuperficie afim em A} € um conjunto de pontos
P € A% que sao zeros de um inico polinomio f € K|xy, ..., z,|. Denotaremos
tal conjunto como V(f).

Exemplo 1. Circulo: Considere f : x> +y? —1 Note que o conjunto de zeros
de f, ou seja V(f) é o representado graficamente por um circulo centrado na
origem de raio 1.

Exemplo 2. Pardbola: No caso f :y — x? tem como representacdo grdfica
no plano uma pardbola.

2.2 Variedades Algébricas

Defini¢ao 9. (Variedade algébrica) Seja K um corpo. Um subconjunto X C
A% € dito uma variedade algébrica afim, ou simplesmente variedade algébrica
se for o conjunto-solucao de um sistema de equagoes:

16



fm(x1, .oy xy) =0

onde fi, fo, ..., fm G0 polindémios no anel K|xy,...x,).

Seja S = {f1,..., fm}, podemos escrever o conjunto X da defini¢cao acima
como

X =V(S) ={(ay,...,a,) € A%; f(a1,...,a,) =0V f € S}.

E notavel que uma variedade algébrica é simplesmente a intersecao dos
conjunto de zeros definidos por cada polindmio do sistema dado.

Exemplo 3. Vamos determinar a variedade algébrica de
S = {y2—l’3,y—$2}
determinar a variedade de S € determinar os pontos que zeram todos 0s

polinomios de S.
y2 - 1.3 =0
y—a2=0

resolvendo o sistema, teremos que se v = 0 entao y = 0 e se x = 1 entao
y = 1. Portanto, V(S) = {(0,0),(1,1)}. Neste caso, temos um conjunto
finito de pontos.

Observacao 3. Vamos tomar I = (S) o ideal gerado pelos polinomios per-
tencentes a S.
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Proposigao 2. Seja I = (S), entao V((S)) = V(95).

Demonstragao. Seja P € V((S)), temos entdo que P é anulado por todos os
polinémios no ideal gerado por S. Para mostrar que P € V(S), vamos pegar
um polinémio em S e mostrar que tal polindémio anula P. Tomando f € S,
em particular f estd no ideal gerado por S, basta escrever f = 1.f, claramente
P é anulado por f, pois f € (S), concluimos que P € V(S). Reciprocamente,
vamos mostrar que V(S) C V((S)) Para isso, tome P € V(S5), onde f € (S),
temos entdo que f = h1g1+- -+ hpgn, onde h; € K[z1,...,xz,] € g1y .ocign € S
comi € {1,...,n} Como P € V(S), entdo P anula todo g;,i € {1,...,n} Logo,
aplicando
f(P) = (hlgl +oe-t hngn)(P>

= hi1(P)g1(P) + -+ + hn(P)gn(P)

=hi(P)-04---4+h,(P)-0=0
logo, P € V((S)), j4 que encontramos um polinémio em f € (S) que anula

P. Obtemos entao igualdade deseja.
O

Exemplo 4. Se tomarmos o espago afim A% Dado o ideal

temos que V(I) C A2 representa uma hipérbole no plano bidimensional sobre
R.

Proposicao 3. Seja A} um espaco afim qualquer, entdo sao satisfeitas as
sequintes propriedades:

1. Os conjuntos @ e A% sao variedades algébricas;
2. Seja I CJ C Klxy,...,x,), entao V(J) CV(I);

3. Seja P um ponto de A}, entdo o conjunto {P} € uma variedade algé-
brica;

4. Seja {I}aer uma colegao arbitraria de ideais de K[xq,...,x,]. Entdo
V(L) =V (U Ia> =V (Zh) ;
a€l acl acl

18



5. V(I -J) =V({)UV(J). Em particular, a unido finita de variedades
algébricas ainda é uma variedade algébrica.

Demonstracao. Queremos mostrar que os 5 itens acima sao verdadeiros.

1. Para mostrar que @ é uma variedade, precisamos encontrar um ideal
em k[zy,...,x,) tal que V(I) = @. Considere entao I = (1), note que
nenhum ponto no espaco afim pode zerar qualquer polinémio constante.
Logo, V(I) = @. Analogamente, para mostrar que A} ¢ um variedade,
considere J = (0), note que qualquer ponto no espago afim zera o
polinémio identicamente. Portanto, V(J) = A%.

2. Por definicao, temos que

V(J)=A{(a,....,a,) € A%/ f(a1,...,a,) =0V f € J}

, mas temos que I C J, logo teremos que f € I. Assim, todos os pontos
V(J) sao zeros de f € I. Ou seja, V(J) C V(1)

3. Considere um ponto P qualquer de A}, temos que P = (ay,...,an).
Seja M = (x1 — ay, ..., T, — a,), note que o tnico ponto que é zero de
qualquer polinomio em M é P, pois se f € M, temos que

f = h1(1’1 — Cll) + - +hn(xn —an)
tal que h; € {1,...,n} em KJzy,...,x,], note que
f(P) = (hi(z1 —ar) + -+ + hy(2 — a5))(P)
=hi(P)(ay —a1) + -+ + ho(P)(an, — ayp)
=hi(P)-0+ -4 h,(P)-0=0
ou seja, V(M) = {P}.

4. Vamos mostrar inicialmente que (),., V(Ia) € V(U,ep La)- Seja P €
Nucr V(1a). Dado f € U, e, Lo arbitrario, existe 5 € L tal que f € I3
e como P € V(Ig), entao f(P) = 0. Logo P € V(U,e;, 1a)- Reciproca-

mente, como I, C |J,.; entdo pelo item dois temos que V({J,., In) C
V(1.),¥ a € L e portanto V(U,ep, 1a) € Naer V(La). Portanto,

V)=V (U Ia>

a€eL acl
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Além disso, como o ideal gerado por (o, In € >, 1o Pela proposicao
em que diz que V({I)) = V(I). temos que

o(Un)-r(sn)

5. Como [-J C ITel-J C Jentao peloitem dois segue que V(1) C V(I-J),
analogamente V(j) C V(I - J), concluimos que V(I)UV(J) C V(I - J).
Reciprocamente,vamos mostrar que V(I - J) C V(1) U V(J). Para isso,
considere P € V(I - J). Se P € V(I) entdo nada a provar. Suponha
P ¢ V(I). Entao existe h € I tal que h(P) # 0. Dado g € J, com
h-gel-JePeV(I-J)entao

(hg)(P) = h(P)g(P) =0

como h(P) # 0, segue que g(P) = 0. Logo, P € V(J) e portanto
pEeVI)UV(J).

]

Corolario 2. Se X = {Py,..., P,} C A% € um subconjunto finito de pontos,
entao X € uma variedade algébrica.

Demonstracao. Podemos escrever X = X; U Xy U --- U X,,, onde X; =
{P;}, i € {1,...,n}. De acordo com uma das propriedades acima, sabe-
mos que cada X; é uma variedade algébrica. Além disso, vimos que a uniao
finita de variedades é uma variedade, logo X = [J;, X; ¢ uma variedade.
Concluimos que X = {Py,..., P,} C A} é uma variedade algébrica.

O

Proposicao 4. Seja K um corpo qualquer, e sejam aq,...,a, € K. Entdo
M = (x1 —ay,...,x, — ay,) € mazimal.

Demonstracao. Para mostrar que M é ideal maximal, vamos usar o teorema
do isomorfismo. Considere entao a aplicacao

v K[z, ..z, — K

fz1, .y xn) — flag,...,ay)
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claramente ¢ um homomorfismo sobrejetor e temos que

ker(v) = (x1 — ay, ..., Ty — ).

Pelo teorema do isomorfismo

Klry,...,n,] Kz, ..., 1,
Ker(y) M

12

k

. . . K[xl,...,l’n] 2 E (% . . .
isso nos diz que O QUOCIGHte M € um Ccorpo. Ja VIInos que 1SsO SO

ocorre se M = (x1 — ay, ..., x, — a,) for ideal maximal.

]

Em geometria analitica, aprende-se que curvas contidas no espacgo bidi-
mensional ou superficies no espaco tridimensional, definidas por R podem ser
parametrizadas. De forma geral, o mesmo ocorre em variedades algébricas,
é comum que elas venham "camufladas", isto é parametrizadas.

Exemplo 5. Seja C' uma curva algébrica, tal que
C = {(cost, sent) € Az;t € R}

normalmente representamos a primeira e sequnda coordenada dos pontos A%
por x ey respectivamente, logo

T = cost

Yy = sent

A relagao fundamental de trigonometria diz que sen®t + cos*t = 1. Por-
tanto, um ponto qualquer da curvar C, satisfaz a equagdio x> +y> —1 = 0,
€ assim, V(x2 +y? - 1), onde sua representagio geométrica é simplesmente
uma circunferéncia centrada na origem de raio unitdrio.

Podemos ver as variedades algébricas como uma espécie de funcao V,
que associa cada ideal I de um anel de polinomios K[z, ...,x,] (onde K é
um corpo), ao seu conjunto de zeros V(I). Neste capitulo, vamos definir o
ideal de definicao de uma variedade algébrica, iremos construir e observar
que sob condicoes especiais, iremos ter um mecanismo onde esse ideal ira se
comportar como uma func¢ao inversa de V.
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2.3 1Ideal de Definicao

Definig¢ao 10. (Ideal de definicio) Seja K um corpo e X C A% uma varie-
dade algébrica afim. O ideal de definicao de X é o conjunto

L(X)=A{f €klzy,..x); f(P) =0, ¥V P e X}.
Proposigao 5. L(X) € um ideal de k[z1, ..., x,].

Demonstragao. Para mostrar que £(X) é um ideal de k[xy,...,z,], vamos
verificar trés condigbes. Primeiro, que o polinomio identicamente nulo esté
em L(X), e de fato, pois 0(P) = 0 para todo P em X

Dados f,g € L(X), sabemos que

(f+9)(P) = f(P)+9(P)=0+0=0

ou seja, f+g € L(X).
Por tltimo, considere h € L(X) e g € klxy, ..., z,], sabemos que

(f-9)(P)=h(P)-g(P)=0-g(P)=0

Concluimos que h- g € L(X) e £(X) ¢ um ideal de k[zy, ..., z,,).
[

Proposicao 6. Seja X C A% uma variedade algébrica afim. L(X) é um
ideal radical do anel k[zq, ..., z,).

Demonstracao. Ja vimos que £(X) é um ideal, basta mostrar que também
¢ ideal radical. Isto ¢, £L(X) = /L(X).

Tome f em L(X), note que f! € L£(X), logo L(X) C /L(X). Recipro-
camente, seja h € \/L(X), entao existe n € N— {0} tal que h™ € L(X), isto
nos diz que h"(P) = 0 para todo P € X, segue:

W(P) = (k""" - h)(P) = k"7 (P)h(P)

:ﬁ(p).h(pl.....h(P)J: (h(P))"=0

Como klzy,...,z,] ¢ um dominio de integridade, temos que h(P) = 0.

O que nos garante que h € £(X).Concluimos que £(X) = y/L£(X), como
desejado.

L]
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2.4 Anel de Coordenadas

Definicao 11. O anel de Coordenadas de uma variedade algébrica X C A}
€ dado por
klxy, ..., 2]

A ="

Proposicao 7. Seja A um anel e I C A um ideal radical, entio o anel

quociente % € reduzido.

Demonstracao. Nosso objetivo é mostrar que o tinico elemento nilpotente do
quociente 4 ¢ o 0.
Seja T € %, tal que " = 0, para algum n € N — {0}. Segue que

" —0cl=a"cl=acVI

mas sabemos que I = I, ousejaz € [ = x—0 € I. concluimos que Z = 0.
Ou seja, dado um elemento z nilpotente no quociente % onde z" = 0 implica
que 7 = 0.

m

Corolario 3. Seja X C A%} uma variedade algébrica, entao o anel de coor-
denadas de X € reduzido.

Demonstracao. De fato, pois k[xq, ..., x,] € um anel e £(X) é um ideal radical,
logo A(X) = Hzt—2n] 6 reduzido.
]

Proposicao 8. Seja A}, um espago afim qualquer com relagao ao ideal de
definicao das variedades algébricas contidos em A%, sao vdlidas as sequintes
propriedades:

1. Se X CY entao L(Y) C L(X);
L(D) = k[z1, ..., )5
Se K é um corpo infinito, entao L(A%) = (0);

LIXUY) = L(X)NLY);

LIY)- L(OW) C LY UW);
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6. V(L(X)) = X e LOV(L(X))) = L(X).

Demonstracao. Queremos mostrar que os 6 itens acima sao validos.

1.

Seja f € L(Y), temos que f(P) = 0 para todo P em Y, mas como
X CY, f(P) =0, para todo P' em X. Ou seja, f € L(X), logo
L(Y) C L(x)

Note que L£(2) C k[zy,...,x,], por definicdo. Reciprocamente, basta
tomar f € k[zy,...,x,] e mostrar que f € L(D). tome [ € k[zy, ..., ;]
e P € @. Afirmacao: f(P) = 0 Suponha por absurdo que f(P) # 0.
ou seja, existe P € @ tal que f(P) # 0.Mas isso é um absurdo, ou seja,
conseguimos provar por vacuidade.

O polinémio identicamente nulo é o tnico que anula todos os pontos
P € A% isto nos diz que L(A}) = (0).

. considere f € L(X UY), isso significa que f(P) = 0 para qualquer que

seja P € X UY, em particular f(P) = 0 para todo P € X, o que nos
garante que f € L(X), analogamente temos que f(P’) = 0 para todo
P’ €Y ouseja, f € L(Y). Como temos que f esta nos dois ideias de
defini¢ao, temos a garantia que f € L(X)NL(Y).

Agora, se f € L(X) N L(Y), por definicao f(P) = 0 para qualquer P
em X, pois f € L(X) ou Y, pois f € L(Y). Logo, f € LIXUY).

. Tome fe LY)-L(W),ouseja f=h-g,comheL(Y)ege LW).

Note que se
PeY = f(P)=h(P)-g(P)=0-g(P) =0

ou se

PeW = f(P)=h(P)-g(P)=h(P)-0=0
concluimos que f € L(Y UW), pois f(P) = 0 para todo P € Y ou W.

. Tome P € V(L(X)), entdao f(P) = 0 para todo f € L(X), logo P €

X. Reciprocamente, tomando P € X onde f(P) = 0,implica que
f € L(X), como P é zero de f temos que P € V(L£(X)). Concluimos
que V(L(X)) = X. Assim, pela igualdade obtida, também temos que
LV(L(X))) = L(X).
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O

Proposicao 9. Seja A um dominio principal, entio Alxy,...,x,| € Noethe-
riano.

Demonstracao. Sendo A um dominio principal, entao todo ideal de A é da
forma I = (c), ou seja I é finitamente gerado. Assim, A é Noetheriano e pelo
teorema da base de Hilbert, A[zy, ..., z,] é Noetheriano.

]

Exemplo 6. Sabemos que o anel Z ¢ dominio de integridade, em particular
todo ideal de 7. € principal e portanto, Z|xy, ..., z,| € Noetheriano.

Em particular, se K é corpo, entdo K|z, ...,x,] é Noetheriano, ou seja
todo ideal de K[z, ..., z,] é finitamente gerado, inclusive £(X)

Proposicao 10. Toda variedade algébrica X C A'}. se expressa como intler-
secao finita de curvas algébricas.

Demonstracao. Seja X = V(I) para algum I C k[zy,...,x,]. Sabemos que
todo corpo K é um dominio principal temos que K[z, ...,x,] é Noetheriano.
Pelo teorema da base de Hilbert:

I= <f17 ---7fr>
= fibi+ -+ frh,

= (1))
Para hy, ..., h, em K|z, ...,z,]. Logo,

X=v(I)=V <i<fi>> - (Z;f)

i=1

Vimos anteriormente que

X =V (Z fi) = hV(fi)

Ou seja, uma variedade algébrica qualquer X se expressa como intersecao
de curvas algébricas.
]
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2.5 Componentes Irredutiveis de uma Variedade Algé-
brica

Observe o seguinte exemplo

Exemplo 7. Seja C =V(2® —2? -y +y* —x-y) C A%, nole que

fla,y) =2 =Py +y° —ay = (y—2%)(y — 2)

isso nos diz que V(x — y?) é um conjunto de zeros para o polinémio f. Por
outro lado, € notdrio que V(y — x) também seja um conjunto de zeros do
polindomio f, temos entdo

C=V(@—-y)UV(y—2z).

Vimos acima que podemos escrever uma variedade algébrica como a uniao
de outras variedades algébricas. O que nos interessa é saber quando esse fato
pode ocorrer.

Definicao 12. Seja K um corpo e X C A} uma variedade algébrica. Se'Y
¢ subconjunto de X e também € uma variedade algébrica, entao dizemos que
Y ¢€ subvariedade de X.

Definicao 13. Uma variedade algébrica X C A% € redutivel quando existem
subvariedades proprias Y, W C X, com'Y # W, tais que X =Y UW.

Definicao 14. Quando uma variedade algébrica qualquer nao € redutivel
dizemos que a mesma € irredutivel.

Proposicao 11. Seja X C A} uma variedade algébrica X ¢é irredutivel se,
e somente se, L(X) € ideal primo em K|xy, ..., 2,).

Demonstracao. De forma equivalente, vamos mostrar que X é irredutivel, se
e somente se, £(X) nao é ideal primo de K|z, ..., x,].

Para mostrar que £(X) nao ¢ ideal primo, vamos tomar a,b ¢ L(X) e
mostrar que a - b € L(X)

Se X é redutivel, entao existem subvariedades algébricas proprias Y, W C
X,com Y # W, tais que X =Y UW. Sabemos que Y C X, isso nos diz
que L(X) € L(Y), assim como L(X) C L(W).

Tome g € L(Y)—L(X)eh e LIW)—L(X). Ouseja, g,h ¢ L(X). Con-
sidero o produto. g-h € L(Y)-L(W). Pela propriedade vista anteriormente,
temos

LY)-LW)CYUW = L(X)
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conseguimos mostrar que g - h € £(X) mas como g,h ¢ L(X), segue que
L(X) nao é primo.

Reciprocamente, dado £(X) um ideal que nao é primo, vamos mostrar
que X é redutivel.

Counsidere g, h € Klzy,...,x,] —L(X), tal que g-h € L(X). Logo, (g-h) C
L(X), aplicando a variedade nos conjuntos temos

V({g-h) 2V(L(X)) = X

isso nos diz que X C V(g - h) =V(g) UV(h)
Usando uma propriedade basica de conjuntos temos
X =MV UVh)|nX
X =) nX]uV(h)NX]

Vamos chamar Y = V(g) N X e W = V(h) N X. Assim, ji conseguimos
mostrar que X pode ser escrito como uniao de duas variedades algébricas e
que Y # W, agora vamos mostrar que Y, W C X

Suponha por absurdo que

X=Y=X=V(@nNX=XCV(g) = LX)DLNV()).

Note que L(V(g)) 2 (g), pois tomando h € (g), temos que h = f-g, f €
K[xq,...,x,] tome

PeV(g)=hp)=f(p)-g(p) =h(p)-0=0=heLV(g))

logo, g € {90 € L(V(g)) C L(X) = g € L(X), o que & um absurdo,
pois tomamos g € Kl[zy,...,x,] — L(X). Podemos repetir o processo de

demonstracao para verificar que W C X. Provamos entao que X é redutivel.
m

Exemplo 8. Considere a pardbola C' = V(y—2?) C A%. Temos que L(C) =
(y — x?). Podemos definir o homomorfismo sobrejetor

Y Ko,y — klx, 2% = k[2]
e

yr— z’
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Afirmacao: ker(v) = ( ) = (y — x?).
Considere f € L(C) = h(z,y)(y — %), aplicando a 1) em ambos os
lados, temos

U(f) = ¢z, y)(y — 2%)) = Y(h(z, )y — 27)
= h(z,2*)(2* — 2*) = h(z,2) -0 =0

logo, f € ker(i). Reciprocamente, tome f(x,y) € ker(y)) Usando a ordem
reversa e o algoritmo da divisao temos

flxy) =y —2*)g+r(z,y)

onde r(z,y) = 0 ou mi(y — 2*?) = y { M, logo temos que r(z,y) depende
apenas de x ou seja
flz,y) = (y = 2*)g +r(x)
aplicando v e sabendo que f pertence ao nicleo
0= f(z,2°) = (x —2*)g +r(z) = r(z) =0

podemos concluir que

flz,y) = (y — 2*)g € L(O)
Usando o teorema do isomorfismo, temos

Klr,y] _ Klz,y]
L) (y—=?

AC) = = Klx]

como k[x] é um dominio de integridade, conclui-se A(C') é dominio de integri-
dade, e isso ocorre se, e somente se, £(C') é primo. Logo, A(C) é irredutivel.

Exemplo 9. Considere C = V(z-y) C AZ. Vimos que V(z-y) = V(z)UV(y).
Ou seja, C' € redutivel.

Lema 2. Toda familia de variedades algébrica possui um elemento minimal,
ou seja, se (Xx)rer € uma familia de variedades algébricas, onde X, C A,
para todo N € L, entao existe \g € L, tal que X C X, = Xy = X},
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Demonstragao. Seja (X))xer uma familia de ideais, tal que para cada A\ € L
vale X, = V(I,), ou seja, X, sao os zeros dos polinémios I,. Aplicando o
lema de Zorn, temos que (X))aez possui um elemento maximal, digamos que
tal elemento seja I, ou seja

< CLC--Cy,

aplicando a variedade algébrica em cada ideal e aplicando a propriedade de
variedade algébrica, temos

ou seja, temos que X, = V(I,,) é o elemento minimo da familia (X))er-
]

Teorema 4. Toda variedade algébrica X C A} se expressa como uniao finita
de subvariedades irredutiveis, isto €, X = |J._, X; tal que cada X; C X ¢
subvariedade, e L(X;) é primo em Kz, ..., 2,].

Demonstracao. Seja F uma familia de variedades algébricas, tal que todo
elemento de F nao se expresse como uniao finita de subvariedades irreduti-
veis. Suponha por absurdo que F # &. Ou seja, existem elementos em F
que sao redutiveis.

Pelo lema anterior, existem em mathcal F' um elemento minimal, digamos
Y € F, em particular Y é redutivel. Assim, existem Z, W C Y subvariedades
proprias tal que Y = Z U W. Podemos perceber que Z, W ¢ F. Logo, Z e
W podem ser escritos como uniao finita de subvariedades irredutiveis.

i=1 i=1
portanto,

Y=/ZUW=2,U---UZUW U---UW;

Encontramos entao um elemento de F que é escrito como uniao finita de
subvariedades irredutiveis, o que é um absurdo, logo Y ¢ F.

A expressao X = |J;_, X; fornecida pelo teorema é chamado de com-
posicao de X em componentes irredutiveis. Como cada subvariedade X; é

irredutivel, entdo o seu ideal de definicdo £(X;) primo em K|z, ..., z,)].
]

Exemplo 10. Seja X = V(I) C A} uma variedade algébrica no espago
tridimensional definido por R e [ = (x -y, x - z) C Klx,y, z].
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3 O TEOREMA DOS ZEROS DE HILBERT

A partir do conhecimento construido acerca de &lgebra comutativa, vari-
edades algébricas e ideal de definicao, vamos dar inicio ao nosso maior obje-
tivo neste trabalho. Neste capitulo, veremos o Teorema dos Zeros de Hilbert,
também conhecido por seu nome alemao nullstellensats, assim como sua de-
monstracao e consequéncias. Nosso objetivo é estabelecer uma relagao entre
algebra comutativa e geometria algébrica.

3.1 Versao Fraca do Teorema dos Zeros de Hilbert

Antes de estudar o Teorema dos Zeros de Hilbert, serao apresentados
alguns conceitos que irao nos auxiliar na demonstracao do mesmo.

O procedimento através do qual obtemos o corpo Q a partir do anel
Z no curso de introducao a algebra, pode ser estendido a um dominio de
integridade R, produzindo o corpo de fracoes de R. A construgao consiste
em tomar todos os pares (a,s) com a € R e s # 0, definir uma relagdo de
equivaléncia entre tais pares:

(a,s) = (b,s) < at —bs =0

Notemos que este processo s6 é valido em dominios de integridade, pois a
verificacao do que esta relacao ¢ transitiva envolve o cancelamento de termos,
isto é, o fato de R nao possuir divisores de zero nao nulos. Entretanto, pode
ser generalizado.

Seja R um anel. Um sistema multiplicativo fechado de R é um subcon-
junto de R que nao possui divisores de zero tal que 1 € S e S é fechado em
relagdo a multiplicacao. Definimos uma relacao de equivaléncia em R x S,
€omo

(a,s) = (b,t) & (at —bs)u=0 para algum u € S

Claramente, esta relagao é reflexiva e simétrica. Basta verificar que a
relagdo é transitiva, para isso supomos (a, s) = (b,t) e (b,t) = (c,u). Quere-
mos mostrar que (a, s) = (¢, u). Para isso, dada estas relagoes, entao existem
v,w € S tal que (at —bs)v =0 e (bu — ct)v = 0 assim atv = bsv e buw = ctw

e
atv  ctw atv  ctw
b=—=—=>—=—= (au — cs)tvw = 0.
SV uw SV uv
Como S é um sistema multiplicativo fechado, temos que tvw € S, e

portanto, (a,s) = (¢, u). Desta forma, a relagdo = é transitiva.
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Denotaremos por ¢ a classe de equivaléncia de (a,s) e por SR o con-
junto desta classe de equivaléncia. Ao definir duas operacoes em SR,

denominada soma:

a ¢ ad+bc
bTdT
e produto
a ¢ ac
c d b

Este conjunto passa a ter estrutura de anel. Vamos mostrar qu as opera-
coOes estao bem definidas, isto é, pegar dois representantes da mesmas classe,
fazer as duas operacgoes com eles e verificar que o resultado é o mesmo. To-

- [ / .
memos entao, ¢ = 5 e %’ = i’—, Assim,

ad Jd at+bs dt +5

= =
s’ t’ st s't!

C 4
b

~+~| ®»

= (s't'(at + bs) — (a't' + s")st)u = 0 (para algum u € S)

at+bs dt' +Vs

st s't!

e também
Y ab dlV

P A
= (s't'(ab) — (a'D')(st))v =0 (para algum v € S)
o
st st

o anel ST'R & chamado anel de fracoes de R em relacdo a S. Em particular,
se R ¢ um dominio de integridade, temos que S™!R, ¢ corpo de fracoes de R,

onde S = R — {0}

Construindo o corpo de fracoes, vamos para a seguinte definicao:

Defini¢ao 15. (Corpo de fragoes) Seja K um corpo. Chamamos corpo de
fragoes do anel de polinomios K|y, ...,x,], o conjunto

K(xy,...,x,) = {%;f,p € Klxy, ..., x|, p # 0}
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Definicao 16. Sejam K um corpo e A um anel. Dizemos que A € uma K-
dlgebra ou um dlgebra sobre o corpo K se A tem as trés operacoes a sequir:

+:AXxA— A
(a,b) —> a+b
T AXxA— A

(a,b) — a-b

T AXK — A
(a,\) —a- A

de modo que para A € K e a,b,c € A, tenhamos:

1. A ¢ um espaco vetorial sobre o corpo K;
2. Mab) = a(Ab) = (Aa)b;
3. (a4 Ab)c = ac+ Nbc e também a(b+ Ac) = ab + ale.

Ou seja, uma K-algebra (sendo K um corpo) é um conjunto hibrido, que
tem estrutura de espaco vetorial, mas também tem estrutura de anel, ainda
vale notar que o mesmo contém o copo K.

Exemplo 11. Dada uma extensao de corpos K C L, vimos anteriormente
que L pode ser wvisto como um K- espaco vetorial vetorial. Além disso, L
satisfaz as outras dus condigoes, pois todo corpo é um anel. O que faz de L
uma K-dlgebra.

Definicao 17. Seja A uma K-dlgebra. Dizemos que A € finitamente gerado
como K-dlgebra se existem um numero finito de elementos aq, ...,a, € A, tal
que

A=Klzy, ...z, = {f(a1,...,a,); [ € K[x1, ..., 2,]}

onde K[z, ...,x,] € o anel de polinomios sobre K com n varidveis.

Lema 3. (Lema de Zariski) Seja K C L uma extensao de corpos. Se L é
finitamente gerado como K—dlgebra, entao L é algébrico sobre K.
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A demonstrac¢ao do lema de Zariski pode ser encontrada em (GONCAL-
VES,2010). O uso de tal lema sera de grande importancia para a demons-
tracao do nullstellensatz.

Exemplo 12. Temos que R C C é uma extensao de corpos. Por outro lado
sabemos que i = /—1 € C € algébrico sobre R pois € raiz do polinémio
flz) = 22 +1 € R[z|. Note que C = R[i], logo pelo lema de Zariski, C
€ algébrico sobre R. Esse fato pode ser verificado explicitamente. De fato,
dado z = a+b-i € C arbitrariamente, considere f,(xr) =€ R[z], dado por
f-(z) = (x — a)* + b?, dai temos que

f(2)=((a+b-i) —a)® +b*
=0+ =0
Portanto, C € algébrico sobre R.
Lema 4. Seja A um anel e aq,...,a,, € A. Considere o ideal
I={(x1—ay,..z, —a,)

de Alxq,...,x,]. Para todo f € Alzy, ..., x,| existe b € A tal que f —b e I.
Demonstracao. Considere o isomorfismo de anéis

o Alxy, o,z = Alxy, .o )

gr— gz —ay,...,x, — ay)

temos entao que a inversa do homomorfismo é

o b Alxy, 2] — Al ., T
g— g(z1 +ay,...,x, + ay)

como f € Alzy, ..., x,| entdo existe g € Alxy, ..., z,] tal que

flx1,..,zn) = g(x1 — a1, ooy Tp—np)

seja b € A o termo independente do polinomio g. A igualdade acima implica
que f—0b € I, pois ao fazer g(x; — aq, ..., z,—,) — b 0s termos independentes
serao cancelados.

]
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Proposicao 12. Sejam k um corpo e considere o ideal
I =(x;—ay,..,x, —a,)
de K|x1,...,x,]onde ay, ...,a, € K. Entdo

K[xq,...,x,]
K — —
v I

ar—a

é um isomorfismo de anéis. Em particular I = (x1 — ay,...,x, — a,) € ideal
mazimal de K[z, ..., x,]

Demonstra¢ao. Claramente I é um ideal proprio de K[z, ..., x,]. Por exem-
plo,x; —a1+1¢ I masx; —a;+1€ Klxy,...,x,].

Note que se € ker(¢) entdo ¥(a) = a = 0, ou seja a — 0 € I, por outro
lado, se a # 0, e a € K, temos que a-a~! =1 € I, mas como I nao é ideal
proprio, concluimos que a = 0 ou seja ker(¢)) = {0}, ey é injetiva.

Para mostrar que é sobrejetiva, vamos tomar z € M e mostrar
que z € Im(v). Para isso, considere z arbitrariamente, entdo existe f €
K[y, ...,1,] tal que z = f, pelo lema anterior, vimos que f — b € I ou seja
f =b=1(b) ou seja, ¢ é sobrejetiva.

Como M ¢ isomorfo a um corpo, podemos afirmar que I é ideal
maximal.

[
Corolario 4. Seja P = (a4, ...,a,) € Al. Entao,
L(P)={r1—ay,..T, — a,)

Demonstra¢ao. Claramente I = (x1 — aq, ..., r, — a,) € L(P), pois tomando
fe{xy —ay,...,x, — a,) temos que

f(xh ceey fL'n) - (1)1 - a1>h1 + e + (ﬂjn - an)hn
com h; € K[z, ...,z,], onde i € {1,...,n} perceba que
flar,...;an) = (a1 —ar)hy + -+ (an — ap)hy

= 0hy+ -+ 0hy =0
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logo f € L(P).
Por outro lado, como sabemos que I é um ideal maximal e conseguimos
mostrar que

e L(P) # K|z, ..., x,] a igualdade esta devidamente mostrada.
[

O teorema dos zeros de Hilbert possui varias versoes, o teorema que seré
enunciado a seguir é uma destas, e é conhecido como o teorema fraco da base
de Hilbert.

Teorema 5. (Versao fraca do teorema dos zeros de Hilbert) Seja K um corpo
algebricamente fechado. Todo ideal M C K|xy,...,x,] € da forma

M= {(x1—ay,...,x, — ay)

para cada aq,...,a, € K

~ . K , .
Demonstracao. Considere o anel L = W Como M é maximal, temos

que L é corpo.Considere também o homomorfismo de anéis
¢o: K — L

a—a

Note que K = {a@;a € K} C L, pois podemos ver os elementos do corpo L
como polinoémios constantes. Note que ker(¢) = {0}, pois dado a € Ker(¢),
entdo a € K, ja que Ker(¢) é subanel de K, mas pela mesma razao, temos
que @ =0, ousejaa—0€ M = a € M. Portanto, a € K N M.

Mas se isto acontece, temos entao duas possibilidades para a. Sao elas:
a =0 oua # 0. Suponha que a # 0, como a € K N M, a seria invertivel, isso
significa que a-a~' =1 € M, mas se 1 € M teriamos que M = K|y, ..., ,],
o que contraria o fato de M ser um ideal maximal de K{zy,...,z,]. Logo
Ker(¢) = {0}, temos entdo que ¢ é injetiva.

Chamando K := ¢(K) que é um subcorpo de L, note que a aplicacdo
¢ ¢ restrito a imagem

7K —K

a— ¢la) =a

é isomorfismo de anéis. E pelo teorema do isomorfismo, temos que K = K,
donde K C L é& uma extensdo de corpos. Por outro lado Klxy,...,x,] é
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finitamente gerada como K —A&lgebra , o que implica que L seja finitamente
gerado como K —algebra, pois L é quociente de K|z, ..., z,| por M.

Aplicando o lema de Zariski podemos afirmar que K C L é algébrico.
Dessa forma, temos que dado a € L = f(a) = 0 para todo f € K|z, ..., z,),
mas sabemos que K é algebricamente fechado, logo a € K = L C K, como
j& era conhecida a inclusao contraria. Segue que L = K

Logo, cada z; € L com i € {1,...,n} existe a; € K, tal que z; = a; =
T;—a; € M. Assim, (x1 —ay, ..., x, — an) C M. Porém, vimos que todo ideal
do tipo (x; — ay, ..., x, — a,) é maximal, e portanto

M= {(xy—ay, ..o, — ay).
]

Corolario 5. Seja K um corpo algebricamente fechado. Se I C K[z, ..., x,]
¢é um ideal proprio, entio V(I) # &

Demonstra¢ao. Como I é ideal proprio de K|z, ..., z,], entdo usando o lema
de Zorn, existe um ideal maximal M C Klzy,...,z,] tal que I C M. As-
sim, V(I) 2 V(M). Mostrando que V(M) # &, em particula estaremos
mostrando que V(I) # &. Claramente isso ocorre, pois

V(M) = V(<£U1 —Aa1,..., Ty — a’n)) = {ala --'7an} 7é a.
0
Proposicao 13. Seja I um ideal radical de K|xy, ..., z,), entdo I C L(V(I))

Demonstra¢io. Demonstracio. Tome h € /I, entdo existe [ € N — {0} tal
que h' € 1. Seja p € V(I), segue que h!(p) = 0, o que implica (h(p))! = 0,
mas como K[z, ..., z,] ¢ dominio, temos que h(p) = 0. Logo h € L(I) Como,
VI =1, segue que I C L(V(I)).

O

Anteriormente, vimos que V(£(X)) = X. De certa forma V é uma inversa
a esquerda de £, que por sua ver é uma inversa a direita de V. Naturalmente,
suje a pergunta: O que é L(V(I)), com I um ideal do anel de polinémios
K[xq,...,x,]. Fato é que ja respondemos parcialmente esta pergunta, pois
para I um ideal radical qualquer em K|z, ..., z,,] sabemos que v/I C L(V(I)).
A versao forte do teorema dos zeros de Hilbert é justamente provar a inclusao
contraria, ou seja vI D L(V(I)).
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Para provar a inclusao contraria, vamos precisar que K seja um corpo
algebricamente fechado. Quando isso ocorre, teremos que L(V(I)) = V1, e
evidentemente no caso em que I seja um ideal radical, teremos que L(V(I)) =
I. Ou seja, nessas condicoes £ serd uma inversa & esquerda de V', que por
sua vez serd uma inversa a direita de L.

A hipoétese de que K seja algebricamente fechado nao pode ser descartada.
De fato, sabemos que R nao é algebricamente fechado, devido ao fato de que
alguns polindmios em R[z] ndo possuem raizes em R, o ideal I = (z?+1) C R
é proprio, mas V(I) = @.

3.2 Teorema dos Zeros de Hilbert

Teorema 6. (Teorema dos zeros de Hilbert) Sejam, K corpo algebricamente
fechado. Se J é um ideal de K[xy, ..., x,]. Entio, LV(J)) = VJ.

Demonstracdo. Ja sabemos que L£(V(I)) D v/I. Vamos mostrar a inclusio
contraria, ou seja, L(V(I)) € v/I. Como K[z1, ..., z,,] ¢ um anel Noetheriano,
entao para todo ideal J no anel de polinémios, podemos escrever

J = <f17 -"JfT>

onde fi,..., f, € Klz1,...,x,]. Para mostrar tal inclusdo, vamos usar uma
ferramente chamada "truque de Rabinovich", que consiste em acrescentar
uma variavel no anel de polindémios.

Tome entdo g um elemento qualquer em £(V(.J)), nosso objetivo é mostrar
que g € V. J, ou seja g¢ € J, para algum d € N — {0}. Considere o corpo de
fragoes do anrel K[xq,...,x,] o conjunto L := K(x1, ..., z,).

Vamos considerar também um ideal no anel de polindémios com uma varia-
vel a mais que é similar ao ideal J. Considere Jy o ideal de K[x1, ..., Ty, Tpi1]
gerado por

JO = <f17 --->frvg *Tp4l — 1>

note que Jy tem os mesmos geradores de J, mas além disso também tem
(9 xpy1 — 1) como seu gerador. Vamos denotar g := g - 2,41 — 1

Afirmacao: V(Jy) = @. Iremos demonstrar tal afirmacdo, pois pelo co-
rolario do teorema fraco dos zeros de Hilbert, teremos que Jy nao é ideal
proprio, ou seja ele sera igual ao anel. Isso ocorre porque se Jy fosse proprio
tertamos V(Jy) # @. Segue a demonstragao da afirmagao acima.

37



Suponha por absurdo que V(Jy) # @. Tome b € V(Jy), ou seja b € A%
Escreva b = (V/,b,41), onde b’ € A} e b1 € K. Observe que f;(b) = 0, pois
beV(J) e fi € um dos elementos que geram Jy.

Mas por outro lado, como f;(b) é um polindmio em n variaveis ele nao
depende de b, 41, ou seja f;(b) = f;(0'), pois b’ tem n coordenadas, temos
entdo que f;(') = 0, para todo i € {1,..,r}. Ou seja b’ € V(J). Como
g € L(V(J)), tao g anula todos os pontos de V(.J), em particular o ponto ¥'.
Logo g(I') = 0. Note também que como g, € Jy e b € V(Jy), entdo ¢;(b) = 0.
Portanto

91(b) = g1 (V' bny1)
com g € K[xy,...,x,], temos que o que responde pelos n primeiras variaveis
¢ o polinémio g

G (' bng1) =g() - bpy1 —1=0-bpp1 —1=0=-1=0

o que é uma contradi¢do. Logo, V(Jy) = @

Pela versao fraca do teorema dos zeros de Hilbert, segue que Jy nao ¢ um
ideal proprio do anel de polinémio, o que implica jo = K|z1, ..., Tp, Tp11]- Em
particular, o polindmio 1 pode ser escrito como combinacao dos geradores de
Jo. Ou seja, existem ay, ..., a,, 8 € Klxq, ..., Tp, Tpy1] tais que

1= <f17‘”7f7‘79'xn+1_1> :Oé1f1+"'+047~f7«+ﬁ(g-xn+1—1)

chame F; := o, f; € (K[z1, ..., 2n])[#n41] C Llznia], para todo i € {1,...,r}

E importante observar que como «o; € Klzy,...,2n, Ty11], entdo cada o;
¢ um polinémio em z,,; com coeficientes em (K[xq,...,x,]). Assim, i €
{1,...,7} podemos escrever

d
O = 0o + 1Tt + 0+ Qa1

onde o, ..., ;g € K(x1,...,2,). Note que o; tem coeficientes em K (xy, ..., ;)
e ¢ um polindémio em z,, .

Sabemos que tomamos um elemento g € L(V(J)) e queremos mostrar
que g € v/J, mas antes de tudo g € K[z1, ..., z,). Em particular, ele esta no
corpo L, pois L é o corpo de fracoes do anel. Temos entao que considerar
dois casos.

1. Se g = 0, temos imediatamente que g € v/.J

2. Suponha que g # 0. Podemos entao considerar é €L
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Para cada i € {1,...,r}, note que ja vimos que F} esta no anel de polino-
mios na variavel x,,,; com coeficientes em L, podemos aplicar F; em é.

Fi (é) = (aify) <$) = (ficio + fiinTnsr + -+ + fictiati, ;) (é)

¢ importante lembrar que nossa variavel é x,,.1.Logo

1 1 1\*
Fi| =) = ficio + ficia— + -+ + ficia | —
g g g

vamos deixar a soma acima com o denominador ¢g?. Para isso, tome
o d d—1
Ui = o9 + Qg A+ Qd-1)g + Qi

E importante perceber que u; € K|z, ..., ,], pois cada a;; com i € {1,..,n}
e j€{l,...,d} foram obtidos em K|xy,...,z,]| e g € K[xy,...,x,]. Assim,

1 1 Wq
“(3)-
9 g

1 :a1f1+"'+a7'fr+ﬁ<g'xn+1_1>

o que implica que a igualdade acima esta em L[z,1].Temos uma igualdade
de polinémios em L[z,1], pois 1 € L]x,41]. Ja que estes dois polinémios sdo
iguais, se aplicarmos em ambos os lados é € L. teremos:

o een () ot
c1on ()

“._‘_frur_flul—""'—}_frur
g g° g°

por outro lado, vimos que

ou seja

~ fiun A+ + frur
g

note que fiuy +---+ fru, € (f1,..., f) = J. Provamos que uma poténcia de

g esta em J. Portanto g € v/.J como querfamos.

1

:>gd:flu1+"'+frur

[]
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A demonstracao acima foi feita pela primeira vez por Rabinovich. Este
teorema de um certo modo pode ser visto como uma generalizagao do teo-
rema fundamental da algebra, que estabeleceu uma relacao entre algebra e
geometria ao indicar que um polindémio de uma varidvel nos ntmeros comple-
x0s possui seu conjunto de raizes em C, que é um objeto geométrico. Com
base neste resultado, o nullstellensatz de Hilbert estabelece uma correspon-
déncia fundamental entre ideais do anel de polindmios e os subconjuntos do
espaco afim. A seguir, veremos nos corolarios deste teorema que é possivel
capturar a nocao geométrica de uma variedade em termos algébricos.

Convencao:A partir de algora sempre que falarmos do corpo K, ele sera
algebricamente fechado, e vamos tomar A = K|[xzy, ..., x,]

Corolério 6. Se I ¢ um ideal radical do anel A, vale que L(V(I)) = I.
Entao existe uma correspondéncia bijetiva entre ideais radicais e variedades
algébricas.

Corolario 7. Existe uma correspondéncia bijetiva entre idetas primos e va-
riedades algébricas irredutiveis.

Corolario 8. Os ideias mazximais correspondem a pontos.

Corolario 9. Seja f € A, e f = f"--- f" a composi¢io de [ em fatores
irredutiveis. Entao V(f) =V(f1)U---UV(f.) € a decomposicao de V(f) em
componentes irredutiveis, e LOV(f)) = (f1, ..., fr). Entao existe uma bije¢io
entre polinomios irredutiveis f € A e hipersuperficies irredutiveis em Al

Essas correspondéncias vistas nas consequéncias do teorema dos zeros de
Hilbert nos diz que informacgoes algébricas geram informacgoes geométricas e
informagoes geométricas geram informacoes algébricas, ou seja, foi estabele-
cida uma ponte que liga a algebra e a geometria.

4 CONCLUSAO

Diante dos argumentos mostrados e resultados vistos, conseguimos che-
gar ao nosso proposito neste texto, como principal alvo, determinamos a
existéncia de uma correspondéncia bijetiva entre ideais radicais e variedades
algébricas definidas em um corpo algebricamente fechado, ou seja determina-
mos uma ligacao entre a algebra e a geometria. Em particular, conseguimos
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mostrar que em cada ponto no espaco afim existe um ideal maximal que o
define e nao menos importante, conseguimos mostrar que para cada varie-
dade algébrica irredutivel existe um tnico ideal primo que a define, e por fim
para cada hipersuperficie irredutivel existe um tnico polinémio irredutivel
que a define. Além disso, em nosso trabalho podemos citar alguns obje-
tivos que também eram almejados, tais como: Ter uma ideal inicial sobre
algebra comutativa com o estudo de anéis e ideais, e apresentar o conceito
inicial acerca da geometria algébrica com o estudo de variedades algébricas,
hipersuperficie, ideal de definicao e etc.

Fica claro que no texto tentamos fazer uma ligacao entre os elementos
bésico de algebra comutativa que sao vistos na grade curricular dos cursos
de matematica com os elementos da geometria algébrica vista nos cursos
de mestrado e doutorado. E importante salientar que os contetidos explicito
acerca de geometria algébrica ¢ apenas uma pequena introducao do tema, tal
contetido pode ser entendido para topicos como: Algebra reduzida, estudo
local de uma variedade, regularidade e singularidade, normalizacao conjuntos
algébricos projetivos e etc. espera-se que o leitor sinta-se motivado para
desbravar as fontes da geometria algébrica.

Para finalizar, esperamos que a linguagem, observagoes e demonstracoes
presentes no texto tenham ajudado o leitor a compreender os resultados.
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5 APENDICE

5.1

Anel

Definicao 18. (Anel) Um conjunto A # () , munido de duas operagoes bi-
ndrias soma (+) e produto (-), é dito um anel se para todo a,b,c € A sao
satisfeitas as sequintes condicoes:

1.
2.
3.
4.
d.

8.
9.

a+b e A (Fechamento da soma)

a-be€ A (Fechamento do produto)

a+b= b+ a (Comutatividade da soma)

(a+b) 4+ c=a+ (b+c) (Associatividade da soma)

Existe 04 € A tal que a + 04 = 04 + a = a (Existéncia de elemento
neutro)

Para cada a € A existe (—a) € A, tal que a + (—a) = (—a) + a =04
(Simétrico da soma)

a-(b-c)=(a-b)-c (Associatividade do produto)
a-(b+c)=(a-b)+ (a-c) (Distributividade & esquerda)

(a+b)-c=(a-c)+ (b-c) (Distributividade & direita)

A serd um anel e vamos denotar (A, +,-).

Exemplo 13. O conjunto dos nimeros inteiros é anel.

Exemplo 14. O conjunto abaizo é um anel com as operacoes diferentes das
USUALS.

Seja (A, 4+, ) um anel, para todo a,b € A defina duas operacoes binérias

com

+:AxA— A
a®db=a+b+1

T AXA— A
a®b=a-b+a-+b
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Proposicao 14. Seja A um anel, sao vdlidas as sequintes propriedades.
1. O elemento neutro 04 é tnico;
2. O simétrico do elemento a é o elemento (—a) que por sua vez é Gnico;
3. Se a+x =a+y. Entao, x = y.

Demonstracao. Queremos mostrar que as propriedades acima sao validas.

1. Suponha que 04 € A nao seja o unico elemento neutro do anel A, ou
seja, existe 0’y € A tal que 0’y + a = a, para todo a € A, isso significa
que 04 +a = 0y +a = a e como A & um anel, existe —a € A tal
que a + (—a) = 04. usando o fato de A ser anel, vamos somar (—a) e
associd-lo ao a em todas as igualdades, temos

04+ [a+(=a)] = 0+ [a+ (—a)] = a+ (—a)

assim
OA—FOA:O%—I—O%@OA:O;‘

logo 04 = 04, isso nos da que o 04 ¢ tnico.

2. Suponha que (—a) € A ndo seja tnico, ou seja, existe (—a’) € A tal
que a + (—a') = 04, assim como a + (—a) = 04, segue das igualdades
e do fato de A ser um anel

(—d)+a=04=(—a)+a
somando (—a’) em ambos os lados
(=) + [a+ (=d)] = (=a) + [a + (—d')]

&S —ad+04=—a+04d =a

logo o simétrico da soma ¢ tinico.

3. Dados a,x,y € A com a igualdade a +x = a + y, como A é anel, basta
operar com o simétrico da soma de a

atr=a+y
=(=a) +al+z =[(~a) +a] +y
=0a+t2x=04+y=>a=y.

43



O

Além de satisfeitas as nove condigoes acima, existem alguns tipos de anéis
especiais onde sao satisfeitas outras trés condicoes para todo a, b, c € A.

1. Existe 14 € A tal que 14-a=a-14 = a (Anel com unidade)
2. a-b="-a (Anel comutativo)
3. Dadoa-b=04 = a =04 oub=04 (Anel sem divisores de zero)

convengao: Iremos denotar a - b por ab sempre que nao houver possibi-
lidade de confusao.

Defini¢ao 19. Seja (A, +,-) é um anel comutativo, com unidade e sem di-
visores de zero, dizemos que (A, +,-) € um dominio de integridade (DI).

Exemplo 15. A=7Z[v—-1] ={a+bv/—1,a,b € Z}
Se a = (a1 + az+/(—1)),b = (by + bay/(—1)) € Z[/—1] definimos a soma

por
a+b= (Cll + bl) + (GQ + bg)\/ -1

e o produto por
a-b= (a161 — CLQbQ) + (CleQ + (lzbl)\/ —1
é¢ um anel comutativo e com unidade, chamado de Anel de Gauss.

Observacao 4. Em geral, se d € Z nao é um quadrado, entao
ZIVd) = {a+bd,a,b e 7}
€ um anel comutativo com unidade.

Exemplo 16. O conjunto 27 = {2x,x € Z} é um exemplo de anel comuta-
tivo, mas que nao tem unidade.

Defini¢ao 20. (Corpo) Um anel K é um corpo quando o mesmo é comu-
tativo, com unidade e todos os seus elementos diferentes de zero possuem
inverso multiplicativo em K, isto €, dado a € k—{0x} eriste a™' € k— {0},
tal que



Exemplo 17. Os conjuntos Q, R e C sao corpos.
Proposicao 15. Todo corpo K é dominio de integridade.

Demonstracao. Como K é corpo, temos de imediato que o anel A satisfaz
as condicoes de anel comutativo com unidade. Agora, basta mostra que ele
também é sem divisores de zero. suponha a,b € k — {0k}, e tome o seguinte
produto em K, a-b = 0, estamos supondo que a e b sao divisores de zero.
Como K & um corpo, sabemos que todos os elementos de k — {0x} possui
inverso multiplicativo, logo

ail'(a~b):a*1~0K<:>1k~b:0K<:>b:Ok

observe que b = Ok é um absurdo, pois supomos a,b € k—{0x }. Chegamos a
conclusao que K é sem divisor de zero. Portanto, K é dominio de integridade.
O

Observagao 5. A reciproca da proposicao anterior (Todo dominio de inte-
gridade é um corpo) ndao é verdadeira. Basta tomar o conjunto dos nimeros
inteiros, o mesmo € um dominio de integridade, mas nao € um corpo.

Convengao: Para a continuidade do nosso estudo, até o final deste tra-
balho, iremos supor que que todos os anéis arbitrarios em questao serao
comutativos e com unidade. Além disso, sempre que nao houver confusao,
iremos denotar o elemento neutro do anel A em relagao a soma (04) como 0,
tal qual o elemento neutro do produto (14) como 1.

Definicao 21. (Subanel) Dizemos que um subconjunto B de A é um subanel.
Se B, restritos as operacoes de A também é uma anel.

Proposigao 16. Seja A um anel e seja B um subconjunto de A. Entao, B
€ um subanel de A se, e somente se as sequintes condigoes sao verificadas

(i) 04 € B
(i1) Dado x,y € B=z—y € B
(iii) Dado x,y € B=z-y € B.
Exemplo 18. Z ¢ subanel de Q que por sua vez é subanel de R.

Observacao 6. O conjunto B = {2k + 1,k € Z} nao é um subanel de Z.
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Iremos trabalhar com polinémios com n varidveis e coeficientes de um
anel A qualquer.

Definicao 22. Uma sequéncia de elementos de um conjunto A é uma funcao
a:N— A, que associa cada nimero natural n a um elemento a, € A.

Observacao 7. Um polindomio numa varidvel sobre A € uma sequéncia
(Clo, A1y ooy Qp, )
ou simplesmente (ay,)nen-

Defini¢ao 23. Seja (A,+,:) um anel. Um polindmio numa varidvel sobre
A é uma sequéncia (ag,ay,...,ax,0,...,0), onde a; € A para todo indice e
a; = 0 para um certo k € N, onde ay, ...,ay,ay sao chamados de coeficientes
do polindomio.

Exemplo 19. A sequéncia (3,3,...,3,...,3) ndo € o mesmo que o conjunto
{3}, trata-se de um polindmio onde todos os seus coeficientes sao iguais a 3.

Observacao 8. Caso m = 0 dizemos que p € um polindmio constante, nesse
caso temos que p = (a,0,...,0) e podemos escrever p = a. A partir disso,
podemos concluir que o anel A estd contido no conjunto dos polindmio com
uma varidvel sobre A, pois os elementos de A sdo polindémios constantes.

Seja p = (a,), um polindmio em uma variavel sobre o anel A, caso a,, =0
para qualquer n € N, entao dizemos que p é o polinémio nulo, p = 0.

Seja A’ o conjunto de todos os polindémios em uma variével sobre A, dados
dois elementos f = (ag,ay,...) e g = (bg, by...). Podemos definir as operagoes
de soma e produto respectivamente em A’

+: A x A — A

(f,9) — Z(az‘ + b;)

e o produto

A x A — A
m+n 7
(fLg)r—f-g9= Zci, onde Cizzajbi—j
i=0 j=0

e facil verificar que o polind6mio numa variavel sobre A ¢ um anel onde
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1. O elemento neutro da soma ¢ o elemento (0,0, ...).
2. O elemento neutro do produto é o elemento (1,0, ...).

3. o inverso de (ag,ay, ..., an,,...) com respeito a operagdo da soma é o ele-
mento (—ag, —aq, ..., —Gp, -..).

Observe que a multiplicacao de A’ é comutativa, pois a multiplicacdo em
A é comutativa.
Se (ag, aj, ...) ¢ um elemento de A’ entdo (ag, ag, ...)" designaré o elemento

((10,(11,...)'(@07(11,...) """ (CLQ,(ll,...)J.

Observacao 9. Por razoes de ordem prdtica, vamos utilizar o simbolo x para
de signar o elemento (0,1,0,...). Também, no lugar de escrever (a;,0,...), va-
mos escrever a;; assim, o simbolo a; vai ser usado para representar duas coi-
sas distintas:o elemento a; de A e o elemento (a;,0,...) de A’; no entanto, isto
nao vai criar confusao. Com essa convengao, o elemento (ag,ay, ..., Gy, ...) €
igual a soma ag + a1 + - - - + a,x"”, onde a;x° designa a; - ¢, entdo

A = {Zaixi;neN,ai EA}.

=1

As operagoes com esse anel sao as usuais. Vamos denotar o anel (A',+, )
por Alzx], e chamd-lo de anel de polinémios em uma varidvel sobre A.

Exemplo 20. Dados f,p € Z[z] com f(z) = 2+2x+32*+2% e g(v) = v+
Para f = (2,2,3,1) e g = (0,1,0,1), temos que (f +g) = (2,3,3,2) e no
produto (f - g) = (2,2,5,3,3,1).

Definigao 24. Seja A um anel e seja p(x) == a,2™ + -+ + a1z + ap € Alx]
com a, # 0. O numero natural n se chama grau de p(z) e denotaremos
como O(p) = n. O coeficiente a, chama-se coeficiente lider de p(z). Quando
o coeficiente lider for igual a 1, o polinémio é dito moénico.

Observacao 10. De acordo com a definicao acima, podemos concluir que o
polinémio nulo nao tem grau. Normalmente, escrevemos O(p = 0) < —o0.

Observagao 11. Seja A um dominio de integridade. Dados dois polinémios
f.p € Alz] temos que O(p - f) = 9(p) + O(f).
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Proposicao 17. Se A é um dominio de integridade, entao Alx] também é.

Demonstracao. Sejam f,p € Alx] — {0}, como A é dominio de integridade,
entdo d(p- f) = d(p) + A(f). Seja entao A(p) = n e A(f) = m temos que
d(p- f) = m+n, dai o grau de f-p existe, e nesse caso serd n+m e portanto,
f+-p#0. Como f-p+#0, temos que Alx] é dominio de integridade.

O

Corolario 10. Se A é dominio de integridade, entao Alxy, ..., x,] também é.

Demonstracao. Por inducao sobre n. Para n = 1, temos a proposi¢ao acima.
Se n = 2, temos (A[z1])[zs]. Como (A[z;]) dominio de integridade, entao
(A[z1])[z2] também é. Suponha que Alzy, ..., x,_1] seja dominio de integri-
dade, como

Alxy, ooy 2] = (Alxe, oy 1)) [20)]

concluimos que A[zy, ..., x,] é dominio de integridade.
]

Observacao 12. Por outro lado, mesmo que A seja um corpo, Az, ..., x,]
nao serd, pois neste caso os inicos elementos invertiveis em Alxy, ..., x,] sao
0s polindmios constantes.

Definicao 25. Seja A[z] um anel. f(x) € Alx] — {0}, diz-se que a € A €
rais de f(z) se f(a) = 0.

Exemplo 21. Seja f(x) € Qlz] tal que f(x) = Ta® — 4z + § tem como raiz
08 NUMeros racionais % e %.

Observagao 13. Seja A um anel. Em alguns casos podemos encontrar um
polinémio em Alz]| que nao possui raizes em A e sim em um anel que contem

A.

Note que o polinomio p(x) = z*> + 1 € R[], tem como raizes os ntimeros
imaginarios ¢ e —i. Futuramente, iremos tratar de casos como este.

Teorema 7. (Algoritmo da divisao em Klx]) Sejam f(z),g9(x) € Klz] e
g(x) # 0. Entao existem tunicos q(x),r(x) € K|x] tais que

flx) = q(z) - g(z) +r(z)
onde r(x) =0 ou A(r) < d(g).
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Demonstracao. Primeiro, vamos mostrar a existéncia do algoritmo da divi-
sdo. Paraisso, sejam f(z) = ap+az+- - -+aa" e g(x) = bo+byx+- - -+byz".
Se f(z) = 0, basta tomar ¢(z) = r(z) = 0. Suponha f(z) # 0. Assim,
J(f) = n. Caso n < m basta tomar ¢(z) =0 e r(z) = f(z). Assim, podemos
assumir n > m.

Seja f1(x) o polindémio definido por:

f(x) = anby' "™ - g(z) + fi(x)
note que J(f1) < 9(f). Vamos aplicar indugao sobre o d(f) = n para de-
monstrar o teorema.
Sen=0n>m=m=0,logo f(x) = ag # 0,9(x) = by # 0 e
temos que f(r) = agby ' - g(z), basta tomar q(z) = aghy* e r(z) = 0, teremos
f(z) = apby Ybo = . Terminamos o primeiro paco de inducdo.Pela igualdade
acima

f(@) = anb, 2" ™ - g(x) + fi(2)
filz) = f(z) = anb,, 2" - g(x)

onde 9(f1) < 9(f) = n, podemos entao aplicar a hipotese de indugao (se-
gunda forma). Ou seja, existem ¢;(x),r1(z), tais que:

filz) = qu(x)g(x) + 1 (x)
onde r1(z) = 0 ou 9(ry) < d(g). Substituindo f;(z) na equagdo acima

f(@) = anby'a" ™ - g(x) + fi(2)
f(@) = anb, 2" - g(2) + [ (2)g() + 1 (2)]

f(x) = (@ (x) + andy, 2" "™ g(x) + 71 ()

quando tomamos q(x) = q(x) + a,b,'x" ™™ e ri(z) = r(z), temos que

f(x) = q(x)g(x) + ()
onde r(z) = 0 ou d(r) < d(g). Assim, esta provada a existéncia do algoritmo

da divisao para polind6mios. A seguir, vamos mostrar que esta divisao é tnica.
Sejam ¢1 (), g2(x), 71(x) e r2(x) tais que:

f(@) = qi(x)g(x) + r(x) = @(v)g(x) + ra(2)
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onde r;(z) = 0 ou d(r;) < d(g),7 € {1,2}. Note que

q(7)g(x) +ri(z) = qa(x)g() + 12()

(1 (2) — q2(2)]g(x) = ra(2) —ri(z)
mas se q1(x) # g2(z) o grau do polindémio do lado esquerdo da equagao é maior
que o grau de g, pois vamos somar os graus e ele sera maior que m. Como
d(r1),0(r2) < 9(g), claramente d(r; —ry) < d(g). O que & uma contradicao,
pois temos a igualdade entre polindmios e o polindmio do lado esquerdo da
equacao tem grau diferente do polinomio do lado direito da equagao. Logo
@ () = g2().
Vamos usar o fato que ¢;(z) = ¢2(x) na seguinte igualdade

r(z) = f(z) — q(@)g(x) = f(z) — 2(2)g(x) = r2(x)
concluimos por transitividade que r1(z) = ro(z). Assim, esta provado o teo-

rema do algoritmo da divisdo para polindomios em k[z].
O

Exemplo 22. Considere o polinémio f = 23+ 32> +x e g = 2° + 2. Vamos
fazer a divisao de f por g

f=2"+3"+2=(2*+2)-(x+3)+(—2 —6)
—— N —
g q r

5.2 Anel de Polindmios em Varias Variaveis

Nosso objetivo é estudar o anel de polindmios em varias variaveis, compre-
ender como sao seus elementos e estender a nocao aprendida em polinémios
em uma varidvel, entender as ordens monomiais com o objetivo de compre-
ender o algoritmo da divisao em varias variaveis.

Defini¢ao 26. Seja K|z, ..., x,|, um elemento f do anel de polinémios em
vdrias varidveis € definido como

F= Y]]

acJ =1

com a = (aq,...,a,) €N a, € K e J CN" finito.
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Definicdo 27. Um termo Kz, ...,x,] € um elemento da forma a, [[] z8
com o = (ay, ...,ap,) € N*. O elemento a, € K do termo é chamado de coefi-
ciente do termo e [[] 2% é denominado mondmio. chamamos de grau(total)
do monémio [[} & o numero natural dado por O(J]} &) = > i, .

i

Definicao 28. Se f € Klxy, ..., z,]| € nao nulo, vamos denotar

M(f) = Ha:f‘i:aasé()

o conjunto de todos os mondmios de f.

Para isso, vamos precisar definir uma relacao de ordem.

5.3 Ordem Monomial

Sabemos que nosso objetivo é apresentar o algoritmo da divisdo em K[z, ..., Z,],
devemos analisar cada passo do algoritmo para que possamos resolver todos
0s obstaculos que podem ser encontrados.

Para dar inicio ao nosso foco, precisamos determinar o termo lider de um
polinémio f € Klxy,...,xz,]. Isso se faz necesséario pois precisamos determi-
nar a ordem de um polindémio em relacao a outro. Além disso, precisamos
generalizar o coeficiente lider.

Definigao 29. O conjunto de todos os monémios de K|z, ..., x,| serd deno-
tado por

n
i,
M, = | |xl JQ, e, 0 €K
i=1

0 0

xy -+ x, serd denotado por 1.

E natural que quando estamos trabalhando com o anel Kz, ...,x,] ten-
tamos utilizar o conceito de grau que temos no anel K[z]. Vejamos o seguinte
exemplo.

Exemplo 23.
22y2® + 2%y?z + 32ty + 32%y% — yte + 2202
Usando o conceito de grau que definimos em K|x] percebemos que os

mondmios tém o mesmo grau. Por conta de problemas como este, € neces-

sario estudarmos ordens monomiais para determinar o maior elemento em
Ky, ..., 2]
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Definicao 30. (Relagio Parcial de Ordem) Um conjunto A # & € dito par-
cialmente ordenado se tiver munido de uma relacao bindria =<, satisfazendo
as sequintes condig¢oes para quaisquer T,y,z € A:

(i) ay =2 ay. (reflexiva);
(17) a1 = as e ay < asz, entdo a; =X ag. (transitividade);
(15i) a1 < as € ay < a1, entao a; = ay. (anti-simétrico).
Se a; < ag, Mmas a; # ag, entdo indicaremos a; < as
Exemplo 24. O conjunto 7 é um conjunto que parcialmente ordenado.

Observacao 14. Uma relacdo de ordem sobre o conjunto A € total quando
para todo ay,as € A tivermos

(iv) a1 < as,as < a; ou ay = ay. (tricotomia).

Queremos definir uma relagao sobre M, que seja total, pois com ela te-
remos bem definido o conceito de termo lider de um elemento

F=Y aa]]at"#0

acJ =1

de fato, podemos definir o monémio lider mi(f) da seguinte forma

ml(f) = max {szoil} € M. (f)

onde o maximo é tomado com respeito a ordem = fixada e considerando o
termo lider de f como a, - mf(f), isto é ti(f) = an - ml(f). Precisamos nos
atentar a outros pontos que existem em K[z| quando trata-se da divisao de
dois polinomios f e g.

Considere

n n

t(f) = aaHxl.O‘i e tl(g) = aﬁnffi

=1 =1

devemos verificar se tl(g)|tl(f), isto &, se existe
m; = H mzl e M,
i=1
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e a, € K tais que
H(f) = ay - my - t(g)

ou equivalentemente

n n n
Tl = (s I17) (w117
=1 1=1 =1

Isso ocorre se, e somente se, 5; < a;, para todo ¢ = 1,...,n. Nos casos em
que isso ocorre, devemos calcular f — a, - m; - g e repetir o argumento para
os resultados obtidos. Devemos nos lembrar que no caso de polinémios em
K|z|, encontramos

O(f —ay-mi-g) <O(f)

que podemos reescrever utilizando a no¢ao monomial, como

ml(f —ay-mq - g) < ml(f)

devemos nos atentar a uma propriedade que aparentemente é simples, mas
muito importante, que se esconde nessas condigoes, ou seja, nas expressoes

t(f) =ay,-my-gemlla, -my-g)<ml(f).

De fato, a dltima condigdo nos mostra que se my € M(g) e maml(g),
entdo my - mg < my - ml(g) = mi(f)ou seja, uma ordem total sobre M,, deve
ser compativel com o produto. Em outras palavras, se my, m2 € M, sao tais
que mqp = moy entao

ml-mgjmg-m;nggEMn.

Um dos tltimos, mas nao menos importante aspectos do algoritmo da
divisao, é garantir que o processo de divisao seja finito, devemos ter esta
garantia para conseguimos finalizar esta etapa, sabemos que

ml(f — ay -my - g) < mi(f)

em cada etapa do algoritmo, que pode ser representado de modo , se requisi-
tarmos que a ordem total < sobre M, seja uma boa ordem, isto é, que todo
subconjunto de M,, possua um menor elemento com respeito a <. Portanto
o algoritmo tem que parar em algum momento.

Vamos considerar sobre M, ordens que possuem as propriedades que des-
tacamos acima.
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Definicao 31. (Ordem monomial) Uma ordem monomial < sobre M, é uma
relacdo de ordem total que satisfaz:

(i) Se my,mqy € M, sdo tais que my < moy, entdo my - mg < My - Mg para
todo ms € M,,;

(ii) Todo subconjunto ndo vazio de M, admite um menor elemento com
respeito & <.

Lema 5. Seja = uma ordem monomial em Klzi,...,x,|, entdo qualquer
sequéncia decrescente (com respeito & <) de mondmios € finita.

Demonstracao. Seja mqy = mgy = mg >~ ... uma sequéncia decrescente de ele-
mentos de M, entdo S = {my, ma, mg, ...} # & admite uma menor elemento
com respeito a <, ou seja, a sequéncia ¢é finita.

O

Agora que sabemos como ordenar monoémios em uma varidvel, vamos
ordenar monomios em K[ry,...,x,] usando a mesma ideia. Considere f # 0,
tal que f € Klzy,...,z,], podemos considerar f € (k[zq,...,x,])[z1]ou seja,
como um polinémio em z; com coeficientes em K{za, ..., x,]. Vamos usar o
argumento indutivo sobre o ntimero de variaveis e tentar ordenar os monomios
em Klz1, ..., z,] do mesmo modo.

Exemplo 25. considere

f=a?y32% + 2%y2 2" + 3aty2® — oty + 222 + 2?2072

considere que [ € klx,y, z], vamos ordena-lo de modo que consideremos os
coeficientes em kly, z], ordenando pelo grau de x

f=(Byz" +22)2" + 3y + 20%2)2° + (y°2° + y*2")a® — y'z

Agora considerando que sao elementos em Kly, z|, com polinomios em y
com coeficientes em k[z]. Vamos ordend-lo considerando os coeficientes em
K|[z] e com grau em y

f=(3yz® +22)a" + ((22 + 3)y*)2* + (2%° + 2*y*)2* — 29

vamos fazer a multiplicacao indicada acima, e usando a indicacao de ordenar
monomios listando suas poténcias em x, sequido pory e por fim z vamos obter

f=3ay2® + 222 + 22322 + 323y + 2%y32% — y'lz
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Perceba que aos determinar os passos acima, o que fizemos foi ordenar os

monomios de tal modo que

malya2za3

preceda
2PLyP2 .83

assim,
xalyoﬁzad j xﬁly,6’2zﬁ3

e isso acontece se, e somente se,
(i) a1 < B1 o

(i) al =B e az < By ou;

(iii) ay = f1, a2 = B2 e az < fBs.

Para que possamos utilizar a ordenacao acima como uma ordem monomial
devemos estender o algoritmo para monomios M, onde tenhamos uma relacao
de ordem total.

Definicdo 32. (Ordem lexicogrdfica <;) Dados dois monémios [[;_, 25 e
[T, 27" € M, dizemos que

1= (2

n n

at Bi
L= =0 1]«
=1 =1

se oy, = By para todo k € {1,...,n}, isto é [[_ = = [, 2 ou existe
ie{l,..,n} tal que a; < B; para todo j < i.

Exemplo 26. Considere os monémios z*, z3y'%%z, note que

l,?)leOOZ jL 1’4

e

Veja que o termo x* pode ser descrito como xxxx, e o termo x3y1000z é
descrito como xxx yyy---y z. Note que pro maior que seja o expoente da
—_—

1000—vezes
varidvel y, ela nao tem importdancia desde que o valor da varidvel x do outro

polinémio seja maior.

95



Definicio 33. (Ordem Reversa <g) Dados dois monomios [[1—, 2% e [[1_, =} €

M,,, dizemos que
n n

HI?Z =R fol

i=1 i=1
se a = B, para todo k € {1,...,n}, isto ¢ [[1_, 2% = [[\_, 2, ou emiste
i€ {l,...,n} tal que B; < a; para todo j < i.
Exemplo 27. Considere os monémios x*y?, 3>, note que

Vit <p e

Note que pro maior que seja o exrpoente da varidvel x, ela nao tem im-
portdncia desde que o valor da varidvel y do outro polinémio seja maior.

Definicdo 34. (Ordem lezicogrdfica graduada =1c) Dados dois []_, 25 e
[T 27" € M, dizemos que

n n

Hfb“?i mye H%’Bz

i=1 =1

se
i (T, =) < o(IT-, xz‘ﬁi)ou"

i O[T, 22%) = O(I[, «;") e existe k € {1,...n} tal que ay < By e

)

a; = B para todo j < k.

Exemplo 28. Considere 0os monémios x*, 23y'°0z, note que

2t <o 23y,
veja agora que o valor da varidvel x nao é relevante, tendo em vesta que o
grau total do monémio x3y'°z ¢é 1004, enquanto o grau do polinémio x*
tem seu grua igual a 4. Desta forma, podemos verificar que 1004 > 4. Logo,
ot <o 2Py,

Como podemos perceber a ordem dos monoémios sao distintas de acordo
com a ordenacao que definimos para fazer a comparacao. Observe o seguinte
exemplo onde sao feitas as ordenacao considerando a ordem lexicografica e
lexicografica graduada.
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Exemplo 29. Sejam os mondémios
piyz, oyt gt o8, 2yt et 2%yt € Koy, 2]
vamos fazer a ordenacao dos mondmios considerando as definicoes acima.
1. y'2? g 2%yP2? 2 adyz <p atyt <o a0yt =< a2
2. 2YyPx® =g 2yt <R 22y%0® 2 2yr® <R ytat g2t
3. 2%yz 2o y'2? 2o v7Y°2” Jpe 2ty 2o 2 Jpe 2yt

Corolario 11. (Algoritmo da divisao em Klxy,...,x,]) Fizada uma ordem
monomial < e dado g € K|z, ...,z — {0}, para qualquer polinémio f €
Klxq,...,x,] existem q,r € K|x1, ..., x| unicamente determinados pelas con-
digoes

f=q-g+r, comr=0ouml(g)fm para todom € M(r).

Demonstracao. (existéncia)
Se f =0, entao
f=0=0-9g+0=q-g+r

ou seja ¢ = r = 0, satisfazendo as condigoes do teorema. Suponha entao
fo=f # 0 e considere o conjunto

S(fo) = {m € M(f); mi(g)m}

se S(fo) = @, entao definimos g =0 e r = f ouseja f =0-g+r e obtemos
o resultado. Considere entao S(fy) # @, tomemos

mo = mazx = S(fo)

e ag € K o coeficiente de mgy que ocorre em f e definimos

oMo

h=Ff- tl(g)g

agora considere o conjunto

S(fr) = {m € M(f1);ml(g)|m}
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se S(f1) = @, entao definimos

considere entao S(f1) # &, entdo tomemos
my = maz < S(f1)

a1 € K o coeficiente de m; que ocorre em f; e defina

o= i—

almlg
ti(g)

note que mgy >~ mq, uma vez que

() € M7 U (o)

de fato, pois
apmyo

h=f~- tl(g)g

repetindo o processo, definimos
S(fi) = {m € M(f;); mi(g)lm} e m; X maxS(f;)

onde a; € K o coeficiente de m; que ocorre em f;. Assim, obtemos uma
sequéncia
Mo = My = Mg = M3 = ...

mas pelo lema anterior, vimos que toda ordem monomial decrescente de
monomios é finita, ou equivalentemente, existe k& € N tal que

S(fx) = {m € M(fx); mi(g)jm} =@
pelo modo que definimos fi, existe g € K|z, ..., z,] tal que
fe=I—a-9=f=a-9+

denotando f; = r a existéncia do teorema esta provada. Vamos entao provar
a unicidade.
Suponha que existem g1, go, 71,72 € K[21, ..., ,] tal que

Qqg+ri=f=qg+r
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com r; = 0 ou ml(g) { m para todo m € M(r;) e i € {1,2} isto é ml(g) t m
para todo
m € M(rq) UM(ry) D M(ry — 1)

note que
O=f—f=(q—q)g+(ri—r)
ou seja
To —T1 = (91 —Q2)g
caso r; = ro, a unicidade esta provada, pois
0=(01—®R)g=qa=0q

pois K[zq,...,x,] é dominio de integridade e por hipotese g # 0. Suponha
entao que r, # ry, entao

ml(g)|mi(ry —re) € M(rq — 1q).

O que gera um absurdo, ja que M(ry — r1) C M(ry) U M(r3). Assim,
r1 = r9 € 0 corolario esta provado.

]

Exemplo 30. Considere os polinomios f = xy*+2*+23y+1y> e g = > +a2 €
Rz, y].
Vamos ordenar sequindo a ordens monomiais vistas anteriormente e efe-
tuar o algoritmo da divisao para polinémios em K1, ..., x,]
Primeiramente, ordenando os polinémios na ordem lexicogrdfica teremos

f=ay+at +2%y+9° e g=2"+¢°
temos entao, pelo algoritmo da divisao que
f=ay' +at + 2%y + = (2 +y°) (2 + oy — ) + (0 + )
e N e
g q r

ordenando os polindmios na ordem lexicogrifica graduada temos
f=ay*+a* + 2%y +9y* e g =9 + 2%
Pelo algoritmo da divisio em K|xy,...,x,], temos
f=ay' +at +2%y+ = (ay — 1) (v +27) + (@' —2?).
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5.4 Ideais

Iremos dar inicio ao estudo de um conjunto que sera de suma importancia
para continuidade do trabalho, pois sera feito uma ligacao entre os ideais e
os conjuntos algébricos.

Defini¢ao 35. (Ideal) Seja A um anel e I um subanel de A. I é dito um
ideal de A quando para todo a,b € I e x € A sao satisfeitas as sequintes
condicoes

i. 0 € I (Elemento neutro esté no ideal);
ii. Dado a,b € I, temos que a + b € I (Fechamento da soma no ideal);
ili. Sexz € Aeacl. Entdo, a-x =z -a € I (Lei da absor¢ao).

Observacao 15. Por defini¢cdo, sabemos que todo ideal de um anel A € um
subanel, mas a reciproca nao € verdadeira. Observe o caso que o conjunto Z
ésubanelde@tome%é@elEZ observe quel-%:%-lgéZ.

Observacao 16. Todo anel A admite no minimo dois ideais, o préprio A e
{0}. E fdcil mostrar que ambos sao ideias e sao chamados de ideias triviais

do anel A.

Proposicao 18. Seja A um anel e [ um ideal de A. I = A se, e somente
se, 1 €1.

Demonstracao. Seja I = A, qu eremos mostrar que 1 € [. De fato, pois
estamos trabalhando com anéis comutativos e com unidade, e como I = A
consequentemente 1 € I. Reciprocamente, basta mostrar A C I, pois [ C A
por definicao. Portanto, tome x € A, como I é um ideal onde 1 € I, pelo
terceiroitem x-1=1-x =x € [, como x € [ e x € A, chega-se a conclusao
que A C I. Logo, I = A.

O]

Corolario 12. Todo corpo K sé admite os ideias triviais.

Demonstra¢ao. Suponha que I # {0}, queremos mostrar que [ = K. Seja
a € I —{0} como K é um corpo, temos a™! tal que a-a~' = a1 a =1, logo
1 € I, e pela proposicao anterior temos que [ = K.

]
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Proposicao 19. Seja A um anel de e X = {x1,29,...,x,} C A, entdo o
conjunto

(X) ={a1z1 +azo + - +apzn;a; € A, j € {1,...,n}}
€ um tdeal de A chamado ideal de A gerado por xy,...,x,.

Demonstracao. Para mostrar que o conjunto X é um ideal de A, vamos
mostrar que (X) satisfaz as trés condigoes definidas acima.

i. Queremos mostrar que 0 € (X). De fato, basta termos a; = 0, sendo
assim 0zy + 0zy + - -- 4+ 0z, = 0 € (X)

ii. Queremos mostrar que dado dois elementos em (X) a soma deles esta
no conjunto. Tome ayzy + -+ -+ a,x, € byxy + - - + by, ambos em (X)),
a soma deles é: (a; + b))z + (ag + by)xa + - - - + (a,, + by)x,. Claramente
esta soma estd em (X),

iii. Queremos mostrar a lei da absorcao de um ideal. Dado y € A queremos
mostrar que y - (X) € A. Segue com facilidade, pois

y- (X)) =ylarxs + - -+ apzy) = (@ry)x1 + -+ + (ay)z, € (X)

temos entao que(X) é um ideal de A. .

Defini¢ao 36. Seja X = {c} C A o ideal
(X)=(c)={a-ca € A}
Chamamos (c) de Ideal principal de A gerado por c.

Exemplo 31. Sabe-se que R[x,y] é o anel de polinémios nas varidveis x,y
sobre R, dado o conjunto {x?, xy} C Rlz,y], entdo o conjunto

(@*,2y) = {f(z,9)2° + g(z,y)zy : f(z.y), 9(x,y) € Rlw,yl}
¢ um ideal de R[z,y| gerado pelos polinémios z* e xy.
Exemplo 32. Tomando A = Z, podemos definir o conjunto
(2) =27Z ={2a;a € Z}

onde 27, é um ideal principal de Z, gerado por 2.
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Proposicao 20. Se I e J sao ideais de um anel A. Entao, INJ € um ideal
de A.

Demonstracao. Queremos mostrar que I N J é um ideal, basta mostrar que
sao satisfeitas as trés condigoes.Segue:

i. Queremos mostrar que 0 € I N J. Como I e J sao ideais do anel A,
temos que 0 e I e 0 € J,logo 0 € I NJ.

ii. Dados a,b € I N.J, queremos mostrar que sabemos que a +b € I N J.
Tome a,b € INJ por defini¢ao, a,b € I assim como a,b € J Segue entao
que a+ b € I, tal como a+ b € J concluimos que a+b e I N J.

iii. Sejax € Aea € INJ, queremos mostrar que ax € J N I. De fato,
pois sendo a € I N J temos que x - a € I pelo fato de a € I assim como
x-a€JjiqueacJ. Logo,ar € INJ.

]

Observacao 17. Acabamos de mostrar que a intersecao entre dois ideais de
um mesmo anel € um ideal. Contudo, o mesmo nao € vdlido para a uni¢ao
entre dois ideias de um anel A. Para essa verificacdo, tome os ideias 27, e
3Z,2 €27 e 3 € 37, note que 2+ 3 =5 ¢ 27 U 3Z.

Proposigao 21. Sejam A um anel, I e J ideais de A. Entdo o conjunto
I+J={a+baclbe J}
€ um ideal chamado soma de ideias.

Demonstracao. Queremos mostrar que o conjunto acima é um ideal. Para
isso, vamos verificar trés condicgoes.

i. Queremos mostrar que 0 € I +J. Como 0 € [ e 0 € J, temos que
0+0=0el+J.

ii. Dados ¢,d € I + J, queremos mostrar que ¢ +d € [ + J. Observe
que ¢ +d = (a+b) + (¢ + d'), podemos associar e comutar a soma,
(a+a")+(b+b), como a,a’ € I e b, b’ € J. Concluimos que c+d € I+ J.

ili. Queremos mostrar a lei da absor¢ao de ideais. Dado v € A (I + J) =
x(a+b)=xa+xbe I+ J. logo, I +J é um ideal do anel A.
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Proposicao 22. Seja A um anel e I,J ideais do anel A. Entao o conjunto

]-J:{inyi/nEN,xiel,yieJ}

=1

€ um tdeal do anel A chamado de produtos dos ideais I, J.

Demonstracao. Queremos mostrar que o conjunto acima ¢ um ideal. Para
isso, vamos verificar trés condicgoes.

i

ii.

iii.

Queremos mostrar que 0 € I - J. Seja x; = 0 e y; = 0, temos

> 00=0-04---40-0=0€1J
=0

Dadoa=>"" x;y; e b= " xiy'i, ambos em I - J, queremos mostrar
que a+be I-J. De fato,

a+b= Zn:%yz + ZH:I;?J;
i=0 i=0

associando e comutando os elementos desta somas:

(@1yn + 219)) + -+ + (T )
e essa soma é uma soma de [ - J. Portanto, a+be - J.

Queremos mostrar que vale a lei da absorcao de ideais. Dado z € A e
a€l-J,ondead’  xy tal que x; € Iy, € J,i € {1,...,n} temos

z-a:z-zfmyz‘ZZ($1?/1+"'+$nyn)
i=1

= (zx1)yr + -+ (220)Yn

observe que cada zz; € [ com j = {1,...,n}. Logo z-a € I - J. Entao
I-J é&um ideal do anel A.
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Quando trabalhamos com ntmeros inteiros, estudamos alguns nimeros
especiais que sao chamado de ntmeros primos. Vamos buscar nos ideias
essas mesmas caracteristicas. Para isso, vamos estudar a seguir dois tipos de
ideais particulares, os ideais primos e maximais.

Definigao 37. Seja A um anel e P um ideal de A. Dizemos que P € um
ideal primo de A quando P # A e dados a,b € A tal que a-b € P, entdo
a€ PoubeP.

Proposicao 23. O ideal 27 é um ideal primo.

Demonstra¢ao. Dado a,b € 27, entao 2|lab < (a-b) = 2 - r para algum r
inteiro e portanto, como 2 é primo 2|a ou 2|b, logo a € 27Z ou b € 27Z.
[

Definicao 38. Seja A um anel e M um ideal de A. Dizemos que M € um
ideal mazimal de A quando M # A e dado I ideal de A, tal que M C I C A.
Entao I = A ou I = M.

Proposicao 24. O ideal 27 é mazximal em Z.

Demonstracao. Queremos mostrar que I = 2Z ou I = 7Z. Suponha que
I # 27, com efeito, se I é um ideal que contem 27 como subconjunto proprio,
entao certamente existe um elemento em I da forma 2k + 1 com k € Z. Por
outro lado, ¢é facil verificar que —2k € Z, basta fazer 0 — 2k = —2k. Logo,
(2k + 1) + (—2k) = 1 € I. Pela proposicao ja mencionada acima, temos que
I1="7.

m

Exemplo 33. Também podemos encontrar ideais que nao sao marimais e
nem primos. Considere o conjunto 6Z = {6 - a;a € Z} é um ideal do anel
Z, mas nao € ideal primo, pois o produto ab € 6Z podemos tomar 2 € 27, e
3€3%2,3-2=06¢€ 6Z. E nao é mazximal, pois 62 C 27 C 7 e 27 # 6Z e
27 # 7.

Proposicao 25. Um anel A é dominio de integridade se, e somente se, o
conjunto {0} é um ideal primo.
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Demonstracao. Seja A um dominio de integridade, queremos mostrar que
{0} é ideal primo. Dados a,b € A se a-b = 0, como A é dominio de
integridade, temos que a = 0 ou b = 0 o que nos leva {0} a ser um ideal
primo. Reciprocamente, seja {0} um ideal primo, temos que dado a,b €
Aja-be{0}=a=00ub=0.

O

Proposicao 26. Todo ideal mazimal de um anel A € primo.

Demonstracao. Seja M um ideal maximal de A, queremos mostrar que o ideal
M é primo. Ou seja, Dados a,b € A e o produto a *xb € M, vamos mostrar
que a € M ou b € M. Suponha que a ¢ M, observe que o ideal (a) + M
contém estritamente M. Como M é um ideal maximal, entdo (a) + M = A.
Em particular, 1 € A = (a) + M, logo existe m € M e z € A tal que
1 = (ax) + m, multiplicando b & esquerda em ambos os lados da igualdade,
temos b = (ba)x 4 bm, como (a) E ideal, podemos verificar que (ba)z € M,
logo a soma desses elementos pertence a M, isto significa que b € M.

O

Observacao 18. Em uma conta simples, podemos constatar que a reciproca
da proposi¢ao anterior nao € vdlida.Ou seja, existem ideais que $GO Primos
mas nao sao mazximais. Considere o ideal trivial {0} de Z, note que {0} €
primo, pois dado a xb € {0} temos que a € {0} ou b{0}.Entretanto nao é
mazimal, pois {0} C 27 C 7.

Definicao 39. Seja A um anel. Para cada ideal I de A definimos o radical
de I como:
VI = Rad(I)={x € A;2" € I,n e N} C A.

Proposicao 27. Rad(I) é um ideal do anel A que contém I.

Demonstragao. Queremos mostrar que Rad([) é um ideal e também a inclu-
sao I C Rad(I). Para mostrar a inclusao, tome x € I, podemos escrever
x' € I, logo Rad(I) contém I. Para mostrar que Rad(I) é um ideal, basta
mostrar trés condigoes

i. Queremos mostra que 0 € Rad(l). De fato, pois 0 € I, pelo fato de [
ser um ideal.
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ii. Queremos mostrar que dado dado x,y € Rad(I), teremos que x +y €
Rad(I). Sejam entdo z,y € Rad(I), entdo existem m,n inN tal que
™ e lewx, €I, logo 2" € I para todo r > m, assim como y° € [
para todo s > n . isso ocorre, pois com r > m podemos escrever " =
2"~ ™x™ € I e pelo binémio de Newton

m—+n
m-+n . .
(@)= ( ; )mlywm_z

1=0

em cada parcela desse somatoério, teremos y” € I ou ™ € I. Por isso,
(x4+y)™™" el = x+y € Rad(I).

ili. Queremos mostrar que dado &« € A e x € Rad(I) o produto ax €
Rad(I). tal afirmacdo é equivalente a mostrar que (ax)” € I. Observe
que (ax)™ = a"x™ e como 2" € I, concluimos que (ax)™ € I. Portanto,

ax € Rad(I)
O

Definicao 40. (Ideal radical) Seja A um anel e I um ideal de A. I ¢é dito
ideal radical do anel A se Rad(I) =1

Proposicao 28. Se I é um ideal do anel A. Entdo, Rad(I) é um ideal
radical.

Demonstragao. Como Rad(l) é um ideal do anel A, entdo Rad(!) C Rad(Rad(I)).
Reciprocamente, seja © € Rad(Rad(I)), logo existe n € N tal que 2" €
Rad(I), e como 2™ € Rad(I), esxiste m € N tal que (z™)™ = 2™ € I, isso
implica que x € Rad(I). Portanto, o radical de um ideal Rad(I) sempre é
ideal radical.

]

Observacao 19. Um caso particular de ideal radical sao os nilradicais. Com
efeito
na = Rad(0) = {x € A, 2" = o, para algum n € N}

Proposicao 29. Raf(I) satisfaz as sequintes propriedades
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1. Rad(IJ) = Rad(I) N Rad(J)

2. Rad(I)= (1)< 1= (1)

3. Rad(I + J) = Rad(Rad(I) + Rad(.J))

4. Se P é um ideal primo de A, Rad(P"™) = P, para todo n > 0.

Demonstracao. Queremos mostrar que as quatro condicoes acima sao verda-
deiras.

1. Como IJ C I capJ , tao Rad(IJ) subseteqRad(I N J). Por outro
lado, tomando x € Rad(I N J), entdo existe z™ € I e 2™ € J tal que
z"x" = x?" € IJ e entao x € Rad(IJ) como queriamos.

2. Vamos usar a contrapositiva, como I C Rad([l), se I = (1) obviamente
Rad(I) = (1). Por outro lado, se I # (1), entdo existe z € (1) tal que
x ¢ I. Assim, ™ ¢ I para qualquer n e I # (1) como queriamos.

3. Como I C Rad(I) e J C Rad(J) implica que

I+ J C Rad(I) + Rad(J)

€ consequentemente,
Rad(I + J) C Rad(Rad(I) + Rad(J))
por outro lado, pela proposicao mostrada acima
(Rad(I) + Rad(J)) C Rad(Rad(I) + Rad(J))

pela proposicao acima,
Rad(Rad(I)+Rad(J)) = Rad(Rad(Rad(I))+Rad(Rad(J)) = Rad(I+J)
mostrando a inclusao contraria.

4. Seja entdo x € P, logo 2" € P", assim x© € Rad(P™). Para inclusao
contraria, se x € Rad(P"), temos que 2™ € P™ para algum m. Como
P é um ideal primo do anel A, o produto: ™ = gz---x € P.

m—uvezes
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5.5 Anéis Quociente

Definicao 41. Seja I um ideal de um anel A. Dados a € A chamamos de
classe de equivaléncia de mddulo I ao conjunto de todos os elementos de A
que sao congruentes ao elemento a modulo I.

Para indicarmos esses elementos, temos: a = {x € A;x = a(modl)}
Observagao 20. Por defini¢ao, x = a(modl) se, e somente se, v —a € I.

Definicao 42. Sejam I, J ideais de um anel A, o ideal quociente € o conjunto
dado por:
(I:J)={xeAazyelVyeJ}

Proposicao 30. Definido o ideal quociente, sao vdlidos os sequintes itens
i) IC(I:J)

i) ([:J)JCI

(i) (I:J): K)=(I:JK)

Lema 6. Seja A um anel, I um ideal de A ea € A. A classe de equivaléncia
de a mddulo I pode ser reescrita como

a=a+I={a+az;xel}

Demonstracao. Dado b € a, queremos mostrar que b € a + I. Como b € a,
entdo b —a € I, dai a + (b — a) € a+ I. Reciprocamente, Tome b € a + I,
entdo b = a + x, para algum = € I, temos que x = b — a onde b = a(modl),
logo b € a.

]

Proposicao 31. Seja A um anel. O conjunto {0} € ideal mazimal se, e
somente se A € um corpo.

Demonstragao. Seja {0} um ideal maximal. Ou seja {0} C I C A, onde
I = {0} ou I = A, queremos mostrar que A ¢ um corpo. Como {0} ¢é ideal
maximal ele também é um ideal primo, ou seja a,b € A onde a-b € {0} =
a € {0} ou b € {0}. Logo, A ¢ um dominio de integridade, entao basta
mostrar que os elementos nao-nulos de A possuem inverso multiplicativo em
A. Dado a € A — {0}, temos que (a) ¢ ideal de A, assim, {0} C (a) C A,
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como {0} é maximal, entdo (a) = A, em particular 1 € A = (a), logo, existe
a e Atal que a-a~ ! =1, sendo A entdo um corpo. Reciprocamente, Seja
A um corpo, queremos mostrar que {0} é maximal. Para isso, dado um ideal
I de A, tal que {0} C I C A, chegaremos a conclusao que {0} =1 ou I = A.
Suponha entdo que I # {0}, vamos mostrar que I = A, basta mostrar que
I contém a unidade, como I # {0} entdo existe a € I — {0} e a™! € A, tal
que a-a~! =1 € I pela proposicao mostrada anteriormente, concluimos que
1 =A.

m

Definimos as operagoes binarias do conjunto % = {a;a € A} como sendo a

soma: 4 x 4 tal que (@,b) — a + b e do produto 4 x 4 sendo (a,b) — a - b.

E facil verificar que o conjunto de ? é um anel.

Exemplo 34. Tomando o anel Z = A e o ideal 6Z = I de 7, temos que

De fato, basta observar que a = a + 6Z = {a + z;x € 6Z}.

Teorema 8. Seja A um anel e I um ideal de A. é € dominio de integridade
se, e somente se, I € ideal primo.

Demonstracao. Seja ? um dominio de integridade, queremos mostrar que
dadoa,b€ Aea-bel =a€loubel. Sejaentdoa,be A, tais que
ab € I, como ab—0 € I, pois ab, 0 inl, por definicdo temos que a - b = 0 e pelo
fato de A/I ser dominio de integridade ( em particular, ser sem divisores de
zero), temos que @ = 0 ou b = 0. Suponha entdo que a = 0, entdo a — 0 € I,
logo I é primo. Reciprocamente, Seja I um ideal primo, queremos mostrar
que o anel ? & dominio de integridade. Dados @,b € %, tais que ab, segue
que a-b—0=a-be I, mas I é um ideal primo, entao a € I ou b € I.
Suponha que seja a € I, logo a — 0 € I e portanto a = 0 como querfamos.
]

A -
T € corpo se, e somente

Teorema 9. Seja A um anel e I um ideal de A.
se, I € ideal maximal de A.

Demonstracao. Seja é um corpo e [, J ideais de A, queremos mostrar que

dado a inclusdao I € J C A,= I = J ou J = A. Sej@ J um ideal de
A tal que I © J C A, existe b € J tal que b ¢ I, dai b # 0, como por
hipotese A/I é um corpo a-b = 1, por definigao, temos b*a — 1 € I, isto
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¢ 1 =ab+ u para algum v € I C J, note que ab € J, pois b € J, como
u,ab € J, temos que b-a+u=1¢€ J,dai J = A e [ é um ideal maximal
como querfamos. Reciprocamente, queremos mostrar que ? é um corpo.
Para isso, basta mostrar que todo elemento de ? tem inverso multiplicativo
em 4. Tome @ # 0, entdo a ¢ I e consequentemente, I C (a) + I C A, dai
(a) + 1 = A. Em particular, 1 € A= (a) + I, logo l =ab+ucomabe I e
we I, dai 1 —ba € I donde ab= 1. Concluimos que % é corpo.

]

5.6 Homomorfismo de Anéis

Anteriormente estudamos separadamente o que é necessario para um con-
junto A ser um anel. Agora, iremos prosseguir estudando uma relagao entre
dois anéis.

Defini¢ao 43. (Homomorfismo de anéis) Sejam (A,+,-) e (B,+,-) anéis,
um homomorfismo entre anéis A e B € uma funcdo f : A — B, onde as
operacoes de A e B sao preservadas satisfazendo duas condi¢ées para todo

a,be A

1. fla+b) = f(a) + f(b);
2. fla-b) = f(a)- f(b).

Exemplo 35. A funcio p: Z X Z — 7Z, definida por p(x,y) = x € chamada
de projecao, € um homomorfismo de anéis

Demonstracao. Vamos verificar que as duas condigoes para homomorfismo
de anéis sao satisfeitas respectivamente.

L p((z,y) + (w,2)) = plr +w,y + 2) = v +w = p(x,y) + p(w, 2);
2. p((z,y) - (w,2)) = plaw,yz) = z-w = p(z,y) - p(w, 2).
0

Proposicao 32. Seja f um homomorfismo entre anéis, para todo a,b € A
sao satisfeitas as sequintes propriedades

70



1. f(a") = (f(a))"

2. f(04) =05

3. f(=a) = —f(a)

4. f(la) =1p

5. fla—=1b)=f(a)— f(b)

L fla") = fleea: ..-a)= fla)- fla)----- fla) = (f(a))"

n—uvezZeESs

v~
n—vezes

2. 04 =04 04+04=04< f(04+04) = f(04) < f(04)+ f(04) =
f(04) & f(04) = f(04) — f(04) =05

3. Sejaa+ (—a) =04 & fla+ (—a)) = f(04) =05 & f(a) + f(—a) =
Op & f(—a) =—f(a).

4. 1A =1la& 114 = 1A <:>f(1A>2 = f(lA) = f(1A>2 —f(lA) :OB =
f(la) - f(la—1p) =0p & f(1A) = 1p

5. fla=1b) = fla+(=b)) = f(a) + f(=b) = f(a) — f(b)
O

Exemplo 36. Seja I um ideal do anel A, a aplicagio ¢ : A — %, com
¢(x) = &, € um homomorfismo.

Defini¢ao 44. O nicleo (ou kernel) de f € o conjunto formado pelos ele-
mentos de A que tem como imagem Og. Denotamos tal conjunto como

ker(f) ={a € A; f(a) = Op}.

Exemplo 37. Seja I4 : A — A como 14(a) = a, temos como ker(ly =
{04}). Em particular, 14 € chamado homomorfismo identidade.

Definicao 45. Seja f : A — B um homomorfismo de aneis. A imagem de
f € o conjunto

Im(f) ={f(a);a € A}.
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) A
Exemplo 38. No homomorfismo jp: A — 7,

. A . . A
quociente 5, isto € Im(p) = 5.

a imagem de p € todo anel

Proposicao 33. Seja f : A — B um homomorfismo de anéis, o ker(f) é
um tdeal do anel A.

Demonstra¢ao. Como queremos mostrar que ker(f) é ideal do anel A, vamos
mostrar que o conjunto satisfaz as trés condicoes para ser um ideal.

i. Queremos mostrar que f(04) = f(0p)
Segue da propriedade de homomorfismo que f(04) = f(0p), entdo 04 €
Ker(f).

ii. Queremos mostrar que se a,b € Ker(f),entdoa+b € Ker(f)
Dados a,b € Ker(f), sege que f(a+b) = f(a) + f(b) = 0p + 0p = 0p,
logo a + b € ker(f).

ili. Queremos mostrar que se z € Aea € ker(f),entdo z-a € Ker(f). Dado
x € Aea € ker(f) temos que f(x-a) = f(x)- f(a) = f(x)-0p = 0p
Logo, x - a € ker(f), e ker(f) é um ideal.

O

Proposicao 34. Seja f : A — B um homomorfismo de anéis, Im(f) ¢é
subanel de B.

Demonstracao. Queremos mostrar que a imagem é um subanel do anel B.
Para isso, vamos mostrar que Im(f) satisfaz trés condiges

i. Queremos mostrar que se a,b € Im(f), entdo a —b € I'm(f). De fato,
tome a,b € Im(f), entdo existe z,y € A tal que f(z) =a 3 f(y) = b,
sabemos que A e um anel, logo z—y inA e pelo fato de ser homomorfismo,

Fla—b) = f(a) = f(b) = 2 —y, onde z — y € Im(f).

ii. Queremos mostrar que se a,b € Im(f), entdo a*b € I'm(f). Note que
flx-y)=f(z) - fly)y =a-bonde a-be Im(f).

]

Corolario 13. Se J € ideal de A, entao f(J) € um ideal da Im(f).
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Demonstracao. Note que f: A — B é um homomorfismo de anéise J C B
¢ um ideal, entao f~!(J) C A ¢ um ideal. Com efeito, sabermos que f(04) =
0p € J, logo 04 € f~(J). Dados a,b € f~1(J), existem z,y € J tais que
fla)==ze f(b) =y, logo f(a+b) = f(a)+ f(b) =x+y € J,onde a+b€
f71(J). Por fim, dados o € Aea € f71(J), entdo f(a-a) = f(a)- f(a) € J,
onde f(a) € B e f(a) € J. Perceba que f~1(J) é primo, pois dado a,b € A,
entao existe x,y € B tais que f(a) = z e f(b) = y, dai se a-b € f71(J),
temos que f(a-b) = f(a)- f(b) =x-y € Jlogo, z € Jouy € J, onde
a€ f7(J)oube f1(J).

]

Definicao 46. Seja f : A — B um homomorfismo de anéis. Entao
1. Dizemos que [ é sobrejetora se Im(f) = B;

2. Dizemos que [ € injetora se f(x) = f(y), tivermos x = y, para todo
x,y € A.

Proposicao 35. Um homomorfismo de anéis f : A — B € injetora se, e
somente se, Ker(f)={04}.

Demonstracao. Seja f um homomorfismo injetor, queremos mostrar que
Ker(f) ={04}. Dados x € Ker(f), temos que f(x) = 0p e como f é um ho-
momorfismo e uma fun¢ao injetora, segue que f(x) =05 = f(04) = x = 04,
logo Ker(f) = {04}. Reciprocamente,sabendo que Ker(f) = {04}, que-
remos mostrar que f é uma func¢ao injetora.Seguindo nessa linha, dados
a,b € A, tais que f(a) = f(b), por f ser homomorfismo, temos

fla) = f(b) = fla) — f(b) = 0 = f(a—b) = OB

como Ker(f) ={04} ea—be Ker(f) concluimos que a = b e f é injetiva.
[

Proposigao 36. Seja f : A — B um homomorfismo sobrejetor de anéis.
Se a € A possui inverso multiplicativo em A. Entdo, f(a) possui inverso
multiplicativo em B e f(a™') = f(a)™".

Demonstracao. Suponha que a € A admita inverso multiplicativo no anel
A. Queremos mostrar que f(a™') = f(a)~!. Observe que f(a-a™ ') =

f(a) - f(a™h), logo f(1a) = f(a)- f(a™"), por outro lado f(14) = f(1p),

isso implica 1z = f(a) - f(a™t), dai f(a™') é o inverso multiplicativo de
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f(a) e como a™! € A, entdo f(a™') € B e portanto, f(a™!) = f(a)~* como
queriamos.

]

Definicao 47. Dezemos que f: A — B € um isomorfismo de anéis se f €
um homomorfismo bijetor, isto é f ¢ homomorfismo injetivo e sobrejetivo.

Observacao 21. Quando existe pelo menos um isomorfismo entre dois anéis
quaisquer A e B, dizemos que A € isomorfo a B e usamos a notacio: A = B.

Proposicao 37. Seja f : A — B um isomorfismo de anéis. A € um
dominio de integridade se, e somente se, B € um dominio de integridade.

Demonstracao. Seja A um dominio de integridade, queremos mostrar que B
também é um dominio de integridade. Assim, dados z,y € B tais que -y =
0, existem a,b € A com f(a) = z e f(b) =y, sabemos que f(a-b) = f(a)- f(b)
e f(04) = 0p, logo f(a-b) = f(a)-f(b) = z-y = 0p mas f & injetora (pelo fato
de f ser isomorfismo), entdao a-b = 04, A sendo um dominio de integridade,
a = 0oub=0, portanto x = Og ou y = Og. Reciprocamente, temos que B
é¢ um dominio de integridade e vamos mostrar que A também é um dominio
de integridade.Para isso, basta usar f~1, ja que f é bijetiva. Dados x,y € B,
exitem z,y € Acomf~ (z) =ae [~ (y) =bcomo f~Hzy) = f(x) fF(y)
e f71(0p) = 04, temos que

ey =f"@) T (y)=ab=04

mas como f é injetora, x -y = O e como B é um dominio de integridade,
nota-se que x = 0 ou y = 0, portantoa = 04 ou b = 04.
O

Proposigao 38. Seja f: A — B um isomorfismo de anéis. A € corpo, se
e somente se, B é corpo.

Demonstracao. Suponha que A seja corpo. Vamos mostrar que B é corpo.
Com z € B, existe a € A tal que f(a) = z, como A é corpo, existe a=! € A
onde a-a~! = 14, pelo fato de f ser um isomorfismo sabemos que

fla-a™') = f(a)- f(a™")

e f(14) = 1 perceba que



Portanto, B é corpo, pois tem algum elemento que multiplicado por x da
a identidade. Analogamente, tendo que B é um corpo, basta usar f~!, para

mostrar que A é um corpo.
O

Teorema 10. (Teorema do Isomorfismo) Seja f : A — B um homomor-
fismo de anéis. Entao, 1 : — Im(f), com(a) = f(a) € um isomor-
fismo de anéis.

_A
Ker(f)

Demonstracao. Sabemos que Im(f) é subanel de B, em particular Im(f) é
um anel com as operacoes de B. Para demonstrar o teorema, precisamos
mostrar que o ¥ estd bem definida. Isto é, vamos tomar dois representantes
da mesma classe, e mostrar que eles tem a mesma imagem. Tome entao

a=>b=a—bec Ker(f) = 0p = fla—1b) = f(a) — f(b)

= (@) — 9 (b) = ¥(a) = ¢(b)
portanto, 1 estd bem definida. Podemos verificar que @ é um homomor-
fismo,sabendo que f é homomorfismo, temos

U(a+b) =p(a+b) = fla+b)v(a+b) = fla)+ f(b) = (@) +¥(b).

de forma analoga

Y(@-b) =v(a-b) = fla-b) = f(a)- f(b) = (@) - (b).

Para verificar que 1 é sobrejetiva, basta tomar y € Im(f), logo y = f(z),
para algum z € A, como = € A/ker(f), entdao ¢¥(z) = f(z) =y, onde ¢ é
sobrejetora.

Por ultimo, vamos mostrar que v é injetiva. Para isso, vamos tomar
Y(a) = 1(b) verificar que @ = b. Tomando entdo 1 (a) = 1(b), temos

(@) =(b) = f(a) = f(b) = fla—b) =0=a—b <€ Ker(f) =a=b.

]

O teorema do isomorfismo nos diz que sempre que f : A — B for um
homomorfismo de anéis, vale A/ker(f) = Im(f). Em particular, se f é
sobrejetiva, entdao A/ Ker(f) = B.
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5.7

Espacos Vetoriais

Definigao 48. (Espaco vetorial) Um conjunto V ndo vazio é um espaco ve-
torial sobre (um corpo) K se seus elementos, denominados vetores, estiverem
definidos as sequintes operacoes:

1.

9.
10.

Cada par u,v de vetores de V corresponde a um vetor u +v € V,
chamado soma de u e v. (Fechamento da soma);

ut+v=v+u,VuveV (Comutatividade da soma);

(u+v)+w=ulv+w),Yuv,weV (Associatividade da soma);

. existe em V um vetor, denominado vetor nulo e denotado por 0 tal que

0+v=v+0=uv,Yv eV (Existéncia de elemento neutro da soma);

A cada vetor v € V existe um vetor —v inV, tal que v+ (—v) = 0
(Inverso aditivo);

A cada o € K ev € V, corresponde a um vetor av € V denotado
produto por escalar (Fechamento do produto);

(af)v =a(fv),V o, € K eV v eV (Associatividade do produto);
lv =v,V v €V (Elemento neutro do produto);

a(v+u) =av+au,V a € K,V u,v € V. (Distributividade do escalar);
(a+ B)v=av+ v,V «a,B € K,V v eV (Distributividade do vetor).

Em um espaco vetorial V' sobre um corpo K ¢ comum que seja escrito
k-espaco vetorial.

Exemplo 39. O conjunto de polindomios

P(K)=A{p(x) =ax"+- - 4+ a1z +ap; a; € K en>0}

€ um espaco vetorial sobre o corpo K, com as operacoes usuais de soma de
polinémios e multiplicacao por escalar.

Definicao 49. Seja V um espacgo vetorial sobre K

1.

Um vetor v € V € a combinacao linear dos vetores vy,..,v, € V se
existir ay, ..., o, € K tais que v =" . | a;v;;
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2. Seja B um subconjunto de V.3 é dito conjunto gerador de V se todo
elemento de V' for uma combinacao linear de um ndmero finito de ele-
mentos de 3.

Definigao 50. Dizemos que um K —espaco vetorial e A = {vy,...,v,} CV, A
¢ linearmente independente (ou simplesmente LI) se > "  o;v; = 0, com
a; € K s6 admite a solugdo o; = 0 para todo i = {1,...,n}. Caso contrdrio,
A ¢ dito linearmente dependente (LD).

Considere f C V, onde V é um espaco vetorial Quando todos os vetores de
V' s@o combinacoes lineares dos vetores de (3, e além disso, S for linearmente
independente, entao dizemos que 3 é base de V.

Exemplo 40. O conjunto {(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,..., 1)} € uma base
de K™ sobre K. Esta base € chamada de base candnica de K.

Exemplo 41. O conjunto B = {cos*x, sen’z, —1} ¢ linearmente dependente,
pois
a-(cos’r) + B - (sen’r) + A (-1)=0=>a=8=A=1.

Observacao 22. Seja K C L uma extensao de corpos, L pode ser visto como
um espago vetorial sobre K. Com efeito, as operagoes

+:LxL—1L

(u,v) — u+wv

- LxK—1L
(u, \) — v

ja estao naturalmente definidas em L, e pode-se verificar que as condicoes de
espaco vetorial sao satisfeitas.

Definigao 51. (Subespaco vetorial) Seja V' um espaco vetorial sobre um
corpo K. Um subconjunto W de V' é dito subespaco vetorial de V se W
restrito as operagoes de V' torne este conjunto um K—espago vetorial.

Exemplo 42. Seja V' um K-espaco vetorial, e seja v € V. O conjunto
K -v=A{av;a € K} é um subespago vetorial de V.
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5.8 Extensao de Corpos

Sabemos que Q e R sdo corpos. Neste capitulo, vamos alguns tipos de
conjunto X que satisfazem as seguintes condi¢oes Q C X C R. A verdade é
que existe e vamos construir esse tipo de conjunto.

Exemplo 43. Pode-se verificar que o conjunto Q[/p| = {a+b\/p;a,b € Q}
munido das operacoes usuais de soma e produto € um corpo para qualquer p
primo.

Definicao 52. Seja K um corpo L € dito uma extensao de K se K C L.
Exemplo 44. No exemplo acima vale as inclusoes Q C Q[,/p] C R.

Exemplo 45. Sabemos que vale as inclusjes Q C Q[v2] € R C C, logo
Q[ﬂ] € uma extensao de Q,R é uma extensao em ambos e por fim, C é uma
extensao de cada um dos trés.

Definicao 53. Seja K um corpo e K C L, dizemos que o € L é algébrico
sobre K se existir f(x) € K[z], tal que f(a) = 0.

Exemplo 46. Seja L =R, K = Q e a = v/2 € R € algébrico sobre Q, pois
existe f(x) € Q[z] tal que f(v/2) =0, basta tomar f(x) = x% — 2.

Observacao 23. Caso contrdrio, « € L € dito transcendente sobre K. Um
exemplo € o numero real T que € transcendente sobre Q.

Definicao 54. Seja K C L uma extensao de corpos. L é dito uma extensao
algébrica de K ae todo elemento de L é algébrico sobre K

Exemplo 47. Q[v/2] ¢ uma extensio algébrica sobre Q, tome
p(z) = 2° — 2bx + (b* — 2a?)
temos que qualquer elemento do conjunto Q[v/2] € raiz do polinomio p € Q[x].

Observacao 24. K C K ¢ uma extensao algébrica sobre K, pois dado [ €
K, existe um polinomio f € K|x] tal que B € raiz. Basta tomar f(x) = x—p.

Definicao 55. Dizemos que um corpo K € algebricamente fechado quando
todo polinémio de grau maior do que ou igual a 1 em Klx| admite pelo menos
uma raiz em K
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Sejam K C L uma extensao de corpos, o € L. Definimos o conjunto

Kla] = {f(e); f(z) € K[X]}
é facil de ver que K|a] ¢ um dominio de integridade que contém K.

Exemplo 48. Temos que Q C R € uma extensio de corpos. Dado /2 €
R, podemos mostrar que Q[v2] = {a + bv/2,a,b € Q). Com efeito, por
definicio Q[V2] = {f(v/2; f(z) € Q)}. Por outro lado, se f(x) € Q[z] entio
o algoritmo da divisdo nos diz que existem unicos q(x),r(x) € Q[z], tais
que f(z) = q(x) - (2% — 2) + r(x), onde r(x) = a + bx com a,b € Q, logo

f(V2) = a+bV2.

Proposicao 39. Sejam K C L uma extensao de corpos, a« € L e 1 :
Klx] — L, definido por o(f(z)) = f(a). Entao, ¥ é um homomorfismo

tal que:
(i) Im(¢) = kla], K C Klo] C L;
(ii) « € transcendente sobre K se, e somente se, ker(y) = {0}

(11i) Se a é algébrico sobre K e p(x) = irr(a, K) entao ker(y) = (p(z)) €
ideal mazimal de k[z];

. Klz] ~u
(iv) o = K|a].

Corolario 14. Se a € L € algébrico sobre K entao K|a] é corpo.

Corolario 15. Se a € L € transcendente sobre K entao K[a] é dominio de
integridade.

Proposigao 40. Seja K C L uma extensao de corpos, e ainL algébrico sobre
k. Se o grau do polinéomio irr(«, K) é n, entao para todo f € K|x], f(«) pode
ser expresso de modo unico na forma f(a) =ag+a;-a+-+ ap_1- a7
de ag,aq,...,a,_1 € K.

J

Demonstracao. Seja p(x) = irr(«, K), sabemos que d(p) = n. Se f € K[z], 0
algoritmo da divisdo nos garante que existem e sao tnicos ¢(x),r(x) € Klz],
tais que f(x) = ¢q(x) - p(z) + r(x), onde A(r) = 0 ou I(r) < I(p), assim
r(z) =ap+ a1x + -+ a,_12" 1, onde ag, ay, ...,a, € K. Temos entao que

fla) = q(@) - p(@) +r(a) = r(a)
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o que nos diz que f(a) = ag + aya + -+ + a, "L, Queremos mostrar
também que f(a) é Gnico. Suponha entao f(a) = ag+aja+---+a, 1" =
bo + by + -+ + b, onde a;,b; € K com i € {1,...,n}, segue que o
polinomio h € K|x], onde h(z) = (ag—bo)+(a1—by)-z+- - -+(a,_1—b,_1)-z"*
¢ que

h(a) = (ao — bg) + (a1 — bl) e SRR o (an—l - bn—l) . Oén_l
= (ap+ara+ -+ ap_10" ) — (b + bya+ - + b1 Y)
= f(a) = fla) =0
note que d(h) < n dai podemos afirmar que h(z) = 0, ja que 0 d(irr(a, K)) =
n, entdo nao pode haver nenhum outro polinomio, (com excegao do polinémio
nulo) que tenha grau menor que n e « seja raiz. Por isso, h(x) = 0. Portanto,

a; = b;, para todo i € {1,....,n}.
O

Definicao 56. Uma extensao de corpos K C L diz-se finita se [L : K| =n
para algum n € N. Caso contrdrio K C L diz-se uma extensao finita.

Proposicao 41. Seja K C L uma extensao de corpos entao.

1. Se K C L € finita entao K C L é uma extensao algébrica.

2. Se a € L ¢ algébrico sobre K e O(irr(a, K)) = n o conjunto B =
{1,a,...,a™ '} € uma base do espaco vetorial K|a] sobre o corpo K e
[kla] : K] =n.

3. Se a € L € algébrico sobre K entio K C K[a] é uma extensdo finita.
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