PROGRAMA DE INICIACAO CIENTIFICA VOLUNTARIA - PICVOL

Propriedade Exata do Produto Tensorial

Relatorio Final

Periodo da Bolsa: de Marco de 2023 a Julho de 2024

Itabaiana-SE
2024



Emilly Bezerra de Oliveira

Propriedade Exata do Produto Tensorial

Universidade Federal de Sergipe
Departamento de Matemaética

Orientador: Prof. Me. Samuel Brito Silva

Itabaiana-SE
2024



Sumario

1 Introducao

2 Atividades Realizadas
3 Outras Atividades

4 Metodologia

5 A-Mobdulos e A-Submddulos
5.1 Operagoes com Submédulos . . . . . . .. ... ... ...
5.2 (A/I)-Médulo . . . ..o
5.3 A-Moédulo Quociente . . . . .. ...
5.4 Homomorfismos de A-Médulos . . . . . . . ... .. ... ...
5.5 A-Moédulo Finitamente Gerado . . . . . . . . . . ... ... ..

6 Produto Tensorial
6.1 Restricoes e Extensao por Escalares . . . . . . . .. ... ...
6.2 Sequeéncias Exatas. . . . .. ...

6.3 Lema da Serpente . . . . . . . ... ... ... ... ... ..
7 Propriedade Exata do Produto Tensorial

8 Referéncias

11
11
12
22

30
42
44
51

56

67



1 Introducao

A Algebra Comutativa é a subarea da algebra que estuda, entre outras
coisas, anéis comutativos, seus ideais e médulos sobre esses anéis. O conceito
de modulo, que é muito importante nesta area, pode ser visto como uma
espécie de generalizacao do conceito de Espaco Vetorial, visto em Algebra
Linear. Bastando para isso considerar o conjunto de escalares como sendo
um anel (ao invés de um corpo). Entretanto, com essa substitui¢do alguns
resultados antes validos em algebra linear, deixam de ser verdadeiros, por
exemplo: todo subconjunto linearmente independente de um modulo livre
possa ser ampliado a uma base.

O objetivo principal deste trabalho foi estudar uma importante cons-
trucao da teoria de médulos: o produto tensorial. Essa construcao é am-
plamente utilizada em outras subareas como topologia algébrica e dlgebra
homoldgica. Ademais, no contexto dessas subareas, abordamos outros con-
ceitos relevantes, tais como Sequéncias Exatas, e o famoso Lema da Serpente,
que é uma ferramenta essencial na construcao de sequéncias longas exatas.

Por fim, mostraremos o resultado que integra todos os conceitos discu-
tidos anteriormente, que denominamos de Propriedade Exata do Produto
Tensorial. Esta propriedade analisa a tensorizacao de sequéncias exatas e a

preservacao de sua exatidao.



2 Atividades Realizadas

De marco a julho de 2023 fora realizado a revisao da literatura. Nesse
periodo destacamos o estudo de A-mdédulos, que foi a primeira etapa da
pesquisa.

De agosto a outubro de 2023 iniciou-se a segunda etapa do projeto, o
estudo do Produto Tensorial.

De novembro de 2023 a julho de 2024 voltamos aos estudos sobre Produto
Tensorial, estendendo-o a Sequéncias Exatas, Lema da serpente, Propriedade

Exata do Produto Tensorial, e por fim a escrita de todo o material.



3 Outras Atividades

Foi feito um estudo sobre o software Latex, levando ao desenvolvimento
e aperfeicoamento das habilidades no manuseio de tal programa.

Fora cursado, de 15 de janeiro a 30 de fevereiro de 2024 a disciplina a
nivel de mestrado Algebra Linear, na modalidade de curso de verao. O curso
foi ofertado pela XIII Escola de Verao em Matematica.

Além disso, foram realizados dois seminarios voltados ao tema do traba-

lho.



4 Metodologia

A metodologia adotada para a execucao desse projeto de pesquisa con-
sistiu em encontros semanais, com as seguintes atividades realizadas: estudo
direcionado, apresentacoes de seminarios, selecao e leitura de referéncias bi-

bliogréficas, além de discussoes sobre a manipulacao do software Latex.



5 A-Modulos e A-Submoddulos

Neste capitulo, serao explorados conceitos e resultados fundamentais sobre A-
modulos, os quais desempenharao um papel importante no desenvolvimento

do nosso trabalho.

Definicao 1 Seja A um anel. Um grupo abeliano aditivo (M, +) dotado da

multiplicacao escalar:

AxM — M
(a,m) +— am

¢ dito um A-mddulo se Vai,as € A e Ymq, mo € M:

1. Im; =my

2. (ajaz)my = aj(agmy)

3. (a1 + ag)my = aymy + agmy
4. a1(my +mso) = aymy + ayms

Exemplo 1 Seja V' um K-espago vetorial. Na definicao de A-Mdoddulo, po-
demos substituir o anel A pelo corpo K, e o grupo M por V. Dessa forma,

temos que um K-espaco vetorial é um A-Modulo.

Exemplo 2 Seja A um grupo aditivo et € Z? , o conjunto A" = {(a1, as, ..., a;) :

a; € A} com a soma definida:

i ’

(a17a27~"aat>+(a17a27'-'7a;) :(a1+al17a2+a,27"'7at+a;)
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e a multiplicagao por escalar:

alay,ag, ..., a;) = (aay, aaq, . .., aa;)

é um A-Mdédulo.

Exemplo 3 Sejam K um corpo, V um espaco vetorial e T : V. — V um
operador linear. Dado um polinomio p(X) € K[X] da forma p(z) = ap+a1z+
..+a,x™, indicamos por p(T') o operador linear p(T) = agl+a,T+. . .4+a,T",

onde I € o operador identidade em Ve TF =T oTo---oT. Entdo V é um
—_—

k—vezes
K[X]-mddulo em rela¢ao a adigio usual de V e a multiplica¢ao por escalar

dada por p(X)-v = p(T)(v).

Exemplo 4 Todo grupo abeliano G pode ser considerado como um mddulo
sobre o anel dos inteiros Z.. De fato, basta considerar, para todon € Z e todo

a € G, a sequinte multiplicacao por escalar:

a+...+a se n>0
—_——

n-a= 0 se n=0
(—a)+...4+(—a) se n<0

N~
\ —n—vezes

Definigao 2 Seja A um anel e M um A-Mddulo. Um subgrupo N de M é

um A-Submddulo de M se a propriedade abaizo € satisfeita.

an € NNNaeAeneN

Exemplo 5 Seja M um A-mddulo. N = {0} e N =M sao A-submddulos,

chamados submaodulos triviais de M .



Definigao 3 Seja M um A-mddulo. Dizemos que {x;}icr, com x; € M, gera

M se todo elemento x € M pode ser escrito na forma

xTr = E a;T;

i

com a; € A.

Exemplo 6 Seja G = M um A-mddulo gerado por mq,...,my e I C A

ideal.

¢
IM ={> am;:a; €I}
i=1
¢ subgrupo de M. De fato, sejam m,m € IM

t

¢
!/ /
m+m = g aimﬁ—g a;m;
i=1

i=1
t

= Y am,

i=1
t

comb; € 1

E, para qualquer m € IM,

pois —a; € I para todo 1< 1 < t.
IM é um a-submaodulo de M.
De fato, IM ¢ subgrupo de M e sejam a € A e m € I[M temos que



~+

am = a a;m;

=1
= E aa;mn;
=1

como I € ideal de A, aa; € I, logo am € I M.

o

5.1 Operacoes com Submoddulos

Proposicao 1 (Soma de submddulos) Sejam M um A-mddulo e My, My, . .., M,
A-submddulos de M. O conjunto

t t
=1 =1

é um A-submddulo de M.

t
Demonstracao. Temos que Z M; é subgrupo de M. Sejam m = m; +

=1

t
...—i—mtEZMieaeA. Dai,

i=1
am = a(my+...+my)
= (amy+ ...+ amy)
t
como M; é A-submoédulo, am € M; Vi = 1,...,t. Logo, am € ZM’
i=1

t
Portanto, Y  M; é A-submédulo de M.

i=1
Proposicao 2 (Intersecao de submddulo) Sejam M um A-mddulo e My, ..., M,
sendo A-submddulos de M. Entao My N ...N M; é um A-submddulos de M.



Demonstracao. Sabemos que a intersecao de subgrupos é um subgrupo.
Nos resta mostrar que, dado m € My N...NM; e a € A, temos am €
M;N...N M,;. Note que am € M;, para todo ¢ = 1,...,t, pois os Mi's Sao0
A-submédulo de M. Logo, am € My N...NM;, concluindo que M;N...N M,
é A-submédulo de M.

Definigao 4 Sejam M um A-mddulo, N e P quaisquer A-submddulos de
M. Definimos (N : P) como sendo o conjunto de todos os a € A tais que
aP C N. Em particular, (0 : M) é o conjunto de todos os a € A tal que

aM = 0. FEste conjunto é chamado de anulador de M e é denotado por

Ann(M).

Proposicao 3 Seja M um A-mddulo e considere os A-submddulos N e P
de M. Entio (N : P) é um ideal de A. Em particular Ann(M) é um ideal
de A.

Demonstracdo. Sejam a € Ae b,b € (N : P).

e Temos que (ab)P = a(bP), como bP C N, entao abp € N para todo
p € P. Como a(bP) € N, temos que ab € (N : P).

e Seja p € P, e note que
(b—b)p=bp—bpeN
assim, b —b € (N : P).

Portanto, (N : P) é ideal de A.

Em particular, se b,b" € Ann(M) temos (ab)M = a(bM) = a.0 = 0. E,
(b—0)Ym=bm—bm =>b0-b.0=0,Yme M, ouseja, Ann(M) é um
ideal de A.
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5.2 (A/I)-Médulo

Seja I C A ideal, podemos considerar M um (A/I)-médulo com o seguinte

produto por escalar:

(A/I)x M — M
(z,m) = Im
Essa funcao estd bem definida. De fato, sejam 77,73 € A/l e my,my € M

tais que 71 = T3 e m; = my. Logo, 1 — x5 = 0, assim,

(x1 —x2)mMy = (Tr —T2)m
= Tymy — Toamy
= Tymy — TaMmy

como (x1 — z2)my = 0my = 0, entdo Tymy = Tams.

Definicao 5 Um A-mddulo € fiel se Ann(M) = 0. Note que se Ann(M) =1
entao, M € fiel como um (A/I)-mddulo.

5.3 A-Modbdulo Quociente

Sejam M um A-médulo e N um A-submédulo de M. Como (M, +) é grupo
abeliano (N, +) é subgrupo normal, logo faz sentido considerar o grupo quo-
ciente (M /N, +), isto é, o conjunto M/N ={m+N:me M} ={m:m €

M}, das classes laterais de N em M munido da adicao

4 (M/N)x (M/N) —  M/N
(m_lam_Q) = My + M

(M/N,+) com a multiplicagao escalar :

11



Ax (M/N) — MJ/N
(a,m) > am = am
é um A-médulo, chamado A-mdédulo quociente.
Vamos mostrar que as operagoes acima estao bem definidas, ou seja,
independe da escolha do representante da classe. De fato, como (M /N, +) é
grupo a operagao de soma jd estd bem definida. Por outro lado, sejam (a, m),

(a’,m/) € A x M tais que a = a’ e m = m’. Logo, m —m’ € N. Dessa forma

a(m—m')eN

am —am’' € N

Logo,

am —am' =0=am =am/ =am’ =adm' =am' = am = a'm’.

5.4 Homomorfismos de A-Moddulos

Definicao 6 Sejam M e M’ dois A-mddulos, uma aplicacio f: M — M €

um homomorfismo de A-modulo se
1. f(m1 + mg) = f(ml) + f(mg); VYmq,my € M.
2. f(am)=af(m); Ym € M e Va € A.

Por simplicidade podemos chamar f de A-linear ou operador linear.
Se f for A-linear bijetivo entao f é isomorfismo de A-médulos. Neste caso,

. / ~ . ~ /
diremos que M e M sao isomorfos e usaremos a notacao M ~ M .

12



Exemplo 7 Sejam A-mddulos M e N.

f: M — N
m — 0

¢ homomorfismo de A-mddulos.
Exemplo 8 Seja M um A-mdédulo
g: M — M

m = m

¢ homomorfismo de A-mddulos.

Exemplo 9 Sejam M um A-mddulo e A anel. Se A' = {(a1,...,a;) : a; €

A}, entao
h: At — M
t
(al? s 7at) = Zaimi
i=1
¢ um homomorfismo. De fato, sejam (aq,...,a;), (a},...,a,) € A" e
ae€ A
i. h((ar,...,a) +(df, ... a}) = h(ay +dl, ... a + a})
t
= Z(ai + a;)m;
i=1
t
= Zaimi + a;m;



it. h(a(ay,...,a;)) = h(aay,...,aa;)

Definicao 7 Seja f : M — N um homomorfismo de A-mddulo o nicleo

e a tmagem de f sao, respectivamente, os conjuntos Ker(f) = {m € M :

f(m) =0} e Im(f) = {f(m):m e M}.

Exemplo 10 Sejam M um A-mdédulo e N um A-submddulo de M. A proje¢ao
canonica ™ : M — M/N definida por m(m) =m é A-linear, sobrejetora com
nucleo igqual a N.

De fato, m é A-linear pois, sejam mq,my € M e a € A.

7r(m1+m2):(m1+m2):W1+m_2:7r(m1)+7T(m2)

Além disso, m € sobrejetiva pois, para todo m € M/N eziste m € M tal
que m(m) = m.

Agora observe que

ker(m)={m e M :m(m) =0} ={me M | m=0}

14



Assim, m € Ker(m) & m € N, ou seja, Ker(m) = N.

Proposicao 4 Seja f : M — N um homomorfismo de A-mddulos. Entao
Ker(f) e Im(f) sio A-submddulos de M e N, respectivamente. E, se W
¢ um A-submddulo de N, entio f*(W) = {m € M : f(m) € W} é A-
submddulo de M.

Demonstragao. Segue que Ker(f) e f~1(WW) sao subgrupos de M e I'm(f)
é subgrupo de N.
Ker(f): Sejam a € Aem € Ker(f).

flam) =af(m)=a-0=0.

isto é, am € Ker(f). Logo, Ker(f) é A-submdédulo de M.
Im(f): Sejam a € Aen e Im(f), logo existe m € M tal que f(m) = n.
Dai,

an = af(m) = f(am) = f(m)
com m' € M. Logo an € Im(f), concluindo que Im(f) é A-submddulo
de N.
7Y W) : Sejam a € Aem € f~HW), logo f(m) € W. Dessa forma,
como W é A-médulo af(m) € W e af(m) = f(am), f(am) € W. Assim,
am € f~1(W) induzindo que f~1(W) é A-submédulo de M.

15



Observagao 1 Seja f : M — N um homomorfismo de A-médulos. Uma
vez que Im(f) é A-submddulo de N faz sentido considerar N/Im(f), tal

A-mddulo é chamado co-nicleo de f e serd denotado por Coker(f).

O conjunto de todos os homomorfismos de A-moédulos de M em N, é
também um A-mddulo, munido com a soma e produto por escalar, respecti-

vamente

(f+9)(@) = f(z) +g(x)
a(f(z)) = f(ax)
Vre Meac A Onde f,g: M — N sao homomorfismos. Denotaremos
este A-médulo por Hom (M, N).
Sejam u : M’ — M e v : N — N’ dois homomorfismo de A-médulos,

entao eles determinam as seguintes aplicagoes:

w: Homua(M,N) — Homu(M' N)
f = u(f)=fou
v: Homuy(M,N) — Homa(M,N’)
f = U(f)=vof
que sao homomorfismos de A-médulos por ser composi¢ao de homomor-

fismos.

Lema 1 Sejam f € Homa(M,M'). e N C Ker(f). Entdo existe um unico
homomorfismo de A-mddulos f : M/N «— M’ tal que f = fom definido por
f(m) = f(m).

16



Demonstracao. Seja f : M — M’ A-linear tal que N C Ker(f). Defina

a funcao

f: M/N — M
m o~ f(m) = f(m)
Mostraremos que f estd bem definida, é homomorfismo e que f = f o .

Sejam my e mg € M/N tais que m; = my. Dessa forma

m_l—m_gzﬁ(:)ml—mgzﬁﬁml—mgej\f

como N C Ker(f) segue que my —mgy € Ker(f). Logo, f(my—may) =0,

e como f é A-Linear

0= f(my—ma) = f(m1) — f(ma) = f(m1) = f(ma).
Isto é, dados 7y e Ty € M/N com Ty = my mostramos que f(7;) =
f(m3), portanto f estd bem definida.
Observe agora que dados my,my € (M/N)ea € A

o flamm) = f(@m) = f(ami) = af(m1) = af ().

Assim, f é homomorfismo.
Quanto a unicidade, agora suponha que exite g : M/N — M’ tal que

gom = f. Sendo 7 sobrejetora exite uma inversa a direita. Assim,

gon=f=for=gomor '=foron '=g=Ff

17



Portanto, f é unico.

Teorema 1 (Teorema do Isomorfismo de A-mddulos) Sejam M, M’
dois A-maodulos e N um A-submddulo de M. Seja f: M — M’ A-linear tal

que Ker(f) = N. Entao M/N ~ Im(f). Em particular, se f é sobrejetora
M/N ~ M.

Demonstracao. Considere

g: M/N — Im(f)
m = f(m)
Pelo Lema anterior, g estd bem definida e é homomorfismo. Note que g
é sobrejetiva, pois é o mesmo homomorfismo f do lema com contra-dominio

restrito a sua imagem. Dessa forma, para concluirmos o Teorema basta

mostrar que g é injetiva.

Sejam @ e b € M/N tal que f(@) = f(b) segue que
f(@ = f) = fla) = f(b) = fla) = f()) =0 = fla—b) =0
pois f é homomorfismo. E,

fla=b)=0=(a—0b) e Ker(f)=N=(a—b) €N

Logo,

como queriamos.

18



Exemplo 11 Sejam A um anel e My, ..., My um conjunto finito de A-
modulos. Podemos induzir, de forma natural, uma estrutura de A-modulos
para o conjunto My x...x My = {(mq,...,my) | m; € M;;¥Vi=1,...,t}. Seja
N; submdédulo de M; parai =1,...,t. Entao (Myx...xM;)/(NyX...XNy) ~
(Mi/Ny) X ... X (M/Ny).

Demonstracao. Considere a funcao

o My x...x M, — (M/Ny)x...x(M/N)

(my,...,my) +> (mq,...,my)

Note que f é homomorfismo sobrejetor e o nticleo de f é Ny x ... x N;.
De fato, tome (my,...,my) e (m,...,m;) € My x ... x M; e a € A, entao
f(ma,...,me) + (mh,...,m})) = f(my+mi,...,mg+my)
= (mq +ml,...,my +mj)
= (m+mi,... i+ m))
= (M., m) + (mj,....m)

= f(my,....my) + f(m},...,m})

fla(my,...,my)) = flamy,...,amy)
= (amy, ... am)
= a(m,...,m)
= af(my,...,m)

Logo, f é homomorfismo.
Seja (my,...,my;) € Ny x ... x N;. Entao (my,...,m;) = (0,...,0),

assim Ny X ... x N, C Ker(f). Por outro lado, se (mq,...,m;) € Ker(f),

19



teremos que f((mq,...,m;)) = (0,...,0). Entao (my,...,m;) = (0,...,0),
logo m; € N; para 1 < i < t. Isto é, Ker(f) C Ny x ... x N;. Dessa forma
Ker(f) =Ny x ... x Ny.

Além disso, f é sobrejetiva, pois seja (mq,...,my) € (Mi/Ny) x ... X
(M;/Ny) existe (mq,...,my) € My x ... x M, tal que f((mq,...,my)) =
(ma,...,my).

Portanto, pelo Teorema do Isomorfismo de A-médulos (M X. .. x M) /( Ny x

o X Ny) > (M /Ny) X oo X (M) Ny).

Proposicao 5 Sejam M um A-mddulo e N C M um A-submddulo. Eziste
uma correspondéncia bijetiva entre os A-submddulos de M /N e os A-submddulos

de M que contém N.

Demonstragao. Seja m : M — M/N, mostramos que 7 é homomorfismo
sobrejetivo com nicleo N. Dado W um submddulo de M, entao w(W) é
um submédulo de M/N. Por outro lado, seja S submdédulo de M /N, defina
W = 77 1(S) (submédulo de M). Note que N C W. De fato, como S é
submédulo de M/N, segue que 0 € S. Sabemos que Vn € N, n(n) =7n = 0.
Logo, Vn € N,n € m1(S) = W.

Proposicao 6 Seja M um A-maodulo.
1. Se N C M C L sao A-mdédulos, entao (L/N)/(M/N) ~ (L/M).

2. Se My e My sao A-submddulos de M, entao (My+My) /My ~ My /(M;N
M,).

Demonstracao. 1. Defina

20



f: L/N — L/M
A S 7
f estd bem definida, pois N C M e é homomorfismo. De fato, sejam

@b eL/Nece A

2

i. f@+b) = flatb) = atb = @+b = f@)+f0)
it.  f(ca') = f(ea') = e = <@ = cf (@)

=2

Além disso, Ker(f) = M/N. De fato, seja ' € Ker(f), f(z') = 0
teremos que x € M. Como f é homomorfismo f (61) =0, assim 7! =0
logo x € N implicando que T' € M/N. Por outro lado, se 72 € M/N, entao
x € Mlogo T =0 em L/M. Dai, f(z') =0°, portanto, Z° € Ker(f).

Note que f é sobrejetiva, pois seja 7> € L/M, por N C M, existe 7"
em L/N tal que f(T') = T2 Portanto, pelo Teorema do Isomorfismo de
A-médulos (L/N)/(M/N) ~ (L/M).

2. E facil ver que M7 € My 4+ My e My C My 4+ M,. Seja f definida a

seguir

fZ M2 — (M1+M2)/M1

me > meo

Dados mq, mi, € My e a € A, entao
2

flme+mh) = mo+mh = ma+m/y = f(my)+ f(m))

f(am2) = mg = CLmQ = CLf(WQ)

21



logo f é homomorfismo de A-mddulos. Note também que dado m =

my + mo € My 4+ M, teremos que my = m — my € My e que

fm—my) = m—my
como m; = 0 teremos

flm—my)=m

assim, f é sobrejetiva. Além disso

Ker(f) = {mg€ My: f(my) =0}
=  {my € My :my =0}
= {my € My:my € My}
= M, N M,
Portanto, pelo Teorema do Isomorfismo (M + My) /My ~ My /(M0 Ms).

5.5 A-Moddulo Finitamente Gerado

Seja M um A-médulo, M é dito finitamente gerado se existem finitos

my, Ma,...,my € M tais que

t
M:Aml—i—...—i—Amt:{Zajmj:ajEA}

=1
Os elementos mq, mao, ..., m; sao chamados de geradores de M. Se M é

gerado por um unico elemento diremos que M ¢ ciclico.

22



Exemplo 12 Seja A um anel. Sobre o grupo abeliano (A,+), defina uma

multiplicacao escalar por

AxA — A
(a,b) +— ab

Com essa multiplicacao A é A-médulo ciclico, gerado por 1, e os ideais
de A sdao A-submédulos. De maneira geral A* é um A-mddulo finitamente
gerado.

De fato, o conjunto {ey, e, ..., e}, onde e; = (0,0,...,0,1,0,...,0) ele-
mento de A’ onde a i-ésima coordenada é 1 e as demais sao zero geram A,
pois dado (ay,...,a;) € A" teremos

(ay,a9,...,a;) = a1(1,0,...,0)4+az(0,1,0,...,0)+...4+a(0,0,...,1) =
t
Zaiei.
i=1

Proposicao 7 Seja M um A-mddulo. Entao M € finitamente gerado se, e
sd se, existe N A-submddulo de A*, com t € Z, tal que A'/N € isomorfo a

M.

Demonstragao. Seja M um A-mdédulo finitamente gerado e {my, ma, ..., m;}

geradores de M

o: Al — M
t

(a1,as,...,a;) +— alml—i—...—I—atmt:E a;m;
i=1

¢ é homomorfismo. Temos que ¢ é sobrejetivo, pois para cada m € M

temos que m = aymy + ... + aymy = P(aq, ..., a;). Logo, pelo Teorema do
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isomorfismo A'/Ker(¢) ~ M. Como Ker(¢) = N é A-submddulo de A’
concluimos o que queriamos.

Por outro lado, seja ¢ : A*/N — M um isomorfismo com N A-submddulo
N de A*'. Considere a projegao canonica 7 : A* — A'/N. Entao f = o :
At — M & sobrejetiva.

Dessa forma, dado m € M existe (aq,...,a;) € A" tal que

t
m = f(ai,...,a;) = f(zaimi)
i=1
como f é homomorfismo

t

m = Z flae;) = Z flai)f(e:)

i=1
ou seja, f(e1),..., f(e;) sdo geradores de M, portanto, M é finitamente

gerado.
Seja M um A-médulo. Como nos Espacos Vetoriais, dizemos que os

elementos myq,...,m; de M sao A-linearmente independentes sempre
t

que E a;m; = 0, com a; € A, tivermos que a; = 0, Vj = 1,...,t. Neste
i=1
caso, usaremos a notacao A-li. Caso contrario diremos que my, ..., m; Sao

A-linearmente dependentes. Neste caso, usaremos a notacao A-ld.

Definicao 8 Um A-mddulo finitamente gerado M é dito livre se ele admite
um conjunto finito de geradores my, ..., m; que sao A-li. Neste caso, diremos

que mq, ..., my € uma base para M e M = Amy + ...+ Am,.

Exemplo 13 Note que (Z,,+) ndo € livre como Z-mddulo. Na verdade é
possivel verificar que qualquer subconjunto de Z,, € ld. Considere, por exem-

plo, Zg considere o subconjunto {2,5}. Se a2 + b5 = 0 considere a = 30
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e b = 30. De forma geral, podemos considerar os coeficientes sendo um

maultiplo comum entre os elementos do conjunto de geradores e n.

Observacao 2 Sejam M um A-mddulo livre em € M. Entdo existem unicos

ai,...,a; € A tais que

t
m = E a;m;
=1

onde {my,...,m;} € base de M.
t
De fato, suponhamos que existem al, ..., a; tais que m = E am;. Dessa
i=1
forma,

¢ ¢
m = E a;m; = E a.m
i=1 i=1
logo
¢

Z(ai —a,)m; =0

i=1
como M € livre temos que a; — a;, = 0 = a; = a,, para todo 1 < i <t.

Observagao 3 Note que se M é A-linear livre, de base {my,...,m;} € equi-
valente a M ~ A'. Da Proposicdao anterior sabemos que M ser finitamente ge-
rado € equivalente a dizer que existe A-submddulo N de A tal que A'/N ~ M.

Na demonstra¢iao da mesma proposicio N = Ker(h)
h: At — M

¢
(a1, a9,...,a;) Zaimi
=1

Note que , sendo M A-mddulo livre Ker(h) = {(0,0,...,0)}. De fato, se
(ay,...,a;) € Ker(h)
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h(ai,ag,...,a;) = 0

t
E a;my; =0
i=1

como my,...,my é A-li. Logo, a; =0Vi=1,2,...,t. Portanto, M ~ At

Observacao 4 Sabemos que em wum espaco vetorial, um vetor nao nulo
forma um conjunto li. No entanto, o mesmo nao € vdlido para A-mddulos.

Por exemplo, considere o conjunto 7. X Zy como Z-mdodulo. Temos que:

2.(0,1) = (0,0)

Dessa forma, o conjunto {(0,1)} € formado por um elemento nio nulo

de 7. X 7y, e nao € li.

Definicao 9 Seja M um A-mddulo. Dizemos que M € livre de torg¢ao

quando para todo m € M nao nulo tivermos que o conjunto m € [.i.
Exemplo 14 Espacos Vetoriais sao modulos livres de tor¢ao.

Observacao 5 Nem sempre um submodulo de um modulo livre é livre. Con-
sidere como exemplo o anel Zg dos inteiros modulo 6, que € um Zg-modulo
livre com base {1}. Note que N = {0,2,4} é um Zg-submddulo de Zg que nao
¢ livre. De fato, todo subconjunto unitario de N € linearmente dependente, é

fdacil ver que 3-n =0 para todon € N.

Proposicao 8 Seja M um A-mddulo. Entdo M € livre de torcao se, e so-

mente se, dados a € A e m € M tais que am = 0, entdo a =0 ou m = 0.
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Demonstracao. Sejam a € A,m € M tais que am = 0. Se m = 0 nao ha
nada que provar, se m # 0 como M ¢ livre de tor¢ao entao o conjunto m é
A-1.i. logo am = 0 implica que a = 0.

Reciprocamente, vamos supor verdadeira a propriedade se am = 0 entao
a =0 oum =0 para todo a € A, m € M. Entao para todo m € M, com
m # 0 vai-se verificar que se am = 0 teremos que a = 0 logo o conjunto m é

A-1.i. e portanto M é livre de torgao.

Observacao 6 Nem sempre um submaodulo de um moddulo finitamente ge-
rado € finitamente gerado. Por exemplo, considere o anel de polinomio M =
Rz, 29, ...], que é M-mddulo finitamente gerado por 1, mas N = (1,2, ...)

¢ M-submaodulo de M e nao ¢ finitamente gerado, pois nao € finito.

Proposicao 9 Sejam A um dominio de ideais principais e M um A-mddulo

finitamente gerado. Entao todo A-submaodulo de M € finitamente gerado.

Demonstracao. Seja M um A-moddulo finitamente gerado, logo existem
myq,...,my tais que M = Amq, ..., Am;. Seja N um A-submoddulo de M,
vamos mostrar que /N é finitamente gerado por indugao sobre t.

Se M for gerado por um elemento considere f: A — Am; = M definida
por f(a) = am;.

Note que, f é homomorfismo. Além disso, f é sobrejetiva pois, dado
m € M temos que m = am; para algum a € A, e f(a) = am; = m.

Seja I = ker(f), pelo Teorema do isomorfismo temos que A/I ~ M.
Logo exite W submédulo de A/I tal que W ~ N, pois se W é submddulo de
A/I, entao a imagem de W é isomorfa a um submédulo de M.

Pela Proposi¢ao 5 W = J/I com J ideal de A com I C J.
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Como A é dominio de ideias principais, J = (a), logo J/I também ¢ ideal
principal. Assim, N é gerado por um tnico elemento.

Suponha que o resultado seja valido para A-mdédulos gerados por uma
quantidade de elementos menores que t.

Defina M’ = Amgy,...,Amy e B = {b € A :bm; € N+ M'}, com
N C M = Am; + M’ submédulo de M.

Note que B é ideal de A, pois se b € B e a € A temos que (ab)m; =
a(bmy) = a(n+m') = an+am’ € N + M', pois NeM’' sao A-submédulo,

assim

(abymy e N+ M'=abe B

Como todo ideal de A é principal, B = (b) . E, como bm; € N + M’
existe n’ € N tal que bm; —n' € M'.
Afirmagao: N = An/ + (NN M').

Sejax € N,z =m' + agmy com ag € A e m' € M’'. Temos que

xr=m'+am = ami =x—m € N+ M = a9y € B = ay=ab

Dai, agmi = abmy —ang+ang = a(bmy —ng)+ang e, como bmy—ng € M’
temos que a(bmy; — ng) + ang € M’ + Ang = agm; € M’ + Ang. Assim,
x=m'+ agm; € Ang + M’.

Agora escreva x = ajng + m”’coma; € A e m” € M'. Segue que, m" =
r—ammg e N=m"e N=m" e (NNM') =z Any+ (NNM).

Por outro lado, seja x € Ang + (NN M') = = = anyg + k com k €
(NNM')=ang+ke N=xeN
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Como N = Ang+ (NN M') e M" é finitamente gerado por hipdtese de
inducao, logo (NN M’) também é finitamente gerado. Assim, Ang+ (NNM')
é finitamente gerado, consequentemente, N é finitamente gerado.

Sejam A um anel, M um A-moédulo e I um ideal de A. Como IM =
t

{Z a;m : a; € I} é um A-submddulo de M, entdo podemos considerar o
i=1
A-médulo quociente M /IM. Podemos também considerar o grupo quociente

(M/IM,+) munido da multiplicacao escalar:

(A/I) x (M/IM) — (M/IM)
(a,m) — am
Verifiquemos que esta multiplica¢do é bem definida e que, com ela, (M /IM)
é um (A/I)-médulo. Sejam aj,a € A/l com a7 = a e my,m € M/IM tal
que My = m, entdo my —m € IM e a; —a € I. Logo, a(m; —m) € IM e

(ay —a)m € IM, pois IM é A-médulo. Assim,

aj(m;y—m) = aymy —aym = aim; —a; =0
(ag —a)y)m = am—am = amy—am = 0
portanto, a;m, = a;m = am.

Proposicao 10 Seja N um subgrupo do grupo (M/IM, +). Entao o subgrupo
N é um A-submddulo de M/IM se, e somente se, N é um (A/I)-submddulo
de M/IM.

Demonstracao. Seja N um A-submédulo de M/IM. Tome m € N, e
ac€ A/l entao a-nm =an € N.
Reciprocamente, se N é um (A/I)-submédulo. Tome @ € N, e a € A,

entao an = an =a-n € N.
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6 Produto Tensorial

Neste capitulo, vamos desenvolver um A-mddulo especial, conhecido como
Produto Tensorial. Além disso, exploraremos definicoes e algumas proprie-

dades de Sequéncias Exatas, assim como sua aplicacao Lema da Serpente.

Defini¢ao 10 Sejam M, N e P trés A-modulos. A funcao f: M x N — P

¢ A-bilinear se Vm,m' € M; n,n’ € N e a € A satisfaz:
1. f(m+m',n) = f(m,n) + f(m',n)
2. fm,n+n') = f(m,n) + f(m,n')
3. flam,n) = f(m,an) = af(m,n)

Construiremos um A-modulo denotado por T, chamado de produto ten-
sortal de M e N, com a propriedade que a aplicacao A-bilinear M x N — P
esteja em correspondéncia com a aplicagao A-linear T — P, para todo A-

modulo P.

Teorema 2 Sejam M e N dois A-mddulos. Entao existe um A-modulo T
Junto com a aplicagao A-bilinear g : M x N — T tal que, dados quaisquer A-
modulos Pe f: MxN — P aplicacao A-bilinear, existe uma unica aplica¢ao
A-linear f': T — P com f = f'og. Além disso, se (T, g) e (T',¢") sao dois
pares que satisfazem essa propriedade, entao existe um unico isomorfismo

j:T =T tal que jog=4¢.

Demonstracao. Para que o produto tensorial funcione da maneira que

esperamos, que ele seja A-bilinear, ou seja, (u+ ') @ v = (u®v) + (v W),
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u®V+v)=(u®v)+ (u®v), (au) ®v=a(u®@v) e u® (av) = a(u @ v).
Construiremos da seguinte forma:
Seja C' o A-modulo livre cujos elementos sao combinagoes lineares de

elementos de M x N com coeficientes em A, isto é, sao expressoes da forma

n

Zai<xi>yi);ai €Az, € My; €N.
i=1

Seja um A-submédulo D de C gerado por todos os elementos de C' do
tipo:

(1)
(2)
(az,y) — a(z,y) (3)
(z,ay) — alz,y) (4)
Considere o A-médulo 7' = C'/D. Para cada elemento base (z,y) € C,

(C(]—i—xl,y) - (l’,y) - (ZL’,y
(x>y+yl) - (l’,y) - (

denote sua classe em T por x ® y. Uma vez que os elementos (1), (2), (3) e

(4) pertencem a D, note que

(@+a'y)—(z,y) — (@' ,y) €D = (z+2',y)—(z,y)—(2",y) —0€D
= (z+a,y) —(v,y) — (2,y) =0€ C/D
(z+a',y) — (z,y) — (a/,y) =0
(@+ay)=(z,y) + (2',y)
(z+2)@y=(z®y)+ (' ®y)

P4l

Analogamente, temos
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r@y+yY) = zyt+rey (6)
(ar)®@y = alr®y) (7)
r®(ay) = alz®y) (8)

Dessa forma, definindo

g: MxN — T
(z,y) — z®y
segue entao de 5, 6, 7 e 8 que g é aplicacao A-bilinear.
Agora, dado uma aplicacao A-bilinear qualquer f : M x N — P, ela é
estendivel por linearidade a um homomorfismo f : C — P, com f(z,y) =

f(z,y). Observe que

[+ y) = (vy) - (@y) = flle+2'y) = (2y) - (@y))
- f($+x/>y)_f(xay)_f($/ay)
= f(x,y)+f(33',y)—f(l‘,y)—f(x’,y)
= 0

Da mesma forma, segue que f se anula nos elementos 2, 3 e 4 de D, isto

é, D C Ker(f). Entao, pelo Lema 1 existe um tnico f': C/D — P como

no seguinte diagrama

talquefzf’ow#ﬂMxN:floﬂMxNﬁfzflog

Consequentemente (7', g) satisfazem as hip6teses do Teorema.
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Unicidade: Suponha que existam 7" A-médulo e ¢ : M x N — T’
aplicacao bilinear satisfazendo as hipéteses do Teorema. Tomando P =T e
f = ¢, existe tnica transformacao A-linear j' : T — T tal que g = j' o ¢/,

como sugere o diagrama.

Note que a fungao j : T'— T" é de forma que ¢ = jogea j :T' =T
satisfaz g = j' o ¢’. Dal,

(jloj)og=j'o(jog)=j0g =g

logo j'oj =1id:T — T. Portanto j' é isomorfismo.

Observacao 7 O A-mddulo T construido na proposicao anterior é chamado
de produto tensorial de M por N e serd denotado por M®4N. Ele € gerado
pelos elementos x @y comx € M ey € N, chamaremos um elemento deste
tipo de tensor elementar. Se (z;)icr € (y;)jes sdo familias de geradores
de M e N, respectivamente, entao os elementos x; ® y; geram M ®4 N. De

fato, seja (r@y) € M @ N
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(z®y) = (Z a;Ti @ Y;)

iel

= Z(aixi ® y;)

el

= D (am;i®)  dy))

iel jeJ

= Z Z(Gixi ® ajy;)

jeJ i€l

= Z Z @;a(z; ® yj)

jeJ iel

Se M e N sao finitamente gerados, entao M ®4 N também é.

Observacgao 8 A notacdo x®y pode gerar ambiguidade, a menos que especi-
fiquemos o produto tensorial ao qual pertence. Pode acontecer, por exemplo,
que nos submddulos de M’ e N’ de M e N, respectivamente, x ® y seja zero

em M ® N e nao seja nao nulo em M' @ N', comx € M' ey € N'.

Por exemplo, considere A = Z,M = Z,N = Zy ¢ M' = 27Z. Note que
201=2101=21®1)=1821)=(1®2)=(1®0) =0em M ® N,
mas 2 ® 1 é nao-nulo em M’ ® N.

Sabemos que se M e N sao A-modulos finitamente gerados, entao M @ N
também serd. Neste caso, 27 ® Zy = (2 ® 1), pois 2Z = (2) e Zy = (1).

Entao, (2 ® 1) # 0 pois 2Z ® Zs nao é o médulo zero. Para mostrar tal

afirmagao, defina a funcao

fIQZXZQ — Zg

(zy) = (%)
Note que f é A-bilinear, dados a € Z, x,2’ € 2Z e J,w € 7y
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+

o f(w,aj+ 1) = fl(zayFw) = (L4 = (252 = (%)
)

Entao, podemos aplicar o teorema

27 X Ly~ 27 ® Zs
o
Lo
Como f e g sdo sobrejetiva, f' também é. E Zy nao é médulo nulo, entao

27, ® 7o nao pode ser médulo nulo. Logo, (2® 1) # 0 em M’ @ N.

Observacgao 9 Indutivamente podemos definir uma aplica¢ao multilinear f
My x ... x My — P analogamente a definicao 9, isto €, linear em cada
coordenada. Seque da prova do teorema que teremos um produto multitensor
T = M, x...x M, gerado por todos produtos xr1 & ... x; com x; € M;, 1 <
1 < t.

Proposicao 11 Sejam Z,, e Z,, dois Z-modulos. Entao Zy,, 72, ¢ o modulo
2€r0, Se m e m Sa0 Coprimos.
Demonstracao. Sejam m e n relativamente primos, logo existe r,s € 7

tal que mr +ns = 1. Entao, dado x ® y € Z, Q@ Z,, temos
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TRy = 1-(z®y)
= (mr+ns)- (z®y)
= mr(z®y)+ns(z 9 y)
= (mrz) @y + v ® (nsy)
= 0®y+2®0
= 0+0=0
Logo, Zp, @ L, = 0.

A seguir, declaramos alguns dos vérios ”isomorfismos canonicos” existentes:

Proposicao 12 Sejam M, N e P A-mddulos. Entao existem unicos isomor-

fismos
1. M®N~N®M;
2. (MN)®@ P~M® (N® P);
3 (MxN)@P~(M®N)x(N®P);
4. AQM ~M

Demonstragao. (1) Como queremos provar o isomorfismo, para isso de-
vemos aplicar o teorema. Sabemos que existe a aplicagao A-bilinear g :
MxN — M®N, entao devemos entregar uma outra aplicacao bilinear, neste
caso serd f : M x N — N ® M. Note que f definida por f(m,n) =n®@m é
de fato A-bilinear

e flam+m/',n)=n® (am+m')=nRam)+ (n@m') =aln®@m)+
(n@m') = af(m,n)+ f(m',n);
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o f(man+n')=(an+n)@m = (an®@m)+ (0’ ®m) = a(n ® m) +
(' @m) = af(m,n)+ f(m,n)

Assim, podemos aplicar o teorema

MxN—tsmenN

| 5

N®M
Com f=flog=n®m= f(mn) = (fog)(m,n) = f(g(mn)) =
f'im@n)= f(m®n)=n®m.

Entao, fazemos a mesma andlise para o seguinte diagrama

MxN-2-NeoM

e

M ® N
Como g = jof = m®n = gmn) = j(flmn)) = jn@m) =
jin®m) =m®n.
Portanto, podemos observar que
Gofyog=jo(flog=jof=g
(floj)of=floljof)=Fog=]
—jofl=foj=id
=>=MXN~NQM.
(2) Da mesma forma, devemos buscar uma aplicagdo A-bilinear. Assim,

para cada w € P defina

Jo: M xN — M®(N®P)
(u,v) = u® (v w)
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o fulau+u,v)=(au+u)®@(VRwWw)=(cu® (VRw))+ (e (vew)) =
au@(vew))+ (e (vew)) =af,(u,v)+ fu(u,v);

o fu(u,av+v") =u® ((av+v)Rw) =uR (awRWw+v @w) = u® (a(v®
w))+uR(Vew)) = a(u®(vew))+(uR (v ®w)) = afy(u, v)+ fu(u,v')

Logo, f,, € bilinear, entao pelo teorema

MxN—2 ~-M@N

W

M & (N ® P)

Para cada w € P, existe tinico homomorfismo f/, tal que

fw = fuoi = fulu,0) = [,(5(w,0)) = f,,(u@v) = fi,(u@v) = u@(vew).

Agora, considere a funcao
f:(M®N)xP — M®(N®®P)
(h, w) — fu(h)
o flahithe, w) = f,(ahi+he) = af,(h)+ [}, (he) = af (hi, w)+ [ (he, w);

o f(h,awi+w2) = fliru,(N) = [ tw, V) = u® (v® (aw; +ws)) =
u® (v® (aw) + (VO wy)) =u® (v (awr)) +u® (v ws) = alu®
(0 © (w1)) +u® (VO ws) = (afy, + fio)(u @)

Entao, temos o seguinte diagrama

(M@N)x P2~ (MeN)o P

|

M ® (N ® P)
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tal que f'(h®@w) = f(h,w)com h € M®N e w € P. Em particular, para
ue Meve N temos f'(u®@v)@w) = f(u@v,w) = fI (L®V) = uR (VOwW).

Analogamente, considere a funcao A-bilinear

fi:NxP - (M@N)®P
(u,w) = (LRV)@w
De fato:

o fu(av+v',w) = (uR(av+v"))@w = (uR(av)+(uRV'))@w = (uR(av))®
w4 (u®v)@w =a((uRv) W)+ (LR V)W = af,(v,w)+ f,(V,w);

o fulvyaw+w') = (u®V) R (aw +w') = (LRV)Vaw+ (LR V) W =
(0 ® ) @ w) + (4 ®0) ® ' = afu(v,w) + fulv,w)

Logo, pelo teorema temos o seguinte diagrama

NxP—'Y - NgP

f“l 1

(M®N)® P

tal que fl(v@w)=(L®V) QW

Considere,

g Mx(N®@P) - (M®N)®P
(u, 1) = g(u,l) = f,()

funcao A-bilinear:

o glual +1) = filal + 1) = afi(l) + f1(1) = ag(u,1) + g(u, V)
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o glautu',l) = fl, () = friw(@@wW) = ((au+u)@V)@w = (auV+

au+u’

v U)W = (au®v) Qw4+ (v @v)Qw = (af,+f,)() = ag(u,l)+g(v', 1)

Assim, pelo teorema temos o seguinte diagrama

Mx(N®P)—“~M® (N®P)
gt /
g
(M®@N)® P
tal que ¢'(u® 1) = f/(I) = (u ®v) ® w. Portanto (¢’ o f') = f'o g =1id
>MN®P)~(M®N)® P

(3) Considere a fungao

f:(MxN)xP - (M®PN®P)
((u,v),w) = (U@ w,vw)
Dado a € A; (u,v); (v,v") € M x N e w,w" € P
o fla(u,v)+ (v, "), w) = f((au+u', av+0"),w) = ((au+u") ®w, (av+
V)@w) = (tu@w+u W, av@w+v' @w) = alu@w,v@w)+ (v ®
w, v @w) = af((u,v),w) + f((, ), w);

e f((u,v),aw +w') = (u® (aw + w'),v® (aw +w')) = (U aw +u ®
wiv@uw+vuw) =auRw,v@w)+ (LW, vew') = af((u,v),w)+
f((u,v),w')

¢ A-bilinear, entao aplicando o teorema

(MxN)xP—L (M xN)®P

o

(M ®P) x (N®P)
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tal que f = ffog = f'((u,v)@w) = (U@ w,v W)

Po outro lado,

(M x N)x P—L(M&P)x (NoP)

(M xN)® P
talqueg=g¢of = duR@wvw)=(uv)w
Portanto,
(g o fH(u,v)@w) =¢(u@w,vRw)=(uv)dwW
(f o g)(u®w,vew) = (1) & w) = (ue w,0@w)
= flogd=gof=id=(MxN)® P~(M®P)x (N®P)
(4) Seja a aplicacao A-bilinear

f:AxM — M
(a,v) = av

Pelo teorema, temos

Com f=jog = jla®v)=av.
Queremos encontrar uma aplicagao j' tal que (j o j')(v) = v.

Considere entao

jJ M = AM

) —~ 1l®u
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Note que,

(Joj)v)=jlev)=uv
(JoN(a®v)=j(aw)=1®@av =a(l®@v) =a®v
=joj =joj=id=AM~M

6.1 Restricoes e Extensao por Escalares

Definicao 11 Sejam f : A — B homomorfismo de anéis e N um B-maddulo.
Entao N tem uma estrutura de A-modulo definida da forma: se a € A e
x € N, entdo ax € definido como f(a)x. Este é A-mddulo é dito ser obtido
de N por restricao por escalares. Em particular, f define assim uma

estrutura de A-mddulo em B.

Observacao 10 Note que N, com tal defini¢ao, realmente é um A-maodulo:

Dados a,a’ € A e x,y € N, temos

Lyz = f(la)z =gz =2

o (a+d)z = fla+a)z(fla) + f(d)z = fla)z + f(a)z = az + d'z
o (ad)z = f(ad')z = af(d')z = a(d'z)

o a(z +y):= fla)(z+y) = fla)x+ fla)y =azx + ay

BEntio N ¢ A-médulo, de maneira andloga, temos que B ¢ A-mddulo.

Proposicao 13 Suponha que N seja finitamente gerado como B-maodulo e
que B seja finitamente gerado como A-mdodulo. Entao N € finitamente gerado

como A-mddulo.
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Demonstracao. Sejam yq, s, ...,y geradores de N sobre B e x1,...,x,
t

geradores de B como A-mdédulo. Entao, n € N pode ser escrito como Z biy;

=1
r

e cada b; é escrito como E a;jz;. Dai,
Jj=1

n=by +...+by = (Z a;xj)yr + ...+ (Z ;)Y
j=1 j=1
Olhando N por restrigoes por escalares.

YD agmiyi= )Y flay)zy,

i=1 j=1 i=1 j=1

Portanto, IV é finitamente gerado como A-mdédulo.

Definicao 12 Seja M um A-mddulo. Como vimos, se existir um homo-
morfismo f : A — B, entdo B pode ser considerado como um A-mddulo e
podemos formar o A-modulo Mg = B ®4 M. Observe que Mg possui uma

estrutura de B-modulo da forma

bV @x)= (V) @«

Vb,b' € B eVr e M.

Diremos que o B-maodulo Mg ¢ obtido por extensao de escalares.
Observacao 11 Observe que Mp € de fato um B-mddulo,
e Ipb®zx):=(1ph)Rr=bxx

o (b1+0bo)(b®x) := ((b1+b2)b®@x) = (b1b+beb) Rz = (b1b)Rx+(bob)®x =
bi(b®@ ) + ba(b® )
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[ ] (ble)(b ® iL’) = ((blbg)b) ® xr = (bl(bgb)) ® €Xr = bl(bzb ® ZE)

o by((b@2)+ D)) = by (b-+Y) @) i= (b (b+)) @ = (bb+byt) D =
i) @x+ (t)@x:=b(b®x)+ b (V ®x)

Proposicao 14 Se M ¢ finitamente gerado como A-mddulo, entao Mp €

finitamente gerado como B-mddulo.

Demonstracao. Sejam x1,...,x; geradores de M como A-mddulo. Seja

m € Mp = B®y M entao existem b € B e x € M tais que

t
mzb@xzb@(Zaixi)
i=1
e pelo que foi visto no teorema

t

m = Zai(b ® x;) = Zaib(l ® ;)

i=1
isto é, (1 ® z;) gera Mp é finitamente gerado como B-mdédulo. Os ele-

mentos a; estao sendo identificados como f(a;).

6.2 Sequéncias Exatas

Definicao 13 Uma sequéncia de homomorfismos de A-mddulos

¢ dita exata em M; se Im(f;) = Ker(fi11). A sequéncia é exata se é

exata em cada M;.

Proposicao 15 Sejam os A-modulos M’, M, M” e homomorfismos f e g.
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i. A sequéncia de A-mddulos 0 Lo L M ¢ exata se, e somente se, f é
mjetiva.

!

. A sequéncia de A-mddulos M 2 M" 25 0 € exata se, e somente se, g

€ sobrejetiva.

iti. A sequéncia de A-mddulos 0 — M’ Jo M & M7 = 0 6 exata se, e
somente se, f € injetiva, g € sobrejetiva e g induz um isomorfismo de

Coker(f) = M/f(M').

Demonstragao. (i) : (<) f ¢é injetiva = Ker(f) = {0} como Im(f’) =
{0} = Ker(f) = Im(f'). Logo, a sequéncia é exata.

(=) A sequéncia é exata = Ker(f) = Im(f') = Ker(f) ={0}. Logo, f
¢é injetiva.

(17) : (<) g é sobrejetiva = Im(g) = M" = Im(g) = M" = Ker(q).
Logo, a sequéncia é exata.

(=) A sequéncia é exata = Im(g) = Ker(¢') = M". Portanto, g é
sobrejetivo.

(1ii) : Seja

g: M/f() > M

u = gu) = g(u)

(=) Resta mostrar que g estd bem definida e é isomorfismo. De fato,
como g ¢é sobrejetiva entao M/ Ker(g) 9y M" com g(u) = g(u) é isomorfismo.
Como f(M') = Ker(g) entdao § = g. Portanto, g é isomorfismo de A-
moédulos.

(<) Resta mostrar que Im(f) = Ker(g).
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(©): Seja u € Im(f). Logo,

g(u) =g(@) =g(0) = 0ar = u € Ker(g)

(2): Seja u € Ker(g). Logo,

0=g(u)=9(m)=uec Ker(g) ={0}=u=0=uec Im(f)

Portanto, Im(f) = Ker(g).
Deste modo, as sequéncias da forma i, ii e it sao denominadas por
sequéncia exata a esquerda, sequéncia exata a direita e sequéncia

exata curta, respectivamente.

Exemplo 15 Sejam M um A-mddulo e N um A-submdodulo de M. Se i :
N M en: M — M/N entdo a sequéncia 0 — N < M = M/N — 0 ¢

exata, pois i € injetiva, ™ é sobrejetiva e Im(i) = N = Ker(r).

Proposicao 16 Sejam L, M e N mddulos. A sequéncia de homomorfismos

L% M5 N0 6 erata se, e somente se, N = Coker(a).

Demonstragao. =) Temos por hipétese que 5 é sobrejetiva e Im(a) =
Ker(f).

Pelo teorema do isomorfismo temos,

Im(B) ~ M/Ker(8) = N~ M/Ker(8) = M/Im(a) = N = Coker(a).

<) Sabemos que N = Coker(a) = M/Im(«). Para provar que a
sequéncia é exata, temos que mostrar que /3 é sobrejetiva e Im(a) = Ker(f).

Como N = M/Im(«), entdao 5 : M — N é sobrejetiva.
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eKer(f) C Im(a):

Seja x € Ker(f), entao B(x) = 0.

Pela defini¢ao de 3, temos Z = 0. Assim, z € Im/(a).
e/m(a) C Ker(pB):

Seja y € Im(a) entao B(y) =y =0=y € Ker(h).
Portanto, Ker(5) = Im(«).

Proposicao 17 Sejam quaisquer A-mddulos, junto com uma sequéncia, as

sequintes condig¢oes sao vdlidas:

1. A sequéncia M' = M = M" — 0 € exata se, e somente se, para todo

A-maodulo N a sequéncia

0 — Hom(M",N) 2 Hom(M,N) % Hom(M',N)

é exata.

2. A sequéncia 0 — N' 5 N = N” ¢ exata se, e somente se, para todo

A-mdodulo M a sequéncia
0 — Hom(M,N") % Hom(M,N) > Hom(M,N")

é exata.

Demonstracao.

(1) (=) Para mostrar que

0 — Hom(M",N) 2 Hom(M,N) % Hom(M',N)
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¢ uma sequéncia exata, basta mostrar que v é injetiva e que Im(v) =
Ker(u).

e Seja f € Ker(v), entdo v(f) = 0. Mas, 9(f) = fov: M — N logo
fov = 0. Como v é sobrejetivae M' = M = M" — 0 ser exata, v(M) = M"
logo f =0, isto é, Ker(v) = {0}. Portanto, T é injetiva.

e Im(v) C Ker(u): Seja f € Im(v) existe homomorfismo g : M" — N
tal que 7(g) = f = gowv. Temos que u(f) = f owu, entdao substituindo f
temos u(f) = govowu. Como Ker(v)=Im(u) =vou=0=71a(f)=0=
f € Ker(u).

e Ker(u) C Im(v): Seja g € Ker(u) temos que mostrar que existe um
homomorfismo f: M"” — N tal que g =7(f) = f ow.

Dado m"” € M"” como v é sobrejetiva, existe m € M tal quev(m) = m”.
Defina f : M” — N como f(m") = g(m). Dessa forma, f estd bem definida,
pois sejam my, mg € M tais que v(my) = v(mg) teremos que v(my —v(ms)) =
0 = (my —mg) € Kerv = Im(u) logo vai existir m’ € M’ tal que u(m') =
my — mgy. Aplicando a g teremos g(u(m')) = g(m; — my) = g(0). Assim,
g(m1) = g(ma).

Agora, verifiquemos que f é homomorfismo. Seja m/,m, € M" e a € A,
entao existem my, my tais que v(my) = mfy, v(mg) = my. Dai, m| + mj =

v(my +mgy) e amy = av(my) = v(amy). Dessa forma
o f(m{ +my) = g(mi+ma) = g(mi)+g(ma) = f(m]) + f(m3)
o flaml) = glam) = ag(m1) = af(m{)

Portanto, Im(v) = Ker(u).
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(<) Temos que mostrar que v é sobrejetiva e que Im(u) = Ker(v). Para
provar a sobrejetividade de v, usaremos o seguinte.

Afirmacgao: Se existir dois homomorfismos ¢1,92 : Y — Z com gy o f =
go o f implicando em ¢g; = g, entao f : X — Y é sobrejetiva.

Sejam os homomorfismos gy, g2 : M" — N tais que (g; o v)(m) = (g2 ©
v)(m) Ym € M.

Pelo homomorfismo induzido temos (g; o v)(m) = v(g1) e (g2 0 v)(m) =
(g2), logo v(g1) = v(g2) e como ¥ é injetiva, temos que gi(m”) = go(m”)
vm” € M". Assim, v é sobrejetiva.

e Im(u) C Ker(v): Sejam € Im(u) entao existe m’ € M’ tal que u(m') =
m. Como Im(v) = Ker(u) = uov(f) = f owvowu para todo homomorfismo
f:M" — N. Tomando M" = N, f é identidade e v o (m') = v(m) = 0, logo
m € Ker(v).

e Ker(v) C Im(u): Seja m € Ker(v) = v(m) = 0. Considere N =
M/Im(u) e m : M — N projecao canénica. Dai, u(mr) = (7 o u)(m’) =
m(u(m')) =0 = 7 € Ker(u) = Im(v), logo existe homomorfismo f : M” —
N tal que o(f) = 7. Como o(f) = f ow, entdo w(m) = f(v(m)) = 0,
concluindo que Ker(v) C Ker(m) e sabemos que Ker(m) C Im(u), logo
m € Im(u).

(2) (=) Para mostrar que

0 — Hom(M,N") % Hom(M,N) > Hom(M,N")

é uma sequéncia exata, basta mostrar que u é injetiva e que Im(u) =
Ker(v). Sejam f,g : M — N’ € Hom(M,N') tais que u(f) = u(g). Pelo

homomorfismo induzido temos que @(f(m)) = u(f(m)) eu(g)(m) = u(g(m)),
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como u ¢ injetiva, f(m) = g(m) concluindo que u ¢é injetiva.

e Im(u) C Ker(v): SeJa f € Im(u) entao existe g : M — N’ homo-
morfismo tal que u(g) = f = u o g substituindo f em T(f) = v o f, teremos
o(f) =vouog=0pois Ker(v) =Im(u) = 9(f) =0= f € Ker(v).

o Ker(v) C Im(u): Seja f € Ker(v) entao v(f(m)) = 0 Vm € M.
Pelo homomorfismo induzido temos o(f(m)) = v(f(m)) = 0, logo f(m) €
Ker(v) = Im(u). Dal, existe um n’ € N’ tal que u(n') = f(m) para cada
m € M. Defina

g: M — N’
m = n
estd bem definida. De fato, sejam mq,my € M tais que m; = mo e
g(my) = nl e g(ms) = nf. Temos que my —my =0, dai 0 = f(my —my) =
flmy) = f(ma) = u(ny) — u(ny) = u(ny) = ulny) = nt = ny = g(m) =
g(mo).

Note que g é homomorfismo, pois sejam my,my € M com g(my) = n}

e g(ma) = nj e g(my +ma) = n'. Temos f(my +ma) = f(m) + f(mo)

W) + ulny) = ulnl + n5) = glmy +ma) = i} + . Logo, glmy + my)
g(mi1) + g(m2). E, flami) = af(mi) = au(n}) = u(an}). Assim, g(am;) =
an’. Logo, u(g(m)) = u(g(m))u(n’) f(m) concluindo f € I'm(a).

(«=) Para mostrar que 0 — N’ =+ N % N” é exata, basta mostrar que u
é injetiva e que Im(u) = Ker(v). Para mostrar a injetividade de u, usaremos
o seguinte.

Afirmacgao: Se existir homomorfismos g1,92 : Z — Y com fog; = fogs
implicando em ¢g; = g, entao f : Y — X é injetiva.

Suponha que existam homomorfismo g1, gs : M — N’ tais que uwo g =
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uo gs. Pelo homomorfismo induzido temos que uo(g;) e uogs = u(go) logo,
por u ser injetiva g; = go = wu € injetiva.

e Im(u) C Ker(v): Como Im(u) = Ker(v) e (Wow)(f(m)) =vouof
Vf € Hom(M,N'). Temos que f =id: N' —- N = vouo f=vou=0
= Im(u) C Ker(v).

e Ker(v) C Im(u): Suponha, por absurdo, que existe n € Ker(v) tal
que n ¢ Im(u). Entdo, u(n') # n Vn' € N'. Assim, v(u(n')) # v(n) = 0
= v(u(n)) #0Vn' € N' = vou # 0 o que é um absurdo, pois Im(u) =
Ker(v). Portanto, Ker(v) C Im(u).

Logo, Im(u) = Ker(v).

6.3 Lema da Serpente

Proposicao 18 (Lema da Serpente) Sejam M’, M, M”, N', N e N”
modulos sobre um anel A, onde existem sequéncias exatas e homomorfismos

da sequinte forma:

0 M~ M T N 0
lf, lf j P
0 N LN N 0

no qual o diagrama é comutativo com as setas exatas. Entao, existe uma
sequéncia exata

0 — Ker(f') & Ker(f) EEN Ker(f") N Coker(f') £ Coker(f) EEN
Coker(f") — 0(x)

onde g1 e j1 sdo restricoes de g € J, ga € ja sao induzidos por g e j',

respectivamente.
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Demonstracao.

Suponha que o diagrama acima é comutativo com setas exatas. Para
mostrar que (x) existe e é exata, vamos mostrar que a sequéncia é exata e
que existe ¢ : Ker(f") — Coker(f") homomorfismo.

Para isso, iremos dividir a demonstragao em nove etapas, 1. restringir
g e j, 2. mostrar que g; € injetiva, 3. Im(g;) = Ker(j1), 4. definir g5 e
Jo, b. Im(gs) = Ker(j2), 6. mostrar que js é sobrejetiva, 7. definir 1, 8.
Im(j1) = Ker(v) e 9. Im(¢) = Ker(gs).

1. Seja
gr: Ker(f') — Ker(f)
m’ = gi(m) = g(m')
estd bem definido. De fato, sem’ € Ker(f') entao f(g1(m’)) = f(g(m')) =
g(f'(m’)) =0 = gi(m') € Ker(f). Claramente é homomorfismo, por ser

restricao do homomorfismo g.

Analogamente,

ji: Ker(f) —  Ker(f")
m = Ji(m) = j(m)

estd bem definida. De fato, se m € Ker(f) entao f”(j1(m)) = f"(j(m)) =
J'(f(m)) =0 = ji(m) € Ker(f"). Que é homomorfismo, por ser restri¢ao
do homomorfismo j.

2. Como g; € restricao do homomorfismo g que ¢é injetiva, entao ¢; ¢é
injetiva.

3. Im(g1) € Ker(j1): Seja m € Im(gy) existe m’ € Ker(f') tal que
m = gi(m') = g(m’). Como Im(g) = Ker(j), temos que ji(m) = j(m) =
Jjlg(m')) =0 =m € Ker(j).
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Ker(ji1) € Im(g1): Seja m € Ker(j1) = ji(m) = 0 = j(m). Como
ker(j) = Im(g), existe m’ € M’ tal que g(m') = m. Se m’ pertencer a
Ker(f") entao teremos que m € Im(gy). De fato, pela comutatividade do
diagrama e por Ker(j;) C Ker(f), temos que 0 = f(m) = f(g(m')) =
g(f'(m')) = f'(m') € Ker(q') e ¢ ¢é injetiva. Dai, Ker(¢g') = {0} logo
f'im')y=0=m"e Ker(f).

4. Defina

g2 N'/Im(f') = N/Im(f)
n = g
estd bem definida pois, sejam n} e n) € Coker(f') tal que nj = nj

(
= ny —nby € Im(f'), logo existe m’ € M’ tal que f'(m') = n} —nj. Pela

comutatividade do diagrama f(g(m')) = ¢'(f'(m)) = ¢'(n} —nl) = ¢'(n}) —

g (ny) = g'(ny) — g'(ny) € Im(f) = g'(n}) — g'(nh) = 0 em Coker(f) =

g'(nh) = g'(nh).

Note que g, é homomorfismo. Seja 1/ e n}, € Coker(f') e a € A.

/

o ga(nf +nh) = ga(nf +nh) = g(n] +nh) = g'(n}) + g'(nh) = go2(n]) +

92(n5);

o go(an}) = ga(any) = g'(any) = ag'(n}) = aga(n}).

Defina agora,

Jo : Coker(f) — Coker(f")

n = J'(n)

estd bem definida. Sejam 77 = iy € Coker(f) temos que ny—ny € Im(f).

Logo, existe m € M tal que f(m) = n; — ny. Pela comutatividade do
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diagrama f"(j(m)) = j'(f(m)) = j'(n1 — n2) = j'(m1) — j'(n2) = j'(m1) —
7' (ny) € Im(f"), ou seja, j'(n1) — j'(ny) = 0 em Coker(f"), logo j'(ny)

Note que js é homomorfismo. De fato, sejam 7y e my € Coker(f) e a € A.

o jo(M1 +72) = jo(ng +n2) = j'(n1 +n2) = j'(n) + j'(n2) = jo(77) +

Jo(M2);

o jalamy) = ja(am) = j'(amy) = aj'(m) = aja (7).

5. Im(gs) C Ker(jz): Sejam € Im(gs), existe n’ € coker(f’) tal que
g2(n') =7 = /(1) como I'm(g') = Ker(j"), temos que jo(7) = ja((g'(n'))) =
§'(¢'(n))) = 0 em Coker(f"), logo T € Ker(js).

Ker(j3) C Im(gz): Sejam € Ker(jy) = jo(7) = 0 = j'(n) em Coker(f"),
logo j'(n) € Im(f") entdo existe m” € M” tal que f”"(m”) = j'(n). Sabemos
que j é sobrejetiva, logo para cada m” € M" existe m € M tal que j(m) =
W Dad, J(f(m) = f/((m) = Fm) = fn) = P(m) = ()
= j'(n — f(m)) = 0. Isto é, n — f(m) € Ker(j') = Im(¢'), logo existe

n' € N’ tal que j'(n') = n — f(m). Assim, go(n’) = j'(n') =n— f(m) =n
logo @ € Im(gs).

6. Seja n” € coker(f").Como j' é sobrejetiva para cada n” € N” existe

n € N tal que j'(n) = n” = n" = j'(n') = ja(7), concluindo que 75 é
sobrejetiva.

7. Defina

v Ker(f") — Coker(f)

m” — n
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Para encontrar a cara de um elemento da Im(v)), é feita a seguinte andlise.
Seja m” € Ker(f") C M", entao existe m € M tal que m” = j(m), por j
ser sobrejetiva. Pela comutatividade do diagrama temos que j'(f(m)) =
f(G(m)) = f"(m") =0, logo f(m) € Ker(j') = Im(g'). Como ¢ é injetiva,
existe unico n’ € N tal que f(m) = ¢'(n’). Entdo, podemos olhar a classe de
n' no Coker(f’), assim temos 1 (m”) = n'.

Sejam mY e m € Ker(f"), logo existe m; e my € M tal que j(my) = m/
e j(ma) = my. Com J/(f(my)) = f/(j(m)) = F"(m) = 0 = f(m) €
Ker(j') = Im(¢'), entao existe inico n} € N’ tal que f(m;) = ¢'(n}). Da
mesma forma, temos f(mq) = ¢'(nh). Seja j(my) = j(ma) = j(m1 —ma) =
0= my—my € Ker(j) = Im(g) e sendo g injetiva, existe inico m’ € M’ tal
que g(m') = my —m. Dai, (1} —nb) = () — ¢ () = Flmn) — f(ma) =
flmy —mg) = f(g(m')) = ¢'(f'(m")) = ¢'(n} —ny) = ¢'(f'(m)) = ¢'(m —
ny— f'(m')) =0, logo ny —nl, — f'(m') € Ker(g') e como ¢’ é injetiva, temos
nf —nh— f'(m') =0=nl —nl = f'(m') = n{ —nl € Im(f’). Dessa forma,
n) —nb =0 em Coker(f'), concluindo n} = nj.

Mostraremos que 1 é homomorfismo. Sejam m}, mj € Ker(f") e a €
A tais que ¥(m?) = nl, Y(mi) = nh e (am!) = n/. Logo, existem
my, mg,mg € M tais que j(my) = mY, j(ma) = m} e j(mgz) = amf, com

f(m1) = g'(nh), f(ma) = g'(ny) e f(ms) = ¢'(n') paratinicos ny, ny e n’ € N'.

e Note que, 0 = f"(m{ +ml) = f'(j(m1 +ms)) = j'(f(m1 + my)) =
f(my+ms) € Ker(j') = Im(g’) entdo existe nj tal que f(my +mso) =
g'(ng). Logo, ¥(my + mjy) = (ny). Mas ¢'(ng) = f(m1+ ma) =
f(m1) + f(m2) = ¢'(n}) + g'(ny) = ¢'(n} + ny) = nj = nj + nj por ¢

ser injetiva. Assim, nj = 0/ + n = h(m} +mb) = P(m}) + (mh).
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e Note que, j(amy) = aj(my) = am/ = j(msz) = jlam; —m3) = 0 =
am; —mg € Ker(j) = Im(g) , entdo existe m' € M’ tal que g(m’) =
amy —mg. Dai, ¢'(any —n') = ag'(n}) — ¢'(n) = af(m1) — f(ms) =
flamy —mg) = f(g(m')) = g'(f'(m)) = g'(any —n') = g'(f'(m')).
Como ¢’ é injetiva, an) —n' = f'(m’) = an| —n’ € Im(f’). Logo,

anf —n' = 0= anf = 0 = Y(am]) = a(m}).

8. Im(j1) C Ker(v): Sejam” € Im(j1) = m € Ker(f) tal que j1(m) =
j(m) =m”. Como f(m) =0 = ¢'(n'), segue que n’ = 0, pois ¢’ é injetiva.
Assim, p(m”) =0=m" € Ker(¢).

Ker(y) C Tm(): Seja m” € Ker(s) = w(m") = 0 = 7, com j(m) =
m” e g'(n') = f(m) para algum m € M. Como n’ = 0 = n’ € Im(f),
entdo existe m’ € M’ tal que f'(m') =n'. Dai, f(m) = ¢ (n') = ¢ (f'(m')) =
flg(m’)) = f(m —g(m')) = 0 = m —g(m') € Ker(f). Assim, ji(m —
g(m’)) = j(m) = j(g(m')) = j(m) = m", logo m" € I'm(j).

9. Im(v)) C Ker(ge): Seja n’ € Im(v)) entdo existe m” € Ker(f") tal
que Y(m”) = n/, com j(m) =m"” e f(m) = ¢'(n') para algum m € M. Como,
g (n') € Im(f) = g,(0) = ¢’ (') =0 = n' € Ker(gs).

Ker(g:) C Im(y): Seja 7 € Ker(gy) = g2(@) =0 = ¢
Im(f) = m € M tal que f(m) = ¢’(n’). Note que, f"(j(m)

)
J'(g(m') =0= j(m) =m" € Ker(f"). Dai, (m") =n' = n’ € Im(¢).

7 Propriedade Exata do Produto Tensorial

Chegamos ao capitulo principal do nosso trabalho, onde exploraremos as con-

sequéncias da tensorizacao de sequéncias de homomorfismos de A-mddulos
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exatos. Antes de prosseguirmos, demonstraremos o seguinte isomorfismo

canonico entre A-moédulos.

Proposicao 19 Sejam M, N e P modulos sobre um anel A, temos entao que

o médulo Hom(M & N, P) ¢ isomorfo ao mdédulo Hom(M, Hom(N, P)).

Demonstracao. Seja a fungao

¢: Hom(M®N, P) — Hom(M, Hom(N, P)) definida da seguinte forma:

¢:Hom(M ® N,P) — Hom(M,Hom(N, P))

f — o(f): M — Hom(N, P)
u = o(f)(u): N — P
v = flu®w)

¢ um isomorfismo. Primeiramente precisamos entender porque estd bem
definida como fungdo, para isso, inicialmente mostraremos que ¢(f)(u) :

N — P é um homomorfismo. De fato,

o(f)(u)(avy +v2) = f(u@ (avy + v2))
=  fla(u®@v)+ (u®vy))
=  af(u®v)+ f(u®uv)
= a¢(f)(u)(v1) + ¢(f)(u)(v2)
para cada u em M, entdo ¢(f) : M — Hom(N, P) estd bem definida.
Agora, temos que verificar que ¢(f) : M — Hom(N, P) é homomorfismo,

entao
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o(f)(au + uz)(v) = f((auy + up) ® v)
= fla(u1 ®v) + (ug @v))
= af(u1 ®v)+ fua @)
= ag(f)(u)(v) + o(f)(u2)(v)
logo para cada f, ¢(f) é homomorfismo. E finalmente, mostraremos que
a ¢ ¢ homomorfismo de modulos.
Sejam f, g € Hom(M ® N, P) e a € A. Dado u € M qualquer, logo para
todov € N,

olaf +g)(u)(v) = (af +g)(u®v)
= af(u®v)+g(u®v))
= ad(f)(u)(v) + ¢(g)(u)(v)
= (ao(f)(u) + ¢(g)(u))(v)
= (ag(f) + 0(9))(u)(v)
Por seguinte, seja f € Ker(¢), entdo ¢(f) =0
Assim, ¢(f)(u) =0 Vu € M, entao para todo u € M e v € N segue que
(o(f)(u))(v) = 0 Vo € N. Que implica, f(u®v) =0, Vu € M ev € N.
Como {u®v/u € M ewv € N} é um gerador de M ® N, temos f(w) = 0,
Yw € M ® N. Logo, f =0 implicando em ¢ ser injetiva.
e ¢ ¢ sobrejetiva.
Seja g € Hom(M, Hom(N, P)), queremos encontrar uma f tal que ¢(f) =

g, entao dado

G:MxN — p

(w,0) = glu,v) = g(u)(v)
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que ¢ bilinear por g ser homomorfismo, temos entao o seguinte diagrama

MxN—sMN
| o

Assim, pelo teorema universal existe inico homomorfismo f : MQN — P
tal que f(u ®v) = g(u,v) = g(u)(v), Yu € M e v € N. Logo, para todo
u € M tem-se g(u)(v) = flu®v) = o¢(f)(u)(v), Vo € N.

Que implica g(u) = ¢(f)(u), Yu € M. Logo, g = ¢(f). E portanto,

temos o isomorfismo canonico

Hom(M ® N, P) ~ Hom(M, Hom(N, P))

Na proposicao a seguir, demonstraremos que ao tensorizar una sequéncia

exata curta a direita, ela permanece exata.

Proposigao 20 Sejam M’ LM% M= 0 uma sequéncia exata de ho-
momorfismos de A-mddulos e N um A-mddulo qualquer. Entao a sequéncia

MoNIE Mo NS M@ N — 0 ¢ exata.

Demonstracao. Suponha que a sequéncia M’ Io M % M7 = 0 6 exata.

Seja P um A-moddulo qualquer, pela proposicao 17 temos que a sequéncia

0 — Hom(M', P) — Hom(M, P) — Hom(M", P)

¢ exata, onde podemos aplicar novamente a proposicao 17 para um A-
modulo N qualquer, que implica

0 — Hom(N,Hom(M', P)) — Hom(N, Hom(M, P)) — Hom(N, Hom(M", P))
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que ¢é exata.

Mas vimos anteriormente que Hom(N, Hom(M', P)) ~ Hom(M'®N, P),

Hom(N, Hom(M, P)) ~ Hom(M®N, P) e Hom(N, Hom(M", P)) ~ Hom(M"®

N, P).
Dai, a sequéncia
0— Hom(M'® N,P) - Hom(M ® N,P) - Hom(M" ® N, P)

¢ exata. Consequentemente, pela proposi¢ao 17, a sequéncia

MoNIE Mo N 2ZY Mo N -0

é exata.

Observagao 12 Geralmente isso nao € verdade, se M' — M — M" € uma
sequéncia exata de homomorfismo de A-mddulos, a sequéncia M' @ N —
M®N — M"® N obtido por tensor com um mddulo arbitrdrio N, pode nao

ser exata. Veja mo exemplo a sequir.

Exemplo 16 Seja A = 7Z e considere a sequéncia exata 0 — 7Z ER Z, onde
f(z) =2x VYo € Z. Se tensorizar com N = Zs, a sequéncia 0 — Z ® Zo ELCIN

7 ® 7o nao € exata, pois para qualquer r @y € 7 Q Loy temos

(feol)(roy)=2r0y=102y=2x0=0

entao f®1 € o homomorfismo nulo, enquanto que Z ® Zs nao € o modulo
zero. Pois, ja que Ker(f®1) = ZQZy que é isomorfo a Zy e nao é o médulo
nulo, isso implica em f ® 1 nao ser injetiva e a sequéncia tensorizada nao

ser exata. Isso ocorre, pois o tensor pode destruir a injetividade.
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Como observado, ao tensorizar uma sequéncia exata de homomorfismos de
A-médulos, geralmente ela nao permanece exata. No entanto, se a sequéncia
se torna exata ao ser tensorizada com um A-médulo N, entao N é considerado

um modulo plano.

Proposicao 21 As sequintes condigoes sao equivalentes, para um A-mddulo

N:
i. N € plano;

it. Se 0 — M — M — M" — 0 uma sequéncia exata qualquer de A-
maodulos, a sequéncia tensorizada 0 — M'QN — M QN — M"Q@ N —

0 € exata;
iti. Se f: M'— M € injetiva, entao f®@id: M'@ N — M ® N € injetiva;

Demonstracao.

i) = 4ii): Seja f : M’ — M homomorfismo injetivo de A-médulos.
Entdo 0 — M’ 25 M 6 uma sequéncia exata e como N é plano, entao
0= M oN 2% Mo N 6 exata. Logo, f ®id é injetivo.

iti) = ii): Como M’ EN VAN V(NN W exata, pela 20 segue que
MoN LS Mo N LY M@ N — 06 exata. Como 0 — M’ L5 M é exata
entao f € injetiva. Logo, f®1: M'®1 — M ® N é injetiva.

Portanto, 0 — M’ @ N 225 Mo N 225 M" @ N — 0 é exata.

i) = 1): Seja -+ — M;_4 Q M; AN M;q1 — -+ uma sequeéencia exata
qualquer. Seja N; := Im(fi_1), Vi € I. Queremos mostrar que Im(f;_; ®
id) = Ker(f; ® id).

Logo, 0 — N; EIN M; EIN Nii1 — 0 é exata. Por hipotese, segue que
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0— N;®QN Ji®id, M;@N Jieid, Ni11®N — 0 é exata. Logo, Im(j;®id) =

Ke?”(fz‘)-

Mostrar que Im(fi—1 ®id) C Ker(f;®id). Observe que (f; ®id)o(fi—1®
id) = (fi0 fi1) ® (idoid) = 0®id = 0.

o Ker(fi®id) C Im(fi_1 ®id)

Seja u € Ker(f; ® id). Logo, (fi ® id)(u) = (f; ® id)(u) = 0 = u €
ker(f; @ id) = uTE Im(j; ®id) = Fv € N; ® N tal que u = (j; ® id)(v).

Escreva v = Zwl ® v, onde w; € N; e vy € N, VI € {1,...,r}, para cada
I=1

[ podemos escrever w; = f;_1(u;), para algum v, € M; .
T T T

Logo, u = (ji @ id)(Y_ firi(w) ®v) = Y (ficiw)) @ v, = ¥ (fis1 ®

=1 =1 =1
Zd)(Ul & Ul) € Im(fi_l X ’Ld)

Proposicao 22 Se N é um A-mddulo livre, entao N € plano.

Demonstracao.

Seja f : M' — M um homomorfismo de A-mdédulos. Como N é livre entao
existe um isomorfismo de médulos ¢ : N — A®. Pela proposicao existem
isomorfismos de A-médulos 7/ : M' @ A® —» (M'®@ A)® ey : M ® A% —
(M ® A)? tais que v (v @ (a;)) = (v ® a;) e Y(u® (a;)) = (u® a;) Yu € M,
ueM ea; €A°.

Como M'"®@ A~ M"e M ® A ~ M, entao existem isomorfismos ¢’ :
(M'®A)® = (M) ep: (M@A)® = (M) tais que ¢'((u;®a;)) = (aiu;)ien

e o((u; ® a;)) = (a;u;). Considere o diagrama comutativo
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M’®NM>M®N

idyy®¢ idy©
M @ A® 12998 @ a0

5 vy
(M @ A 1 @ A)°

© ®

(M1)e —— (arye

Como [ & injetivo, entao % é injetivo. Como o diagrama é comutativo
com homomorfismos verticais isomorfismos entao f ® idy ¢ injetivo. Logo,

N é plano.

Proposigao 23 Seja A um anel e 0 — M’ I M % M =0 uma sequéncia
exata de modulos. Com M" plano.

(1) Entio 0 - M@ N - M @ N — M"® N — 0 € exata para algum
modulo N.

(2) Entao M é plano se e somente se M’ € plano.

Demonstracao.

(1) Como M" é plano, M @ N — M"” ® N — 0 é exata. Entao nos resta
mostrar que 0 — M’ ® N 5 M ® N & exata, nesse caso devemos mostrar
que v ¢ injetiva.

Pelo terceiro ponto da proposicao 15, a sequéncia 0 — Ker(t) LNYTAN
N — 0 é exata. Entao, tensorizando as sequéncias teremos

M ® Ker(t) 5 M Ker(t) 5 M Ker(t) — 0 que ¢ exata pela
proposicao 20, 0 — M’ ®@ A®" B M@ AP Y M7 @ ABN s () 6 exata e

B3 é injetiva por A®" ser plano, que é plano pela proposicao anterior. 0 —
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M"® Ker(t) = M" ® A®" é exata por M" ser plano, entdo « é injetiva. As
sequéncias M’ ® Ker(t) LM @A - MoN > 0e M Ker(t) LR
M @ AN — M @ N — 0 sao exatas pela proposicao 20.

Assim, temos o seguinte diagrama

0

|

M @ Ker(t) -2~ M @ Ker(t) —> M" ® Ker(t) — 0

f g la

0 M @ AP — P Mo Ao g AN

M ® N 2l M® N

0 0
que é comutativo, entao teremos ¢’ o ' = o f e aoj = aog. De fato,

sejam ¢ =id®h, 8 = f®id, f'=id®h e 8 = f®id. Entao, dados
m' € M’ ex € Ker(t)

¢(8(m' © 2)) = ¢ (F(m) @ ) = f(m') @ h(z) por outro lado,

B (m' @ x)) = B(m' @ h(x)) = f(m) @ h(z)

Sejam o =id® h, j =gRid, ¢ =id®@hed =g®id. Dadosm € M e
a € Ker(t)

a(j(m®a)) = a(g(m) ® a) = g(m) ® h(a) por outro lado,

(g (m®a)) =o' (m h(a)) = g(m) @ hla)

Portanto, o diagrama é comutativo. Temos que M’ ®@ N = Coker(f') e
M ® N = Coker(g') pela proposi¢ao 16. Entao, podemos aplicar o lema da
serpente, adquirindo assim a sequéncia Ker(a) — Coker(f') — Coker(q)

que é exata. Como « ¢é injetiva o Ker(a) = 0, entdo a sequéncia exata fica
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da seguinte forma 0 — M’ ® N - M ® N. Logo, temos que 7 ¢ injetiva.
(2) Pegue um homomorfismo injetivo A’ : N' — N e vamos tensorizar na

sequéncia exata. As sequéncias 0 - M'Q N' - M @ N' - M" @ N' — 0

e0 > M&N—->MeN — M"® N — 0 sao exatas pelo ponto (1) dessa

proposicao. Gerando assim, o seguinte diagrama

oM N L MeoN e Mo N ——=0

Lk

0— M &N—LMoON—M&N—=0

Vamos provar que o diagrama é comutativo, sejam ' = f®id, a = idQH,
b=f®ided =id®h'. Dados m' € M'"en’ € N’

alf(m' @n')) =a(f(m)en) = f(m') & h'(n') por outro lado,

plo/(m’ @n')) = B(m’ @ W' (n')) = f(m') @ h'(n)

Sejam o' =id® N, j=9gQid, a =id@h e jy = g®id. Dados m € M
en' e N’

a"(j(m®n')) =a"(g(m) @n') = g(m) ® h'(n’) por outro lado,

Jlea(m@n)) =5 (m@ k(1)) = g(m) @ h'(n).

=) M é plano, entao « é injetiva.

Como o diagrama é comutativo, temos ao 3’ = foa/

Sejam € M'®@ N' e € Ker(d') = a(f'(m)) = (a/(m)) = a(f'(m)) =0
como « é injetivo, entao f'(m) = 0. Logo, m € Ker(f'), assim Ker(«') C
Ker(f') como ' é injetiva, entao Ker(a’) = 0. Portanto, o/ é injetivo e M’
é plano.

<) M’ é plano e o/ é injetivo. Como temos o diagrama comutativo,

podemos aplicar o lema da serpente. Assim, temos a sequéncia Ker(o') —
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Ker(a) — Ker(a") exata, como M"” é plano e o é injetivo. Entdo, temos

0 — Ker(a) — 0, logo Ker(a) =0, a é injetivo e M é plano.
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