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Resumo

As curvas parameétricas sao geralmente um conteudo introdutério em Ge-
ometria Diferencial, através de seu estudo € possivel se adentrar em concei-
tos da diferenciabilidade nessas curvas e, através disso, futuramente em
superficies. O estudo das curvas por si s6 ndo serve unicamente como in-
trodugéo para conceitos mais avancados, ja que esses simples objetos ja
podem ter diversas aplicacdes. O objetivo dessa pesquisa foi um estudo
das propriedades dessas curvas no R?. A partir desse conceito foi obtido
um avango na proposta inicial do projeto, mais precisamente, estudamos
namero de rotagdo e como consequéncia deste conhecimento foi provado o
Teorema Fundamental da Algebra.

Palavras Chaves — Curvas, Curvatura, Numero de Rotacao.
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1 Introducao

O estudo das curvas em R? é um dos primeiros contatos a se ter com Geometria
Diferencial, utilizando resultados do Calculo Diferencial é possivel definir e en-
contrar diversas propriedades e caracteristicas desses objetos, tendo diversas
aplicacGes e generalizagdes futuras para espagos mais abstratos.

Nesta pesquisa estudamos essas propriedades, entre elas a curvatura de
uma curva, visto que dada uma funcao curvatura é possivel, de certa forma,
encontrar uma curva correspondente, sendo esse um dos objetivos principais
desse texto, que é o Teorema Fundamental das Curvas. Dando continuidade ao
estudo, como tdpico extra, foi aprofundado o conhecimento sobre propriedades
de curvas, como o numero de rotagao, e a partir dai provaremos o Teorema Fun-
damental da Algebra, que aqui demos uma prova alternativa através do estudo
do numero de rotacédo de curvas fechadas.

Mais precisamente, na primeira etapa faremos as definicbes de curvas pa-
rametrizadas, vetores tangente e normal, reparametrizacoes de curvas, ate ter
as ferramentas necessarias para enunciar e provar o Teorema Fundamental das
Curvas Planas, além de demonstrar a curvatura como uma propriedade inva-
riante da curva em relacdo a isometrias. Apds isso também é reservado um
espaco para o estudo de curvas definidas implicitamente, que seréo vistas como
curvas de nivel de fungdes de duas variaveis. Por fim, por um caminho mais
“topolégico”, estudamos o numero de rotacao de curvas fechadas, que contam
0 numero de “voltas” que a curva da em relagcdo a um ponto. Essa sendo outra
propriedade invariante da curva, agora em relacéo a homotopias, um conceito de
deformacdes continuas das curvas, tendo esses estudos diversas aplicagdes no
Plano Complexo. Desta forma, todos os tdpicos do plano de trabalho foram estu-
dados e progredimos no estudo das propriedades de curvas, fazendo uma ponte
entre areas da Matematica, como Geometria Diferencial, Topologia, Algebra e
Analise Complexa.

As aplicag6es de curvas sao diversas, na fisica, matematica, computagéo, e
demais areas. Curvas de Bézier sdo um exemplo de curvas parametrizadas, que
tém aplicacao direta em diversos ramos da computagdo, como por exemplo no
direcionamento de cameras em jogos eletrénicos, ou na criacdo de desenhos
e curvas em programas de edicao de imagens (ver [10] para mais detalhes em
Curvas de Bézier). Para o numero de rotacdo mostraremos algumas aplicacoes
no Plano Complexo. Para maiores detalhes de aplicacdes ver [9].

2 Objetivos

A pesquisa teve como objetivo 0 estudo de curvas no plano, um caso especifico
e mais basico em Geometria Diferencial, que aqui foi tratado com maior profun-
didade. Os objetivos especificos foram:

1. Desenvolver um conhecimento basico em Geometria Diferencial.

2. Utilizar ferramentas de Célculo, Algebra Linear, Topologia e EDO para obter
propriedades geométricas.

3. Entender os conceitos elementares de forma geométrica e analitica.
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4. Aperfeicoar os conhecimentos em Matematica, mais especificamente na
area de Geometria Diferencial.

5. Incentivo da continuidade dos estudos no Programa de Pés-Graduacao do
Departamento de Matematica da UFS ou de outra instituicao do pais.

6. Escrever os relatorios técnicos dos estudos realizados.

3 Metodologia

A metodologia em matematica € padrao e segue a logica dedutiva. Dessa forma,
a metodologia utilizada para o desenvolvimento do projeto se baseia principal-
mente em:

1. Apresentacdo de seminarios: Foi pesquisado o material bibliografico re-
ferente ao plano de trabalho. O resultado foi apresentado ao grupo de
pesquisa em forma de seminario, onde foram discutidos os problemas rela-
cionados e possiveis solugdes.

2. Participacédo da XIll Escola de Verao de Matematica da UFS.

3. Reunides semanais ou quinzenais com a orientadora com o objetivo de tirar
as duvidas e avancar nas metas de estudo.

4. Escrita dos relatérios parciais e finais.



4 Resultados e Discussoes

Nesta secao apresentaremos o0s principais tdpicos estudados. Para maiores con-
sultas, ver [1], [4] e [5].

4.1 Conceitos basicos

Definiremos alguns conceitos que seréo utilizados em todo o texto, servindo tam-
bém para enunciar alguns resultados sem demonstracao e estabelecer notacées.

Definicao 1. Dados dois vetores u,v € R™ a operacdo (-,-) : R" x R" - R é 0
produto interno euclidiano, isto é,

(u,v) = Z U 0;.

Definicao 2. A norma de um vetorv € R" é também a norma euclidiana

Joll = Vo) =[S

\\m\\\ v

v
x

Figura 1: Norma de um vetor em R?.

Proposicao 1. Sejam as aplicacdes diferenciaveis u,v : I C R — R", u(t) e v(t),
que para cada elemento em I associam um vetor em R". Entao

d d d

E<U,U> = <Eu’v> + <U, E

v).

Usaremos também a notacédo v’ = %u para derivada em uma variavel.

4.2 Curvas em R2

Nesta parte trataremos de curvas no plano R?, utilizando conceitos do célculo
diferencial poderemos generalizar as ideias vistas anteriormente para encontrar
diversas caracteristicas e propriedades destas curvas.

As imagens do texto foram criadas utilizando Python e Matplotlib.



4.2.1 Curvas diferenciaveis

Definicdo 3. Uma curva parametrizada o em R? é uma aplicacdo continua «:
I C R — R?, dada por a(t) = (z(t),y(t)), onde | é um intervalo. A aplicagdo o é
continua se as fungées x,y : I — R sdo continuas.

Simplificaremos a partir daqui o intervalo I C R por I de modo que fique
subentendido que o dominio é um subconjunto dos reais, a menos que seja
explicito que néo.

Definicdo 4. O traco de uma curva o.: I — R? é o conjunto imagem dessa curva,
C = {(z(t),y(t));t € I}.

Note que duas curvas podem ser diferentes, mas ter o mesmo traco, onde
o trago é a representagao visual que temos da curva. Por exemplo, as curvas
alt) = (t,V1—1¢%), t € [0,1], (que pode ser vista como o grafico da fungédo
f(z) = V1—2%) e p(t) = (cos(t),sen(t)), t € [0,7], sao diferentes curvas, mas
possuem 0 mesmo trago.

v
>
v
X

Figura 2: Curva a. Figura 3: Curva £.

Diremos que uma curva a: I = [a,b] — R? é fechada quando a(a) = a(b), e
que € uma curva simples se « € uma aplicacao injetiva em I ou, no caso de uma
curva fechada, injetiva em [a, b), isto é, ndo possui autointersecéo (ver Figura 4).

Definicao 5. Uma curva parametrizada «: I — R?, a(t) = (z(t),y(t)), é dita
diferenciavel de classe C", r > 1, quando suas componentes x(t) e y(t) s&o fun-
¢bes de classe C". Uma fungéo é de classe C" quando possui r-ésima derivada
continua.

O caso de uma curva C", que quer dizer que é uma aplicagcdo continua, é
simplesmente nossa definicdo de curva parametrizada, entdo nesse contexto
toda curva parametrizada é, no minimo, C°.



Figura 4: Curva simples e fechada.

A curva a = (t,|t]),t € R, por exemplo, é de classe C", mas nao de classe
C1, pois a funcéo f(t) = |t| ndo é diferenciavel em 0, logo o ndo é diferenciavel,
por outro lado, se restringirmos o dominio da curva ao intervalo [1,c0), entdo
teriamos o de classe C", para todo » € N (uma curva suave). Outro exemplo
seria a curva (t) = (t,t%), t € R, que é também suave.

Definicao 6. Uma curva diferenciavel o: I — R? é dita regular em t, € I se
o/(ty) # 0. Diremos que « é regular se é regular em todo ponto.

Visualizando «o/(t) como o vetor velocidade da curva, temos basicamente que
a € regular se sua velocidade nunca € nula. Diremos entao que o vetor derivada,
ou vetor velocidade, de uma curva diferenciavel « € o vetor o/(t).

Por exemplo, sejam as curvas «,3 : R — R? dadas por a(t) = (t2,¢3) e
B(t) = (1> — 1,t(t* — 1)). Veja que ’(t) = (2t,3t*) se anula para ¢t = 0, isto é, 0
vetor velocidade € nulo no ponto (0,0), portanto, o n&o € regular. Por outro lado
p'(t) = (2t,3t> — 1) # 0, para todo t € R, logo, 3 é regular (ver Figura 5 e 6).

A seguir demonstraremos algumas propriedades locais de uma curva regu-
lar. Para dar sentido a ideia de propriedade local utilizaremos o conceito de
vizinhanga. Um conjunto V' C R é dito vizinhanga de um ponto p € R, se existe
e>0talque (p—e€,p+e) CV.

Como veremos, qualquer curva regular, localmente, ndo tem autointersegéo,
mesmo que a curva ndo seja uma curva simples.

Proposicao 2. Sejaa: I — R? regularemt, € I. Entdo existe vizinhanga V' de
to tal que o € injetiva parat € V N 1.

Demonstragéo. De fato, como o/ (ty) = (2'(to), v (to)) # (0,0), entdo 2'(to) # 0 ou
y'(to) # 0, assuma, sem perda de generalidade, que z’(ty) # 0, como z’ € uma
funcdo continua, existe vizinhanca V' tal que paratodot € INV, 2/(t) > 0 ou
2'(t) < 0, portanto, = é estritamente mononotona nessa restri¢cdo, logo, injetiva.
Por fim entao, o é injetiva parat € V N 1. O

Outra propriedade local das curvas regulares nos diz que localmente a curva
pode ser vista como o grafico de uma funcao real. Essa propriedade pode ser
vista como uma versdo mais fraca de um teorema importante que veremos mais
adiante.



Figura 5: Curva «. Figura 6: Curva /.

Proposicao 3. Sejaa: I = (a,b) — R? regular em t, € (a,b), existe vizinhanga
V c I tal que, parat € V, o tragco de o coincide com o tragco de uma curva 3 da
forma p(t) = (t, f(t)) ou B(t) = (f(t),t), para uma fungédo diferenciavel f : J — R.

Demonstragéo. Se o'(tg) = (2'(to), v/ (to)) # (0,0), entdo assuma sem perda de
generalidade que 2/(ty) # 0. Pelo Teorema da Funcao Inversa' existe vizinhanca
V C I talque parat € V, x € um homeomorfismo sobre J = z(V') e sua inversa
z~': J — V édiferenciavel. Defina agora 3 : J — R? como 3(t) = a(z~'(t)). Dai

B(t) = (z(z™ (1)), y(@~' (1)) = (t, f(1)),

onde f(t) = y(z~'(t)) é composta de fungdes diferenciaveis e, portanto, fungao
diferenciavel. No caso em que ¥/(ty) # 0, a funcdo g seria da forma 5(t) =

(@' (1), y(y~' (1) = (f(t),1), com [f(t) = x(y~'(t)).

[

4.2.2 Reparametrizacao e comprimento de arco

Definicdo 7. Sejam a: I — R?, «o(t) = (z(t),y(t)), uma curva parametrizada e
h:J Cc R — I uma fungdo real sobrejetiva, ambas de classe C",r > 1. A curva
B J— R?

B(t) = (a o h)(t) = a(h(t)),

também de classe C", é dita reparametrizacao de a.

Por exemplo, sejam « : [0,27] — R* e 3 : [0,1] — R? dadas por «a(s) =
(cos(s),sen(s)) e B(t) = (cos(27t), sen(27t)). Portanto, S € uma reparametrizagéo
de « pela fungéo . : [0, 1] — [0, 27|, dada por

h(t) = 2mt,

isto &, B(t) = a(h(t)).

Temos a partir dessa defini¢éao e pela regra da cadeia que 5'(t) = (aoh)'(t) =
o (h(t))K'(t) e ainda ||5'(t)|| = ||/ (h(t))] - |'(t)]. Considerando apenas repa-
rametriza¢des onde h/(t) # 0 temos que, pelo Teorema do Valor Intermediario,

'Disponivel no Apéndice.



R'(t) >0o0uh/(t) < 0,paratodot € I, isto é, h € uma funcdo monédtona crescente
ou decrescente. Se, nesse contexto, 2 € uma funcao estritamente crescente dire-
mMOos que a reparametrizacao [ preserva a orientacao de «, se h for decrescente,
S inverte orientacao.

Como exemplo temos a reparametrizacdo inversa de uma curva. Dadas uma
curva o : I — R? onde I = (a,b), e uma fungdo real h : J C R — I dada
por h(t) = a + b —t, temos que a curva 3 : J — R? composi¢gdo de o e h,
B(t) = (o h)(t), € uma reparametrizagao que inverte orientagdo, pois #'(t) = —1,
vt € J. Além disso é facil ver que 5 é simplesmente « percorrida no sentido
contrario.

Relembrando agora ideias do calculo integral, vimos o calculo da area abaixo
do grafico de uma funcéao como sendo a soma infinitesimal de retangulos forma-
dos abaixo da funcéo integrada, faremos uma abordagem parecida para definir
o comprimento de uma curva, o plano é somar pedacos infinitesimais de seg-
mentos de reta nessa curva, como o vetor derivada é tangente a sua curva, o
utiizamos como membro infintesimal a ser somado, e a partir dessa intuicao
temos a seguinte definigao:

Definicao 8. Dada uma aplicagdo diferencidvel o : I — R?, a(t) = (z(t),y(t)),
definimos a fungdo comprimento de arco L., : I — R como

/ o () s = / NE: Ve, thel.

O comprimento do arco de o de ty ats, ty > t1, € 0 numero L, (ta) — La(t1).

Por exemplo, tome a curva « : (0,00) — R?, dada por a(t) = (e *cost, e sent),

e observe que
t
— [ lettu)ldu = va( - e
0

Portanto o comprimento de o em todo seu dominio é lim; ., L. (t) = /2.

y(t)
A

> (1)

Figura 7: Curva «(t) = (e 'cost, e tsent).

Proposicao 4. Sejam « : I — R? uma curva regular e 3 : J — R* uma repara-
metrizagdo de o, entao se 3 preserva orientagdo L., = Lg.

Demonstragdo. A partir do fato de que 5'(t) = o/ (h(t))h/(t), sabemos que

/Ila )R (u Hdu—/ o (h(w))|] - P (w)|du.

Como /3 preserva orientagdo, h € uma fungao estritamente crescente, entao
|W/(u)] = h'(u). Resolvendo por substituicdo, seja v = h(u), entdo dv = h'(u)du,
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substituindo também nos limites de integragéo temos

h(t)

£a(t) = / o/ (0)|dv = La(h(2)).

(to)
O]

Definicao 9. Diremos que uma curva diferenciavel o esta parametrizada pelo
comprimento de arco se

Ea(t):/t o (u)||du = t — to.

Com essa definicdo temos uma importante caracterizacdo dessa proprie-
dade:

Proposicao 5. Uma curva diferenciavel o esta parametrizada pelo comprimento
de arco se, e somente se, ||/ (t)|| = 1.

Demonstragdo. De fato, seja « uma curva com ||/(t)|| = 1, entéo

t t
/ja(t):/Ho/(u)Hdu:/ du=1—to.
to to

Por outro lado, se « estd parametrizada pelo comprimento de arco, entdo

t
/ o ()| = £ — to,
to

derivando os dois lados e utilizando o teorema fundamental do calculo, obtemos
[/ (2)] = 1. O

Entdo a partir disso demonstramos a caracterizagdo que nos diz que uma fun-
céo é dita parametrizada pelo comprimento de arco quando seu vetor derivada é
unitario. O teorema a seguir nos mostra a importancia dessa propriedade.

Lema 1. Seja o : I — R? regular de classe C", r > 1, a fungdo L, (t) também é
de classe C".

Demonstragdo. Demonstracao pode ser encontrada em [3]. O

Teorema 1. Toda curva regular pode ser reparametrizada pelo comprimento de
arco.

Demonstragdo. Seja o : I — R? curva de classe C" e regular, isto é, ||o/(t)]| #
0,vt € I, como a norma € maior ou igual a zero e ||&/(t)|| # 0, temos entdo que
la/(t)|| > 0 para todo ¢ € I. Por outro lado relembre da definicdo da funcao
comprimento de arco e veja que L. (t) = ||&/(t)]] > 0. Nessas condi¢des, apli-
cando o Teorema da Funcgao Inversa juntamente com o lema acima, temos um
homeomorfismo, onde a inversa h = L' : J — I também ¢é diferenciavel, possui

derivada
1 1

—L(h(s) [l (h(s))]”

11
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e é de classe C". Por ultimo defina uma reparametrizagcdo de - como a curva
B :J — R? dada por 3(s) = (ao h)(s) = a(h(s)), pela regra da cadeia 5'(s) =
o/(h(s))h'(s) e portanto

I8 (6)1 = o DI ()] = o (B o = 1

Portanto, temos que 5 € uma reparametrizacdo de « pelo comprimento de arco
de classe C". O

E entao por ultimo temos a nossa ultima definicdo dessa secgéo.

Definicao 10. Dada uma curva diferenciavel oo : I — R? de classe C",r > 1,
parametrizada pelo comprimento de arco, definimos o vetor tangente t : I — R?
de classe C"~Y comot(s) = o/(s).

Desta forma, temos que toda curva regular tem um vetor tangente nao nulo e
podemos reparametrizar pelo comprimento de arco para obter uma parametriza-
cao com vetor tangente unitario. Em geral utilizaremos a notagéo do parametro
s quando estivermos falando de uma curva p.c.a (parametrizada pelo compri-
mento de arco) e o parametro ¢ quando se tratando de uma curva parametrizada
qualquer.

4.2.3 Curvatura e equacoes de Frenet

Facamos agora algumas observacdes sobre o que encontramos. Dada uma
curva C" regular o : I — R? r > 2, existe uma reparametrizacdo p.c.a dessa
curva, entdo assuma, sem perda de generalidade, que « esta parametrizada
pelo comprimento de arco e note que

/() =1 <= o' (s)I* =1 = (a(s),/(s)) = 1.

Derivando ambos os lados em relagao a s, temos
<O//(3)7 O/($)> =0,

isto é, o’ (s) é ortogonal a &/ (s) paratodo s € I (ou de outro modo, ¢(s) é ortogonal
at'(s)). Sendo esse apenas um caso especifico da proposi¢céo a seguir.

Proposicao 6. Sejav : I — R? uma aplicagdo C* e ¢ uma constante real,
o) = <= (u(t),v'(t)) =0,
isto é, v é ortogonal a v'.
Demonstracdo. E facil demonstrar repetindo o processo feito acima. O

Outro conceito importante para nosso estudo em obter propriedades geomé-
tricas em curvas € o vetor unitario normal a curva. Primeiramente veja que,
utilizando a matriz de rotagéo, dado um vetor v = (z,y) € R?, temos

Ryv = [0056 —sen 6] [x] _ [xcosﬁ — ysen 9] ‘

senf cosf | |y xsen 6 + ycos 0
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Entdo podemos definir a aplicagdo de rotagéo pelo angulo 6, R, : R? — R?, como
Ry(x,y) = (xcos — ysen 8, xsen + ycos ).

E, portanto, para conseguir um vetor normal a curva podemos simplesmente girar
o vetor tangente 90 graus no sentido anti-horario, ou seja,

Rr/a(t(s)) = (2'(s)cos(m/2) — v (s)sen(m/2), 2 (s)sen(n/2) + y'(s)cos(m /2))
= (—y'(s),2'(s)),
dai definimos:

Definicdo 11. Dada uma curva o : I — R? p.c.a, o vetor normaln : I — R? a
curva o € dado porn(s) = (—y(s), x(s)).

Para visualizar os vetores ¢(s) e n(s) podemos vé-los como o vetor na posigao
a(s) nacurva, isto é, origem em «(s) e ponto final em «a(s) +¢(s) (ou a(s) 4+ n(s)).

y(t)
A

Figura 8: Vetores tangente e normal a uma curva a.

Com tudo isso em maos podemos fazer algumas relacoes sobre esses veto-
res encontrados com a proposi¢cao a seguir.

Proposicao 7. Sgja o : I — R? a(s) = (x(s),y(s)), curva p.c.a. de classe
C",r > 2. Entdo t'(s) é paralelo a n(s), e n'(s) é paralelo a t(s), isto é, existem
fungées a,b : I — R tais que t'(s) = a(s)n(s) e n'(s) = b(s)t(s).

Demonstragdo. Primeiro podemos notar que como t(s) e n(s) sdo vetores or-
togonais e unitarios, entdo 7 = {t(s),n(s)} forma uma base ortonormal do R? e
portanto, para cada s € I, t'(s) pode ser escrito como uma combinagao linear dos
elementos dessa base, isto é, t'(s) = a(s)t(s) + b(s)n(s), como t(s) € ortogonal a
t'(s) e an(s), entdo (ocultando os parametros para melhor leitura)

0= (' t) = (at + bn,t) = {(at,t) + (bn,t) = a

13



Logo, t'(s) = bn(s).

Para n(s), note que como o normal € um vetor unitario, entao n(s) € ortogonal
a n/(s), e dal, utilizando o fato de 7 ser base do R? e a ortogonalidade de n(s)
com n/(s) e t(s), temos analogamente que

n' =at+bn = 0= (n',n) = (at+ bn,n) = b.
Segue o resultado. O

Essa proposicao, portanto, nos da uma importante ligagcao entre as derivadas
do vetor normal e tangente de uma curva p.c.a. qualquer, adicionando mais uma
informagéo no resultado dessa proposi¢cao temos algo ainda maior. Relembre
que (t(s),n(s)) = 0, entdo derivando em ambos os lados temos

(t'(s),n(s)) + (t(s),n'(5)) = 0 = (t(s),7(s)) = —=(¥'(s), n(s)),

substituindo pelo que provamos na proposi¢cao anterior

(t(s),b(s)t(s)) = —(a(s)n(s),n(s)) = b(s) = —a(s),

portanto t'(s) = a(s)n(s) e n(s) = —a(s)t(s). A partir dessa motivacao definimos
a noc¢ao de curvatura de uma curva e dela as equagdes de Frenet.

Definicao 12. Segja o curva de classe C",r > 2, parametrizada pelo comprimento
de arco, a fungdo curvatura de o é a fungdo k : I — R, de classe C"~?), tal que
t'(s) = k(s)n(s) en'(s) = —k(s)t(s).

Temos dai as equacgdes de Frenet para uma curva diferenciavel de classe C?

{t'(s) = k(s)n(s),
n'(s) = —k(s)t(s).

A saber, aplicando o produto interno de ambos os lados da primeira equacao,
temos ainda um resultado explicito para k(s)

(t'(s),n(s)) = (k(s)n(s),n(s)) <= k(s) = (t'(s),n(s)).

Isso nos da uma ideia geométrica da curvatura, sendo uma escala do quanto o
vetor #'(s) (ou o(s), que pode ser visto como a acelera¢do da curva) difere de
n(s).

Note que, em geral, ndo é simples 0 processo de reparametrizar uma curva
pelo comprimento de arco e através das Equacdes de Frenet encontrar sua cur-
vatura. Para isso a préxima segéo ira, utilizando a teoria desenvolvida, nos mos-
trar meios mais faceis para encontrar esses resultados. Por exemplo, dada a
curva a(t) = (3t,t3), t € R (ver Figura 9), temos

t
Lo(t) =3 / VIt uddu,
to

gue nao é uma integral trivial, dificultando o processo de encontrar sua inversa.
Encontraremos sua curvatura na se¢ao seguinte.
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Oc”(s())

Figura 9: Vetor «/’(s) em marrom da curva a(s).

4.2.4 Resultados para curvatura

Partindo do conceito de curvatura agora podemos provar importantes resulta-
dos relacionando curvas e sua curvatura. A partir daqui para simplificar escrita,
guando estivermos falando da curvatura de uma curva, essa curva é, no minimo,
de classe C?.

Até o momento s6 falamos com profundidade de curvatura, vetor tangente e
vetor normal em curvas parametrizadas pelo comprimento de arco. Utilizando
do fato de toda curva regular ser reparametrizavel pelo comprimento de arco,
diremos que a curvatura, tangente e normal de « regular serdo os de sua repa-
rametrizacao pelo comprimento de arco £.

Proposicao 8. Uma curva regular o esta contido em uma reta se, e somente se,
k=0.

Demonstracdo. Suponha, sem perda de generalidade, o : I — R? parametrizada
pelo comprimento de arco, se a curva esta contida em uma reta entdo é da forma
a(s) = po + svg, onde py,vy € R?* s € I. Derivando duas vezes temos que
a'(s) =t'(s) =0, portanto k& = (t',n) = 0. Por outro lado, se k = 0, como t’ = kn,
temos que ¢ = 0. Portanto, o vetor tangente é constante, isto &, o/(s) = vy,
integrando temos a(s) = py + svyp. O

Teorema 2. O traco de uma curva regular esta contida em um circulo de raio
r > 0 se, e somente se, |k| = 1/r.

Demonstracdo. Seja o : I — R? ja reparametrizada pelo comprimento de arco,
para demonstrar a necessidade veja que, se « esta contida num circulo, temos

la(s) = poll =7 = (a(s) — po, als) — po) =17
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Derivando de ambos os lados, entao
(0/(s), a(s) — po) = 0. (1)
Derivando, novamente, obtemos
(@"(s), a(s) = po) +(&/(s),d/(s)) =0 = (@"(s),a(s) —=po) = =1.  (2)

Por (1) temos que «(s) — po € ortogonal a o/(s), como «”(s) também é ortogonal
a o/(s), entdo a(s) — pp € &”(s) tém a mesma direcdo, isto €, um é multiplo do
outro. A partir disso, usando (2) e a desigualdade de Cauchy-Schwarz (no caso
da igualdade), temos

la” ()l - la(s) = poll = [{@”(s), (s) = po)| = 1.

Por outro lado, utilizando novamente Cauchy-Schwarz,

[E(s)] = [(¢'(s), n(s))| = It'(s)]l - In()I] = la"(s)]]-
Entdo por fim, pelos dois resultados acima,

B 1 1
lac(s) = poll 7

[k (s)]

Para a suficiéncia, suponha & = 1/r e defina a fungdo f : I — R?, dada por
f(s) = a(s) + rn(s). Substituindo, utilizando as equagdes de Frenet, e derivando
temos que

f/(s) =t(s) — rk(s)t(s) = t(s) —t(s) = 0.

Portanto, f é constante, digamos f(s) = py € R?. Entao pela definicdo
a(s) +rn(s) =po = als) —po = —rn(s)

— llals) = poll = |=rn(s)|| = r
No caso onde k = —1/r € possivel demonstrar analogamente definindo f como

f(s) = a(s) —rn(s). O

Note que sé pontuamos anteriormente sobre a curvatura de uma curva re-
gular utilizando sua parametrizagéo pelo comprimento de arco, mas, além disso,
podemos ainda demonstrar explicitamente como € essa curvatura, que segue.

Proposicao 9. Seja o : I — R? curva regular. Entao,

(@'(), y'(t))
le’@)
(=y'(t), 2'(t))
l’@I
Z'()y" (1) — ")y (t)

[l (®)[1°

t(t) =

n(t) =

k(t) =
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Demonstracdo. Dada uma curva regular qualquer o : I — R?, existe a repara-
metrizagdo p.c.a. 3 =aoh:J —R? ondehé L' e J = L,(I). Portanto temos
que

aft) = B(La(t) = o'(t) = F(La(t))L4(1) = B(La(t)) = o)

Como o vetor tangente e normal sdo definidos na curva p.c.a., t(t) = f'(L.(t)),
juntando ao fato de que £/ (t) = ||&/(¢)]], entédo

(@'(t), y'(t)) (=y'(t), 2'(t))
le’ ()] le’@I

Agora, calculemos a curvatura, utilizando novamente o fato de que o/(t) = /(L. (t))||/(2)]],
obtemos

t(t) = n(t) =

o (t) = B"(La@®) o/ B)* + B'(La () (Ie' @)
. grea) = 20 _61\(525()%(“@ @®n"

Pela ortogonalidade de n e 4/, vemos que

(B"(La(t)), n(1)) = Www,n(t» S

E dai, temos por fim

]

Relembre que anteriormente deixamos em aberto o problema de encontrar
a curvatura da fungdo a(t) = (3t,t*). Derivando entdo a curva « temos que
o(t) = (3,3t?) e o’ (t) = (0, 6t). Portanto,

2t
3(\/1+t4)3'

O resultado a seguir sera o Ultimo dessa secéo e de importancia na proxima,
e nos diz que a curvatura de uma curva é invariante a translagdes e rotagdes no
plano.

Proposicao 10. Sejam o : I — R?, a(t) = (z(t),y(t)), uma curva regular, k., :
I — R sua fungdo curvatura, T : R*> — R? aplicagcdo de translacdo pelo vetor
(a,b) € Ry : R* — R? aplicacdo de rotagdo pelo dngulo 6. Entdo k. é invariante
por'l’" e por Ry.

Demonstracdo. Seja 5 a curva formada quando se € aplicada a translacao em
«a, isto &,
B(t) = (Toa)(t) =T(at)) = (x(t) + a,y(t) +b).

Portanto,



pU(t) = (2"(2),y" (1)) = " (1),

aplicando a férmula para k(t) encontrada na Proposi¢éo 9, temos ks = k,. Para
0 caso da rotacao, tome ( como sendo a aplicagao de Ry em «,

C(t) = Ro(a(t)) = (2(t),9(t)) = (x(t)cos 0 — y(t)sen 8, y(t)cos 0 + x(t)sen 0).
E dai,
C(t)=(2'(t), 7 (t) = (2'(t)cos 0 — v/ (t)sen b,y (t)cos O + ' (t)sen ),

C"(t) = (2"(t),9"(t)) = (2" (t)cos 0 — " (t)sen 0, y" (t)cos 0 + 2" (t)sen §),

utilizando a férmula para curvatura e desenvolvendo os termos é facil ver que

- YY) — ")y @)
‘ ¢ ()1I°

= kq.

4.2.5 Teorema Fundamental das Curvas

Nesta secdo mostraremos um importante resultado que nos diz que dada a fun-
cao curvatura podemos encontrar uma curva correspondente, a menos de trans-
lacGes e rotacdes. Note primeiramente que dada uma curva parametrizada pelo
comprimento de arco « : I — R?, como seu vetor tangente esta contido num
circulo unitario, existe uma fung¢éo 6 : I — R tal que o/(s) = (cos(s), senf(s)),
dai temos que

t'(s) = (—senB(s) 0'(s),cos0(s) 0'(s)) e n(s)=(—senb(s),cosb(s)).

Esse fato pode e sera demonstrado com mais detalhes na se¢é&o seguinte, mas
o utilizemos aqui sem distingéo.
Utilizando o fato de que ¢’ = kn, entédo

E por fim, integrando dos dois lados,

0(s) = /S k(u)du + 0(sg), so € 1.

50

Observe que podemos ver essa funcdo 6(s) como o “angulo” do ve-
tor tangente, pois no caso onde 6(sg) = 0 teriamos que o'(sg) =
(cosO(sp), senB(sg)) = (1,0), entdo este seria o angulo que o vetor tangente faz
com 0 eixo X.

Tendo tudo isso em mente, podemos entdo seguir com o teorema.

Teorema 3 (Teorema Fundamental das Curvas). Dados uma fungdo continua
k:I— R, um pontop € R? e um vetor unitario v € R?, fixando s, € I, existe uma
Unica curva parametrizada pelo comprimento de arco « : I — R? de classe C? tal
que a curvaturade o € k, a(sg) = p € a/(sg) = v.
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Demonstragdo. O resultado em questao é consequéncia do teorema da existén-
cia e unicidade de EDO, mas faremos aqui de maneira direta.

Dados p = (x¢,yo) € v unitario, temos primeiramente que v = (cos 6y, sen 6y)
para algum 6, € [0, 27]. Defina agora uma fungéo 6 : I — R dada por

0(s) = / k(u)du + B,

eumacurva a: I — R?, «a(s) = (z(s), y(s)), por

xo—i—/ cos O(t

=1+ / sen O(t
Temos portanto que

o/ (s) = (2'(s),/(s)) = (cos 0(s), sen b(s)),

e ainda
o' (s0) = (cosB(sg), senB(sg)) = (cos by, sen by) = v.

A partir disso, entdo « € uma curva parametrizada pelo comprimento de arco,
pois ||o/(s)|| = 1, entdo t(s) = &'(s). Dai,

n(s) = (—y'(s),z(s)) = (—senb(s), cosb(s)).

Pelas Equacdes de Frenet, temos que

Por outro lado,

n'(s) = (—cos0(s)0 (s), —sen 6(s)0' (s)) = —0'(s)t(s).

Entdo, temos que k,(s) = ¢'(s) = k(s), portanto « tem curvatura k, como queria-
mos.

Provemos agora a unicidade dessa curva. Suponha que existam duas curvas
a,B : I — R? dadas por a(s) = (z(s),y(s)) e B(s) = (u(s),v(s)), satisfazendo
as hipéteses. Defina as fungbes f,g : I — R% como f(s) = 2/(s) — u/(s) e
g(s) =1/(s) — v/(s) entdo, utilizando as Equagbes de Frenet, note que

fi(s) = 2"(s) —u'(s) = —k(s)y/(s) + k(s)v'(s) = —k(s)g(s),
g(s) = y'(s) ="(s) = k(s)a'(s) — k(s)u'(s) = k(s)f(s).

isto €, f e g satisfazem o sistema

{f’(S) = —k(s)g(s),
q'(s) = k(s)f(s).

A partir disso, temos que
SU+ Y (5) = S5)7'(5) + g(s)g/ ) = 0.
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Portanto, (f* + ¢*) € uma funcéo constante, e como o/(sy) = £'(sy), entdo (f* +
*)(s0) = 0, logo a fungdo (f? + ¢*) é nula para todo s € I, isto &, f(s) = g(s) =0
Assim, concluimos que

a'(s) =pF'(s),Vs € 1.

Por fim, usando o fato de que a(sg) = B(so), temos que «(s) = 5(s), para todo
sel.
[

Corolario 1. Sejam o, 3 : I — R? curvas parametrizadas pelo comprimento de
arco, se o e f tem a mesma curvatura k : I — R, entdo existem uma translagao
T : R? — R? e uma rotacdo R, : R? — R?, tal que

B(s) = (T o Rgoa)(s).

Demonstragdo. De fato, como «/'(s) e '(s) sé&o vetores unitarios, fixando s, € I,
existe uma rotagéo Ry que leva o/(sg) a '(sg), € ainda uma translagédo 7' que
leva a(sg) em (B(sg). Dai entdo (T o Ry o o) tem as mesmas condigdes iniciais
de 5 e a mesma curvatura, pois a curvatura € invariante por translacées e rota-
cbes. Portanto, pela unicidade garantida pelo Teorema Fundamental das Curvas,
B(s) = (T o Ry o a)(s). O

4.2.6 Curvas implicitas

Além das curvas parametrizadas ainda podemos ter curvas definidas implicita-
mente, onde ndo temos um resultado explicito para os pontos dessa curva, ape-
nas uma relagdo entre suas componentes. Vimos anteriormente que o circulo
centrado na origem e raio » > 0 pode ser descrito pela curva a(t) = (rcos(t), rsen(t)),
por outro lado a equagdo 22 + y* = r2, r > 0, também descreve os pontos per-
tencentes a esse circulo. Vendo de outra maneira, a equagéo F'(z,y) = 0, onde
F :R? — R é dada por

F(r,y) =a® +y* —r?,
descreve um circulo de raio r e centro (0,0). Podemos ver entdo as curvas im-
plicitas como curvas de nivel de uma funcao de duas variaveis no valor zero (ver
Figura 10), onde dada uma curva de nivel do tipo g(z,y) = k, podemos definir F
como F(z,y) = g(x,y) — k, logo, a curva de nivel ficaria

F(z,y)=0.

Definicao 13. Uma curva implicita { é o conjunto de zeros de uma funcao F
UCR? - R,istoé ¢ ={(z,y) € U; F(z,y) = 0}, onde U é um conjunto aberto.
Chamaremos ( de curva associada a F'.

Observe que, nesse contexto, é facil verificar se um ponto p = (xg,yo) per-
tence ou ndo a (. Por outro lado, nem sempre & simples verificar se um ponto
esta ou ndo em uma curva paramétrica.

O teorema a seguir nos mostra uma generalizagcdo do que vimos anterior-
mente, que uma curva regular pode ser vista localmente como um grafico.
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Teorema 4. Seja ¢ uma curva implicita associada a uma funggo F : U — R?
de classe C*, k > 1. Dado p = (zo,y0) € U, se VF(p) # 0, entdo ¢ pode ser
vista localmente como o gréfico de uma fungdo C*. Isto é, caso F, +# 0, existem
uma vizinhanca V. C R de z, e uma fungdo g : V — R de classe C*, tal que
NV ={(z,9(x));x € V}. E ainda

No caso de apenas F, # 0, NV ={(g9(y),y);y € V}, paraV vizinhanga de y, e
Jy) =7

Fo

Demonstracdo. Aplique o Teorema da Funcgao Implicita (Ver Apéndice). O

Figura 10: Curva gerada pelos zeros de uma fungéao de duas variaveis.

Podemos agora usar nossas ferramentas para curvas parametrizadas para
determinar caracteristicas de curvas implicitas, como sua curvatura no ponto,
vetor tangente e normal.

Proposicao 11. Sgja F : U C R? — R uma fungdo de classe C?, com U aberto
e ¢ sua curva associada. Dado p = (z,y0) € ¢, se F, > 0, entdo?

(Fy(p)7 _Fx(p>>

t(p) =

IVE@I
(v) = (Fz(p), £y(p))
IVE@)
k(p) = _ Fao(p)Fy(p)* — 2Fuy(p) Fu(p) Fy (p) + Fyy(p) Fi(p)?
IVE()I? '

2Sendo necessario apenas VF # 0, existindo resultado analogo para os outros casos.
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Demonstragc&o. Pelo teorema acima sabemos que existem uma vizinhanga V' de
p e uma fungdo g : V — R, onde ¢ pode ser vista como a curva f = V — R?
dada por 5 = (z, g(z)), em V. Para calcular o vetor tangente entdo podemos usar
a férmula calculada anteriormente para curvas parametrizadas. Primeiramente,
como F, > 0, veja que

B0l - VITTET - (B IFase)]

Utilizando este fato, entao

Ha) = (1,9 /(x|)) £y (Fy(z, 9(x)), =Fa(z, 9(x)))

(1,9'(x)) =

EIGIRNG] NF@g@)]
o@D F o (Feg() By rg()
S e TS TR 7 2] R AAR NE@ o)

Para a curvatura, ocultando o ponto (z,¢(z)) quando necessario e derivando
novamente a funcgao ¢'(z) = —?—j, temos

F..F? —2F,,F.F, + FyFo® 2
F 3

g”(./,[;) — _

Utilizando o fato de que §'(z) = (1,4'(x)) e 8" (x) = (0, ¢"(z)), pela Proposi¢éo 9,
temos 1,11 ",/ //( )
Yy —x"y g (x
k(z) = =
D=TB@I T Viear
F,.F}? —2F,, F,F, + F,,F,>
IVE|? ‘

Assim concluindo o que queriamos provar. O

Como exemplo podemos utiIizar novamente o caso do circulo. Seja F : R? —
R dada por F(z,y) = 2* + y* — r%, r > 0, temos entao a curva associada ¢ =
{(x,y) € R?% F(x,y) = 0}, isto &, pontos da forma z? + y* = r?. Dai temos que
(0,0) ¢ ¢, e sabendo que VF(z,y) = (2x,2y) s6 se anula no ponto (0,0), entao
todos os pontos da curva cumprem a hipétese e podemos calcular localmente o
vetor tangente, normal e a curvatura da curva ¢ para F, > 0 (o semicirculo acima
do eixo x).

Utilizando a proposicao acima temos entao que

(2y7 _2:6) - <y7 —ZE)

t Z, = - )
() 42 + 4yy? r

(27,2y)  (z,9)

n(x,y) = ,
() 4?2 + 4y? r

k(z,y) = — 2(2y)* + 2(237)2 _ A+ 0’ 1

<\/m> (4x? 4 4y?) (2r) r
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4.3 Topicos Adicionais

Nesta secdo serdo apresentados topicos adicionais que foram estudados, fa-
zendo uma ponte entre Geometria Diferencial, Topologia e Algebra.

4.3.1 Funcdo Angulo e Numero de Rotacéo

Através da ideia do angulo que uma curva faz com o eixo = a cada instante ¢, po-
deremos definir a ideia de numero de rotagdo de uma curva, que intuitivamente
conta o numero de “voltas” que uma curva fechada faz em relagdo a um ponto.
Juntamente com a ideia de deformacéo de curvas, poderemos mostrar proprie-
dades do numero de rotacao, e através dele estudar algumas aplicagdes dessa
teoria no Plano Complexo e na Teoria de Cauchy.

Retomando o que foi comentado anteriormente, queremos agora estudar o
“angulo de uma curva”. Relembre que utilizamos o fato de existir uma funcéao
angulo para o vetor tangente de uma curva parametrizada pelo comprimento de
arco, mais propriamente temos o resultado a seguir que nos garante isso.

Teorema 5. Seja « : [a,b] — R? uma curva de classe C" (r > 1) com |a(t)| =1,
entao existe fungdo 0 : [a,b] — R de classe C" tal que

a(t) = (cos 0(t), sen 6(t)). (3)
Se 0 e ¢ sdo duas fungdes satisfazendo (3), entdo ¢(t) = 6(t) + 2km, k € Z.

Demonstragéo. Escrevendo a(t) = (z(t), y(t)), como ||a(t)|| = 1, temos que «a(t)
é ortogonal a o/(t), a partir disso podemos concluir que «/(¢t) € um multiplo do
vetor (—y(t),z(t)), de outro modo, existe X : [a,b] — R tal que

2(t) = =At)y(t) e y'(t) = AMt)z(t).
Como (—y(t),z(t)) € um vetor unitario, temos ainda que
o (t) = At)(—y(t), z(t)) = A(t) = (1), (—y(t), z(t))),

portanto, A é de classe C"!. Para algum 6, € R tal que a(a) = (cos by, sen by),
podemos definir 6 : [a,b] — R de classe C", dada por

0(t) = by + /t AMu)du.

Resta mostrar que a fungcdo em questao satisfaz o que desejamos. Como ¢'(t) =
A(t), e utilizando o fato de o/(t) = A\(¢)(—y(t), z(t)), temos que

d d
E(x(t)cos 0(t) +y(t)send(t)) =0 e E(—x(t)sen 0(t) + y(t)cosO(t)) = 0,
isto &, sdo constantes. Por outro lado, se t = a,

z(a)cos 0(a) + y(a)sen O(a) = cos® Oy + sen® Oy = 1

—z(a)senb(a) + y(a)cos 0(a) = —cos Gysen Oy + sen Oycos Oy = 0.
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Logo, por serem termos constantes, o0 mesmo é valido para todo ¢ € [a, b]. Resol-
vendo o sistema para x(t) e y(t)

xcos O +ysenf =1
—xsen + ycos = 0,

temos que
a(t) = (cosO(t), senb(t)).

Por fim, sejam 6 e ¢ duas funcdes satisfazendo (3), dai obtemos
cosO(t) = cosp(t) e senb(t) = senp(t),
0 que ocorre se, e somente se, 0(t) — ¢(t) € um multiplo de 27, Vt € [a, b]. O

Dada uma curva « : [a,b] — R? p.c.a., 0 vetor tangente ¢ : [a, b] — R? satisfaz
as hip6teses do teorema acima, e temos o resultado como queriamos, onde
chamamos a funcao 0 de funcao angulo. Temos ainda um resultado de unicidade:

Corolario 2. Sgjaa : [a,b] — R? uma curva de classe C" (r > 1) tal que ||a(t)|| =
1. Dado 6, tal que a(a) = (cos 6y, sen 6,) existe unica fungédo 0 de classe C"
satisfazendo (3) com 6(a) = 0.

Demonstragdo. Suponha que existam ¢ e ¢ satisfazendo (3) e 0(a) = p(a) = by,

temos que
olt) ~ 0(1) =2k — OO
™

k € Z. De outro modo, uma funcdo continua que assume valores em Z e, por-
tanto, constante. Temos entdo que a diferenca de ¢ e 6 é constante e como
¢(a) —0(a) =0, entdo p(t) = 6(t) para todo t em [a, b]. O

Note ainda que temos uma outra interessante aplicacao desse resultado. Da-
dos uma curva a : [a,b] — R? de classe C' (sem mais restricdes) e um ponto
p € R? que ndo esta no traco da curva «, podemos definir uma curva auxiliar
3 : [a,b] — R? dada por

at) —p
0= e =al
A partir dessa construcao, a curva S cumpre as hipéteses do teorema acima e
portanto temos o resultado:

Corolario 3. Seja o : [a,b] — R? uma curva de classe C" (r > 1) e p um ponto
fora do trago de «. Entéo existe fungdo 0 : [a,b] — R de classe C" satisfazendo

a(t) = p + |la(t) — pll(cos 0(t), sen O(t)).
Duas fungbdes dessa forma diferem por um mdultiplo de 2x. Dado 6, com
a(a) = p+ |la(a) — pll(cos bo, sen by),

a funcéo 0 é unica e 6(a) = 6y.
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Em razao desse resultado podemos fazer a definicdo a seguir, que nos dara
uma visao alternativa da curva, dependendo em angulo e norma, como em co-
ordenadas polares.

Definicao 14. Seja o : [a,b] — R? uma curva de classe C' e p um ponto fora do
trago de o. Uma fungdo 0 : [a, b] — R? tal que

a(t) =p+ |la(t) — pll(cos 0(t), sen 6(1)),
€ chamada de fungédo angulo de o em relagdo a p.

y(t)
A

/

a(to)

0(to)

Figura 11: Funcéo angulo de « em relagao a p.

Veja agora que, se « : [a,b] — R? é uma curva de classe C'! fechada, p um
ponto fora de seu trago e § uma fungéo angulo em relacdo a p, como «a(a) = «a(b),
evidentemente 6(b) — 6(a) = 2km, para algum k € Z. A partir disso, nesse mesmo
contexto, definimos:

Definicao 15. O numero de rotagdo de o em relagédo a p é dado por

1
W(a,p) = - (0(b) - b(a)) € Z.
m
Evidentemente o numero de rotacdo nao depende da funcado angulo esco-

lhida. De fato, se ¢ é outra funcao angulo temos que ¢(t) = 0(t) + 2k, logo,
o(b) — p(a) = (0(b) + 2km) — (0(a) + 2km) = 6(b) — 6(a).

Intuitivamente o numero de rotagdo conta quantas “voltas liquidas” (isto é,
a diferenca entre voltas no sentindo anti-horario e no sentido horario) a curva
da em volta do ponto p, j& que estamos calculando a diferenca de angulo no
inicio e no final da curva, que incrementa por um valor de 27 ao dar uma volta.
Importante frisar que essa teoria de angulo e niumero de rotacao também é valida
para curvas C°, mas foge dos objetivos deste texto.

Uma férmula integral para o nimero de rotacao pode ser encontrada com um
procedimento analogo ao que foi feito anteriormente para relacionar a fungao an-
gulo do vetor tangente e a curvatura de uma curva. Relembre que anteriormente
definimos o vetor normal n(s) de uma curva p.c.a. como o vetor t(s) rotacio-
nado 90 graus no sentido anti-horario por n(s) = (—y(s),z(s)), obtendo entdo
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n(s) L t(s). Por esse motivo, dado um vetor v = (z,y), utilizemos a nota¢do
vt = (—y,z). Com isso em mente, vimos também que se ¢ é o angulo do vetor
tangente de uma curva «, p.c.a., entdo

0'(s) = k(s) = (t'(s), n(s)) = (t'(s),t(s)").
De modo andlogo, para um caso mais geral, temos:

Lema 2. Seja a : [a,b] — R? uma curva de classe C* tal que |la(t)| =1. Se
6 : [a,b] — R* é uma fungdo angulo de «, entdo

0'(t) = (o (t), o))

Demonstragdo. Tomando fungé@o angulo 6, tal que «a(t) = (cos0(t), sen6(t)), te-
mos que
o (t) = 0'(t)(—sen0(t),cos O(t)) = 0'(t) at)".

Tomando o produto interno com «(t)* temos o esperado. O

Proposicao 12. Seja a : [a,b] — R? uma curva de classe C* e p um ponto ndo
pertencente ao traco de «. Entdo o numero de rotacdo de « em torno de p é

dado por .
_ 1 (), (at) —p))
LCERE e e
Demonstragcdo. Definindo 3 : [a, b] — R? por
_ a(t)—p
0= Ta@ =l

temos que S cumpre as hipéteses do lema, portanto,

lee(t) = plf?

Integrando, temos entdo uma férmula para uma funcédo angulo de a em relacao
a p, dada pela equacao

9(15) . H(CL) _ /t <O/(U), (a(u) _p)L> du.

lov(w) = plI?

Por fim, segue nosso resultado

L a - )Y
W =5 [ e

]

Um ponto interessante é que, se tomarmos p como a origem (e a origem nao
estiver no traco da curva), temos uma simplificagcdo do resultado encontrado, e
entdo o numero de rotacao € dado por

1 [Py —ya
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E intuitivo que uma translacéo da curva ndo mude o nimero de rotagdo, desde
qgue a translacao também seja aplicada ao ponto em questdo. Entao calcular o
namero de rotagdo de uma curva o em relacdo a um ponto p € 0 mesmo que
calcular o numero de rotagédo da curva dada por «(t) — p em relagdo a origem,
utilizando a férmula acima.

Através da férmula integral encontrada, e mais alguns conceitos basicos, é
possivel ainda derivar algumas propriedades envolvendo o numero de rotacao.
Tais propriedades sao de grande importancia nessa teoria, mas por nao terem
uso direto no objetivo deste texto ndo as provaremos aqui nem formalizaremos
seus resultados, por outro lado, citaremos intuitivamente suas ideias e onde suas
demonstragdes podem ser encontradas. Elas nos dizem que

1. W(a,p) é invariante por reparametrizagdes de «;
2. W(a, p) nao depende do ponto inicial e final de «;

3. Se n é uma curva que percorre « e depois 3 (ou vice-versa), entdo W (n, p) =
W(a,p) + W(B,p).

Tais fatos sdo geometricamente intuitivos, e sdo validos também para curvas
continuas, um estudo mais aprofundado para entender tais propriedades e suas
demonstragdes pode ser feito em [2].

4.3.2 Homotopias

Nosso objetivo vem, de fato, da relacdo do numero de rotacdo com um conceito
de deformagédo de uma curva em outra. Esse € o conceito de homotopia que
agora formalizaremos.

Definicao 16. Segjam «, 3 : [a,b] — U C R? curvas fechadas e continuas. Uma
homotopia entre o e 3 é uma aplicagao continua H : [0,1] x [a,b] — R? satisfa-
zendo

H(0,t) = aft),

H(lvt) = ﬂ(t),
H(s,a) = H(s,b).

Neste contexto, se a imagem de H esta contida em U, dizemos que « e  sdo
homotdpicas (a« ~ () em U. Em particular, se a € homotdpica a uma curva
constante diremos que « € homotodpica a zero (o ~ 0).

Note que, quando 6bvio, ocultaremos o conjunto ao qual estamos falando
da homotopia, mas ele é sempre crucial, visto que quaisquer duas curvas sao
homotdpicas em relagdo a R?, o que ndo é necessariamente valido para algum
outro conjunto arbitrario.

Nesse contexto de homotopia, intuitivamente, a variagdo na variavel ¢ cami-
nha pela curva, enquanto a variagdo em s varia a deformagéo da curva. Com
isso em mente, a continuidade de curvas volta a aparecer no nosso estudo, ja
gue uma forma alternativa de ver uma homotopia € como uma familia de cur-
vas fechadas e continuas a um parametro, isto &, ao definir H, : [a,b] — R? por
H(t) = H(s,t) para s fixado, temos que H, é uma curva fechada e continua para
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todo s € [0, 1]. Com essa notacdo, se H é uma homotopia entre as curvas «a e /3,
entao Hy = a e H, = 3.
Para fixar a ideia, tomamos o exemplo da homotopia H : [0,1] x [a,b] — R?
dada por
H(s,t) = (1 —s)(cost,sent),
essa é uma homotopia entre um circulo de raio 1 e uma curva constante 5(t) = 0,
nesse contexto sdo duas curvas homotoépicas em R2.

y()

Figura 12: Homotopia H.
Um outro exemplo pode ser dado pela homotopia G : [0,1] x [a,b] — R?,
definida por
G(s,t) = ((1 + s) cost, sent),

neste caso, G € uma homotopia entre um circulo e uma elipse da forma (2 cost, sen t).

Figura 13: Homotopia G.

Dadas duas curvas fechadas de classe C'' homotopicas, se tomarmos® ho-

3Assumiremos que se duas curvas de classe C' sdo homotopicas, entdo existe homotopia
entre elas também de classe C*.
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motopia H : [0, 1] x [a,b] — R? de classe C" entre essas duas curvas, temos que
cada curva fechada H, também sera de classe C'. Se p é um ponto de R? que
nao esta contido no trago de H,, para todo s € [0, 1], podemos ainda, utilizando
a Proposicao 12, encontrar o numero de rotagdo de cada curva H, em relacao
ao ponto p. Podemos entao definir uma aplicacdo W : [0,1] — Z associada a
homotopia H, que a cada s € [0, 1] associa o numero de rotagéo da curva H, em
relacdo ao ponto p, isto é, W(s) = W(H,, p). Nosso objetivo é mostrar que essa
€ uma fungao continua, e dai, como assume valores em Z, constante.

Proposicao 13. Sejam H : [0,1] x [a,b] — R? homotopia entre curvas de classe
C' e p ponto que ndo esta contido no trago de H,, para todo s € [0,1]. Entdo W
é fungdo constante para todo s € [0, 1].

Demonstracdo. Tome H em questio sendo de classe C'. Veja agora que para
cada s temos uma férmula integral para o numero de rotagdo da curva H, em
relacdo ao ponto p, dada por

dt.

1 [P ((H(s,t) — p)*~, % (s, 1))
W(s) = W(H,,p) = g/ | H (s,1) —pall2

Se escrevermos -
<(H(57 t) - p>L7 W(& t)>

IH(s,t) —pl*
temos que W(s) = %ff F(s,t)dt. Como H é de classe C*, 22 é de classe

C°, e entdo F € uma funcgdo continua, dai, por estar definida em um compacto,
uniformemente continua. De outro modo, dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que s,r €
[0,1) com |s —r| < det,u € [a,b] com |t —u| < ¢ implicam

F(s,t) =

2T e

b—a

|F(s,t) — F(r,u)| <

Tome agora uma particdo do intervalo [a,b], a =ty < t;... < t, = b, de tal modo
que |t;+1 — t;| < 4. Entdo, dados s, € [0,1] com |s — r| < 9,
1

2

1 "ttt e n—1l 41
= — F(s,t) — F(r,t)|dt dt = e.
2 [ e - r o< S [ =

i=0 Yt

b b
IW(s) — W(r)| = /(F(s,t)—F(r,t))dt‘ﬁ%/ |F(s,t) — F(r,t)|dt

Portanto, W é (uniformemente) continua e por assumir valores em Z é, entao,
constante. ]

Um resultado imediato da proposicédo acima nos diz, de certa forma, que
homotopia implica mesmo numero de rotacao.

Proposicao 14. SejamU Cc R?* ep ¢ U. Se « e 3 sdo curvas fechadas de classe
C' e homotdpicas em U, entdo

W(a,p) = W(B,p).

Em patrticular, se o é homotdpica a zero, entdo W («a, p) = 0.
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Demonstragédo. Seja H homotopia entre « e 3, temos que W («a,p) = W(H,,p)
e W(B,p) = W(H,,p), como W (H,,p) € constante para todo s, entdo W («,p) =

W(3,p). 0

Importante notar que a volta desse teorema nao é valido, mesmo pedindo que
0 numero de rotacao das curvas fechadas « e 5 em U sejam o mesmo para todos
os pontos fora de U, ainda ndo podemos concluir que « € S sdo homotdpicas.
Um contra exemplo (visual) se d& pela curva de Pochhammer.

()
B

® 4 > x()

Figura 14: Imagem editada de https://j-m-moore.github.io/pochhammer.png.

Denotando o como a curva em questdo, tome U = R?\{(1,0), (—1,0)}, visu-
almente pode-se notar que W(a,—1) = W(«,1) = 0, assim como o0 numero de
rotacdo de uma curva constante 5 em U. Como a ndo é homotdpica a zero (tam-
bém visual), entdo a e 5 tem mesmo numero de rotacdo em relagdo a pontos
fora de U, mas ndo sdo homotépicas.

Por outro lado, em um caso particular, teremos a equivaléncia. Para entender
isso estudemos agora os casos onde o complementar do nosso conjunto con-
siste em um ponto, que pode ser chamado também de plano perfurado. Alguns
resultados ja saem diretamente da Proposi¢ao 14.

Proposicao 15. Sejam a, 3 : [a, b] — R*\{p} duas curvas fechadas de classe C",
tais que, para todo t € [a,b], 0 ponto p ndo pertence ao segmento de reta que
liga a(t) a p(t). Entdo W (a,p) = W(B,p).

Demonstracdo. O resultado € intuitivo, visto que o ponto p ndo pertence a reta
que liga «(t) e 5(t), podemos construir homotopia entre essas curvas, e, por-
tanto, elas tém o mesmo numero de rotacdo. A funcdo explicita para a homotopia
H :[0,1] x [a,b] — R*\{p} em questdo é dada por

H(s,t) = (1 —s)a(t) + sp(t).

O que conclui o resultado. O
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Corolario 4. Sejam «, 3 : [a,b] — R?\{p} duas curvas fechadas de classe C",
tais que, para todo t € [a, b]

[a(t) = B < [let) — pl-
Entao W (a,p) = W(B,p).

Demonstragdo. Novamente o resultado € intuitivo, se a distancia de a(t) a p é
maior que a distancia a f(t), entdo p ndo pertence ao segmento de reta que liga
a(t) a p(t). De fato, se p pertencesse ao segmento de reta que liga a(t) a (1),
teriamos ||«a(t) — B(t)]| > ||a(t) — p||, uma contradicao. O

Por fim, nosso teorema de equivaléncia entre homotopia e nimero de rotagéo
no plano perfurado.

Teorema 6. Duas curvas fechadas o, 3 : [a,b] — R*\{p} de classe C* sdo homo-
topicas em R?\{p}, se, e somente se,

W(a,p) = W(B,p).
Em patrticular, « ~ 0 se, e somente se, W («, p) = 0.

Demonstracdo. A ida é apenas um caso particular do que ja foi provado. Prove-
mos entdo a volta.

Sejam ¢ : [a,b] — R?\{p} uma curva tal que, para algum n € Z, W(p,p) = n
e 0 fungdo angulo de ¢ e relagéo a p. Defina agora também +,, : [a,b] — R?\{p}

por
(1) = p+ 2nmt 2nmt
Yo(t) =p cos —_ , sen — .

Temos trivialmente que W (~,,p) = n. Construamos agora homotopia entre ¢ e
7, através da aplicagédo H : [0, 1] x [a, b] — R? definida por

H(S,t) =p+ (HQO(t) _pH(l - 8) + S) ) (COSf(S,t), Senf(s,t)),

onde f(s,t) = (1 —s)0(t) + s22t. A aplicagdo H é continua e temos obviamente
que H(0,t) = ¢(t), H(1,t) = v,(t), H(s,a) = H(s,b) e p ndo esta na imagem de
H. Portanto, concluimos que se uma curva tem namero de rotacao n, entéo ela
€ homotopica a v, (o circulo que “gira” em torno do ponto p n vezes). Como «a
e (§ tém o mesmo numero de rotacdo, sao homotodpicas a uma mesma curva, e
entdo sao, por fim, homotépicas. ]

4.3.3 Aplicacoes no Plano Complexo

Estudando o plano mais a fundo é possivel ainda o equipar com uma operacao
de multiplicagdo, onde dados dois elementos z = (21,22) € w = (wy,ws), Sua
multiplicacao € dada por

z-w = (21w — 29Waq, 21Wq + ZoW1).

Nesse caso, denominamos o elemento (0, 1) como a unidade imaginaria i, a partir
disso temos o resultado mais elementar a respeito dos niumeros complexos:

i?=—1.
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Agora, se definirmos 1 = (1,0), temos que {1,i} forma uma base ortonormal
de C e podemos representar qualquer elemento desse espago por z = x + iy,
z,y € R.

Equipado dessa operagédo o plano se torna um corpo € novas possibilida-
des surgem através dessa estrutura, seus elementos sdo chamados de numeros
complexos e utilizamos a notacdo C quando nos referindo ao plano com a ope-
racdao de multiplicacéao.

Se definirmos a operagao exponencial, agora para nimeros complexos, por

e =e*(cosy +iseny), onde z = x + 1y,
temos entdo a formula de Euler para z =it
e = cost +isent.

Relembrando que C ainda possui as propriedades de R? como espaco Eucli-
diano, dado =z = = + iy € C, € possivel encontrar a norma |z| e ainda expressar =
em fung@o de norma e angulo, isto é, z = (|z|cos 0, |z|sen 0) = |z|cos 0 + i|z|sen 0.
Se chamarmos r = |z| = /22 + y?, utilizando a formula de Euler temos que
qualquer numero complexo pode ser reescrito no que chamamos de forma polar:

zZ=Tre .
Um circulo de centro 0 e raio r pode entédo ser descrito facilmente por
2(t) = re™.

Através da forma polar é facil mostrar que a multiplicacdo complexa, de certa
forma, “multiplica norma e soma angulos”, isto &, dados z = |z|(cos 0 + isen0) e
w = |w|(cos v + isen )

2w = |z||w|(cos(0 + @) + isen(f + ©)) = |z||w|e’ ).

E possivel, apds isso, definir derivadas de funcdes complexas por limites, as-
sim como ¢€ feito para func¢des reais, e ainda definir integrais de caminhos no
plano complexo. A teoria diferencial e integral no plano complexo diverge forte-
mente do caso real, por ser bem mais restrita. Aplicacdes dessa teoria surgem
aos montes, um dos principais resultados que pode ser provado através do es-
tudo de integrais complexas é o Teorema Fundamental da Algebra, aqui utiliza-
remos um outro caminho, e provaremos através do numero de rotagéo estudado
anteriormente, identificando o plano R? como C.

Primeiro provaremos um importante resultado, que é vélido no plano R?, que
nos mostra, de certa forma, um “Teorema do Valor Intermediario” para discos.
Para isso utilizemos a notacédo D, para o disco centrado em 0 e de raio r € 9D,
sua fronteira.

Proposigdo 16. Sejam F' : D, C R? — R? fungéo de classe C' e o : [0,1] — R?
parametrizagdo de 0D,, dada por a(t) = (rcos(2nt),rsen(2nt)). Se 0 ndo per-
tence ao trago da curva ar = (F oa) e W(ap,0) # 0, entdo existe p € D, tal que
F(p) = 0.
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Demonstragdo. Suponha por contradicdo que 0 ¢ F(D,). Defina entdo H :
[0,1] x [a,b] — R? por
H(s,t) = F(sa(t)).

E 6bvio que H é continua, H(0,t) = F(0), H(1,t) = ap(t) € H(s,0) = H(s,1),
temos ainda que 0 ndo esta na imagem de H, pois a imagem de H esta contida
ou em F(D,) ou na imagem de ar, € 0 ndo estd em nenhum desses conjun-
tos. Temos entdo uma homotopia entre o € uma curva constante em R?\{0}.
Portanto, W (ar,0) = 0, uma contradig&o. O

Teorema 7 (Teorema Fundamental da Algebra). Todo polinémio de grau n > 1
em C admite raiz complexa.

Demonstragéo. Seja f : C — C um polinbmio de grau n dado por
fR)=2"+az""+ a1z 4a, n>1

Tome r > 1+ " | |a;| e consideremos a restricdo de f ao fecho do disco D,.
Afirmamos que f admite raiz nesse conjunto. Para demonstrar, defina uma pa-
rametrizacdo da fronteira de D, pela curva « : [0, 1] — C, dada por

alt) = re*™,

temos ainda, por consequéncia, uma outra curva oy = (f o @) na imagem de f.
Se 0 pertence ao traco de ay, ja temos trivialmente nosso resultado. Por outro
lado, se 0 n&o pertence ao trago de oy, precisamos que W (ay, 0) # 0, assim, pela
Proposi¢éo acima, 0 € f(D,). Defina agora fungéo auxiliar ¢, : D, — C, dada
por ¢,(z) = 2", pelas propriedades da multiplicagdo complexa, ¢, (re®) = rmem®.
Se definirmos o™ = ({, o ), entdo a”(t) = r"e*™. Logo,

W(a",0) =n.
Considerando z(t) = re*™, para todo t € [0, 1], temos
lap(t) — ()| = | f(re®™) — Cu(re®™)| = |2" + a1 2" ' + .+ a1z +a, — 2"
< laal[2" 7 + oo+ Jan—al2] + |aal,

pelas propriedades de numeros complexos, e como |z| = r, temos que
|2"| = |z|* = r™, e dai, j& que r > 1, obtemos

oy () = ()] < Jan|r" ™+ o+ o |r + lan] <7770 7 agl.
=1

Por ultimo, como

n n
ol Z la;| < r"t (Z la;| + 1) <",
i—1 i=1

temos entao que

|ay(t) —a"(t)] < 7" = |a"(t)].
Portanto, pelo Coroléario 4, temos que

Wi(ays,0) =W(a",0)=n >0,

cOmo queriamos. O
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Avangando um pouco no estudo do célculo diferencial e integral no plano com-
plexo, tendo um conhecimento inicial das definicoes, é possivel ainda encontrar
uma férmula explicita para o nimero de rotagio de uma curva C' em termos de
uma integral complexa.

Relembramos primeiramente que a integral complexa é dada a partir de uma
curva v : [a,b] — R? ~ C de classe C' e uma fungéo f : C — C, onde a integral
€ tomada ao longo de ~ por

b
/ f(2)dz = / FO )Y (8) dt,

e onde a integral de uma fungéo f : [a,b] C R — C, f(t) = u(t) +iv(t), € dada por

/abf(t)dt - /abu(t)dt +i /abv(t)dt.

Tendo isso em mente, temos o resultado:

Teorema 8. Seja v : [a,b] — C curva fechada de classe C'. Se z, ndo pertence
ao traco de v, entao

1 1
W = — dz.
(7, 20) 21 A Z— 20 :

Demonstragdo. Seja 6 fungdo angulo de ~ com relagdo a z,. Podemos entao

escrever v como '
v(t) = 2o + r(t) €V,

onde r(t) = |a(t) — z|. Pela definicdo de integral complexa, temos entéo

1 1 IR | , .
— = — | = (') O 10 (t) (1) €7V dt

2mi ),z — 2 2mi ), r(t)e?®

— % [(log |a(t) — 2o])" +10'(t)] dt
— L(@(b) —0(a))i=W(y,z).
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Esse é um importante conceito no estudo de integrais complexas, ou como é
comumente chamado, Teoria de Cauchy, na verdade, os teoremas globais envol-
vendo integrais complexas utilizam fortemente os conceitos de numero de rota-
céo e homotopias aqui estudados.

Como uma ultima aplicagao, temos um importante resultado da Analise Com-
plexa, que mostra uma outra conexao entre niumero de rotagdo e homotopias
no plano. Para isso precisamos primeiramente introduzir um novo conceito, fre-
quentemente utilizado em estudos em topologia, que intuitivamente caracteriza
a idéia de buracos.

Definicdo 17. Diremos que um subconjunto U c C ~ R? é simplesmente conexo
se toda curva fechada de classe C' em U é homotdpica a zero.
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Esse é um conceito que pode ser generalizado para espacos mais abstratos
que o plano, mas trataremos apenas desse ultimo caso. O resultado que nos
interessa relaciona esse conceito com o numero de rotacdo de curvas nesse
conjunto em relagdo a elementos fora do conjunto.

Teorema 9. Um subconjunto U C C é simplesmente conexo se, e somente se,
para toda curva fechada v de classe C* em U e todo » fora de U

W(v,z)=0.

Demonstracdo. A ida é simples. Como toda curva v em U é homotépica a zero,
entdo, pela Proposigcao 14, W (~,z) = 0, para todo z ¢ U. Por outro lado, a volta
depende de resultados avangados na Teoria de Cauchy e ndo sera provada aqui.
Essa teoria e a demonstracdo da volta podem ser encontradas em [7] ou [8]. [

O resultado por si s6 é intuitivo e uma interessante descricdo de “buraco”,
visto que, se um subconjunto U possui um buraco, € esperado que existam cur-
vas em U que “girem” em torno de pontos naquele buraco, que sao elementos
fora de U. Esta é inclusive uma comum definicdo de conjuntos simplesmente
conexos no plano, utilizada em alguns livros em Analise Complexa.

5 Conclusoes

Através do estudo em questéao foi possivel fazer uma introdugéo sobre as propri-
edades geométricas das curvas planas, tendo a curvatura como uma invariante
sob rotacdes e translacdes, uma propriedade intrinseca das curvas. Tudo isso le-
vando a conclusao do Teorema Fundamental das Curvas, através das Equacdes
de Frenet discutidas no texto, que correlaciona as derivadas dos vetores tan-
gente e normal a curva através de um sistema de Equacgdes Diferenciais. Como
consequéncia disso tivemos a identificagdo de curvas dado apenas uma funcao
curvatura e condi¢des iniciais, sendo um importante resultado dessa teoria.

Pela caracteristica local dos resultados encontrados, pudemos ainda genera-
lizar o estudo para curvas implicitamente definidas, derivando mais alguns im-
portantes resultados.

Como ultimo estudo, nos aprofundamos no numero de rotagéo de curvas fe-
chadas, uma outra propriedade invariante, nesse caso em relacdo a homotopias.
A partir disso, utilizando essa teoria, demonstramos o Teorema Fundamental da
Algebra, além de algumas aplicacdes no Plano Complexo.

Apesar de certa parte do conteudo ser visto em um curso introdutério em
Geometria Diferencial, pudemos nos aprofundar mais diretamente nas curvas
em R? e C, demonstrando resultados geralmente ndo vistos na ementa de um
curso na area.

6 Apéndice

Teorema 10 (Teorema da Funcgéo Inversa). Seja f : U — R de classe C* (k > 1),
U C R aberto. Sea € U é tal que f'(a) # 0, entédo existe vizinhangaV-C U de a
tal que f restrita aV é invertivel e possui inversa f~! de classe C*, e ainda



Demonstracdo. Demonstracao pode ser vista em [4]. O

Teorema 11 (Teorema da Funcéo Implicita). Sejam I : U ¢ R*? — R uma fungao
de classe C* (k > 1), U aberto, e p = (xo,yy) € U. Se F(p) = ¢, c € Re F,(p) # 0,
entao existem vizinhangasV C R dexyo e W C Rdey, eumafungdog:V — W
tal que g(xo) = yo € F(x,g(x)) = ¢, Vx € V. A fungdo g em questdo também é de
classe C* e

Demonstragdo. Veja que, assumindo a existéncia da funcdo g¢(x) diferenciavel,
podemos derivar de ambos os lados a equagéo F'(z, g(x)) = ¢, e dai

Fi(w,9(x)) + Fy(x, g(x))g' () =0,

e como F, # 0, entdo

Para resultado geral ver [4]. O

Veja que isso também é valido no caso onde, ao invés de F,, F, # 0, e neste
caso g(yo) = =0, F(g(y),y) = 0, para todo ponto em alguma vizinhanga de y, e

Jy) = -
7 Perspectivas de Futuros Trabalhos

Através de um estudo introdutério na Geometria Diferencial, pudemos entender
mais propriamente as curvas em R?. Boa parte dos conceitos aqui apresenta-
dos podem ser generalizados para o espaco R3, onde ainda podemos estudar
conceitos mais gerais como o de superficies, objetos construidos a partir de vi-
zinhangas parametrizadas, um procedimento parecido com o que aqui foi feito
para curvas.

Em um contexto mais geral de superficies o conceito de curvatura pode ser
generalizado, podemos entdo fazer conexdes entre Geometria Diferencial e To-
pologia (como também foi feito aqui para curvas) através do Teorema de Gauss-
Bonnet, onde geralmente os conceitos aqui estudados de numero de rotacao e
angulo de vetor tangente podem ser utilizados. A conexao feita pelo Teorema
de Gauss-Bonnet traz uma relacao entre propriedades topolégicas da superficie
com a “curvatura total” que a superficie deve ter, um niumero encontrado ao inte-
grar a curvatura por toda a superficie, e € um 6timo tema de estudo para futuros
trabalhos.

A area da Geometria Diferencial é vasta, avangcando nos estudos ainda exis-
tem topicos interessantes a serem estudados, como geodésicas, completude de
superficies, vistas como espaco métrico, e até variedades, generalizando o con-
ceito de superficies para espagos n-dimensionais. Havendo diversos caminhos
a ser seguidos.
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9 Outras Atividades

1. Topicos extras estudados (Homotopia, Numero de Rotagéo, Teorema Fun-
damental da Algebra, Analise Complexa).

2. Participacao nas palestras “Regularidade Eventual de Equacdes Diferenci-
ais Parciais”, “Métricas criticas do funcional volume com restricdes no ten-
sor Weyl” e “Um (breve) passeio pela geometria de superficies singulares”
na Xl Escola de Verdo de Matematica da UFS.

3. Aperfeicoamento do desenvolvimento de ferramentas para visualizagdo ma-
tematica, utilizando o Python e o Matplotlib.

4. Aperfeicoamento do LaTeX.
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