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RESUMO

Este texto tem o objetivo de expor o Teorema Fundamental das Fung¢oes Simétricas e suas
aplicagoes. Além disso, busca incentivar o leitor a utilizar a simetria/invaridncia, uma
ferramenta simples e de baixo custo pedagogico para o ensino. Com base nisso e em outros
resultados presentes nos curriculos escolares desde o Ensino Médio, o leitor podera resolver
problemas mais complexos, como equagoes ctbicas, quadricas e biquadraticas, além de
encontrar formulas para determinar suas raizes. Também serd possivel resolver sistemas
de polindmios em duas variaveis, utilizando apenas seus coeficientes e as informacoes
fornecidas pelo teorema.

Palavras-chave: simetria; invariancia; fungoes simétricas; formulas; equagoes polinomiais



ABSTRACT

This text aims to present the Fundamental Theorem of Symmetric Functions and its
applications. In addition, it seeks to encourage the reader to use symmetry/invariance,
a simple and low-cost pedagogical tool for teaching. Based on this and other results
presented in school curricula since high school, the reader will be able to solve more
complex problems, such as cubic, quadric and biquadratic equations, in addition to finding
formulas to determine their roots. It will also be possible to solve systems of polynomials
in two variables, using only their coefficients and the information provided by the theorem.

Keywords: symmetry; invariance; symmetric functions; formulas; polynomial equations.
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1 INTRODUCAO

A referéncia principal para todo nosso estudo é o livro [5]. Aqui, estudaremos o
Teorema Fundamental das Fungées Simétrica Elementares-(TFFSE) e algumas
de suas aplicagoes praticas. Vamos determinar as raizes de um polinémio através dos
coeficientes, que sdo conhecidos, sem necessariamente ter que recorrer a nimeros com
radicais. Encontrar pontos de intersecdo entre conicas, e féormulas para determinar as
solugoes de equagoes de grau menor que cinco. Entre outras aplicacoes que veremos no
decorrer do texto.

Um simples exemplo de aplicagdo do TFFSE ¢ resolver o problema abaixo.

1.1 PROBLEMA INICIAL

Determine

1 1 1
+ + ,
T1r2 T1x3 L2713

sabendo que x1,x9 e x3 sdo raizes da equagao
23— 222 — 22 —2=0.

Para resolver este problema, é natural que pensemos primeiramente em determinar
o valor de cada raiz usando o método de Cardano-Tartaglia, para depois fazer o produto
entre suas inversas multiplicativas, e por ultimo realizar a soma das fragoes. Porém, esse
processo trabalhoso e de alto custo computacional, pode ser simplificado a algumas linhas
quando utilizado o conhecimento do TFFSE.

Vamos aplicar o processo descrito anteriormente em uma equacao quadratica,
2 _
4+ 3r—2=0,

onde determinaremos

1 1
reoory
sabendo que r1 e r9 sdo as raizes da equacao. Pela formula para resolucao de equagoes

quadraticas, as raizes

3 4+VIT 31T
- T
quando aplicadas suas inversa e calculada a soma resultara em

1 1 2 2 C2(=3-V1T-3+V17) 3

r1

+ — = + .
Ty T2 —3+V17T =3 —-17 -8 2

Note que mesmo sendo uma equagao quadratica, é muito trabalhoso e arriscado usar

este método. Imagina, no caso da equacao inicial, fazer o produto entre radicais ciibicos

duplos.... Mas ao usarmos a informagao de que uma funcao simétrica das raizes pode ser
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escrita em termos dos coeficientes de seu polinomio, podemos fazer este tipo de calculo

com rapidez e seguranca. Vejamos com outros exemplos.

Exemplo 1 Dada a equacao
2 +r4+1=0,

e suas raizes, r1,x2, temos que x1 + r9 = —1, é o coeficiente do termo de grau um e,

x1r9 = 1, é 0 termo de grau zero. Assim, ao tomarmos uma funcao do tipo
2 2 _ _
rizre + 2i79 = T172(T1 + 72) = —1,

podemos trabalhar com os coeficientes da equagao, que neste caso sao inteiros e conhecidos,

para determinarmos uma funcgao simétrica das raizes, sem nem mesmo conhecé-las.

Dai, de forma analoga ao que fizemos no exemplo anterior, como x1, x9, 3 sdo raizes da
equacao
P(z) =23 —22% - 22 —2=0,

e r1 +x2 + x3 = 2 é o coeficiente do termo de grau dois, e x1z9x3 = 2 é 0 do de grau

zero, a soma resultara em

1 1 1 r3+x9+21 2
+ + = =5=1
r1T2  T1T3  T9T3 T122T3 2

Assim, resolvemos o problema de forma rapida e segura, sem ao menos conhecer as raizes.
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2 POLINOMIOS

Neste capitulo, estao reunidos alguns resultados algébricos, relacionados aos poli-

nomios, presentes na educagao do aluno desde o Ensino Médio.

2.1 POLINOMIOS

Defini¢ao 1 Um polinomio sobre R é uma fungao f: R — R do tipo
f(x)=ag+ a1z + ... + apz”,

onden € N é um natural, e a; € R.

Observacoes:

i) Os a; sdo chamados de coeficientes, x de varidvel, e os mon6émios aixi de termos do
polinémio.

ii) Sendo ay, # 0, o grau de f serd Of = n, e apz™ serd o termo lider.

iii) Denotaremos por f € D[z] os polinémios sobre R com varidvel z e coeficientes em D.
iv)

iv) Chamaremos de identicamente nulo, o polinémio em que todos os coeficientes sao zero,

0(z) = 0.

Exemplo 2 O polinémio P(z) = 23 — 222 — 22 — 2 tem coeficientes em Z, termo lider

23, em que ag = 1, e é um polinémio sobre R.

2.1.1 DIVISAO DE POLINOMIOS

Sejam F, P € Rlz] em <n

F(x) = ap+arx+---+apa”, ap #0
P(x) = byg+bix+ -+ bpa™, b # 0.
Abaixo, temos o polindmio fi(z) # 0, que é o resto parcial,

F(r) = coa" " P(2) = fi(x).  com e =,
m

e terd grau df1 = n; < n. Se m < njp, tomaremos uma constante, ¢y, dividindo os

coeficientes do termo lider de f1(z) pelo de P(x), e assim encontraremos

fi(w) —e1z™ " P(x) = fo(x),

que se nao for identicamente nulo, tera grau dfo = n9 < nj. Se m < ng, repetiremos o

processo. E continuaremos a repetir até um certo f 1 que seja identicamente nulo ou de
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grau ng,1 < m. Assim, temos as identidades abaixo,

fr(@) — ™ " P(z) = fip1(2),

que quando somadas, os restos parciais se anulardo e os
cor T+ ™ T - ™ T = Q) frr1(z) = R(x)

formarao a identidade

em que OR < m ou R(x) = 0.

Teorema 1 Dados F(x), P(x) € R[z]|, com P(x) # 0. Existem inicos Q(z), R(x) € R[x]
tais que
F(z) = P(z)Q(x) + R(x), com 0 < IR < JOP. (1)

Demonstragio: Sejam
F(z) = P(#)Q(z) + R(z) e  F(z)=P(x)Qi1(z) + Ri(z)
com 0 < OR, Ry < OP. Supondo que Q(z) # Q1(z),
P()Q(z) + R(z) = P(z)Q1(z)+ Ri(z)
1

Ry(r) — R(z) = P(@)[Q(z) — Q1(x)]
= J[Ri(z) — R(z)] = 0{P(2)[Q(x) — Q1(x)]}
J[R1 — R] = J[P]+0[Q — Q1] > 0[P]

Note que d[R1 — R] < max{0R,0R1} < OP. Contradicao! Portanto, Q(x) = Q1(z)
e R(z) = Ry(x). |
Nomenclatura: F(x) é o dividendo, P(x) é o divisor, Q(z) é o quociente e R(z) é o

resto da divisdo.

Exemplo 3 Sejam f1 = z1 + 29 + x3, fo = x1x9 + 2123 + 1913, f3 = x11973,
Az) = =23 + f1a® — fox + fifo e B(x) =23 — fra® + fox — f3.

Perceba que A(x), B(x) € Z|[f1, f2, f3][x] s@o polindmios nao nulos, e ao dividirmos
A(z) por B(x) o quociente Q(x) = —1 e o resto R(x) = f1 fo — f3 também pertencera a
Z[f1, f2, f3][z]. Assim, podemos escrever

A(z) = B(x).Q(x) + R(x) = =B(x) + fifa = f3.
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Teorema 2 O resto obtido dividindo f € R[z] por x — ¢ € o valor do polinémio f(x) para

x =c, isto € f(c).

Demonstracao:

Dado um polinémio f(z), ao dividi-lo por x — ¢, escrevemos

f(x) = (x = c)q(z) +r(z).

Perceba que Or = 0, pois o divisor tem grau um. Assim, r(z) =r Vaz € R, ou seja, r é

uma constante,
fle)=(c—=0o)q(c) +r(c)=r(c)=r,

resultando na identidade
f(z) = (z — c)q(x) + f(c). u

2.1.2 RAIZES DE UM POLINOMIO

Corolario 1 f € R[z| € divisivel por x — ¢ se, e somente se, f(c) =0

Demonstragao:

=) Dado o polinémio f € R|xz]. Se ele é divisivel por z — ¢, entao r(z) =0 e

fx) = (z = c)q(x).

Mas pelo teorema 2 temos que r(x) = f(c) = fle)=0

<) Para f(c) = 0, pelo teorema 2, temos que
flz) = (z —c)q(x) + f(c) = (x — ¢)q(x) = f(z) ¢é divisivel por z — c. [
Definicao 2 A raiz de um polindmio f € R[x] é uma constante r tal que
f(r)=0.

Teorema 3 (Teorema Fundamental da Algebra)

Todo polinomio sobre C possui raiz compleza.

Nao vamos demonstrar esse teorema, mas podemos encontra-la em livros de algebra. Por

exemplo, no livro [5] estd como um apéndice.
Exemplo 4 Determine as raizes ctbicas da unidade,
2 —1=0.

Sabemos que 1 ¢é raiz de 3 — 1, entdo podemos dividir o polinémio 23 — 1 por (x —1).

Assim, escrevemos o dividendo como segue:

B —1=(-D)2+2+1)=(z—1)(z—w)(z—w?),
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em que o numero complexo w = _1%“/?’

Portanto, encontramos que o conjunto das raizes cubicas da unidade é

S ={-1,w,w?}.

Chamamos de fatoragio de um polinomio o processo usado no exemplo anterior,
em que escrevemos o polindbmio como produto da subtracao da variavel x por cada uma
das suas raizes.

Note que dado um polinémio f € C[z], de grau n, pelo teorema Fundamental da

Algebra, existe r; € C tal que,
f(z) =ag(x —r1)q1(z), com q1(z) € Clx].
Aplicando esse teorema em ¢ (), temos que existe ro € C tal que,
f(@) = ap(z —r1)(z = r2)g2(x), com ga(z) € Cla].
Este processo poderd se repetir até um ¢,—1(z) = x — ry, resultando em
f@) =ao(z —ri)(x —r2) - (x —7n).

Esse procedimento de fatoragao nos induzird ao teorema a seguir que também nao

demonstraremos, mas pode ser encontrado em [5].

Teorema 4 Um polinomio f € Clx], nao nulo e de grau n > 0, terd no mdzximo n raizes

distintas.

Defini¢ao 3 Seja S = {x1,22,...,2n} 0 conjunto raizes de um polindmio f € R[z]
nao nulo e de grau n > 1. Dizemos que f possui raizes multiplas quando para qualquer
,7=12,....n

T; =xj, comiFj
Exemplo 5 Ao expandirmos o polinémio,
P(z) = (z+ a1)(z + a2)...(x + ap),

podemos expressa-lo com os coeficientes sendo polinémios de

fi = ar+azy+---+ap,
fa = aiaa+ajaz+--- +ajan + agaz + agag + -+ + agan + - + ap—1an,
fn—1 = aiag---ap—2ap_1+aiag---ap_2an,

fn = a1G2 - - - 0an,
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em que cada a; € C,i =1,...,n, aqui chamaremos de variavel.

Perceba que para duas variaveis, a1, ag, temos

P(x) = (v+a1)(z+ag)
= a:2—|—:ca1+:ca2—|—a1a2
= x2—|—(a1+a2)x—|—a1a2
= 22+ fiz + fo.

Supondo que a identidade abaixo seja verdadeira para quaisquer n varidveis
(z+a1)(x+a).. (x+ap)=2"+ f1a" P+ for" 2+ + fp, (2)

vamos mostrar que valerd para n + 1 variaveis.

Para adicionarmos mais uma variavel, faremos
(z+a0) P(x) = (z + ap)[(z + a1)(x +a2) ... (& + an)].

Usando a identidade (2), temos que

(x +ap)P(x) = (z+ ag)[z" + fra" T + foa" 2 + - + fu]

= (@t + f1a" + for 1 4+ fux) + (ap2” + ag fra" T+ 2" 2ag f2 + -+ - + aofn)
= 2" 4 2 (f1 +ag) + 2" N fo + apf1) + - - - + aofn

= 2" 2™ (f1 + ag) + 2" fo + apf1) + - + aofn

Perceba que

fi+tay=F1, fo+agfi=Fs, ..., agfn=agai...an.

sao os coeficientes para as n + 1 variaveis.

Portanto, encontramos que a identidade (2) é véalida para qualquer varidvel n € N.

Uma caracteristica importante desses coeficientes é que eles estao totalmente relacionados
com as raizes do polindmio, pois eles sao fungoes simétricas elementares das raizes. No

proximo capitulo, veremos um pouco do que se trata essa simetria.
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3 FUNCOES SIMETRICAS

3.1 FUNCOES SIMETRICAS

Neste capitulo, com excecao dos casos especificados no enunciado, tratarmos F' =

F(zy,...,zy) como um polindmio em n variaveis, e 0 € Sy, uma permutagao de n objetos.
Definicao 4 A ac¢do de o sobre F é o polinomio
Fo(x1,...,2p) = F(.Ta(l), o ,xg(n)).
Exemplo 6 Seja o = (23) € S3 entao
F(z1,22,23)7 = F(25(1), T5(2), To(3)) = F(1, 23, 22)

Definicao 5 O polinomio F serd chamado de invariante sob a a¢ao de o € Sy, quando

F=F°.
Definicao 6 Dizemos que F' é uma fungao simétrica quando

VoesSy, F° =F.

Exemplo 7 Funcoes simétricas de 3 varidveis
F(a1,29,x3) =21 + 22 + 23, Pa,b,c) =(a+b)(a+c)(b+c)

3.2 FUNCOES SIGMA

A funcao sigma é uma notacdo que usaremos para simplificar a escrita das fungoes
simétricas.

Sejam m,n € N com m < n.

Defini¢ao 7 Uma fungio sigma do tipo (a1, a9, ..., am) € dada pelo somatério de todas
o € Sy, que gerem valores distintos quando aplicados ao produto x{1x5? ... xp™.

Denotamos a funcao sigma por

a1 (2 Q.
Yxytryt .

Exemplo 8 Determine a fungao sigma do tipo (2,1,1) para trés e quatro variaveis.

Note que

Sz = {(1),(12),(13),(23), (123), (132), }
Syo= {(1),(12),(13), (14), (23), (24), (34), (123), (124), (132), (134), (142), (143), (234), (243),
(1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432), (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.
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Quando aplicamos as respectivas permutacoes do S3 e Sy no produto x%xzx;;, as que

geram valores distintos sao:

S3 = (1),(12),(13)

Sy = (1),(34),(234),(12),(12)(34), (1432), (13), (1243), (143), (124), (1234), (14).
Dai,

n=3= Ex%mgwg = (:E%xzxg + x%xlxg + x%xlxg).

n=4= Yalvory= (rroxs+ x3wowy + rfrsry) + (23r123 + 131104 + 232374)+
(a:%xlxg + :U%xlm + :v%a:zm) + (x?l:clxg + xiwlxz + :c?la:Q:cg).

A seguir, observamos outro exemplo de como usar a notagao sigma.
Exemplo 9 Escreva o polindmio abaixo com a notagao sigma
A — (an — a1)2 R R
= (ag — a1)“ag + (ag — az)“a1 + (a1 — a2)“ap.
Perceba que por ser simétrico podemos escrevé-lo com a notacao da fungao sigma
como se segue

Alag, a1, az) = [ajag—2aparag+aiag]+[aga —2aga1az+a3a1]+[afag—2aparag+ajag] =
2 2 2 2 2 2 _ 2
lafag + afaz + afaz + afas + afas + afas] + 3(—2apajaz) = Xafa; — 6Xagaias.
Assim, escrevemos A(ag, a1, a2) em termo das fungdes sigma do tipo (2,1) e (1,1,1).

Definicao 8 As fungoes simétricas elementares de n varidveis x1,...,Ty SGo 0s coefici-

entes do polinomio gerador

P(t) = (t—=z)(t =) (t —an)

— fltn_l 44 (_1)”_1fn_1t + (—1)nfn> (3)

onde
fl(ajl,...,xn): le
fo(xy,...,zpn) = Yx1r9
fa(wy, ... op) = Ywpaow3ay
fo(x1,... xn) = Yxjze---xp
Observacoes:

i) Perceba que dado um P(x) € K[z], conhecemos as fungoes simétricas elementares das
suas raizes, e também que elas pertencem a K.

ii) Doravante, quando falarmos das n elementares, estaremos nos referindo as fungoes
simétricas elementares de n variaveis.

iii) No apéndice vocé pode encontrar a tabuada que converte as fungoes sigma em elemen-

tares. Usaremos ela para simplificacao de contas.
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Exemplo 10 Sejam x1,...,14 raizes de P(z) = 2% — 222 — 3z — 2. Assim, suas n

elementares sao:
Ji= Yy = 0 fo= Yrix9 = -2

f3= XYrimowg = 3 fa= Xxjrowgry = —2

Desta forma, veja que nao precisamos conhecer as raizes para determinar suas elementares.
Exemplo 11 Sejam a, b, ¢, d raizes da equagao
x4—2$3+2x2—x—2:0,

em que a + b = 1. Vamos determinar as raizes com o que vimos neste trabalho até o

presente momento.

Perceba que pelas relagoes presentes na identidade ((3)), temos que:

fi=a+bt+c+d=2,
fo=ab+ac+ ad+ bc+ bd + cd = 2,
f3 = abc + abd + acd + bed = 1,

f4 = abed = —2.

Como a + b = 1, substituindo em f; encontramos ¢ + d = 1. E substituindo esses valores
em fo temos que ab + cd = 1. Dai, como segue abaixo, vamos criar equagdes quadraticas,

cujos coeficientes ja conhecemos, para podermos determinar as raizes a, b, ¢, d.

abed = —2 9

= kF—-k—-2=0 & ab=2, cd=-1
ab+cd =1.
a+b=1 p 1407 1-iy/7
ab = 2.
c+d=1

= 2-2-1=0 & 6271+2\/57 dzila\/g
cd = —1.

Desta forma, as quatro raizes sdo os elementos do conjunto

1=V 146 1—iVT 14+iVT
5 T2 3 g b

5={

Exemplo 12 Considerando o polinémio, de variaveis ap, a9, as,

a; a1 ay ag @ a
Alay,ag,a3) = = + = 4 24 24 B3 55
a2 as as ai ai a2
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Percebe-se que ele é simétrico, pois permanece invariante ao permutarmos a, az, ag. Vamos,
neste momento, manipular este polindmio de forma a aparecer as fung¢oes simétricas

elementares de suas variaveis como segue abaixo.

a%ag + a%ag + a%ag + a%al + a%ag + a%al
ajazas

A(a1,a2,a3) =

a%(ag +ag) + a%(ag +ay)+ a%(ag +aq)
aipazas
ai(f1 — a1) + a5(f1 — az) + a3(f1 — a3)
/3
_ A@ @) — (@b +ad +
- 3
f1(¥ai) — Ya
f3

Usando a tabuada das fungoes sigma, para substituir os valores, temos:

A(fE=2f) = (ff +3f3—3f1f2) _hf2—3f3
f3 f3

Encontramos assim a forma do polinémio A(ay, a2, a3) em funcao das simétricas elemen-

Aay,a2,a3) =

tares.

Mas sera que qualquer fungao simétrica pode ser expressa em termos de funcgoes
simétricas elementares? Sim. E é justamente isso que mostraremos com o teorema que se

segue.

3.3 TEOREMA FUNDAMENTAL DAS FUNCOES SIMETRICAS

O teorema a seguir, foi demonstrado pelo famoso matematico francés, Augustin

Louis Cauchy, usando Inducao Matematica.

Teorema 5
Seja D um dominio de integridade. Se F € D[xq,...,xpn] € simétrico entdo existe

Fe Dlzy,...,zy] tal que
F(x17"'7:vn) = F(fl('Il’"'7xn)7""fn(x17"'7xn))'

Demonstracgao:
Seja F'(z1,22) uma fungdo simétrica, cujas duas varidveis, x1 e x9, também com-

poem as fungoes elementares

f1 =121+ 29, fo = x129.
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Inicialmente, vamos organizar F'(z1,z2) em poténcias de 1,
F(x1,29) = Agal' + A1z "L + .+ Ay, € Dlwo][a1].
Substituindo xo por fi — x1 e organizando novamente em poténcias de x1,
F(x1,29) = By + Bral ™t + ... + B; € D[f1][z1]. (4)

Perceba que escrevemos a fungao simétrica como um polinémio cujos coeficientes perten-
cem ao conjunto das fungoes simétricas elementares de duas variaveis. Portanto, eles sao

simétricos e mesmo que permute as variaveis entre si,
l -1
F(x9,21) = Boxy + Bixy "+ ...+ By € DI f1][z2],

o polinémio continuard invariante em seus coeficientes, o que ja era esperado uma vez que
estamos tratando de uma funcdo simétrica de duas letras.

Tomando
K(t) = Bot' + Byt! ™t + ...+ B; e D[fy, fol[1],

que é um polindémio que assume os valores de F'(z1,x92) quando substituimos a varidvel ¢
por qualquer uma da F', vamos dividi-lo por P(t) = t2 — fit + fa € D[f1, f2][t], que é o
gerador das elementares e tém como raizes as variaveis de F'.

Reescrevendo
K(t)=P(t)Q(t) + R(t), em que 0 0 < JR < OP = 2.

Assim, R(t) = Ct+ D, em que C, D € D[f1, f2] sdo polindmios em f; e fa, construidos
como declarado no teorema. Voltando ¢ = z1, temos que, P(z1) =0 e K(z1) = Cz1 + D.
Como K(z1) = F(x1,x2) entao,

F(z1,29) = Cz1 + D, (5)

trocando x1 por w9,

F(xg,71) = Cxa + D (6)

Por F(z1,x2) ser simétrica, igualando ((5)) com ((6)) encontra-se
C(xy —22) =0, Vry,z9g = C=0.

Portanto,
F(x1,29) = D,

o que prova a validade do teorema para duas variaveis. Assumindo-o verdadeiro para
funcoes simétricas de n — 1 varidveis, encontraremos que também sera valido para funcoes

simétricas de n variaveis.
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Denotando por ¢1, ¢9, ..., ¢,,—1 as fungoes simétricas elementares de n — 1 variaveis

9,13, ..., Tp, Obviamente temos

fi=z1+d1, fa=z101+d2, -y foo1 =T10p—2+ dn_1, (7)
por outro lado,
$1=—z1+f1. d2=af—21f1+ fo.
dn-1= (D" e = 2l (1) f),
Seja F' = F(z1, z2, ..., Tp) uma funcdo simétrica de n variaveis. Arranjando-a em poténcias

de x1, escrevemos
F=Agz" + Alx'{n*l + ...+ Ay € D[xg, 23, ..., xp][21].

Como F' é simétrica em n variaveis, também serd em n — 1. Assim, os coeficientes sao

fungoes simétricas das variaveis xs . . . , . Por isso, usando a hipdtese de inducao, podemos
expressar A; € D[xo, x3,...,2p], como polinémios de ¢1, @2, ..., 1, € estes, por sua vez,
sao expressoes de x1 e f1, ..., fn—1. Substituindo elas em F' e reorganizando os resultados

em de poténcia x1, podemos escrever
F =Byt + Bzl b+ .+ B eD[f1, fa..., fn_1llz1. (8)
Como F' é simétrica,
F=F(r1,29,...,2n) = F(xg,21,23,...,2n),
entaoF = Boxll + lell_l +..+ B = Bosclg + leé_l +..+ D5
. Isso também serd valido para qualquer permutacao das variaveis. Por isso,
F=o(1), Vr,=t, comi=1,...,n.
®(t) = Byt + Bit! "L+ .+ B, eD[f1, f2. .., fall]-
Ao dividirmos ®(t) pelo polinémio gerador,
P(t) = (t—a1)(t —xg) -+~ (t—wn) = 1" = fit" "'+ fol "2 — o (=1)" [y,
obtemos a identidade
®(t) = P(t)Q(t) + R(t) € D[f1, f2, ..., fallt]- (9)
Perceba que
R(t) = Cot" 1+ C1t" 2 + -+ Cp1 €Df1, fo, .-, fl[]
. Ao substituirmos ¢ por z; na identidade ((9)), ®(z;) = F' e P(x;) = 0, ou seja,
Cot" ' +C01t" 24+ 4+ Ch1—F=0, VYt

Como temos um polinémio de grau n — 1 que se anula em n valores, pelo teorema 4, este

polinémio sera nulo.
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Co=0C1

I
Il
le
[\
Il
o
@

Deste modo, encontramos

F =Cy,—1€D[f1, fo, ...

que prova este teorema. H

Ch—1—F=0.

7f7l]7

A seguir faremos algumas aplicagdes de cunho didatico como sugestao de exercicios

sobre eliminacao de simetrias algébricas.

Exemplo 13 Como podemos calcular a area de um triangulo, cujos lados sao as raizes

do polinémio ctbico qualquer?

Vamos tomar uma equagao cubica genérica

K(z) = 2%+ ax? 4+ Bz + v =0,

em que K(z) € R[z], e x1,x9,x3 sdo raizes de K. Heron de Alexandria (10 d.C. - 80

d.C.)determinou que, conhecendo as medidas dos trés lados de um tridngulo, a sua area

sera dada por

A= \/pp—21)(p — 22)(p — x3), com p=

Com isso,

r{ + 22 + 23
5

VPP — 21)(p — 72)(p — 73)

= o3 — AiP® + fop — f3).

Perceba que a area A é uma funcao simétrica das raizes x1,x2,x3, que os coeficientes

a=—fi,6=fay=—lze

T+ x2tT T3 —o

2

Substituindo-os na férmula da area,

5

A:

VP03 — f1p® + fop — f3)

= VFUFP +al 32+ 55 +]

= \/%8[043—5044’87]

= i\/[—oz4 + 4302 — 8a),

determinamos que a area de um triangulo cujos lados sao as raizes de uma equagao cubica

pode ser encontrada conhecendo somente os coeficientes dessa equagao.
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Exemplo 14 Sendo z1, 9, 23 raizes da equacio 23 + z — 1 = 0. Calcule o valor de

ToT T1T T1T
log( 2 3+ 1 3_|_ 1 2).
T T2 T3

Note que o logaritmando é uma func¢ado simétrica das raizes, portanto pode ser

escrito em termo das elementares como segue abaixo.

2,2 2,2 2,2
X 1T 1T T5T rix xix
log(23+13—|—12):10g( 23+ 13_|_ 142
1 T2 3 L1X273 Tr1r273 11223
2,2 2,2 2,2 2,2
THxs + {8 + TiT Yxix
= log(—2=3——3 =122 = log(——1-2)
L1223 /3
usando a tabuada para substituir a funcao sigma de trés variaveis pelas elementares
Sadas f3—2f3f1 12-2.(1)-0
log(=—-2) = log(2——="=) = log(——————)
/3 /3 1
X 1T 1T
= log(23—|- 173 12):logle

xr1 9 xrs

Exemplo 15 Dado F' = (z1 + x2)(x1 + 23)(x2 + 23), podemos escrevé-lo como um
polindbmio em funcao das simétricas elementares?
Perceba que F' € Z[x1,x9,x3] é um polindmio simétrico das varidveis x1, g, x3.

Logo, pelo teorema anterior, existe £ € Zlx1, w2, x3) tal que

F(x1,29,23) = F(f1(v1, 22, 23), fa(v1, 22, 23), f3(21, 22, 23))

Apresentarei duas formas de determinar F'. A primeira é seguindo os passos da demons-
tracao do teorema e a segunda é usando a notagao sigma e a tabuada das fungoes sigma.
i) Perceba que, pelas fungoes simétricas elementares de trés variaveis, x9 + x3 = f1 — 21

e xoxg = fo — x1(f1 — x1). Assim, podemos escrever

F = (21 +x2)(x1 + x3) (2 + 23)
= (w2 +a3)af + (w2 + 13)%21 + ww3(22 + 23)
(fi —z1)2t + (f1 — 21)%x1 + (2 — fre + f2)(f1 — 71)
= —ui + fief — for1 + fLfo
= K(t) = —t3+ fit? = fat+ f1fa
Dividindo K (t) pelo polinémio gerador P(t) = t3 — f1t2 + fot — f3, do exemplo (3) temos
que:

K(t)=-P@t)+ fifo—f3

Ao substituir ¢ por z € {x1,x9,x3} encontramos

F(z1,29,23) = f1.fo — f3 = F(f1, fa, f3).
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ii) Neste momento, vamos escrever a F' em fungoes sigma e, usando a tabuada presente

no apéndice, determinar como ela ficard em termo das simétricas elementares de trés

variaveis.
F(zy,x9,23) = (21 +x2)(21 + 23)(22 + 23)
= l‘%(ﬂ?Q +x3) + x%(ml +x3) + x%(ml + x9) + 2w 12973
= Zx%xg + 2Y 111973 (usando a tabuada das fungoes)
= (fifo—3f3) +2f3
fifa— 13

= F(f1, f2, f3)

Exemplo 16 Seja w a raiz cibica imaginaria da unidade, e x1, x2 e xg raizes da fungao
ctbica f(x) = 2 4 px? + gz + .
Tomando as fungoes
F1 = (21 + wxg + w2x3)(x1 +wlry + wry) e
Fy = (x1 +wzo + w2x3)3 + (z1+ w2x2 + w:vg)?’, perceba que elas sao simétricas. Fazendo
a distributiva, podemos escrevé-las com a notacao sigma
F = Ex% — Xx1x9,
Fy = 2503 — 3%a%wg + 12210003
E, usando a tabuada das fungoes sigma para 3 varidveis e a identidade (3), em termos dos

coeficientes da funcao f(x)
Fi=ff =3/ =p" -3,

o =2} — 9f1fo + 27f3 = —2p° + 9pq — 27r.

Assim sendo, encontramos que essas fungoes simétricas podem ser escritas em

termos das elementares e também dos coeficientes da f(z).

Exemplo 17 Sejam

y1 = (21 + 19 — 23 — 24)2
yo = (21 + a3 — 19 — 14)>
ys = (o1 474 — 23— 19)°

com x1,r92,x3, T4 raizes da equagao biquadratica
a:4+pas3+qa:2+m+s:o.

Vamos determinar:

a) Y1+ Y2 + Y3 e y1y293.
Perceba que quando aplicamos a distributividade,

Y1+ Y2+ y3 = 3Zx% — 2Xx179.

Y1Y2ys = Ex{’ — Ex%xz + 2Xx 11073,
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Substituindo os valores da tabuada sigma de 4 variaveis, encontramos

y1+y2+ys = 3(f2—2f) —2f
= 3ff—8f

yiays = [(ff +3f3—3f1f2) — (fifa — 3f3) + 2f3)?
= [ff —4f1f2 + 83

Substituindo pelos coeficientes da equacao biquadratica temos:

y1+yo+ys = 3p°— 8¢

yiyays = (p° —4pg + 8r)?

b) Fica a cargo do leitor, verificar que

Y1y2 + Y193 + yays = 3p* + 16(pr — p?q + ¢*) — 64s
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4 APLICACOES

Além das aplicagoes vistas até aqui em exemplos, abordaremos mais alguns usos
para o TFFSE.

4.1 ELIMINACAO

O processo de eliminagdo é usado para resolver sistemas polinomiais de duas
variaveis. Ao isolar uma delas, manipulamos a outra de forma a aparecer uma solucao
para o sistema. Uma das ferramentas de manipulacdo é dada através do polinémio

resultante que serd definido a seguir.

Definicao 9 Dado um sistema linear
f(z) =an+ap—12+---+agz™ =0
g(x) =by + b1+ -+ b =0

com f,g € Rlyl[z] polindmios nao nulos, e a1, e, ..., ap raizes de f(x).

Define-se resultante de f(x) e g(x) o polindmio

R(f,9) =af'g(a1)g(a) - glan).

Observagoes:

1. R(f,g) ¢ uma fungao simétrica das raizes.

2. Sendo (1, B2, ..., Bm raizes de g(x), o resultante de g(z) e f(z) serd dado por
R(g, ) = b f(B1)f(B2) -+ f(Bm).

3. Um dos fatores da resultante ser nulo é condi¢ao necessaria e suficiente para

afirmar que existe raiz comum entre f(z) e g(x).
Exemplo 18 Verifique solugoes reais para o sistema a seguir:

fla.y)=a>+y* —1
gla,y) =23 +y3 - L.
Considerando f, g € R|y][x], escrevemos
f(z) =2 + 0z + (y* — 1)
g(x) = 23 + 022 + 0z + (2 — 1)

Sendo a1, a9 raizes de f, temos que g(a1)g(as) € Ryl

glar)g(az) = [af +y° = 1[ad +y° — 1] = (a102)? + (af + aB)(y” = 1) + (4 - 1)*.
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Perceba que, pela relagao entre as raizes de um polindmio e os seus coeficientes na forma
expandida, ao olharmos para f(z) e as relagdes entre fungoes sigma e as simétricas

elementares de duas variaveis,

y? =12 +0(y% — 1) + (v — 1)?
(y—-Dy+ P+ [y - D@ +y+ D)
y— 1Dy -y + 1>+ @ +y+1)%
y— 122y + 4 + 3y?)

y— 1)2y2(2y% + 4y + 3).

glar)g(az) =

(
[
=
(
(

Note também que sua nulidade implica em raiz comum entre f e g. Como estamos em

busca das raizes reais do sistema, e o fator (2y2 + 4y + 3) nado possui raizes em R,

R(f,9) = g(a1)g(az) =0« y € {0,1}.

Se (x,y) é solugao do sistema, entao g(x,y) = 0 para y € {0,1}. Dali,

Assim, obtemos S = {(0,1),(1,0)} que é o conjunto das solugdes para o sistema.
Exemplo 19 Dado o sistema abaixo, vamos determinar suas solugoes

flay) =a® —yr+y* —1

g(z,y) =22+ (y— 2z + (=32 + 2y + 1).
Sejam a1(y), aa(y) raizes de g(x), desta forma, o resultante

R(g, f) = f(a1)f(a2)

= (of —yar +y> —1)(03 —yag +y*> — 1)
= afa3 —y(afag + adar) + (y* — 1)(a2 + a3)
+ytarag —y(y® — 1)(a1 + a2) + (v — 1)
Substituindo as fungoes simétricas elementares e suas variagoes de acordo com a tabuada

das o no resultante acima, temos:
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R(g,f) = fla1)f(a2)
= f3—y(fifo) + W2 = D2 —2f) +v2fo -y - ) fi + (> — 1)

= (=32 +2y+1)2 —y2—y) (3> +2y+ 1)+ (y* — 1)(Ty* = 8y + 2)
2 (=3 + 2+ D)+ (P —y)(y—2) +yt 202 +1

= (=32 42+ 1)[-32 +2y+ 1 — 2y + 42 + 42
4 3 2 2 . 4 3 .2 4 2
+Ty 8y° + 2y Ty*+8y —2+vy 2y Yy 4+ 2y+y 2y +1

= (=3y® + 2y + 1)y + 1]+ 9% — 109> — 8% + 10y — 1
= 12y — 1293 — 1292 + 12y = 12y(y — 1) (2 — 1)
= 12y(y — )%y +1)

Supondo a existéncia de uma solu¢ao para o sistema, entao do resultante R(g, f) = 0

temos que y € {—1,0,1}. Assim,

y=-1 = f(x):x2+x:x(x+1) = z€{0,—1}.
y=0 = flr)=22-1=@—-1D@+1) = zec{-1,1}
y=1 = fl@)=2>-z=x(—-1) = x€{0,1}.
= ze€{-1,0,1}
Note que quando
fz,y) =0.

(z,y) € {(=1,0),(0,-1)} =
g(z,y) # 0.

Portanto, S é o conjunto de solugoes do sistema

S = {(x,y)/(—l, _1)7 (17 0)7 (1’ 1)7 (07 1)}

]

Mas o que acontece quando usamos o resultante para dois polinémios f, g € R[z|?

Vamos ver no exemplo abaixo.
Exemplo 20 Determine o conjunto solucao para o sistema

flz)=2®+20+3=0
glz)=a3+222 —x+1=0.
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Sendo w1, x9 raizes de f, perceba que R(f,g) = g(x1)g(z2) € Q é uma fungao simétrica
das raizes 1, x9. Portanto, ela é determinavel.
R(f,g) = (23 + 22} — a1 + 1) (a3 + 223 — 29 +1)

= xle + 22x1x2 le:pg + le + 4Ex1x2 — 22x1x2 + Zle —z1r9 —2x1 +1

= 3421113 — fo(ff —2f2) +4f3 + fP —3f1fo —2f1fo +2(f2 —2f2) + fo— f1 + 1

Do polindémio f(z), sabemos que f; = —2 e fo = 3. Substituindo-os na identidade acima,
temos que

R(f,q) = 57.
Como o resultante deu diferente de zero, entao podemos concluir que o sistema dado nao

possui solucao.

Exemplo 21 Verifique solugoes reais para o sistema a seguir:

fla,y) =2® +zy+y* — 2
g(@,y) =(y— Dz +y.
Considerando f, g € R[y|[z], e a1, a9 raizes de f, temos que g(a1)g(a2) € R[y]

R(f,9) = gla1)g(az)
= [(y = Deaq +yll(y — Dag +y]
= (y—1)2a1a2 +y(y — 1)(a1 + az) + ¢
Perceba que, pela relacao entre as raizes de um polindmio e os seus coeficientes na forma

expandida, ao olharmos para f(z), a1 + ag = —y e ajag = y% — 2y. Entdo,

(z
R(f.9) = (y—1)2a102+y(y—1)(a1 + a2) +y?
(y— 1)2(y* = 2y) + yly — D(—y) +y°
= yly—1*y-2) -2y —1) +y°
= yly—1)*y—2) —y* + 27
= yly—2)[(y—1)? -y
( )
)

= y(y—2)[y> -3y + 1]

3+v5 3—V5

= Yy -2y - HB)y - 55

Note também que sua nulidade implica em raiz comum entre f e g. Desta forma,
3—v5 3+5

R(f.9) = g(a1)g(a2) =0 & y € {0,2, ——, ——}.
Se (x,y) é solugdo do sistema, entdo g(x,y) = 0 para os y encontrados. Dai,
g(x,0) =0 = r=0

9(x,2) = = r=-2
gla, 3502 \/5)70 = = _H*f
( =

_1\f

T =

9(z,1) =
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Assim, o conjunto solu¢do do sistema é

S = {(0,0), (-2.2), (— er \/5’ 3 —2\/5)’ - - \/57 3 +2\/g)}.

Uma observagao interessante sobre estas aplicagoes é que podemos abordar estes
problemas no ensino basico pois, deve ser uma competéncia especifica do aluno do Ensino
Médio "investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propri-
edades matematicas, empregando estratégias e recursos, como observacao de padroes,
experimentagoes e diferentes tecnologias', e "utilizar estratégias, conceitos, defini¢oes e
procedimentos matematicos para interpretar e resolver problemas em diversos contextos,

analisando a plausibilidade dos resultados", como vemos em [1].
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4.2 DISCRIMINANTE

Dado um polinémio f € R[z], seu discriminante, ¢ uma fungao simétrica das raizes,
portanto conhecido, que revelarda a existéncia de raizes multiplas no polinémio. Este
conhecimento, que é introduzido de forma discreta no ensino de resolucao das equacoes
quadraticas, e acompanha o aluno desde o 9° ano do Ensino Fundamental, aqui sera
estendido para um polinémio de grau n, como mostraremos.

Para x1, z9, raizes do polinémio

f(z) =2% — fiz + fo € R[],

perceba que ao tomamos a diferenca de suas raizes, ainda nao saberemos muito sobre ela.
Mas quando elevamos ela ao quadrado, encontramos uma funcao simétrica das raizes que

é conhecida, pois pelo TFFSE, serd escrita em termos dos coeficientes do polinémio f(z),
A = (1 —29)% = af + 23 — 2w129 = (11 + 22)? — dwy29 = f§ — 4f,

e sua nulidade indicara que x1 = x9.

O mesmo processo pode ser aplicado a um polinémio ctibico
flz) = 2% + pr 4 q € R[z],

em que suas raizes, x1, T2, 3, ndo serao simétricas quando feito o produto das suas trés
diferencas. Porém, ao elevamos esse produto ao quadrado, obtemos uma funcao simétrica

das trés raizes do polinémio f(z), que sdo conhecidos.

A = (z1—22)%(11 — 23)% (22 — 3)*
= (af — 27179 + 23)(2f — 2013 + 23) (23 — 2023 + 23)
21:‘1%% — 22x%x2x3 + QEx%x%xg — QZx%xg — 62:6%1:%:6%
= —4p? - 27¢%.

Aplicando semelhante método para um polinémio de grau n . Sejam

flx)=a"+ fra" 14 fy € R[a],

n(n—1)
2

e x1,%9,...,Tn suas raizes. O produto das diferencas xo — xg, com os indices

a < [ variando de 1 a n,

(21 — z2)(21 —23) -+ (21 — @p)(v2 — 23) (w2 — 24) -+ (T2 — 2p) - (Tp—1 — Tn),

quando feita qualquer permutacao de suas raizes gerara dois valores. Mas o mesmo nao
ocorrera quando elevamos cada fator ao quadrado, pois resultard em uma fungao simé-
trica das raizes, x1,x9,..., Ty, que poderd ser determinada conhecendo os coeficientes do

polinémio f(z). Assim, o discriminante A € F[fy,..., fn] do f(z) sera dado por

2 .

(21 — 29)? (1 — 23)% -+ (w1 — )2 (w2 — 23) % (w0 — 24)% -+ (w2 — )% -+ - (Tp_1 — 2n)>.
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Podemos também determinar o discriminante de f(z) através do resultante entre

ele e a sua derivada f'(z).

flla) = (x—a)(x—x3) (v —an) + (z —21)(x —23) - (z — 2p)+
++(z—x)(x—22) - (x —xp—1) (T — 2p),

Perceba que quando x € {x1,79,...,2,}, f'(x) serd
flz1) = (21— w2)(21 —x3) -~ (21 — Tp);
fl(x2) = (w2 —a1)(v2 —a3) - (v2 — 2n);
flan) = (zn—21)(2n —22) -~ (20 — TP 1),
e seu produto
n(n—1)

fl@) f(we) - flan) = (1) 7 A
Portanto, obtemos o resultante

n(n—1)

R )= ()5 A
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4.3 SOLUCOES DE LAGRANGE

Esta técnica desenvolvida pelo matemético italiano Joseph Louis Lagrange (1736-
1813), nos apresenta uma forma de determinar as férmulas de resolugao de equagoes

quadraticas, cibicas e biquadraticas, através dos seus coeficientes.

4.3.1 SOLUCAO DE LAGRANGE PARA EQUACOES QUADRATICAS

Inicialmente vamos determinar uma forma de encontrar a tdo consagrada férmula
de resolugdo para equagoes quadraticas. Tomando um polinémio quadrético f(x) € R[z],
como segue abaixo,
flz) =22+ bz + c.

Para determinar as raizes dele, construiremos uma funcao linear, ary + fBrg, com 71,79
raizes de f(z) e a,  raizes da unidade de uma equacao do mesmo grau, que neste caso
serdao 1 e -1, ficando r; — r9. Como queremos usar a simetria, basta eleva-la ao quadrado.

Fazendo manipulacoes algébricas obtemos
2 _ 2 2 _ 2 2 _ 2
(ri —mre)* =r{+ry —2riro =r{ + 15 — 2ryro + (4ryre — 4ryrg) = (r1 +12)° — 4ryra.
Substituindo os valores na equacao anterior, encontramos

(r1 —7“2)2 = b — 4c = A.

Somando 1 + 9 = —b com r1 — r9 = VA, obtermos o valor da primeira raiz
—b+ VA
rH=-——-".:
! 2
E, analogamente, repetindo a soma para r9 — r; = —V A, encontramos a segunda raiz.
—b— VA
rp=

Portanto, conseguimos encontrar a formula geral que determina os valores das raizes de
uma equacao quadratica, usando apenas seus coeficientes.

Neste momento, pode até parecer mais trabalhoso determinar as raizes de uma
equacao quadratica desta forma, uma vez que conhecemos essa férmula desde o 9° ano do
Ensino Fundamental, mas quando partirmos para equagoes ciibicas e biquadraticas, que

analogamente determinaremos as raizes sem conhecé-las, sera muito mais pratico.

4.3.2 SOLUCAO DE LAGRANGE PARA EQUACAO CUBICA

Para determinarmos os valores das raizes da equacao,

f(x)::c3+pw2+q:c+r:0,
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analogamente ao que fizemos para equagoes quadraticas, vamos construir uma funcao

linear com as rafzes cibicas da unidade, 1,w e w?:

T +wzo + w2x3,

em que as varidveis x1, r9 e x3 sdo raizes de f(z). Observe que trés das possiveis permu-

tagoes entre as variaveis podem ser obtidas por

2

T1 + wro + w2x3 = w(re +wrg + wry) = wQ(xg + wx] + w2x2).

Escolhendo uma das que ainda nao foram encontradas,
2
] +wr3 + w9,
obtemos as outras,
2 _ 2 _ 2 2
1] +wrg + wre = w(rg + wrg + wry) = w(re + wr] +wrsy).

Além disso,

(21 + wre + wlr3)d = (9 + wrz + w?a1)? = (v3 +wry +wrg)3 e

(x1 +wzg + wl9)? = (x3 +wxe + w?z1)? = (29 + waxy + w2m3)3.

Tomando y; = (z1 +wwxg +w2m3)3 ey = (r1+wxs —|—w2x2)3, que ainda nao sao simétricos,
mas suas combinagoes y1 + y2 e y1y2, sdo funcdes simétricas de variaveis, r1,x2 e x3. E

pelo resultado do Exemplo 16, sabemos que
y1 +y2 = —2p° + 9pq — 27r,

y1y2 = (0% — 39)°.

Assim, podemos construir uma equagao quadratica em que y1 e yo sdo raizes
2 3 2 3
vy~ + (2p° — 9pq + 27r)y + (p* — 3¢)° = 0.
Ao encontrarmos os valores de y, extraimos sua raiz ciibica

VAl :x1+wx2+w2x3, NATD) :x1+wx3+w2x2

Uma observagao importante é que a escolha dos y; tem que respeitar a identidade abaixo

JYy1/y2 = p? —3q.

Tomando a funcao linear 1 + z9 + x3 = —p, vamos construir um sistema 3x3 que pode

ser resolvido escalonando sua forma matricial,

11 1 —p
1 w w? 1
1 w? w @ Y2
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Assim, encontraremos os valores das 3 raizes,

ey 2 s VA A S vaTP
= ; ,

)
o TP+ w Y
2 3 )
vy — PO Y
. .

4.3.3 SOLUCAO DE LAGRANGE PARA EQUACAO BIQUADRATICA

Seja uma fun¢ao biquadratica do tipo
f(z) = 2t 4 pr® 4 g2 e+ s,

cuja raizes sao 1, x2,r3, r4. Para adquirirmos apenas trés valores distintos com a permu-

tagao dessas, criaremos uma func¢ao do tipo
2
(71 + 29 — 23 — w4)”.
Os valores distintos
_ 2 _ 2
y1 = (21 +29 — 23 —24)°, o= (v1 + 23— 22 — 74)7,
_ 2
y3 = (21 + 24 — 73 — 29)
quando combinados como abaixo, tornam-se simétricos.

Y1 +y2 + 93, Y1Yy2 + y1y3 + y2y3, Y1Y2y3

Por serem fungoes simétricas construidas através das nossas variaveis, pelo Teorema
Fundamental das Fungoes Simétricas Elementares, podemos escrevé-las em funcao dos
coeficientes de f(x) como segue, pelo exemplo (17)

y1+y2 +y3 = 3p? — 8¢

y1y2 + y1y3 + yayz = 3p* + 16(pr — p?q + ¢*) — 64s,

y1yay3 = (p° — 4pq + 8r)?

Observe que para escolher os valores de y1,y2,y3, eles tem que satisfazer a relacao

VUIVY2/Y3 = P> — 4pg + 8r.

Note que y1, Y2, y3 sao as raizes cubicas da equacgao
Y3 — (3p2 - 8q)y2 + (3p4 + 16pr — 16p>q + 16¢> — 64s)y — (p3 —4pq + 87")2,

e se encontrarmos seus respectivos valores, podemos determinar os das raizes x1, r9, x3, T4,

resolvendo as equacoes lineares

r1+ X2+ 23+ 24 = —p,
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T1+ T2 — T3 — T4 = /Y1,
T1 — X2+ T3 — T4 = /Y2,
Tl — X2 — X3+ T4 = +\/Y3-

Assim, os valores para as raizes da equacao biquadratica sao

—p+/Y1+Y2+/Y3 —DP+/U1—Y2—\/Y3

x] 4 ) x2 4 )
TPV Y2—/Y3 TPV Y1— VY23

r3 = 4 ) T4 = 4 :

Atente-se que a escolha dos y; dependem da condicao

VIIVI2VU3 = —p° + 4pq — 8r.

O tratamento das solucoes de Lagrange podem proporcionar que os alunos desen-
volvam a habilidade especifica da BNCC (EM13MAT301): "resolver e elaborar problemas
do cotidiano, da Matematica e de outras areas do conhecimento, que envolvem equacoes li-
neares simultaneas, usando técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias

digitais", como encontramos em [1].
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foram feitos alguns estudos sobre Funcgoes Simétricas que, com
o dominio de propriedades algébricas e resultados conhecidos desde a educagao basica,
facilitam a manipulacao de equagoes algébricas e polindomios das mais diversas formas
independentemente de seu grau.

No livro do G. Tezzi, [3], dentro do capitulo das Equagoes Polinomiais, encontramos
uma secao inteira falando sobre as rela¢oes entre coeficientes e raizes de um polinémio,
denominando-as de "Relac¢oes de Girard". Oriento essa leitura e estudo, pois la esta repleto
de exercicios e exemplos, nivel Ensino Médio, que podem complementar o entendimento e
aplicacoes do TFFSE.

O estudo e pesquisa feitopor Souza, em [4], identifica que dos documentos oficiais
que temos no Brasil, o que consta abordando equagoes polinomiais aparece principalmente
na forma quadratica, exponencial e resolugao de sistema linear com, no maximo, ordem
3x3. A exemplo, em [1], temos a BNCC, que é o documento norteador da educagao ptblica
e privada no Brasil, apresenta este conteiido como parte flexivel (ou seja, nao consta
nela), facultando a escola, secretaria ou o municipio a inser¢ao do contetido no curriculo
formativo do aluno.

Além disso, segundo o mesmo autor, o tratamento de equagoes de ordem superior,
por serem dificultosas para abordagem e representacao grafica, devem acontecer no ambito
de suas raizes. Por isso, abordar este contetido que usando a simples informacao do teorema
principal, que toda funcao simétrica das raizes de um polindémio pode ser escrita em termos
dos coeficientes do mesmo polinémio, torna-se uma alternativa viavel.

Ao estudante de Matematica, essa informacao te possibilita ter maior destreza na
manipulacao de equacoes algébricas independente de seu grau.

Ao professor de educacao basica, uso do Teorema das Fungoes Simétricas Elementa-
res é uma ferramenta que pode ser apresentada aos seus alunos, pois como visto no decorrer
do texto, é uma ferramenta de baixo custo pedagogico, e que pode facilitar manipulagoes
algébricas, até mesmo na hora de encontrar formulas para resolugao de equagoes ctibicas
e biquadraticas nao triviais, assim como determinar as solugoes de um sistema algébrico.

Além disso, os alunos, mesmo que da educagao basica, ao usarem este conhecimento,
podem ser estimulados a desenvolver, "seguranca quanto a propria capacidade de construir
e aplicar conhecimentos matematicos, desenvolvendo a autoestima e a perseveranca na
busca de solugoes' (BRASIL, 2018), que é uma competéncia especifica de Matemética
presente na BNCC.
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APENDICE A -~ Tabuada das funcbes sigma em elementares

Construimos esta tabuada que "converte'func¢oes sigma em simétricas elementares
através de manipulagoes algébricas. Como um exemplo do processo, vamos determinar a

funcao sigma de trés variaveis, x1, x2, 3,
3 _ .3 3 3
El‘l —I1+I2+ZL‘3
em termos das suas elementares, assim como segue abaixo.

Primeiramente, ja temos definido que as fungoes simétricas de trés variaveis sao:

f1=%x1, fo=2Xxz0, [f3=w17973.

Dai,
ff’ = (21429 +23)3 = Ex‘;’ + 3237%1‘2

= Ea:if = ff’—?)Ex%xQ

Como precisamos calcular o E:c%xg, faremos

fifo = (xr1+x9+x3)(r1702 + T123 + 2973)
= Ex%mg + 3Xx11073
= Ex%xg +3f3

= Yafry = fifa—3f3
Assim, ao substituirmos na identidade anterior, temos:

inf = ff’—?)Ex%xQ

= f$-3(fif2—3f3)

= Y13 = f}-3ff+9f3

Desta forma, determinamos a funcao sigma, soma do cubo das trés variaveis, em termos
das suas elementares.

Perceba que ela é uma ferramenta que facilita bastante a vida do estudante, pois
permite reduzir calculos e tamanho de notacoes assim como fizemos no decorrer deste
trabalho.

Segue abaixo as tabuadas de duas, trés e quatro variaveis. Fica a cargo do leitor,

construir mais fungoes sigma de acordo com o proprio interesse e conveniéncia.
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Yy = N1

Yxizg = fo

Sri = ff -2/

Sz = [{-3fif

Sri = fi-4fih+2f3

Zx‘fz@ = f2(f12 —2f9)
Satas = f1f3 ‘
Yo} = [ =5f1f(ff - f)

Tabela 1 — Fungoes sigma para duas variaveis, 1, 2.

Yy = fi,

dir T = fo,

Yrirory = f3

Yaq = fi-2f

Sairy = fifo—3/f3

Yat = fi+9f3-3fif
Sajrs = f5—2f3h

Ew:fm = filfifa—f3) —2f3
Safvors = fifs

Saf = ft—Af(fifo— f3) +2f3
Satfrdry = fofs

Tabela 2 — Fungoes sigma para trés variaveis, x1, x9, r3.

Yy = fi1
Yr119 = fo,
Yr1wows = f3
Yriworgry = f4
Yaf = ff—2f

i +3f3=3f1f

J1/f2 —3/3

=
I\
Il

= fi+4fi(fs— fifa) + 213 — 4f4

12 —2f3f1 + 2f4

8
NI
Il

fifo+4fs— (2f3 + fif3)

=
I\
I

Loy
!
g
Yay
Yy
Exgle’?, = fifs—4f4
=
1
Zof
2y

x = R -5h(fif+fi—fifs—f5)+ fofs
S = hUP+5f-3Afk) +Afi—fifs
& xﬁ = f[(fF—2f3f1+5f1)— fofs
Z; 1573 = fofs—3faf1
Safrorsrs = fifa

Safrgrs = BT —2R) - [fa

Tabela 3 — Fungoes sigma para quatro variaveis, x1, x2, r3, 4.
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