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Resumo

Nestas notas o nosso objetivo é provar um teorema famoso de teoria dos numeros,
chamado teorema da equidistribuicao de Weyl, usando técnicas de analise matematica.
Mais precisamente, usando a equivaléncia

1 n
— E X(ap) (ky) = / X(ap) (@) dz quando n — oo se e somente se vy € R\Q,
n R

k=1

provamos que a sequéncia das partes fraciondrias ({ny})nez, é equidistribuida se e
somente se 7y é irracional.

Abstract

In these notes we prove the Weyl’s equidistribution theorem using tools from mathe-
matical analysis. More precisely, using the equivalence

1 < :
- ZX(a,b)(k’Y) — / Xy (z)drasn — oo iff v eR\Q,
k=1 R

we prove that the sequence of fractional parts ({nvy})nez, is uniformly distributed if
and only if 7 is irrational.

1 Introducao

Dado um nuimero real v € R, claro que a parte fracionaria {v} := v — |v] € [0,1),
onde |v| := max{k € Z : k < ~} denota o maior nimero inteiro menor ou igual
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v. Fixado 7 € R, nestas notas estamos interessados na distribuicao dos nimeros da
sequéncia ({ny})nez, ,

{vh A2 B ) )

Para visualizar geometricamente a distribuicao acima, suponha que os lados de um
quadrado é composto de espelhos os quais refletem perfeitamente raios de luz em seu
interior. Suponha que estes raios de luz deixam uma marca no interior do quadrado
que denotaremos por um ponto P. Qual caminho o raio de luz ird tracar dentro do

quadrado?
P //

Com uma escolha adequada no eixo cartesiano, o caminho tracado pelo raio de
luz no interior do quadrado é dado pelo seguimento de reta P + (¢,~vt). Assim, ge-
ometricamente, o caminho deste raio de luz sera ou uma curva peridédica fechada ou
uma curva que vai se espalhar densamente sobre o interior do quadrado. Mais precisa-
mente, usando a Observagao 2.1 concluimos que a sequéncia ({nvy})nez,, com v € Q,
é periédica. No entanto, se v € R\Q entao a sequéncia ({ny})yez, forma um conjunto
denso no intervalo [0,1), ou seja, a sequéncia ({ny})nez, atinge qualquer sub-intervalo
de [0,1). Uma pergunta natural: assuma que 7 ¢ irracional, como se daré o preenchi-
mento do raio de luz no interior do quadrado? Mais precisamente, como a sequéncia
{nv} estd distribuida no intervalo [0,1)? Para darmos uma resposta plausivel, vamos
introduzir o conceito de equidistribuicao de uma sequéncia. Dizemos que uma sequéncia
real x1, X9, ... ¢ uniformemente distribuida ou equidistribuida em [0, 1), se para
qualquer intervalo aberto nao-degenerado (a,b) C [0,1) tem-se

lim card {z € (a,b) : k <n} b, (11)

n—00 n

onde card representa o nimero de elementos de um conjunto (vide [1], p.36).
Em outras palavras, a sequéncia (xy); percorre todo intervalo [0,1) e cada sub-
intervalo recebe sua parte justa de elementos de acordo com o comprimento do intervalo
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(a,b), ou seja, a probabilidade de cada elemento zj, pertencer a (a,b) é proporcional
ao comprimento deste sub-intervalo. Como ja observamos, se 7 € Q entao a sequéncia
{nvy} tem somente um numero finito de valores (médulo a periodicidade) e, assim,
nao é equidistribuida. O resultado central do presente artigo é o célebre teorema da
equidistribuigdo de Hermann Weyl [4, 5].

Teorema 1.1 (Equidistribuicao de Weyl). A sequéncia ({ny})nen € equidistribuida em
[0,1) se e somente se v € R\Q.

A Figura 1 mostra a distribuigdo da sequéncia {nr}, para alguns valores de n. Note
que as partes fraciondrias estdo distribuidas de forma “equilibrada” no intervalo [0, 1).

0 1
0 1

Figura 1: n =10, n =40, n = 100

O teorema acima foi provado de maneira independente pelos matematicos Hermann
Weyl, Piers Bohl e Waclaw Sierpinski. Este teorema é um problema de teoria dos
numeros. Nosso objetivo é transformar em um problema de analise. Para isto, vamos
reescrever (1.1) numa forma equivalente. Seja x(4) a fun¢ao indicadora definida por

1, z¢€(a,b)

a)\T) =
Xe(2) {o, re 0 1\(@b)
e seja Pper(T) = X(ap)(® — 27) com a < & —2j < b a extensao periddica de X(qp) ()
para R, que a continuaremos denotando por X(s (z). Entao o nimero de pontos da
sequéncia finita {{7}, {27}, {37}, ..., {n7}}

card{{k7} € (a,b) : k <n} = Xan (k7).

k=1

Desta forma, obtemos uma releitura do Teorema 1.1, pois (1.1) é equivalente a

1 & !
— g X(ap) (ky) — / X@p)(x)dex =b—a, quando n — oo.
n 0

k=1

Mais precisamente:
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Teorema 1.2 (Equidistribuicao de Weyl). O nimero v é irracional se e somente se

1 n
lim — X(ap)(k7Y) :/me (x)dz .
,Hoonk; (ab) | X

Isto remove a dificuldade de trabalhar com parte fracionaria e o Teorema 1.1 é
reduzido a um teorema de andlise matematica. A ideia da prova é construir um par de
funcoes continuas f~, f* tal que

i) f7 < Xap < fTem K,
i) [ (=) <

para todo ¢ > 0 e K C R compacto. Depois, mostrar o Teorema 1.2 para funcoes
continuas e 1-periddicas. Agora assumindo v € R\Q, concluiremos que

L € 1 — ! €
[ o= <23 xuntn < [ ¢ade+
0 2 n = 0 2

onde ¢~ e pT sao extensoes periddicas de f~ e f7T, respectivamente. Para concluir a
prova, basta verificar que

(b—a)—eg/o o (x)dr — = e /0g0+(x)dx+g§(b—a)+e.

2 Preliminares

Neste capitulo faremos uma breve exposicao de propriedades sobre parte fracionaria
de um numero real e relagao de congruéncia em R.

Dizemos que uma funcao f : R — R é periédica de periodo L € Z (L-periédica)
quando, para todo z real, f(x + L) = f(z).

Dado um numero real z, a aplicacdo x — {x} é l-periddica, isto é, {z + 1} =
{z}, para todo z real. Dados z,y € R, dizemos que = e y sdo congruentes mod 1
(x =y mod 1) quando z — y € Z. Decorre desta definicdo que todo nimero real = é
congruente mod 1 a um tnico nimero em [0, 1), a saber, {z}. De fato, é claro que
z = {x} mod 1, pois z—{z} = |x] € Z. Para verificar a unicidade, suponha que existe
a € [0,1) tal que x = a mod 1. Entao, {x} = a mod 1 e concluimos que {z} —a é
um inteiro tal que |[{z} — a| < 1, donde a = {z}.
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Observagao 2.1. Seja v um numero irracional. A sequéncia
Y, 27, ...,ny,... mod 1

é equivalente a sequéncia ({ny})nen. Por que 7 irracional é relevante? Ora, o caso 7y
racional é pouco interessante, pois ({nv}),en terda apenas um numero finito (a menos
de periodicidade) de termos distintos. Com efeito, sendo v = p/q, com p e ¢ inteiros
relativamente primos, os primeiros ¢ termos da seqiiéncia das partes fracionarias, a

saber
{v/a}.{2p/q},-.. . {(¢ = Vp/a}.{av/q} =0,

sao distintos. Note que os termos sequéncia comegam a repetir no (g + 1)-ésimo termo,
pois para todo k € N

{(g+K)p/a} ={p+ (kp/@)} = {p} + {kp/q} = {kp/q} .

Voltando ao caso de interesse, quando 7 é irracional os termos de ({ny})nen sdo todos
distintos. De fato, se existem ny,ny € N com {n;v} = {ngy} temos n1y = nyy mod 1,
donde (ny — ny)y € Z, logo v € Q, absurdo.

2.1 Distribuicao uniforme

Como vimos na introducao, a definicao abaixo é natural.

Definigao 2.2. Dizemos que uma sequéncia de nimeros reais (x,)nen € equidistribuida
em [0,1) quando para todo intervalo nao-degenerado (a,b) C [0,1) tem-se

1 n 1
lim — X(ap)(Tr) = / X(ap) () d

Acima, X (o) (x) representa a extensao periodica da fun¢do indicadora (ou caracteristica)
do intervalo (a,b).

Proposicao 2.3. Se a sequéncia (x,)nen for equidistribuida em [0, 1), entdo o conjunto
F = {{z,}; n € N} € denso em [0, 1].

Demonstrac¢ao. Sendo (x,,)nen equidistribuida em [0, 1), segue-se da definigdo de equi-
distribuigao que dado um intervalo aberto (a,b) C [0,1), com a < b, existe {zx} € (a,b).
Com isso, dados y € [0,1] e § > 0, tomando um intervalo aberto nao-degenerado
IC[0,1]N (y—0,y+0d) #0temos INF #0, donde F'N (y — 8,y +0) # 0. O

ReviSeM, Ano 2023, N°. 1, 37-47 41



de Almeida, Cruz

Exemplo 2.4. Seja K C [0,1] o conjunto de Cantor. Nenhuma sequéncia de pontos
de K é equidistribuida em [0,1). Com efeito, dada (k,)nen, com k, € K, tem-se
F ={{k.}; n € N} ={k,; n € N}. O conjunto F' ndo é denso em [0, 1], pois o intervalo
aberto (1/3,2/3), removido na primeira etapa da construcao de K, nao contém ponto
algum de K. Portanto, (k;,)nen ndo ¢ uniformemente distribuida em [0, 1).

Exemplo 2.5. A sequéncia (np/q)nen, com p/q irredutivel, ndo é uniformemente dis-
tribuida em [0, 1). De fato, do que foi mencionado na subsecao anterior segue-se que o

Conjémto F Z[{ {7;29/(1}; n € N} ={0,{p/a},{2p/q}, ..., {(¢ = 1)p/q} }, logo ndo pode
ser denso em |0, 1).

Exemplo 2.6. Uma condicao suficiente para que uma sequéncia (x,,),en NA0 seja equi-
distribuida em [0,1) é que limsup {x,} < d, para algum d € (0,1). Com efeito, de
limsup {z,} < d, com 0 < d < 1, segue-se que existe ng € N tal que, para n > ny, tem-
se {z,} < d, logo nenhum intervalo contido no complementar (d, 1]\{{z1},...,{Zn, }}
contém pontos de F' = {{x,}; n € N}; isso mostra que F' nao é denso em [0, 1]. Usando
este exemplo é possivel provar que a sequéncia (nle),cn, em que e é o niimero de Euler,
nao ¢ uniformemente distribuida em [0, 1), pois nlijélo{n!e} =0 (vide [3], p.8).

3 Lemas principais

Para provar o Teorema 1.2, precisaremos de dois lemas importantes.

Lema 3.1. Sejam K C R um intervalo compacto e x; : K — R a func¢ao caracteristica
de um intervalo I C K. Dado € > 0, existem fun¢oes continuas f~, fT : K — R tais
que [~ () < xr(x) < ft(z) para todo x € K e

/K (F*(2) — f(2)) dr <.

Demonstra¢ao. Suponha, sem perda de generalidade, x; : [0,1] = Re I =]a,b[C [0, 1].
Dado € > 0, tomando 0 < § < min{e, (b — a)/2,1 — b, a} obtemos

0<a—d<a<a+d<b—0<b<b+i<1,

e com mais razao

) ) ) )
0<a—§<a<a+§<b—§<b<b+§<1
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Com isso, pomos

(0 ,0< 2 < a;

2z—a) ,a<z<a+6/2;
f(x)=<1 ,a+6/2<x<b—10/2

—2(x—b),b—0/2 <z <b;

L0 b<z<l;

(0 ,0<z<a—-4/2

2z—a+6/2) ,a-d/2<z<q
fflx)y=<1 ,a<x<b

—2(x—b—10/2),b<x<b+6/2

0 ,b+0/2<x<1.

\

As fungoes f~, fT : [0,1] — R assim definidas sdo continuas e satisfazem f~(z) <
x1(x) < f*(z) paratodo x € [0,1]. A representacao grafica dessa construgao é mostrada

abaixo.

Do diagrama acima é facil ver que

Logo,

1 1
/Of(x)dx:b—a—g e /Oer(x)dx:b—a—l—g.

[ -rew=[ reae- [ re

) )
fb—a—i—i—(b—a)—l—i
=9
<e€.
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]

Lema 3.2. Seja f:[0,1] = R uma fung¢ao continua e 1-periddica. Se v € R\Q entdo
Jin 3 3 sten) = [
Demonstracao. Mostraremos que, dado € > 0, existe ng € N tal que
I !
2> r) - [ f)ds
"= 0

sempre que n > ng. Com efeito, das hipdteses sobre a funcao f segue-se que podemos
aproximé-la uniformemente em R por polinémios trigonométricos, isto é, dado € > 0
existe um polinémio trigonométrico P(z) tal que |f(z) — P(z)| < /3, para todo x € R

(vide [2], p.54). Com isso, dado n € N, temos
1 - 1 1 n 1
‘;;f(k’y)—/o f(z)dz| < + E;P(/{’y)—/o f(z)dx
(3.1)

A primeira parcela da soma no lado direito da desigualdade acima é menor do que &/3;

para a segunda parcela temos
1 1 1
o) = [ s | @) =Py
(3.2)

A segunda parcela na soma do lado direito dessa ultima desigualdade é menor do que
/3. Para a primeira parcela, como P(z) é um polindémio trigonométrico temos

<&,

n

LS (k) -

k=1

<

%ZPU‘W)— / P(z)dz| +
k=1 0

— Z a, cos (2mpzx) + b, sin (2mpx)) ,

donde )
/0 (f(x) - P(z)) dx = ag

n

1
" P(kvy) = ap + Z (ap Z cos (2mpky) + b,— Z sin 27rpk’y)>

k=1 p=1
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Como « ¢ irracional, segue-se que as sequéncias dadas por ¢, = Y ,_, cos (2mpky) e
Sp = Y p, Sin (27pk~y) sao limitadas, pois 27py nao é multiplo inteiro de 27 (vide [1],
p.102), daf

1 & 1 ¢
Logo,

o1
lim —
n—oo M,

S Pky) = / (f(x) - P(z))dr.

isto é, existe ng € N de modo que para n > ng vale

1 & ! €

— E P(kv)—/ P(z)dx| < -.
n 0 3

k=1
Portanto, para n > ng segue-se de (3.1) e (3.2) que

1 !

23 s) - [ flayde] <.
e 0

4 Prova do Teorema 1.2

Teorema 4.1 (Equidistribui¢ao de Weyl). O namero v € irracional se e somente se

1 n
lim — ab) (kY) = a dx. 4.1
Jim 33 (#) [ Xen(@)ie (41)

Demonstragao. Se vale (4.1), entdo o resultado segue do Exemplo 2.5. Suponha agora
que 7 seja irracional. Da demonstragao do Lema 3.1, segue-se que, dado € > 0, existem
fungées continuas f~, f* : [0,1] — R tais que f~(z) < x@p(z) < fH(z) para todo
z €[0,1], com f7(0) = f~(1) e f7(0) = f7(1), e

| @ - s @yde <.
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Com isso, obtemos extensoes ¢, " : R — R continuas de periodo 1 das fungoes f~ e
/7, respectivamente, pondo

1)

. [ (@) €[0,1)
@ (x)—{f—(x_u) € [n.n+ 1), n € Z\{0}
( € [0,
( [n n+1), n e Z\{0}

Dessa maneira temos ¢~ (z) < x(ap(z) < 9T (z) para todo x e

| @ =@y <. (4.2

Em particular, dado n € N, temos

n

—Zso (k) < ZX(ab k) Sl o (k) -

k=1

3

Como ¢~ e T sado continuas de perfodo 1, segue-se do Lema 3.2 que
lim li:go(k’fy) = /1 o (z)dr e lim li@*(kry) = /1 ot (x)dz.
e 0 e 0
Dali, existe ng € N tal que n > ngy implica
! e 1 ! €
| i3 < 2 D Kanr) < | erain s (43)
De ¢ () < X(ap)(z) < ¢ (x), obtemos

1 1
/ @(x)dxgb—ag/ ot (z)dx;
0 0

por (4.2) temos

/0190+(:c)dx—%</01g0(x)dx e /01<p+(x)dx</olgo(x)dq;+%_

Dessas desigualdades, obtemos

(b—a)—5§/0¢_(m)dx—§ e /OgoJr(x)dergS(b—a)Jrs.
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Portanto, de (4.3) segue-se que n > ny implica

1 n
(b—a)—e< EZX(M)(IW) <(b—a)+e.
k=1

Corolario 4.2. O conjunto F = {{nv}; n € Ny € R\Q} € denso em [0, 1].

Referéncias

[1] Lima, Elon Lages. Curso de Andlise Vol. 1. 15* ed. Projeto Euclides, IMPA, 2019.

[2] Stein, Elias M.; Shakarchi, Rami. Fourier analysis: an introduction. Princeton
University Press, 2011.

[3] Kuipers, Lauwerens; Niederreiter, Harald. Uniform distribution of sequences. Cou-
rier Corporation, 2012.

[4] H. Weyl, Uber die Gleichverteilung von Zahlen mod. Eins, Math. Ann. 77 (1916),
no. 3, 313-352.

[5] Weyl, Hermann. “Uber ein Problem aus dem Gebiet der diophantischen Appro-
ximationen.” Nachrichten von der Gesellschaft der Wissenschaften zu Goéttingen,
Mathematisch-Physikalische Klasse 1914 (1914): 234-244.

Submetido em 01 de Maio de 2022.
Aceito em 04 de Novembro de 2022.

ReviSeM, Ano 2023, N°. 1, 87-47 47



	1 Introdução
	2 Preliminares
	2.1 Distribuição uniforme

	3 Lemas principais
	4 Prova do Teorema 1.2

