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Resumo

Esta dissertacao apresenta um estudo sobre uma classe de variedades compactas com
bordo que generalizam as variedades Einstein. O objetivo principal consiste em classifi-
car as variedades (A, n + m)-Einstein generalizadas sob determinadas hipdteses, as quais
englobam variedades conhecidas, como as variedades estaticas e o espago-tempo fluido
estatico perfeito. Os resultados aqui discutidos baseiam-se principalmente em um dos
trabalhos de Allan Freitas e Marcio Santos, onde os autores estabelecem, a partir de con-
digdes geométricas especificas e com o auxilio de teoremas classicos, como o Teorema de
Comparacao de Volume de Bishop-Gromov, uma classificagao topolégica para o bordo
das variedades (A, n + m)-Einstein generalizadas e demonstram propriedades de rigidez

para tais variedades.

Palavras-chave: Variedades (A, n + m)-Einstein generalizadas. Rigidez. Topologia do
bordo.



Abstract

This dissertation presents a study on a class of compact manifolds with boundary that
generalize Einstein manifolds. The main objective is to classify generalized (A, n + m)-
Einstein manifolds under certain hypotheses, which encompass well-known manifolds such
as static manifolds and the static perfect fluid space-time. The results presented here are
mainly based on one of the works by Allan Freitas and Marcio Santos, where the authors
establish, from specific geometric conditions and with the help of classical theorems,
such as the Bishop-Gromov Volume Comparison Theorem, a topological classification for
the boundary of the generalized (A, n + m)-Einstein manifolds and demonstrate rigidity

properties for such manifolds.

Keywords: Generalized (A, n + m)-Einstein manifolds. Rigidity. Boundary topology.
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Introducao

Do ponto de vista matematico e fisico, as variedades de Einstein constituem uma
classe importante de variedades Riemannianas com amplas aplicagoes em geometria dife-
rencial e relatividade geral. O termo Einstein origina-se do contexto da teoria da relati-
vidade, em que Albert Einstein utilizou a relagdo entre a curvatura de Ricci e a métrica
do espago-tempo para descrever a gravitagao.

Formalmente, uma variedade Riemanniana (M™, g) é dita variedade de Einstein se

a curvatura de Ricci satisfaz a seguinte condicao:
Ric = Mg,

onde A : M"™ — R é uma funcio e g é a métrica da variedade.
Essa condigao surge naturalmente como solugao das equagoes de campo de Einstein

no vacuo, isto é, na auséncia de matéria:
, 1
Ric — §Rg + Ag = KT, (1)

em que R é a curvatura escalar da variedade, A é a constante cosmoldgica, k é a constante
de gravitagao universal e T' é o tensor energia-momento, que descreve a distribuicao de
matéria e energia.

Como caso particular é conhecido as solugdes no vacuo, ou seja, neste caso T' = 0,
a equagao reduz-se a Ric = \g, caracterizando as variedades de Einstein. Essas varieda-
des generalizam espagos de curvatura constante como esferas S™ e espagos hiperbdlicos
H" e desempenham um papel central tanto na geometria Riemanniana quanto na fisica
tedrica, especialmente em estudos sobre a estrutura global do universo e solu¢oes exatas
em relatividade geral.

Motivado pela seguinte questao proposta no livro de Besse [2]:

“Existe um produto warped Einstein compacto com fungao warping nao cons-

tante?”

O trabalho de Kim [I3] introduziu a classe das variedades (A, n + m)-Einstein,

caracterizadas pela equacao:
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1
Ric}' = Rie +V*f = —df @ df = Ay, 2)

onde Ric’" é o tensor de Ricci modificado dependente da funcdo f e do pardmetro m € N,
também conhecido como tensor m-Bakry-Emery, V?f denota a hessiana da funcao f e
df ® df representa o produto tensorial da 1-forma df consigo mesma e A\ é uma constante
real. Esta equacao surge como uma generalizacao das variedades de Einstein classicas,
incorporando tanto a geometria da variedade quanto a influéncia da funcao warping f.

Neste trabalho, investigaremos as variedades (A, n+m)-Einstein generalizadas, que
constituem uma extensao natural das variedades Einstein.

Uma variedade (A, n + m)-Einstein generalizada é uma tripla (M", g, f), onde
(M™, g) é uma variedade Riemanniana (possivelmente com bordo dM), f é uma fun-

¢ao suave satisfazendo:

i
m
com f > 0 no interior de M™ e f = 0 sobre M (quando OM # ) e A : M™ — R é uma,

fungao suave. Em particular, dizemos que (M", g, f) é uma variedade (A, n 4+ m)-Einstein

V2f = “(Ric —\g), (3)

se A é uma constante.

Observemos que toda variedade (A, n 4+ m)-Einstein é automaticamente uma vari-
edade (A, n + m)-Einstein generalizada, pois basta tomar A constante. Mas, a reciproca
nao ¢é verdadeira, como serd comentado mais adiante. Esta generalizacao permite estudar
uma classe mais ampla de espacos geométricos, particularmente aqueles com estrutura de
bordo nao-trivial.

Um caso particular notavel de variedade (A, n 4 m)-Einstein generalizada é o fator
espacial de um espacgo-tempo de fluido perfeito estatico. Uma variedade Riemanniana
(M™, g) é dita um fator espacial de um espago-tempo fluido estatico perfeito se existirem
fungoes suaves f > 0 no interior de M, f = 0 sobre OM (quando OM # () e p € C°(M™)

satisfazendo o seguinte sistema de equacoes:
f Ric = V2 f,

-2
Af:<2n R+—" p),

(n—1) n—1

onde Pfic: Ric —%g denota o tensor de Ricci sem traco, V02 f=V2f — %g é a hessiana
sem trago de f e p representa a densidade de energia do fluido [7]. De fato, tomando m = 1
eN= "o (g — p) na defini¢do de variedade (A, n 4+ m)- Einstein generalizada obtemos
o sistema que define o espaco-tempo fluido estatico perfeito. Este exemplo é importante,
entre outros motivos, pois nao necessariamente \ é constante, ou seja, mostra que existe
exemplos de variedade (A, n+m) - Einstein generalizada que nao é uma variedade (A, n +

m)-Einstein. Além disso, neste contexto, se tomarmos p = —R/2, obteremos a equagao
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que define as variedade estdticas, ou seja, —(Af)g+ V2f — fRic=0e Af + Ti =0.

Esta dissertacao esta organizada em dois capitulos principais. No primeiro ca-
pitulo, desenvolvemos o aparato matematico necessario para o desenvolvimento deste
trabalho. Apresentamos inicialmente a notagao utilizada e os conceitos fundamentais da
Geometria Riemanniana que servirdo de base para todo o trabalho. Em seguida, discuti-
remos e demonstraremos teoremas importantes da teoria, com destaque para Teorema de

comparac¢ao de volume de Bishop-Gromov:

Teorema 0.1. (Comparagao de Volume de Bishop-Gromov). Seja (M™, g) uma variedade

Riemanniana completa e suponhamos que, para k constante,
Ric(g) > (n — 1)kg.

Entao
Vol(Bg(p)) < Vol(B},),

onde B é uma bola geodésica de raio R na forma espacial de curvatura seccional constante
k. A igualdade ocorre, se toda curvatura seccional ao longo de geodésicas ligando p e x,

para planos contendo o vetor radial, for constante igual a k.

Além deste resultado crucial, serdo discutidas ferramentas essenciais para nosso
estudo vindas de Analise Geométrica.

O segundo capitulo desta dissertacao concentra-se no estudo sistematico das vari-
edades (A, n 4+ m)-Einstein generalizadas, desenvolvendo os seguintes aspectos fundamen-
tais: definigoes e exemplos, propriedades geométricas, classificacao topoldgica do bordo
sob certas hipoteses e desigualdades integrais.

Como principal contribuicao tedrica, obtemos resultados de rigidez para esta classe
de variedades. Em particular, demonstramos uma extensao do seguinte teorema funda-

mental devido a Chrusciel [6] para o contexto das variedades estaticas:

Teorema 0.2. Seja (M", g, f) uma variedade (A, n+ m)-Einstein generalizada compacta
e com bordo, tal que LvyR > 0. Entdo

S K, /E)M (nR® + R(2 — n))dS >0, (4)

onde OM,, denota as componentes conexas de OM, RY € a curvatura escalar de OM,, R
¢ a curvatura escalar de M", K, = |V f| é constante ao longo de OM,, mas pode variar
de acordo com o e LyyR > 0 € a derivada de Lie da curvatura escalar na direcao do
Vf, a saber, LR = (VR,V ). Além disso, supondo que M"™ tem fronteira coneza, a

igualdade vale se, e somente se, M™ é isométrica a um hemisfério de S"(c).

Esta abordagem unifica e generaliza diversos casos particulares conhecidos na lite-

ratura, estabelecendo novas conexoes entre a geometria diferencial e a analise global em
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variedades com bordo.

Uma consequéncia do resultado acima ¢é o seguinte corolario:

Corolério 0.1. Se (M3, g, f) ¢ uma variedade do tipo (\,3 + m)-FEinstein generalizada
compacta com bordo conexo tal que Ly ;R > 0 e curvatura escalar positiva. Entdo OM é

difeomorfa a uma esfera S*.

Inspirados pelo importante teorema de Boucher, Gibbons e Horowitz [3], que es-

tabelece para variedades estaticas tridimensionais:

Teorema 0.3 (Boucher-Gibbons-Horowitz). Seja (M3, g) uma variedade estdtica com-
pacta com bordo OM conezo e curvatura escalar R > 0. Entao, OM ¢é difeomorfo a esfera
S?, a drea do bordo satisfaz |[OM| < 4w. Além disso, a igualdade ocorre se,e somente se,

M3 € isométrico ao hemisfério de S3.

Neste trabalho, demonstraremos uma generalizagao deste resultado para variedades

(A, n + m)- Einstein generalizadas com n > 2. Especificamente, provaremos que:

Teorema 0.4. Seja (M", g, f) uma variedade (A, n+m)-FEinstein generalizada, compacta,

__ R __
com bordo, tal que, LvsR > 0, inf R, > 0 e Ric > ngaM, onde Ric é o tensor de
n

Ricci sobre OM e R, € a curvatura escalar sobre OM . Entao,

[OM[*(inf R) < n(n — 1wy, (5)

onde o« =

T Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, M™ € isométrica a um
n —_—
hemisfério de S™(c).

Como consequéncia nao trivial da demonstragdo do teorema anterior, obtemos o

seguinte resultado estrutural para variedades tridimensionais com bordo desconexo:

Teorema 0.5 (Classificacdo de variedades (A, 3 + m)-Einstein com bordo desconexo).
Seja (M3, g) uma variedade compacta (X, 3 + m)-Einstein satisfazendo m > 1, curvatura
escalar constante R, curvatura de Ricci nao-negativa (Ric > 0) e bordo OM desconexo.

Entdo, (M3, g) ¢é isométrica ao cilindro métrico S* x [0, a).

Além disso, para uma nova caracterizacao do hemisfério, obteremos uma desigual-

dade integral. Para isso, consideramos a funcao

(n—1A—R
N m—1
em M"™ com m > 1, e o tensor
P = Ric —pg.

O resultado é apresentado a seguir:



Teorema 0.6. Seja (M", g, f) uma variedade (A, n+m)-FEinstein generalizada compacta

com bordo e m > 1, entdo

— 1\Ym?
P (PY(p — Ny 4 DT / FrEUTA, VYAV < 0.
M™ m — M
Em particular, supondo que M"™ tem bordo conexo, a igualdade ocorre se, e somente se,

M™ é isométrica ao hemisfério de S"(c).

Desta forma, a motivagao central para investigar as variedades (A, n + m)-Einstein
reside profundamente em sua relacao estrutural com as variedades de Einstein do tipo
warped product. Como demonstrado por He e Petersen [10], o estudo sistemdtico de
variedades de Einstein na forma de produtos warped pode ser reduzido a analise da
equacao fundamental que caracteriza as variedades (A, n + m)-Einstein. Este trabalho
sera finalizado com uma sintese conclusiva e a apresentacao de dire¢oes promissoras para

investigagoes futuras.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos algumas defini¢des e resultados necessarios para a
compreensao do capitulo seguinte. Para maiores detalhes das demonstragoes ver [4], [8],
[14] e [17].

1.1 Conexoes e Curvaturas

Nesta se¢ao definiremos a conexao sobre uma variedade Riemanniana (M™,g) de
dimensao n, a curvatura, que mede o quanto uma variedade Riemanniana deixa de ser
Euclidiana, também definiremos a curvatura seccional, curvatura Ricci e curvatura escalar.

Nesta dissertacao todas as variedades diferenciaveis sao supostas de Hausdorff e
com base enumeravel. Indicaremos por X(M") o conjunto dos campos de vetores de classe

C* em M™ e por C*°(M™) o conjunto das fungoes diferencidveis em M".

1.1.1 Conexoes

Defini¢ao 1.1. Uma conexdo Riemanniana em uma variedade Riemanniana (M™,g) é

uma aplicagdo

VXM x X(M™) = X(M™)
(X,Y) — V)(Y’,

que satisfaz as sequintes propriedades:
(i) VixigvZ = fVxZ +gVyZ,
(i) Vx(Y +2)=VxY +VxZ,

(iii) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,

(w) Xg(Y.Z) =g(VxY,Z)+g(Y,VxZ),

16
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(’U) VXY — VyX = [X,Y],
onde X,Y,Z € X(M") e f,g € C®°(M").

Como a conexdo Riemanniana ¢ simétrica (item [v] da defini¢do anterior), temos

que em uma parametrizagao (U, x),

0 0 o 0
Vo—-Vao_-—= {,} =0,
Oz 8.’17]' oz al’l 3:1:1 0351
para todo i, = 1,...,n, onde {a%, cee %} ¢ a base coordenada em relagao a parame-

trizagao x.

Teorema 1.1. (Levi - Cwita). Dada uma variedade Riemanniana (M",g), existe uma

unica conexao Riemanniana V em M™.

Demonstragio. Ver J4]. pagina 61. O

el
Ox;*

Seja (U, x) uma parametrizagdo para M™. Utilizaremos X; para denotar

As funcoes reais Ffj definidas em U por
ok
Vx,X; =Y I Xk,
k=1

sao chamadas de coeficientes ou simbolos de Christoffel da conexao Riemanniana.
A seguir definiremos um campo vetorial ao longo de uma curva e a sua derivada

covariante.

Definicao 1.2. Um campo vetorial V ao longo de uma curva c: I — M™ é uma aplicagdo
que a cada t € I associa um vetor tangente V(t) € VoM™, V ¢é diferencidvel se para
toda fungao diferencidvel f em M"™, a fun¢io t — V(t)f é uma fungio diferencidvel em

1.

d dc
O campo vetorial dc(dt)’ indicado por a0 é chamado campo velocidade ou tan-

gente de c.

Proposigao 1.1. Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana com uma conexdo Rieman-

niana V. Entao existe uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V

DV

5 ao longo de c,

ao longo da curva diferenciavel ¢ : I — M™ um outro campo vetorial

denominado derivada covariante de V' ao longo de c, tal que:
a) 2(V+W)=2LY 4 D

b) %(ﬂ/) = %V + f%, onde W € um campo de vetores ao longo de ¢ e f € uma fung¢ao

diferencidavel em 1.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 18

c) Se V é induzido por um campo de vetores Y € X(M™), isto €, V(t) = Y (c(t)), entao
o = Ve

Demonstragio. Ver [, pagina 57. O]

Definicao 1.3. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana com sua conexdo Riemanniana

V. Um campo vetorial V' ao longo de uma curva c: I — M"™ é chamado paralelo quando

DV
Pl

Definicao 1.4. Um conjunto {E\, ..., E,} C X(M™) é um referencial para M™ se

{EW(p), -, En(p)}

é base de T,M™ para cada p € M". Isto nos diz que todo campo de vetores X € X(M™)

pode ser escrito da forma
X = Z IiEiu
i=1

onde as funcoes x; : M" — R sdo diferencidveis. Um referencial € dito ortonormal
se {Ev(p),...,En(p)} € uma base ortonormal de T,M™ para cada p € M™. Dizemos
que um referencial {E1, ..., E,} é geodésico numa vizinhanga U C M", se para cada
p e U, {Ei(p),...,E.(p)} € uma base ortonormal de T,M™ e Vg, E;(p) = 0 para todo

i,j€A{l,...,n}.

1.1.2 Curvatura

Nesta subsecao definiremos curvaturas e apresentaremos algumas propriedades.

Definicao 1.5. A curvatura R de uma variedade Riemanniana (M"™, g) € uma correspon-

déncia que associa a cada par XY € X(M™) uma aplicagio

R(X,Y):X(M") — X(M"),

dada por,
R(X,Y)Z = VyVxZ — VxVyZ + VixyZ, Z € X(M").
Considere (U,x) uma parametrizagdo de M"™ com coordenadas (x1, 22, -+ ,xy).
Como 5 8
5 ) ="
temos que

o 9\ 0 )
R(axl ax])a =V Ve Ve Vg
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ou seja, a curvatura mede a nao-comutatividade da derivada covariante. Em particular,

g 0 0
R(ax;axj)am—o'

A préxima definicao traz algumas propriedades da curvatura.

no caso do (R, d.4y,) temos que

Proposicao 1.2. A curvatura R de uma variedade Riemanniana satisfaz as sequintes

propriedades:

(i) R € bilinear em X(M™) x X(M™), isto €,

R(fX:1+hX, Y1) = [fR(X1,Y1)+ hR(Xs, Y1),
R(th}/l_"h}é) = fR(X17Y1)+hR(X17X2)7

onde f,h € C®(M™) e X1, X5,Y1,Ys € X(M™).
(ii) Para todo par X,Y € X(M™), o operador curvatura

R(X,Y): X(M™) — X(M™)

¢ linear, isto €,

RX,Y)Z+W) = R(X,Y)Z+ R(X,Y)W,
R(X,Y)(fZ) = [fR(X,Y)Z

onde f € C®(M™) e Z,W € X(M").
Demonstragio. Ver [, pdgina 101. ]
Proposicao 1.3. (Primeira identidade de Bianchi).
(x) R(X,)Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0.
Demonstragao. Pela simetria da conexao Riemanniana, temos que,

(*) = Vy[X, Z] -+ Vz[Y, X] + VX[Z, Y] — V[X,Z}Y — V[Y’X}Z — V[Zy]X
= [Y> [XaZ]]_'_[Zv [Y>XH+[X> [Z>YH
= 0.

O

Na ultima igualdade, da demonstracao anterior, utilizamos a seguinte identidade.
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Proposicao 1.4. Sejam X,Y,Z € X(M™), entao
[X, Y], Z]+ Y, Z],X]|+ [[Z,X],Y] =0 (identidade de Jacobi).

Demonstra¢io. Vem [4], pagina 29. ]

Notagao 1.1. A partir de agora, denotaremos
(R(X,Y)Z,T)=R(X,Y,ZT).

Proposicao 1.5. (Simetria da curvatura).

(a) R(X, Y, 2, T) + R(Y, Z, X, T) + R(Z, X, Y, T) = 0.

() R(X, Y, 2, T) = - R(Y, X, Z, T).

(¢) R(X, Y, Z, T) =-R(X, Y, T, Z).

(d) R(X, Y, Z, T) =R(Z T, X, Y).

Demonstragio. Ver [, pagina 102. ]

1.1.3 Curvatura Seccional, Curvatura de Ricci e Curvatura Es-
calar
A curvatura seccional ou Riemanniana estd intimamente ligada com a curvatura.

E conveniente utilizar a notacao a seguir. Dado um espago vetorial V', indicaremos por

|z A y| a expressao

VIzRlyl? — ()2,

que representa a area do paralelogramo bidimensional determinado pelo par de vetores
z,y€eV.

Proposicao 1.6. Seja o C T,M"™ um subespaco bidimensional do espago tangente T,M"

e sejam x,y € o dois vetores linearmente independentes. Entdo

(z,y,2,y)
K(x,y) = ——==,
(z,y) PYNTE
nao depende da escolha dos vetores x,y € o.
Demonstragao. Ver [4], pagina 104. O

A seguir, definiremos curvatura seccional, curvatura de Ricci e curvatura escalar.
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Definicao 1.6. Dado um ponto p € M"™ e um subespago bidimensional o C T,M" o
nimero real K(x,y) = K(0), onde {x,y} € uma base qualquer de o, é chamado curvatura

seccional de o em p.

Definigao 1.7. A curvatura de Ricci € a forma bilinear
Ric, : T,M" x T,M" — R

definida por:

Ric,(X,Y) = zan(X, Ey)Y, E;),

i=1

onde X,Y € T,M".

Definicao 1.8. A curvatura escalar € a fungdo
R:M"—R

definida por:
R(p) = > Ric,(E;, E),

=1

onde {E;} € base ortonomal do T,,M™.

Em outras palavras, a curvatura de Ricci é o traco em relagdo a métrica da curva-

tura e a curvatura escalar é o trago da curvatura de Ricci.

1.2 Tensores

Nesta secao apresentaremos a defini¢cdo de tensor em uma variedade Riemanniana,

assim como, a sua derivada covariante e por fim demonstraremos a segunda identidade
de Bianchi.

Definicao 1.9. Um tensor T de ordem r em uma variedade Riemanniana é uma aplicacao
C>°(M™)-multilinear

T:X(M") x---xX(M") = C>®(M").

r fatores

Ou seja, dados Yy, ..., Y, € X(M™), T(Y1,...,Y,), é uma fungao diferencidvel em

M™ e que T ¢ linear em cada argumento, isto é,
T(Yy,....,fX+hY,...)Y)=fTV1,...,X,....Y,)+ RT(Y1,...,Y,...,Y}),

para todo X,Y € X(M™) e f,h € C®°(M").
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Um tensor T' é um objeto pontual. Com efeito, fixe um ponto p € M™ e seja U
uma vizinhanga de p em M™ onde é possivel definir campos F1, ..., E, € X(M") de modo
que em cada g € U, os vetores {F;(¢q)},, formam uma base de T,M" diremos, neste

caso, que {F;} ; é um referencial mével em U. Sejam
}/1 - thEip-‘-aYr = ZyirEim il)"'air = ]-a"'7n7
i1 ir

as restrigdes a U dos campos Y7, ..., Y, expressas no referencial mével {E;} ;. Por line-

aridade,
T(Yh,Y;) = Z y21yer(E“7,EZT)

As fungoes T'(F;
cial {E;}1 .

Da expressdo acima resulta que o valor de T(Y7,...Y,;) em um ponto p € M"

ey By ) =T, ;. em U sao chamadas as componentes de 7" no referen-

-

depende apenas dos valores em p das componentes de 7', e dos valores Yi,..., Y, em p. E

neste sentido que dizemos que 71" é pontual.

Notagao 1.2. Também é comum usar a notagao (1,1)-tensor para definir T'( X, ..., X,)(p) €
R, isto €
T X(M™) % - x X(M") = R.

r fatores

Definicao 1.10. Sejam Ty um r—tensor e Ty um s-tensor em uma variedade Riemanni-
ana M"™. O produto tensorial de Ty por Ty é um (r + s)-tensor, denotado por Ty @ Ty e
definido por

T QTo(X1,. .., Xows) =T1( X1, ..., Xo) To(Xog1, oo, Xois)-
Observacgao 1.1. E conveniente identificar o campo X € X(M™) com o tensor
X :X(M™) — C*(M"™)
dado por X(Y) = (X,Y), para todo Y € X(M™).

E possivel estender aos tensores a nocao de derivada covariante.

Definigao 1.11. Seja T um r-tensor. A derivada covariante V de T é um r + 1-tensor

dada por
VT(}/thTvZ) :Z(T(}/laa}/tr’))_T(VZ}/laam)__T<}/17a}/;‘—17VZK‘)

Observagao 1.2. Se T € um 2-tensor em uma variedade Riemanniana, entdo podemos
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associd-lo a wm unico (1,1)-tensor, que também denotamos por T, da sequinte forma
T(X,Y)=g(T(X),Y) =(T(X),Y). (1.1)

De fato, sejam
Definindo

temos que

n

(T(X),Y) = <Z xiT(Ei,Ek)Ek,zn:ijj>

k=1 =
= Y wyT(E;, E;){Ey, E))
i g1
= > zyT(E;, E;)
1,7=1
— T(X,Y).

Definicao 1.12. Dados dois 2-tensores T, F', o produto interno de Hilbert-Schmidt entre

eles é dado por
(T.F) = u(T°F) = Y (T(E). F(E)), (12)

onde T* é o operador adjunto de T. Portanto, se T' é um operador autoadjunto, temos

que
T] =D (T(E:), T(E)),
i=1
definindo assim, a norma de Hilbert-Shmidt, |- |, para operadores.

Proposigao 1.7. (Segunda identidade de Bianchi).
VR(X,Y,Z,W,T) + VR(X,Y,W,T, Z) + VR(X,Y,T, Z,W) = 0

para todo X, Y, Z W, T € X(M™).

Demonstragcao. Como as entidades envolvidas sao tensores, basta demonstrar a igualdade

em um ponto p € M™. Entao, tomemos um referencial geodésico {E;}?_; em p € M"™. No
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ponto p temos que,

VR(Ei7Ej7Ek7ElaEm) - Em<R(Ez7E])Ek7El>
= E.(R(Ey, E)E;, Ej)

= (Vg, R(Ey, E)E;, E;) + (R(Ey, E))E;, Vg, Ej)
- <VEmR(Ek, El)Ei> E]>
= (Vg,VEVEE —VE, Vi VEE + VE. Ve, e, E;)
= <VEmV[Ek,Ez]EZ’7 Ej>'
Portanto,
VR(E“ Ej, Ek, El, Em) - (VEMV[E,WEZ}EZ-, EJ> (13)
Analogamente,
VR(Ei,Ej,El,Em,Ek) - <VEkV[El,Em]Ei7Ej> (14)
e
VR(EZ, Ej, Em, Ek, El) - <VEZV[Em7Ek]Ei, E]> (15)
Por (1.3), (1.4)) e (1.5, obtemos:
VR(E;, E;, By, E|, E,) + VR(E;, E;j, By, By, E) + VR(E;, Ej, B,y By, E)) = (1.6)

<VEmv[Ek7El]Ei + VEkv[ElvEm]Ei + vElv[EmEk]Ei? j>'

Note que
[Ei, Ej](p) = (VEiEj — Vg, E;)(p) = 0.

Logo,
O = R([Ek, El], E'm)E'Z = VEmV[EkVEl}Ei — V[EhEl}vEmEi + v[[Ek,El},Em]Ei'
Portanto,

vEmv[Ek,El]Ei = V[Ek,El]vEmEi - V[[Ek,El},Em]Ez‘ = —V[[Ek,ElLEm}Ez‘- (1-7)

Analogamente,
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szv[Em,Ek]E’i = _v[[Elka]yEz]E’i' (1'9)

Aplicando (1.7)), (1.8) e (1.9 em (1.6 e utilizando a identidade de Jacobi, temos que

VR<E17 E]7 Ek) El) Em) + VR<EZ7 E]7 El7 Em7 El) + VR(Ew Ej7 Ema Eka El) - 0

1.3 Operadores Diferenciais

Nesta se¢ao, definiremos os operadores diferenciais, sendo eles, o gradiente, a hes-
siana e o laplaciano de uma func¢ao diferencidvel em uma variedade Riemanniana e do
divergente de um campo de vetores nesta variedade, além de apresentar e demonstrar

alguns resultados e propriedades.

Definigao 1.13. Seja (M",g) uma variedade Riemanniana. Definimos o gradiente de

uma funcao diferenciavel f : M™ — R, como o dnico campo de vetores V f em M™ tal que
9(Vf(p),v)=dfy-v, pe M", v € T,M".

Definicao 1.14. Sejam (M™,g) uma variedade Riemanniana e X € X(M™). A diver-
géncia de X € uma fungao real diferencidvel definida em M"™, denotada por div(X), e
definida por .

div(X) =Y (Ve X, E),

i=1

onde {E;}?_, € um referencial ortonormal.

Defini¢ao 1.15. Seja T' um k-tensor em uma variedade Riemanniana (M",g). A diver-

géncia de T € um (k — 1)-tensor, denotado por div(T'), e definido por
diV(T)(Xl,XQ, ce ,Xn) = ZVEZT(Xh cee an,‘—ly Ez)
i=1

Observagao 1.3. Para um (1,2)-tensor simétrico e X € X(M™) tem-se

(div(T)(X) = div(T(X)) = 3" T(E:, Vi, X). (1.10)

i=1
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De fato, tomando {E;}!'_, um referencial geodésico, temos que

(div(T))(X) = éinT(X, E;)
z”;[E (T(X, B)) — T(V X, Fi)
i[EAT(X), Ey) — T(E;, V5, X)|
— dv(T(X)) = Y T(Es, Vi, X).

Conforme queriamos demonstrar.

Note que div(T(X)) é a divergéncia do campo T'(X). Além disso, a divergéncia de

uma funcao f multiplicada por um tensor 7' é dada por

(div(fT))(X) =T(X,Vf)+ f(div(T))(X). (1.11)

Definicao 1.16. Sejam (M™, g) uma variedade Riemanniana e f € C*(M™). A hessiana

de f é um 2-tensor simétrico, denotado por V2f e definido por
V2F(X,Y) = (VxV[,Y).

Observagao 1.4. (Simetria da hessiana). Aqui verificaremos a simetria da hessiana.

Com efeito,

V(X)Y) = (VxV£Y)

X(VIY) = (V[,VxY)

= X(Y(f) - VxY(f)

= X(Y(f) = (X, Y]+ Vv X)(f)

= X(Y(f) = (XY =YX+ VyX)(f)

= X(Y(f) - XX () +Y(X(f) - VyX(f)
= Y(Vf,X)—(Vf,VyX)

= (VWwVf,X)

= V2f(Y, X).

Definigao 1.17. Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana. O laplaciano de (M", g) é
o operador A : C*(M"™) — C>*(M"™) dado por

Af = div(Vf), feC®(MM.
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Observacao 1.5. Se {E,..., E,} € um referencial ortonormal, entdo

Af = div(V]) = S (Vi V. B = te(V2)),
=1

onde tr significa trago em relacao a métrica.

Portanto, a divergéncia do produto tensorial
df @ df (X, Y) = (V [, X)(V[,Y)
¢ dada por

div(df @ df)(X) = div(VI)IV],X) +(Vy; VS X)
= Af(VX)+ V2(VLX).

27

(1.12)

Proposicao 1.8. Seja T um 2-tensor em uma variedade Riemanniana (M"™, g) entdo

div(T(¢2)) = ¢(divT)(Z) + ¢(V Z,T) + T(Z,V ),

para todo Z € X(M"™) e ¢ € C®°(M™).

(1.13)

Demonstra¢io. Sejam ¢ € C°(M") e Z € X(M"™). Usando a linearidade do tensor T,

temos que
T(¢Z) = ¢T(Z).

Entao
div(T(¢Z)) = div(eT'(Z2)).
Pela definigao de divergéncia e pela equagao (1.11]), obtemos

dv(¢T(2)) = ¢div(T(2)) +T(Z, V)

= o(divTD)(2)+(VZ,T)+T(Z, V).

Portanto de (1.14)) e ([1.15)), inferimos que
div(T(¢Z)) = ¢(divT)(Z) + ¢(VZ,T) + T(Z,V ¢),

conforme queriamos demonstrar.

Lema 1.1. Em uma variedade Riemanniana (M™,g), temos que

1
div(Ric) = VR

(1.14)

(1.15)

(1.16)
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Demonstragio. Seja {E;}}_, um referencial geodésico em p € M" e X € T,M™. Entao

(VR,X)(p) =

>

(R)(p)

z": ICEZ,E) P)

(
(2

_ X
Zn_j (E:, E,)E, E))()

— N (VAR(E. E})E;, E)(p).

ij=1

= X

Logo,

(VR X)(p) = > (VxR(E;, E))Ej, E;)(p).
ij=1
Pela segunda Identidade de Bianchi, temos que
ij=1
Z (Veg,R(E;, X)E;, E;) — Z (Vp,R(X, E;)E;, E;)
3,j=1 i,5=1

= — Z (Ve,R)(E;, X, E;, E;) — Z (Vg,R)(X, E;, B, E5).

i,j=1 i,j=1
Trocando ¢ por j na segunda equacao, obtemos

(VR, X)(p) = =Y. (VeR)(E;,X,E,E;)— > (VgR)(X,E;, Ej, E;)
i,j=1 tj=1
= Z(VEZR>(X7 EjaEiij>+ Z(szR)<X7EJ7EmE])

i,j=1 4,j=1

= 2 Z (VEZR)(X7 Ejv E'iv E])

3,j=1

Sendo assim,

(VR,X)(p) = 2 Vg Ric(X, E)
ij=1

= 2(div(Ric))(X).
Portanto,
P 1
div(Ric) = §VR.

Conforme queriamos demonstrar. n
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Proposicao 1.9. Dada uma fungao f € C®(M™), vale a sequinte identidade
div(V?f) = Ric(Vf) + VAF.

Demonstragio. Sabemos que,

(div(T))(X) = div(T'(X)) — ZR:T(Ei, Vg X),

i=1

para um (1,2)-tensor simétrico. Portanto, tomando 7' = V2 f, obtemos:

M=

(div(V2))(X) =

s
Il
—

Il

ﬁ
Il
—

Ve VXV E) = (Vv xVf Ej)l.

o
Il

I
1=

Uma vez que,

R(E;, X)Vf=VgVxVf-VxVgf—VgExV/,

tem-se que

(Ve,VxVf E) = (R(E;, X)Vf+VxVgVf+ VgV E)

e por
Ric(X,Y) =Y (R(X, E,)Y, Ej),
i=1
temos "
Ric(X,Vf) => (R(X, E)Vf, E;).
i=1
Portanto,

Y AVE VXV Er) = Ric(X,Vf)+> (VxVeVf+ VgV, E)
i=1 i=1
= RiC(X, Vf) + Z X<VEZVf, EZ> + Z<V[E¢,X]Vf, EZ>
=1 i=1

Note que,

29

(1.17)
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Como

Concluimos que
div(V2£))(X) = Ric(X, Vf) + (VAS, X).

1.4 Imersoes Isométricas

Nesta secao definiremos imersao isométrica em uma variedade Riemanniana. Pos-
teriormente generalizaremos a noc¢ao da segunda forma fundamental e finalizaremos de-

monstrando a equacao de Gauss.

Definicao 1.18. Seja f : M" — M"™ wma imersio de uma variedade Riemanniana
(M",g) de dimensdo n em uma variedade Riemanniana (M""™,g) de dimensio k =
n+m. Dados u,v € T,M", se g(u,v) = g(df,(u),df,(v)), (9 = f*7), entio f passa a ser
imersao isométrica de M™ em M" .

Sabemos que para cada p € M™"™, existe uma vizinhanca U C M™ de p tal que
fU) C M"™ ¢ uma subvariedade, pois toda imersao é localmente um mergulho. Para
simplificar a notacdo, indicaremos U com f(U) e cada vetor v € T,M", ¢ € U, com
df,(v) € Tf(q)ﬁmrm. Essas identificagoes serao usadas para estender um campo local de
vetores em M™ a um campo local de vetores em M. Para cada p € M"™, o produto

. ~ w5 n+m .
interno em T, M™ decompoe T, M na soma direta

T,M"™" = T,M™ & (T,M™)*,

onde (T,M™)*¢ o complemento ortogonal de T, M™ em Tpﬁn+m. Assim, se v € TpMn+m

podemos escrever

I

v:vT—i—vL,

onde v’ € T,M™ é a componente tangencial de v e vt € (T,M™)* é a componente normal
~ . . S Fn+m s . . - ~ .
de v. A conexdo Riemanniana de M serd indicada por V. Se X e Y sdo campos locias

~ XF _~ ~ . ——5n+m ~
de vetores em M™, e X e Y sdo extensoes locais a M , entao

VxY = (VYY)

No que se segue, indicaremos por X(U)* os campos diferencidveis em U de vetores normais

a f(U)=U.

Exemplo 1.1. Seja S C R?® uma superficie reqular. A inclusdo i : S — R> é uma

imersao. Assim, introduzindo a métrica Riemanniana g = 1*6 em S, onde § € a métrica
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FEuclideana em R3, temos que i é uma imersdao isométrica.
Definicao 1.19. A segunda forma fundamental de f: M™ — M éa aplicagdo
B:X(M") x X(M") = X(M")*
(X,Y) = VY — VyY,
onde X(M™): = {V : M™ — TM""™™:V(p) € (T,M™)* ¥p € M}
Proposicao 1.10. B ¢ uma forma bilinear e simétrica

Demonstragio. Pelas propriedades de linearidade de uma conexao, temos que B ¢ adi-
tivaem X eY e B(fX,Y) = fB(X,Y), f € C®(U). Resta mostrar que B(X, fY) =
fB(X,Y), f € C®(U). Indicando por f uma extensdo de f a U, tem-se que

B(X,fY) = Vx(fY) - Vx(fY)
= V=Y - fVxY + X(f)Y - X(f)Y.

Como em M", f = fe X(f) = X(f), concluimos que as duas tltimas parcelas se anulam,
ou seja, B(X, fY) = fB(X,Y), isto é, B ¢ linear.

Para a simetria, temos que

B(X,Y)-B(Y,X) = (VgY — VyY)— (VX — VyX)

Donde B(X,Y) = B(Y, X). O
Defini¢do 1.20. Sejap € M™ e n € (T,M™)*. A aplicagio
H, : T,M" x T,M" — R,
dado por
Hy(x,y) = (B(x,y),n), x,y € T,M",

que pela proposicao anterior, é uma forma bilinear simétrica. A forma quadrdtica 11,
definida em T,M" por
I1y(z) = Hy(z, z)

¢ chamada a sequnda forma fundamental de f em p sequndo o vetor normal 1.

Observacao 1.6. A aplicacio bilinear H, fica associada a uma aplicagio linear auto-
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adjunta S, : T,M™ — T,M"™ por

<S77(ZL’),y> = H’U(x7y) = <B('T7y)77]>

Proposicao 1.11. Sejam p € M", x € T,M™ e n € (T,M™)*. Seja N uma extensio

local de n normal a M™. Entao
Sy(2) = —(V.N) .

Demonstracao. Seja v ey € T,M" e X,Y extensoes locais de z,y respectivamente, e

tangentes a M™. Entdao (N,Y) = 0, sendo assim,

(Sp(z),y) = (B(X,Y)(p),N)
= (VxY = VxY,N)(p)
= (VxY,N)(p)
= —(Y,VxN)(p)
= (=V.N,y),

para todo y € T,M™". O

Definicao 1.21. Uma imersao f : M"™ — M ¢ uma geodésica em p € M"™ se para todo
n € (T,M™)* a sequnda forma fundamental I1, € identicamente nula em p. A imersdo f

¢ totalmente geodésica se ela é geodésica para todo p € M™.

Proposigao 1.12. (Equagio de Gauss). Seja f: M"™ — M"™ uma imersdo isométrica.

Entao
(R(X,Y)Z,T) = (R(X,Y)Z,T) — (B(Y,T), B(X, Z)) + (B(X,T), B(Y, Z)),

para todo X,U,Z, T € X(M"), onde R e R sdo tensores curvatura de M e M,

respectivamente.

Demonstracao. Note que
vxy =VxY + B(X, Y)

Assim,

R(X,Y)Z = NyVxZ—-VxVyZ+VixyZ

= Vv(VxZ+ B(X,2)) - Vx(VyZ + B(Y, Z))
+Vixy + B(X,Y],Z)

= R(X,Y)Z+ B(Y,VxZ)+VyB(X,Z) — Spixz)Y — B(X,VyZ)
—VxB(Y,Z)+ Sprv. X + B([X,Y], 2).
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Tomando o produto interno com T’
(R(X,Y)Z,T)=(R(X,Y)Z,T) - (B(Y,T),B(X,2)) + (B(X,T), B(Y, Z)).

Como gostariamos. O

Exemplo 1.2. Seja (S"(r),g) uma esfera de dimensao n e o raio r. Vamos mostrar
que a curvatura escalar de S™(r) é Rgn(yy = L;D De fato, sabemos que a curvatura
seccional, denotada por K(o) em cada p € S”(C“) associada a um plano o C T,S™(r) €
dada por

R(X,Y,Y,X)

T (X, X)g(Y.Y) —g(X,Y)’

onde X,Y sao vetores que geram o e R € o tensor de curvatura Riemanniana na métrica

K(o)

g. Afirmamos que
1

r2

K(o) =

Com efeito, a esfera S™ de raio r pode ser mergulhada no espago Euclidiano R™™! com a
métrica induzida e Rgrn+1 = 0. Considere N o wvetor normal unitdrio da esfera e denote

por Sy(X) = =V xN o operador forma. No caso da esfera

SAX):—;XZ (1.18)

Portanto, obtemos que a sequnda forma fundamental é

Y

mxyyw&uwa——hxyw:

Usando a equacao de Gauss, temos:

iz = (L) (- ) () (1),

Ou seja,

R(X,Y)Z = :2((Y, HX —(X,2)Y).
Dai

R(X,Y,Y,X) = :2(<Y, YIX, X) — (X,Y)?).

O que implica - ,

K0) = pivp (v
Para provar (1.18)), note que o vetor normal em p € S"(r) é N = ]; Dai, VxN = ):,
implicando que S,(X) = —E. Por outro lado, como a curvatura escalar é constante,

r
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entao
Rijri = K(gikgj1 — 9a9jk)-

Tomando o traco, obtemos:

Ri; = ¢" Rij = Kg" (gin.9ij — 919ir.)-

Note que
Maw =6 =n,
9" g5 = 0}
e
gz‘kﬁsf = Gij-
Logo,
= K(ngij — 9i5)
Portanto,
_ 1
Ricgn(ry = T—Q(n —1)g. (1.19)
Tomando novamente o traco,
R = ginU
= K(n- 1)9”9@'
= K(n-1)d
Concluimos que
n(n—1)
RSn(r) = 7’*2

Conforme queriamos demonstrar.

1.5 (Geodésicas e Campos de Jacobi

Nesta se¢ao, introduziremos a nogao de geodésica como uma curva cuja a aceleracao

é nula e de campos de Jacobi, que sdo campos de vetores ao longo de geodésicas.

Definicao 1.22. Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana e I C R uma aberto. Uma
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curva
vy: I CR—M"
¢ dita ser geodésica em ty € I se
D dv
Dtdt
emt=ty. Sey € geodésica em todo t € I dizemos que y é geodésica em I.

Note que se v — M"™ é uma geodésica, entdao

d<d’y dfy> _2<Dd’y d”y> _0
dt\dt’dt/ “\dtdt’dt/
ou seja, o comprimento do vetor tangente (jTZ é constante. Portanto, de agora em diante,

suporemos que ‘%l = ¢ # 0. Entao, o comprimento de arco s de v a partir de uma origem

sty = [

Quando ¢ = 1, diremos que a vy é uma geodésica normalizada.

fixa é dado por
d
—dz ’dt = c(t — to).

Determinaremos as equagoes locais satisfeitas por uma geodésica v em uma para-
metrizacao (U, x). Seja x 1 ov(t) = (x1(t), - ,z.(t)) a expressdo local de v na parame-
trizagao x.

A curva v é uma geodésica se, e somente se,

D /dy " rdPay " dx; dr; k) 0
ala) =% (e + X% a ™) o

k=1 ij=1
isto é,
Az, " dx; dx;
—= Ik =0, k=1 ---,n.
dt Z.jzl dt dt "

Defini¢ao 1.23. Uma geodésica v : I — R é dita ser minimizante, se () < l(«), para
qualquer curva diferencidvel por partes « ligando as extremidades de v, onde l(7y) denota

o comprimento da curva .

Como as geodésicas sao solugoes de uma equagao diferencial ordinaria de segunda
ordem nao-linear, o seu dominio maximal de definicdo é um intervalo I C R o qual nem
sempre é todo R.

Como decorréncia do teorema de existéncia e unicidade das soluc¢oes de equagoes

diferenciais ordinarias, segue o seguinte resultado.

Proposigao 1.13. Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana. Dados p € M™ e v €
T,M", existe uma tunica geodésica v : I — M"™ tal que v(0) =p e v'(0) = v.

Onde a existéncia da proposi¢do acima ¢é garantida apenas com um intervalo de

definicao "pequeno’.
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Definicao 1.24. Uma variedade Riemanniana (M",g) é completa quando, para todo
p € M™, as geodésicas que partem de p estao definidas para todos os valores do parametro
teR.

Defini¢ao 1.25. Sejam (M™, g) uma variedade Riemanniana completa e p € M™. Defi-

nimos a aplicacao exponencial em p por

exp, : T,M" — M"

v
Vo= 7(17])72;) = ,7(|U’7p7 ”U’)’

onde y(t,p,v) € a geodésica tal que v(0) =p e 7' (0) = v.

Geometricamente, exp, v ¢ o ponto de M" obtido percorrendo uma distancia igual

v
a |v| = /(v,v), a partir de p, sobre a geodésica que passa por p com velocidade —|
v

Definig¢ao 1.26. Seja A C R? conexo cuja a fronteira OA é uma curva diferencidvel por
partes tal que os angulos dos vértices sejam diferentes de w. Uma superficie parametrizada
¢ uma aplicagdo diferencidvel

s:ACR* — M",

isto €, s se estende a uma aplicacio s : U C R?> — M™, onde U é um aberto de R? que

contém A.

Definicao 1.27. Um campo de vetores V' ao longo de s é uma aplicacio que a cada ponto

n

p € A associa um vetor V(p) € Ty M".
f e C®(M™) a aplicagio p — V(p)f é diferencidvel.

Dizemos que V € diferencidvel se, para toda

Note que, para v, fixo, a aplicagdo u — s(u,vg) é uma curva em M™, denotamos

por g—z seu campo de vetores tangente, u — ds(y,vy) (;u(u, ’UO)>. Isto define g—z para todo

0s
(u,v) € Ae 0 é um campo de vetores ao longo de s. De mesmo modo, podemos definir
u

Js
ov’
Definicao 1.28. Se V' é um campo de vetores definido ao longo de s,

DV DV
Du’ Dv’

sao derivadas covariantes ao longo de u — s(u,vg) e v — (ug,v) respectivamente.

Lema 1.2. (Simetria). Sejam (M™,g) wma variedade Riemanniana com sua conexdo V

es:A— M"™ uma superficie parametrizada. Entdo

D 0s D 0Os

dudv  dvou’
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Demonstragio. Ver [, pagina 76. ]

Lema 1.3. (Gauss). Sejam p € M"™ e v € T,M™ tal que a exp,(v) esteja definida. Seja
we T,(T,M")~T,M". Entdio

(d(expp)o(v), d(expy)s(w)) = (v, w).

Demonstragio. Ver [, pagina 77. O]

Usaremos a nota¢ao B(0, €) para indicar uma bola aberta de centro na origem de
T,M" e raio € e a notacao B0, €] para indicar uma bola fechada de centro na origem de

T,M™ e raio e.

Definicao 1.29. Se V' é uma vizinhanca da origem em T,M"™ na qual exp, € difeomor-
fismo, dizemos que o conjunto U = exp,V é uma vizinhanga normal de p. Se B(0,¢€) é tal
que B[0,¢] C V', chamamos B(p,€) := exp,B(0,¢€) a bola geodésica de centro em p e raio
¢, Blp, €] := exp, B0, €] o disco geodésico de centro em p, raio € e S(p,€) = exp,(0B[0,¢€])a

esfera geodésica. As geodésicas que partem de p sio chamadas de geodésicas radias.

Proposigao 1.14. Seja f : A C R? — M™ superficie parametrizada (u,v) coordenadas

em R?. Seja V =V (u,v) um campo de vetores ao longo de f. Entdo,

DD DD_R<8f 8f>'

dvou  Oudv  \ou v

Definigao 1.30. (Campo de Jacobi). Um campo de vetores J ao longo de uma geodésica

v € dito ser um campo de Jacobi se satisfaz a equagdo diferencial

Exemplo 1.3. (Campo de Jacobi em wvariedades de curvatura seccional constante k).
Sejam v : [0,1] — M™ geodésica normalizada e Sy um campo de Jacobi ao longo de

normal a ', se T € qualquer campo de vetores ao longo de . Entdo

(RO, S, T) = K[V, (8K T) = (v, T){Sk,7")]
= k(S T)
= (kSy,T).

Dai, pela equagdo que define campo de Jacobi, concluimos que

D28y
dt?

+ kSi, = 0.

Seja w(t) um campo paralelo ao longo de 7 tal que (w,v") =0 e |w(t)| = 1.
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Afirmacao 1.1.

sen(tVk) .
Tw(zﬁ), se k>0,

Sk(t) = tw(t); se k=0, (1.20)
senh(tv/—k)

W w(t);

se k < 0.
Com condigoes iniciais:

S.(0) =0

(1.21)
SL(0) = 0.

Proposicao 1.15. Seja 7 : [0,a] — M™ geodésica. Entio J campo de Jacobi ao longo de
v € dado por:
J(t) = (dexpy)iyo)(tJ'(0)), t € [0, a].

Demonstragio. Ver [], pdgina 126. ]

Definigao 1.31. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana conezxa, dadosp eq € (M", g),

a distancia de p a q € definida por
d(p,q) = inf{i(fq); [pq € uma curva diferencidvel por partes ligando p a q}.

Note que (M™,d) é um espago métrico. Além disso, d gera a topologia de M™.

Teorema 1.2. (Ropf-Rinow). Sejam (M™,g) uma variedade Riemanniana e p € M™.

Sao equivalentes:

(a) exp, estd definida em todo o T,M™.
(b) Os limitados e fechados sio compactos.
(c) (M",d) é um espago métrico completo.
(d) (M",g) é uma variedade completa.

(e) Eziste k, C M"™, com k, C int(k,11), tal que Uk, = M" e se q, & k, entdo d(p,qy)

tende a infinito.

Além disso, cada uma das afirmacées acima implica que
(f) Para todo g € M™ existe v ligando p a q tal que I(v) = d(p, q).

Demonstragio. Ver [, pagina 162. ]



CAPITULO 1. PRELIMINARES 39

1.6 Fo6rmula de Bochner

Nesta secao, apresentaremos alguns resultados classicos da Geometria Diferencial
e da Analise Geométrica, a saber o teorema da divergéncia, o teorema espectral, o teo-
rema de Lichnerowicz e o teorema de Obata, além de demonstrar a férmula de Bochner.

Iniciaremos com as seguintes defini¢des, fundamentais para os resultados de [9:

Definicao 1.32. Seja (M", g) uma variedade Riemanniana. A derivada de Lie do tensor
métrico g na direcio de um campo de vetores X é um 2-tensor, denotado por Lxg, e
definido por

(Zx9)(Y.Z) = g(Vy X, Z) + g(VzX,Y),

onde Z,Y € X(M").

Observagao 1.7. Seja T um 2-tensor, entio LxT = (VT,X). Portanto, Lv;R =
(VR,Vf).

e

Defini¢ao 1.33. Dada uma variedade Riemanniana (M™,g), dizemos que X € X(M") é
campo conforme, se

Lxg = 2pg,

para alguma fungdo suave p definida em M™.

A seguir, serdao anunciados os classicos resultados: Teorema da Divergéncia e Teo-

rema Espectral.

Teorema 1.3. (Teorema da Divergéncia). Sejam (M",g) uma variedade Riemanniana

compacta, com bordo e X um campo de vetores em M™. Entao

/ Cdiv(X)dV = /8 (X.v)s,

onde v € um vetor normal unitdrio, com orientagdo externa sobre OM. Note ainda que,
se OM = (), entdo
/ div(X)dV = 0.

Teorema 1.4. (Teorema Espectral). Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana compacta

e orientada. Entao sao validas as sequintes propriedades:

(i) O conjunto dos autovalores do operador Laplaciano A : C*°(M™) — C®°(M™) con-

siste de uma sequéncia infinita

0< A <A< A3 <01 oo
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(ii) Cada autovalor \; tem multiplicidade infinita e os autoespagos correspondentes a
autovalores distintos sio ortogonais no sentido de L2(M™), onde L3*(M™) é o com-

plemento de C*°(M™) com respeito d norma
ol = [ @famm+ [ VePdmr
MTL Mn
(iii) A soma direta dos autoespagos correspondentes e densa em Li(M™) na topologia da
norma e densa em C*(M™) na topologia da convergéncia uniforme, k = --- .

Utilizamos o teorema a seguir, para o célculo destes autovalores.

Teorema 1.5. (Principio do Min - Max). Sejam f; as auto fungoes do Laplaciano cor-

respondentes aos autovalores N\;, isto €,

A= Nf
Se
H={feL3(M"); [ faur=o},
entao [ IV f 2
A = inf { 2 - H}
= €
€
o f Sy [V fPAMT : .
A = inf SeH, [ ppdt =0, =1 i-1),
m{ [ S J !

Em particular
/\1/ deMng/ IV f[2dM™,
M M

O seguinte teorema servird como ferramenta para a demonstragdo dos principais

resultados deste trabalho.

Teorema 1.6. (Identidade de Pohozaev - Schoen). Se X é um campo vetorial em uma

variedade compacta (M"™, g) e T é um 2-tensor, entdio

/ (div(T)(X)dV = —; [ (T Zxgyav + /6 | T(X.v)ds,

onde v € um vetor normal com orientagdo externa sobre OM .
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Demonstracao. Pela observagao temos que

<T7$Xg> = E’ME) gX(E17E>

™= 5 T M:

(Ve X, T(E)) + (Ve X, T(E;))]

1

4,J

= 2 Z <VE1X7T(E’L)>

ij=1

Pelo teorema da divergéncia, segue que

/ div(T(X))dV = / (T(X),v)dS.

oM

Agora, da definicao da divergéncia de um tensor, temos que

/ div(T(X))dV = / n(div(T))(X)dV%—é /MH<T, ZLxg)dV.

Portanto,

[ @mneay =3 [ (1, #xgav+ [ T(x vds

]

Proposicao 1.16. Para todo campo de vetores diferencial X em uma variedade Rieman-

niana (M™,g) e f € C®°(M™) sao vdlidas as equagoes:
(1) 5 div(Zes9)(X) = Rie(X, Vf) + (X, V(Af) + (V2f, VX).

(2) (Formula de Bochner) }A\Vf|2 = Ric(Vf, V) + V2> + (Vf,V(Af)).

Demonstragio. (1)) Seja { E;}7, um referencial geodésico em p € M™. Entao, pela simetria

da hessiana de f, obtemos:

N[ —

1 S
gdlv(ﬁvfg)(X)p = Z (Vei(ZLyrg)(X), Ei)

<VE Vvaa >

I
i7-

€ como

R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ +VixnZ,
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temos que

;divwwg)(X)p = Y (VRVXV/E)

i=1
n

42

= > (R(X,E)Vf+VxVeVf—VixrVf E)

i=1
n

= Y (R(X,E)Vf E;)+

i=1

Note que

> (VxVgV/f, E;

i=1

Dai,

;div(fvfg)(X)p = Ric(X,Vf)+ iX(VEin, E;) —
i=1

= Ric(X,Vf)+ X (A

= Ric(X,Vf)+

i:(vaEzvf’ EZ) -

=1 =1

> (Vixe VB

1=1

fjvEVf Vi, X)

(X, V(Af) +(Vf, VX).

Para provarmos , tome X =V f em , entao

; div(Lyr9)(Vf)p =Ric(Vf, V) + (V]

1
Afirmacao 1.2. 5 div(Ler9)(Vf) =
De fato,

S div(Zepg)(V))

V(AS) + V2, V2]).

1 2
SAIVE

div(V*f(Vf))

> (Ve VA (V). By

> E(VAV L), E)

1

E(Vf,VEV)
=1

1

ST EE|VfP
=1

<.
3 |

3

(2

1

[\

—_

SAIVI.

[\D
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Lema 1.4. Para uma funcao f em uma variedade Riemanniana, temos
2(div V2 f)(V f) = ;A|Vf|2 — V2> + Ric(Vf, Vf) + (Vf, VAS) (1.22)
Demonstracao. Pela equacao , sabemos que
div(V2f) = Ric(Vf) + VAS.
Entao
(div V2f)(Vf) = Ric(Vf,Vf) + (VAF, V). (1.23)
Pela Férmula de Bochner, temos que
CAIVSP = Rie(V £, V) + V21 + (Vf, V(AS). (1.24)
Juntando as equacgoes e , inferimos que

2(div V2 f)(Vf) = ;A!Vfl2 —|[V2fP? + Ric(Vf, Vf) + (V[ VAS).

n
Lema 1.5. (Férmula de Newton). Seja A : R™ — R™ uma transformagao linear e A =
(@ij)nxn Sua matriz associada a um par de bases qualquer. Entao
2 1 2
A" = —(tr(A))
n
e ocorre a iqualdade se, e somente se, A =al, a € R.
Demonstragio. De fato,
[|A|]" = Z Qjj —Zan’ Z = Zaii = —(tr(4))".
ij=1 i=1 n\i=1 n
n

No caso mais geral, se (M™, g) é uma variedade Riemanniana e f € C*°(M"), entao

IV2FIP = —(Af)%

1
n
O seguinte teorema ¢ utilizado na demonstragao do teorema de Obata.

Teorema 1.7. (Lichnerowicz). Seja (M",g) uma variedade Riemanniana de dimensdo

n, compacta, sem bordo e conexa. Seja f € C°(M™) uma auto fungao do Laplaciana de
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M™"™ correspondente ao primeiro autovalor nao-nulo, isto €,

Af=—\f, \ #0.

Suponha que a curvatura Ricci de M™ na direcao do gradiente de f ¢ limitada inferior-

mente por

Ric(Vf, V) > kIVf[,
para todo p € M™ e para alguma constante k > 0. Entao \y > nk.
Demonstragdo. Pela formula de Bochner, temos que

CAIVS? = Rie(Vf, V) + [V + (V£ V(A ).

Integrando sobre M™ e usando o Teorema da divergéncia para OM = (), obtemos

1
0=3 /Mn AV fPaM™ = /Mn<Vf7V(Af)>dM"+ /Mn Ric(Vf, Vf)dM"+ /Mn IV2F[2dM™.

Se {E1, ..., E,} é um referencial para X(M") e f; = E;(f). Entao

n n 1,& 21 A
V2P =3 %Z; 2222n<;fn> :%A]ﬂ: 1f-

ij=1
Pela hipotese sobre a curvatura de Ricci e o fato de que Af = —\; f, temos que
)\2
0> —Al/ IV FPPAM™ + (n — 1)k:/ IV fPPdMT + 4/ F2dM™
M M n Jun
Agora, aplicando o teorema da divergéncia na expressao
L 2
SAP = AL+

Ficamos com
/ IV f2dM" = —/ FAfAM" :)\1/ F2AM"
Mn Mn Mn
Sendo assim
)\2
0 > (—A1+(n—1)k:)/ |Vf|2dMn+—1/ £
Mn n Jun
/\2
= (M- DR [+ S e
Mmn n Jmn

— ;\;[—(n — DA+ n(n — 1)k]/ M.
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Como f2>0e A\ > 0, segue que
—(n—=1)A +n(n—-1)k <0.
Portanto,
A > nk.

[]

Teorema 1.8. (Obata). Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana de dimensdo n, com-

pacta, sem bordo e conexa. Suponha que o primeiro autovalor ndo nulo do Laplaciano de
M™ ¢é dado por
)\1 = nk.

Se a curvatura de Ricci na diregao do gradiente da autofuncao f, associada ao outovalor
A1, satisfaz

RiCp(Vf, Vf) = klv.ﬂQ?

1
entao M™ € isomélrica a uma esfera de raio —.

Vk

Demonstragio. Ver [15], pagina 337. O]

1.7 Variacoes da Energia

Nesta secao, apresentaremos uma caracterizacao das geodésicas como "solugoes de

um problema variacional". Iniciaremos dando precisao de "curvas vizinhas'de uma curva

dada.

Definig¢ao 1.34. Sejam (M", g) uma variedade Riemanniana e c : [0,a] — M™ uma curva

diferenciavel por partes nesta variedade. Uma variacdo de ¢ é uma aplicacdo continua
fi(—e€) x[0,a] = M" tal que:

i) f(0,t) =c(t), t €]0,al.

it) Eziste uma subdivisio de [0,a] por pontos 0 =ty < t; < -+ < lypy1 = a, tal que a

restricao de f a cada (—€,€) X [t;, tixq], 1 =0,1,---  k, € diferencidvel.

Uma variagao é dita propria se

f(s,0) = ¢(0)

f(s,a) = c(a),

para todo s € (—¢,€). Se f é diferencidvel, a variacao diz-se diferencidvel.
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Para cada s € (—¢,€), a curva parametrizada fs : [0,a] — M™ dada por f,(t) =
f(s,t) é chamada de curva da variagao.

Chamaremos de curva transversal da variacdo a curva parametrizada diferencidvel,
fi : (—€,¢) = M™, com t fixado, dada por fi(s) = f(s,t). O vetor velocidade de uma
curva transversal em s = 0, ou seja, V(t) = %(O,t) ¢ um campo vetorial (diferenciavel

por partes), ao longo de ¢(t) e é chamado de campo variacional de f.

Proposicao 1.17. Dado um campo V (t), diferencidvel por partes, ao longo de uma curva

diferencidvel por partes
c:[0,a] - M",

existe uma variacao
f:(—€¢€) x[0,a] - M"

de ¢ tal que V (t) € o campo variacional de f, além disso, se V(0) =V (a) =0, € possivel

escolher f com uma variacao propria.
Demonstragio. Ver [, pagina 213. O

Agora, faremos a comparagao do comprimento de arco de ¢ com o comprimento
de arco das curvas vizinhas de uma variagao f : (—e,€) x [0,a] — M™ de ¢, definimos a

fungdo L : (—¢,¢) — R por

of
ot

L(s):/os

Também faremos o estudo da fungdo energia E(s) dada por

B(s)= [ o7

—(s,1
5 (5:1)
Tome ¢ : [0,a] — M"™ uma curva e sejam

L(c) = /Oa

Fazendo f =1e h = |%| na desigualdade de Cauchy-Schwartz:
a 2 a a
( / h dt) < / £t / h2dt.,
0 0 0

L(c)* < aE(c).

(s,t)‘dt, s € (e0).

2
dt, s € (¢,¢).

2
dt.

a

de

dt

de

dteE(c):/ 7

0

obtemos

Note que a igualdade ¢é valida se, e somente se h é constante, sendo assim, se, e somente

se, t é proporcional ao comprimento de arco.
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Proposicao 1.18. Sejam p,qg € M"™ e~ : [0,a] — M"™ uma geodésica minimizante ligando
p a q. Entdo, para toda curva c : [0,a] — M™ ligando p a q, temos que

E(y) < E(c)

e vale a igualdade se, e somente se, ¢ é uma geodésica minimizante.

Demonstragio. Pelo que foi visto anteriormente nesta secao, temos que
aE(7) = (L(7))* < (L(c))* < ak(c),
provando a primeira afirmacao. Se a igualdade for valida, obtemos que
(L(c))* = aE(c),

implicando que o parametro de ¢ é proporcional ao comprimento de arco, e

o que implica que ¢ é uma geodésica minimizante. A reciproca é trivial. n

A partir da proposicao acima, concluimos que as curvas que minimizam a energia

sao parametrizadas por um parametro proporcional ao comprimento de arco.

Proposicao 1.19. (Férmula da primeira varia¢io da energia de uma curva). Sejam
¢ : [0,a] = M™ uma curva diferencidvel por partes e f : (—e,€) x [0,a] — M™ uma

variagio c. Se E : (—e,€) — R € a energia de f, entdo

L) - - /O“<v<t>,%ﬁt—gvu»,ﬁx(m—jj(t;>> (1.25)
de

—<V(O), dt(o)> + <V(a)7 Z;(a>>>

onde V (t) € o campo variacional de f, e

de, . dc

%(ti ) = th_gl o7 onde t > t;
e

dc

d
—(t;) = lim —;, onde t < t;.

Demonstragao. Por defini¢ao, temos que

B0 = [ (G o5 [ (G o
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Derivando e utilizando a simetria da conexao Riemannia, tem-se que

d gt gOf Of\ ,  tn /DOf af>
ds/i <at at>dt N /t 2<dsat’at dt
B tisr yDOf Of
=2 <dté?s’8t>dt
B i+1 aof of 1 /0f DOf
= 2/@ <a5 8t> 2/% <a dtat>dt

o 2L G o

ds’ dt ot
Portanto,
1dFE af Of\ |+ a/Qf D8f>
EFARDI A § M Kt 4 AT 0.2
Fazendo s = 0 em ([1.26)), temos (|1.25]). O

Uma aplicacdo da férmula da primeira variacdo é a seguinte caracterizacao das

geodésicas.

Proposigao 1.20. Uma curva diferencidvel por partes ¢ : [0,a] — M™ é uma geodésica

se, e somente se, para toda variagdo propria f de c, tem-se ”éE(O) = 0.

Demonstragio. Ver [, pdgina 217. ]

Proposicao 1.21. (Férmula da sequnda varia¢io da energia de uma curva). Sejam
v :[0,a] = M™ uma geodésica e f: (—€,€) x [0,a] — M™ uma variagio propria de «y. Se
E :(—€,¢) = R € a energia de f. Entao

fE” — —/< ,dt2 R(Cg,v>g>dt (1.27)
DV DV, _
=)

_Z< t+) dt

onde V' € o campo variacional de f, R ¢ a curvatura de M" e

DV, . . DV

o —(t) = }Eﬁﬂ’ onde t > t;
e

DV

_ DV
H(t’ ) = tll_gl dt , onde t < t,.

Demonstragdo. Tomando a derivada de , obtemos

tit1

L s (RO (9L DALY

2 ds? ds O0s’ Ot 0s’ ds Ot

[+ /Dof Dof\, [o/0f DDof
_/0 <d583’dt8t>dt /0<83’dsdt8t>dt
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Fazendo s = 0 na expressao acima, anulamos o primeiro e terceiro termos, pois f é prépria

e 7 ¢ uma geodésica. Mais ainda, como

DDOf_ DD, p(0] O1YOF,
dsdt dt — dtds dt ot’ ds) ot’

em s = 0, temos que

DDof D? dry dry
dsdt dt - 1.2
dsdiar —ap’ T <dt V) dt (1.28)
Como a variagao é propria, segue que
k )
f D Af\ [t DV DV
Bs’ ds Ot - ti), — (&) — ——(t; 1.2
§<3s’d38t>ti Z< 7= )> (1.29)

Pelas equagoes (1.28)) e ([1.29)), temos ([1.27]). O

Uma das aplicacoes da féormula da segunda variacao de energia é o seguinte teorema:

Teorema 1.9. (Bonnet-Myers). Seja (M",g) uma variedade Riemanniana completa.

Suponhamos que a curvatura de Ricci satisfaz
) 1
Ric > - > 0.
r
Entao M™ é compacta e o diametro de M™ satisfaz
diam(M") < 7r.

Demonstragdo. Sejam p e ¢ pontos quaisquer de M™. Como M™ é completa, pelo Teorema

existe uma geodésica minimizante
v:[0,1] = M"
ligando p a q. Basta mostrar que o comprimento
I(y) <7,
pois M™ é limitada e completa, portanto compacta; mais ainda, como d(p,q) < 7,
quaisquer que sejam p, g € M™, segue-se que diam(M") < 7r.
Por absurdo, suponhamos que,

l(y)=1>mr.

Consideremos campos paralelos e;(t),- - ,e,—1(t) ao longo de v que, para cada t € [0, 1],
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v'(t)
l

sdo ortonormais e pertencem ao complemento ortogonal de 7/(t). Seja e, (t) = e seja

V; um campo de vetores ao longo de v dado por
‘/J(t> - (Senﬂ-t)ej(t)J j = ]-7 e, — 1.

Note que
Vi(0) = V;(1) =0,

V; dé origem a uma variagao prépria de v, cuja energia indicaremos por E;. Usando a

féormula da segunda variagao de energia e o fato que e; ¢ paralelo, temos que

1

1
SE(0) = _/0 (V;, V' + R(y, Vi) )dt

1
— / sen? wt(n? — 2K (en(t), €;(2)))dt,
0
onde K(en(t),e;(t)) é a curvatura seccional em v(t) segundo o plano gerado por e,(t) e
e;(t). Somando em j e usando a definicao de curvatura de Ricci, tem-se que

1n—1

2 ; B0 = /ol{sen2 mt((n = 1)m* = (n = 1)I* Ric ) (en(t)) }dt.

Como
Ric, ) (en(t)) > :2 el >,
obtemos
(n — 1)I? Ricy g (en(t)) > (n — 1)m*.
Portanto,

1 n—1 1
5 Y EN(0) < /0 sen’ 7t((n — 1)7 — (n — 1)7?)dt = 0.
=1

Ou seja, existe um indice j tal que E”(j) < 0, que pela proposigao contradiz o fato

de v ser minimizante. Concluimos que
l(y)=1>mr.

Logo,
diam(M™) < 7r.

Conforme queriamos demonstrar. O
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1.8 Variedades com Bordo

Nesta secao serd apresentada a definicdo de uma variedade com bordo. Para mai-
ores detalhes ver [14].

Seja A = {(z1,...,2,) € R"; 21 < 0} e considere a topologia induzida de R",

A={(z1,...,z,) € R"; z; <0}. Identificaremos o hiperplano do R", z; = 0, com R""1.
Sejam U e V conjuntos abertos de A e ¢ : U — V um homeomorfismo, entéo a

restricdo de ¢ a U NIR"! é homeomorfismo de U N R™"~! sobre V NR""!, ou seja
@‘UﬁRn_l . U N Rn_l — V ﬂRn_l

¢ um homeomorfismo.
Uma funcao sobre A é diferenciavel quando é a restricao a A de uma funcao dife-

renciavel sobre R".

Definicao 1.35. Uma variedade diferencidvel com bordo de dimensdo n é um conjunto

M™ e uma familia de aplicacoes injetivas
To Uy CA— M

de abertos U, de A em M™ tais que
(1) Ual’a(Ua);

(2) Para todo par a, 3 com xo(Us) N2g(Ug) = W # 0, os conjuntos x;* (W) e x5" (W)

sdo abertos em A e a aplicacao x;l o x, € diferencidvel;

(3) A familia {(Uy, o)} € mdzima relativamente ds condigoes anteriores.

Figura 1.1: Representacao geométrica da Definicao m

Fonte: Menezes (2009).
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Observacio 1.8. Os abertos de A que ndo contém pontos do hiperplano R™' também

sao abertos em R™.

Os pontos de M"™ que tem uma vizinhanca homeomorfa a um aberto de R™ sao
chamados de pontos interiores, os pontos em que toda vizinhanga possui pontos do hi-
perplano R"!, sao chamados pontos do bordo. Denotaremos o conjunto dos pontos do
bordo por M e o conjunto dos pontos interiores por int M".

Salientando que os resultados das sec¢oes anteriores valem para variedades com

bordo com as devidas adequacoes.

Teorema 1.10. Seja M"™ uma variedade com bordo, entao OM ¢é uma variedade sem

bordo de dimensao n — 1.

Demonstragio. Seja {(Uy, xq)} uma estrutura diferenciavel em M™.
Para cada «, consideremos a restricio y, de o a V, = U, N, '(OM) e seja

A ={a; V, #0}.
Afirmacao 1.3. & = {(V,, va); a € A} é uma estrutura diferencidvel em OM. De fato,

(1) Uaenr Ya(Us) = OM; pois, dado qualquer ¢ € OM , como {(Un, )} € uma estrutura
diferencidvel em M™, existe a tal que q € x,(Uy), logo q € x,(Uy) NOM e portanto,
Vao# 0 eqeylVy).

(2) Se a, B € A sao tais que

Ya(Va) Nys(Vs) = Wi # 0.

Entao
2a(Ua) N25(Us) = Wy # 0.

Os conjuntos

wy (Wa), a5t (W)

sao abertos de R™ e a aplicacao

:(;gl O Ty

¢ diferencidvel em x'(Ws). Logo os conjuntos

ya (W) =2 (W NOM), yz' (W) = x5' (W2 N OM)

sao abertos de R"™! e a aplicacdio

Ys' © Ya,

a qual é a restrigao de xgl oz, ax (WaNIM) é diferencidvel.
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Assim, OM ¢é uma variedade diferenciavel sem bordo de dimensao n — 1 m

’

Observagao 1.9. (M™,g) é uma variedade Riemanniana compacta com bordo se M™ é
uma variedade com bordo e M™ é um subconjunto compacto de alguma variedade Rieman-

niana (sem bordo).

Exemplo 1.4. O hemisfério (ver ﬁgum e o cilindro (ver figura , sao variedades

com bordo.

1.9 Teorema de Comparacao de Volume de Bishop-

Gromov

Nesta secao demonstraremos o teorema de comparacao de volume de Bishop-
Gromov.

O caréter local dos resultados desta secao nos permitem trabalhar em um aberto
U C R" do espago Euclidiano munido de uma métrica Riemanniana g, que em coordenadas

polares (r,w) pode ser escrita como
ds® = dr* + f*(r)dw?, (1.30)

onde dw? representa a métrica canonica em S 1.

Observagao 1.10. Fizado p € U se r(z) := d(x,p) € a fungdo distincia induzida por g,
entao

vy = 2
i

onde, para cada w fixado em T,M", % ¢ o vetor velocidade das geodésicas dadas pelas
curvas r — exp,(rw).

De fato, por um lado temos que

0 or

por definicao de gradiente. Por outro,
0 or
_— = = 0
<T’ 8wi> ow; ’

0
pois r nao depende dos wis. Assim, Vr é um maltiplo de — e, por (1.31f), o maltiplo de

or

Vr éigual a 1. Portanto

como gostariamos.
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Proposicao 1.22. Seja R™ munido com a métrica Riemanniana g em coordenadas po-
lares, vista em (1.30). Entdo para x = rw, r > 0, w € S™ e para quaisquer X,Y

ortogonais a —, temos
v 7'(r)
r
Vir(X,Y) = g(X,Y).
()= FHg(x.y)
Além disso,
f'(r)
Ar(z)=(n—-1 . 1.32
(@) = n=DIE (1.32)
Demonstragio. Ver [1T], pagina 46. ]

Proposicao 1.23. Seja r: M™ — R a fung¢io dada por r(x) = d(z,p). Entdo,

o 0
(8.2)
"\or ar
Se X L %, entdo
0
V2 (X) =0.
"\or
Demonstragao. Ver [1T], pagina 49. ]

Exemplo 1.5. Vamos calcular o Laplaciano da fungdo distancia ry, considerando a mé-

trica
dr® + f2(r)dw?, (1.33)

onde

1
—sen(rvk); se k>0,
vV

fe(r) = r; se k=0,

1 )
\/__ksenh(r\/—k'); se k <0.

Derivando a fungao fi(r), ficamos com

cos(rvk);  sek >0,
(r) = I; se k=0,
cosh(rv/—k); sek <0.
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Pelas duas proposicoes acima, temos que:

k>0 = V%, =Vkcot(rvk)g

1
k=0 :>V2Tk:;g

k<0 = V2, =+/—kcoth(rv—k)g.
Concluimos que,

VE cot(rVk):; se k>0,

A 1
Tk _ - se k=0,

,
vV —kcoth(rv/—k); sek <0.

n—1

Teorema 1.11. (Comparagiao do Laplaciano). Sejam (M™,g) uma variedade Riemanni-
ana completa e v a distancia ao ponto p € M™. Suponhamos que a curvatura Ricci de
M™ satisfaz

Ric(g) > (n — 1)kg

e que a fungdo r € diferencidvel no ponto x. Entdo
Ar(z) < Arg(z), (1.34)

~ m oA ;. .
onde ri(T) =r(x) =19 erg < —= se k > 0, com 1y, sendo a distincia geodésica a partir de
vk
um ponto fixado numa forma espacial de curvatura seccional constante k e r é a distancia
geodésica a partir de um ponto firado numa variedade completa. A igualdade ocorre, se
toda curvatura seccional ao longo de geodésicas ligando p e x, para planos contendo o

vetor radial for constante e igual a k.

Demonstragio. Ver [IT], pagina 52. ]

Seja
x:U—M"

uma parametrizacao positiva de classe C* em torno de p = x(q) € M". Neste caso, a

a n
{Xi B a%‘ }z'zl

corresponde a base canonica de R™ pela parametrizacao x, define a orientacao positiva de

base coordenada

T,M". Nesta parametrizacao podemos escrever a métrica em sua forma matricial, pondo
G = (9i5),

onde

9ij = (X, Xj)



CAPITULO 1. PRELIMINARES o6

e sua inversa é dada por
G = (g).

A forma pull back x*(dM™) de dM™ é uma n-forma em U, sendo assim, existe uma

funcao diferenciavel a : U — R tal que

" (AM")(q) = alq)dzy A - A de,(q).

Definicao 1.36. Seja R C M™ uma regido aberta e conexa cujo o fecho € compacto seja
p € M™. Vamos supor que R estd contido na vizinhanga coordenada x(U) da parametri-
zagio x : U — M" dada acima, e que a fronteira de x *(R) C U tem medida nula em
R™. Definimos o volume de R por

Vol(R) = / dM™ X*dM™
R

HR)
" vdet(gij)dxy A -+ Adxy,. (1.35)
YR

Proposigao 1.24. Quando M™ é completa, ) = exp,(e,) tem medida total, onde

-/
_ /)r

ep={rveR" 0<r < oo, UES”_l}.

Teorema 1.12. (Comparacio de Volume de Bishop-Gromouv). Seja (M™,g) uma varie-

dade Riemanniana completa e suponhamos que, para k constante,
Ric(g) > (n — 1)kg.
Entao
Vol(Bg(p)) < Vol(Bf),

onde BY é uma bola geodésica de raio R na forma espacial de curvatura seccional constante
k. A igualdade ocorre, se toda curvatura seccional ao longo de geodésicas ligando p e x,

para planos contendo o vetor radial, for constante igual a k.

Demonstragio. Segundo em (|[1.32)) a expressao do Laplaciano em coordenadas polares é
dado por

Como g = det(g;;) e considerando a métrica g em coordenadas polares como
ds® = dr* + f*(r)dw?,

temos que
g=
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portanto

onde

Portanto,

Consequentemente, tem-se que
fi o))
Arp = (n—1)2E = V2 2
Jr VIk(T)

Do teorema de comparacao do Laplaciano temos que Ar < Ary, e assim para qualquer w

(o(rw) _ (Jolr))
Jorw) T Jalr)

note que pela desigualdade acima, obtemos

(\/gw))’ Ve (e(rw)) — Jglrw) (o))

gr(r) gx(r)

vale

< 0.
Além disso, é conhecido, ver apéndice de [I7], pagina 62, que

Cy/9(rw)
lim Y—8- =

r—0 i (T)

Sendo assim,

Volrw) < Jau(r),

para todo 7 > 0. Agora, utilizando a definigdo de volume dada em ([1.35)), a integragao
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em coordendas polares e a proposigao (1.24]), temos que
Vol(B(p) = [ am
Br(p)

- / AM™
Br(p)nQ

= drd
/BR(O)ﬂEp \/g rae
< drd
B /BR(O)ﬂEp \/g_k rae
— Vol(BY),

conforme queriamos demonstrar.

O caso da igualdade, sucede do teorema de comparacao do Laplaciano.

o8



Capitulo 2

Variedades (A, n + m)-Einstein

genelalizadas

Neste capitulo, vamos definir e apresentar alguns exemplos de variedades (A, n+m)-
Einstein generalizadas e demonstrar os principais resultados desta dissertagdo baseados

em [9].

2.1 Definicao e exemplos

Nessa secao apresentaremos a defini¢ao de variedades (A, n + m)-Einstein genera-

lizadas e alguns exemplos destas variedades.

Definigao 2.1. Uma variedade Riemanniana (M",g) € dita ser Einstein quando

R
Ric = \g = o (2.1)

onde X\ : M™ — R € uma fungdo real.

Afirmamos que se (M", g) é Einstein, conexa e n > 3, entdo a curvatura escalar R
é constante. De fato, como
1
div Ric = §VR

e pela equacao (2.1), segue que

Dai
(n—2)VR = 0.

Por hipdtese n > 3 e M™ é conexa, entdo segue a afirmacao.

Agora, definiremos uma variedade (A, n + m)-Einstein.

29
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Definig¢ao 2.2. Uma variedade Riemanniana (M", g) é uma variedade (A, n+m)-Einstein,
se existirem uma funcao suave f em M™ e uma funcao constante A que satisfaz a sequinte

equacao
1
Ric} = Ric+V?f — —df @ df = Ay, (2.2)
m

onde m € N* e o tensor Ric}" é chamado de tensor m-Bakry-Emery.

Se tivermos a funcao f constante na equagao , entao o tensor Ric}” se torna
o tensor Ricci na forma classica e também sera escrito como multiplo de sua métrica,
concluimos que as variedades (A, n+m)-Einstein estendem de forma natural as variedades
Einstein.

Finalmente, definiremos uma variedade (A, n + m)-Einstein generalizada.

Definigao 2.3. Uma variedade (A, n+ m)-Einstein generalizada é uma tripla (M", g, f),
onde (M™,g) é uma variedade Riemanniana, possivelmente com bordo e f uma fungio

suave tal que

Vif = ?i(Ric —~)\g), (2.3)

com f > 0 no interior de M™ e f =0 sobre OM. Além disso, A é uma fungdo suave em
M™ e m € N*.
Um caso particular é a variedade Riemannina de um espaco-tempo fluido estatico

perfeito, que definiremos a seguir.

Defini¢ao 2.4. Uma variedade Riemanniana (M™,g) € dita ser fator espacial de um
espaco-tempo fluido estdtico perfeito, se existirem fungoes suaves f > 0 e p em M™ que

satisfazem as equacoes de fluido perfeito:

fRic = V2 f, (2.4)
n—2 n
Afz(z(n—1)R+n—1p>‘ (2:5)

Observagao 2.1. Se (M", g, f) € uma (\,m + n)-Finstein generalizada, entdo

fRoic:mV%f. (2.6)
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De fato, por (2.3]) temos que

VOQf = sz—Anf
= 7{1(Ric—)\g)—rnfn(lﬁ’,—)\n)g
= f(Ric—)\g—}%g—i-)\g)
m n
ey
= (Rie=30)
— L Ric.
m

Conforme gostariamos.

Observagao 2.2. Como uma consequéncia da Observagdo toda variedade (A, m+n)-

Finstein generalizada, cuja hessiana sem traco da fungdo potencial é nula, é Einstein. De

fato, se V? f =0, entdo Ric =0, pois f > 0. Ou seja, (M™,g) é Einstein.

1 /R
Observacao 2.3. Assim, fazendo m =1 e \ = ] (2 — ,0), temos que um fluido
n —
estdtico perfeito € um exemplo de uma variedade (A, n + m)-Einstein generalizada. Com

efeito,

fRoic:V2f

Af =

Definiremos a seguir uma variedade estatica.

Definicao 2.5. Uma variedade Riemanniana (M",g) é dita ser uma variedade estdtica

se existe uma funcao suave f >0 em M", tal que
—(Af)g +V?f — fRic =0.

Observagao 2.4. Uma variedade estdatica é um fator espacial de um espago-tempo fluido
estdtico perfeito, em particular, é uma variedade (\,m + n)-Einstein generalizada. De

fato, suponha que (M", g, f) seja um fator espacial de um espago-tempo fluido estdtico
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R
perfeito compacta com bordo e p = 5 entao de (12.5))
R
Af+——f=0

n—1

e de (24)
—(Af)g +V?f — fRic=0,

equacao que caracteriza uma variedade estdtica.

Observacao 2.5. Por outro lado, se u = 6_%, temos que

1
Vu = ——e’£Vf.
m

Dai,
1 1
Viu= —e mdf @ df — —e wV2F.
m m

portanto, .
D2 = —V2f + —df @ df.
U m

62

Sendo assim, existe uma relagio entre (2.2)) e (2.3)). Inferimos que, toda variedade (A, m+

n)-FEinstein é uma variedade (A, m+n)-FEinstein generalizada. Além disso, uma variedade

(A, m + n)-FEinstein generalizada com A constante é uma (A, m + n)-Einstein.

A seguir, provaremos um resultado que serd fundamental para obter os resultados

de [9].

Proposigao 2.1. Seja (M", g, f) uma variedade (A, n+ m)-FEinstein generalizada. Entdo

IVfl#0 em OM.

Demonstragio. Sejam xy € OM e ~(t) uma geodésica minimizante unitaria partindo de
z, tal que 7/(0) L M. Seja h(t) = f(v(t)) e w(t) = Ric(v/(t),~'(t)) — A. Entao a equagao

para f torna-se uma uma equagao diferencidavel ordinaria linear de segunda ordem ao

longo de v para h:

Portanto, se V f(xg) = 0, entdo h'(0) = 0, e usando que h(0) = 0 concluimos que h = 0

ao longo de todo 7. Como ~(t) € int M™ para 0 < t < ¢, temos uma contradicao.

]
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Observagao 2.6. Como f € nula sobre OM, temos pela equagio (2.6) que,

fRic=m Vi = Vf=0
A

V2f:—fg.
n

Lema 2.1. Seja (M",g, f) uma variedade (A, n 4+ m)-Einstein generalizada. Entdo |V f|

€ constante e nao-nulo em OM .

Demonstracio. De fato, temos que

X(IV?) = XUVLVT)

= 2V f(X, V)
e pela observagao anterior, temos que
2A
2w (X, v = Dy vy)

pois como M = f~1(0), tem-se que Vf é ortogonal a todo X, onde X é um campo
de vetores tangentes no bordo de M™. Logo, |V f| é constante e, pela proposigao ,

nao-nulo sobre OM. O

Lema 2.2. Seja (M", g, f) uma variedade (A\,n + m)-Finstein generalizada. Entao OM

¢ totalmente geodésica.

Demonstra¢io. Como |V f| é constante e nao nulo, podemos definir o normal no M para

fora por v = ———. Usando o fato de que f é nula sobre M e tomando o traco sobre a

IV
equagao (2.3)), temos que Af = 0 sobre M. Por definigdo da segunda forma fundamental,

segue que

hij = —(Vev, Ej)
v Y
- <VE1 vf|7EJ>
_ _ ' e Bl
Af
vyl
= 0.

(Ei7 Ej)

Concluimos que OM ¢é totalmente geodésica. O]
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Exemplo 2.1. (O hemisfério). Considere o hemisfério S". em R"™ munido com métrica
FEuclidiana (ver figura . Seja v € R em que |v] = 1, onde sua tltima coordenada
€ positiva e f(x) = (x,v) a fun¢do altura sobre Sy. Agora, tomando m > 1 constante
finita e A = m+n — 1, temos que o hemisfério é compacto, orientdvel e é uma variedade
(A\,n + m)-FEinstein generalizada com bordo S"~'. De fato, considere {E;} uma base de

TS, tem-se que

(E;,Vf) = (Vgux,v)+ (z,Vg)
= <Ei7v> + <$7O>

Entdo, temos que Vf =wv'. Logo,

(VxVFY) = (Vxv',Y)

= (U, N){(5,(X),Y).

Portanto,
VZAXY) = (v, N)(S,(X),Y).

Seja x um vetor posicao, se N(x) =z, seque que

Entao,

VIAXY) = (0, N){8,(X),Y)
= <U,£B><—XT,Y>
= —(v,2)(X,Y).

Sendo assim,
Vi =—fg. (2.7)

E como temos
Ric = (n — 1)g,
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seque-se que

L (Ric—xg) = é((n ~1)g~ (m+n—1)g)
= “(n—1l-m-n+1)yg
T
Portanto, de e [2.§), seque que
Vif = %(Ric —\g).

Como gostariamos.

Figura 2.1: Hemisfério S7;.

Exemplo 2.2. (O cilindro). Considere o cilindro (ver figura[2.9)

M" = 8" x [0,d],

com

onde \ > 0, munido com a métrica

n—2

Mostraremos que (M™, g) com a fungao potencial

flt) = sen(\/i%t) ,

65
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¢ uma variedade (A, n + m)-FEinstein generalizada, compacta, orientdvel e com bordo des-
conexo (o bordo de M™ é a unido de duas cdpias de S"~1). De fato, note que f > 0 no

interior de M™ e

DM =S x {0} US™ x {\/Xw} — OM, U DM,

Além disso

f(0) = sen(0) = 0 sobre OM,
f(m) = sen(m) = 0 sobre OMs.

Portanto, f =0 sobre OM. Como

ft) = sen(\/\/%t),
temos que
Vf= cos(t) —0t.

Entao,

VAN) g

VxVf = X(cos(\/m ﬁ
—sen( 20) (2

N \/%> (0, X)o1

- (:2) (08, X)r.

Sendo assim,

V2A(X,Y) = — f(t)()\> (0, X) (01, ). (2.9)

m

Agora, note que

n—2
g = dt2 =+ ()\)ggn—l = dtz + gSn—l(r),

onde

Além disso, como g é uma métrica produto, temos que

RiCMn = RiC]R + RiCSn—l(T) .



CAPITULO 2. VARIEDADES (\,n + m)-EINSTEIN GENELALIZADAS
Dai, seque que

Ricym = Ricg + Ricgn-1(y)
e pela equagdo (L.19), temos que

. 1
RlCSn—l(T) = ﬁ(n - 2)ggn—1(r).

Consequentemente,
. A
Ricyn = 04 (n — 2)n — 2gsn—l(r)
= )\ggn—l(r).
Logo,
f(R' A = / A (dt?
m ic—Ag) = E( gsn-1(r) — A(dt” + gsn-1(1)))
f 2
= —(=Adt
= (—ad?)
A
_ —f(—)dtz.
m

Por conseguinte,

L (Ric —Ag)(X, V) = — f(%) (0, X)(08,Y).

m

Portanto, de (2.9) e , seque que

/ (Ric —Ag).

m

Vi =

Conforme queriamos demonstrar.

Figura 2.2: Cilindro.

67

(2.10)
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Agora, demonstraremos o seguinte lema, que serve como ferramenta para a de-

monstragao da proposicao a seguir.

Lema 2.3. Seja (M", g, f) uma variedade (A, n + m)-Einstein generalizada. Se M™ for

Einstein, entao temos que
R c
Vif = <— Tf+ >97

onde ¢ é uma constante.

° R
Demonstracio. Como M™ é Einstein e n > 3, temos que Ric = 0, entdo Ric = —g, com
n

R constante. Mais ainda,

fRoic:O = mV*f=0

= V2f=0
A

A
= sz:—fg.
n

Pela equagao ([2.3)), ficamos com

VQf—Anfg = n{n(R—M)g
1 (R
— m(ﬂf—fA)g. (2.11)

Usando a equagao ([1.17]), temos que

Ric(Vf) + VAf = 1<div <(ﬁf _ f)\>g>)

m
1
- V(fR - f)\>.
m n
Portanto,
1
Aorivar=2vr-Long (2.12)
n mn m
Da equagao , segue que
~V(\f) = HZRVermVAf - ‘fw
R(m —1)

= = V[ +mVAf

= fo(m— 1)+ RV — nV(fN).
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Sendo assim,

V() +aV(fA) = WV}".
Ou seja,
V) = Ww — V(Af - Wf) _0.

Concluimos que

R(m+n—1)

A= n(n —1)

f—ec (2.13)

onde ¢ é uma constante. Substituindo em (2.11f), obtemos que

V= G )
;((n - 1)ann(7iz$ n— 1)Rf N C)g
(s
Como gostarfamos. O

Agora, vamos apresentar duas proposi¢oes de suma importancia para obter os

principais resultados de [9].

Proposicao 2.2. Seja (M",g, f) uma variedade (A\,n + m)-Einstein generalizada com
bordo conexo. Se M™ é FEinstein, entao M™ é isométrica ao hemisfério de S™(c). Mais

ainda, \ € constante e f € a fungdo altura no hemisfério de S™(c).

Demonstra¢io. Como M™ é Einstein e (A, n + m)-Einstein generalizada, provamos na

demonstragdao do lema [2.3] que
A
Vif = —fg. (2.14)
n
Relembrando que de ([1.17]), temos que
div(V?f) = Ric(Vf) + VAF.

Tomando a divergéncia em (2.14)), ficamos com

VAf = —niw. (2.15)
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De fato, note que

div(V?f) = div (Anfg>

Dai

VAf = —Ric(Vf)—l—vnAf ., VaS

~=) _VAf =Ric(V/)
n

1—n

— VAf = Ric(Vf). (2.16)

n

Como M™ é Einstein, obtemos

Ric(Vf) = SVf.

Usando ([2.16)), inferimos que
R
VAf=——"_VF.
n—1

Assim, de (2.6)), (2.14]), conclui-se que

R

VAN =~

Afg.

Como A f nao é constante temos que R é um autovalor diferente de zero de A com condicao
de contorno de Dirichlet e portanto R > 0. Levando em conta que Af = 0 ao longo de
OM, pelo Lema 3 de [16], que diz que, seja M™ uma variedade Riemanniana, compacta,
conexa, com curvatura Ricci ndo negativa, se M"™ admite uma funcao f: M" - Re L

uma constante nao nula tal que
(a) V2f=L-g.
(b) flam € constante.

Entao M™ é isométrica a bola em R". E pelo Teorema B (II) do mesmo artigo, que diz

que se M™ admite uma funcao f : M™ — R e L constante nao nula tal que
(a) V?f =—Lfg.
(b) flam € constante.

Entao a métrica em M™ é de curvatura seccional constante L. Concluimos que M"™ é o

hemisfério de S™ com curvatura seccional ¢ = ﬁ Para mostrar que A\ é constante,
n—1)n
segue da equagao (2.13)), que
Rim+n—1
ap=fmrn by,
n(n —1)

sabemos que f =0 em OM, assim, ¢ = 0. Logo,

R(m +n —1)

A= n(n —1)

f,
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concluimos que
R(m+n —1)

A= nn—1)

sendo assim, A é uma constante. Como 1 é o primeiro autovalor de A com condicao

de contorno de Dirichlet e R

n—1

Af = —

f?

segue que f é uma funcgao altura no hemisfério de S™. O]

A seguir, vamos lembrar de uma identidade integral importante, que sera usada
ao longo do trabalho. Tal identidade decorre diretamente do teorema da divergéncia e
da identidade de Bianchi e é conhecida por alguns autores como identidade de Pohozaev-

Schoen. Para fim de completude, vamos declara-la abaixo.

Proposicao 2.3. Seja (M", g, f) uma variedade (\,n + m)-Einstein generalizada com-

pacta. Entao

2

/Mn L) Kie Pav = /8 . Ric (V f,v)dS + _n” /Mn Lo RV,

2

onde v é um vetor normal com orientagdo externa em OM.

Demonstragio. Tome T = Ric e X = Vf no teorema (|1.6)). De fato, substituindo no

teorema anteriormente citado, ficamos com

[ (@iv(Rie) (v )av = —; | (Rie, Zegg)av + [ Ric (Vf,v)ds.

Note que,
° 1
div(Ric) = div (Ric —Rg> _ lgp VA
n 2 n
n—2
o™ VR
e

(Ric, %o g) = 2(Ric, V2f).
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Portanto,

1 o o
—§<Ric,$vfg> = —(Ric,V2f>
o o A
= —(Rie, v’ +20g)
= —(Ric, V*f)

~ @i, LK) = — L Ric 2
m m
Concluimos que

o o 2 .
/ L) Ric \2dV:/ Ric (V7, y)ds+—"/ Lo RdV.
M m oM 2n  Jun

O

2.2 Estimativas de Area e Classificacdo Topoldgica
do Bordo

Nessa se¢ao, aplicaremos a proposicao [2.3| para obter os principais resultados de
[9]. Obtemos alguns resultados de caracterizagao para métricas (A, n + m)-Einstein gene-
ralizadas com bordo nao vazio, usando uma equacao integral conhecida como identidade
de Pohozaev-Schoen. O primeiro resultado fornece uma informagdo sobre a curvatura
escalar do bordo OM.

Teorema 2.1. Seja (M", g, f) uma variedade (A, n+ m)-Einstein generalizada compacta
e com bordo, tal que ZLvyR > 0. Entdo

S K, /{)M (nR* + R(2 — n))dS >0, (2.17)

onde OM,, denota as componentes coneras de OM, RY € a curvatura escalar de OM,, R
¢ a curvatura escalar de M™ e K, = |V f| é constante ao longo de OM,,, mas pode variar
de acordo com o «. Além disso, supondo que M™ tem fronteira conexa, a igualdade vale

se, e somente se, M™ é isométrica a um hemisfério de S™(c).
Demonstracao. Pela proposicao [2.3, segue que

2

/Mn L Rie 2av = /BM Ric (Vf,1)dS + _n" /Mn LosRAV.

2

Como estamos supondo que Zy R > 0, obtemos

/ f|ROic|2dV§/ Ric (Vf, 1)dS. (2.18)
M™ oM
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sabemos que o vetor normal unitario com orientagao externa sobre o bordo, é

__ v
v

pelo lema OM ¢é totalmente geodésica. Assim pela equagdo de Gauss, tem-se que

(6%
Sigk = R — halge + highy
Riju.

Tomando o traco duas vezes, obtemos:

o

vyik

R® = R— 2R,

Portanto,
RS = R — 2Ric(v,v)

ao longo de cada componente conexa dM, do bordo. Note que Vf = —v|V f|. Entao
o o : R
Ric (Vf,v) = —|Vf| Ric (v,v) = —|V f|(Ric(v,v) — —).
n
Logo, desta equacao e de (2.18)), concluimos que

!

M™m

2
0<

‘Ric—Rg av < / Roic(Vf,l/)dS
n oM

R
= | |V f|(Ric(v,v) — g)dS

) R
= /6M —|V f|(Ric(v,v) + E)dS

< Za:Ka /&)Ma(_ Ric(v,v) + E)dS.

n
Como
R R
R - 2RiC(V, V) = Rf; — Ric(y7 V) — _77 _|_ 5
Ra
— —Ric(y,v) = 77 — P;
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Segue que

f‘ . R‘ R R* R
o< [ Llric-Zglav < Ka/ < 7—>ds
—Jmmm ¢ ng - Za; Mo n+ 2 2

_ %:Ka/a 1(an;+R(2—n))dS,

M, 2N

onde K, = |V f| é constante ao longo de OM,,. Assim, da desigualdade anterior,
3 Ka/ (nR® 4+ R(2 — n))dS > 0.
o M.,

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se,
/ L Rie pav = o,
Mnm

isto é, Ric = 0. Logo, M" é uma variedade Einstein e pela Proposicao , M™ é isométrica
ao hemisfério de S"(c).
m

Observacao 2.7. Uma importante classe de exemplos apliciveis do ultimo resultado sao
as variedades (\,n + m)-Einstein com curvatura escalar constante, que foram abordadas
em [11]. Em particular quando a curvatura escalar é uma constante positiva n(n — 1)
o ultimo teorema fornece um resultado de rigidez interessante. Se OM € isométrica a
esfera (n — 1) - dimensional entao M™ é um hemisfério de S™. De fato, considerando
RS =(n—1)(n—2) e R=n(n—1), temos que

|Vf|/aM(nR7+R(2—n))dS = |Vf|/aM(n(n—1)(n—2)+n(n—1)(2—n))d$
0.

Portanto, pelo Teorema M™ é isométrica ao hemisfério de S"(c).

Outra aplicagdo do teorema acima é a seguinte caracterizacao topoldgica para o

bordo em variedades (A, 3 + m)-Einstein generalizadas.

Corolario 2.1. Se (M3, g, f) é uma variedade (\,3+m)-Einstein generalizada compacta
com bordo conexo tal que LR > 0 e curvatura escalar positiva. Entdo OM € difeomorfa

a uma esfera S*.

Demonstragio. Fazendo n = 3 no Teorema [2.1] e levando em conta que o bordo de M™ é

conexo, temos que

/ (3R, — R)dS > 0 = / R,dS> [ Rds. (2.19)
oM oM oM
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Pelo Teorema de Gauss-Bonnet, tem-se

K.dS = 2mx(0M).

oM

Agora, usando o fato de que R, = 2K, obtemos

3R, dS = 121y (OM). (2.20)

oM

Substituindo (2.20)) em (2.19)), segue que

127X (OM) > RdS > 0.
oM

Portanto, M é difeomorfo a uma esfera S?. O

Observamos que em [3], foi mostrado que o bordo 0M de uma variedade estatica
tridimensional com bordo conexo e curvatura escalar positiva deve ser a 2-esfera cuja a
area satisfaz a desigualdade |OM| < 4w. Mais ainda, a igualdade vale se, e somente se,
M™ é um hemisfério. Motivado por esse resultado e suas extensoes naturais em dimensoes
superiores, temos um similar resultado para variedades (A, n + m)-Einstein generalizadas

com n > 2.

Teorema 2.2. Seja (M™, g, f) uma variedade (X, n+m)-Einstein generalizada, compacta,

__ R __
com bordo, tal que, Lv;R > 0, inf R, > 0 e Ric > Vlg@M, onde Ric ¢ o tensor de
n

Ricci sobre OM e R, € a curvatura escalar sobre OM . Entao,

[OM[*(inf R) < n(n — 1wy, (2.21)

onde o = 1 Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, M™ € isométrica a um

hemisfério de S™(c).

Demonstragdo. Notemos que o valor minimo do conjunto dado por {ﬁl/c(u, w); u € TM™ |u|l =

1} = (n —2)4 é atingido para algum ¢ > 0. Entao temos que
Ric > (n — 2)6.
Pelo teorema de Bonnet-Myers, tem-se

diam(0M) <

5

E pelo teorema de Bishop-Gromov

BaM
Ve

<

n—1
Sgé
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onde g5 = ggcan, em que, gean ¢ a métrica canonica de S*~1. Como temos que
< |B%M
oM] < [BY(p)
para todo p € OM, concluimos que
oM| < [Sp! (2.22)

Além disso como g5 = =gean, temos que

o

det(gs) = (;)n_l det(gean)-

Dal,

n—1

(;) N det(gean)-

Levando em consideracao a definicao de volume, temos ao integrar a ultima igualdade

det(gs)

sobre a esfera

2

1y 2 o112 1 2
Vol(Sp=h)m=1 = [Si-1 a1 = 5(wn_l)n—l, (2.23)
onde w,_; denota o volume da esfera unitaria S"~*. De ([2.22) e (2.23) tem-se que

OM| < 67 Tw,_1. (2.24)

Observe que existe v unitdrio tal que ﬁi/c(l/, v) = (n —2)d, como por hipétese,

Ric > 0
n—1
tem-se que
R
5> 1 : 2.2
“o- D2 229
Por outro lado, como %y ;R > 0, do Teorema [2.1], temos
/ i\ Ric 2dv < / Ric (Vf,v)dsS. (2.26)
Mmm oM
Afirmacgao 2.1.
o 1 -2
/ L) Rie 2w < f/ R |Vflds - / R|V f|dS. (2.27)
Mn 2 Jom oM
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De fato, notemos que

R
Ric(Vf,v) = —|V f](Ric(u, V) — n)
e pela equacao de Gauss
i R R,
Ric(v,v) = 3" 5
Dai,
° R R, R
Rie (Vf,0) = —IVf(5 -5 - )
R, n-2
= VI -SRIV
De (2.27) e ([2.25), segue que
1nf3M R
6>
n(n—1)
Assim, de (2.24) e (2.28), obtemos
. f _n—1
OM)| < (m 8MR> " s
n(n —1)
ou melhor ( 0
n(n — @
M<|—7F _
o] < (=3 wna
2
onde o = —7 Portanto,

OM|*inf R < n(n — 1)wy_;.
oM

7

(2.28)

Observe que a igualdade vale se, e somente se, M" é uma variedade Einstein. Em parti-

cular, pela Proposicao concluimos que a igualdade se mantém se, e somente se, M™ é

isométrica ao hemisfério de S"(c).

]

No contexto de bordo desconexo, o proximo teorema fornece um resultado de

classificagdo para variedades (A, 3 + m)-Einstein com curvatura Ricci ndo negativa. No

entanto, antes de demonstra-lo, demonstraremos 3 lemas que servirdo como ferramentas

para que resultado seja obtido.

Lema 2.4. Seja (M™,g) uma variedade (\,n + m)-FEinstein. Entao:

(1) JAIV I = [V 12 = Rie(V 1, V1) + 2V PAf.

2) ;VR _ mﬂ;l Ric(Vf) + TZ(R ~ (- DAV
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2_m+n_1(R—nA)<R— n(n —1) )\)

mn m+n—1
Demonstracao. Vamos provar o item . Pela equagao (1.22)), temos que

1 m+ 2 m—1| e
~AR — — R=——|Ri
(3) 5 - Vyy p- ‘ ic

1
FAIVIE = 2(div V2 )(V]) + [V = Rie(V, Vf) = (V[ VAS). (2.29)
Tomando a divergéncia em (2.2)), temos
1
div(Ric) + div(V?f) — — div(df @ df) = 0.
m
De (1.12)), temos que div(df @ df) = V2f(Vf) + AfV f. Portanto,
1 1
div Ric + div V2 f — EAfW - %vaf =0, (2.30)
onde Vg,V [ é equivalente a V2 f(V f). Entao
o R 2 2
2divRic+2divV f — —=AfVf - —Vy;Vf=0.
m m
Sendo assim,

2 2
2divVif = —2divRic+%Afdf+%vaVf

= —VR+ ;Afdf + ;vaVf.
Logo,
2div VAf(Vf) = —(VR,Vf) + iAf|Vf|2 + iv%(w, V). (2.31)
Tomando o traco em , ficamos com
R+Af— ;|Vf|2 = \n. (2.32)
Tomando a derivada covariante de , obtemos
VR+VAf—;V\VfF:VRJrVAf—;VWVf:O. (2.33)
Aplicando estas igualdades em

Adiv VAFVF) = (VAL VS~ VIV V) + 2 |VIP+ 2V V)
= (VASVS) — (Ve/VE V) + S AfVIP 4 2V V)

= (VALVS) + SAfVSP
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Pela equacgao ([2.29)), segue que

SAIVSE = (VALYS) + S AfIVP + VAP~ Rie(VA,Vf) ~ (V£ VAf)

= [V~ Ric(VA, V) + SIVIPAS

O que demonstra o item Para o item (2)), usando as equagdes (L.16), (2.30), (1.17)),
(2.33), tem-se que

VR = 2divRic
2 2
= 2divV2f + —AfVf+ Vg,V
m m
2 2
= “2Ric(Vf) —2VAS + ~AfVf+ ~ Ve,V f

2 2 2
= —2Ric(Vf)+2VR - —VI|Vf?+ =AfVf+ =Vg;VSf.
m m m

Observe que, V|V f|> = 2V, V [, entdo
. 2 2

VR =2Ric(Vf) — EAfo + EVWVf. (2.34)

De , temos que
1

Ric(Vf) + V2 (V) — E!Vf\QVf = AV/.

Entao
1
Vv Vf=AVf+ E|Vf]2Vf — Ric(VY).

Logo, .
Vo,V = </\ + m|Vf|2>Vf — Ric(Vf).
Portanto, substituindo e usando a equacao (2.34)), temos o item

;VR _ Ric(Vf)+1</\+1|Vf|2>Vf—Ric(vf)—1(—R+1|Vf|2+)\n)Vf
m m m m m

— mn:1 Ric(Vf) + ;(R — (n—1A)VS. (2.35)

Finalmente, para o item , tomando o divergente da equagao acima, obtemos que

m—1

;AR _ div(Ric(V f)) + ;div((R ~(n— DAV, (2.36)
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Pela equagao ([2.35)), temos que

m—1_. 1 1

P Rie(VS, V) = ——(R— (n= DAV V) + S (VRVS).  (237)

Por (|1.10)), segue que

div(Ric(Vf)) = (divRic, Vf) + tr(RicoV?f)
- ;NR, V) + tr (Rico(ﬂlﬂbdf @ df + Ag — Ric)>

= ;WR, V) + ;Ric(v £, Vf) + tr(Rico(Ag — Ric))

1 1 1 ,
= Ywrvp s L (bwrvn - Le- oo oniwe)
+ tr(Ric o(Ag — Ric)). (2.38)

Onde a ultima equacao vem da equagao (2.37). Por (1.11)), obtemos

div((R — (n — DAV F) = (R — (n — DAAS + (VR, V £). (2.39)

Substituindo as equagoes (2.38) e (2.39)) na equagao (2.36]), inferimos que

1 m—1 1 /1 1

§AR = W<VR7VJC> +m(2<VR,Vf> —%(R— (”—1)>\)|Vf|2>
- L ir(Rico(A\g — Ric)) + ;(R _(n— NAS 4+ ;WR, v

= mQ:;L2<VR, V) + m 1 tr(Rico(Ag — Ric))

(R (=)A= V).

Pela equacao ([2.32), segue que

1 m + 2 m—1

tr(Rico(Ag — Ric)) — ;L(R —An)(R—(n—1)\).

Sejam {\;}, os autovalores da curvatura de Ricci, obtemos

tr(Rico(Ag — Ric)) = D> AA=D> N
i=1 i=1

n

=1
— AR — | Ric|?

R |2 R?
— MR- |Ric——tg| — =
n n

o |2 R
_ —’Ric +R<>\—).

n
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Portanto,
1 m+ 2 m+n—1 n(n —1)
AR — —— = ——(R—n\ -
2 h 2m Vorht mn (f—n )(R m+n—1 >
_ o |2
—ml’Ric (2.40)
m
O

Lema 2.5. Seja (M™,g) uma variedade (\,n + m)-Finstein com m > 1,

a) Se A >0 e M™ é compacta entao a curvatura escalar é limitada inferiormente por

R> n(n—l))\'
“m4+n-—-1

b) Se A <0 e a curvatura escalar é constante, entdo

— 1A
nx< B < M= DA
m+n—1
Demonstragio. Comegaremos com a demonstracao do item @, como M"™ é compacta,
aplicando equagao (2.40)) a um ponto minimo de R. Assim, como AR, > 0e V Ry, =0,

a expressao do item do Lema ¢ nao-negativa, entao

—1 —1 m—1 12
_w(Rmin - TL)\) (Rmin - n(”))\) Z ’ RIC—*Rg Z 0.
mn m+n—1 m n
Note que,
m+n—1
- <0
mn
. < n(n —1) )
e estamos em uma inequacao do segundo grau, onde temos n\ e ﬁ)\ como raizes.
m+n—

Como A < 0, temos que

n/\ZRminzm.
m+n—1

Como estamos aplicando em um ponto minimo de R, temos que

R> n(n—1)A

“m4+n-—1

Para o item |E[), como R é constante a equagao ([2.40) do lema é nula, entao

-1 -1 -1 12
AR LR (R _nn=l) )\) - ‘Ric—Rg > 0.
mn m+n—1 m n
: - n(n —1)
Novamente estamos em uma inequagao do segundo grau, onde temos n\ e A

m+n—1
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como raizes. Como A < 0, entao

n(n —1) \

Re |n\, —————
m+n—1

]

Lema 2.6. Seja (M™,g) uma variedade (A, n + m)-FEinstein com m > 1 e curvatura

escalar constante, entao

1
m—1

Ric(Vf) = — (R—(n—1)A\)V/.

Demonstragio. Da equagao ([2.35)), temos que
1 m—1 1
= = —Ri —(R—(n—-1 . 2.41
QVR p- Ric(Vf) + m(R (n—1DANVf (2.41)

Como R é constante e m > 1, segue que

Ric(Vf) =~ (R~ (n— DAV,

O

As proximas definigoes servem para um melhor entendimento, da demonstracao do

resultado que queremos obter, maiores detalhes podem ser vistos em [12].

Definigao 2.6. Sejam (M™,g) uma variedade Riemanniana de dimensao n, com bordo
suave e L e A, dois nimeros reais. Dizemos que M" é de classe (L, A) se Ric > (n—1)L
e tr(S,) < (n—1)A, para todo campo vetorial normal interno unitdirio n de OM, onde S,

¢ a sequnda forma fundamental de OM com respeito a 7).

Definicao 2.7. Seja f a solugdo da equagdo:

f"+ Lf=0com f(0)=0 ¢ f'(0) =1.
Seja h a solugdo da equagdo:

"+ Lh =0 com h(0) =1 e h'(0) = A.
Definimos os conjuntos

Ci(L,A) =inf{t:t >0 e h(t) =0}

Co(L,A) =inf{t:¢t >0 eh'(t) =0}.
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Se h > 0 em [0,00), temos Cy(L,\) = +00 e para b’ > 0 em [0,00) temos, Cao(L,A) =
+00.
Definigao 2.8. Dadas duas variedades Riemannianas (B, gg) e (F,gr) e uma fungdo

positiva u € C*°(B) uma métrica produto warped em B x F ¢é definida por

g =gp+u’gr.

A wvariedade produto com tal métrica serd denotada por M = B x, F e a funcio u €

denominada funcao warping.
Agora podemos provar o seguinte resultado de classificacao.

Teorema 2.3. Seja (M3, g) uma variedade do tipo (\,3 + m)-Einstein compacta com
m > 1, curvatura escalar constante, curvatura Ricci nao negativa e bordo desconexo.

Entdao M3 é isométrica a um cilindro S* x [0, a.

Demonstracao. Primeiro vamos mostrar que os componentes conexos do bordo sao duas

esferas topolégicas. De fato, pelo lema [2.6] temos que

1

Ric(V/) = = [R ~ (n = DN(V/). (2.42)
Assim,
Ric (V/) = ———[R— (n—DN(V/) = (V)
m—1 n
O
- [ - Gy e
= :— (m—R1)n("+m_ 1) + ;illA](Vf).
Dai, para n = 3 e levando em conta que o campo externo ao bordo é v = _N;I’ tem -se
Ric (vv) = —30:11)(2+m)+m2i1
“ ()

24+m ( 6 )
R— )
3(1 —m) 2+m
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entao, temos que

Ric (vv)=

2+m < 6 )7 (2.43)

31—-m)\" 2+m

ao longo do bordo. Como M? é compacta, a partir do Teorema 4.1 de [I0], temos que,
A > 0 e portanto, do lema segue que

B> n(n —1) )= 6

= A > 0.
“m+n-—1 m—+ 2

Assim, voltando para o problema ([2.43)), temos

Ric (v,v) =

<0, (2.44)

2+m < 6\

3(1—m) _m+2+R)

ao longo do bordo. Agora por ([2.44) temos,
v R R
Ric (v,v) = Ric(v,v) — gg(y, v) = Ric(v,v) — 3 <0.
Dali,

Ric(v,v)

IN
el x

(2.45)
Agora, pela equacao de Gauss,
R — 2Ric(v,v) = RS
Entao
R — R =2Ric(v,v,) = Ric(v,v) =
=

=

Além disso,
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Pois, basta usar (2.44) e que
. ° R
Ric(v,v) = Ric (v,v) + 3

Portanto, OM,, possui curvatura gaussiana constante e positiva. Entao dM,, é isométrica
a uma esfera. Agora usando a hipé6tese de que Ric > 0, pelo Teorema B de [12], que diz
que seja (M", g) uma variedade Riemanniana conexa de classe (L, A), suponha que OM

é desconexa e tem uma componente conexa I'y. Entao:
(1) Se L=0e A =0, M" é isométrica ao produto [0,a] x I';.

(2) Se L >0,entao A >0e
min d(I', ;) < 2Cy(L, A),
2<;

onde {I';};—12.., sdo componentes conexas de dM. Mais ainda se

min(Fl, Fj) = 202(L,A),

2<;
entdo M™ ¢é isométrico ao produto warped [0,2C5(L, A)] x;, I'y.

No nosso caso, A = 0, pois M é totalmente geodésico. Concluimos que a fronteira
tem exatamente duas componentes conexas. Portanto, (M3, g) ¢ isométrica ao cilindro

(S? x [0,al, go), onde gy é a métrica produto. O

Usando a formula de Gauss-Bonnet-Chern temos uma estimativa da caracteristica

de Euler do bordo de uma variedade (\, 5 + m)-Einstein generalizada.

Teorema 2.4. Seja (M?®, g, f) uma variedade (\,5 + m)-Einstein generalizada, coneza,

com bordo OM, ZvsR > 0 e mingys R > 0. Suponha também que OM ¢é Einstein, entdo
8W2x(8ﬂl)>>4§—(InHLR)ﬂ8A4|
~ 200\ om ’

onde vale a igualdade se, e somente se, M® ¢é isométrica ao hemisfério de S°(c).

Demonstragcao. Pelo Teorema |2.1] segue que
/ 5R, + R(2— 5)dS > 0,
oM

logo,

W“mwzﬁ‘ms: RdS>> [ Rds
oM oM oM 5 Jom

3
N / R,dS > 2 min R|OM|,
oM 5 oM
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isto é, ;

wmin ROM| < [ R,ds.

5 oM oM

Dali,

3 ) 2 2
(5 rgﬂl}lmam) < ( /| R,YdS) . (2.46)

Pela desigualdade de Schwarz, temos que
? 2
R dS) < / RZdS|0OM|. 2.47
( om ! = Jom 7 oM (247)

De (2:46) e 247), tem -se

9/ . \? )
25<%1R) om| < [ Ras. (2.48)

Lembrando que a férmula de Gauss-Bonnet-Chern é dado por

1

1 1 0
2 _ 2 250+ C2
872\ (M) = 4/6M|W7| as + 5 /BMRA/dS 2/BM| Ric,, [2dS.

Concluimos que,

1
872y (OM) > — R2dS.
mx(OM) = 24 Jom 7

Pois, OM é Einstein e
/ W, |2dS > 0.
oM
Por , segue que )
82y (M) > 214295(% R) JoM],
entao

3 2
2 s .
8rx(OM) > 500 <rgﬁlR> |OM].
Note que a igualdade ocorre se, e somente se, a seguinte igualdade é valida,

5R R(2—-5)dS = 0.
| 5+ R2=5)

E pelo Teorema a igualdade é valida se, e somente se, M® ¢ isométrica ao hemisfério
de S5(c). O
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2.3 Algumas Desigualdades Integrais

Nesta secao, trabalharemos com algumas desigualdades integrais, consideraremos

a funcao
m—1DA—R
p= =
m—1
sobre M™ e o tensor
P = Ric—pg.

O objetivo é obter uma nova caracterizacao para o hemisfério.

Teorema 2.5. Seja (M", g, ) uma variedade (A, n+ m)-Einstein generalizada compacta

com bordo m > 1, entdo

(n

/ CFR (P (p— A)dV + n:w /Mn VA VAV < 0.

Em particular, supondo que M"™ tem bordo conexo, a igualdade ocorre se, e somente se,
M™ ¢é isométrica ao hemisfério de S"(c).

Demonstragcao. Tomando a divergéncia em

f

VQf - E(R‘lc _)\g)a

pela equacao (|1.17)), temos

VAS + Rie(Vf) = ;[div( FRic) — div(fAg)]

1
= Ric(Vf) + fZR —AVf—fVA
_ Ric(Vf) . fVR _ AV f _ fVA
N m 2m m m
Assim,
i A A
Ric(Vf) — RicV/ + VAf + SVA_JVE + VI _ 0.
m m 2m m
Portanto,
-1 A A R
Ric(Vf)(m> cvap4 YA ANV JVR (2.49)
m m m 2m
Como
V2f = i(Ric —\g),
m
temos que

Af=L(r- ).

m
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Consequentemente,

VAf:;V(fR—/\fn) :n(fVRvLRVf—n()\VerfV)\))
VR RVf =n
" m TTm o m

(AVf) — % FVA.

Sendo assim, substituindo a tltima expressao em ([2.49)), obtemos:

Rie(V ) (™ 1) TE ALY . CAVF - S fUA+

m m m m 2m

Logo,

Ric(Vf)<mn;1) JIVECRVE 1o (20 gy

2m m m m

Multiplicando os dois membros por T temos que

Ric(Vf) +

2(m —1) m—1 m—1

Dai,

Ric(Vf) + 2(5_31) + mv_fl(R+ (1= )\ +

(I-n)
m—1

FVN=0.

Segue que

(n—1DA—R
1

n)
1

Ric(Vf)—Vf( )+2<1 rvrs BT rgn 2o

m—1) m —
Portanto,

PV + gt - TR

0,

pois

P = Ric—pg

(n—1DA—R

m—1

Em particular P(V f) = 0 ao longo do bordo, uma vez que f = 0 sobre 0M.
Note que,

PV = (m+1)f"P(V]).

fVA AVSJVER

fVR+ml_1RVf+ U=n)\gr L= gy

38

0.

(2.50)

(2.51)
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De fato,

mn—DA—R

PV = Rie(vm) - (2

)@
(n—1)A—R
m—1

= (m+ D" Ric(VS) — (m+ |

= (s Riew ) - [(U 2 o)
— (m+ DS"PV).

)|

Portanto,

div(f"'P) = f"div(P) + P(V ™)

L emtl . ((n=DA-R
= f d1v<R1c (m—l

)g) + (m+ 1) f"P(Vf)

- <V2R — ?fff VR) +(m+1)f"P(Vf)
-/ mH(@(l ?Y)R N (nn: i)1w> +(m+1)f"P(Vf)
Pela equagio ([2.50), temos que
fVE _ _ (n—1)fVA
-1y - TV T

O que implica,

div(f™H1P) = fm<(n—1)7(nm_—|—11)fV)\_(n;ll_)J;V/\_

+(m+1)f"P(Vf)
_ fm<(n —1)mfVA

(m+1P(V)))

m—1
m—1 '
Sendo assim,
diV(fm+1P) _ fm—i—l <V)\(n - 1)m) )
m—1

) = (m+ DI"P(VL) + (m+ 1" P(V)

89

(2.52)

Relembremos que, para 7" um (1, 2)-tensor simétrico e X um campo de vetores, temos



CAPITULO 2. VARIEDADES (X, n + m)-EINSTEIN GENELALIZADAS 90

que
n

(div(T))(X) = div(T'(X)) = Y _T(E;, Vg, X).
i=1
Logo, para T = f™"P e X = Vf, ficamos com
div(f™P)(Vf) = div(f™ P(V[)) = f"THP,Vf).
Entao, integrando, obtemos
/ div( fP(V)dV = /Mn div(f™ 1 P)(V f)dV + /Mn [P VA, (2.53)
Temos que P(V f) =0 ao longo bordo, o teorema da divergéncia implica que
[ APV DY = [ PV, v)s = o,
onde v é um vetor unitario com orientacao externa sobre 0M. Portanto, por , temos

[ RNV 4 [ div(f PV v =0
Mr A

Agora, por (2.52), inferimos que:

/Mn NP V)V + ("m__1>m /Mn fMHHVA, V)V = 0. (2.54)
Por outro lado,
o o 2
v ={ b2y g2 g I
n n

Note que P = Ric. De fato, observe que tr(P) = R — np. Dai, por defini¢ao

0 tr(P
B p_ul®)

(R ;nﬂ)g

= Ric—pg —
_ R
= Ric—pg——g+pg

= Ric —Eg — Ric . (2.55)
n
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Sendo assim, pela equacao (2.6, temos:

(P,V%f) = <13+R_npg,f Roz'c—i-f(R_)m)g>
m m

Logo,

P2y = (1P P+ ()

Perceba que

o o o R—n R—n

R_np<g,P>+<

B 2 tr(P)* N tr(P)Qn

R —np

) 199

2
= 1P n n?
— ’P’Z tI“(P)Z
n
Entao,
tr(P)?
| P |2 ’P|2 (n )
Portanto,
o —nA
v = (1BP+uE)(f) ]
n m
2 _
~ (1Pr- () +o(P)( A”))f
m
Note que

91

(2.56)
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De fato, temos que

R — n)\> —R?+2pnR — p*n? + R? — Rn\ — Rpn + pn?\
n
= 2pR — p’n— R\ — Rp+ pnA

= (BR—pn)(p—A) =tx(P)(p—A).
Sendo assim,

(P.V2f) = (1P + (P)(p— X)L

Da equagao ([2.54) e da equagao anterior, temos que

Ly = bm

m m —

[ PR+ (P) (o = ) [ ARV =0,

ou seja,

Fr+2ee(P)(p — N)dV + W /Mn FYUVA, VAV < 0.

M™ m

A igualdade ocorre se, e somente se, |P|> = 0 < Ric = pg & M" ¢ Einstein. Segue da
proposicao que M™ é isométrica ao hemisfério de S™(c). O

A seguir, usando as propriedades do bordo de uma variedade (A, n + m)-Einstein

generalizada com m > 1, obtemos o seguinte resultado de rigidez.

Teorema 2.6. Seja (M", g, f) uma variedade (X, n+m)-FEinstein generalizada compacta

com m > 1. Suponha que Ly ;R > 0. Entao

/ tr(P)dS > 0.
oM

Em particular, supondo que M"™ tem bordo conexo, a igualdade ocorre se, e somente se,

M™ é isométrica ao hemisfério de S"(c).

Demonstragio. Pela equacao (2.50)), temos
P(Vf) = (Ric—pg)(V[f) =0 (2.57)

ao longo do bordo. Temos que v = ¢ um campo vetorial unitario com orientacao

|V
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externa em 0M. Entao, pela equacao (2.55)), temos

Ric (v,v) = ﬁ’(y, V)

tr(P
= P(vv)— 1(P)
n
_ tr(P)
= —
Pela equacao de Gauss
RCY
Ri =— -
ic(v, v) 5
sendo assim,
o (n—2) RS
R = R——
ic (v,v) o 5

Agora, pela equagao ([2.58), tem - se que

tr(P) (n—2)R RS
n 2n 27

ou seja,

tr(P) = — R+

Portanto, pelo Teorema [2.1

tr(P)dS > 0.
oM

93

(2.58)

Além disso, supondo que M" tem bordo conexo, pelo Teorema [2.1] a igualdade ocorre se,

e somente se, M" é isométrica ao hemisfério de S"(c).

Observacgao 2.8. Se \ for constante, temos que

___
De fato, como \ é constante, pela , temos que
fVR
——+ P =0.
Portanto,
P(VLVf) = (VR

2(m —1)

]
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Observacgao 2.9. Em uma variedade (A, n + m)-Einstein compacta e com curvatura es-

calar constante, tem-se que tr(P) > 0. Na verdade esta desiqualdade é equivelente a dizer

que
Rzn(n—l)/\.
m+n—1
De fato,
1))\ —
tr(P) = R_unzo
m—1
o (m—l)R—(n—l)An—i—anO
m—1
< Rm—14n)—(n—1)An>0
< R(m—14n)>(n—1)An
o Rzn(n—l))\‘
m+n—1

O préximo resultado estende uma desigualdade anterior obtida em [I] no caso sem
bordo.

Teorema 2.7. Seja (M", g, f) uma variedade (A, n+m)-FEinstein generalizada compacta

e com bordo conexo. Se

(n—1)

/Mn Ric(Vf, Vf)dV > / (Af?aV,

entao M™ é isométrica ao hemisfério de S"(c).

Demonstragao. Lembramos que a féormula de Bochner é dada por
SAIVIP = Rie(VS, V1) + (VAL S) + [V
Logo,
;/Mn AV 2V = /Mn Ric(V £,V f)dV + /Mn(VAf, V)V + /Mn IV2f2dV. (2.59)

Pelo Teorema da divergéncia, temos que

1 1
~ [ ARV = - / AfJ? 2.
> /Mn ViV =3 [ w.IAfPas, (2.60)
Vi, . : _
onde v = _W é um vetor unitario com orientacao externa sobre dM. Temos que
o A 2 o A o A
vip=| v re S = @ e Sy Sl

= |V02f|2+(Anf)2.
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Entao

95

; 1
/Mn V2 f2dV = /Mn | v? f|2dV+E/Mn(Af)2dV. (2.61)

Substituindo (2.60)) e (2.59) em ([2.58]), segue que

1

1
[ @prav+ [ (VAL VSV,

Fazendo T'= (Af)g e X = V f na identidade de Pohozaev - Schoen, tem - se que

/ (VAF V)V = —= <Afg,$vfg>dv+/ (AfVf,v)dS.
M oM

2 Jyun

Agora, note que Ly g = 2V2f. De fato,

Lyrg(Ei, B;) = (Ve V[ E;)+ (Vg V[ E)
= fvfg = 2V2f

Sendo assim,

5/8M<u,vwf\2>czs = /Mn Ric(Vf, Vf)dVJr/Mn | V2 fPav (2.62)

/MHNA £V )V = — /Mn(A £V + /B A0S, (2.63)

De (2.62) e (2.63), temos que

1 ° 1
S wVIViRds = [ Rie(VAVHa+ [ 1V fRav e [ apav

_/ n(Af)ng+/9MAf<Vf,u>dS.

Portanto,

/Mn V2 fPAV = —(/Mn Ric(V f, V f)dV — (”;1) /Mn(Af)QdV)

]‘ 2
_/aMAf(w,wdm5/8M<y,vwf| \dS.

Por hipotese, temos que

n—1

| @arpav.

n

/Mn Ric(Vf, Vf)dV >
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entao

/ | V2 f]2dV <0, (2.64)
M’n

onde usamos que V2f = 0 e |V f| é constante no OM. Dai, V? f = 0. Usando a equacio
(2.6) concluimos que (M",g) é Einstein. Da proposicao segue que M" é isométrica
ao hemisfério de S™(c). O



Conclusao

Nesta dissertacao abordamos as variedades (A, n +m)-Einstein generalizadas com-
pactas com bordo nao vazio. Estendendo alguns resultados conhecidos sobre variedades
estaticas para as variedades (A, n + m)-Einstein.

Primeiramente, apresentamos conceitos e demonstramos alguns resultados classicos
da Geometria Riemanniana e da Anélise Geométrica, tais como: variedades e métricas
Riemannianas, Conexao de Levi-Civita, tensor curvatura, segunda forma fundamental,
curvatura de Ricci, Teorema de Gauss-Bonnet, Teorema da Divergéncia, Teorema de
Comparagao de Volume, visando demonstrar os principais resultados deste trabalho.

Posteriormente, apresentamos a definicdo de uma variedade (A, n + m)-Einstein
generalizada, assim como alguns exemplos destas variedades, além de demonstrarmos que
uma variedade (A, n + m)-Einstein é um caso particular de uma variedade (A, n + m)-
Einstein generalizada. Também abordamos algumas estimativas de area e realizamos
uma classificagao topologica do seu bordo, consequentemente obtemos uma caracterizagao
sobre o hemisfério de S™.

Finalmente, lidamos com algumas desigualdades integrais nas variedades (A, n+m)-
Einstein, definindo uma funcdo sobre M™ e um novo tensor, obtendo assim, uma nova
caracterizagao para o hemisfério de S™.

Os resultados vistos nesta dissertacao podem ser utilizados em outros contextos,
como nas variedades quasi-Einstein e nas m-quasi-Einstein generalizadas, como podem

ser visto em [5] e em [I], respectivamente.
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