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RESUMO

O trabalho presente visa, a partir de textos cientificos ja fundamentados, enun-
ciar e demonstrar um dos principais teoremas da anélise funcional, ramo da anélise
matematica, a saber o Teorema de Banach-Steinhaus. Esse teorema também é co-
nhecido na literatura como o Principio da Limitacao Uniforme, e tem como principal
caracteristica garantir condicao de uniformidade sobre uma certa classe de fungoes.
De forma mais especifica, ao considerar uma familia de operadores lineares continuos,
limitados pontualmente, no ambiente dos espacos de Banach, esta limitacao se torna
uniforme.

Palavras-chave: Teorema de Banach-Steinhaus; Teorema de Baire; Espacos de
Banach; Operadores lineares continuos.



ABSTRACT

The objective of this study is to state and demonstrate, with the assistance of
already established mathematical literature, one of the main theorems in functional
analysis -a branch of mathematical analysis- namely the Banach-Steinhaus Theorem.
This theorem is also commonly referred as the Uniform Boundedness Principle, and
its main trait is to ensure a condition of uniformity over a certain class of functions.
More specifically, when considering a family of continuous linear operators that are
pointwise bounded within the setting of Banach spaces, this pointwise boundedness
becomes uniform.

Keywords: Banach-Steinhaus Theorem; Baire’s Theorem; Banach Spaces; Con-
tinuous linear operators.
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INTRODUCAO

A Analise Funcional surgiu em meados do século XX, partindo por exemplo da
necessidade de se estudar espagos vetoriais (com dimensao infinita), em particu-
lar de espagos de Banach, e de como fungoes lineares interagem com as estruturas
desses espacos. O termo “espaco de Banach” refere ao matematico polonés Stefan-
Banach (1892, 1945), um dos pioneiros da Andlise Funcional. Como exemplo de sua
importancia, temos o fato de que os axiomas de norma, uma das principais estru-
turas dos espacos estudados, foram apresentadas por Banach em sua tese “Sur les
opérations dans les ensembles abstraits et leur application aux équations intégrales”
em 1922 e sao utilizados até o presente momento.

A Anélise Funcional possui um conjunto de propriedades que permite aplicagoes
nas demais areas da Matematica, sendo um grande exemplo disso o estudo de
equagoes diferenciais parciais (EDP). Vale mencionar que as equagoes diferenci-
ais sao fundamentais na atualidade, ao fornecer descrigoes de fenomenos biolégicos,
quimicos ou fisicos, como a propagacao de calor e de ondas e o eletromagnetismo.
Também descreve fenomenos probabilisticos e financeiros, como a EDP do modelo
de Black-Scholes, que mede a evolucao da precificacao de ativos nao direcionais,
fornecendo uma estimativa tedrica dos precos. A ligacao entre as duas areas é tao
intensa que alguns pesquisadores buscam “reduzir” problemas de equacoes diferen-
ciais a problemas de andlise funcional, como Haim Brézis em seu livro Functional
analysis, Sobolev spaces and partial differential equations [3].

A literatura costuma referenciar o Teorema de Banach-Steinhaus, principal te-
orema desse trabalho, como um dos resultados fundamentais da Analise Funcional.
Esse teorema também é conhecido como o Principio da Limitagao Uniforme, sendo
provado no artigo escrito pelos matematicos Stefan-Banach e Hugo Steinhaus (1887-
1972) com o titulo de “Sur le principe de la condensation de singularités”, publicado
na revista Fundamenta Mathematicae em 1927.

O Teorema de Banach-Steinhaus trata do controle uniforme partindo de hipéteses
do controle pontual. De maneira mais especifica, o teorema afirma que a limitacao
pontual de uma familia de operadores lineares e continuos implica na limitagao
uniforme relativa a norma de todos os operadores da familia.

O fluxograma abaixo mostra as estapas deste trabalho.
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De forma mais detalhada, no Capitulo 1 apresentamos objetos mais gerais, cuja
familiaridade com os mesmos nos permite definir os principais objetos do texto,
como por exemplo espagos normados, topologia e espacos de Banach.

No Capitulo 2, abordamos o conceito de operadores lineares continuos, a de-

monstracao do Teorema de Banach-Steinhaus e algumas consequéncias (aplicagoes).



1. ESPACO VETORIAL NORMADO

Neste capitulo, apresentaremos algumas defini¢oes e conceitos primordiais para
os capitulos posteriores. Este capitulo esta dividido em trés se¢oes. A Secao 1.1
consiste da definicao de espagos normados e alguns exemplos. Na Secao 1.2, se
faz presente alguns elementos como conjunto aberto, fechado e compacto, que sao
essenciais no estudo de topologia, seguido de alguns resultados elementares. Por
fim, na Secdo 1.3, é apresentado o conceito de espago completo (ou Banach), que
consiste do “ambiente” em que é estabelecido o resultado principal deste trabalho,
o Teorema de Banach-Steinhaus.

1.1 Definicoes e exemplos

Definigao 1.1.1 (Espago vetorial). Seja V' um conjunto ndo vazio. Dizemos que V
¢ um espago vetorial sobre K (K =R ou K = C) se for munido de duas operagoes
+: VxV =V (adigio) e - : V x K = V' (multiplicagio por um escalar) que

satisfazem:
1. (Comutatividade) w +v = v + u, Yu,v € V;
2. (Associatividade) u+ (v +w) = (u +v) + w, Yu,v,w € V;

3. (Ezisténcia do elemento nulo) existe um elemento 0 € V' tal que

u+0=u,VueV;

4. (Ezisténcia do inverso aditivo) para cada u € V existe v € V' tal que
u+v=0.

Neste caso, o elemento v € denotado por —u;
5. (Associatividade) o - (B - u) = (a- ) -u, Vo, e K eVu e V;
6. (Elemento identidade da multiplicagcao por escalar) 1-u = u, Yu € V;

7. (Distributividade em relagio a adi¢ao de vetores) a - (u+v) = a-u+ a - v,
Va e K eVu,v eV,

8. (Distributividade em relagao & adi¢ao no corpo)(a+ B) -u = a-u+ f - u,
Vo, e K eVu eV,

Observacao 1.1.2. Ao longo deste trabalho, K denotard o conjunto dos nimeros
reais R ou dos niumeros complexos C. Além disso, ao considerar um espaco vetorial

sobre K, diremos simplesmente espago vetorial, a menos que seja necessario.
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Observacao 1.1.3. Os elementos de um espago vetorial V sao chamados de vetores.
Também vale ressaltar que em uma multiplicacao de um vetor w € V' por um escalar

a € K, por simplicidade, denotaremos a - u por au.

Observacao 1.1.4. E importante destacar que as operacoes + : V. xV — V e
VXK =V deixam subentendido que para V' ser um espacgo vetorial sobre K é
necessdario que os elementos u+v e au sejam vetores de V', para quaisquer u,v € V.
eac K.

A seguir, apresentaremos um exemplo classico de espaco vetorial.

Exemplo 1.1.5 (Espaco euclidiano). O espa¢o euclidiano R™ definido da sequinte
forma
R" :={z = (z1,...,2,) : 21,..., 7, € R}

¢ um espago vetorial real (sobre o corpo R), com as sequintes operagoes
r+y=(r14+vy,...,on+y,) e ar=(ary,...,azr,), Vr,yeR"eVacR.

Claramente, x +y e ax sao vetores de R™. A sequir, vamos verificar os itens da
Defini¢ao 1.1.1. Dados x = (x1,...,2,),y = (Y1, Yn)s 2 = (21,...,2,) € R" e
a, B € R, note que

Laty=@i+y,. T+ yn) = +21,... .00 +2,) =y + 33

2. x4+ (y+z2)=(v1,...,20) + (W1 + 21, -, Yn + 2n)

=(@1+ W +2) - Tt (Yo + 20))
=((z1+y1) + 21, s (@ + Yn) + 20)
=1+, Tn+Yn) + (21,5 20)

= (z+y)+ 2

3. x0+0=(x14+0,...,2, +0) = (21,...,2,) = x;

4. x4+ (—x) = (r1+ (—21), ..., xn + (—2,)) = (0,0,...,0) = 0;

5. a(fr) = a(Bry,...,LBx,) = (a(Bz1),...,a(Bz,))
= ((af)xq, ..., (aB)x,) = (afb) (1, ..., x,)
= (af)z;

6. 1z = (11’1,...711'71) - (5(11,...,3371) =

7. alr+y)=alxr +y1,. .., T+ Yn)
= (a(z1 + Y1), ., a(Ty + Yn))
= (axy + oy, . ..,y + Qyy)
= (axy,... ax,) + (ay1, ... ayy)

= ar + ay;
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8. (a+pPx=((a+B)xy,...,(a+ f)xy)
= (axy + Py, ..., ax, + Bz,)
= (axy, ... axy) + (Bry, ... By)

Vale ressaltar que o espaco Euclidiano nao é um espacgo vetorial sobre C. Para
ver isto, considerando n =2 e a =i € C, tem-se «(1,0) = (i,0) ¢ R?, pois i ¢ R.

Definigao 1.1.6 (Subespaco Vetorial). Um subconjunto nao-vazio W de um espago

vetorial V' € um subespaco vetorial quando,
(1) 0 € W, em que 0 € o vetor nulo do espago V';
(1)) u+veW,YVu,ve W;

(i1) au e W, Va € K e Yu € W.

E importante mencionar que se W é um subespaco vetorial de um espaco vetorial
V', entao W é um espaco vetorial. Considerando que este ponto se afasta do foco
central deste trabalho, a demonstracao sera omitida.

No que segue, precisaremos introduzir o conceito de norma.

Definigao 1.1.7 (Espago normado). Seja V' um espago vetorial. Uma aplicagdo

|- [[v :V — R € dita norma se satisfaz as condigoes:
1 lully > 0,Yu e V;
2. ||lully =0 se, e somente se, u = 0;
3. |lau|ly = |al||lul|lv,Yu € V e Va € K;
4. NMu+v|lv < ullv + ||Jv]lv, Yu,v € V.

Neste caso, chamamos V' de espago normado e representamos por (V|| - |v). Por

simplicidade denotaremos || - ||v por || - ||, a menos que seja necessdrio.

Observacao 1.1.8. Se a = a + bi € C, o termo |a| significa
la] = Va? + b2,

Exemplo 1.1.9 (Valor absoluto). A func¢do valor absoluto (ou médulo) definida nos
reais por
a, sea >0,
o] =
—a, sea <0.
define uma norma em R. De fato, mostraremos que a expressao satisfaz as condigoes
da Definicao 1.1.7.
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1. Se a > 0, |a] = a > 0. Por outro lado, para o < 0, |a] = —a > 0,
evidenciando que |a] > 0, Yo € R.

2. Seja o € R. Suponha que |a| = 0. Entdo, o« = 0 ou —a = 0, restando que

a = 0. Reciprocamente, se a = 0, seque da defini¢cdo que |a| = 0.
3. Sejam a,c € R. Sec>0ea >0, entao ca >0 e
le||la| = ca = |eal > 0.
Casoc <0 ea >0, entao caa <0 e
le|la] = —ca = |cal.

Awaliando analogamente os demais casos, € possivel concluir que |c||a| = |cal,

qualquer que sejam «, c € R.

4. Sejam o, € R. Se v+ 5 >0, entao |a+ 5| = a+ 5. Nesse caso, se v >0 e
B >0, ¢ imediato que

o+ 6| = a+ B =|a| +|A].

Ainda, suponha, sem perda de generalidade, que B < 0. Devemos ter que
a>—f e—p > [. Portanto,

la+Bl=a+B<a—pB=|af+]f

Os outros casos, bem como os casos em que o + 3 < 0, sao andlogos e serao

omatidos.

Exemplo 1.1.10 (Norma Euclidiana). Um ezemplo de norma no espago R", € a

norma euclidiana, que ¢ dada por

lz|| = /22 + -+ 22, Vo= (v,...,7,) € R".

Vamos verificar que esta fungdo € uma norma.
L |z|| = 22+ -+ 22 >0, uma vez que x? > 0, para todo 1 <i < n;
2. Se ||z|| = /a3 + -+ 22 =0, entdo

0<az}<ai+---+22=0, VI<i<n.

n

Ou seja, x; =0, Vi =1,...,n, e assim z = (0,...,0) = 0. Reciprocamente,

sex = (0,...,0), entdo ||z| = VO + - + 0% = 0;
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3. Considerando o € R e v = (x1,...,x,), note que

HOz.ﬁIZH = \/(Oz:cl)2_|_...—{—(axn)2: \/0423;%4_..._’_042.%%: ’a| 3;%4_..._‘_:5721

= |af ||z}

4. Antes de verificar este item, lembremos da definicao de produto interno. Um

produto interno de um espago vetorial V' sobre K é uma aplicagao (-,-) : V X

V — K que satisfaz as propriedades:

° Yu,v € V, onde @ € o conjugado de o € C;

S
<
~
/\

;U
= (u,w) + (v,w), Yu,v,w € V;

IS
+
<
5

{
{

o (au,v) = alu,v), Yu,v € V, YVa € K;
{

o (u,u) >0, Yu eV, com (u,u) =0 <= u=0.
O produto interno usual do R™ € dado pela expressao
(,y) =191+ -+ XpYn, Ve=(x1,...,2,),y = (Y1,...,Yn) € R",

e, portanto, ||z|| = \/(x,z). Um resultado cldssico acerca de produto interno

¢ a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, a saber
[z, )| < [lzllllyll, Vz,y € R". (1.1)

Note que, para x = 0 ou y = 0, a desigualdade acima € imediata. Para
verificar sua vdlidade nos demais casos, considere x,y # 0, de modo que po-
demos escrever y = ax + z, com a = (x,y)/{x,x) e z € tomado de forma que

(x,z) = 0. Dessa forma,

(y,y) = (ax + z,ax + 2) = (ax, ax) + (ax, 2) + (z, az) + (2, 2)
= oz, z) + 20z, 2) + (2,2) = *(x,2) + (2, 2).

Como (z,z) > 0, temos que

(y,y) > o*(z,2) = <
Seque imediatamente que

[y, ) [z, )| > [{z, y)],

garantindo a desigualdade através da substituicao das mormas de x e y. Fi-

nalmente, vamos verificar a desiqualdade triangular. Para vetores arbitrdrios
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r=(x1,...,20),y = (Y1,...,yn) € R, temos que

lz +yll* = (z +y.2 +y) = (x,2) + 2(x,y) + (y,9) = [2]* + 2(z,y) + |yl
Utilizando a desigualdade (1.1), seque que

e+ yl® < [l + 2,9 + lyl® < 2l + 202lllyl] + ly1? = (=) + v )

donde
[z +yll < [z + [yl

No préximo exemplo, sera apresentada duas normas classicas no espago euclidi-

ano.

Exemplo 1.1.11 (Norma do maximo e da soma). No espa¢o R™, temos as normas

do mdximo e da soma, respectivamente dadas por
|||l = max{|z1|,...,|za|} € |z|ls = |x1| + -+ |zal, Y= (21,...,2,) €R"

Mais detalhes dessa informagao se encontram em [8, p. 6].

Para abordar o préximo exemplo de norma de forma adequada, precisaremos

relembrar a definicao de supremo e infimo.

Definigao 1.1.12 (Supremo). Dizemos que X C R € limitado superiormente, se
eriste b € R tal que
r<b, VrelX.

Neste caso, b € chamado de cota superior de X. Se b for a menor das cotas superiores
de X, b ¢ dito supremo de X e serd denotado por b := sup X. De forma mais
explicita, b = sup X significa que se existir ¢ < b, este valor ¢ nao pode ser cota

superior de X, o que significa que deve existir x. € X tal que ¢ < x..

Definicao 1.1.13 (fnﬁmo). Dizemos que X C R € limitado inferiormente, se existe
a € R tal que
a<z, VreelX.

Neste caso, a € chamado de cota inferior de X. Se a for a maior das cotas inferiores
de X, a € dito infimo de X e serd denotado por a := inf X. Dessa maneira,
a = inf X significa que se existir a < d, este valor d nao pode ser cota inferior

de X, ou seja, deve existir xqg € X tal que x4 < d.

Exemplo 1.1.14 (Espago das fungoes limitadas). Seja X wum conjunto nao vazio.
Uma funcao f: X — K é limitada se existe M > 0 tal que

If(z)| < M, VzeX.
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O conjunto
B(X):={f:X — K tal que f € limitada}

¢ um espago vetorial sobre K com as operacoes usuais fornecidas por

(f+9)(z) = fl)+g(z), VreX

(- f)(x) =af(x), YaekK, VrelX.

A aplicacao

I lle: BOX) ~ K
£ 11fll = sup | £(z)

¢ uma norma. De fato,

1. Dado f € B(X), temos que

[ flloe = :161)13|f(93)| > [f(z)] 20, VrelX

2. Suponha que ||f||ooc = 0. Dessa forma, para x € X arbitrdrio, tem-se
0= [lflloe = sup |f(@)] = |f ()| = 0,
Te

donde f(x) = 0. Sendo assim f = 0, ou seja, f é a fun¢do identicamente

nula. Por outro lado, se f =0, isto €, f(x) =0, Vx € X, entao

[flloc = sup | f(z)| = sup |0] = 0.
zeX zeX

3. Sejam a € K e f € B(X). Vamos verificar que

leeflloo = el flloo-

O caso a = 0 € imediato, pois
[eflloe = sup [(0- f)(x)| = sup [0f (z)| = 0 = [0][| f[loc = [e¥]]|.f]lox-
zeX zeX
Agora, vamos considerar o # 0. Para x € X qualquer, note que

((f)(@)] = laf(2)] = la[f(@)] < [l o

isto € |al]|flleo € uma cota superior do conjunto A := {|(af)(z)| : v € X}.
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Para concluir, deve-se comprovar que |o|||f|lw € a menor das cotas superior
do conjunto A. De fato, seja k € R tal que k < |a] || f|l- Entao,

k
1 < [ llee-

[

Usando o fato que || f|l € a menor das cotas superiores no conjunto {|f(x)| :

xr € X}, deve ezistir xog € X tal que

k
m <[ f(wo)l-

Dessa forma,

k< lal[f(zo)| = [(af)(x0)]

Sendo |(af)(zo)| € A, podemos concluir que

ol = sup A = sup (@f)@)] = o f

4. Seja x € X. Dessa forma,

[(f +9)(@)] = |f(2) + g(@)] < [f(@)] + |g(@)] < [ flle + [19]loc-

Como ||f + gll« € @ menor das contas superiores em rela¢io ao conjunto
{I(f+9)(x)|: x e X}, tem-se

1+ gllse < [[flloe + [[9lloo-
Isto prova a desigualdade triangular.

Defini¢ao 1.1.15 (Norma induzida). Seja (V.|| - ||) um espago normado e W um
subespago vetorial de V. A norma || - ||w : W — R, dada por

lullw = [[ull,  vVueW,
¢ dita norma induzida por V.
Exemplo 1.1.16. Considere
Cla,b] :={f : [a,b] — R tal que f € continua}.

Vale relembrar que f : [a,b] — R € continua em um ponto x € [a,b], se dado € > 0,

¢ possivel obter § = §(x,€) > 0 tal que

y—zl<d = [fly) - fl@)] <e
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A funcgao f € dita continua se for continua em todo x € [a,b]. Pelo Teorema de
Weierstrass (veja [7, Teorema 6, p. 80]), se f : [a,b] — R € continua, entdo existem

x1, %9 € [a,b] tais que

flay) < f(z) < faz), Vo €la,b].

Notando que
|f(2)] = fz) < f(x2), se f(zx) =20

[f(@)| = —=f(z) < =f(z1), se f(z) <O,

podemos concluir que

|f(£b')’ S M = maX{f($2), _f<x1)}a Va € [a7 b]

Neste caso f € limitada, o que significa que Cla, b] é um subespago do espago normado
B([a,b]) (veja defini¢ao em Ezemplo 1.1.14). Naturalmente, Cla,b] é um espago

normado com a norma

Hf”oo = Sup |f($)|, VfGC[CL,b}

z€[a,b]

1.2 Topologia de um espacgo vetorial normado

Nesta se¢ao sera feito um estudo sobre o conceito de topologia, que serve de base

para todo o trabalho.

1.2.1 Conjunto aberto e fechado

Definicao 1.2.1 (Bola aberta, fechada e esfera). Seja (V|| -||) um espago vetorial

normado. Considerando ug € V e r >0, os conjuntos
(a) Blugi7) = {u €V |lu— ugll <}
(b) Blugi7] = {u e V: |lu—ugll <7};
(¢) S(uo;r) :={u €V : |lu—uol =r},

sao chamados de bola aberta, bola fechada e esfera, respectivamente. Além disso, ug

¢ dito centro da bola e 1 o raio da bola (ou esfera).

Definigao 1.2.2 (Ponto interior). Sejam (V.|| - ||) um espago vetorial normado e
X C V. Dizemos que o vetorv € V' é um ponto interior de X, se exister = r(v) > 0,
tal que

B(v;r) C X.
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Neste caso, denotamos o conjunto interior de X por
int(X) :={v €V : v € ponto interior de X}.

Definigao 1.2.3 (Conjunto aberto). Seja (V|| - ||) um espago vetorial normado.
Dizemos que A C'V € aberto, quando A C int(A).

Exemplo 1.2.4 (Bola aberta é aberta). Considere a bola aberta B = B(ug;ro) C V,
onde V' é um espago vetorial normado. Tomando uw € B arbitrariamente, precisamos
mostrar que existe uma bola aberta com centro em u contida em B. Seja d =
|luo — u|| < ro e definar =19 —d > 0. Afirmamos que B(u;r) C B. De fato, se

v € B(u;r), entdo
lo —ug|| = ||v —u+u—upl| < |Jv—ul+|u—uol <r+d=rg,

ou seja, v € B, de modo que B € um conjunto aberto.

Exemplo 1.2.5 (Intersecao finita de abertos é aberto). Seja V' um espa¢o normado.
Se ACV e BCYV sao conjuntos abertos, entio AN B é um conjunto aberto. De
fato, tomeu € ANB. Comou € A eu € B, existem 1,79 > 0 tais que

B(u;ry) C A e B(uyry) C B.
Tomando r := min{ry, ro}, teremos que
B(u;r) C B(u;r1)) CA e B(u;r) C B(uyry) C B.

Ora, isso nos diz que
B(u;r) C AN B,

donde u € int(AN B). Como u é arbitrario, seqgue que AN B € um conjunto aberto.
A préxima defini¢ao é crucial para definir conjunto fechado.

Defini¢ao 1.2.6 (Ponto aderente). Sejam (V.|| -||) um espago normado e X C V.

Dizemos que v € V' € ponto aderente de X, se dado r > 0 qualquer, tem-se
B(v;r)n X # 0.
Neste caso, denotamos o fecho de X por
X :={v eV :v éponto aderente de X}.

Observacao 1.2.7. Observe que X C X, qualquer que seja X C V, em que V €

um espag¢o normado. Isso ocorre, pois dado u € X, temos que u € B(u;r) N X,
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qualquer que seja r > 0. Isto €,
Bu;r)NX #0, Vr >0,

evidenciando que u € X.

Defini¢ao 1.2.8 (Conjunto fechado). Seja (V.|| - ||) um espaco vetorial normado.
Dizemos que F C V ¢ fechado, quando F C F.

Exemplo 1.2.9 (Bola fechada é fechada). Considere F' = Blug;ro], para algum
ug €V erg >0, em que V é um espaco normado. Mostraremos que F' ¢é fechado.
Para fazer isso, seja u € F. Consequentemente, B(u;r) N F # 0, para todo v > 0.
Sendo assim, para cada r > 0, obtemos v, € B(u;r) N F. Logo,

[ = woll < flu =l + [Jor = woll <+ 70,

donde
llu —wuol| <7 +m19, Vr>0.

Tomando o limite r — 0, podemos concluir que ||u—ug|| < 19, € datu € Blug; o] =
F'. Portanto, F' € fechado.

Exemplo 1.2.10 (Intersegao arbitraria de fechados é fechado). Seja I' um conjunto
(finito ou infinito) de indices. Considere V. um espag¢o normado e uma familia de
conjuntos {F;}ier, onde F; C'V € fechado, qualquer que seja i € T'. Afirmamos que
F = ﬂ F; € fechado. Para comprovar essa afirmacdo, tome u € F. Logo,

el

B(u;r)NF #0, Vr>0.

Sendo assim, para v > 0 qualquer, existe v, € B(u;r)NF. Como F C F;, para todo

1 €T, temos que v, € F;, para qualquer v € I, ou seja,
B(u;r)NFE;#0, Yr>0, VieTl.

Em outras palavras, w € F;, para todo i € T, e sendo cada F; fechado, temos que

u € F;, para todo i € I'. Portanto, u € F', o que mostra que F de fato € fechado.

Finalizaremos esta subsecao com a discussao sobre sequéncias convergentes e sua

relacao com o conceito de conjunto fechado.

Definigao 1.2.11 (Sequéncia convergente). Considere um espago normado (V. ||-|]).
Uma sequéncia em V € uma funcdo v : N — V denotada por (v,) (para mais
detalhes veja Exemplo 1.2.12, substituindo K por V'). Dizemos que a sequéncia (v,)

converge para v € V, se dado € > 0 arbitrdrio, é possivel determinar ng = ng(e) € N
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tal que
oo, — 0|l <€, Vn>ny.

Neste caso, denota-se por
lim ||v, —v||=0 ou limuv,=v ou wv,—v.
n—oo n—oo

Exemplo 1.2.12. Através da definicaio de sequéncia convergente, podemos definir

o sequinte espaco vetorial:
co:={x=(z,) CK:z, = 0}.
Este espaco € normado, com respeito a norma a sequir

[@n)lloe = supdzal},  V(za) € co. (1.2)

Vale destacar que a norma estd bem definida, no sentido que o supremo acima existe
para cada sequéncia do espaco ¢y, pois toda sequéncia convergente € limitada.
A demonstragdao que a expressao (1.2) é uma norma € similar ao Exemplo 1.1.1/,

€ por 1850 omitiremos.

Proposicao 1.2.13 (Unicidade de limite). Uma sequéncia (v,) convergente em um

espaco normado V', ndo pode convergir para dois limites diferentes.

Demonstra¢ao. Suponha que (v,) converge simultaneamente para u € V e v € V.
Mostraremos que u = v. Com efeito, dado € > 0, podemos obter N, = N,(¢) € N e
N, = N,(¢) € N que satisfacam

v, —ul| <€, Yn>N, e |[v,—v|<e Vn>N,.
Definindo ng := max{N,, N,}, se n > ng, podemos concluir que
[ = vl] = [ = vng + vny — 0[] < [t = ng| + [Jon, — vl < 2e.

Como € > 0 é arbitrario, tomando € — 0, segue que ||[u —v|| =0, isto é, u = v. [

Definig¢ao 1.2.14 (Subsequéncia). Considere um espago normado V' e uma sequéncia

(Un)nen C V. A restrigao de v : N — V' ao subconjunto infinito
N={n<n<---<np<---}CN

¢ dita ser uma subsequéncia de (v,) e denota-se por (Vp)nen 0U (U, )ken-

Na proxima observagao, veremos que se uma sequéncia converge em um espago

normado, toda subsequéncia converge para o mesmo elemento.
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Proposicao 1.2.15. Seja V' um espago vetorial normado e (vy)nen C V' uma
sequéncia que converge parav € V. Considere (vy)nen uma subsequéncia de (vy)nen-
Entao,

lim = v.
neN’

Demonstracao. Dado € > 0, sabemos que existe ng € N tal que
lv, — ]| <€, Vn >ng.
Escolhendo nj, € N’ tal que nj, > ng, segue que
lon — vl <€, Vn>mny.
Portanto, (v, )nen converge para v € V. ]

Finalmente, diante do conceito de sequéncia convergente em espacos normados,
temos o seguinte resultado de caracterizacao.

Proposicao 1.2.16. Seja X C V, em que V é um espago normado. Entdo, v € X

se, e somente se, eriste uma sequéncia (v,) C X tal que lim v, = v.
n—o0
Demonstracdo. Seja v € X arbitrario. Dessa forma,
1
Blv,—|NX#0, VYneN.
n
Com isso, podemos construir uma sequéncia (v,) onde
1
mEeEBluy,—NX, VneN,
n

Em outras palavras,

1
0<||lv,—v|| <=, VYneN.
n

Fazendo n — oo, podemos concluir que lim v, = v.
n—oo
Reciprocamente, suponha que lim v, = v. Logo, dado ¢ > 0, podemos encontrar
n—oo
no = no(e) tal que

v, —v|| <€, VYn > ng.

Ora, isso nos diz que
v, € B(u;e) N X, Vn > ny.

Como € > 0 foi tomado arbitrariamente, concluimos que B(v;e) N X # () qualquer

que seja € > 0. Por definicao, v € X. O resultado estd demonstrado. O]
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1.2.2 Conjunto compacto

Defini¢ao 1.2.17 (Conjunto compacto). Seja V' um espago normado. Um subcon-
Junto K de V' é dito compacto, se toda sequéncia (v,) C K admite uma subsequéncia

(Un)nen que converge para algum v € K.
O proéximo resultado fornece algumas caracteristicas de um conjunto compacto.

Proposicao 1.2.18. Seja V' um espago normado. Se K C 'V é compacto, entao K

¢ limitado e fechado.

Demonstra¢ao. Seja K C V compacto. Afirmamos, primeiro, que K deve ser limi-
tado. Suponha por absurdo que K nao ¢é limitado. Dessa forma, para cada L > 0,

é possivel obter x;, € K tal que

|lvr|] > L.
Fazendo L =1,2,...,n,... obtemos uma sequéncia (v,) C K satisfazendo
|lvn]| >mn, VneN. (1.3)

Usando a compacidade de K, podemos concluir que existe uma subsequéncia (v, )nen

que converge para algum v € K. Dessa maneira, para ¢ = 1 > 0, existe ng € N’ tal

que
||Un_'U||<1, \V/TZZTLO e neN.
Sendo assim, pela desigualdade |||z — [ly|l| < ||z — yl|, para quaisquer z,y € V,
segue que
[onll = vll < [lvn — 0] <1, Vn>mng e neN,
donde
[onll <14 [[vll, ¥n>ng e neN. (1.4)

Como N’ ¢ ilimitado, existe n; € N’ e ny > ng, em que ny > 1+ ||v||. Isso combinado

com (1.3) e (1.4), implica que
Lt [of] < ny < flow, | < 14 [Jo]

O que é uma contradicao, e portando K deve ser limitado.

Resta mostrar que K é fechado, isto é, K C K. Para isso, tome v € K. Pela
Proposigao 1.2.16, existe uma sequéncia (v,) em K tal que lim v, = v. Como K
é compacto, existe uma subsequéncia (v,,)nen de (vy,), que Zgrifferge para u € K.
Levando em conta as Proposigoes 1.2.13 e 1.2.15, podemos concluir que v = u € K.

Sendo assim K C K, finalizando a demonstracio. O

A reciproca da Proposicao 1.2.18 em geral é falsa. A seguir, veremos que a
reciproca se aplica em espagos de dimensao finita. Antes, precisaremos do seguinte

lema.
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Lema 1.2.19. Seja {vy,...,v.} um conjunto linearmente independente em um espago

normado V. Entao existe uma constante ¢ > 0 tal que
(lar| + -+ + |ar]) < cllarug + -+ - + apu, ||,

quaisquer que sejam os escalares ay, . .., a, € K.
Demonstragao. [1, Teorema 8.7, p. 122]. ]
Proposicao 1.2.20. Seja V um espaco normado de dimensao finita. Se K C 'V €

fechado e limitado, entao K € compacto.

Demonstracao. Seja V um espaco normado com dim V' = r. Dessa forma, podemos

considerar {vy,...,v,} uma base de V, em que ||v;|| = 1, para cada i € {1,...,r}.
Vale relembrar que a defini¢ao de base significa o conjunto {vy,...,v,} satisfaz as
condicoes:

L. [vr, .0 ={avy + -+ av ay,...,a, € K} =V;

2. {v1,...,v,} é um conjunto linearmente independente, isto é,

avr+-+av,=0 = a=--=a =0.

Supondo que K C V seja um conjunto fechado e limitado, devemos mostrar que K
é compacto. Para fazer isso vamos considerar (u,),eny uma sequéncia qualquer de
elementos em K e obter uma subsequéncia que converge para algum elemento de K.

Como u, € V = [v1,...,v,], podemos concluir que existem af,...,a} € K tais que
Uy = afvy + -+ alv,. (1.5)
Uma vez que K ¢ limitado, existe um nimero L > 0 tal que
lun|| <L, VneN.
Pelo Lema 1.2.19, existe ¢ > 0 que satisfaz
(lay[ + -+ 1a]) < cllajvr + - -~ + @ ]| = cllua| < ¢ L.

Como
lai'| < (la7| + - +]a]) <c- L, VneN, (1.6)

a sequéncia (al),en C K é limitada, para cada ¢ € {1,...,r} fixado. Em particu-
lar, para ¢ = 1, através do Teorema de Bolzano-Weierstrass ( [7, Corolario, p. 30])
a sequeéncia (a})nen admite subsequéncia convergindo para 51 € K. Mais precisa-
mente, existe N; C N tal que

lim a} = 3.
neNy 1 6



1.2 Topologia de um espacgo vetorial normado 23

Por (1.6), temos que (a§),en, ¢ limitada, e assim usando novamente o Teorema de

Bolzano-Weierstrass, obtemos Ny, C Ny tal que

lim al = 8, € K.
neNy 2 62

Em particular, pela Proposicao 1.2.15 temos que

lim a7 = 3.
n€ENy 1 B

Repetindo o processo até i = r, obtemos N,. C --- C N; C N tal que

limal =6;, ie€{l,...,r} (1.7)

neN,.

Escrevendo
w=por+-+ o €V,

afirmamos que a subsequéncia (u,),en, converge para w. De fato, por (1.5), tem-se

[un = wll = [[(afvr + -+ afv) = (Bros + -+ + By
= [l(at = B)or + -+ + (a7 = Br)e|
< [l(ar = Ar)vall + -+ + (e = Br o]

Dando continuidade aos cédlculos e usando o fato que ||v;|| = 1, para cada i €

{1,...,r}, segue que
o — 0l < I = Ballon ]| -+l = Bellol) =l = Bl ++-+ o} — 5]

Essa estimativa combinada com (1.7) assegura que (u, ),en, converge para w. Como
(tn)nen, C K, segue que w € K, e assim w € K, pois K é fechado. Portanto K é

compacto. ]

Corolério 1.2.21. A bola unitdria fechada B[0;1] ={u € V : ||u]| < 1} € compacta

se V possui dimensao finita.

Demonstra¢ao. Vimos que B[0; 1] é fechada no Exemplo 1.2.9. Por outro lado, de
forma imediata B[0;1] é um conjunto limitado por 1. Como V possui dimensao
finita, segue da Proposigao 1.2.20 que BJ0;1] é compacta, encerrando a demons-

tracao. O

Posteriormente, veremos que a reciproca do Corolério 1.2.21 é verdadeira, porém

antes disso precisaremos de dois resultados.

Lema 1.2.22 (Lema de Riesz). Seja W um subespago préprio e fechado do espago
normado V' e seja 0 < 0 < 1. Entao ezxiste v € V\ W (dependendo de 0) tal que
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ol =1e
v —ul| >0, VueW.

Demonstracao. Como W é um subespacgo préprio de V', existe pelo menos um ele-

mento vy € V'\ W. Afirmamos que
d:= ulélva lvo — u|| > 0. (1.8)

Caso contrario d = 0. Pela definicao de infimo, para cada ¢ > 0, existe u, € W tal

que
lvo —u || <d+e=ce

Dessa forma, fazendo e = 1,1/2,...,1/n,... obtemos uma sequéncia (u,) C W tal

que

lvo — un|| < —.
n

Tomando n — oo, temos que vy € W (veja Proposicao 1.2.16). Sendo W fechado,
entao vy € W, que é um absurdo, pois vy ¢ W. Logo, d > 0.
Prosseguindo, desde que d < d/0, pela definigdo de infimo, deve existir ug € W

tal que
d
0<d< H’UO—U()H < 5 (19)
Afirmamos que
B Vo — Ug
[[vo — wo|

satisfaz as condigoes suficientes para conclusao do resultado. Primeiramente, note
que ||v]] = 1. Por outro lado, como W é subespaco vetorial, entdao v ¢ W, pois do
contrario

vy = ug + ||[vg — upllv € W,

0 que seria uma contradicao.

Por fim, vamos verificar que
lv—ul| >0, YueW.

Para u € W qualquer, temos que

(vo — o) — [|vo — uolu [vo — (uo + [Jvo — uo||u) |

mera
||Uo —U0||

|w—uu:\

H%—%H H%—%H

Como ug,u € W e W é um subespago vetorial, temos que ug + ||vg — uo||lu € W. Por

definigao de d (veja (1.8)), segue que

lvo — (uo + [[vo — uo||u)
v — uo|

4 < vo—(uo + Jvo — o) || = L o= = o=l ffoo—uoll
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donde
d
T < v —ul.
[[vo — uo|
Usando (1.9), podemos concluir que
[ —ul[ > 6,
completando a demonstracao. O

Lema 1.2.23. Seja V' um espago normado e W := [wy, ..., w,| C V. Se{ws,...,w,}

¢ linearmente independente, entao W ¢é fechado.

Demonstracdo. Devemos mostrar que W C W. Sejav € W. Pela Proposicao 1.2.16,
existe uma sequéncia (u,) C W tal que lim w, = v. Afirmamos que a sequéncia
n—oo

(uy,) é limitada. Com efeito, para e = 1 > 0 sabemos que existe ny € N tal que

[unll = [Joll < lun —vll <1, Vn = ny,
em que usamos a estimativa |||z|| — ||y||| < ||z — y||, para quaisquer z,y € W. Dessa
forma,
[un]l <1+ lvll, Vn = ne.
Definindo C' := max{||u||1, ..., ||t||ng-1, 1 + |||}, segue que

lull <C, VneN,

e portanto a afirmagao é valida.

Por outro lado, como cada u, € W = {aqywy + -+ + a,w, : ay,...,a, € K}
existem escalares a;(n),...,a.(n) tais que

Up = a1 (n)wy + -+ + a,.(n)w,. (1.10)

Desde que (uy,) é limitada e {wy, ..., w,} é linearmente independente, similarmente

ao que foi feito na demonstracao da Proposigao 1.2.20, podemos inferir que existem
Bi,..., B € Ktais que

lim a;(n) = B;, i€{l,...,7},
nelN’

para algum conjunto infinito N C N. Aplicando o limite em (1.10) e fazendo uso

da Proposigao 1.2.15, tem-se

vzlim/unzﬁlw1+---+ﬁer€W

neN

A prova encerra aqui. n
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Finalmente, mostraremos que uma condi¢ao necessaria e suficiente para que um

espaco tenha dimensao finita é que a bola unitaria fechada é compacta.

Teorema 1.2.24. Um espaco normado V' tem dimensao finita se, e somente se, a

bola unitdria fechada B[0;1] C V' é compacta.

Demonstracao. Supondo que V' tem dimensao finita, pelo Corolario 1.2.21, segue
que B|0;1] C V' é compacta.

Reciprocamente, assuma que B[0; 1| é compacta. Suponha por contradigao que V'
possui dimensao infinita. Utilizaremos essa condigao para construir uma sequéncia
em B|0; 1] que nao admite subsequéncia convergente, o que contraria o fato de B|0; 1]
ser compacto. Para isso, tome u; € V' com |juy]| = 1, de modo que u; € B[0;1]. O
subespago gerado por uq,

[u1] = {oquy - aq € K},

¢ um subespago préprio de V', visto que tem dimensao igual a 1. Ainda, por {u;}
ser linearmente independente, o mesmo é fechado de acordo com o Lema 1.2.23.
Agora, seja 0 < € < 1. O Lema 1.2.22 nos diz que existe us € V' \ [uy], com

||uz|| = 1, satisfazendo
lug —w|| >0 >0, Vw € [u].
Como uy = lu; € [uy], em particular
|lug — uy|| > 60 > 0.

Visto que uy ¢ [uy], podemos concluir que o conjunto {uy,us} forma uma base do
subespaco

[u1, ug] = {auy + agug : aq, e € K},

e assim esse subespaco tem dimensao 2. Logo, [u1, us] é um subespago préprio de V,
pois V tem dimensao infinita. Usando novamente o Lema 1.2.23, o conjunto [uy, us]
é fechado. Mais uma vez o Lema 1.2.22 assegura a existéncia de ug € V' \ [ug, us] tal
que |jugl]| =1e

|lus —w|| > 6, Yw € [uy,us).

Como uy = lug + Oug € [ug, usg] € ug = Ouy + lug € [ug, us), segue que
|lusg — us|| >0, i=1,2.
Repetindo o processo, construimos uma sequéncia (uy,),en C B[0; 1] tal que
|t — un|| >0 >0, Vm,n e N(m#n). (1.11)

Resta mostrar que essa sequéncia nao admite subsequéncia convergente. Do contrério,
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existiria uma subsequéncia (u,),en convergindo para u € B[0;1]. Entao, para qual-

quer € > 0, existiria ng € N’ tal que
|lu, —ul| <€, Vn>ng(neN). (1.12)
Em particular, (1.12) seria valido para ¢ = 6/2. Dessa forma,
[t = || = [[tm = w4 u = un|| < Jlum =l + [Jun —u] <6,

para todo m,n € N tal que m,n > ng, contrariando (1.11). Isso indica que B[0; 1]
nao é compacta. Por argumento de contradicao, segue que V' deve ter dimensao
finita. O

1.3 Espacgos de Banach

As definigoes vistas nas se¢oes anteriores nos permite estabelecer um importante
ambiente de estudo, onde diversos resultados de caracterizacao essenciais acontecem.
Antes de definir esse ambiente, chamado de espaco de Banach, devemos definir uma

nova classe de sequéncia.

Definigao 1.3.1 (Sequéncia de Cauchy). Dizemos que uma sequéncia (u,) em um
espago normado V' é de Cauchy, se dado € > 0, podemos encontrar ng = ng(€) € N
tal que

|tun — um|| <€, Vn,m > ny.

O proximo resultado apresenta uma relagao entre sequéncia convergente e de

Cauchy.

Proposicao 1.3.2. Toda sequéncia convergente em um espaco normado V € uma

sequéncia de Cauchy.

Demonstragao. Considere (v,) C V uma sequéncia convergindo para v € V. De-
vemos mostrar que (v,) satisfaz a Defini¢ao 1.3.1. Para isso, tome € > 0 qualquer.

Pela definigdo de sequéncia convergente, podemos obter ng = ng(e) tal que
€
lvn, —v|| < 3 Vn > ny.

Logo, se m,n > ng, entao

€ €
lon = vl = llva = v+ v = val] < flon = v + o —vn]| < 5+ 5 =€

Isso encerra o resultado. O

A reciproca da Proposicao 1.3.2 é falsa, como veremos a seguir.
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Exemplo 1.3.3. Considere o espaco ¢y definido no Exemplo 1.2.12 e o subespaco
coo = {x = (x,) € ¢ : existe ng € N tal que x, =0, ¥Yn > ny} C co.

Sejam

=(1,0,...,0,...) (1. o 0 _ (11 d Lo
X1 = ,Upen o, Uyl ), Xo = ,2, e Uy )y ooy X = ,2,3,...,k, MR

Afirmamos que a sequéncia (Xg)ken C Coo € de Cauchy. De fato, basta notar que se

k> (sem perda de generalidade), entao

1 1 1
~Xilloo = |[( 0y oy 1,0, )| = 0,
%% — x| H( i1 2 )HOO Z+1—>

se 1 — 00.

Além disso, (xx)ren C coo converge para X = (1/k)ren. Com efeito,

11 |
=0 —— 0 )] = o,
i =] H( Fr 1 kL2 )HOO k1

quando k — oo. Mas x & coy, ou seja, mesmo sendo de Cauchy, a sequéncia

(xk)ken C coo ndo converge para nenhum elemento de cop.

Logo mais, veremos que temos uma classe especial de conjuntos no qual, toda

sequéncia de Cauchy converge para um elemento no conjunto “referéncia’.

Definigao 1.3.4 (Espaco de Banach). Um espago vetorial normado V é dito ser
um espaco de Banach, ou espaco completo, se toda sequéncia de Cauchy em V €

convergente para algum elemento de V.

Exemplo 1.3.5 (O corpo K). A reta real R com a norma usual do mddulo e os
complexos C, com a norma dada na Observacao 1.1.8, sao espacos completos. Veja
[9, Proposicao 5, p. 165].

Exemplo 1.3.6 (Espaco euclidiano R™). O espaco R? é completo com a norma
euclidiana, pois herda a completude da reta real, uma vez que R2 = R x R. Em

geral, isso vale para o R™. Veja [9, Proposi¢ao 7 e Coroldrio 1, p. 166].

Exemplo 1.3.7. O espag¢o normado cy, visto no Exemplo 1.2.12, é um espaco de
Banach. A demonstracio desse fato consiste em tomar uma sequéncia de Cauchy
arbitrdria nesse espaco e mostrar que ela converge para algum elemento em co. Sendo

assim, seja (Xp)neny C o uma sequéncia de Cauchy, onde

xp = (2], 2%, . .).
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Note que para k € N, temos que

|z, — 27| < iug lz) — 23| = ||xn — Xm|loo = 0, quando n,m — oco.  (1.13)
S

Assim, podemos concluir que para cada k € N fizado, a sequéncia (z})neny C K € de

Cauchy. Sendo K completo, podemos obter y, € K tal que
|z —yp] = 0, quando n — oo.

Afirmamos que a sequéncia (X, )nen converge para y = (Y1, ..., Y, --.). De fato, por
(1.13), dado € > 0 arbitrdrio, podemos concluir que existe ng € N tal que para todo
k eN,

|zp — o' <€, Vn,m > ny.

Usando a convergéncia acima (passando a uma subsequéncia se necessdrio), tem-se
|$Z_yk| S €, Vnznoa
para qualquer k € N. Por definicao de supremo,

1% — ¥lloo = sup |2y —yi| <€, Vn > ny,
keN

o que prova a afirmacgao. Pela desigualdade acima, pode-se inferir que
(22 —yp) — O] = |2° —ui| <€, VEk €N,

0 que acarreta que a SeqUENCia X,y —y = (21°—y1,. .., 2.0 =Yk, ...) € um elemento de

co. Portanto, y = (y —Xpn,) +Xn, € Co, € assim a completude de ¢y estd comprovada.

Além de nos auxiliar nas definicoes, os resultados das secGes antecedentes nos
permite caracterizar os espagos de Banach, relacionando-os com conceitos anteriores.
Como exemplo disso, o préximo resultado associa espago de Banach com conjunto
fechado.

Proposicao 1.3.8. Seja V um espaco de Banach e W um subespago vetorial de V.
Entao W é um espaco de Banach com a norma induzida de V' se, e somente se, W
¢ fechado em V.

Demonstracao. Suponha que W seja um espaco de Banach. Vamos mostrar que
W C W. Com esse intuito, note que ao tomar v € W podemos obter, através da

Proposicao 1.2.16, uma sequéncia (v,) C W tal que

lim |lv, —v|| = 0.
n—oo
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A Proposigao 1.3.2 indica que (v,) é uma sequéncia de Cauchy em V' e, consequen-

temente, em W. Como W é um espaco de Banach, obtemos u € W satisfazendo

T [Ju, — uf| = 0.
Todavia, a unicidade do limite nos diz que v = u € W (veja Proposigao 1.2.13).
Como v foi tomado arbitrariamente, temos que W C W, e portanto W é fechado.

Reciprocamente, seja W C V fechado em V. Afirmamos que toda sequéncia de
Cauchy em W converge para algum elemento de W. De fato, seja (v,) C W C V
uma sequéncia de Cauchy. Uma vez que V' é um espaco de Banach, obtemos v € V
tal que

lim ||v, — || =0.
n—oo

Utilizando novamente a Proposicao 1.2.16, notamos que v € W. Ora, W ser fechado
nos diz que v € W, mostrando que W é um espaco de Banach. O resultado estd

provado. O



2. OPERADORES LINEARES CONTINUOS

Neste capitulo, mais precisamente na Secao 2.3, estd o resultado principal do
trabalho, a saber, o Teorema de Banach-Steinhaus. As demais secOes tratam de
definicoes e resultados essenciais acerca de operadores lineares continuos em espacos
normados, objetos aos quais o Teorema de Banach-Steinhaus se aplica. De forma
mais especifica, a Secao 2.1 traz uma definicao desse objeto, bem como alguns exem-
plos que buscam esclarecer seu significado. A Secao 2.2 relata um breve estudo
voltado para caracterizacao de operadores lineares continuos, visando os resultados

essenciais para a compreensao do teorema principal.

2.1 Conceitos preliminares

Definigao 2.1.1 (Operador linear continuo). Sejam (V.|| -||v) e (W, |- |lw) espagos
vetoriais normados sobre K. Um operador linear € uma aplicacao T : V — W que

satisfaz:
() T(u+v)=T(u)+T(v), YuveV;
(b) T(au) =aT(u), VaeK, YuelV.

Um operador linear continuo é um operador linear T' : V. — W no qual, dados

ug € Ve € > 0 arbitrdrios, podemos encontrar 6 = §(ug,€) > 0 tal que
|lu—wolly <6 = ||T(u)—T(uo)|lw <e.

Definigao 2.1.2 (Espaco de operadores lineares continuos). O conjunto de todos o0s

operadores lineares continuos de V-em W ¢é escrito como
LV,W):={T:V — W tal que T € linear e continuo}.

Quando V =W, denota-se por L(V).

Exemplo 2.1.3 (Operador nulo). O operador nulo de V- em W, isto é,

TOIV—>W
u > To(u) =0,

¢ um operador linear continuo. De fato,
(a) Para todo u,v € V,

To(u+v)=0=0+0=Ty(u) + To(v);
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(b) Para todoa e KeueV,

To(au) = 0= a0 = aTp(u).

Ou seja, Ty € um operador linear. Para mostrar que Ty € continuo, seja ug € V.

Dado € > 0, escolhendo § = € > 0, temos que se |ju — ug|| < d, entdo
1 To(u) — To(uo)|| = |0 = 0 <&

Portanto, Ty € L(V,W). Em geral, Ty é denotado por 0.

Exemplo 2.1.4 (Operador identidade). O operador identidade

T:V—>V

ur— T(u) = u,
satisfaz:
(a) para quaisquer u,v € V, tem-se

Tu+v)=u+v="T(u)+T(v);

(b) para quaisquer o« € K eu € V,

T(au) = au = a1 (u).

Assim, T € um operador linear. Além disso, T' € um operador continuo. Com efeito,

dado quaisquer € > 0 e ug € V, podemos fazer 6 = € de modo que
lu—uoll <6 = [[T(u) = T(uo)|| = llu —uof <d=e
Conclui-se que T € L(V'). Representaremos o operador identidade por I.

Exemplo 2.1.5. Considere o produto interno do espaco euclidiano R3, relembrado
no item 4 do Ezemplo 1.1.10. Ao fixarmos um vetor nio nulo y = (y1,%2,y3) € R3,

podemos definir o operador

T,:R* =R
x = T,(z) = (x,y).

Mostraremos que T, € L(R3* R). Primeiramente, verificaremos que T, € linear.
Ora, T, satisfaz:
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(a) para quaisquer vetores v = (x1, T2, %3), 2 = (21, 22, 23) € R3, tem-se

Ty(x+2) = (r+2z,9) = (21 + 20)y1 + (22 + 22)y2 + (¥3 + 23)y3
= T1Y1 + 21y + Ty + 22Y2 + T3ys + 23Y3
= (w191 + 2y2 + 23y3) + (2191 + 2202 + 23y3) = (2, ) + (2, ¥)
Ty (0) + Ty(2):

(b) para qualquer vetor x = (x1, T2, 73) € R® e qualquer escalar o € R,

T,(ax) = (ax,y) = (ax1)y1 + (ar2)ys + (r3)ys = a(T1y1 + T2Y2 + T3Y3),

donde
T, (aw) = alz, y) = T, (@),

Portanto, T, € um operador linear.

Além disso, T, é um operador continuo. Considere x € R e € > 0 arbitrdrio.
Definindo 6 = €/||y|| > 0, fazendo uso da desigualdade de Cauchy-Schwarz (1.1),
conclui-se que se

Iz =zl <4,
entao
Ty(2) = Ty(2)| = Ty (2 — 2)| = [(z — =, )| < |z — =[l[[y]l <dllyll =e.
Portanto, T € L(R* R).

Na observagao a seguir, veremos que o conjunto de operadores lineares continuos

tem uma estrutura de espago vetorial.
Observacao 2.1.6. Sejam T,S € L(V,WW) e o € K. Com as sequintes operagoes
(T+8)(u)=T(u)+Su) e (aT)(u)=aT(u), Yu€eV,

L(V, W) é um espago vetorial sobre K. De fato, sabemos que 0 € L(V, W) (operador
nulo) pelo Exemplo 2.1.5.
Agora, sejam T, S € L(V,W). Entao, T + S satisfaz os itens:

(a) para quaisquer u,v € V tem-se

(T+S)u+v)=T(u+v)+ S(u+v)=T(u)+T(v) + S(u) + S(v)
= (T'(u) + S(u)) + (T'(v) + S(v))
= (T'+ 5)(u) + (T + 5)(v);
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(b) para quaisquer « € K e uw € V' seque que

(T + S)(au) = T(au) + S(au) = aT(u) + aS(u) = a(T(u) + S(u))

=a(T+ 5)(u).

Sendo assim T + S € um operador linear.
Finalmente, resta verificar que T' 4+ S ¢é continuo. Para confirmar isso, tome
qualquer € > 0 e ug € V. Uma vez que T, S € L(V,W), temos que T e S sdo

continuos, de modo que existem o7 = or(€,up) > 0 e dg = ds(€, ug) > 0 tais que

€
lu—uoll <or = [[T(u) = T(uo)| <5

2
€
lu—wl <ds = [S() - S(uo)]| < .
Definimos 6 = min{dr, s} > 0, de forma que
I7(w) = T(w)| < 5,
lu—wl <0 =
S() = S(uo)| < 5.

Com isso, se |[u — | <6, entao

1T + 8)(w) — (T + S)(uo) | = | T(u) + () — Tuo) — Suo)|
— | T(u) — T(uo) + S(u) — S(uo) |
< |IT(w) = Tuo)|| + 15 (u) — S(uo) | < .

Logo, T + S € continuo em uy. Como ug foi tomado arbitrariamente, seque que
T + S é continuo. De forma similar, oT € L(V,W), para quaisquer o € K e
T € L(V,W). Pela Defini¢ao 1.1.6, juntamente do fato de que subespagos vetoriais

sao espagos vetoriais, concluimos a afirmagao.
No que segue, encerraremos essa se¢ao com algumas defini¢coes e observagoes.

Definigao 2.1.7 (Espaco dual). O espago dual de um espago normado V' € definido
por V' := L(V,K).

Definigao 2.1.8 (Isomorfismo). Um isomorfismo entre dois espagos normados V
e W € um operador linear continuo T : V — W bijetor, tal que sua inversa T! :
W — V' € continua. Dois espacos V e W sao isomorfos se existe um isomorfismo

entre eles, e denota-se por V=W

Observagao 2.1.9. Se T : V. — W ¢é um operador linear bijetor, entao € possivel

concluir que T=Y : W — V é um operador linear. Efetivamente, sejam wy,ws € W e
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a € K. Como T € sobrejetor, existem vi,ve € V tais que T(v1) = wy e T(vy) = ws.
Dat,
T_l(wl + U)Q) = T_1<T(U1) + T(Ug)) = T_I(T(Ul + 1}2)) = + (%)
=T (wi) + T~ (wy).

Além disso,
T’l(awl) = T’l(aT(vl)) = T’l(T(avl)) = au; = aT’l(wl),

indicando que T~' é um operador linear.

Defini¢ao 2.1.10 (Isometria). Considere a aplicagio f :V — W, em que V e W

sao espagos normados. Dizemos que f preserva a distancia quando
|f@)llw = llullv, YueV.

Neste caso, chamamos [ de isometria. Se f é também linear, dizemos que [ € uma

isometria linear.

Observacao 2.1.11. Toda isometria linear € injetiva e continua. De fato, seja
T :V — W uma isometria linear. Verificaremos primeiro que T € injetiva. Para

isso, consideramos T'(u) = T'(v) e mostraremos que uw =v. Note que
T(w) =Tw)=0 = |[T(u) =T()]| =0,

em que usamos a propriedade 2 de norma (veja Definigao 1.1.7). Sendo T isometria,
seque que

0=|T(u) = TW)| = |T(u—v)|| = [lu—wl,

e assim u = v, pela mesma propriedade.
Resta mostrar que T' é continua. Com esse objetivo, tome e > 0 e ug € V. Logo,

escolhendo 0 = € > 0, conclui-se que
lu—uoll <6 = |T(u) = T(uo)l = [IT(u—uo)l| = llu—uol| <e.
Portanto, T € continuo, finalizando a verificacdo da afirmacao.

2.2 Caracterizacao dos operadores lineares continuos

Como mencionado anteriormente, essa secao contém resultados que ocorrem de-
vido a natureza dos operadores lineares continuos. O teorema que segue trata de
um resultado de caracterizagao, o qual promove formas alternativas de verificar se

um operador é continuo.

Teorema 2.2.1. Sejam V' e W espacos normados e T : V- — W um operador linear.

As sequintes condicoes sao equivalentes:
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(1) T € continuo,
(i7) T € continuo na origem;

(ii7) — sup |[T(u)] < o0;
{ueVillul<1}

(1) eziste uma constante C = C(T) > 0 tal que

IT(W)]| < Cllul, VueV.

Demonstragao. Verificaremos as implicacoes.
(i) = (ii): E imediato.
(11) = (i4i): Considere € = 1. Como T' é continuo na origem, existe § > 0 tal

que
Jull = flu=0 <6 = [T(W] =[T(u) =TO)] <1

Agora, seja u € V arbitrario com [jul| < 1. Desde que |(6/2)ul < 0/2 < 94, a

implicagao acima nos indica que

gHT(U)H - HT (gu) H <1

Ou seja,

IT(w)]| <=, VYueV tal que |jul] <1.

ST )

Com isso, (i17) é valido se (i) ocorre.

(17i) = (iv): Seja v € V. Caso v = 0 a desigualdade é imediata. Suponha que

v # 0. Neste caso, |[v/||v]||| =1 e pelo item (ii7) podemos concluir que
T(v v
”<”=W(—ﬁHS sup|T(w)]
o] o] fuevilul<1}

em que usamos a linearidade de T. Consequentemente,

1T () < ( sup IIT(U)H) [ol],

{ueViflul<1}

encerrando a verificagdo do item (iv).

(iv) = (i): Seja ug € V. Para todo u € V, temos que (u — ug) € V. Portanto,

utilizando a hipdtese,
1T (u) = T'(uo)[| = |T'(u — uo)|| < Cllu— uol|.

Para mostrar que T' é continuo, tome € > 0. Escrevendo § = ¢/C' > 0, se ||u—upl| <
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0, entao
T (u) — T(up)|| < Cllu—upl| < Co =e.

Portanto (7) ocorre e a demonstragao desse teorema esta finalizada. O

Daremos um exemplo da praticidade do resultado anterior para averiguar a con-
tinuidade de operadores lineares.

Exemplo 2.2.2. O Teorema 2.2.1 nos fornece uma maneira mais direta de mostrar
a continuidade do operador T, (x) = (x,y), citado no Exemplo 2.1.5. Basta relembrar

que a desigualdade de Cauchy-Schwarz nos diz que
Ty(@)] = [{z, )] < ll=llllyll, V= €R".

Fazendo C' = ||y|| no Teorema 2.2.1 (item (iv)), a continuidade seque imediata-

mente.
O préximo exemplo trata de um operador que nao é continuo.

Exemplo 2.2.3. Considere o subespaco de C|0, 1], formado pelas fung¢oes polinomi-

ais,
Pl0,1] :={f €C[0,1] : f(x) =apnz" + ...+ a1x 4+ ap, n €N, a,,...,a0 € R}.
Defina o operador

T :P[0,1] — P[0, 1]
feT) =1,
em que [’ representa a derivada de f. Claramente T é um operador linear, pelas

propriedades de derivac¢ao.

Afirmamos que T ndo € um operador continuo. Do contrdrio, pelo Teorema
2.2.1, existe C > 0 tal que

IT(Nlleo < Cllflloo,  Vf € PO, 1]. (2.1)

Considerando para cada n € N, f,(z) := z™, Vo € [0,1], temos que f, € P[0, 1].

Além disso, T(f,)(x) = nz"'. Sendo assim

[falloc = sup |fu(z)| = sup [2"[=1
z€[0,1] z€[0,1]

IT(fo)lloo = sup |fi(2)] = sup |na""'[=n.
x€0,1] z€[0,1]
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Por (2.1),
n<C, VnéeN.

Isso € uma contradicdo, e portanto T nao pode ser um operador continuo.

Uma consequéncia do Teorema 2.2.1 estabelece uma caracterizacao de espacos

isomorfos partindo de certas estimativas.

Corolario 2.2.4. Seja T : V — W um operador linear bijetor entre espacos nor-
mados. Entao, T € isomorfismo se, e somente se, existem constantes C, D > 0 tais
que

Cllull < [[T(W)|| < Dljull, VYueV.

Demonstracao. Seja T um isomorfismo. Vimos na Observagao 2.1.9 que todo ope-
rador inverso de um operador linear é também linear, isto é, T' e T~! sao lineares.
Ainda, T' e T~! sao continuos pela definicao de isomorfismo. Logo, o Teorema 2.2.1

garante a existéncia de C,Cy > 0 tais que

1T (w)l| < Cillwll, YweW e |T(W)]<Cllul, YueV. (22)
Afirmamos que C;,Cy > 0. Se Cy = 0, entdo T(u) = 0, para todo u € V, de
forma que se w € W\ {0}, entao 0 = T(T'(w)) = w, o que é uma contradigao.
Caso 7 = 0, de forma similar também chegariamos em uma contradi¢ao. Logo a

afirmagao esta verificada.

Agora, considere u € V arbitrario. Portanto,
Cillull = CITHT(w))]| < Cr - CLIT (W],

em que substituimos w por T'(u) em (2.2). Dessa forma,

1
lull < 17|
Essa desigualdade combinada com (2.2) implica que
Cllull < 1T ()l < Dljull, vueV,

com C =1/C; >0e D =Cy>0.

Reciprocamente, suponha que existam C, D > 0 tais que
Cllull < 17| < Dllull, Yue V.
Pelo Teorema 2.2.1, segue que T é continuo. Ainda pelas estimativas acima, tem-se

1 . 1 B
lul < ZIT@I = T W)l < Fllwll,  (w=T(w).
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Novamente, pelo Teorema 2.2.1, T~! é continuo, e portanto T é um isomorfismo. O

resultado estd finalizado. O]

Uma contribuicao relevante do Teorema 2.2.1 é poder estabelecer uma norma

para o espago L(V,W).
Proposicao 2.2.5. Considere os espagos vetoriais normados V e W. A expressio

1Tl cqvwy = sup [T (u)f
{ueVi|lul<1}

define uma norma no espago vetorial L(V,W). Por simplicidade, denotaremos essa

norma por ||T|.

Demonstracao. Verificaremos os itens da Definicao 1.1.7.

1. Observe que
T >0, VIeL(V,W).

De fato, seja u € V, com ||ul| < 1. Assim,

1T = sup T = [[T(w)] =0
{ueVijlul <1}

2. Mostraremos que |T|| = 0 <= T =0 (T'(u) = 0,YVu € V). Inicialmente,
suponha que ||T|| = 0. Dado v € V' com ||v|| < 1, tem-se

0< T < sup |[T(u)] =|T] =0.

{ueV:[lul|<1}
Ja para ||v]| > 1, temos que
al
=1
H o]
Consequentemente,
o= 171 = 7 () | = ol
= = _— = — v s
o] [v]]
donde

Offvll = [T (w)]| = 0.

Ou seja, T'(v)=0, em ambos os casos. Portanto, T é o operador identicamente nulo.

Reciprocamente, se T' = 0, entao

1Tl = sup [[T(u)]= sup [0 =0.

{ueVijlul<1} {ueVi|lul<1}

3. Precisamos mostrar que ||aT|| = |a|||T]]. O caso o = 0 é imediato, e por isso
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omitiremos. Considere o # 0 e note que

[Tl = sup [[(@T)(w)].
fueVillul<1}

Em seguida, tome uy € V' com |Jug|| < 1. Observando que
[(@T) (uo)ll = Il T (uo) || < [l IT],
podemos concluir que o termo |a|||T|| é uma cota superior do conjunto
{I@T) (W) - u eV e ful] <1} (2:3)

Para obter a igualdade esperada, basta mostrar que |o|||T|| é a menor das cotas
superiores deste conjunto (para mais informagoes, verifique Defini¢ao 1.1.12). Com

esse objetivo, tome M < |a|||T||. Entao

M
— <|T|= sup |T(u).
|af {ueVi{lul <1}

Pela defini¢do de supremo, obtemos u; € V' com |Ju|| < 1 tal que

M
— < T(u)]|
||

Isso implica que

M < |af[[T(u)|| = [I(aT)(u)]-

Por definigao, |«|||T’|| deve ser o supremo do conjunto (2.3), e assim

laT] = sup |[(@T)(w)] = [ T].
{ueViflul|<1}

4. Para mostrar a ultima propriedade, considere T',S € L(V,W). Observe que

1T+ Sl = sup [[(T"+5) ()]l

{ueVijlull<1}

Ainda, para todo u € V' com ||ul| < 1, temos que
T+ S) ()| = [IT(w) + S| < [|T(w)]| + S| < 1T+ [I5]]-
Dessa forma, a soma ||T]| 4+ ||S|| é uma cota superior do conjunto

T+ 9) W) - uweVelu] <1}
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Como o supremo é a menor das cotas superiores, devemos ter
1T+ 51 < 1T+ (1511,

finalizando a verificacdo. Com as verificacoes dos itens 1-4, evidencia-se que ||T||
define uma norma em L(V,W). O

Nos proximos exemplos, vamos calcular a norma de alguns operadores.

Exemplo 2.2.6. Vamos determinar a norma do operador identidade pertencente

ao espago L(V) (veja o Exemplo 2.1.4). Note que parauw € V', com ||u|| < 1, tem-se
()] = [lul <1,

donde 1 € uma cota superior do conjunto {|[I(u)|| : u €V e ||u| < 1}. Consequen-
temente, ||I|| < 1. Por outro lado, seja v € V '\ {0}. Daf,

- Izl ) <

v

o]

Portanto, ||I]| = 1.

Exemplo 2.2.7. Considere o operador T,(x) = (x,y) do Ezemplo 2.1.5. Para
determinar sua norma, primeiramente lembre-se que

1Tyl = sup |T(z)[= sup [{z,9)]
{eeR|z|<1} {weR%jal| <1}

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, notamos que
[z, )| < lzllllyll, VoeR (2.4)

Ao considerarmos especificamente ||x|| < 1 na desigualdade acima, obtemos

[{z, y)| < [lyll,

de maneira que ||ly|| € uma cota superior de

{

(@)l 2z R e lzf <1},

donde ||T,|| < |lyll. Mais ainda, afirmamos que ||y|| = ||T,||. Para verificar isso,

observe que |ly/||lylll| = 1, e entao

‘<ﬁ’y>\ €{l{@ )l v eR” ellaf <1}
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Logo,

Y
)| < T
N y

Iyl1* _ 1{y, )]
llyl| lyl|

isto ¢,

Iyl = < Tll-

Portanto, ||ly|| = [|T]].
Finalizamos a segao com dois resultados a respeito do espago normado L£(V, W).

Proposicao 2.2.8. Sejam V e W espacos normados. Entao os sequintes itens sao

vdlidos:
(@) 1T < |T[[ull, VI € LV,W), Vu e V;
(b) se W for um espago de Banach, entao L(V, W) também é um espago de Banach.

Demonstragao. Para demonstrar o item (a), seja T € L(V,W)eu € V. Seu=0a

desigualdade é imediata. Agora, suponha que u # 0. Dessa forma,

u
Il =+
e assim T )
=l ()l < LS T = 7],
Logo,

7)) < T[]]I,

provando o item (a).

Quanto a demonstragao do item (b), tomaremos uma sequéncia de Cauchy em
L(V,W) e mostraremos que ela converge para algum elemento de L(V, W), se W
for um espago de Banach. Considere (7,,) C L(V, W) uma sequéncia de Cauchy

arbitraria. Entao, dado € > 0, podemos encontrar nyg = ng(€) € N tal que
nm>ny = ||T,—Tnl <e
Pelo item (a), se n,m > ng, segue que

1T (u) = Ton(u)

| = [[(Tn = To) ()| < [T = Tl l[ull < eflull, VueV. (25)

Dessa forma, podemos concluir que a sequéncia (T, (u)) C W é de Cauchy, qualquer

que seja u € V fixado. Como W é um espago de Banach, (7,(u)) converge para
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algum elemento v, € W, ou seja, lim T, (u) = v,. Diante disso, defina
n—oo

T:V =W
u— T(u) = lim T, (u).

n—oo

Se fizermos n — oo em (2.5), com m fixo, notamos que o operador T satisfaz
1T (u) = Ton(u)|| < effull,  Vm > no. (2.6)

Lembrando que u € V foi tomado arbitrario, para [jul]| < 1 a inequagdo acima
implica que

(T = T) ()| = [T (u) = T(u)] <€, Vm = no.

Assim, podemos concluir que € > 0 é uma cota superior do conjunto
{I[(Tn = T)(w) || : we Ve |ul| <1}

Logo,
T =T <€, Vm >ny.

Em outras palavras, acabamos de verificar que (7},) converge para T', com respeito
a norma do espago L(V, ).

Resta mostrar que 7' € L(V,W). Primeiramente, note que 7" é linear, uma vez
que para quaisquer o € K e u,v € V, tem-se

T(au+wv) = lim T,(ou+v) = JLIEO(Tn(au) + T,(v))

n—oo

=« lim T,(u) + lim T, (v) = aT'(u) + T'(v).

n—0o0 n—o0

Agora, mostraremos que 1" é continuo ao escrevé-lo como combinacao linear de

operadores continuos. Uma vez que
[(Tny = T)(w)|| < ellull, YueV,

concluimos, através do Teorema 2.2.1, que (T,,, — T) € L(V,W) (usamos (2.6)).
Como L(V,W) é um espago vetorial, entao 7' = —(7,,, — T) + T, pertence ao

espago L(V, W). Isso conclui a demonstragcao. ]

Coroléario 2.2.9. Seja V' um espago normado. Entdo, o espago dual V' = L(V,K)

¢ um espacgo de Banach.

Demonstragao. De fato, como K é completo, segue do item (b) da Proposigao 2.2.8

que V' é um espaco de Banach. H
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2.3 Teorema de Banach-Steinhaus

Finalmente, nesta secao apresentaremos a demonstracao do resultado principal.

Antes, precisaremos de um resultado classico, a saber o Teorema de Baire.

Teorema 2.3.1 (Teorema de Baire). Sejam V' um espago de Banach ndo-vazio e

(F,) uma sequéncia de subconjuntos fechados em V tal que

Um:v

neN

Entao existe ng € N tal que F,, possui interior nao vazio, ou seja, int(F,,) # 0.

Demonstracao. Com o intuito de obter uma contradi¢ao, suponha que a conclusao
do resultado ¢ falsa, isto é,

int(F,) =0, VneN. (2.7)

Em seguida, considere A, := V' \ F,,, para cada n € N. Agora, faremos algumas

afirmacoes juntamente com suas demonstragoes.
Afirmacao 1: A,, é aberto, para cada n € N.

Neste caso, dado y € A,,, devemos garantir que existe r > 0 tal que B(y;r) C A,.
De fato, se y € A,, por definicdo y ¢ F, = F, (pois F, é fechado). Logo, existe
r > 0 tal que

B(y;r) N F, = 0.

Agora, basta verificar que B(y;r) C A,. Tomando z € B(y;r), pela igualdade
acima, z ¢ F,,, ou seja, z € A,, o que mostra que a inclusdo é vélida. Portanto, A,
¢ aberto.

Afirmagao 2: A,, # (0, para todo n € N.

Primeiro, vamos verificar que

V\int(F,) =V \ F,, VneN. (2.8)

Para provar a inclusao V' \ int(F,) C V' \ F,, seja v € V' \ int(F},). Dai, u ¢ int(F},),
isto é, dado r > 0 temos que

B(u;r) ¢ F,.

Sendo assim, existe v € B(u;r) tal que v ¢ F,, (v € V \ F,). Logo,

B(u;r) N (V\ F,) # 0.
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Como r > 0 é arbitrario, por definigao de fecho, u € V' \ F,,.

Para garantir que (2.8) é valido, resta verificar que V' \ F,, C V' \int(F,,). Usando
a contrapositiva, considere w ¢ V'\int(F,,). Sendo assim, w € int(F},), o que implica
que existe € > 0 tal que
B(w;e) C F,.

Consequentemente,

B(w;e)N(V\ F,) =10,

donde w ¢ V' \ F,,, e portanto a igualdade (2.8) é verdadeira. Finalmente, combi-

nando (2.8) com (2.7), podemos concluir que

A, =V\E,=V\int(F,)=V\0=V, VneN. (2.9)

Logo, se A, = 0, entdo § = 0 = A, = V, que seria uma contradicao. Isso garante a

validade dessa afirmagao.

Afirmagao 3: ﬂ A, #10.

neN

Como A; # 0, pela afirmacdo 2, existe x; € A;. Usando o fato que A; é
aberto (pela afirmacao 1), existe 6 > 0 tal que B(x1;d) C A;. Tomando 0 < 67 <
min{1,6/2}, temos que

Blzy;61) C Ay (2.10)

De fato, se y € Blxy; d1], entao
)
ly =zl <0< 5 <4,

isto é, y € B(x1;0) C A;. Por outro lado, por (2.9), temos que 2, € V = Ay. A
Definigao 1.2.6 diz que
B(Il,él) N AQ 7é @,

donde existe xo € B(z1;01) N As. Como B(xy;01) N Ay é aberto (veja Exemplos
1.2.4 e 1.2.5), através de argumento similar para obter (2.10), podemos considerar
0 <y < 1/2 tal que

B[[L’Q;(SQ] C B(.’L’1;51) N AQ C B[l‘l;(Sl] N A2.

Repetindo o processo de forma indutiva, podemos obter duas sequéncias (6,,) C R e

(x,) C V que satisfazem

1
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Em particular,
Blzpi1;0n11) C Blay; 6,] C ... C Blxg; do) C Blxy; dy]. (2.12)

Afim de utilizar a completude de V', mostraremos que (z,) é uma sequéncia de
Cauchy. Para isso, tome € > 0 arbitrario. Como N ¢ ilimitado, existe nyg € N tal

que ng > 2/e. Se m,n > ng, entao
Blzp; 6,) N Bl 0m] C BlXng; Ong)-
Consequentemente,

2
[ = @all < @m = Tl + |Tng — @nll < ng + Ong = 265, < o <€
0
Isso nos diz que a sequéncia (z,) é de Cauchy, o que acarreta que converge para
algum x € V, pois V é um espacgo de Banach.

Para finalizar a verificacao dessa afirmacao, mostraremos que x € ﬂ A,. Fi-

neN
xando n € N, por (2.12), temos que

T € BlXym; 0m] C Blay; 0,], Vm > n.

Em outras palavras, (Z,,)men € uma subsequéncia de Blx,;d,], em que N' = {n <
n+1<n+2<...}. Além disso, (2, )men converge para z (veja Proposi¢ao 1.2.15).
Pela Proposicao 1.2.16, juntamente com o Exemplo 1.2.9, temos que = € m =
Blzy; 6, C A,. Como n € N foi tomado arbitrario, a afirmagao 3 esta provada.

Finalmente, fazendo uso da afirmacao 3,

re(NA=[WV\E)=V\|JF.=V\V =0,

neN neN neN
que é um absurdo, e assim o resultado esta demonstrado. O

Logo abaixo, demonstraremos um lema, que servira com resultado auxiliar para

o Teorema de Banach-Steinhaus.

Lema 2.3.2. Sejam V e W espacos normados. Se f:V — W ¢é continua, entao o
conjunto

fUF) ={veV flv)eF}CV
¢ fechado em V', se F for fechado em W.

Demonstragdo. Tome u € f~1(F). Devemos mostrar que u € f~1(F). Através da

Proposicao 1.2.16, obtemos uma sequéncia (u,) C f~1(F) tal que lim wu, = u.
n—oo
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Afirmamos que a sequéncia (f(u,)) C F converge para f(u). Com efeito, dado

e > 0, a continuidade de f nos fornece § > 0 que satisfaz
Jw—ull <6 = [f(w) = flu)] <e
Usando a convergéncia nh_}ngo u, = u, podemos obter ng € N tal que
|un, — || <6, Yn > ng.
Dessa maneira, se n > ng, pela implicacao acima, segue que

1f (un) = flu)]| <

provando a afirmacdo. Logo, pela Proposicio 1.2.16, f(u) € F C F (pois F é

fechado). Portanto, u € f~'(F), o que encerra a demonstragao do lema. ]

Teorema 2.3.3 (Teorema de Banach-Steinhaus). Seja V' um espa¢o de Banach
e W um espago normado. Considere uma familia de operadores (T;)ier, em que
T, € L(V,W), para cada i € T'. Suponha que para cada u € V', existe L, € R tal que

ITi(w)|| < Lu, Vi€l
Entao, existe L € R (independente de u) tal que

I3l = suwp |Ti(w)| <L, Viel.
{ueV:|lull<1}
Em outras palavras, se

sup || T;(u)]| < 00, VYu €V,
iel

entao

sup ||T;]| < oo.
il
Demonstracao. Nessa demonstracao utilizaremos o Teorema de Baire. Com essa

finalidade, devemos encontrar subconjuntos fechados F,, C V tal que U E,=V.

neN
Para obter tais subconjuntos, inicialmente considere

Sti={ueV ||Ti(uw)| <n}. (2.13)
Desde que
(- e T)~'0.n] :=={v e Vi (|| - | o ) (v) € [0,n]} = {v € V'« |Ti(v)]| € [0,n]},

podemos concluir que S = (|| - || o T;)7'[0,n]. Uma vez que T; é continuo, pois

T, € L(V,WW), e a norma || - || também é continua, pelo Lemma 2.3.2, pode-se
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concluir que S é fechado, pois é imagem inversa do fechado [0,n] C R. A seguir,

F, = ﬂ St

i€l

defina, para cada n € N,

Através do Exemplo 1.2.10, temos que F}, é um conjunto fechado para todo n € N.

Um:V

Como F,, C V, para cada n € N, claramente U F, C V. Sendo assim, resta provar
neN
que V C U F,,. Com efeito, seja v € V. Por hipdtese, existe L, € R tal que
neN

Afirmamos que

IT@)| < L, VieTl.

Desde que N ¢ ilimitado superiormente, existe m € N tal que m > L,. Por conse-
guinte,
ITi(v)| <m, VieTl.

Sendo assim, v € S’ para todo i € ' (veja definigao em (2.13)), e como con-

sequéncia, temos que v € ﬂ S: =F,C U F,,. Portanto, V = U E,.
el neN neN
Podemos finalmente aplicar o Teorema 2.3.1 para garantir a existéncia de ng € N

tal que int(F,,,) # 0. Logo, podemos considerar w € int(F,,). Por defini¢ao de ponto

interior, obtemos ¢ > 0 que nos fornece
B(w;e) C F,.
Considerando v € V com |ju|| < 1, se z = w + (¢/2)u, temos que

Iz = wl =

<

—uf| <e.

2

Isto é, z € B(w;e€) C F,,. Como F,, = ﬂ Si., entao
i€l

ITi(2)l <no,  [Ti(w)|| <no,  VieT.

Agora, note que

4ng

1T = |7 (3< - w>) | = 2176z~ w)ll < 2 (1T + 1Tl < 72

€
Como u € V com ||lu|| <1 foi tomado arbitrario, segue que

4
1T <=2, Vierl.
€
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Escolhendo L = (4ng)/e, o resultado estd demonstrado. O

Na observacao a seguir, veremos que a completude do espacgo ¢ indispensavel no

Teorema de Banach-Steinhaus.

Observacao 2.3.4. No Fxemplo 1.3.3 vimos que 0 espago cog nao € um espago de

Banach. Agora, considere para cada n € N a aplicagao T, : coo — K definida por
T.(x) :=nx,, Vx=(21,...,Zpn,...) € Coo-

Afirmamos que T,, € (coo) = L(coo,K). O fato de T, ser linear é imediato, e por

isso vamos omitir. A continuidade € garantida ao observar a desigualdade

| T0(x)| = [n@n| = nlz,| < nsup |z, = nlx||«,
neN

Juntamente com o Teorema 2.2.1 (item (iv)).

Por outro lado, com o intuito de determinar a norma de T, se ||x|lo < 1, pela
desigualdade acima seque que |T,(x)| < n, e assim ||T,|| < n, pela definicao de
supremo. Além disso, considerando y = (y,) € coo, em que y, = 1 e y; = 0, para
i #n, tem-se

n=[Tu(y)] < [ITull;

pois ||¥]|eo = 1. Logo, ||T,|| = n, para qualquer n € N.
Com o intuito de usar a conclusao do Teorema de Banach-Steinhaus, note que

para x = (x,) € coo fizado, existe ng € N tal que x, = 0, para n > ngy. Sendo assim,
|T;(x)|=1i-0=0, Vi>mng e Ti(x)| =i -x;, Vie{l,...,no—1}.

Portanto,
ITi(x)| < Ly := max 1{2’ -]}

1<i<no—
Supondo que o Teorema 2.5.3 seja valido para V = cyy, podemos concluir que existe

L € R tal que
n=|T.| <L, VneN,

o que € um absurdo.

2.3.1 Algumas consequéncias do Teorema de Banach-Steinhaus

A subsecao que segue apresentara os ultimos resultados do trabalho, todos eles
sendo decorrentes do Teorema de Banach-Steinhaus (ou Principio da Limita¢ao Uni-

forme).

Proposicao 2.3.5. Sejam V um espaco de Banach e W um espag¢o normado. Con-

sidere (Ty)nen C L(V,W) uma sequéncia de operadores tais que, para qualquer
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u eV, (T(u))nen € uma sequéncia convergente em W. Dessa forma, a aplicag¢ao

T:V W
ur T(u) = lim T, (u),

n—oo

¢ um operador linear continuo.

Demonstracao. Com as hipdteses fornecidas, devemos mostrar que 1" é continuo,
uma vez que a linearidade resulta das operagoes aritméticas dos limites.
Note que
IT0(u)]| < Ly <00, YuelV,

pois (T (u))nen € uma sequéncia convergente para cada u € V', e portanto limitada.

Pelo Teorema 2.3.3, podemos inferir que
IT.|| <L, VneN,

para algum L € R. Portanto, como T, € L(V,W) com n € N qualquer, podemos

utilizar o item (a) da Proposigao 2.2.8 para garantir que
[T ()]l < ([ Tal[llull < Lffull,  VueV.

Ao fazer n — oo na desigualdade acima, obtemos ||T'(u)|| < L||u||, onde o Teo-
rema 2.2.1 assegura a continuidade de T'. Esta verificado que T" é um operador

linear continuo, finalizando a demonstragao. 0

Proposicao 2.3.6. Seja (v,)nen uma sequéncia em um espago normado V' sobre R
tal que

D b(va)l <00, Vg€V’ =L(V,R).

n=1
Entao,

sup Y [e(va)| < e

{vevilvl<i} ;5

Demonstragao. Seja 1 € V'. Para cada i € N, considere &, ...,&; € R (dependentes
de ) dados por
1, se(vj) >0,
& =
—1, se ¢(vj) <0,
para cada j € {1,...,i}. Em seguida, defina para cada i € N, o operador T; : V' —
R por

T,(¢) = &b(va), VeV’
n=1
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Claramente T; é linear. Além disso, fixando 7 € N,

T = | D &) < 3 ()l < 3 Iellval, Vi€ V7,
n=1 n=1 n=1

onde utilizamos o fato que |£,| = 1 juntamente com o item (a) da Proposigao 2.2.8,

com T =1 e u =v,. Sendo assim,

Ti(0)| < <Z rvnl) lpll, vy eV
n=1

Aplicando o item (iv) do Teorema 2.2.1, podemos concluir que 7; é continuo, e
portanto 7; € L(V',R).

Por outro lado, por hipétese, para ¢ € V' fixado, temos que

)| = |3 6wn)| < S Ioton)l = Ly <00, VieN.
n=1 n=1

Desde que V' é um espago de Banach (veja Corolario 2.2.9), podemos aplicar o
Teorema 2.3.3 para obter L € R (independente de v) tal que

;= sup |Ti(¥)| <L, VieN.
{weV:|ly|<1}

Logo,

LW <L, VieN, WeV' talque [[¢] <1

> &ub(vn)

Agora, usando que &,9(v,) = |¥(v,)| > 0, podemos concluir que

=S o) = 3 (),

e consequentemente,

S l(en) <L, VieN, VeV talque ¢ < 1.

n=1
Aplicando o limite ¢ — 0o, concluimos o resultado. O

A préxima proposicao é o ultimo resultado a ser apresentado, com sua demons-
tracao encerrando nosso estudo. Ela evidencia a utilidade do principio da limitacao

uniforme na determinacao da completude de espacos normados.

Proposigao 2.3.7. Seja D,, := {f € Cla,b] : f € diferenciavel em xy}, com xy €
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(a,b). Entao, D,, nao é Banach.

Demonstragao. Lembremos que uma funcao f : [a,b] — R é diferencidvel em um
ponto zg € (a,b) quando existe o seguinte limite
. o+ h)— f(z
iy £ (%0 })L f(@o)

h—0

(2.14)

Denotamos esse limite por f'(xg).
Como zg € (a,b), tome ng € N tal que a < xg + 1/ny < b. Dessa maneira, se
n > ng, tem-se a < xo + 1/n < b. Em seguida considere, para cada n > ng, a

aplicagao T;, : D,, — R dada por

1
T =n £ (20 1) = Sl W7 €D,
A seguir faremos duas afirmagdes.
Afirmacao 1: T, € D), = L(D,,,R).

Para verificar que T, é linear, note que

Taf +9)=n [(@f +9) (a4 1)~ af +)a)

=an |f :co+l — f(xo)| +n|g xo+l — g(x0)
(o) = st el (s 5) =00

= oTo(f) + Tulg),

para quaisquer f,g € D,, e a € R. A continuidade de T}, segue da seguinte estima-

0 = o [ (a4 3 ) = fGan] | <o ([f (st 2 ) [+15001)

< n(sup |f(z)|+ sup [f(z)]) = 2n] [~

x€la,b] z€la,b]

tiva

A afirmagao esta verificada.
Afirmacao 2: Para cada f € D,,, existe Ly € R tal que
T.(f)| < Ls, n>no.

Primeiramente, perceba que

T.(f)=n [f <x0 + %) - f(a:o)} _ flwo 11/72— f (o)
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Para estimar a limitacao de (75,), fazemos

lim T,(f) = lim L0t 1) = J(@o)

n—00 n—00 1/n ’

Através de (2.14), ao considerar h = 1/n, obtemos

= ['(20)

Logo, a sequéncia (7,,(f)) C R é limitada, para cada f € D, fixado. Isso ¢ suficiente
para a conclusao dessa afirmagao.

Finalmente, suponha por contradicao que D,, é um espago de Banach. Pelas
Afirmacoes 1 e 2, podemos aplicar o Teorema 2.3.3 (Principio da Limitagao Uni-

forme) para obter L € R tal que

T, = sup IT.(f)| < L, ¥n>mn. (2.15)
{f€Dag: I flle <1}
Em seguida, escolha ny > ng tal que ny > L e a < xg — 1/n;. Com o intuito de
obter a contradigao, defina g € D,, por
1

—1, sea<lz<xT)— —),
ny

1
g(x) = q m(x —x0), sewyp— — <a<x0+—,
ni ni

\ ny

A figura abaixo apresenta o grafico da funcao g.

Dando continuidade a demonstracao, note que

1

1 1
T (9) =m [9 (IEO + n_) - 9(950)] = [nl (iUo + P l’o) —na(zo — IBO)] =Mny.
1
Desde que ||g]|s = 1, a igualdade acima combinada com (2.15), implica que
m = T, (9)] < [T, || < L.

Mas isso é uma contradi¢ao, pois n; > L. Portanto, o espaco D,, nao pode ser

Banach, e a prova esta completa. O
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Figura 1: Gréfico da aplicacao g € D,, cason; =5exg=1/2, coma=0eb=1.

Fonte: De autoria prépria com o auxilio do aplicativo Geogebra.
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