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O seguinte trabalho aborda questoes sobre série de sistemas lineares de curvas
sobre uma variedade suave. O objetivo deste texto é estudar o conceito de sis-
temas lineares e introduzir o conceito de gonalidade de uma curva, fornecendo
uma classificagao de curvas de gonalidade baixa < 3, além de estudar as condi-
¢Oes impostas em sistemas lineares sobre curvas no plano projetivo com enfoque
em algumas propriedades. Além disso, encontramos uma cota inferior para a
gonalidade de curvas que sao interse¢oes completas em P" r > 1.
Palavras-chaves: Sistemas Lineares, Gonalidade, Intersecao Completa, curvas
suaves, amplo, muito amplo.
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The following work addresses questions on the series of linear systems of curves
on a smooth variety. The goal of this text is to study the concept of linear
systems and introduce de concept of gonality of a curve providing a classification
of low gonality curves < 3, in addition to studying the conditions imposed on
linear systems on curves in the projective plane with a focus on some properties.
Furthermore, we show a lower bound to the gonality of curves that are complete
intersections in P",r > 1.
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Introducao

Um problema muito recorrente que surge na Matematica, em particular, na
Geometria Algébrica, é o de classificar objetos. Quando nossos objetos sao cur-
vas suaves temos dois invariantes associados que sao o género e a gonalidade.
Nesse caso, definimos a gonalidade como o menor inteiro positivo d para o qual
existe um recobrimento de grau d de C' em P! o que é comumente denotado
por g}l. Tal definigao é equivalente, utilizando conceitos de sistemas lineares, a
termos um feixe invertivel £ de grau d sobre C' tal que h°(C, L) > 2. Como ve-
remos nas Segoes 3 e 4 tal invariante nos permite por exemplo classificar curvas
racionais como curvas que possuem gi, curvas elipticas (hipereliticas) que pos-
suem g3 com género igual a 1 (maior ou igual a 2). Dessa maneira, conseguimos
solucionar o problema de classificagao para essa classe de curvas que tem género
baixo, e além disso, conseguimos obter uma para o caso de curvas que sao inter-
segOes completas obtemos uma cota inferior para a gonalidade, o que também
auxilia na classificacdo destas curvas. Ao longo do texto revisitamos resultados
classicos de Geometria algébrica como a relagao existente entre divisores, feixes
e fibrados, o Teorema de Riemann-Roch, o Teorema de Reider e o Teorema de
Nakai-Moishezon.

O trabalho foi dividido em quatro partes. A primeira secao tem como foco a
obtencao de requisitos preliminares como, por exemplo, o estudo da Topologia
de Zariski e dos conceitos de Divisores, Fibrados, Feixes e Esquemas através
de exemplos e algumas propriedades importantes. Finalizamos a se¢ao com o
teorema que correlaciona, sob algumas hipdteses, de maneira biunivoca Divi-
sores, Fibrados e Feixes o que é bastante importante visto que nos possibilita
transionar o nosso problema de um dos trés para o outro facilitando assim a
resolucao de varios problemas que irao aparecer ao decorrer do trabalho.

A segunda secdo, traz alguns conceitos classicos da Geometria Algébrica so-
bre curvas, como o conceito de sistemas lineares e o Teorema de Riemann-Roch
com algumas consquéncias do mesmo em sequéncia. Além disso, obtemos alguns
resultados voltados para as condicoes impostas em sistemas lineares sobre P?
com foco em algumas propriedades especificas.

Na terceira se¢ao, definimos o conceito de gonalidade de uma curva C' suave,
enunciamos o Teorema [7] que fornece uma cota superior para a gonalidade e
classificamos as curvas de gonalidade baixa, isto €, curvas com gonalidade < 3.
Além disso, enunciamos e provamos o teorema de Reider para Fibrados, o qual
é muito importante, visto que sob certas hipoteses conseguimos classificar um
Fibrado como globalmente gerado ou amplo. Por fim, na quarta se¢ao estu-
damos a gonalidade de curvas intersegoes completas em P" através do seguinte
resultado

Teorema 1 (Gonalidade de curvas intersegoes completas). Seja C' C P" uma
intersecao completa suave de hipersuperficies de grau2 < a; < ag < -+- < ap_1.
Seja A um fibrado de retas em C livre de ponto base, de grau d, com h°(C, A) >
2. Entao, gon(C) > (a1 — 1).ag. -+ .ap_1.

Obtendo assim uma cota inferior para a gonalidade. Dessa forma, nos per-
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mitindo concluir que para curvas suaves de intersecao completas com género g
temos que
g+3 J

(a1 —1).ag. -+ .ap—1 < gon(C) < L 5
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Ao decorrer do trabalho assumiremos que k é um corpo algebricamente fe-
chado, A um anel comutativo e com unidade 1 # 0. e também que o leitor esté
familiarizado com conceitos da Algebra Comutativa como modulos, k-algebras,
sequéncias exatas etc. Bem como conceitos basicos de Topologia como os con-
ceitos de base, de compacidade, de fungoes continuas etc. Por fim, também com
o basico da Teoria de Categorias como morfismos, functores, objetos, etc.

1 Resultados Preliminares

Nessa se¢ao, introduziremos alguns conceitos preliminares com a finalidade
de preparar o leitor para os capitulos mais adiante. Inicialmente, abordaremos
através da defini¢ao e algumas propriedades a Topologia de Zariski e o processo
de Localizagao. Em sequéncia, iremos introduzir as definigoes de fibrados, fei-
xes e esquemas, além disso veremos alguns exemplos e algumas propriedades
elementares desses objetos matemaéticos. Por fim, demonstraremos o resultado
principal dessa segao, isto é, mostraremos de qual maneira podemos associar de
maneira biunivoca certas classes de fibrados, de divisores e de feixes.

1.1 Topologia de Zariski

Definigao 1. Seja A um anel. Spec A é o conjunto formado por todos os ideais
primos de A.

Exemplo 1. Seja k um corpo, entdo Speck = {(0)}. Considere o anel Z, entao
o SpecZ = {(p) | p primo } U {(0)}. Com efeito, basta relembrar que o anel
quociente Z, ¢ um dominio, se e somente se, (p) é um ideal primo ou é o ideal
nulo.

Exemplo 2. Se A ¢ um Domino de Fatoracio Unica (DFU), entdo um ideal
principal (f),0 # f € A, é primo se, e somente se, o polindémio f ¢ irredutivel.
Com efeito, se f é irredutivel sobre A, entdo (f) esta contido propriamente em
A e sendo esse anel um DFU tem-se,

ab € (f) < flab<= fla ou flb < a € (f) ou b € (f).

Logo o ideal (f) é primo em relagdo a A. Reciprocamente, se f # 0 entao ou
f éirredutivel ou f € A*, mas nessa ultima opgao teriamos que (f) = A e dai
(f) nao é ideal primo de A. No caso de f nao ser irredutivel podemos escrever
f = ab com a,b ¢ A* e observamos que ab € (f) enquanto a ¢ (f) e b & (f).
isso mostra que o ideal (f) nao é primo.

Note, entretanto, que um DFU em geral possui ideais primos que nao sao
principais, por exemplo, se k é corpo, temos que

(:L'la ‘TQ)a ) (.Tl,l'g, to 71'n) € SpeCk[xlax% to ,ZL’n]
sao ideias primos pois os anéis quocientes

k[zl,IQ, e 71;"7,]

~ Kl o
(1‘1,.’1727"' 71'1’) [‘rl-‘rla 7xn]
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sao dominios mas esses ideias nao principais.

Exemplo 3. Para A um Dominio de Ideias Principais (DIP) temos em parti-
cular que A é um DFU e pelo Exemplo [2] segue-se que

Spec A= {(0)}U (f) | f € A irredutivel }.

Assim, em particular, todo ideal primo (f) nao nulo em um DIP é também um
ideal maximal, visto que para quaisquer dois irredutiveis f1, fo € A temos que

(f1) C (f2) = filfe = (f1) = (f2)-
Dai, do exemplo acima seguem-se os seguintes exemplos:

Exemplo 4. Seja A = C[t], entdo como A é DFU e é um corpo algebricamente
fechado, segue-se que SpecC[t] = {0} U {(t —a) | a € C}.

Exemplo 5. Seja A = C[X,Y], entdo como A é DFU, segue-se que pelo Exem-
plo[2] e o Teorema dos Zeros de Hilbert que

SpecC[X, Y] ={0}U{(f) | f € A é irredutivel } U{(X —a,Y —b) | a,be C}.
Definigao 2. Sejam A um anel e um ideal qualquer Z C A. Definimos

V(Z) ={(p) € Spec A | I C p}
e para um elemento h € A, consideramos o aberto basico

D(h) = {(p) € Spec A | h ¢ p}.
Lema 1. Seja A um anel. Entio,
e (1) V((0)) =SpecA e V((1)) = 0;
e (2) VD UV(J)=V(ZT)=V(INJT);

e (3) m V(Z;) = V(Z T;). Aqui ), Z; denota o ideal gerado pela familia
iel icl
de ideias {Z; }icr.

Demonstracao. Inicialmente, provaremos a seguinte observagao: V reverte in-
clusdes, ou seja, sejam Z e J ideais em A tais que Z C J entdo V(J) C V(Z).
Com efeito, se (p) € V(J) entdo como Z C J e pela defini¢do [2] segue-se que
Z CJ C(p),logo (p) € V(Z). Com essa observagao provaremos os itens do
lema.

Item (1): Veja que (0) C (p) para todo ideal primo (p) e dessa forma, pela
defini¢ao 2] V((0)) = Spec A. Para (1) € (p) tem-se que (p) = A, logo (p) nao é
primo e desse modo segue que V((1)) = 0.

Item (2): Note que ZJ C INJ e assim tem-se V(ZNJ) C V(Z.J). Agora, se
(p) € V(ZJ) entao ZJ C (p) com (p) um ideal primo de A, seja entao t € ZNJ,
dai t> € ZJ C (p) dessa forma, t € (p) pela definicio de ideal primo. Portanto,
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temos que V(ZJ) C V(I N J) e dai temos a igualdade V(ZJ) = V(ZNJ).

Item (3): Naturalmente, temos que ZNJ C ZeZNJ C J, e assim
VEZ)cV(EZNT)eV(JT) CV(INT), dessa forma segue-se que V(Z)UV(T) C
V(Z N J). Por outro lado, se (p) € V(ZN J) entdo (ZN J) C (p) e como (p)
¢ primo segue que Z C (p) ou J C (p) entdo (p) € V(Z) ou (p) € V(J). Logo,
VIZNnT) cV(Z)uV(T). E com as duas inclusdes concluimos nossa afirmagao.
Por fim, note que,

pevimeLicpeLicp).Viecls (p)eV(T)Viel
iel i€l
o que acontece se, e 56 se, (p) € [1;,c; V(Zi). O
Com a notagao do Lema [I] podemos definir a Topologia de Zariski.

Definicao 3. A Topologia de Zariski é formada pela colegao de abertos da
forma V(Z)¢ onde © representa o complementar.

1.2 Localizacao

Definicao 4. Seja A um anel. Um conjunto multiplicativo S C A é um conjunto
que ¢é fechado para a operacao de produto, em outras palavras, dados s,t € S
entdo s.t € S e também que 1 € S.

Dado um anel A e um subconjunto S de A, a localizagdo de A com respeito
a S é o anel S7'A obtido "invertendo"os elementos de S; formalmente S™'A4 &
construido através do quociente de A x S pela seguinte relagao de equivaléncia:

a a
2 existet #£0¢€ S|t.(s2a1 —azs;) =0em A
S1 S92

As operacgoes de soma e produto sao definidos de maneira natural

ai i az  ai1S2 +azs1 Q0L G2 _ 0102

$1 S2 $182 $1 82 S182

e estao bem definidas ja que nao dependem da escolha de representante. Com

efeito, se
a1 b1 ag b2
A _ a2 _ 2

s1 t1 syt

entdo existem u,v € S tais que u(tia; — s1b1) = 0 e v(taas — saby) = 0. Como

Soa1 + S1a9 - tgbl + tlbg

= esS1A
8182 t1to

se e 80, se existe w € S tal que w(tita(s2a1 + s1a2) — $182(t2by + t1b2)) = 0 em
A, mas isso é equivalente a dizer que existe w € S tal que

w(sztg(tlal — Slbl) + (Sltl(tgaz — Sgbz)) =0

14



em A. Dai, veja que basta tomar w = u.v o qual pertence a S pela definicao do
conjunto. Para a outra operacao veja que

mdz _ biby g1y

s1s2 tits
se, e somente se, existe m € S tal que m(ajaztite — b1basise) = 0, veja que

m(a1a2t1t2 — blb25182) = ma1a2t1t2 — mb1b28182 — ma2t2b131 + ma2t2b181
(a1t1 — blsl)(magtg) + (a2t2 — ngg).(m.blsl)

Assim, basta tomar m = u.v e dai temos que
(u)(a1t1 — blsl)(l}agtg) + (v)(a2t2 — bQSQ).(U.blSl) = O

Logo, as duas operagoes estao bem definidas. Assim, veja que com essas
operacdes S~'A é um anel com o elemento neutro de S~!A sendo representado

por qualquer classe da forma 2 com ¢t € S e o elemento % representa o elemento

[
identidade em S—'A.
Além disso, temos a seguinte aplicacdo natural de A em S~'A dada por

i:A—>S71A
a+—>%

e observe que tal aplicagao é um homomorfismo.

Proposigao 1. O mapai: A — S™1A ¢ injetor se e somente se SNZ(A) =0,
onde Z(A) representa o conjunto dos divisores de zero de A.

Demonstrag¢ao. Suponha que SNZ(A) # 0. Assim existe u € SN Z(A), e entao
existe algum a € A — {0} tal que a.u = 0 pela definigdo de Z(A), isso implica
que

u(l.a—1.0)=0

a

0 que acontece se, € sO se, § = %, o que implica que i(a) = 0 e assim ker(i) # {0},
em outras palavras, o homomorfismo 7 nao é injetor.

Agora suponha que ¢ é nao injetor. Entao existe a € ker(i) tal que a # 0,
e assim § = % o que implica que existe u € S tal que u.(a.1 — 0.1) = 0, isto é
u.a = 0 e como a # 0 segue que u € SNZ(A), o que nos diz que SNZ(A) # 0. O

Observagao 1. Dessa forma temos que se A é um dominio entao temos que a
aplicagao i definida acima é injetora, visto que o conjunto dos divisores de zero
de um dominio é vazio. Além disso, quando a aplicagdo i é injetora podemos
identificar A como um subanel de S~!A.

Exemplo 6. Se A=7,e S =7\ {0}, entdao da definigao tem-se S~1A = Q.

O exemplo anterior, é um caso particular do seguinte exemplo:

15



Exemplo 7. Se A é um dominio de integridade, e S = A\ {0}, entdo S~14 é
o corpo de fragoes de A.

Exemplo 8. Se p € SpecA e S = A\ p entdo denotamos a localizagdo por
A, e chamamos de localizacao de A em p., a qual é representada pelo seguinte
conjunto

S_lA:{%\aeA,sgép}.

Proposicao 2. Seja A um dominio, entao temos que A =) A onde

tal igualdade € vista dentro do corpo de fragoes de A.

meSpec A

Demonstra¢ao. A inclusdo C é clara, pois dado a € A entdo temos que a € Ay,
para todo m € Spec(A). Com efeito, podemos escrever a = ¢, ji que pela
maximalidade do ideal segue-se que 1 ¢ m.

Reciprocamente, seja r € [ Ay e considere o ideal A de A com a
seguinte caracteristica

meSpec(A)

A={ae€ A|are A}

queremos mostrar que 4 = A e para isto, basta mostrar que .4 nao esta contido
em nenhum ideal maximal m € Spec(A). O que de fato acontece, pois como

r € Ay, podemos escrever r = %s para algum a € A e s € A—m. Dessa
forma, s € A o que implica que A nao esta contido no ideal maximal m como
desejavamos. O

1.3 Fibrados Vetoriais

Definigao 5. Uma familia de espacos vetoriais sobre X é um fibradop: F — X
tal que cada fibra E, = p~!(z), para cada z € X, é um espaco vetorial sobre
o corpo residual k(z) e a estrutura da variedade algébrica de E, como espago
vetorial coincide com E, C E como imagem inversa x sobre p.

Um morfismo de uma familia de espagos vetorias p : £ — X em outra familia
q: F — X é um morfismo f: E — F tal que o seguinte diagrama comuta

/T
q
f
EF——F

Exemplo 9. O produto fibrado £ = X x V, onde V é uma espago vetorial
sobre k, e p = m; é a projecao de X x V — X fornece uma familia de espagos
vetoriais sobre X chamado de fibrado trivial.

Exemplo 10. Sejam V e W dois espagos vetoriais de dimensao m e n, respecti-
vamente. Determinaremos a forma geral do morfismo f : X xV — X x W entre
essas duas familias triviais. Para isso, sejam e1,--- ,€,, € ui, -, U, bases de
V e W respectivamente, e escreva €1,--- , €y, € Y1, -+ ,Yn para as coordenadas
correspondentes. Sejam as projecoes p: X XV = X eq: X x W — X e defina

16



os elementos z; = p*(¢;) e y; = ¢*(7;), utilizando o Pull-Back das projegoes p e
q . Além disso, temos que sao pontos fechados se a € X x Ve f € X x W sao
unicamente determinados pelos valores dos elementos z;(a) e y;(5) € k. Por-
tanto, o morfismo f é unicamente determinado por especificamente os elementos
da forma f*(y;).

Exemplo 11 (Fibrado Tautoélogico). Seja V um espago vetorial (n + 1) di-
mensional e P" o espaco vetorial de retas | € V. Escreva [, para uma reta
correspondendo a um ponto x € P™. Considere o subconjunto £ C P" x V' dos
pares (z,v) tais que € P" e v € V sdo pontos fechados, com v € I,. Assim,
FE é um conjunto de pontos fechados de alguma variedade quase projetiva de
P™ x V, que continuaremos a denotar por E. A projegdo P" x V' — P"™ define
um morfismo p : E — P™. Provemos que p : E — P™ é um fibrado vetorial. Se
V tem o seguinte sistema de coordenadas (xg : -+ - : x,), entao a restricdo de F
a um conjunto aberto U, dado por y, # 0 consiste nos pontos

e=(t1, -+ ,tniY0, -+, Yn) tals que y; = t;Ya,

onde t; = ja ,eosmapas € — ((t1, -+ ,tn), Yo) definem um isomorfismo de E|y,
com U, X k., j& que a aplicagao é injetiva, gracas ao sistema de coordenadas.
Além disso, é sobrejetiva, pois é uma projegao considerando o aberto U, ,e é

um homomorfismo naturalmente.

Definigao 6. Seja E um fibrado vetorial, dizemos que P(E,) é o fibrado pro-
jetivo associado a F onde as fibras sao espagos projetivos obtidos pela projeti-
vizagao das fibras de E.

Sejam e; vetores da base canoénica , entao a composi¢ao dos isomorfismos
X — X xe; edo mergulho X xe; — X xV define um morfismo ¢; : X — X xV.

Sejam a;; := ¢ (f*(y;)). Dai,
[ (yj) = Zaz‘ﬂ?i (1)

Além disso, veja que é suficiente a verificacdo da igualdade acima para to-
dos os pontos fechados o € X x V e isso segue da definicdo de morfismos de
uma familia de espacgos vetoriais, ja que f, : E, — F, é linear nesse caso.
Reciprocamente, qualquer matriz (a;;) com a;; € X x V define um morfismo
f: X xV > X xW por . Temos um isomorfismo se, e s6 se, m = n e o
determinante da matriz (a;;) é ndo nulo.

Se p: E — X é uma familia de espagos vetoriais e U C X é um conjunto
aberto qualquer, o fibrado p~!(U) — U é a familia de espagos vetoriais sobre
U. E é chamada de restri¢ao de F para U e denotamos por E|y.

Definigao 7. A familia de espagos vetoriais P : E — X é um fibrado vetorial
se todo ponto z € X tem uma vizinhanga U tal que a restri¢ao E|y é trivial.

Observagao 2. A dimensao da fibra E, de um fibrado vetorial é uma fungao
localmente constante em X, e, em particular, é constante se X é conexo. Nesses
casos o numero dim F, é chamado de posto de E e denotado por rank F.
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Seja X = |JU, uma cobertura tal que o fibrado p : E — X é trivial em
cada U,. Assim, para cada U, da cole¢ao fixamos o isomorfismo

bo 0 HUy) = Uy xV
sobre a intersecao U, N Up e temos dois isomorfismos de
p (U, NUg) = (UsNU) NV,

definidos da seguinte maneira ¢q|,-1 (v, nv,) € ¢slp-1(U.nU,)-Dessa forma, tem-
se que ¢g o ¢, ! define um automorfismo do fibrado trivial (U, NUg) x V sobre
U, NU3.

Agora gragas ao Exemplo [I0] podemos escolher uma base de V e assim,
podemos escrever os automorfismos ¢g o ¢, como uma matriz Cp 5 = (@ij)a,p
de ordem n X n satisfazendo as condi¢oes de colagem,

Coa=tdeCory=CqpoCsemU,NUzNU, (2)

Reciprocamente, temos matrizes espeficias C 5 definem um fibrado vetorial,
de C,p satisfazendo , logo temos que essa relacao é bijetiva.

As matrizes C,, 3 sao chamadas de matrizes de transigao dos fibrados vetoriais
e sao de muita importancia nas operacoes envolvendo esses objetos matematicos.

Assuma que F e F sao fibrados vetoriais sobre um mesmo espago M, dados,
respectivamente, pelas seguintes funcées de transicao g3 € GL,(Ox (Us NUp)
e ha,g € GLs(Ox(Uy NUg). Entao podemos definir os fibrados:

e A soma de fibrados também é um fibrado, assim E @ F' ¢é o fibrado vetorial
dado pelas fungoes de transicao

- 0
o = <go,a . ) € GLy 1. (Ox (Ua N Us)

e O produto tensorial de fibrados também é um fibrado, assim £ ® F' é o
fibrado dado pelas fungoes de transigao

ka,ﬁ =0a,8® haﬁ S GLT®S(OX(UQ n Uﬁ)

e A poténcia exterior de fibrados é também um fibrado, APE é o fibrado
vetorial dado pelas matrizes de transigao

ka,p = APga,5 € GL(APOx (Us N Up)

onde AP representa a p—ponténcia exterior.

e O dual E* = Hom(FE,Op) de fibrados também é um fibrado dado pelas
fungoes de transicao

ka,s = gL 5 € GL(Ox (Ua NUp)

onde o T significa a transposta.
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1.4 Feixes e Esquemas
1.4.1 Pré-Feixes e Feixes
Definigao 8. Seja X um espago topologico.

1. Um pré-feixe de grupos abelianos sobre X é um functor contravariante
F :O(X)° — Ab. Com as seguintes propriedades,

(a) Dado U C X aberto, tem-se que F(U) é um grupo abeliano,

(b) Dados abertos U,V € X, tais que V C U, tem-se um morfismo de
grupos abelianos resyy : F(U) — F(V), chamado de morfismo de
restrigao, o qual cumpre as duas propriedades elementares de morfis-
mos para categorias

resy,y = idr(U) e resy,w oresy v = resy,w,

para todos abertos U, V,W € X tais que W C V C U. Além disso, os
elementos do grupo abeliano F(U) sdo chamados de segdes de F sobre U.

2. Um feixe &€ um pré-feixe que satisfaz o axioma de colagem, ou seja, para
cada aberto U C X e qualquer cobertura aberta {U;};cr de U, dados
secoes f; € F(U;) que se igualam na intersecao, isto é,

resy, u,nu; (fi) = resu; vinu, (f5); Vi, g € 1

tem-se a existéncia de uma tunica secdo f € F(U) tal que resy,y, (f) = fi
para cada i € I.

Observagao 3. Seja F um pré-feixe de grupos abelianos, o qual para cada
aberto U em X e cada cobertura aberta {U; };cs de U, consideremos a seguinte
sequéncia
0—F L I[Fw) % I Fwinu;),
i€l ijel

em que os mapas ¥ e ¢ sao definidos da seguinte forma

V(f) = (flu,)ier e ¢(fi)ier = (fi

Dessa maneira, temos que F é um feixe se, e somente se, as sequéncias
definidas acima sdo exatas para todo aberto U C X e toda coberta {U;}icr
de U. Com efeito, se F é um feixe entdao temos que ker(¢) = Im(v)) e que é
exata a esquerda, isto é, ¥ é injetivo j4 que o axioma de colagem da Definigao
é satisfeito garantindo a unicidade das se¢oes. Por outro lado, se a sequéncia
for exata temos que a injetividade de 1) expressa a unicidade da colagem e
ker(¢) = Im(3)) justifica a existéncia dela.

U;NU; — g UmUj)i,jEI-
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Definigao 9. Se F, G sao dois pré-feixes sobre um mesmo espaco topologico X,
um morfismo de pré-feixes 1 : F — G é um morfismo de functores entre F e G.
Em outras palavras, dado U C X aberto temos o seguinte morfismo de grupos
abelianos ¥y : F(U) — G(U) de maneira que dado outro aberto V- C X tal que
V C U, entao o seguinte diagrama

FU) 2 g)

\Lresf re@g
U,V SU, v
——G((V)

comuta. Além disso, um morfismo entre feixes ¢ um morfismo entre pré-feixes
que cumprem o item 2 da Defini¢ao [§]

Denotamos por PSh(X), a categoria de pré-feixes de grupos abelianos sobre
X e Sh(X), a categoria de feixes de grupos abelianos sobre X.

Exemplo 12. Seja X um espago topoldgico qualquer e para cada aberto U
de X, defina o anel das fungoes continuas reais em U, como sendo o seguinte
conjunto
FU)={f:U—=R| f é&continua }.
Seja V' um outro aberto de X tal que V' C U temos o morfismo restrigao
dado por

resy,y : F(U) = F(V)
g glv.

Veja que os morfismos definidos acima satisfazem a condigao 2 da Definigao
uma vez que dados um aberto U C X, uma cobertura aberta {U;};c;r de U e
fungoes g; € F(U;) de maneira que elas concordem nas intersegoes no sentido
da Deﬁnigéo temos que existe uma unica fungdo g € F(U) tal que esta fungao
cumpre o axioma de colagem. Com efeito, se x € U entao temos duas opgoes:
a primeira é que x pertence a somente um aberto U; da cobertura de U e a
segunda opgao, é que x pertence a uma subcolecao de abertos da cobertura de
U. Dessa forma, em ambos os casos, basta definir g(z) = g;(x), o qual nao
depende de nenhum aberto da cobertura U que contém x ja que por hipotese
estamos assumindo que as fungoes s@o iguais nas intersegoes. Concluimos entao
que o anel das fungbes continuas reais determinam um feixe como haviamos
afirmado, o qual é comumente denominado de feize de fungoes continuas.

Exemplo 13. O Exemplo[I2] pode ser visto de maneira mais geral, basta tomar
X = C e dado U C C aberto, considere G(U) como F(U) na constru¢ao em
trocando o adjetivo continua por holomorfa entao de maneira anéloga, tem-se
que G define um feixe de anéis sobre X o qual é comumente denominado de
feize de funcoes holomorfas.

Além disso, considere o grupo de unidades de G(U), isto é, dado x € U defina

G*(U):={g:U — C| g é holomorfa e g(p) #0 ,Yp € U}.
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Temos que U — G*(U), define um feixe de grupos abelianos com os mapas
de restri¢oes usuais que denotamos por G*. Veja ainda que a fungdo exponencial
em C define um morfismo entre os feixes G(U) e G*(U), da seguinte maneira

expy : G(U) = G*(U)
fre

Exemplo 14 (Feixe Nucleo). Seja ¢ : F — G um morfismo de feixes de grupos
abelianos. Para cada aberto U, defina

K(U) = ker(F(U) 2% g(U))

em que os mapas de restricao sao induzidos pelos F. Dai, temos o seguinte
diagrama

0 K(U) F(U) G(U) (3)
0 K(V) FV) g(v)

Afirmamos que o item 2 da Defini¢éo [§] é satisfeito por K. Na verdade, tal
condigao é herdada de F. Com efeito, sejam U C X um aberto e uma cobertura
aberta {U;};cr do aberto U. Agora, seja s a secdo global do pré-feixe Kernel
tal que s|y, = 0 para todo ¢ € I. Como a restricdo dos mapas sao pré-feixes
induzidos pelo feixe original, segue que s|y, = 0 como uma se¢do de F, e entao é
nula, em virtude de F ser um feixe e, portanto, a unicidade das secoes é valida.

Para o segundo axioma, suponha que temos elementos s; € ker(¢(U;)) tal
que si|v,nu; = sjlu.nu; para todo i, j € I. Escolha s no conjunto das segoes de
F em U tal que s|y, = s; para todo i € I. Para isso precisamos mostrar que
s € ker(¢(U;)), dai como ¢ comuta com a restricdo dos mapas pelo diagrama,
nos temos que

¢(S’i)|UiﬂUj = ¢(Sj)|U1nt'
Por fim, seja t € T'(U, G) tal que t|U; = ¢(s;). Assim, pela comutativadade e
unicidade das seg¢bes, obtemos que

¢(s) =t =0,

concluindo entao que K satisfaz o axioma de cola, e assim temos que K é de fato
um feixe com as propriedades herdadas de F como foi afirmado anteriormente.

Exemplo 15 (Pré-Feixe Imagem e Pré-feixe Conticleo). Seja ¢ : F — G um
morfismo de feixes de grupos abelianos. Para cada aberto U, defina

Z(U) = Im(F(U) % (1))

Em que os mapas de restrigao induzidos por G. E de maneira analoga, definimos
o pré-feixe contcleo como

CK(U) = coker(F(U) % G(U))

em que os mapas de restrigao sao induzidos por G.
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Observagao 4. Em geral, temos que as construgoes feitas no Exemplo [15] sao
apenas pré-feixes, pois de maneira geral tais construgoes nao satisfazem o axioma
de colagem estabelecido na Definicao |8l Por exemplo, Im(exp) ndo é um feixe.

Com efeito, se U = C—{0} com coberturas abertas dadas por V.= C—-R <0
e W =C—R > 0, temos que as fungdes identidades em V e W pertecem a
imagem da exponencial, para verificar isso é necessario somente tomar ramo
do logaritmo adequado, mas funcao identidade em U = V U W nao pertence a
imagem da exponencial.

De fato, se existisse g € G(U) tal que e9(%) = Z para todo Z € U, aplicando
a derivada em relacao a Z terfamos que

§(2).e99 =1.

Entéo, desde de que a funcio exponencial ef(4) é nao nula para todo Z € C, e
em especial, em U segue-se que

1
/ _ _*
g(Z)_eg(Z) 7

Dai,
A
omi :7§ az :f F(2)dZ =0,
1z1=1 Z =

0 que é uma contradi¢gao. O que mostra que a imagem nem sempre é um feixe
como afirmamos anteriormente.

Veremos mais a frente na Defini¢ao [II] que ha um processo formal denomi-
nado de feixificacdo donde através desta técnica podemos transformar pré-feixes
em feixes. Com isso, embora os pré-feixes Z e CK nao sejam feixes de maneira
geral como vimos na observagao acima, aplicando a feixificagao em ambos ob-
temos os feixes (Z)' e (CK)’. Por abuso de notagdo, ao decorrer do trabalho
falaremos de feixe 7 e feixe CKC, mas sempre pensando em suas feixificagoes, que
sao obtidas através da Definigao

Exemplo 16 (Feixe estrutural de um dominio). Seja A um dominio com corpo
de fragoes K = Frac A. Iremos definir o feixe estrutural de A caracterizado pela
seguinte propriedade

OA(D(R)) = An.

Defimos para todo aberto nao vazio U C Spec A

0aU) := ﬂ A, CK.
peU

Se V. .C U entdo Oa(U) C Oa(V) e definimos resy,y : Oa(U) — Oa(V)
com o mapa natural de inclusdo. Além disso, como sao injetores, dois elementos
f€0alU)ege Oa(V) concordam em V NU se, e s6 se, f = g dentro de
Frac(A), dessa meneira temos que O 4 satisfaz o axioma de colagem da Defini¢ao
Com efeito, seja U € Spec A aberto e uma cobertura aberta {U,};cr de U,
com
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resy, v, (fi) = resu, v,nu, (f5)(Vi, j € T).
Assim como U; e U; sao subconjuntos abertos da cobertura de U e as fungoes
concordam nas intergoes se, e so se, concordam no corpo de fragoes de A. Dessa
maneira, existe uma tnica f € F(U) tal que resyy,(f) = f; paracadai € I o
que conclui a prova que a estrutura definida é um feixe.
Para verificar que O 4(D(h)) = Ap, primeiro iremos analisar o caso de h = 1,
o qual se resume a Proposigao 2]

Oa(Spec(A)) =A== []| A4, =A
peSpec(A)

Como isto ¢é valido para qualquer dominio entdo é valido para Aj, e temos
que o caso geral é valido pela bijegdo natural da definigdo do D(h), p — p(h)
entre D(h) e Spec(Ap) e da igualdade (Ap)p, = Ap:

Oa(D(h) = (V4= [ (An)p, = Oa,(SpecAs) = Ap.
h¢p prE€Spec Ay,

Exemplo 17 (Feixe Arranha-céu). Sejam X um espago topologico, p € X um
ponto, U um aberto em X | {U,};c; uma cobertura aberta de U e S um grupo
abeliano. Denote

i, S{U)=S5,sepelUei,SU)=0,sep¢U.

Agora, se V' C U, entao definimos como o mapa natural da restrigao e tal
construgao é um pré-feixe. Para demonstrar o axioma de colagem, primeiro
veja que, i,(S) tem a propriedade de que para toda f : U — S com p ¢ U
entdo f(u) = 0g. Agora, considere f; : U; — S uma familia de secoes de 4,5
que concordam nas intersegoes no sentido da Defini¢ao[8 Entao, elas colam em
uma unica fungao sendo a identidade se p pertence a intersecao e a funcao nula
se p nao pertence a intersecao, e assim temos de fato a estrutura de feixe, a qual
recebe esse nome por ser apoiada em um tnico ponto.

Na topologia geral para conhecer as caracteristicas de um aberto U qualquer
de um espago topologico X s6 precisamos conhecer o que acontece na base de
abertos de X. De certa forma, o mesmo se repete para o estudo dos feixes no
sentido que, mostraremos abaixo que gragas ao axioma de colagem é suficiente
saber os valores do feixe em uma base para conhecé-lo completamente.

Exemplo 18. Sejam ¢, : F — G dois morfismos de feixes de grupos abelianos
sobre X. Suponha que, para uma base § de abertos para o espago topologico
X, tal que ¢|y = 9|y para todo V € 8. Afirmacgdo: ¢ = 1.

Com efeito, se U é um aberto de X, pela definicao de 8, podemos escrever
U = Upea V) com V), € 5. Temos que,

0 F(U) HAeA F(Va) — H/\,fyeA F(Van Vw) (4)
l@ﬁ(U) inxe/\ #(Vx) iHA,VGA F(VanVy)
0 Q(U) H)\GA Q(V)\) — H)\,'VEA Q(V)\ N Vv)
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do diagrama acima, temos que ¢y estd completamente determinado pelas duas
fechas verticias da direita ja que estamos supondo que ¢|y = |y para todo
V C B por hipotese.Além disso, realizando uma constru¢do anéloga para o
morfismo 1 segue-se que ¥ (U) também esté unicamente determinada pelas duas
setas verticais a direita.Dessa maneira, temos que pelos diagramas ¢ = 1, assim
conseguimos mostrar que para conhecer um feixe é necessario somente que se
conhega o feixe na base do espago topologico.

Exemplo 19. Sejam A um dominio e O4 o feixe estrutural de A. Como os
conjuntos D(h) formam uma base de Spec(A) entéo pelo exemplo anterior tem-
se que a propriedade

Oa(D(h)) = Ay

determina completamente o O4. Por exemplo, se A = C[X,Y] e U = Spec(A) —
{(z,y)}. Para calcularmos O4(U), note que U = D(X) U D(Y') de modo que

0= OA(U) % 0A(D(X)) ® OA(D(Y)) 5 O4(D(X) N D(Y)),

onde ¥(f) = (f, f) e ¢(f,g) = f—g. Além disso, note que a sequéncia é isomorfa
) 1
X

e 1,2 b

obtendo entao que

04(U) = {(f,9) € CIX, Y, £ x CIX,Y, S IIf = g em CIX.Y, 21}
= () €CIXY, 2] x CIX, ¥, £]If € CIX, V1)
= C[X,Y]

Definigao 10. Sejam F um pré-feixe de grupos abelianos sobre X e x € X.
Considere o conjunto direcionado formado por todas as vizinhancas abertas de
x, ordenado pela seguinte relacao: U < V se, e s6 se, V C U. Dizemos que o
talo F, de F em z é um grupo abeliano tal que

Fp = lim F(U).
z—U

Isto ¢, temos que os elementos de F(z) s@o classes de equivalencia [(U, f)]
de pares (U, f) com U sendo uma vizinhanga aberta de z e uma se¢do f €
F(U). Com arelagao de equivaléncia identifica se¢oes que concordam em alguma
vizinhanga de z, isto é, [(U, f)] = [(V, g)] se, e somente se, existe uma vizinhanga
W que contém z tal que W C UNV e flw = glw. Além disso, a soma de duas
classes [(U, f)] e [(V, g)] é definida restrigindo-se f e g a uma vizinhanga comum
de z, por exemplo seja W = U NV e dai tem-se que

[(UNDI+ 1V, 9)] = W, flw + glw].
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Exemplo 20. Seja F o feize das fungoes continuas reais, entao para qualquer
ponto P € R temos que o talo Fp é um anel local com ideal maximal Mp, ou
seja, o ideal das classes [(U, f)] com f(P) = 0.

Com efeito, note que [(U, f)] ¢ Mp se, e s6 se, f(P) # 0. Desse modo,
utilizando a continuidade da fungéo f, temos que existe uma vizinhanga V' C U
de P tal que f nao se anula em nenhum ponto de V' ,e portanto, temos que o
elemento f% € F(V) esta bem definido. E assim, tem-se que

(U NI =1V )] € Fp = Fp\Mep,
Dai, obtemos que F, ¢ um anel local com ideal maximal Mp.

Exemplo 21. Sejam A um dominio e O4 seu feixe estrutural. Veja que, uti-
lizando a propriedade de caracterizagao do feixe estrutural do exemplo [16] e o
fato que os conjuntos D(h) formam uma base para Spec A, temos que o talo de
O4 em p € Spec A é dado por

OA’p = ph—I>nU OA(U) = pjrlr)l(h) OA(D(h)) = p‘hfg(h) Ah = Ap

onde h ¢ p.

Exemplo 22. Seja F um feixe de grupos abelianos sobre um espaco X. Dados
um aberto U C X e uma se¢do f € F(U), denotamos por f, = [(U, f)] € Fx a
imagem de f no talo em x € U. Entao, o mapa

FU) = ] =

xzeU

f - (fm)meU
¢é injetor.
Com efeito, se f; = 0 entao existe uma vizinhanca aberta V' C U de X para
a qual f restrita a tal vizinhanca é identicamente nula.Dessa forma, f pertence
ao nucleo do mapa acima. Dai, existe uma cobertura aberta de U na qual f é
identicamente nula em cada aberto desta cobertura. E assim, pela unicidade do
axioma de colagem para feixes, temos que f = 0 e dai o mapa ¢é injetor.

Exemplo 23. Seja ¢ : F — G um morfismo de pré-feixes de grupos abelianos
em X. Denotamos por ¢, o mapa de grupos abelianos entre os talos induzido
por ¢, ou seja,

Gz Fo = Ga
(U, )] = [(¢2(U), du(f))]

Em particular, observe que se P é um pré-feixe e temos dois morfismos de pré-
feixes ¢,¢ : P — F tais que ¢, = ¢, para todo x € X entao ¢ = 1. Dessa
forma, temos que um morfismo de pré-feixes é completamente determinado pelos
valores nos talos.
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Definigao 11. Seja F' um pré-feixe no espago topologico X. A feixificacao de
F', ou feixe associado ao pré-feixe F', é definido como o feixe F tal que

FU) :={¢ = (¢p)pev, ¢p € F'p para todo p € U tal que para todo P € U
existe uma vizinhanga V. em U e uma secao ¢' € F'(V)
com ¢q = ¢ € F'q para todo Q € V'}

(5)

Lema 2. Seja F' o pré-feize em um espago topoldgico X, e seja F sua feizifi-
cagao. Entao

1. Os talos ‘7:1/1 e F, concordam em todos os pontos P € X
2. Se F' € um feize, entao F = F'.
Demonstragao. (1) O isomorfismo entre os talos ¢ dado por construgao:

e Um elemento de Fp é por defini¢do representado por [(U, ¢)], onde U é
uma vizinhanca aberto de P e ¢ = (¢g)gev ¢ a secdo de F sobre U.
Entao, nés podemos associar a um elemento ¢, € ]:1/7'

e Um elemento de Fp é por definigdo representado por [(U, ¢)], onde ¢ €
F'(U). Dai, podemos associar a um elemento (¢)gev € F(U), o qual
define um elemento em Fp.

(2) Inicialmente, note que sempre existe um morfismo de pré-feixes de F' — F
dado por ¢ — (¢p)peu-

Agora, assuma que F’ é um feixe; precisaremos entao construir o morfismo
inverso F — F’. Para isso, sejam U C X um aberto e ¢ = (¢p)pcv € F(U)
uma se¢ao de F. Para todo P € U, o talo ¢, € .7-';, é representando por algum
(V,¢) com ¢ € F'(V). Como isto é valido para todo p € U, nés tomamos se¢des
de ' em uma cobertura aberta de U que concordam nas interse¢oes. Como F’
é um feixe, n6s podemos colar essas segoes e iremos obter uma seg¢ao global em
F'(U), obtendo assim que caso nosso J' seja um feixe a feixificagio age como a
identidade. O

Assim, como comentado anteriormente podemos transformar pré-feixes em
feixes 0 que é uma ferramenta muito tutil, pois em varios casos é essencial tra-
balhar com alguns pré-feixes que em geral nao sao feixes como, por exemplo, o
pré-feixe Imagem denotado por 7.

1.4.2 Espacgos Localmente Anelados

Definigao 12. Seja f : X — Y uma fungao continua entre dois espagos topolo-
gicos e seja F um pré-feixe de grupos abelianos sobre X. A imagem direta f,F
é o pré-feixe sobre Y dado por

FFWV)=F(fH(V)
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para V C Y um aberto e sendo os mapas de restricao os de F. Além disso, se
F & um feixe sobre X, entao o axioma de cola é satisfeito e pela definigao de
imagem direta temos que f,F também é um feixe sobre Y.

Além disso, se ¢ : F — G é um morfismo de feixes sobre X entao temos um
morfismo de feixes sobre Y:

dado por (f.d)y =: F(f~Y(V)) — G(f~%(V)) para V. C Y aberto. Assim,
temos que a imagem direta f, é um functor entre as categorias abaixo

f.: Sh(X) — Sh(Y).

Definigao 13. e 1. Um espaco localmente anelados é um par ordenado
(X,Ox) formado por um espago topolégico X e um feixe de anéis Ox
sobre X com a propriedade que para todo x € X, o talo Ox , é um anel
local com ideal maximal M x 4;

e 2. Um morfismo de espagos localmente anelados é um par ordenado
(f, f7) : (X,0x) = (Y,0y) em que f : X — Y & uma funcdo conti-
nua e f#* : Oy — f,Ox é um morfismo de feixes sobre Y tal que, para
todo ponto x € X, o morfismo induzido nos talos

17 Oy, f(z) = Ox,z

(V)] = LFH V), FE(F)]

é um morfismo local, de maneira prética tem-se que f7* (My, (z)) C Mx z.

O ideal maximal Mx , ¢ o ideal das funcoes que se anulam no ponto z.
Além disso, a necessidade pela qual pedimos que f, seja um morfismo local
é para que seja preservado a caracteristica das fun¢oes que se anulam em um
ponto.

Outrossim, morfismos de espagos localmente anelados podem ser compos-
tos: dados (f, f#) : (X,0x) = (Y,Oy) e (9,97) : (Y,0y) = (Z,0%) sua
composicao é dada por

(gofvg*f#og#) : (X,Ox) - (ZaOZ)

onde g, f# o g% & a composicdo de mapas de feixes em Z

g* g« f* .
Oz = 9.0y "= g.fOx = (go [).Ox.

Dessa forma, concluimos que a colecao dos Espacgos localmente anelados
definem assim uma categoria a qual denotaremos por LRS.

Exemplo 24. Sejam X uma variedade diferencial e Ox o feixe das fungoes
reais diferencidveis sobre X, isto é,

Ox(U) : {¢:U — R | ¢ é diferenciavel },
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com U C X aberto. Entéo, tem-se que (X,Ox) é um espago localmente ane-
lado.

Com efeito, para cada z € X, o talo Ox , é um anel local com ideal maximal
M , dado pelas classes de fungoes que se anulam em x como foi demonstrado
no Exemplo 20] j& que toda fungao continua ¢, em particular, uma fungao dife-
renciavel.

Se f: X — Y é um morfismo de variedades diferenciaveis, entao temos um
morfismo correspondente (f, f#) em LRS em que f# ¢ induzido pela composicio
com f: para cada V C Y aberto, tem-se que

FE 0y (V) = (£.0x)(V)
¢ dof

Naturalmente, como f‘f é um morfismo local pela definicao segue que ele
leva fungoes que se anulam em f(x) em fungoes que se anulam em z. Dessa
maneira, a categoria de variedades diferenciaveis pode ser vista como uma ca-
tegoria contida em LRS e de modo analogo definindo o feixe Ox como o feixe
das fungbes complexas analiticas sobre X podemos pensar que a categoria das
variedades analiticas esta contida em LRS.

Exemplo 25. Seja A um dominio, ji vimos que (Spec A,O4) é um espago
localmente anelado, o qual denominamos por esquema afim de A. Seja @) : A —
A’ um morfismo entre dominios, sabemos associar ao morfismo 1, uma fungao
continua f = Spec(¢)) : Spec A’ — Spec A e agora mostraremos que 1) determina
também um morfismo entre os feixes O4 — f.O s sobre Spec A, com a seguinte
propriedade

i Oa(D(h) = £.0.4/(D(h)) = O (D(w(h))),

o qual pode ser visto como a localizagao de ¥ em relagao a f dada por

Para ver isso, seja v = 2 € O4(U) C Frac A com a, s € A. Defina
) = ZZEZ; € f.0a(U) C Spec B

o que é valido ja que dado i € f~1(U), temos j = f(i) = ¢~1(i) € U, concluimos
entdo que y € Aj, e dessa maneira podemos supor sem perda de generalidade

que s ¢ j se, e sO se, ¥(s) ¢ i. E assim, ﬁg‘;) € A{. Particularmente, temos que

fF:0a ) — Oar

pode ser visto como a localizagao de ¢ em relagao a i utilizando a construgao
feita acima e dessa forma obtemos que (f, f#) : (Spec A, Oa/) — (Spec A,04) é
um morfismo de espagos localmente anelados. Assim, como no caso do exemplo
anterior a categoria de dominios pode ser vista dentro da categoria de espagos
localmente anulares.
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Definigao 14. Seja (X, Ox) um espago localmente anelado e seja U C X um
aberto.

e A imersao aberta associada a U é o morfismo em LRS
(gvg#) : (Uv OX|U) — (Xa OX)

em que g : U — X é a inclusdo natural ja que U C X e Ox|y é a restrigao
do feixe Ox ao aberto U, em outras palavras, é o feixe sobre U que pode
ser visto por Ox |y (V) = Ox (V) para todo V C U, e g% : Ox — Ox|y é
dado pelo mapa de restrigao

g% =resy,vnu 1 Ox (V) = f(Ox|v)(V) = Ox(UNV).

e Se (f,f7): (X,0x) — (Y,0y) é um morfismo entre os espagos local-
mente anulares, a restricio de (f, f#) a U é um morfismo em LRS dado
pela composicao com a imersao associada a U.

(f 7)==, F7) o (9,97)

Lema 3. (Fatoragio Aberta). Seja (f, f#): (X,0x) — (Y,Oy) um morfismo
de espagos localmente anelados. Suponha que a imagem de f esteja contida em
um aberto V- C Y. Entdo (f, f*) se fatora unicamente como uma composicao

h,h# g*
(X,0x) " (v, 0xlv) U5 (v, 0y)

Em que (g,g%) denota a imersio aberta associada a V.

Demonstra¢do. Seja o mapa entre espagos topologicos h : X — V' é unicamente
obtido restrigindo-se f : X — Y a V o que faz sentido uma vez que V é
um aberto em Y que contém a imagem de f por hipdtese. Por outro lado,
o mapa de feixes f# : Oy — f.Ox em Y se restringe a um mapa de feixes
h# - Oyly — h«Ox em V utilizando a imersao aberta e concluimos entdo que
pela composi¢ao de morfismos

f* = g.h# o g?

como queriamos. O

1.4.3 Feixe Estrutural de um Anel

A proxima etapa é definir de maneira formal um esquema afim conside-
rando um anel qualquer (o caso em que o anel A é dominio o esquema afim
foi construido no Exemplo [25)) é construir um feixe O 4 de anéis sobre Spec A
generalizando o Exemplo ssim,o Corolario 4.4.2 de [I1], nos diz que

D(h) € D(g) < he/(g).

29



Dessa forma, o mapa A — Ay, leva g em uma unidade de Ay. Logo, pela pro-
priedade universal da localizagao (ver Teorema 4.1.4 de [I1]) temos um morfismo
canodnico

Pg,h * Ag — Ah.

Isto &, se h™ = gy entéo py p, = (g%) = ZZ:Z, onde este m é tal que g™ = If—:
e a € A. Caso, tenhamos a seguinte cadeia de inclusdes de abertos bésicos
D(j) € D(h) C D(g) entao temos o seguinte diagrama comutativo obtido atra-

vés da composicao dos mapas de localizagao, isto é,

A, A, A
onde pg,j = ph,j © Pg,h-

Teorema 2 (Feixe estrutural). Seja A um anel. Existe um feize O4 de anéis
sobre Spec A e isomorfismos

én 2 Ap — Oa(D(h)), (h € A)

tais que se D(h) C D(g) temos o sequinte diagrama comutativo

Ay —2 04(D(g))

il)g,h ires

Ay —2 04(D(h))
Além disso, para todo p € Spec A, 0s mapas ¢y, induzem um isomorfismo

OA,p = p—}Slg;cAOA(D(h)) ~ p—)lsig}:cAAh = Ap.

Demonstragao. Para um dominio D, todas as localizagoes estao contidas no
corpo de fragoes de D, Frac D. E assim, podemos construir o feixe como subfeixe
do feixe constante associado a este corpo de fragoes, tal construcao coincide com
a do Exemplo [21]

Agora, para um anel geral A iremos construir O4 de tal forma que para
qualquer U C Spec A aberto, O4(U) esteja contido no produto de todas as
localizagoes de A; definimos O4(U) como

Oa(U) :=( (sn) € H Ap | pg.n(sg) = sp sempre que D(h) C D(g) o,
heA,D(h)CU

com os mapas de restricdo dados pelas proje¢oes como definido no conjunto
acima. Assim, obtemos um pré-feixe sobre Spec A e para todo g € A, isomor-
fismos

¢g: Ag = Oa(D(9))

s+ (pg,n(8))heA,D(n)cD(g)
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que fazem o diagrama do enunciado comutar e assim, para terminar a prova, s6
é necessario demonstrar que O 4 da maneira como foi construido acima satisfaz
o axioma de colagem da Defini¢ao [§] Antes de verificar que tal axioma é valido
com a finalidade de facilitar o problema, faremos uma série de redugoes sobre os
abertos para que seja possivel provar o axioma de colagem e assim provar que
tal construgao é de fato um feixe sobre Spec A.

Comegaremos entdo com U C Spec A um aberto, {U;}ic; uma cobertura
aberta de U e segoes f; € O4(U;) concordando nas intersegoes, entdo com
essas ferramentas em maos devemos garantir a existéncia de uma tnica se¢ao
f € 0a(U) tal que f|y, = fi para todo i € I. Para isso, caso seja necessério
refine a cobertura no sentido topolégico e substitua as f; por suas restrigoes
como na definicdo do conjunto para que haja sentido. E dessa forma, sem
perda de generalidade, gragas ao refinamento da cobertura podemos supor que
U; = D(h;), (h; € A) é um aberto basico.

Além disso, note que é suficiente provar o caso em que U também é um
aberto basico, pois se isso é valido neste caso particular, para um aberto U
qualquer e abertos basicos D(h) C D(g) C U, havera elementos v, € O4(D(g))
e v, € O4(D(h)), unicamente determinados pelas seguintes condigoes

VQ‘D(g)ﬂUi =fi U;ND(g) € ’Yh|D(h)ﬁUi = fi|D(h)mUi

para todo i € I. Assim, como D(h) C D(g) temos que vy|p(p) satisfaz as mes-
mas condigdes que 4. Dai, segue que ay|p(n) = Y, € pela comutatividade do
diagrama segue-se que pg (Sg) = sp. Eassim, f = (s;) € Oa(U) com D(g) C U
definira de maneira tnica dos f/s.

Assim, pelo paragrafo anterior, ja& podemos supor que U = D(h) e U; =
D(h;), como o mapa de localizagdo A — Ay, induz um homeomorfismo Spec Ay, =
D(h) e isomorfismos canénicos

1
Ap, = Ap [hj ;

substituindo A por Ay, e D(h;) por suas correspondentes pré-imagens em Spec Ay,
e relembrando que os abertos bésicos D(h;);c; formam uma cobertura aberta
de Spec A. Com isso, desde de que Spec A é compacto( Teorema 3.3.3 de [11])
podemos supor que o conjunto de indices I é um conjunto finito. E utilizando
os isomorfismos de ¢y, finalmente temos a seguinte cobertura aberta

U D(h;) = Spec A

1<i<r

e elementos s; € Api(1 < ¢ < r) os quais concordam nas intersegdes D(h;) N
D(hj) = D(h;h;), ou seja,

Phi,h;h; (sl) = Phj,hih; (sj) € Ahihj’ (1 <i,5< T)v
e queremos mostrar a existéncia de um tnico a € A tal que

a
Sz‘:IeAhi para todo i, (1 < i <r).
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Inicialmente, provaremos a existéncia do elemento, para isso escreva
a;

zh—n,(aieAeNeN),

Si
onde n é um expoente comum, o qual pode ser obtido ja que h&d uma quantidade
finita de elementos na nossa cobertura. Além disso, o fato dos ss concordarem
nas intersecoes pode ser reescrito como

§; =8; = % = Z% < (hihj)t(aih? — ajh?) =0 (6)
i 3

e essa ultima igualdade acontece se, e s se,
ptpntt pnttpt
a;h;h™" = ajh;i ™" h; € A

para algum ¢t € N suficientemente grande que pode ser obtido utilizando a
finitude do conjunto de indices da cobertura. Além disso, utilizando o Teorema
3.3.3 de [II] obtemos que

U bty = |J D(hj) =SpecA— > hitit;=1 (7)
1<j<r 1<j<r 1<j<r

com t; € A,. Portanto,

a= Z (ah?"'t.tj)

1<j<r

t

aj hj

(==
h;

para qualquer a € A. Como queremos encontrar a € A tal que § = Z—; =

em Ap; para todo j, um candidato natural ¢
-—_ . t .
a:= E ajh;t;.
1<j<r
Mostremos entao que o candidato acima é valido. Para isso, fixe i e utilze as

equagoes [6] e [7] obtemos entao que

ahf ™ =hIH N ahlt;

1<j<r

Z Cljh?—i_th;tj

1<j<r

1<5<r

:alhf Z h;-LHtj

Conclui-se entao da igualdade acima e da definicao de localizacao que
a a;

ah!™" —a;ht =0 < hi(ah] —a;) =0 < 1= pn = Siem Ap,,
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como queriamos.
Agora resta provar a unicidade do a construido acima, para isso considere a
seguinte sequéncia exata de A—modulos

05K AL I 4w

1<i<r

em que (3 é o produto dos mapas de localizacao e K é definido como o nucleo
de 8 para a sequéncia ser exata. Note que, mostrar que K = 0 é suficiente para
demonstrar a unicidade uma vez que assim teriamos que o mapa 3 é injetivo, e
para isso pelo principio local-global ( Ver Teorema 4.2.3 de [11]) , é necessario
somente que dado p € Spec A qualquer que verifiquemos que K, = 0.

Com isso em mente, sabemos que existe um aberto bésico da nossa cobertura
final que contém este primo p ja que esta cobertura cobre todo conjunto Spec A.
Dai, podemos assumir que p € D(hg), com 1 < k < r. Além disso, temos que
por propriedades de localizagdo (Ap, ), = Ay € a localizagdo de A — A, com
respeito a p é a identidade em A, ja que p € D(hy), logo localizando a sequéncia
exata acima temos que 3, ¢ injetor e assim temos que K, = 0 como queriamos
e assim garantimos a unicidade do elemento s; como desejavamos.

O

Observagao 5. O Teorema acima, embora seja muito técnico, tem grande
importancia no estudo de feixes, visto que através dele podemos generalizar o
conceito de feixe estrutural, ja que antes s6 poderiamos definir para um anel
A sendo ele dominio de integridade. Entao, ao decorrer do trabalho podemos
utilizar o conceito de feixe estrutural para todo anel A. O talo ird nos permitir
construir estruturas bem gerais como os esquemas como veremos abaixo.

Definigao 15 (Esquemas afins). O esquema afim associado ao anel A é o espago
localmente anelado (Spec A, O4).

Definicao 16. Um esquema (X, Ox) é um espaco localmente anelado para o
qual existe uma cobertura aberta {Uy}aca de X e anéis Ay com A € A de modo
que

(U)\, 0X|UA) o~ (SpecA,\, OAA), ()\ S A)

Um isomorfismo na categoria de espagos localmente anelado.

Um morfismo de esquemas é um morfismo em LRS. Assim, a categoria de
esquemas Sch é uma subcategoria plena de LRS. Por abuso de notagao escre-
veremos (X, Ox) = X e o morfismo (f, f#) : (X,0x) — (Y, Oy) simplesmente
por f: X =Y.

Observagao 6. Assim, pela definicdo de esquemas vemos que o conceito é uma
generalizagdo de variedades afins/projetivas.

Exemplo 26. Considere os esquemas afins

X = SpecQlz,y]/(2?) ¢ Y = Spec Qlz, y]/ ()
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Note que, embora os dois espacos topologicos sejam homeomorfos, estes dois
esquemas nao sao isomorfos como espagos localmente anulares: Ox contém
elementos nilpotentes enquanto que Oy nao possui. De maneira geomeétrica,
pensamos Y como a reta x = 0 enquanto que em X somente a dupla reta
z?2 = 0. Observe que o morfismo de inclusio f : Y — X correspondente ao
morfismo sobrejetivo de Q—4lgebras de Q[x,y]/(z?) — Q[z,y]/(x) que leva a
funcdo nilpotente néo nula ¥ € Ox(X) na funcdo zero em Oy (Y).

Observagao 7. O iltimo exemplo ilustra uma das caracteristicas unicas de
esquemas dentre os diversos objetos matematicos, a presenca de fungoes nilpo-
tentes. Esté é a razao pela qual em um morfismo de esquemas o mapa entre
feixes nao é automaticamente determinado pelo mapa de espagos topologicos e
precisa ser dado explicitamente, ao contrario do caso de variedades diferénciais
por exemplo.

Agora, sejam X = Spec A e U C X um aberto qualquer. O espaco local-
mente anelado (U, O4|y) é um esquema, entretanto em geral ndo é afim, isto
segue do seguinte lema e do fato que os abertos basicos principais D(h) fornecem
uma base para a topologia de Zariski.

Lema 4. (Subesquema Aberto Principal).Sejam A um anel e h € A. Temos um
isomorfismo de espagos localmente anelados

(Spec Ah, OAh) ~ (D(h)7 OA|D(h))
induzido pelo mapa de localiza¢do p: A — Ay,

Demonstragdo. Denote por (f, f#) : (Spec Ay, O4,) — (Spec A,04) o mor-
fismo de espacos localmente anelados correspondente ao morfismo de localiza-
¢ao p: A — Ap. Temos assim que f induz um homeomorfismo entre Spec Aj, e
D(h) C Spec A. Portanto, restrigindo f e f# : O4 — f.O4, a D(h) obtemos um
morfismo de espagos localmente anelados (Spec Ay, 04,) — (D(h), Oalpm))-
Agora, precisamos apenas verificar que esse morfismo de feixes construido acima
é de fato um isomorfismo e para isso é suficiente verificar nos abertos béa-
sicos, com isso em mente, se D(g) C D(h), o mapa f;’f(g) : 04(D(g) —

(f+O04,(D(g)) = Oa,(D(p(g))) & um isomorfismo ja que Ay ~ (An),(q)- O

Exemplo 27. Seja X = SpecC[z,y] e seja U = X — {(z,y)}. Como U =
D(z) U D(y), o esquema (U, Ox|y) pode ser coberto por um atlas com duas
cartas coordenadas sendo elas

V := SpecClz, y, %] e W := SpecClz, y, 5]

Sejam g : V — X e h : W — X os morfismos de esquemas induzidos pelas
localizagoes da indeterminada x e da indertimidade y, respectivamente C[z, y] —
Clz,y, 1] e Clz,y] — Clz,y, %] Através das restrigoes, de g e de h temos os
seguintes isomorfismos

(V,0v) =~ (D(z), Ox|p(a)) € (W, 0w) =~ (D(y), Ox|p(y))-
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E além disso, restrigindo-se os esquemas acimas a intersegdo, isto é, D(z) N
D(y) = D(zy) ambos se tornam isomorfos ao esquema Spec Clz, y, wiy], assim
podemos analisar U como a colagem dos abertos V' e W ao longo do subesquema
da intersecao.

1.5 Explosao

Seja X C A™ uma variedade afim, e sejam fo, -, fs € k[zg, - ,2,] fun-
¢oes polinémiais que nao se anulem simultaneamente em X. Entao, U =
X\Z(fo,--- , fs) € um aberto nao vazio de X, e existe um morfismo bem definido

f+ U — s
P (fo(P):--: fu(P))

Agora considere o grafico
r={(P,f(P);PelU}CX xP°

Note que, em geral I" ndo é fechado em X x P?, pois os pontos em X\U
onde (fp : -+ : fs) irdo definir pontos em P* que estdo "faltando'"pela nossa
construcao.

Sendo assim, dizemos que T' em X x P° ¢ a explosao de X em [ =
(fo,+ -+, fs) que denotaremos por X o qual é um conjunto fechado em X x P*
e irredutivel uma vez que I' também ¢é irredutivel. Entao, é uma variedade fe-
chada em X x P*. E em particular, existem morfismos de projegao 7 : X — X
ep: X — P enote que X e X ambos contém U como um subconjunto aberto
denso, e também que a explosao X tem a mesma dimensao.

Exemplo 28. Construiremos a explosao de X = A™ em relagdo ao ponto seja
I o ideal associado ao ponto O = (0,---,0). Considere o produto A™ x P"~1.
Se x1,--- ,x, sao as coordenadas afins de A™ e se y1,--- , ¥y, sao as coordenadas
homogéneas de P?~ !, entdo os subespacos fechados de A™ x P*»~! sao definidos
por polindémios nas varidveis x;,y; que sdo homogéneos com respeito a varidvel
Yj-

Definimos a explosao de X = A" sobre o ponto O para ser o subconjunto
fechado X = X de A" x P"~! definido pelas equagdes {x;y; = z;y; | 1,7 =
1,--+,n}. Além disso, temos o seguinte diagrama,

X ——= A" x P! (8)
X lw
X
Dessa forma, temos um morfismo natural ¢ : X — X obtido por proje-

tar o morfismo 7 nas n primeiras variaveis.Agora, estudaremos agora algumas
propriedades do subconjunto X.
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e Se P € X com P # 0, entdo ¢~ !(P) consiste de um tinico ponto. Na ver-
dade, temos que ¢ ¢ um isomorfismo de X —¢~1(0) em X —O. Com efeito,
seja P = (ay, - ,a,) com algum a; # 0. Agora, se P X (Y1, ,yn) €
¢~1(P), entdo para cada j, tem-se que y; = Z—Zy, entdao (yi, -+ ,Yn) &
unicamente determinado como um ponto em P"~!. Na verdade, definindo
a; = y;, podemos tomar (yi,---,yn) = (a;, - ,a,). Entdo, ¢~ (P) co-
siste de um tnico ponto. Além disso, para cada P € X — O, definindo
Y(P) = (a1, ,an) X (a1, ,a,) define um morfismo inverso de ¢ mos-
trando que X — ¢~1(O) ¢ um isomorfismo com X — O.

e ¢~ 1(0) ~P" 1. Na verdade, »—1(O) consiste em todos os pontos O x Q,
com Q = (y1,- -+ ,Yn) € P! sem restrigio.

Exemplo 29. Sejam X = A2 com coordenadas g, 1 € sejam fo = zg e f1 = 1.
Entdo a explosio de X em (fo, f1) é uma subvariedade de A2 x P1. O morfismo
(xo,21) = (xo : x1) estd bem definido em U = X — {(0,0)}. Entao neste
conjunto aberto temos o seguinte grafico

T = {((zo, 1), (yo, 1)) | yox1 = y1wo} C U x P.

O fecho do gréfico acima é dado por

X = {((z0,21), (Y0, y1)) | Yox1 = 170} C A* x P!

Os morfismos de projecao para X = A2 e P! sdo evidentes. Note que como
no exemplo anterior a imagem inversa do ponto P = (zg,z1) € X —{0,0} sobre
7 & um tnico ponto. Além disso, a imagem inversa de (0,0) € X é P!, ja que a
equagdo y1zo = Yox1 nao impode condigdes a yg e y1 se (xg,x1) = (0,0).

Exemplo 30. Seja Y C X uma subvariedade fechada que nao possua interse¢ao
vazia com U. Como U é também um subconjunto de X, podemos considerar o
fecho de Y C U em X. Chamamos tal fecho de transformada estrita de Y.
Veja que por defini¢ao, a transformada estrita de Y é apenas a explosao de Y
em (fo, f1,--, fr); a qual denotaremos por Y. Agora, seja C C X = A% uma
curva, dada pela equagao

_ i ,.J
hzo,z1) = g a; jTHT s
(2]

Assuma que ag o = 0, ou seja, C passa pela origem de A2, e que (a1 0,a0,1) #
(0,0), de modo que C' tem uma reta tangente bem definida na origem, dada pela
linearizagao a1,02o + ag,171 = 0 de h. Vamos exibir a transformada estrita C.
Como os pontos ((zo, 1), (yo : y1)) de C que satisfazem a equacio entdo temos
que

a1,0T0 + ag,121 + a1,121T0 + agﬁol‘g + a0,2$% +---=0. (9)

Mas nao é verdade que C' é apenas o lugar geométrico nulo comum em
A2 x P! da equacdo acima juntamente com oy = Z1yo, porque este lugar
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geométrico nulo contém toda fibra 771(0,0) ~ PL. Entretanto, C' tem que ser

irredutivel de dimensdo 1, entdo nao pode conter P!. Isso acontece, pois no

conjunto aberto onde xg # 0 e 1 # 0 podemos multiplicar @D por z—g e usando
Y1

a relacao z—g = 2L, n6s obtemos que

a1,0Y0 + o,1Y1 + a1,1Y0T1 + a2,0ToYo + ag2T1y1 + - = 0.

Esta equacao deve ser satisfeita pelo fecho de C' também. Restrigindo-a a
origem, conseguimos que ai,0Yo + aop,1¥1 = 0 que é justamente a equacao da
reta tangente de C' em (0,0). Em outras palavras, a trasformada estrita C
de C intersecta a fibra 771(0,0) em um ponto de P! correspondendo a reta
tangente de C em relacao a origem. Dessa forma, podemos dizer que os pontos
de 771(0,0) corresponde as dire¢oes tangentes de X na origem.

Agora, introduziremos o caso da Explosao de P? ao longe de uma curva
C. Para isso, é necessario o conhecimento de alguns resultados da Teoria de
Intersecao, como por exemplo, o conceito de Anel de Chow. Assim, para me-
lhor compreensao dos resultados a seguir é recomendado ao leitor a leitura do
Apéndice [5.1]

Sejam C' C P? uma curva suave de grau d e de género g (Veja a Definicio
em:Y — P? a explosio de P? ao longo de C. Entdo temos o seguinte
diagrama,

E—'sy (10)
|
C s P3

onde 1, j sao morfismos de inclusdo e E é o divisor excepcional associado a C' ob-

tido através da explosao. Além disso, escreveremos h a classe de um hiperplano
emP3e H:=7*heY.

Lema 5. Se Y € a explosio sobre P3 ao longo de uma curva C, entdo temos
que

o AY(Y) = Z gerado pela classe de Y ;
e AY(Y

(
( 72 gerado por E e H;
(
(

o A%(Y) ¢ gerado por E? e H?;

)
)
)
o A3(Y) = Z gerado pela classe de um ponto.

onde AY(Y) ¢ a i-ésima componente do anel de Chow da explosio Y. Além
disso, outros produtos entre classes sao:

deg(H?) =1, deg(H?.F) = 0,
deg(H.E?) = —d, deg(E®) = —4d — 29 + 2 = — deg(N¢/x)
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Demonstrag¢do. Sabemos que para qualquer variedade, a componente A°(Y) é
irredutivel a Z, gerado pela classe fundamental [Y] de Y. Como Y é racional,
temos que A3(Y) ~ Z que é gerada pela classe de um ponto P. Na Proposicao
13.12 de |3] é mostrado que A'(Y) é gerado pelas classes de H e E := [E] e
além disso, ja sabemos que o mapa m, envia H para h e [E] para 0, entdo temos
a seguinte sequéncia exata

AE) D AV S Zh~Z 0

e novamente da Proposi¢do 13.12 temos que j*(E) = j*j.(F) = —( e pelo
Teorema 9.6 de [3], ¢ é gerado por um subgrupo de A*(E) que é isomorfo a Z
e entdo o mapa de A°(E) 25 A1(Y) é um monomorfismo, e assim AN (Y) ~ Z2,
gerado por H e E.
Por fim, denote L = 7*(I) € A%(Y) o pullback de uma reta. Como A%(P?3)
é gerado por [, novamente pela Proposi¢ao 13.12 e o Teorema 9.6 de [3] nos diz
que A?(Y) é gerado por L,j.(C e j.Fp para um divisor D em A'(C).
O

Com a notagao e as hipoteses do Lema[5] podemos calcular algumas interse-
¢oes dos divisores que serao de grande importancia para provar o Teorema
Nossa estratégia para o calculo dessas intersecoes consitird em utilizar a teoria
de intersecdo em P? e depois tomar o pull-back para obter tais produtos em Y.
Dessa forma, afirmamos que

deg(H?) = 1,deg(H?.E) = 0,deg(H.E?) = d e deg(E®) = —4d — 29+ 2

De fato, deg(H?3) = 1 ja que h? é uma reta e, portanto, h%.h é um ponto e
dessa forma tomando o pull-back para Y obtemos o que queriamos.

Para deg(H?.E) = 0, sem perda de generalidade, podemos tomar um hiper-
plano H que ndo contém a curva, dessa forma h2.C' = 0, pois h? ira cortar C' em
no maximo d pontos digamos {py, - - - ,pq} basta tomar uma reta em P? evitando
esse conjunto de pontos e assim tomando o pull back temos o que queriamos.

Para deg(H.E?) = —d temos que a intersecio é o grau da curva, isto é, d e
o sinal de negativo é por causa da autointerse¢ao do divisor excepcional F.

Por fim, é possivel provar que

° deg(NC|X) = —4d — 29 + 2,
o deg(E?) = — deg(Nex).

Nesse trabalho assumiremos as duas tultimas igualdades acima.

1.6 Relacao entre Feixes, Fibrados e Divisores

Definigao 17. Uma se¢do de um fibrado vetorial p : £ — X é um morfismo
s: X — F tal que pos=1em X. Denotaremos o conjunto de todas as segoes
de um fibrado vetorial E por L(E).
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Exemplo 31. Sejam k£ um corpo e uma secao f do fibrado trivial de posto
1,7 : X x k — X é simplismente um morfismo de X para Al, isto é, um
elemento f € Ox(X). Entao

L(X xk)=0x(X).
Em particular, L(P" X k) = k e similarmente, L(P" x V) = V.

Exemplo 32. Considere F, o fibrado tautologico sobre P". Entéo, toda se¢ao
s :P" — F determina em geral, uma secao s : P* - P" x V  pois E CP" x V.
Portanto, temos que s(z) = (z,v) para algum v € V fixo. Mas como s(z) €
E, temos que este v € [, para todo z € P", e consequentemente temos que
v =0. Entdao L(E) = 0, assim FE ndo é em geral um fibrado trivial. O fibrado
tautologico é comumente denotado por Opn (—1).

Se s1 e s9 sao segoes de F entao existe uma segao s; + so tal que
(814 s2)(w) = s1(z) + s2(),

para qualquer ponto € X. Onde a soma do lado direito é significativa desde
que s1(x),s2(x) € E, e E, possui estrutura de espago vetorial. Similarmente,

temos que
(fs)(@) = f(x)s(z),

determina a mutiplicagdo de uma se¢do s por um elemento f € Ox(X). Dessa
maneira, como essas duas propriedades sdo satisfeitas temos que L£(F) é um
modulo sobre o anel Ox (X). Além disso, associaremos com qualquer conjunto
aberto U C X um conjunto L(E, U) das se¢oes do fibrado E restrito a U. Temos
um feixe que denotaremos por L, de grupos abelianos com uma estrutura extra,
a qual definiremos de forma mais geral.

Definigao 18. Seja X um espago topologico, e sejam G um feixe de anéis e F
um feixe de grupos abelianos, tal que para cada U C X, F(U) tem estrutura
de modulo sobre G(U). Dizemos que F é um feixe de G-modulos se o mapa
multiplicativo FQG(U) — F(U) é compativel com a restrigdo do homomorfismo
pY, isto é, o seguinte diagrama comuta para cada U C V/

FV)eg([V) — F(V)
\Lp}i;@ﬂg,g J/mvj,f
FU)®GU) — F(U)
Nestas circunstancias, cada talo F, de F é um moddulo sobre G, de G.

Um homomorfismo F — F’ de feixes de G—moddulos é um sistema de homo-
morfismos ¢y : F(U) — F'(U) de G(U)-mo6dulos tal que o seguinte diagrama
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comute para todo U C V

v v
Pu,F Pu,Fr

FU) -2~ F(U)

Dessa maneira, o feixe L correspondente a um fibrado vetorial E é um feixe
de modulos Ox. E assim, as operagoes

M&M M@y M, M* = Hom(M, A)

sao validas para M, M’ modulos e pela construcao acima podem ser aplicadas
para os feixes sobre G(U).

O feixe de se¢oes de um fibrado trivial de posto n é determinado por Lg(U) =
Ox (U)™, ou seja, Lg ¢ a soma direta de n copias de Ox. Este feixe é chamado
livre de posto n. Agora, seja F um feixe de Ox-moddulos. Se para todo ponto
existir uma vizinhanga U tal que Fy ¢é livre e de posto finito entdo dizemos
que F é um feixe localmente livre de posto finito. Além disso, o feixe Lg
correspondente a qualquer fibrado vetorial E é localmente livre de posto finito,
desde de que E é localmente isomorfo a um fibrado trivial.

Teorema 3. Seja X suave, entdo a correspondéncia E — Lg estabelece uma
correspondéncia injetiva entre classes de fibrados vetoriais e feixes localmente
livres de posto finito.

Demonstracdo. Note que acima ja realizamos a construc¢ao de um feixe local-
mente livre associado a um fibrado vetorial E sendo esse o feixe Lg. Entao,
basta mostrar como "recuperar"um fibrado vetorial de um feixe localmente livre
F. Para isso, assuma sem perda de generalidade, que X é conexo, pois pode-
riamos escrever X como a uniao de suas componentes conexas e proceder da
mesma maneira. Suponha que,

X =Ju.,

¢ uma cobertura tal que Fy;, é um feixe localmente livre e seja o isomorfismo
correspondente
P, : J—"Ua — OEZ
Entao

VPECK S OmeUﬁ - Oging (11)
é um isomorfismo de feixes de moédulos. Como X é conexo, temos que todos os
nameros n, Sao iguais, isto é, podemos escrever n, = n. Além disso, qualquer
endomorfismo de feixes de modulos O}, é dado pela matriz ¢ = (¢;5) com ¢;; €
Ox(U) e entdo o isomorfismo em define uma colecao de matrizes Cy g €
que satisfazem as relagoes de colagem, ou seja,

Ca,a =ide Ca,’y = 01,50/3»7

em U,NUgNU,, e portanto, elas definem um fibrado vetorial £ de poston. O
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Definigao 19. Seja X um esquema. Para um conjunto aberto U, considere s(U)
como o conjunto de elementos s em Ox(U), tais que para todo p € U, tem-se
que s, ndo ¢ um divisor de zero em Ox . Seja M o pré-feixe U — S™1Ox (U)
com as restri¢oes usuais. Considere N a feixificacao do pré-feixe M. Um Divisor
de Cartier é definido como uma se¢éo global do feixe N* \ O%.

Agora, seja D um divisor de Cartier de uma variedade X, entdo correspon-
dendo a cada divisor D temos o espago vetorial £(D), esta correspondéncia nos
da um feixe em X. Para ver isso, note que o divisor D em X também define
um divisor em qualquer aberto U C X, por restringir a U a equagao local de
D. Escrevemos Dy os divisores obtidos e o conjunto

Lp(U) =L(U,Dy).

Onde L(U, Dy) é um espago vetorial correspondendo aos divisores de Dy
em U. Veja que Lp(V) C Lp(U) se U C V. Dai, podemos escrever py, :
Lp(V) — Lp(U) o mapa de inclusdo. Dessa forma o sistema {Lp(U), p};} ¢
um pré-feixe e podemos ver que é um feixe o qual denotaremos por Lp.

Dessa maneira, veja que ao multiplicarmos f € Lp(U) por h € Ox(U),
podemos identificar Lp dentro de um feixe de Ox, o qual é localmente livre.
De fato, se D é define um conjunto aberto U, pela equagao local f, entao os
elementos g € Lp(U,) sdo caracterizados pela condi¢ao de que gf, € Ox (Uy).
Dai, temos o seguinte isomorfismo

(ba:£D|Ua _>OX‘UQ- (12)

Ja vimos nesta secao que tal feixe determina o fibrado vetorial Ep e do
isomorfismo acima temos que posto Ep é igual a um. Denominamos fibrados
vetoriais de posto 1 de fibrados em retas. Como suas fibras sao retas, podemos
escrever as fungoes de transicao de Fp. Como o isomorfismo sobre U, em
¢ dado pela multiplicagao por f., o automorfismo ¢go ¢! sobre U, NUs é dado

pela multiplicagao de ]{—i. Note que % € Ox (U, NUg) pela compatilidade de

fa- Similarmente, (;—i)’1 = ]f% € Ox(UaNUg) neste caso a matriz de transigao
¢ de ordem 1 x 1 é dado por ¢o5 = ;—‘3. Se trocarmos o divisor D por um disisor

linearmente equivalente D’ = D + div f com f € K(X) entdo a multiplicagdo
por f define um isomorfismo de modulos

L(U,Dy) — L(U, Dy;)

g2

f

e dessa forma obtemos o isomorfismos de feixes Lp — Lpr. Além disso, os dois
fibrados em retas Ep e Eps possuem a mesma matriz de transicao. Entao, o
feixe Lp e o fibrado linear Ep ambos correspondem a classe do divisor.
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Teorema 4. O mapa D — D — Ep define uma correspondéncia injetiva entre
(1) equivaléncia linear das classes de divisores, (2) isomorfismo das classes de
feizes de Ox-mddulos localmente livres e (3) isomorfismos de classes de fibrados
vetoriais de posto 1.

Demonstragao. A correspondéncia entre os conjuntos (2) e (3) foram estabeleci-
das no Teorema[3] Entao basta provar que D — Ep define uma correspondéncia
injetiva entre os conjuntos (1) e (3).

Com esse objetivo, construiremos o mapa inverso, isto €, suponha que E é
um fibrado em retas definido em uma cobertura X = (JU, por matrizes de
transicao ¢ g de ordem 1 por 1 com ¢, g € d);lﬂ € Ox(UyNUg). Das condicoes
de colagem temos que

Qbﬁ,a = (b;,lg

P = ¢;; o ¢, sobre U, NUg NU,. (13)

Dessa forma, da inclusdo Ox (U, N Ug) — k(X) podemos considerar ¢, g
como um elemento em k(X) e (3) funciona da mesma maneira.

Agora, fixe algum +, digamos v = 0. Substituindo v = 0 em e 0 conjunto
fa = ¢ o a. Entao, o sistema de elementos f, € U, é compativel, desde de que

Js
fa

Portanto, eles definem um divisor de Cartier D. E dessa maneira, compa-
rando as equagoes e temos que F = Ep.

Provaremos agora que a equivaléncia linear da classe dos divisores D depende
somente do fibrado em retas E e nao da escolha de cobertura ou da matriz de
transigao. Para isso, sejam dois sistemas {Ua, ¢a,} € {Uy, ¢} ,} podem ser
comparados na cobertura {U, N U} } por

= ¢a,8- (14)

(ba,,ﬁ,)\,w = (baﬁ e ¢o¢,,@,)\,w = (blk,w em UOC N UB N Ui N Uu/.)

Portanto, podemos assumir desde do principio que as duas coberturas sao as
mesmas, ou seja, X = |JU,. Entdo utilizando mudanca de base, obtemos que

QSIQ,B = ¢;1¢aﬁ¢ﬁ com g € 1#;1 € OX(UOL)‘ (15)
Por defini¢ao de f, e f), tem-se que
f(lx =¢;1O¢0a0¢a =¢;1°fa°¢a7

entao de temos que D’ = D—div(t)g). E dessa forma, construimos um mapa
bem definido do conjunto (3) para o conjunto (1). Assim, obtemos as relagoes
entre esses trés objetos matematicos. O
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2  Geometria Algébrica Sobre Curvas

Comegaremos a secao introduzindo conceitos elementares da teoria de curvas.
Além disso, também introduziremos o conceito de sistema linear sobre uma
variedade suave, o qual serda fundamental para estudaremos algumas condigoes
impostas por sistemas lineares em P2.

Uma curva algébrica € um esquema irredutivel de dimensao 1 sobre um corpo
algebricamente fechado. Além disso, o grau da curva é definido pelo termo de
maior grau do polinémio de Hilbert que a representa.

Definigao 20. Um sistema linear completo em uma variedade projetiva nao
singular X é definido com o conjunto (talvez vazio) de todos os divisores efetivos
linearmente equivalentes a algum divisor dado D e sera denotado por |D|. De
modo natural, dizemos que um sistema linear, que é denotado por g7, em X
é um subespaco vetorial de H°(X, D) de dimensdo r e com deg D = d de um
sistema linear completo |D|.

Definicao 21. Um ponto P € X ¢é um ponto base de um sistema linear g; se
P € Supp g, para todo D € g);. Supp D é a uniao de todos os divisores primos
de D.

Definigao 22. Seja D um divisor de Cartier, entao os divisores primos de D
sao as componentes irredutiveis do divisor D.

Definicao 23. g, separa pontos, isto é, para dois pontos fechados e distintos
P,Q € X, existe um D € g} tal que P € Supp D ¢ @ ¢ Supp D.

Definigao 24. Seja X uma curva no espago projetivo, definimos o género arit-
mético pa(X), como 1 — Px(0) onde Px é o polinomio de Hilbert de X. Por
outro lado, definimos o género geometrico py(X), como dimy I'(X, Kx), onde
Kx é o feixe canonico.

Proposigao 3. Se X € uma curva coneza e suave, entio
Pa(X) = py(X) = dimy, H' (X, Ox)

Dessa forma, nesse caso denominados este numero como simplismente género
de X, e o denotamos por g.

Demonstragao. Ver|[5],Proposicao 4.1.1]. O

Lema 6. Seja D um divisor em uma curva X. FEntao, se (D) # 0, temos
que deg D > 0. Além disso, se I(D) # 0 e degD = 0, entao D ~ 0, isto é,
E(D) >~ Ox.

Demonstragao. Se (D) # 0 entdo o sistema linear completo |D| é nao vazio.
Portanto, D é linearmente equivalente a algum divisor efetivo. Como o grau
depende somente da classe de equivaléncia, e o grau do divisor efetivo é nao
negativo, temos que deg D > 0. Caso deg D = 0, entdao D é linearmente equiva-
lente a um divisor efetivo de grau zero, mas nesse caso a Unica opg¢ao possivel é
0, o divisor nulo. O
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Definicao 25. Dizemos que uma curva C é racional se C' ~ P!, que uma curva
C" é eliptica se o género de C’ é igual a 1 e que uma curva c’ e hipereliptica
se existe um recobrimento f : C" = P! de grau minimo 2 com género de c’
maior que 1.

Definicao 26. O grau de um feixe coerente F é dado por deg F = x(F) —
rank(F)x(O).

Teorema 5 (Riemann-Roch). Seja D um divisor de uma curva projetiva X de
género g entao

I(D)—I(K—D)=degD+1—g
onde K o divisor canénico da curva.

Demonstragao. O divisor K — D corresponde ao feixe invertivel wx @ L£L(D)V.
Como X é projetivo, podemos aplicar a dualidade de Serre para concluir que o
espago vetorial H(X,wy ® £L(D)V) é dual ao H(X, £(D)). Assim, precisamos
mostrar que para qualquer D, a seguinte relagao é satisfeita

X(£(D)) =degD+1—g,

onde para qualquer feixe coerente F em X, x(F) é a caracteristica de Euler.
Dai,
X(F) = dim H*(X, F) — dim H' (X, F).

Primeiro, considere o caso D = 0. Entao, nossa féormula nos diz que
dim H°(X, F) —dim HY (X, F) =0+1 — g,

que é valida, ja que dim H°(X, F) = 1 para qualquer variedade quase projetiva
edim H' (X, F) =g.

Agora, seja D um divisor qualquer, e seja P um ponto qualquer. Mostra-
remos que a féormula é verdade para D se, e somente se, é valida para D + P.
Como qualquer divisor da forma D+ Py + Py + ...+ Py — Py_1 — ... — P, pode
ser obtido com um ntmero finito de passos ao adicionar ou subtrair um ponto
de cada vez, o resultado sera vélido para todo D.

Consideremos P um subesquema fechado de X. Sendo assim, tal subesquema
possui uma estrutura de feixe arranha-céu F apoiado no ponto P. Denotaremos
por F(P), e o ideal desse feixe é L(—P). Portanto, temos a seguinte sequéncia
exata

0— L(—P)— Ox — F(P) =0,

torcendo a sequéncia exata acima por L(D + P), a sequéncia continua exata, ja
que L£(D + P) ¢é livre e de posto 1, assim teremos que

0— L(D)— LD+ P)— F(P)—D0.

Como L(D + P) é um feixe localmente livre de posto 1, torcer a sequéncia
exata por £(D + P) nao afeta o feixe F(P). Agora, como a caracteristica de
Euler é aditiva em sequéncias exatas curtas e x(F(P)) = 1,

X(L£(D + P)) = x(L(D)) + x(F(P)) = x(£(D)) + 1
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Por outro lado, deg(D + P) = deg D + 1, entao nossa féormula é valida,para
D se, e somente se, é valida para D + P, como queriamos. O

Exemplo 33. Seja X uma curva de género g, o divisor canénico K tem grau
29 —2; e l(K) = g. Com efeito, aplicando o Teorema para D = 0 segue-se que

1(0) — I(K) = deg0+ 1 — g.

Dai, como [(0) = 1, segue que I(K) = g. Aplicando o teorema [5| para o caso
D = K¢, temos que

deg K =1(K)—1(0)—1+g
=g—1—-1+4+g
=2g— 2.

Exemplo 34. Seja C' uma curva eliptica. Entdo, para uma curva eliptica , o
divisor canénico K tem grau 0, ja que

deg(K)=2.g—2=21-2=0

Por outro lado, [(K) = g = 1. Concluimos através do Lema [§] que K ~ 0., isto
¢, L(K) = Ox.

Exemplo 35. Seja C' uma curva eliptica, seja Py um ponto em C, e seja G
denotando o subgrupo de Pic C correspondendo aos divisores de grau 0. Entao
o mapa P — L(P — Py) nos fornece uma correspondéncia injetiva entre os
pontos de C' e os elementos do grupo G. Entao, nds conseguimos uma estrutura
de grupo com P, como elemento neutro no conjunto dos pontos de C.

Com efeito, para concluir a afirmagao acima é necessario apenas mostrar
que se D é um disivor de grau 0, entao existe um tnico ponto P € C, tal que
D ~ P —P,. Com essa finalidade, apliquemos o Teorema 5] para D + P, e entao

ID+P)—I(K-D—-P)=1+1-1=1.

Agora, como deg K = 0, ja4 que C' é uma curva eliptica, entdo deg(K —
D — Py) = —1, e portanto I[(K — D — Py) = 0 e dessa maneira, tem-se que
(D + Py) = 1. Em outras palavras, dim |D 4 Py| = 0. O que significa que existe
um udnico divisor linearmente equivalente a D+ Fy. Como o grau é 1, temos que
é necessariamente um tnico ponto P de C'. Assim, mostramos entdao que existe
um dnico ponto P ~ D + Py, ou seja, D ~ P — P.

Teorema 6 (Teorema do indice de Clifford). Se (D) > 0 e I(K — D) > 0,
entao

(D) < %deg(D) +1

Demonstragao. Ver|[5],Teorema 5.4] O
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2.1 Fatos classicos sobre curvas planas

Falaremos sobre alguns fatos cléssicos sobre curvas planas sobre um corpo k
algebricamente fechado. Além disso, os resultados desta se¢ao continuam vélidos
sobre um corpo de caracteristica arbitraria, mesmo que normalmente tenhamos
a hipotese de caracteristica zero sobre o corpo.

Definigao 27. Seja k um corpo algebricamente fechado. Um subesquema S de
dimensdo 0 de P? & dito impor condicdes indepentes em curvas de grau n se

hO(sz Js(n)) = hO(P27 O%’(n)) —d,
onde Js C 0% ¢é o feixe de ideais de S.

Definicao 28. Um g, sobre uma curva suave C' ¢ um fibrado linear £ de grau
d com h°(C, L) >r+1

2.1.1 Existéncia e unicidade do 9121

Comegaremos com um Lema de caracterizacao em relagao aos subesquemas
de P2, tais que sejam finitos, reduzidos e suportam > n + 2 pontos que impoem
condicoes independentes a curvas de grau n.

Lema 7. Seja S um subesquema reduzido qualquer de P? cujo suporte consiste
de n + 1 pontos. Entdo, S impoe condi¢des independentes em curvas de grau
n. Além disso, se S C P? é um subesquema reduzido cujo suporte consiste de
n + 2 pontos, entao S falha em tmpor condigoes de independéncia sobre curvas
de grau n se, e somente se, S estd contida em alguma reta.

Demonstracao. Como S tem grau d e da seguinte sequéncia exata
Js(n) = Opz (n) — Os
onde Js C OP% é o ideal do feixe S, segue que
h (P, Js(n)) = h°(Pk, Ops (n)) — d

Entao, é suficiente verificar a desigualdade reversa. Para isso, por indugao
no grau de S, é suficiente mostrar que para qualquer d < n + 1 noés podemos
encontrar alguma curva plana de grau n passando por todos os pontos de S
com exce¢ao de um. Veja que isso é suficiente, pois pela abordagem de Cayley-
Bacharach, tem-se que se toda curva plana de grau n passando por n-1 pontos
também passasse pelo ultimo ponto, entao teriamos que o ultimo ponto seria
"combinagao linear dos outros". Além disso, no caso d = n + 2 & suficiente
encontrar tal curva passando por todos os pontos de S com excegao de um
ponto, provando que os n + 2 pontos nao estao sobre uma mesma reta.

No caso d < n + 1, para ver isso, seja P; denotando um ponto de S e para
qualquer outro ponto seja P; € S tal que P; # P, em seguida escolha uma reta
l; passando por P; mas nao passando por P;. Entao, basta tomar C' = U l;.

i#£d
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Dessa forma, C é a curva de grau menor ou igual a n que passa por todos os
pontos de S com excecao de Py. Tomando a uniao de C' com uma curva F de
grau n —d + 1 tal que P; ¢ F. Assim temos que C' U F' é a curva pretendida de
grau n. Dai, tem-se que

hO(P%(,js(n)) < hO(P%OO]P’%((n)) —d,

e assim S impoe condi¢oes independentes em curvas de grau n.

Para concluir, nés precisamos verificar somente que se o suporte consiste de
n + 2 pontos nao colineares, entao existe alguma curva passando por todos os
pontos de S com exce¢ao de um tnico ponto. Para isso, escolha trés pontos nao
colineares no suporte de S, digamos P, P>, P3. Sem perda de generalidade, é
suficiente entao mostrar que existe uma curva passando por todos os pontos com
excecao de P3. Entao, seja l; a reta determinada pelos pontos P; e P e para
2 <1 < n, seja l; a reta passando por P;,5 mas nao nao passando por P;. Dai,
tome (J!_; l; ¢ uma curva de grau n que nao contém P; como querfamos. O

Lema 8. Seja C uma curva plana suave de grau d sobre um corpo algebrica-
mente fechado k. Sejam Py, ..., Py, pontos distintos e L := Oc(Py + ... + Pp).
Entdo se m < d—2, temos que H*(C,L) =1. Sem = d—1, entio h°(C,L) =1
a menos que P, ..., P, sejam colineares, neste caso temos que h%(C,L) =2 e
RO(C,0c(INC)) = 3.

Demonstragao. Seja S :=J!, V(P;), pelo lcma aplicando no caso n = d — 3
observe que nds temos a seguinte sequéncia exata de comologia

0 — H°(P, Opz (d —3) © Js) — H° (P, Ops (d — 3)) = H°(P%,Og) = 0
Obtemos um mapa correspondente de sequéncias exatas

0 —— HO(P%, Ops (d = 3) @ Js) — H°(Pf, Opz (d — 3)) —— H°(P%, Os)

la lﬁ l”
0—— H%C,0c(d—3)® L) —— H°(C,0¢(d - 3)) —— H°(C, Og)
(16)

obtido pela restrigao natural dos feixes a C' e usando o fato que Jg restrito a C'
é isomorfo a LV.

Dai, observe que os mapas (e vy de sdo isomorfismos, tal fato segue das
sequéncia exata em comologia associada a

0= Op2 (@ —d) = Op2 (a) = Oc(a) = 0
aplicada no caso a = 0, temos que
0 — Opz (=d) = Op2 (0) = Oc(0) — 0
tem-se que v é um isomorfismo e aplicando ao caso o = d — 3, tem-se que

0— Op2 (—=3) = Opz (d —3) = Oc(d—3) = 0
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e assim temos que § é um isomorfismo. Portanto, o mapa « de é também
um isomorfismo pelo lema dos cinco.

Afirmagao: h'(C, L) =1 se S nio esta contido em uma reta.

Com efeito, se S nao esta contido em uma reta pelo Lemal[f]e os isomorifismos

de entao segue-se que,
R(C,0c(d—3)® LY) = h’(Oc(d - 3)) —m

Note que, neste caso

hO(Oc(d —3)) = h%(Op2(d — 3)) = (d;3) _ W .

Usando o teorema [5] obtemos que
deg Oc(d —3) = h°(Oc(d —3)) —h°(Oc) —1+g

=g—1—-1+yg
=29 — 2.

Concluimos entao que o fibrado candnico de C' denotado por K¢ é o feixe
Oc¢(d —3), desde de que este fibrado possui grau 2g — 2 com dimensio da sec¢ao
global igual a g. Dai, temos que

RY(C, L) =h(C,Kc @ L) +m—g+1
=hC,0c(d-3)@ LYY +m—g+1
=h(C,0c(d—3) —m+m—g+1
= (d23) —g+1
=g—g+1
=1.

Para concluir, resta provar a segunda parte do lema. Para isso, suponha que
m=d—1 e que Py, ..., P, sao colineares, sabemos que

H(C,Oc(P, + ...+ Ppy) =1

pela argumentacio acima. Portanto, H°(C,Oc(Py + ... + Pp1 + Pp) < 2.
Entretanto, se os pontos pertencem a uma reta [, entao nos temos que

H°(C,CNl) >3

Como CNIl— (P + ...+ P,) é um divisor efetivo de grau 1, obtemos que
essas duas desigualdades precisam ser igualdades, entao

HY(C,0¢(Py + ...+ P14+ Py) =2 e H(C,CN1) = 3.
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Lema 9. Seja C C IP’% uma curva plana suave de grau d > 4, com k um corpo
algebricamente fechado. Entao,

e C nao tem um gl param <d —2,

e Qualquer g5 | € da forma D —p para p € C e D em um sistema linear
H°(C,0c(1)).

Demonstragdo. Primeio mostraremos que C nao possui um g, param < d — 2.
Para isso, suponha, por contradigdo, que C' tem um g} para m < d — 2. Como
um fibrado linear determina um mapa de C — P! de grau no maximo m,
possivelmente depois de remover os pontos bases do fibrado linear por torcao,
ja que se supormos que D tem um g} entdo h°(C,D) > 1. Dai, sejam f,g
segoes globais linearmente indepentes em D, assim temos um mapa natural de
um ponto x em C para [f(z) : g(z)] em P!. Portanto, é suficiente mostrar que
C nao tem mapas dominantes de grau m para P} para m < d — 2. Isto , é
suficiente, mostrar que C' ndo tem pontos bases para fibrados lineares livres de
grau m param < d — 2.

Entao, suponha que C' tenha algum ponto base do fibrado linear livre de grau
m < d — 2 correspondendo a um mapa dominante de C' — P}. Dessa forma,
nosso problema se reduz a mostrar que C nao tem fibrado linear correspondendo
a mapas genéricos, separaveis e dominantes C' — ]P’}c. O que é imediato se k tem
caracteristica zero. Agora, se k tem caracteristica prima igual a p, e C' — IP’,lg
é genérico, inseparavel e dominante, entao C' — Pi fatora-se na composigao de
algum mapa de C para P} de tal forma que o mapa seja dominante, genérico
e separavel com alguma poténcia de Frobenius. Portanto, é suficiente mostrar
que C nao tem mapa genérico, separavel e dominante para P}.

Agora, mostraremos que nao ha mapas separaveis genéricos C' — ]P’}C. Entao,
como um mapa tem fibra geral dado pela colegao de m pontos distintos de C.
Entao, resta mostrar que nao existe fibrado linear

L=0¢(py+--+pn) com h°(C, L) > 2.

Esta é a razao para a redugao para morfismos separaveis e genéricos, pois nesse
caso podemos assumir que os pontos que definem o fibrado linear sdo distintos,
e assim podemos aplicar o lema e pela primeira consquéncia desse resultado
segue-se que C' nio tem gl ’s.

Verfiquemos agora, o item (2) do lema, isto &, os tnicos g} ;’s em C sdo
dados por divisores da forma D — P com p € C e D um sistema linear com
HY(C,O¢(1)). Para isso seja, £ algum g} _,. Note que £ ¢ livre de ponto base,
do contrério torcendo £ pelos pontos bases, nés obteriamos que existe um g},
para algum m < d — 2, contradizendo a primeira parte do lema.

Entdo, £ determina um mapa C' — P.. Este mapa ¢ necessariamente se-
paravel, do contrario nés poderiamos fatord-lo como uma composicao de ma-
pas separaveis e genéricos de grau baixo com Frobenius.Mas, nao existem ma-
pas separaveis e genéricos de IP’,lC de grau baixo, porque nio existem gl ’s para
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m < d — 2. Portanto, sabemos que £ determina um morfismo separavel, domi-
nante e genérico de C' — P}. Portanto, podemos assumir que

L>~O0c(pr+ -+ pi-1)

com p1, - -- ,pq—1 distintos e novamente utilizando o lema , tem-se que h°(C, L) =
1 a menos que os pontos estejam em uma reta [. Neste caso, os pontos p1,- -+, p4g—1
sao colineares, dai seja D a intersecao de C' com [, obtemos que

p1+--+pi-1=D—gq,
onde g:=D — (p1 + -+ pg-1)- O

Proposigao 4. Seja C' C P,f uma curva plana suave de grau d > 4, com k um
corpo algebricamente fechado. Entdo, C tem exatamente um gg e este gg € uma
série linear completa.

Demonstra¢do. Primeiro, suponha que C' é uma curva suave com um gg. Isto é,
C tem um feixe invertivel £ com h°(C, £) > 3. N6s afirmamos que h°(C, L) = 3.
Para ver isso, seja D um divisor efetivo associado ao sistema linear H°(C, L).
Sejam p; e po dois pontos em D, os quais podemos assumir que a dimensao pode
cair no maximo a esperada, digamos h°(D) > 3 implica em h°(D —p — ¢q) > 1.
Entdo se h°(C, L) > 3, entdao D — p; —pp é um gé_Q, o qual nao existe pelo lema

Para completar a prova, nés precisamos somente verificar que C' tem um
dnico gfi. Para isso, seja M um gﬁ qualquer. Entao, para qualquer D no
sistema linear H°(C, M) e p € Supp(D), entdo noés temos que Oc (D — p) é um
gé_l. Pelo Lema ([9), D — p consiste de d — 1 pontos colinares e portanto, temos
que existe algum ponto ¢ tal que M(—p) ~ O¢(1)(—q). Considere o seguinte
feixe invertivel,

L:=M®O0c(1).

Ja sabemos que M(—p) ~ Oc(1)(—q)*, dai tensorizando a igualdade ante-
rior por M(—p)*, obtemos que

M(=p) @ M(=p)* ~ Oc(1)(—q) @ M(—p)*

Assim,
M= 0Oc(1)(—q+p).

Por fim, tensorizando pelo dual do feixe O¢(1) temos que
M®O0c(1)" ~ Oc(1)(—=q+p) ® Oc(1)" = Oc(—q + p).
Dessa forma, concluimos entao que
L~0c(—q+p).

Para concluir o prova do resultado, é suficiente mostrar que p = ¢. Para isso,
note que M®@=3) ~ K ~ £8(-3) gnde K¢ corresponde ao feixe canodnico da
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curva C.

Com efeito, para concluir tais isomorfismos precisamos somente verificar que
MBA=3) ¢ £8(d=3) tem grau 2g — 2 e tem dimenséo das secdes globais igual a
g. Veja que isso é valido, desde de que aplicando a defini¢ao sucessivamente
para M e suas poténcias, temos que

deg M(®) = \ (M) — rank(M)x(O)

Com 1 <i<d-3, como M éum feixe associado a um fibrado em retas tem-se
que rank(M) = 1. Entdo, em particular para i = 1, temos que

deg M = x(M) — x(0)
Além disso, temos a seguinte sequéncia exata associada ao feixe M
0-0—-+M-—=Y—0,

onde Y é o feixe arranha-céu associado a um conjunto de d pontos da curva
C. Assim, utilizando o fato do caractere de Euler ser um invariante aditivo em
sequéncias exatas,obtemos que

deg M = x(M) — x(0) = x(¥) = d.

Fazendo a mesma construcio para o feixe M®?2, temos de maneira analoga
a seguinte sequéncia exata

0= M- M2 Y0
entao, utilizando os mesmos argumentos temos que
X(M®2) = x(M) = x(P) = x(M) = x(0) = deg M = d.
Fazendo isso sucessivamente até a poténcia ®(d — 3) otemos que
XM = (MEED) = X (D) = d.

Assim, somando todas as relagoes obtidas com as sequéncias exatas, tem-se
que
deg(M®9)) = x (MP) — x(0) = d.(d - 3).

Por outro lado, veja que

(d—=1)(d-2)

2972:2( : )—2:d373d+272:d(d—3).

Obtemos entéao, que deg(./\/l®(d’3)) = 2g—2. Por fim, note que pelo Teorema
do Indice de Clifford, segue-se que

2((D) - 1) < d
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0 que é equivalente a dizer que
2(h0(L2E=3) — 1) < 29 — 2
e dai, tem-se que h%(£®(?=3)) < g. Dessa maneira, temos que
0< (hO(KC ®£®(d—3)*) <1
Dai, como sabemos que a dimensao é positiva segue que
W(Ke® £2437) =1

e dai temos que a dimenséo das secoes globais de £2(4=3) ¢ igual a g.
De maneira, analoga provamos que £2(4=3) & isomorfo ao feixe canonico de
C. Concluimos assim que £2(473) ~ O, o que implica que

Oc((d—3)p) @ Oc(—(d —3)q) ~ O¢

Usando o lema @, obtemos que H°(C,0Oc((d — 3)p)) = 1. O que implica
que a Gnica segao existente do feixe Oc¢((d — 3)p)) € a segdo trivial, e entdo
Oc((d—3)p) ® Oc(—(d — 3)q) ndo possui se¢oes a nao ser que p = q. Portanto,
concluimos que M ~ O¢(1), como queriamos inicialmente. O

Lema 10. Seja k um corpo. Qualquer curva plana suave C' C ]P’i € projetiva-
mente normal, isto €, para todo n > 0, o mapa H°(P3, Opz (n)) — HY(C,0¢c(n))
€ sobrejetivo.

Demonstracao. Pela seguinte sequéncia exata longa associada
0—>jc—>OPi—>OC—>O
para verificar a projetividade normal, precisamos apenas verificar que
HY(F}, Jo(n) =0

para todo n > 0, por causa, da sequéncia de cohomologia associada. Digamos
entao que C possua grau d. Entao,

Jo(n) ~ Opz (n—d).

Portanto, H' (P}, Jc(n)) = H' (P}, Opz(n — d)) = 0, ji que estamos sobre
P2, U

Definicao 29. Seja C' uma curva suave, definimos o conjunto Gj(C) sendo
aquele que parametriza os sistemas lineares de grau d e dimensao exatamente r
em C:

9a(C) ={gq’s em C}

Proposigao 5. Seja C uma curva de grau d > 4, suave e plana sobre k um
corpo algebricamente fechado. Entdo, G3(p : C — Speck) é um isomorfismo
para um ponto reduzido.
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Demonstragio. Como o conjunto G3(p) é o conjunto dos g2’s em C, com o espago
das secoes globais de dimensao 3. Pela proposigao @, sabemos que existe um
tinico g2 em C' e daf G3(p) é suportado em um tnico ponto.

Resta mostrar entao que este ponto é reduzido. Para isso utilizaremos o a
Proposicao 4.1(III) de [I]. o espago tangente serd 0—dimensional se o mapa
multiplicativo

I’IO(C7 Oc(l)) (39 HO(C, Ke® Oc(—l)) — HO(C, Kc)

é sobrejetivo. Além disso, como sabemos que K¢ ~ O¢(d — 3), queremos entao
mostrar que

H°(C,00(1)) ® HY(C,0c(d — 4)) = HO(C, Oc(d — 3))

é sobrejetivo. Com efeito, veja que se o mapa for sobrejetivo, entao pelo Teorema
dos Isomorfismos temos que

dim(H®(C,0¢(1)) ® H*(C,Oc(d — 4))) — dim ker wy = dim(H°(C, O¢(d — 3))
Dali, segue-se que

g = dim(H*(Oc(1) ® H*(C, Oc(d — 4))) — dim ker wy

Entao,
(d-2)(d—3) (d-1).(d—2)—2d+4
B 2 2
d>—2d—3d+6 d*—2d—d+2—-2d+4
9= 2 N 2 =0

logo o espaco tangente serd de fato, O-dimensional. Para mostrar a sobrejetivi-
dade considere o seguinte quadrado comutativo

HO(P%, Ops (1)) ® H(Pi, Opz (d — 4)) —— H°(P%, Ops (d - 3))

l |

HY(C,0c(1)) @ HY(C, Oc(d — 4)) HY(C,O0c(d - 3))

Sabemos que os dois mapas verticais sao sobrejetivos pela projetividade normal
de C, como demonstrado no lema . Além disso, o mapa horizontal do topo é
sobrejetivo, desde de que todo polinémio de grau d —3 é uma combinacao linear
de produtos de polindmios de grau 1 e de grau d — 4 em 3 variaveis. Portanto,
o mapa inferior horizontal também é sobrejetivo como queriamos. O

Além disso, é importante notar que G denota um esquema (ou mais ge-
ralmente, um functor representavel) que parametriza sistemas lineares g; sobre
uma familia de curvas suaves de género g. Dessa forma, dado uma familia de
curvas p: C' — S, onde C' é uma curva (ou uma familia de curvas) sobre um pa-
rametro S e assim, podemos estudar variagoes dos sistemas lineares em familias
de curvas, generalizando o conceito de gJ;.
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3 Gonalidade

Definigao 30. Seja C' uma curva suave. Se existe um g sobre C' tal que d seja
minimo entao d é a gonalidade de C'.

Utilizamos a notagdo gon(C') para indicar a gonalidade de uma curva suave
C. Além disso, a definicao de gonalidade de uma curva é equivalente a existir
um recobrimento f : C' — P! de grau minimo igual a d. Suponha um g} em C e
nesse caso existe um feixe invertivel £ de grau d sobre C tal que h°(C, L) > 2.
Defina entdo, ¢ : C — P! dada por ¢(P) = (g(P), f(P)) onde f,g € H°(C, L)
sao independentes , entao dado um gcll temos um morfismo de C' em P! o qual
serd de grau minimo.

Teorema 7. Seja C uma curva suave de género g, entao tem-se que

g+3

= )

Demonstragao. Ver [[6], Theorem A]. O

gon(C) < |

Relembremos aqui que, uma curva C' é racional se C é isomorfa a P!, que
uma curva C’ é eliptica se o género de C’ é igual a 1 e que uma curva c" e
hipereliptica se existe um recobrimento f : C" = P! de grau minimo 2 com
género de C" maior que 1.

Proposicao 6. C ¢é uma curva racional se, e somente se, gon(C) = 1.

Demonstracao. Suponha que C' é uma curva racional, ou seja, existe um iso-
morfismo C' — P! e como o género aritmético é definido como o polinémio de
Hilbert de C, temos que o género é dado por

pa(C) = (=1)"(pc(0) — 1).

Mas como C' é isomorfo a P! podemos olhar tal polindmio em relagiao a P*
e obtemos p,(P!) = 0. Dessa maneira, temos que se C' é racional entdo a curva
possui género zero e usando o Teorema El segue que gon(C) < 1 mas sendo a
gonalidade um inteiro positivo temos gon(C') = 1.

Agora, suponha que gon(C) = 1, daf existe um morfismo f : C — P! de
grau 1. Dessa forma, temos que f é um isomorfismo e assim temos que C é
racional. U

Proposicao 7. C ¢ eliptica ou hiperlitica se, e somente se, gon(C) = 2.

Demonstrag¢do. Suponha que gon(C) = 2, entdo existe um recobrimento f :
C — P! de grau minimo 2 com género de C' maior ou igual a 1. Assim, temos
que se g = 1 entao por definicao segue que C' é uma curva eliptica e se g > 2
por definicao temos que C' ¢é hiperlitica.

Suponha que C' é eliptica, entao por defini¢ao, género de C' é igual a 1, assim
pelo Teoremaﬁl tem-se que gon(C) = 1 ou gon(C) = 2, mas ja vimos que pela
Proposigao |§| que a tGnica opgao valida é gon(C) = 2. Agora seja C' uma curva
hiperlitica, entdo existe um recobrimento f : C' — P! de grau minimo 2 com
género de C' maior que 1, mas isso é equivalente a dizer que gon(C) = 2. O
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3.1 Teorema de Reider e Aplicacoes

Nessa se¢ao abordaremos alguns resultados de [10]. Comegaremos introdu-
zindo o conceito de Instabilidade de Bogomolov e em sequéncia utilizaremos
esse conceito para provar o Teorema de Reider e, por fim abordaremos algumas
consquéncias do proprio.

Definigao 31. Seja F um fibrado de posto 2 sobre uma superficie suave X.
Dizemos que E é instdavel sequndo Bogomolov se existe um subesquema finito
7 C X (possilvemente vazio), mais A e B dois fibrados lineares em X na seguinte
sequéncia exata

0A—-FE—->B®I; —0, (17)

A tltima condicao da defnigdo acima é equivalente a (A—B)? > 0e (A—B).H >
0 para todo divisor amplo H. E sugestivo entdo pensar"o fibrado A é mais
positivo que o fibrado B".

Teorema 8 (Teorema da Instabilidade de Bogomolov). Seja E um fibrado ve-
torial de posto 2 em uma superficie projetiva suave X. Se

(c1(E)? — 4ea(E)) > 0, (18)
entao, E € insatdvel por Bogolomov.

Demonstragao. Ver |10, Teorema 6.20] O

Definigao 32. Seja A um anel comutativo e s : A — A um mapa A—linear.
Seu Complexo de Koszul (K,) é

ATAT 5 ANTTEAT o 5 ATAT 5 AVAT ~ A,

para onde os mapas enviam
k
ap A A ag Z(—l)”‘ls(ai)al Ao ANal - A ag,
1

onde * indica o termo que foi omitido.

Lema 11. Seja E um fibrado de posto 2 em uma sequéncia exata como em
, entio as classes de Chern de E sdo dadas por

c1(E) = c1(A) + c1(B) e co(E) = c1(A).c1(B) + length(Z)

Demonstragao. Com efeito, torcendo a sequéncia exata em (17) por A*, temos
a seguinte sequéncia exata

0-50x 2 A"QFE - (A*®B)® 1z — 0.
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Lembre-se de que isto vem de um complexo de Koszul

0 Ox A*@F —— > det(A* ® E) (19)

|

det(A* @ E) © Iz

|

0

Entdo, det(A* ® E) ~ A* ® B o que implica em (A*)®*? @ det(E) ~ A*® B e
assim det(E) ~ A® B, entdo ¢1(E) = ¢1(A)+c1(B). Agora, por um lado, como
posto de E ¢é dois, tem-se que c2(A* ® F) é igual ao comprimento de anulamento
da secao de Ox — E, ouseja, length Z. Por outro lado, pelo principio da cisao,
tem-se que

(A" E) =c((A" @e1) @ (A" ®e2))
= cl(A* ® 81).61 (A* ® 62)
=1 (A2 + ¢1(B).c1(A*) + c2(E)

o que implica que

x(E) = length(Z) — e1 (A")? — e1(E).c1(A")
= length(Z) — ¢1(A*)? — (¢1(A) + ¢1(B)).c1(A%)
= length(Z) — ¢1(A)* 4 ¢1(A)* 4 c1(B).c1(A)
= length(Z) + ¢1(B).c1(4)

O

Definigao 33. Dizemos que um fibrado em retas L em uma variedade projetiva
é nef se tiver grau ndo negativo em todas as curvas irredutiveis da variedade,
isto é, para qualquer curva irredutivel C, tem-se que L.C >0 .

Teorema 9 (Teorema do indice de Hodge). Seja H um divisor amplo em uma
superficie X, e suponha que D € um disivor, tal que D nao € equivalente ao
divisor nulo, com D.H = 0. Entdo tem-se que D? < 0.

Demonstragao. Ver|[[B], Teorema 1.9]. O

Teorema 10 (Teorema de Reider). Seja X uma superficie projetiva e suave, L
um fibrado em retas nef em X.

o Assuma que L? > 5 e que a série adjunta |K x + L| tenha um ponto base
x € X. Entao, existe um divisor efetivo D C X passando por x tal que

DL=0eD?*=—-10ouD.L=1eD?>=0.
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o Asssuma que L? > 10 e Z € um subesquema de comprimento 2 que falha
em ser separado por |Kx + L| ( no sentido da Defini¢io , entdo existe
algum divisor efetivo D C X passando por Z tal que

D.L=0e¢eD?’=—-1o0u —2; ou
DL=1eD?*=0ou —1; ou
D.L=2¢D?=0.

Demonstracao. Para o primeiro item do Teorema, fixe o ponto z € X, e suponha
que L & um fibrado em retas nef em X, com L? > 5 tal que Ox(Kx + L) tem
ponto base x. Entéo, temos que existe um fibrado vetorial E de posto 2 (ver o
capitulo 3 de [I0]) e a seguinte sequéncia exata

0-0x -E—=L®I, —0. (20)
Note que,
c(E) = c1(Ox) + (L) = 0+ [L] = [L]

c2(E) = c1(Ox).c1(L) + length(l;) = 1

e portanto, segue-se que
c1(B)? —4Cy(E)=L* —41=1*—-4>0.
Dai, pelo Teorema [8 temos a seguinte sequéncia exata,
0A—-FE—>B®Iz;—0 (21)

onde Z é um subesquema finito de X com A, B fibrados em retas. E sendo
valido que

(2A - L) >0e (2A — L).H > 0,V divisor amplo H. (22)
Agora, o método sera analisar e . Tomando determinantes, encon-
tramos em primeiro lugar que A ® B = L. Dai, tensorizando pelos duais

obtemos que A ® L* = B*, e consquentemente A ® B* = 2A ® L*. Dessa
forma, 2AH > LH > 0 e assim, tomando o dual temos que A*H < 0 e entdo
H°(A*) = 0 o que implica por defini¢do que Hom(4, Ox) = 0.

Afirmagao: O morfismo a: A — L ® I, definido pela composicao

A—-FEF LI,

é nao nulo. Com efeito, por (20) e (21) é suficiente mostrar que Hom(A, Ox)
é nulo, pois caso existisse um morfismo o € Hom(A, Ox) diferente do nulo,
teriamos o seguinte diagrama
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0 A E Bl —=0 (23)

0 Ox E—Y% Lol —>0

e nesse caso pela sequéncia exata inferior, temos que kery = Im ¢ e dai temos
que « seria nulo. Mas veja que « # 0 ja que A ndo é mapeado para Ox, entao
por definicio, H°(Ox (L ® A*) ® I,) # 0 dai existe alguma secdo global de
Ox(L® A) que é nula em z. Defina, L ® A* = Ox (D) um divisor efetivo tal
que x € D.

Resta entao mostrar que D satisfaz as condigoes ntimericas da primeira parte
do Teorema. Para isso, primeiro veja que

(L® Ox(2D*)).L >0 (24)
Com efeito, veja que como
A=LR0x(D")=AQL*=0x(D*)=2AL"=0x(D*)® A

o que impica em 24 ® L* = L ® 20x (D*).
Como L é nef, por e pela relacdo acima, tem-se que em qualquer caso

(L ® Ox(2D*)).L > 0.

Mas se (L ® Ox(2D*)).L = 0, entdo pelo teorema [J] teriamos que (L ®
Ox(2D*))? < 0 o que é uma contradi¢io com . Agora, veja que

(L*).(D*) < (L.D)? (25)

(L O(D*)).D <1. (26)
De fato, temos que (25) é consequéncia direta de El e em relagao a (26)), é
computado através de (21) e para isso, temos que

c2(F) = (L ® Ox(D")).D + length Z.

Mas, como ja vimos c2(E) = 1 e também, por defini¢ao,length Z > 0 e dai
segue que
(L®Ox(D")).D <1,

finalmente, afirmamos que
2D? < L.D. (27)

Aqui argumentaremos por casos:
Caso 1: Se D? > 0, entdao L.D # 0, pois como D # 0 entdo temos que L.D # 0,
j& que do contrario pelo teorema@lteriamos que D? < 0 o que é uma contradicio
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com a hipotese. Além disso, veja que utilizando e respectivamente,
obtemos que
2(L.D)(D?) < (L*)(D?) < (L.D)?

e assim, é valida.

Caso 2 Se D? = 0, entdo pelo teorema do indice de Hodge temos que (L.D) # 0
e portanto segue-se que L.D > 0 e novamente ¢é verificada.

Caso 3 Se D? < 0, entdo é trivial uma vez que L.D > 0. Por fim, veja que

de e 7 encontramos que

L.D

LD-1<D*< (28)

Mas isso s6 é possivel se
LD=0eD*=-1ouL.D=1eD*=0.

o0 que completa a prova da primeira parte do teorema.

Para a segunda parte do teorema, fixe um subesquema Z com length Z = 2
em X, z € X, e suponha que L é um fibrado em retas nef em X, com L? > 10
tal que Z falha em ser separado por Ox (K, + K). Entdo, de maneira analoga,
ao caso anterior, existe um fibrado vetorial E de posto 2 e a seguinte sequéncia
exata

0-0x -FE—=L®I;—0 (29)

Assim, note que

a(E) = a(Ox) + (L) =0+ [L] = [1]

c2(E) = ¢1(Ox).c1(L) 4 length Z = 2
e portanto, tem-se que
ci(E)? —4cy(E)=L*—42=1*-8>0
Dessa forma, pelo Teorema [§] existe a seguinte sequéncia exata,
0A—-F—>BIly >0 (30)

onde Y é um subesquema finito de X e A, B fibrados em retas. De maneira
semelhante, ao caso anterior o método sera analisar e .Tomando deter-
minantes, encontramos que A4 ® L* = B* e assim, A ® B* = 2A ® L*. Além
disso, da defini¢ao de cone positivo, tem-se que

(2A—L)>2e (2A—-L).H >0,V divisor amplo H (31)
Dessa forma, 2AH > LH > 0 e dessa forma, tomando o dual de A ob-

temos que A*H < 0 e assim H°(A*) = 0 o que implica por definicio que
Hom(A, Ox) = 0.
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Afirmagao: O morfismo §: A — L ® Iz definido pela composicao
A—-FEF—-L® IZ

é nao nulo. Com efeito, pelas sequéncias exatas (*) e (**) é suficiente mostrar
que Hom(A, Ox) é nulo, ja que se existisse um morfismo § € Hom(A, Ox) nao
nulo teriamos o seguinte diagrama

0 A E L&ly —=0 (32)
|
s
\ Py o

0 Ox E Lol; —=0

E pela exatidao da sequéncia inferior, temos que ker )’ = Im ¢’ e dessa forma,
B = 0. Mas isso nao acontece, ja que A nao é mapeado para Ox e dessa forma,
por definigdo, H*(Ox (L ® A*) ® Iz) # 0 e dessa forma existe alguma secio
global em Ox (L ® A) que nao se anula no subesquema Z. Defina, D = L ® A*
como divisor efetivo tal que D passe por Z.

Resta entao verificar que D satisfaz as condi¢oes nimericas do teorema.
Para isso, inicialmente veja que como no caso anterior (L ® 2D*).L > 0 e
(L?).(D?) < (L.D)?. Agora, veja que

(L® D*).D > 2. (33)
De fato, como A =L ® D* e B=L® A* = D, temos que

2=1cy(F)=A.B+lengthY
= (L ® D*).(D) + length Y.

Como por defini¢ao, o comprimento do subesquema Y é maior ou igual a 0,
segue que
(L® D*).D < 2.

Por fim, de forma aniloga ao caso anterior, tem-se que 2D? < L.D. Dessa
forma, obtemos que de maneira semelhante ao caso (1)

L.D
LD-2<D?< —

Mas isso, s6 é possivel se
D.L=0e¢D?=—-10ou —2; ou

D.L=1eD?*>=0o0u —1; ou
D.L=2eD?*=0.

e com isso finalizamos o teorema. O
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Esse teorema, é de suma importancia para teoria visto que atraves dele
temos condigbes para classificar fibrados como globalmente gerados ou amplos.
Através do seguinte Corolario.

Corolario 1. Seja L amplo em X com L? > 5 e L.C > 2 para todas curvas
irredutiveis C em X, entiao Ox(Kx + L) é globalmente gerado. Se L? > 10 e
L.C > 3 para todas curvas irredutiveis C em X, entdo Ox(Kx + L) € muito
amplo.

Para n = 2 temos que a conjectura de Fujita é valida.

Corolario 2 (Conjectura de Fujita). Seja A um fibrado amplo em X. Entdo
|Kx + 3A| € globalmente gerado e |Kx + 4A| € amplo.

Demonstracdo. Tome L = 3A. Entao temos que L2 =942 > 9e L.C = 3A.C >
3 para qualquer curva irredutivel C' em X ja que, por hipotese A é um fibrado
amplo. Entdo, pelo Corolario[I] temos que Ox (Kx 4 3A) ¢é globalmente gerado.
Para o outro caso tome L = 4A, e entdo L? = 1642 > 10 e L.C = 4.A.C > 4
para toda curva irredutivel C' C X. Novamente, pelo Corolério [I] temos que
Ox(Kx + 4A) é amplo. O

4 Gonalidade de Curvas de Intersecao Completa

Inicialmente, comegaremos essa se¢ao enunciando teoremas chave da Teoria
de Intersecao com o intuito de deixar o texto autocontido, os quais irao nos
auxiliar na prova do Teorema principal desta secao.

Teorema 11 (Critério de Nakai-Moishezon). Seja D um divisor de Cartier em
um esquema X que € proprio sobre um corpo algebricamente fechado k. Entao
D ¢ amplo em X se, e somente se, para todo subesquema integral fechado Y de
X (incluindo o caso que Y = X se X ¢ integral), nds temos que D".Y > 0 onde
r=dimY.

Demonstragao. Ver [Teorema 5.1 do Apéndice A][5]. O

Teorema 12 (Teorema de Miyaoka). Seja F um fibrado de posto 2 em uma
variedade algébrica de dimensdo 3. Fize D globalmente gerado e D' amplo. Se

(c1(F) —4e2(F)) - D' >0,
entao existe um subfeize L de F de posto 1 tal que
(2¢1(L) — 1 (F))- D" - D > 0.
Demonstragao. Ver [§]. O

Lema 12. Seja X superficie suave, C C X curva suave, T um fibrado de posto t
sobre X e A um fibrado em retas sobre C de grau d tal que existe uma sobreje¢ao
T|c — A. Se A é A visto como feize de tor¢ao sobre X, entao

T—>Tlec—-A—=0
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e para F := ker(T % A) temos a sequéncia evata
0—F—-T—-A—=0 (34)
onde F € um fibrado localmente livre de posto t sobre X tal que
c1(F)=c1(T) = [C] e ca(F) = c2(T) — 1 (T)[C] + d. (35)
O fibrado F' € chamado transformacao elementar de T correspondente a T — A.
Demonstra¢ao. Considere a sequéncia exata nos talos para y € C
0—=-F,—-T,—-A,—0

e tensorizando por O, e tomando o funtor Tor; na sequéncia exata acima obte-
mos a seguinte sequéncia

Tory(Ty, Oy) — Tor1(Ay,0y) - F, 00y - T, ® 0y - A, ® Oy — 0.

Desde que o feixe T}, é livre de posto t segue que Tor; (T, O,) = 0 e como
Oy, ¢ um anel local em y temos a seguinte resolugao livre onde d = deg f

0 — Oyy(—4d) EN Oyy— Ay, — 0.
Novamente tensorizando por O, e aplicando o funtor Tor; temos

0= Tory (A, O,) = Oy(—d) ® 0, '8 0, 0, » A, ® O, — 0,

como Oy, ® Oy ~ Oy e A, ® O, = A,. Concluimos que Tor;(A,,O0,) ~ O,
e desde de que T}, ¢é livre e de posto t, podemos reescreve-lo como (Oy)f/ e
retomando a primeira sequéncia com o funtor Torq

00y — F,®0, = (Oy), ® 0y - A, — 0.

Além disso, como A, pode ser visto como um conjunto de retas, temos que
dim A, = 1. Entao, segue-se que

1 -dim(F®0,)+t—-1=0<=dimF®0,)=t+1-1=t

e portanto, F' é um fibrado de posto ¢ sobre X. Para o calculo de suas classes
de Chern relembremos que F' é definido de modo que

0—-F—=T—A—0.

Desde que ¢;(F) = ci(det F) podemos tomar a segunda poténcia exterior
A? na sequéncia exata acima obtemos

det F = (det T)(—C) = c1(F) = e1(T) — e1(A) = 1 (T) — [C].
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No calculo da segunda classe de Chern usamos a relagao co(T) = ¢ (F)er (A)+
¢s(F) + ca(A), ou seja,

02(]:)

CQ(T) —C1 (F)Cl .A) — CQ(A)
e2(T) = e1(T)[C] + [O)7 = ea(A)

O

Teorema 13 (Gonalidade de curvas intersecdo completa). Seja C C P uma
intersecao completa suave de hipersuperficies de grau 2 < ay < as < -+ < @p_1.
Seja A um fibrado em retas em C livre de ponto base, de grau d, com h°(C, A) >
2. Entdo, gon(C) > (a1 — 1).ag.- - .ar_1.

Demonstracao. Defina v = asz.a4.- -+ .a,—1 € seja X D C uma intersegao com-
pleta geral do tipo (a3, -+ ,a,_1). Caso r = 3, basta tomar X = P3 e v = 1.
Agora, seja f : Y — X a explosao de X ao longo da curva C, E C Y o divisor
excepcional e 7 : E — C o mapa natural. Defina A = 7*4, onde 4 é um g}
sobre C' em X. Note que, A também ¢é globalmente gerado, pois A também
é por hipoétese e como é o pull-back vindo de C' podemos encontrar um pencil
livre de ponto das segoes 0% — A, seja A = O(Bg), onde Bgr é um divisor
efetivo, dai temos a seguinte sequéncia exata em Y,

0= F—=>0y80y - A—0

onde F = ker(Oy @ Oy — A).
Etapa 1: Pelo Lema 34 com T' = Oy @ Oy segue que F é um fibrado de posto
2 satisfazendo ¢ (F) = —[E] e para o calculo de c3(F) veja que

0= Oy(—E) > Oy -0 —0
0 que implica
c2(0Oy) = c2(Oy (—F)) + c2(Og) + ¢1(Oy (—E)).c1 (Og).
Como Oy (—FE) tem posto 1 temos c2(Oy (—E)) =0 e c2(Oy) = 0, assim
¢3(0p) = —c1(Oy (~E)).1(On) = —[~EL[E] = [E].
Realizando um push foward na seguinte sequéncia de ideais em X
0-0c—A—0g,(A)—0
obtemos a seguinte sequéncia de ideais em Y
0—-0g—A—0Op,(A) —0.
Dai, por definigao do polinémio de Chern, segue-se que

(A =1+Et+E* 4+ ).(1-Bat? +---)=1+Et+(E* = B)t* +---
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donde segue que c3(A) = E? — B4. Entdo, retomando a seguinte sequéncia exata
0=F =03 A0
temos que

co(F) = —c1(A).c1(F) — ca(A) — 2(0F)
= —[E].[-E] — [E* = Ba] - 0
= [Bal.

Etapa 2: Vamos aplicar o teorema de instabilidade de Bogomolov generali-
zado para F, isto é, aplicar o teorema de Miyaoka. Para isso, seja H o pullback
para Y de uma se¢ao de um hiperplano em X. Para 0 < e € Q suficientemente
pequeno, defina

D.=(as+e€)H—-F

e D = Dy =asH — E. Nossa estratégia consistird em usar D e D, no Teorema
de Miyaoka.
Afirmagao: D é globalmente gerado.

Com efeito, veja que D corresponde a uma hipersfuperficie de grau as em X
contendo C, em outras palavras temos que Oy (aoH — E) = f*Zx(az), no qual
Zc € o feixe de ideais de C em X, dessa maneira basta mostrar que Z¢(az) é
globalmente gerado, temos a seguinte resolucdo abaixo (Complexo de Koszul):

0 — Ox(—a; —as) = Ox(—ay) ® Ox(—as) = Ic — 0

torcendo a resolugdo acima por Ox (az) temos que Zx(az) € o quociente de um
feixe livre, e em particular é gerado por suas secoes globais.
Afirmagao: D. é amplo para ¢ > 0.

A prova da afirmagao acima seré feita utilizando o teorema de Nakai-Moishezon
e para isso é suficiente verificar que Dg m(V) o> 0, para todo V subsequema
fechado de Y. Podemos escolher, sem perda de generalidade, um representante
efetivo S € |D|. Como S & uma transformada estrita de uma intersegéo completa
do tipo (ag,- - ,a,—1) contendo C, e visto que D = as H — E segue-se que

D.=(as+e)H—E=aH—-FE+eH=D+eH=S+¢€H,

onde a ultima passagem é verdadeira, pois S é linearmente equivalente a D.
Seja C' C Y uma curva irredutivel, entao temos dois casos:

Caso 1: Se C' ¢ E, entao podemos escolher uma se¢ao de um hiperplano
em X que intersecta a imagem de C’ em X fora de E. Entao, eH-C’ > 0 e como
|D| é globalmente gerado podemos escolher S 2 C’, o que implica S -C" > 0
onde o caso que a intersegao é nula acontece quando S e C’ nao se intersectarem
e é maior que zero do contrario, pois

C'-S=C"-D=ay-C'"-H-E-C'">0
j& que os pontos da interse¢ao aparecem em ambos os termos e ag > 1, e assim,

temos que D, - C' > 0.

64



Caso 2: Se C' C E, entao podemos escolher S de modo que nao esta
contido em C’ ja que |D| é globalmente gerado. Dai, caso S.C’ > 0 néo ha o
que ser feito, caso S.C" = 0, entdo C' precisa intersectar cada fibra de E (como
superficie regrada). Nesse caso, escolha uma se¢do de um hiperplano em X
intersectando C’ transversalemente, entao o pull-back sera a uniao de fibras e
dai temos que € - H.C' > 0 e nesse caso também temos que D..C’ > 0.

Verifiquemos agora que Dg’ > 0, para isso veja que

D? = ((ag 4 €)H — E)?
= (ag + €)*H? — 3.(as + €)*H?E + 3(ay + €\ HE? — E3,
onde H> =1,H?E =0,HE? = —d,E?> = —4d — 2¢g + 2, e assim
D3 = (ag +€)® +3.(az +€).(—d) — (—4d — 29 + 2)
= ag —3agd +4d + 29 — 2 + e(3a§ + 3age + €2 — 3day)
= a3 —3agd +4d+29 -2+ ek

onde k = 3a3 + 3aze + €2 — 3day. Além disso, supondo que o grau de C é igual
a d e utilizando o fato que
_ _ 2 _
gg(d 1)2(d 2):d zd+2.

Com isso observe que, para um e > 0 suficientemente pequeno, temos que
4d + 29 — 2 > a3 — 3azd tendo em vista que

—a3 4 3a0d > —4d —29+2> —4d —d®> +3d+2—-2=—d* —d

e a desigualdade acima é valida, visto que o lado direito é sempre negativo e o
lado direito é sempre positivo ja que 3asd > —ag. Assim, a prova se resume a
mostrar que 4d + 2g — 2 é positivo, e para isso veja que

17
4d+2g72>0<:>d>Tg,

+3d—2) _ —d’43d
1

1-g 2, (=d° _
mas como —5< > % + 1 = , segue-se que

1—g —d*>+3d

d> 5 > 1 = —4d—d*+3d <0< —d*—d <0,

e entdo temos que de fato 4d + 2g — 2 > 0, com isso concluimos que D3 > 0.
Por fim, precisamos verificar que D2V > 0 para toda V superficie em Y.
Com efeito,

D2V = ((az + ¢)H — E)*>.V
= ((ag + €)*H? — 2(az + €)H.E + E?).V
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Além disso, o Teorema do Hiperplano de Lefschetz implica que o Pic de uma
Intersecao Completa é isomorfo ao do P™ que é Z e assim, em particular temos
que

Pic(Y)=ZaZ,

e isso significa que podemos escrever V = tH + uFE com t,u € Z satisfazendo
sem perda de generalidade ¢ < u e assim temos as seguintes possibilidades: ¢ > 0
eu>0out<leu<Oout<Oewu>0.

D2V = ((ag + €)*?H?* — 2(ay + €)H.E + E?).(tH + uFE)
= (ag + €)%t 4 2ud(ag + €) — dt + u.(—4d — 29 + 2)
=t.((ag + €)? — d) +u[2d(az + €) — 4d — 2g + 2].

Assim, para um € > 0 suficientemente pequeno, temos que o caso t > 0 e
u > 0 é invalido, jA que por construgdo D, é um contra-exemplo. Além disso,
oscasost < 0Deu < 0out < 0ewu = 0 sao satisfeitos, j4 que os termos
multiplicados por t e u sao negativos para todo d. Resta entao, analisar o caso
t < 0 e u > 0 Relembrando que,

—2g>—(d—1)(d—2) = —d® +3d — 2
e assim,
D2V > t((ag + €)* — d) +u[2d(ag + €) — 4d — d* + 3d — 2 + 2]
> t(a3 + 2eas + € — d) + u(2a2d + 2de — d — d*)
> t.(a3 + 2eay + €2 — d) + t(2a9d + 2de — d — d?)
> t.(a3 + 2eay + €2 — 2d + 2apd + 2de — d?).

Assim, temos que também nesse caso, D2.V > 0 e dessa forma, concluimos
que D2.V > 0 para toda V superficie em Y. Esses tiltimos fatos mostraram que

D2V >0,D.C > 0,D?>0.

Aplicando o Teorema de Nakai-Moinshezon temos que D, é um divisor amplo
em Y. Como D e D, sao, respectivamente, globalmente gerado e amplo, resta
mostrar que

(c1(F)? = 4cy(F)).D' > 0.

Para isso veja que, pelo passo 1 e pela definicao do D, tem-se

(c1(F)? = 4ey(F)).D' =

(—E)? —4Ba)((az +€)H — E)
FE? —4Bj).(axH — E + €H)

= (E* —4B,).(D + €H)

E? —4B,).(S + €H)

= E?S 4 E*¢H —4BAS — 4BacH.

P
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Note que, podemos escolher H para evitar finitas fibras de E de modo que
By -H =0,S intersecta E em uma secdo logo B4 - S = d, E?H = —d entdo
resta calcular E? - S para isso veja que

E?.S=FE? (agH — E) = ayF*. H — E* = —ayd — E®,

e ja vimos que E® = 4d + 2g — 2, entao E® = —degN¢/x. Dai, considere a
seguinte sequéncia exata de fibrados vetoriais tangentes

0— Teyx = Txpr = Tx/prjc — 0.
que dualizando se torna
0 _>NX/]P”“|C —)Nx/[pr —)NC/X —0

e sendo C uma interse¢do completa em X segue que

i=r—1 i=r—1

NX/PF\C: @ Oc(ai) eNx/]pr = @ Oc(ai).
i=1

i=3
Assim, temos a seguinte sequéncia exata

i=r—1 1=r—1

0— @ Oc(a;) — @ Oc(ai) = Neg/x — 0,
=3

i=1
entdo, det Noyx = Oc (a1 + az), donde segue que
deg Noyx = (a1 +az).deg Oc = (a1 +az).d = (a1 +az).a1a2y = ajazy+aia3y.
Dessa forma,
E? = —(aayy + ara3y) = —ajagy — ar1a37,

e assim
2 2 2 2 2
E*.S = —ay1a5v + afasy + a1a5y = ajasy.

Dali, substituindo os valores encontrados temos que
(a1 (f)2 —4ea(F)).D' = —earazy + CL%GQ’Y —4d = a1a2y = arazy(a; — €) — 4d.

Agora, como estamos assumindo, por contradi¢do, que d < (a1 —1)ag7y temos
que para € > 0 suficientemente pequeno a seguinte desigualdade é verdade,
d < (a1 — €)ayy e entdo note que, usando a hipotese de que a; > 2

2
as)d
d < (a1 — Dagy = agy < agy <= g < a%ag'y,
a; — 1 a; — 1
2
assim, se a; = 2, entao segue-se que % = 4 e para todo a; > 2 temos que
(a?) ¢ ‘ =
-7 € crescente, concluimos entao que
1
2
aj)d
4d < (a1) < atayy.
a; — 1
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Entao, para € > 0 suficientemente pequeno, temos que 4d < (a1 — €)aias?y.
Logo, (¢1(F)? —4ca(F)).D' > 0 entdao para um € que a desigualdade seja verda-
deira, o teorema de Miyaoka pode ser aplicado e assim conseguimos um subfeixe
L C F de posto 1 tal que

(201(5) —Cl(]:)) -D.-D > 0.

Etapa 3: Investigar as caracteristicas de £

Note que, podemos assumir que £ em retas, pois do contrario teriamos que
L C F** = F. Além disso, utilizaremos o seguinte fato: feixes reflexivos (F
¢ isomorfo a F**) de posto 1 em variedades suaves sao invertiveis, dai temos
que L — L** é um isomorfismo fora de um lugar geométrico de codimensao 2,
donde segue que ¢ (L) = ¢1(L**), entdo podemos tranquilamente trocar £ com
L,

Afirmacgao: Podemos assumir que £ < F diminui o posto (se for o caso) em
um subconjunto Z C Y de codimensao 2.

Com efeito, como posto de F é 2, entao codim Z nao pode ser 3, pois como
estamos sobre uma 3-fold entdo Z seria um conjunto de pontos o que é uma
contradi¢ao.Assuma agora que £ diminui o posto ao longo de um divisor efetivo
B (contando a multiplicidade), entdo temos o seguinte diagrama

]:

/]

£~ r(B)

entdo L£(B) — F nao diminui o posto ao longe de nenhum divisor e ¢;(£(B)) =
c1(£) + B, entéo ele ira intersectar somente D e D, como eles sao nef e am-
plo, respectivamente segue-se que iré intersectar de maneira mais positivamente.
Entao, podemos trocar £ por £(B).E novamente, utilizando o Teorema de Lefs-
chetz temos que Pic(X) = Z, entéo

L= Oy(ftH — uE)

com t,u € Z.
Etapa 4: Restringir a superficie S e conseguir a contradicao.

Relembremos que S é um divisor efetivo linearmente equivalente a D, dai S
é isomorfa a uma superficie interse¢do completa do tipo (as,as, - ,a,.—1) que
contém C. Defina F' = F|g e assim temos que

Lls = Os(—tH —uC) = Og(—tH —ua1H) = Og(—(a1u+t)H)

defina @ = aju + t como £ — F diminui o posto( se for o caso) em Z de
codim 2, entao a restricao a S ird preservar a inclusao, e noés conseguimos a
seguinte sequéncia exata

0= Os(—aH) = F - MQZIy — 0
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onde M é um fibrado linear e W C S finito. Além disso,
c(FY=c1(F)ls =[-FElls = —-C=—-a1H
0 que implica que
ca(M) =c1(F') — c1(Os(—aH)) = —a1H + oH

entdo podemos escrever M = Og(—a1H + aH) = Og(H(—a; + «)). Entao a
sequéncia exata é reescrita da seguinte maneira,

0— OS(—aH) - F - Os(H(*al + Oé)) @ZIw — 0

Pela instabilidade,
(2¢1(L) — 1 (F)).De.D >0

onde D é linearmente equivalente a .S, o qual é efetivo e entdao temos que
(2¢1(L) — c1(F))|s-Dels >0
(—=2aH — (—a1H)).((as +e)H - C)) >0
(—204H +a1H).(a2H+ eH — alH) >0
H?(*?CM + al).(ag +€— al) >0

Como H? = deg S = ay7 e, por hipétese, as > a; temos que o primeiro e o
altimo terno da desigualdade acima sao positivos o que implica que —2a+a; > 0,
isto é, a; > 2a.

Agora, podemos calcular ¢o(F) de duas maneiras, por um lado

c2(F') = e2(F)|s = [Ba] = d,
e por outro lado,
c2(F) = (—aH)((a — a1)H) + length(W),
ja sabemos que H? = ay7, dai segue-se que
co(F) = (a1 — a®)agy + length (W)

o que implica que pelos calculos do ca(F) e pelo que foi suposto por contradigao
na etapa 2
(aa; — a?)agyy < d < (a1 — 1)agy,

e assim, verificamos que aa; — a? < (a1 — 1)agy, isto &,
ar(e—1) < (a—1)(a+1).
Afirmagao: h°(F') = 0.

Com efeito, relembremos que em Y, temos a seguinte sequéncia exata

0=>F =05 > A—0
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assim, por construgio, O3 — A ¢ injetivo nas segdes globais entdo h°(F) = 0.
Além disso, como F — O% diminui o posto ao longo de E que nao contém
S. Entao, a restrigio de F' — 0% permanece injetiva e nos conseguimos que

0—F — 0% — A0,

onde O% — A é injetiva nas se¢oes globais e entdo segue que h°(F’) = 0. Dai,
pela afirmagéo, temos que o > 0 e como aj(a — 1) < (o — 1)(a + 1) segue que
a # 1 e dessa forma, a1 < o+ 1. Além disso, como a; > 2a e pelo fato que
a1 > 2 temos que

2a<p<a+l<—2a<2<a<a+l

donde por um lado, @ < 1 mas por outro lado, 1 < « e assim temos a contradi-
¢do. Logo, tem-se que d > (a3 — 1)agy e como A é fibrado linear em C' livre de
ponto base de grau d com h°(C, A) > 2, temos que, por defini¢ao, gon(C) é no
minimo d e assim concluimos que

gon(C) > (a; — 1).ag.+ -+ .ar_1

concluindo o teorema e obtendo uma cota inferior para a gonalidade sob essas
hipoteses. O

5 Apéndice

5.1 Teoria de Intersecao

Definigao 34. Seja X uma variedade sobre k. Um ciclo de codimensao r em X
é um elemento do grupo abeliano livre gerado pelas subvariedades irredutiveis
e fechadas de X de codimensao r. Com isso, podemos escrever um ciclo como
Y =3 n;Y; onde Y; sdo as subvariedades irredutiveis e fechadas em X e n; € Z.

Definigao 35. Seja X uma variedade sobre k de dimensao n. Dizemos que o
anel graduado A(X) = @@.'_, A"(X) ¢ chamado de anel de Chow, onde para
cada r, temos que A" (X) é o grupo dos ciclos de codimensdo r em X modulo a
equivaléncia racional cujas operagoes de soma e produto sao dadas, com i < j,
respectivamente por:

+ Al x AT — Al
k1 ko k
Z‘%YZ +ijyj — Z(an +0y)Yy,
i=1 i=1 n=1

sendo k = max{ky, ka} e

Alx AV — AT
Yil-[v;] — [YinYjl.

Agora, listaremos algumas propriedades sobre o anel definido acima.
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e A%X)=7Ze A"(X) = 0 para todo r > dim X.
e Como os ciclos de codimensao 1 sao apenas divisores de Weil, e X é nao

singular entao tem-se que A!(X) ~ Pic(X).

Exemplo 36. Sejam F um feixe localmente livre de posto r em X e P(F) para
ser o fibrado projetivo associado conforme defini¢ao @ e seja £ € AYP(F) a
classe de um divisor correspondendo a Op(r))(1). Seja 7 : P(F) — X a projegao.
Dai,7* faz com que A(P(F)) dentro de um A(X)—modulo livre gerado por

17§7£2a T 7£r71.

Definigao 36. Seja F um feixe localmente livre de posto r em uma variedade
suave e quasi projetiva X. Para cada i =0,1,--- ,r. Definimos a i-ésima classe
de Chern ¢;(F) € AY(X) com a condi¢do de co(F) =1 e

T

Yo (F)e(F)E =0,

i=0
em A" (P(F)) como na ultima propriedade listada.

Por conveniéncia definiremos a classe de Chern total como
c(F) = co(F) +eci(F)+ -+ (F)
e o polinémio de Chern dado por
ci(F) =co(F) +er(F)t+- 4 (F)t".

A seguir, listamos algumas propriedades da classe de Chern utilizadas no
trabalho.

1. Se F ~ L£(D) para algum divisor D, entdo temos que

2. Se 0 — F' — F — F” — 0 é uma sequéncia exata de feixes localmente
livres em X, entao
Ct (]:) = C¢ (.F/).Ct (.FN)
3. Sejam F de posto r e G de posto s. Podemos escrever

T S

e ) = [[(1 +at) e (@) = [ (1 +bit)

i=1 i=1

onde cada ay,---,a,,by1,---,bs sdo simbolos formais e entao, temos as
seguintes formulas para as classes de Chern do produto tensorial e para o
dual, respectivamente:

ca(F@G) =[]0+ (@ +b)t) e cto(FY) = c_4(F).

4,J
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