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Na presente tese, estudamos duas abordagens complementares: (i) GRAVASTAR de casca
fina em geometria BTZ nao comutativa, implementada via métrica modificada por pa-
rametro 0; (ii)) GRAVASTAR em BTZ com comprimento minimo, que incorpora efeitos
quanticos por meio da densidade do estado fundamental do a&tomo de hidrogénio em duas
dimensoes e distribui¢ao Lorentziana. Metodologicamente, as regioes internas anti-de Sit-
ter foram conectadas a uma regiao externa descrita pela métrica BTZ tipo Schwarzschild
por técnicas generalizadas de juncao de casca fina, permitindo anélise conjunta das equa-
¢oes de junc¢ao, densidade de energia e pressao de superficie. Verificamos que a densidade
de energia e a pressao superficial geradas garantem a estabilidade da casca mesmo com
constante cosmologica nula, para distribuicoes Lorentzianas e determinamos a entropia
da casca no cenario de comprimento minimo. Ademais, o estudo termodinamico revelou
capacidade térmica positiva e potencial formacao de remanescente de buraco negro em
baixa dimensao. Esses resultados sugerem que efeitos quanticos regularizam divergéncias
e enriquecem a microestrutura do espago-tempo, oferecendo novo arcabouco tedrico para

transi¢oes entre GRAVASTAR e buracos negros em gravitagao de baixa dimensionalidade.

Palavras Chaves: GRAVASTAR; Geometria BTZ; Nao Comutatividade; Comprimento

Minimo; Termodinamica; Estabilidade.




In the present thesis, we studied two complementary approaches: (i) a thin-shell GRA-
VASTAR in noncommutative BTZ geometry, implemented via a metric modified by the
parameter 6; (ii) a GRAVASTAR in BTZ spacetime with a minimal length, which incorpo-
rates quantum effects through the ground-state density of the two-dimensional hydrogen
atom and a Lorentzian distribution. Methodologically, the internal anti—de Sitter regions
were connected to an external region described by the Schwarzschild—type BTZ metric
using generalized thin-shell junction techniques, allowing a combined analysis of the junc-
tion equations, energy density and surface pressure. We verified that the resulting energy
density and surface pressure guarantee the stability of the shell even with a vanishing
cosmological constant for Lorentzian distributions and we determine the shell’s entropy
in the minimal-length scenario. Moreover, the thermodynamic study revealed a positive
heat capacity and the potential formation of a low-dimensional black-hole remnant. These
results suggest that quantum effects regularize divergences and enrich the spacetime mi-
crostructure, offering a new theoretical framework for transitions between gravastars and

black holes in lower-dimensional gravity.

Keywords: GRAVASTAR; BTZ Geometry; Noncommutativity; Minimal Length; Ther-

modynamics; Stability.
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Capitulo

1

Introducao

A busca pela unificacao entre a Relatividade Geral e a Mecanica Quéantica perma-
nece como um dos maiores desafios da fisica contemporanea. Enquanto a Relatividade
Geral, formulada por Einstein em 1915, descreve com precisao os fendémenos gravitacio-
nais em escalas macroscopicas, a Mecanica Quéantica é fundamental para compreender o
comportamento das particulas em escalas microscopicas. A necessidade em conciliar essas
teorias surge de cenérios extremos, como no interior de buracos negros, onde a curvatura
intensa do espaco-tempo se entrelaca com processos quanticos e evidencia a escala de
Planck (I, ~ 1073 cm), as previsdes do Modelo Padrao, da teoria quantica de campos
e da Relatividade Geral deixam de ser aplicéveis, exigindo o desenvolvimento de uma
teoria de gravitacao quantica capaz de descrever simultaneamente a curvatura intensa do

espago-tempo e os efeitos quanticos.

O trabalho de Hawking, em 1975, demonstrou que buracos negros emitem radi-
acao térmica, o chamado efeito Hawking, implicando que esses objetos podem evaporar
e levantando a questao da possivel perda de informacao quantica durante o processo de
evaporagao [1|. Essa limitacao da descrigdo semiclassica, valida apenas quando a massa
do buraco negro ¢ muito superior & massa de Planck (Mpy > M,), evidencia a urgéncia
de uma teoria quantica da gravidade capaz de descrever o estagio final dessa evaporacao
sem inconsisténcias como singularidades e paradoxos de informagao [2]. Neste contexto,
os objetos compactos sao cruciais, pois fornecem condigoes para testar ideias no regime

de altas densidades.

Buracos negros, previstos pela teoria da Relatividade Geral, representam o estagio
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final do colapso de estrelas massivas. Sua existéncia foi confirmada tanto pela deteccao
de ondas gravitacionais provenientes da fusdo de buracos negros [3|, quanto pela obten-
¢ao da imagem direta da sombra de um buraco negro pelo Event Horizon Telescope [4].
No entanto, problemas como singularidades e o paradoxo da informagao [1] motivaram
alternativas, como as GRAVASTARS (do inglés Gravitational Vacuum Stars), propostos
por Mazur e Mottola [5, 6]. Esse modelo apresenta trés zonas distintas, cada uma com
diferentes equagoes de estado: uma regiao interna preenchida por energia escura em vacuo
de Sitter isotropico (p = —p), uma casca fina intermediaria de fluido rigido (p = p) e uma
regiao externa vazia, descrita pela geometria de Schwarzschild (p = p = 0). O interior
do que seria um buraco negro é substituido por uma porcao adequadamente escolhida do
espago-tempo de Sitter, com uma equagao de estado p = —p (energia escura), cercada por

uma camada fina de matéria ultra-rigida com p = +p [7].

A relevancia desses modelos intensifica-se diante de descobertas cosmolbgicas re-
centes, como a aceleragdo da expansao do universo [8, 9, 10|, que sugerem a existéncia
de energia escura (p = —p), associada a uma constante cosmologica A [11, 12, 13|. Essa
conexao entre micro e macroescala reforca a importancia de explorar geometrias nao co-
mutativas, isto é, aquelas em que existe uma relacao de comutacao entre as coordenadas
do espago-tempo e, consequentemente, uma relagao de incerteza associada as coordena-
das, introduzindo um comprimento minimo v/0, que regulariza singularidades [2, 14, 15].
Em particular, a métrica BTZ nao comutativa (BTZNC), proposta por Banados et al.
[16], e estudada em contextos como o efeito Aharonov-Bohm gravitacional [17] e termodi-
namica [18], oferece um laboratorio simplificado para investigar fendmenos quanticos em

gravidade [19, 20].

Em (2+41)-dimensoes, Banados, Teitelboim e Zanelli obtiveram, ao incluir uma
constante cosmolégica negativa A = —I~2 nas equacoes de Einstein, a solucao BTZ para
buraco negro, que se comporta assintoticamente como um espago anti-de Sitter, em vez do
espaco de Minkowski [19]. Essa simplicidade relativa faz do buraco negro BTZ um labo-
ratorio privilegiado para investigar propriedades quéanticas e termodinamicas de buracos

negros e testar ideias da correspondéncia AdS/CFT |21, 22]. A nao comutatividade, im-
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plementada via distribui¢oes gaussianas [14] ou lorentzianas 23], altera propriedades como
emissao Hawking [24, 25|, espalhamento quéntico [26, 27| e modos quasinormais [28, 29|.
Mais recentemente, Anacleto et al. consideraram uma distribuicao lorentziana baseada na
funcao de onda do estado fundamental do a&tomo de hidrogénio para incorporar o efeito
de comprimento minimo na métrica BTZ, investigando propriedades termodinamicas e

comportamento de particulas teste nesse cenério [18].

No ambito das GRAVASTARS, Lobo e Garattini analisaram solugoes em geome-
tria ndo comutativa e estudaram suas caracteristicas fisicas [30], enquanto Ovgiin et al.
propuseram um modelo de casca fina carregada em quatro dimensoes dentro dessa mesma
abordagem, avaliando sua estabilidade [31]. Em teorias modificadas de gravidade, traba-
lhos em f(R,T), f(G,T) e f(R,G) exploraram os efeitos de campos eletromagnéticos e
simetrias de Noether na construgdo de GRAVASTARS isotropicos e na determinagao de
suas propriedades fisicas e na analise de sua estabilidade [32, 33, 34, 35, 36]. Em dimensoes
inferiores, Rahaman et al. desenvolveram modelos neutros e carregados de GRAVASTAR
em espago-tempo AdS (2+1), demonstrando a auséncia de singularidades e a viabilidade

de estabilidade mesmo em contextos como a gravidade arco-iris [37, 38, 39].

No entanto, estudos de GRAVASTARS em dimensoes inferiores e em geometria
nao-comutativa tém sido pouco explorados. Assim, nesta tese focamos no modelo de
GRAVASTAR na casca fina do buraco negro BTZ nao comutativo, adotando uma distri-
buicao de massa difusa Lorentziana. Introduzimos a nao comutatividade no espago-tempo
como um ajuste da métrica da regiao interna da GRAVASTAR, por meio de uma distri-
buigao lorentziana [25, 26, 28, 29, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49]. Também, de modo
analogo, consideramos um GRAVASTAR em BTZ com comprimento minimo, no qual
os efeitos quanticos sao incorporados por meio da densidade de estado fundamental do
atomo de hidrogénio em duas dimensoes e, em outro caso, por meio de uma distribuicao
Lorentziana. Em todos os casos, adotamos—no interior—a métrica BTZ nao comutativa
e, no exterior, a solucao classica BTZ, unindo-as em seus limites através de uma casca
fina. Encontramos entao a densidade de energia superficial o e a pressao superficial &2,

e mostramos que as equacoes de estado sao satisfeitas mesmo na auséncia de constante
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cosmologica, com distribui¢oes Lorentzianas.

Além disso, a entropia em sistemas gravitacionais segue a relacao de Bekens-
tein—Hawking, segundo a qual a entropia de um buraco negro é proporcional a area de
seu horizonte [50]. Embora as GRAVASTARS nao possuam um horizonte de evento como
os buracos negros, a casca fina que delimita a fronteira entre as regioes interna e ex-
terna desempenha um papel semelhante no calculo da entropia. A superficie interna das
GRAVASTARS pode ser interpretada como uma area onde ocorrem flutuagoes quanti-
cas. Nessas circunstancias, a entropia na camada simboliza a quantidade de informagao
“oculta” pela transicao entre as regioes interna e externa. Como a métrica BTZ com com-
primento minimo altera a estrutura espacial, a entropia precisa levar essas configuracoes
em conta. Portanto, ao verificarmos a entropia na casca fina das GRAVASTARS apre-
sentadas aqui, também estamos analisando como o comprimento minimo em seu interior

afeta sua estabilidade.

Além disso, GRAVASTARS em geometrias ndo comutativas [30, 31| e teorias de
gravidade modificada [32, 33, 34| tém sido investigadas para resolver paradoxos e testar

estabilidade.

Esta tese esta organizada da seguinte forma: No Capitulo 2, fazemos uma imersao
na estrutura da Relatividade Geral, explorando em detalhe as solugoes de buraco negro
descritas pelas métricas de Schwarzschild e de BTZ. Embora o foco deste trabalho nao seja
obter resultados originais na métrica de Schwarzschild, sua compreensao é fundamental,
pois ela serve de ponto de partida e referéncia histérica para qualquer estudo de gravita-
¢ao em regimes de campo forte. Investigamos também, a termodinamica desses objetos
coésmicos, analisando tanto a métrica estatica e esfericamente simétrica de Schwarzschild
quanto a tridimensional anti-de Sitter do BTZ. Mostramos como, em cada caso, as leis
da mecanica dos buracos negros se espelham de maneira surpreendente nos principios da

termodinamica cléssica.

No capitulo 3, fazemos uma pequena introducao do conceito de nao comutatividade
— isto é, a ideia de que, em escalas extremamente pequenas, as coordenadas do espago-

tempo deixam de “comutar” como na geometria classica — e mostramos como essa nova
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estrutura naturalmente introduz um comprimento minimo, abaixo do qual a nocao de
ponto classico perde sentido. Em seguida, estendemos essas ideias as métricas de buraco
negro, revelando que a “granularidade” quantica do espacgo-tempo corrige tanto a forma
do horizonte quanto as propriedades termodindmicas — modificando, por exemplo, a
temperatura de Hawking e a entropia de Bekenstein-Hawking de acordo com o parametro
de nao comutatividade. Também calculamos as principais propriedades termodinamicas
— temperatura de Hawking, entropia e capacidade térmica — e verificamos que como as
correcoes quanticas — Exponencial e Lorentzianas — atuam como um regulador natural,
removendo singularidades no comportamento da temperatura e assegurando a existéncia

de remanescentes estaveis apds a evaporacao.

No capitulo 4, analisamos a estrutura da GRAVASTAR — um objeto ultracom-
pacto proposto como alternativa ao buraco negro classico — e desvendamos cada uma
de suas regioes com rigor fisico. Comegamos pela regiao interna de “falso vicuo”, onde a
pressao negativa age como uma constante cosmologica local, estabilizando o niicleo contra
o colapso gravitacional. Em seguida, investigamos a casca fina de matéria ultrarrigida,
descrita por uma equacao de estado especifica, que funciona como um “casulo” capaz
de impedir a formagao de singularidades. Finalmente, mostramos que a regiao externa
reproduz exatamente o espago-tempo de Schwarzschild em (3+41) - dimensées, de modo
que, para observadores distantes, a GRAVASTAR se torna indistinguivel de um buraco
negro classico até os arredores do horizonte. Demonstramos também como as condigoes
de juncao de Israel conectam suavemente essas trés regioes, impondo limites precisos as
tensoes e descontinuidades de curvatura na casca — especialmente por meio da densidade
superficial e da pressao tangencial, que previnem o colapso da estrutura. Por fim, discu-
timos as condi¢oes de energia fraca, forte e nula, evidenciando que, apesar de exdtico, o
modelo de GRAVASTAR permanece compativel com os limites aceitaveis da relatividade

geral.

No capitulo 5, estendemos o modelo de GRAVASTAR de casca fina para o con-
texto de uma geometria BTZ nao comutativa, gerada por uma distribuicao Lorentziana

no interior do objeto. Ao adotar essa distribuicao, que espalha a massa em torno do cen-
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tro numa escala minima estabelecida pelo parametro de nao comutatividade, descobrimos
que as correcoes quanticas atuam como um regulador natural das divergéncias proximas a
singularidade cléssica. Além disso, examinamos cuidadosamente as condi¢oes de energia
na casca fina e verificamos que o modelo satisfaz as condigoes de energia, garantindo con-
sisténcia fisica mesmo diante do carater exotico de uma distribuicao Lorentziana. Essa
analise revela que a casca suporta tensoes e pressoes de forma a impedir colapsos termodi-
namicos, configurando um equilibrio metaestével que persiste mesmo quando a constante

cosmologica efetiva é nula.

No capitulo 6, estendemos nosso estudo de GRAVASTAR BTZ em geometria BTZ
com comprimento minimo, construindo dois modelos de casca fina que incorporam efeitos
quanticos de forma distinta. Para o primeiro modelo, introduzimos o comprimento mi-
nimo por meio de uma distribui¢ao Exponencial, inspirada na densidade de probabilidade
do estado fundamental do atomo de hidrogénio em duas dimensoes — o que espalha a
massa numa regiao finita ao redor do centro e regula as divergéncias classicas proximas a
singularidade. No segundo modelo, adotamos uma distribui¢ao Lorentziana para a massa.
Ao detalhar o modelo Exponencial, identificamos uma pequena regiao em que a pressao
superficial torna-se negativa, sinalizando uma instabilidade local na casca fina; essa “bo-
lha” de pressao negativa pode ser interpretada como um ponto de inflexao no equilibrio
estrutural da GRAVASTAR. Contrariamente, no modelo Lorentziano essa caracteristica
nao aparece: a pressao mantém-se positiva em toda a espessura da casca, indicando um
equilibrio mais robusto frente a perturbacoes térmicas e gravitacionais. Além disso, exa-
minamos como a entropia da casca varia com sua espessura, mostrando que, a medida
que a camada se afina, a contribuicao entrépica decresce de forma quase linear até um

platé minimo.
No capitulo 7, sao apresentadas as conclusoes e consideragoes finais.

Para os calculos realizados nesta tese, adotamos o sistema natural de unidades.
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Uma Revisao da

Relatividade Geral

“Estamos na situacao de uma criancinha que en-

tra em uma imensa biblioteca, repleta de livros em
muitas linguas. A crianca sabe que alguém deve
ter escrito aqueles livros, mas nao sabe como. Nao
compreende as linguas em que foram escritos. Tem
uma pdlida suspeita de que a disposicao dos livros
obedece a uma ordem misteriosa, mas nao sabe qual

5 N

ela €.

( Albert Einstein )

A Relatividade Geral, formulada por Albert Einstein em 1915, redefiniu nossa
compreensao do espaco-tempo e da gravitagao, substituindo a agao instantanea da gra-
vidade newtoniana por uma geometria dinamica moldada pela matéria e energia. Este
capitulo concentra-se em uma das previsoes mais fascinantes dessa teoria: os buracos
negros. Exploraremos as solugoes estaticas das equagoes de campo de Einstein, come-
¢ando pela métrica de Schwarzschild — a descricao mais simples de um buraco negro
esfericamente simétrico em quatro dimensoes — e avancando para o buraco negro BTZ,
uma solugao tridimensional em um universo com constante cosmologica negativa (anti-de
Sitter). Além da estrutura geométrica desses objetos, discutiremos sua termodinamica,
um campo que emergiu nas décadas de 1970 e 1980 e revelou conexoes profundas entre
gravidade, mecénica estatistica e teoria quantica. As leis da termodinamica de buracos
negros, incluindo o papel central da entropia de Bekenstein-Hawking e a radiacao térmica
associada ao horizonte de eventos, serao examinadas em detalhes. Por fim, abordare-
mos como o estudo desses sistemas, especialmente no contexto do buraco negro BTZ e
da correspondéncia AdS/CFT, tem impulsionado avangos na compreensao da gravitagao

quantica e da holografia. Este capitulo visa nao apenas apresentar as bases matematicas
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desses conceitos, mas também destacar seu significado tedrico e suas implicagoes para a

fisica moderna.

2.1 O Campo Gravitacional Relativistico

Uma caracteristica fundamental dos campos gravitacionais é que todos os corpos se
movem de maneira idéntica, independentemente de suas massas, desde que suas condicoes
iniciais sejam as mesmas. Por exemplo, no campo gravitacional da Terra, dois corpos de
massas diferentes, quando soltos simultaneamente, adquiririam a mesma aceleragao, con-
forme descrito pela lei da queda livre. Essa propriedade é uma manifestacao do Principio
da Equivaléncia, que estabelece a base conceitual para o entendimento relativistico da

gravitagao.

Esse comportamento uniforme dos corpos em um campo gravitacional possibilita
estabelecer uma analogia entre o movimento de um corpo em um campo gravitacional e o
de outro em um sistema de referencial nao inercial. Em um sistema de referéncia inercial,
os corpos movem-se livremente em trajetorias retilineas e uniformes. Se suas velocidades

iniciais forem iguais, elas o permanecerao assim para qualquer instante de tempo.

No entanto, ao considerar esse movimento em um sistema de referéncia nao-inercial,
todos os corpos movem-se de forma similar, como se estivessem sob a influéncia de um
campo gravitacional. Assim, as propriedades de um sistema de referéncia nao inercial
podem ser consideradas equivalentes as de um sistema inercial na presenca de um campo
gravitacional uniforme. Essa equivaléncia fundamenta o Principio de Equivaléncia, que

foi formulado por Einstein e esta no cerne da Relatividade Geral.

Para ilustrar, considere um corpo de massa arbitriaria movendo-se livremente em
um sistema de referéncia uniformemente acelerado. Em relagao a esse sistema, o corpo
apresentard uma aceleracao constante de mesma intensidade e direcao oposta. Esse ce-
nario é analogo ao movimento em um campo gravitacional constante e uniforme, como
o campo gravitacional terrestre em regioes suficientemente pequenas para que o campo

seja considerado uniforme. Assim, um sistema de referéncia uniformemente acelerado é
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equivalente a um campo gravitacional externo constante.

Embora sistemas de referéncia nao inerciais possam reproduzir localmente os efei-
tos de campos gravitacionais, existem diferengas fundamentais entre ambos. Em grandes
escalas, um campo gravitacional “real” (associado a uma fonte fisica, como a Terra) apre-
senta uma dependéncia inversa ao quadrado da distancia em relagao a fonte. Em contraste,
os efeitos de sistemas de referéncia nao inerciais, como um sistema rotacional, aumentam
com a distancia. Por exemplo, a forca centrifuga em um carrossel aumenta a medida
que nos afastamos do eixo de rotacao. Além disso, os campos gravitacionais “reais” nao
podem ser eliminados por uma simples mudancga de referencial. Eles refletem a curvatura
intrinseca do espacgo-tempo, uma propriedade que persiste independentemente do sistema

de coordenadas utilizado.

Ao estender essas ideias para a mecanica relativista, consideremos o elemento de

linha no espago-tempo de um sistema inercial, dado em coordenadas cartesianas por [51]:

ds* = dt* — da* — dy* — d2*. (2.1)

Sob transformacoes de Lorentz, que conectam sistemas inerciais, o intervalo ds?
mantém a mesma forma. No entanto, em sistemas de referéncia nao-inerciais, o elemento

de linha ds? assume uma forma mais geral, como:

ds® = g, datdx” (2.2)

onde g,,, sao fungoes das coordenadas de espago x', 22, 2% e do tempo z°. Esses coeficientes

definem a métrica do espago-tempo, determinando suas propriedades geométricas locais.

A Relatividade Geral assume que, assim como os campos de inércia, o campo gra-
vitacional real também sera descrito pelo mesmo tensor g,, e que, como nao ha nenhuma
mudanga de coordenadas que transforme esse tensor no de Minkowski, o espago tempo
que ele representa ¢ curvo. As quantidades g,,, que determinam a métrica, variam em

funcao da presenca de matéria e energia e nao podem, em geral, ser transformadas para
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seus valores galileanos (g,, = 7., onde 7, ¢ a métrica de Minkowski) em todo o espaco.

Essa impossibilidade caracteriza o espago-tempo como curvo, em contraste com o
espaco-tempo plano da Relatividade Restrita. A curvatura do espago-tempo é descrita
matematicamente pelo tensor de Riemann e esta diretamente relacionada a densidade de

energia e momento, através das equacoes de campo de Einstein.

O conceito de que a gravidade é uma manifestacao da curvatura do espago-tempo
implica que as propriedades geométricas do espago-tempo sao determinadas por fenémenos
fisicos, como a distribuigdo de matéria e energia. Assim, o espago-tempo deixa de ser um
pano de fundo fixo e imutavel e passa a ser dinamico, influenciado e influenciador dos

processos fisicos.

A métrica g,, encapsula essas informacoes, permitindo nao apenas descrever os
campos gravitacionais, mas também prever fenomenos relativisticos como a deflexao da
luz por campos gravitacionais, o avanco do periélio de Merctrio e a existéncia de ondas
gravitacionais. Esses aspectos deixam claro que a Relatividade Geral, ao reformular a
compreensao da gravidade como geometria, fornece uma descrigao abrangente e unificada

dos fenomenos gravitacionais, tanto em escalas locais quanto em escala cosmologica.

2.2 As Equacoes de Einstein

Na Relatividade Geral, a gravitacao deixa de ser vista como uma forca que age
a distancia e passa a ser entendida como a curvatura do espago-tempo induzida pela
presenca de matéria e energia. Essa teoria, desenvolvida por Einstein em 1915, generaliza
a Relatividade Restrita para referenciais nao inerciais e recupera a mecanica newtoniana

em campos fracos e velocidades baixas.

O ponto de partida para as Equacoes de Campo de Einstein é o tensor de Riemann
que descreve a curvatura do espaco-tempo. Para obtermos um tensor simétrico apropriado

ao lado esquerdo das equagoes de campo, contraimos o tensor de Riemann com o tensor
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métrico, definindo primeiro o tensor de Riccil52]:

Rm/ = R/\u)\u = g)\aR)\MOéV = F;);V,)\ - F;/))\,V + F;);V Fip - FZ)\ sz (23)

e o escalar de Ricci R, por meio de nova contragao com o tensor métrico:
— RH g
R=R')=g"R,,. (2.4)

E préatica comum usar o mesmo simbolo R para o tensor de curvatura de Riemann, o
tensor de Ricci e o escalar de Ricci, diferenciando-os pelo niimero de indices. Além disso,
o tensor de curvatura satisfaz uma importante restricao diferencial, chamada identidade
de Bianchi:

v)\Ruupa + va/,wcr)\ + VO'R,LLI/)\p = 0. (25)

Aplicando multiplas contracoes da identidade de Bianchi com o tensor métrico e usando
as Eqgs. (2.3) e (2.4) chega-se a identidade crucial:
V,.G" =0, (8.19)

onde o tensor de Einstein simétrico G é definido por

G =R —Lgv R, (2.6)

Essa identidade, as vezes chamada de identidade de Bianchi contraida, indica que
o tensor de Einstein G* possui divergéncia covariante nula, assegurando a conservagao
covariante do tensor de energia-momento e a coeréncia interna da teoria. Assim, a teoria

covariante da gravitagao pode ser expressa em termos das chamadas equagoes de Einstein:

GG
G =Ry — %gWR = —"T, (2.7)

ct

ou, escrita de outra forma em unidades geometrizadas (¢ = G = 1):
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1
R;w - ig,uuR = 87TT,LLI/ ) (28)

No limite newtoniano, as equacoes de Einstein reduzem-se a equagao de Poisson,
V2® = 47, (2.9)

onde p é a densidade de massa [53|, garantindo coeréncia com a gravitagao classica. Em
regides sem matéria (7, = 0), obtemos R, = 0. Ainda assim, o espago-tempo vazio pode
nao ser plano; sua curvatura residual ¢ descrita pelo tensor de Weyl!, que encapsula efeitos
gravitacionais em escalas globais sem fontes locais de matéria ou energia. Apenas quando
todas as componentes do tensor de Riemann sao nulas o espago-tempo ¢é considerado plano.
Dessa forma, a Relatividade Geral fornece um arcabougo unificado capaz de explicar desde

a Orbita dos planetas até o interior de buracos negros e a evolugao do Universo.

Esse formalismo da TRG nao apenas revolucionou a fisica gravitacional, mas tam-
bém abriu caminho para avancos significativos em cosmologia, astrofisica e fisica de bu-

racos negros, consolidando-se como um dos pilares da fisica moderna.

2.3 Solucoes do tipo Buraco Negro

O termo “buraco negro” foi introduzido em 1969 pelo fisico americano John Whe-
eler. Esse fendmeno ocorre quando uma regiao do espago-tempo apresenta uma atragao
gravitacional tao intensa, devido ao acimulo extremo de matéria e energia, que impede
até mesmo a luz de escapar, tornando-a “invisivel” para o infinito. A superficie que

delimita essa regiao, embora puramente imaginaria, ¢ chamada de Horizonte de Eventos.

Compreender as solucoes relativisticas que descrevem os buracos negros é essencial

para o desenvolvimento do entendimento da gravitagao em regimes extremos. As equagoes

! Em um espaco-tempo de vacuo (ou seja, quando o tensor de Ricci R,, = 0), o tensor de Riemann
reduz-se ao tensor de Weyl, que é a parte livre de traco, invariante por transformacoes conformes, e
responsavel pelas forcas de maré e pela propagacgao de ondas gravitacionais. Esse tensor deforma apenas
a forma dos feixes geodésicos, sem alterar o volume. Em dimensées n > 4, o tensor de Weyl C),,,5» € nulo
se, e somente se, o espago-tempo for localmente conforme plano.

12
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de Einstein e suas implicagoes para essas solugoes fornecem percepc¢oes fundamentais
sobre a curvatura do espaco-tempo e as condigoes fisicas em areas de altissima densidade.
Este capitulo se dedica a explorar alguns conceitos essenciais do campo gravitacional
relativistico, preparando o terreno para discussoes mais aprofundadas sobre o buraco

begro de Schwarzschild e o modelo de Buracos Negros em espago-tempo BTZ.

O buraco negro é formado quando um corpo de massa M se contrai para um
tamanho menor do que o chamado raio de Schwarzschild, r,, = 2M. Conclui-se que,
para distribui¢oes de massa esfericamente simétrica e estatica, nem sinais nem particulas
podem fugir da regiao dentro do buraco negro, uma vez que a velocidade da luz é a
velocidade de propagagao limitante para os sinais fisicos. Esta natureza é absoluta na
teoria da gravitacao de Einstein, pois a interagao gravitacional é universal. O papel da
carga gravitacional é desempenhado por massa, cujo valor é proporcional a energia total
do sistema. Assim, todos os objetos com energia diferente de zero participam da interacao

gravitacional|54].

A Teoria da Relatividade Geral de Einstein (TRG) em conjunto com a solugao de
Schwarzschild, sdo empregadas ao maximo na descrigdo dos buracos negros (embora no
contexto da Gravitagao Newtoniana ja existisse remotas especulagoes sobre as chamadas
“Estrelas Negras”). Descobriu-se que, depois de sua formagao, qualquer buraco negro
fica estacionério e seu campo é determinado de maneira tnica por um pequeno nimero
de parametros. A razao fisica para essa propriedade impressionante dos buracos negros
esta no fato de que, no campo extremamente forte de um buraco negro em espaco vazio,
apenas tipos muito especiais de configura¢ao de campos fisicos sdo possiveis (incluindo o
campo gravitacional). Os fisicos que atuam nesta area de pesquisa se dedicam a retirar
o méaximo de informacgoes sobre efeitos que possam ocorrer ao seu redor, e assim, criar

novas maneiras de tentar detecta-lo.

Apos a formulagao das equagoes de campo da Relatividade Geral por Albert Eins-
tein, o fisico alemao Karl Schwarzschild apresentou, em 1916, a primeira solucao exata
dessas equacgoes, descrevendo o campo gravitacional externo de uma massa esfericamente

simétrica em vacuo. Essa solugao, frequentemente chamada de métrica de Schwarzschild,



Capitulo 2. Uma Revisao da Relatividade Geral

é uma das mais simples e fundamentais da teoria da gravitacao, sendo amplamente utili-

zada para descrever buracos negros e objetos compactos. A métrica tem a forma:

T r

2M oM\ !
ds? = (1 — —) dt* — <1 — —) dr* —r? (d6* + sin® 6d¢?) (2.10)

onde M representa a massa total da origem do campo gravitacional.

A métrica de Schwarzschild apresenta algumas propriedades notaveis. Primeira-
mente, ela é estatica, ou seja, independe da coordenada temporal ¢, refletindo a simetria
temporal do sistema. Além disso, a solucao é caracterizada por um tunico parametro fisico,
M, que corresponde & massa gravitacional total da fonte do campo. Essa interpretacao de
M decorre diretamente do comportamento assintotico da métrica: para grandes distancias
do centro de gravidade (r — 00), o espago-tempo se aproxima do espago-tempo plano de
Minkowski, e o campo gravitacional pode ser descrito pela aproximacao de campo fraco,

compativel com a lei de gravitagdo de Newton [55].

Uma caracteristica marcante desta solucao ¢é a existéncia de uma superficie esférica
definida pelo raio ry, = 2M, conhecida como horizonte de eventos ou raio de Schwarzs-
child. Nesse limite, o coeficiente da componente temporal da métrica, g, torna-se zero,
enquanto g, diverge. Este comportamento indica que, para r < rsy, nada pode esca-
par do interior dessa regiao, nem mesmo a luz. Isso implica que o horizonte de eventos
atua como uma fronteira causal, além da qual informagoes nao podem ser transmitidas a

observadores externos [54].

Schwarzschild demonstrou que, em uma distribui¢cao de massa pontual, o raio r4.,
marca o limiar onde a deformacao do espago-tempo é extrema. Qualquer particula ou
foton que atravesse o horizonte ficara confinado ao interior do buraco negro e, para um
observador distante, essa particula torna-se irremediavelmente inacessivel. Esta proprie-
dade central da métrica de Schwarzschild fundamenta o conceito de buracos negros, que
representam regioes do espago-tempo onde a curvatura gravitacional é tao intensa que
nada, nem mesmo a luz, consegue escapar. Essa caracteristica é explicada pela analise

das geodésicas, que descrevem o caminho seguido por particulas e fétons no espago-tempo
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curvo.

No caso de particulas massivas e foétons, as equacoes geodésicas derivadas da mé-
trica de Schwarzschild indicam que, ao cruzar o horizonte de eventos, localizado em
r = 2M, todos os trajetos futuros inevitavelmente convergem para a singularidade em
r = 0. O horizonte de eventos, portanto, age como uma superficie causal: uma vez ultra-

passado, nao existe trajetéria que permita & particula ou ao féton retornar para r > 2M.

A métrica também prevé que o intervalo temporal medido por um observador
distante diverge para infinito & medida que um objeto se aproxima do horizonte de eventos.
Esse fenémeno, conhecido como congelamento gravitacional, torna impossivel observar
diretamente o colapso de um corpo até r = 2M. Essas propriedades fisicas e geométricas
da métrica de Schwarzschild sao fundamentais para a compreensao moderna de buracos

negros.

2.4 A métrica BTZ

No contexto da Relatividade Geral, a métrica de Schwarzschild em (34-1)-dimensoes
desempenhou um papel crucial na descri¢ao de fendmenos como movimentos planetérios e
lentes gravitacionais [56]. Entretanto, em dimensdes mais baixas, como (2+1)-dimensdes,
a solugao de buracos negros so foi obtida por meio dos estudos de Banados, Teitelboim e

Zanelli [57], que exploraram identifica¢oes no subgrupo SO(2,2) do espago anti-de Sitter
(AdS).

A principal caracteristica do espaco AdS é sua curvatura negativa, o que implica
que ele é localmente semelhante ao espago anti-de Sitter, mas possui propriedades globais
distintas. Para que buracos negros sejam formados nesse cenério, é essencial uma cons-
tante cosmolbgica negativa, pois esta fornece a escala de comprimento necessaria para a

formacao de um horizonte de eventos em uma teoria na qual a massa ¢ adimensional [? |.

A agado para este sistema, conforme apresentada em |? |, ¢ dada por:

1
I= / V—g[R+2?d*xdt + B, (2.11)
s
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onde B representa o termo de superficie, e o raio de curvatura [ esta relacionado & cons-
tante cosmologica negativa por:

= —A, (2.12)

onde [ deve apresentar a medida de comprimento necessaria para obter um raio de hori-
zonte de eventos. Resolvendo as equagoes de Einstein derivadas da ac@o (2.11), obtém-se

a seguinte métrica para o espago-tempo BTZ [58|:
ds> = —N*(r)dt* + N(r)dr® + r* (N°(r) dt + dgb)2 : (2.13)

onde as fungoes N2(r) e N?(r) sao definidas como:

N2(r) = —M + - + > (2.14)
12 4r?’
J

Aqui, M e J sao constantes que representam, respectivamente, a massa e 0 mo-
mento angular do buraco negro BTZ, associados as simetrias de translacao temporal e
rotacdo [57]. As coordenadas t, r e ¢ possuem os intervalos —oo <t <00, 0 <r < o0 e
0 < ¢ < 2w, respeitando a simetria angular.

Horizonte de eventos e condicoes extremas

O horizonte de eventos deste buraco negro ocorre quando a funcao de lapso N?(r)

se anula. Isso acontece para dois valores de r, dados por:

M J?

O maior valor, r, é identificado como o horizonte de eventos externo, enquanto r_ é o

horizonte interno. Para que esses horizontes existam, as condigoes M > 0 e |J| < Ml

devem ser satisfeitas.

No caso extremo, onde |J| = MI, as duas raizes coincidem (r, = r_), resultando
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em um horizonte degenerado.

Limites e estados especiais

Para recuperar o espago vazio, ou estado de vicuo, é necesséario que o buraco negro
desapareca, o que ocorre quando M — 0 e J — 0. Neste limite, a métrica (2.13) assume

a forma:

2
2 (T 2 £ 2 272
ds?, = (z) dt? + <T> dr? + r2dg?. (2.17)

Por outro lado, para recuperar o espaco anti-de Sitter puro ", é necessario definir

M = —1e J = 0. Nesse caso, a métrica torna-se:
2 r’ 2 r2\ 2 2 7.2

Isso mostra que o espaco AdS funciona como um estado estével e isolado, com uma
massa especifica que o separa de um conjunto continuo de buracos negros. Essa separagao,
conforme visto em (2.17), é tao fundamental (uma “diferenga unitaria de massa”) que nao
é possivel transformar o espago AdS no vacuo comum de forma suave. Qualquer tentativa
de fazer isso exigiria passar por configuragoes com singularidades (como buracos negros),

as quais nao sao permitidas no modelo fisico considerado.

2.5 Termodinadmica de um Buraco Negro

A conexao entre buracos negros e termodinamica surgiu na década de 1970 e, desde
entao, tem sido uma &area central de investigacao na fisica teodrica, especialmente por sua
relacdo com a gravitacao quantica e o principio holografico. A ideia inicial provém da
descoberta — por meio de formalismos matematicos — de que a area do horizonte de
eventos de um buraco negro nunca diminui em processos classicos. Por exemplo, quando

dois buracos negros se fundem, a area do horizonte do buraco resultante ¢ maior do que

i uma versdo quadrimensional de um espaco-tempo, de uma esfera no espaco euclidiano

i Principio holografico: postula que toda a informacdo contida em um volume de espaco pode ser
descrita por graus de liberdade definidos em sua fronteira, de dimensao inferior, de modo anélogo a um
holograma.



Capitulo 2. Uma Revisao da Relatividade Geral

a soma das areas originais. Essa propriedade remete a segunda lei da termodinamica,

segundo a qual a entropia de um sistema isolado nao diminui em processos irreversiveis.

A primeira lei da termodinamica estabelece que uma leve alteragao na entropia
de um sistema resulta em uma variagao proporcional na energia correspondente, sendo
essa proporcionalidade determinada pela temperatura. No estudo apresentado em [59],
observa-se uma relacao analogica: a variacao da massa de um buraco negro esta relacio-
nada & mudanca na area do horizonte de eventos. Nessa relagao, o fator de proporcionali-
dade esta associado a uma quantidade conhecida como gravidade de superficie, que mede
a intensidade do campo gravitacional no horizonte de eventos. Se considerarmos a area
do horizonte de eventos como equivalente a entropia, podemos sugerir que a gravidade
de superficie se assemelha & temperatura. Essa analogia é reforcada pelo fato de que a
gravidade de superficie permanece constante em todos os pontos do horizonte de eventos,
assim como a temperatura é uniforme em um corpo em equilibrio térmico. A percepc¢ao
dessa correspondéncia entre as leis pode oferecer uma chave para uma compreensao mais

profunda.

Quando um buraco negro se forma a partir de um colapso gravitacional, ele rapi-
damente atinge um estado estacionario, definido por trés parametros principais: massa,
momento angular e carga elétrica. Para além dessas trés caracteristicas, o buraco negro
nao retém nenhuma outra informacao sobre o objeto que sofreu o colapso. Esse conceito

ficou conhecido como o teorema dos “buracos negros sem cabelos” [60].

Quando um buraco negro consome um corpo quente que carrega uma determinada
quantidade de entropia, um observador externo percebe uma redugao na entropia total da
regiao do universo que pode ser examinado. Embora seja possivel, de modo formal, atri-
buir a entropia perdida a area interna do buraco negro, essa solugao se mostra inadequada,
pois qualquer tentativa de mensurar a entropia absorvida falha. Isso ocorre porque, logo
apos a ingestao, o buraco negro alcanca um estado estacionério e, em virtude do teorema
da “calvicie”, perde toda a informacao detalhada, como a estrutura e a entropia do corpo

consumido [54].

Visto que nao estamos inclinados a abandonar a lei da entropia apenas porque
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um buraco negro se formou em algum lugar do Universo, devemos concluir que qualquer
buraco negro, por si s6, possui uma certa quantidade de entropia e que um corpo quente
que cai nele nao s6 transfere sua massa, momento angular e carga elétrica para o buraco
negro, mas também sua entropia S. Foi inicialmente apontado por [61] que uma relagao
proxima poderia existir entre certas leis satisfeitas pelos buracos negros na relatividade
geral classica e as leis comuns da termodinamica. O teorema da éarea da relatividade
geral classica afirma que a area, A, de um buraco negro nunca pode diminuir em qualquer

Processo:

AA > 0. (2.19)

De fato, o teorema da area de Hawking implica que a area A nao diminui em
nenhum processo classico; ou seja, comporta-se como a entropia faz|60|. Verificou-se que

a analogia entre a fisica dos buracos negros e a termodinamica.

Esse resultado é muito anélogo a afirmacao da segunda lei ordinaria da termodi-

namica: a entropia total, S, de um sistema fechado nunca diminui em nenhum processo:

AS > 0. (2.20)

Pouco tempo depois, a analogia entre certas leis da fisica dos buracos negros na
relatividade geral classica e as leis da termodinamica foi desenvolvida sistematicamente
por [59]. Os autores demonstraram que, na relatividade geral, a gravidade superficial, k, de
um buraco negro estacionario deve ser constante no horizonte de eventos. Eles observaram
que esse resultado é analogo a lei zero da termodinamica, segundo a qual a temperatura
T, deve ser uniforme em um corpo em equilibrio térmico. Com isso, Bardeen, Carter e
Hawking provaram o que vinha a ser a “primeira lei da mecanica do buraco negro”. No
caso do vacuo, esta lei afirma que as diferencas em massa M, area A e momento angular

J, de dois buracos negros estacionarios proximos devem ser relacionados por [62]:

oM = i16514 + Q0 J, (2.21)
8
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onde € indica a velocidade angular do horizonte do evento. Os termos adicionais podem
aparecer no lado direito da eq. (2.21) quando campos de matéria estdo presentes. Eles
observaram que esta lei é intimamente analoga & primeira lei ordinaria da termodinamica,
que afirma que as diferencas de energia E, entropia e outros parametros de estado de dois

estados de equilibrio térmico proximos de um sistema sao dadas por:

SE =T3S + ¢ (2.22)

& sao os “termos de trabalho”

Se compararmos as Leis zero, primeira e segunda da termodinamica, seus corres-

pondentes nas “Leis da mecanica do buraco negro”, percebemos a analogia das quantida-

des:
E& M (2.23)
T < ak (2.24)
A
S i 2.25
< 8T ( )

« é uma constante indeterminada

Essa relacao é de tamanha importancia, porque decorre do fato de que F e M
representam a mesma quantidade fisica, ou seja, a energia total do sistema. No entanto,
na relatividade geral cléssica, a temperatura fisica de um buraco negro é zero absoluto,
isso nos leva a pensar que nao pode haver relagao fisica entre 7" e k. Consequentemente,
também seria inconsistente assumir uma relacgao fisica entre S e A. Por esse motivo, no
momento em que apareceu em [59|, a maioria dos pesquisadores viu a analogia entre os
buracos negros e as leis termodinamicas como uma curiosidade matematica, sem qualquer

significado fisico.

Por fim, considerando a terceira lei da termodinamica, que impede a obtencao de
uma temperatura igual a zero, conclui-se que a gravidade de superficie de um buraco negro
nunca podera ser nula [63]. Para que essa condi¢ao se mantenha de maneira consistente, é

necessario que o buraco negro emita radiagao térmica com uma temperatura determinada



Capitulo 2. Uma Revisao da Relatividade Geral

por uma relacdo especifica [64]. Essa interpretacao, contudo, sofreu uma transformagao
com a descoberta de Hawking, que mostrou que, em razao dos efeitos quéanticos de criagao
de particulas, o buraco negro irradia um ntmero infinito de espécies com um espectro de

corpo negro perfeito, & temperatura dada pela seguinte relacao:

Ty = — (2.26)

Assim, a temperatura fisica de um buraco negro nao é apenas uma quantidade que
desempenha um papel unicamente matematico, mas sim algo analogo & temperatura nas
leis da mecénica dos buracos negros. Desse modo, o calculo de Hawking da criacao de
particulas forneceu uma resposta ressonantemente positiva a questao de saber se existe
algum significado fisico para a relacao matemaética entre as leis da mecéanica dos buracos

negros e as leis da termodinamica.

Podemos encontrar a entropia pela seguinte expressao:

dM
S:/7§. (2.27)

Podemos compreender como a entropia de um buraco negro se relaciona direta-
mente com sua massa e, indiretamente, com a area do horizonte de eventos. Essa expressao
decorre da aplicagao do primeiro principio da termodinamica aos buracos negros, onde
a variacdo de energia dM (ou, equivalentemente, variagdo de massa) esta associada a

emissao de radiagao térmica com temperatura 7p.

Na Termodinamica Classica, um sistema pode manter-se em equilibrio térmico
ao ser colocado em contato com um grande reservatério de energia, cuja temperatura
permanece praticamente constante. Se o sistema estiver mais frio que o reservatorio, ele
absorve calor até atingir o equilibrio; se estiver mais quente, cede energia ao reservatorio
até que as temperaturas se igualem. Entretanto, ao analisamos um buraco negro, o cenario

se torna radicalmente distinto [65, 66].

Devido a radiacao de Hawking, a massa do buraco negro nao é uma quantidade



Capitulo 2. Uma Revisao da Relatividade Geral

estatica: ela varia ao longo do tempo e, com ela, a temperatura do buraco negro tam-
bém muda. Esse comportamento dinamico torna inviavel a manutencao de um equilibrio
térmico estavel com o ambiente por periodos prolongados, pois a troca de energia resulta
em variagoes continuas da massa e da temperatura do buraco negro. Essa peculiari-
dade evidencia a diferenca fundamental entre os buracos negros e os sistemas tradicionais

estudados na Termodinamica Cléssica.

Um aspecto surpreendente surge ao se considerar o comportamento da capaci-

dade térmica dos buracos negros. Em modelos nos quais se observa que a temperatura

1
M

varia inversamente com a massa, isto é, T a adicao de energia pode, de forma
contraintuitiva, reduzir a temperatura. KEssa caracteristica reflete em uma capacidade
térmica negativa: para sistemas com essa propriedade, a absor¢ao de calor conduz ao
resfriamento, em contraste com o aquecimento usual de sistemas com capacidade térmica
positiva. Esse efeito tem implicacoes importantes para a estabilidade termodinadmica do
buraco negro, dificultando o estabelecimento de um equilibrio estavel com o ambiente

externo.

Além disso, conforme o buraco negro irradia energia e sua massa diminui, seu
horizonte, ou raio, também se reduz. Quando esse raio se aproxima da escala de Planck
(da ordem de ~ 10733 cm), os efeitos da gravidade quantica passam a predominar, e o
formalismo classico da Relatividade Geral deixa de ser aplicavel. Nesse estagio final, pode
ocorrer a estabilizagao do buraco negro na forma de um “remanescente” microscopico que
nao irradia. Uma hipotese sugerida é que a area do horizonte seja quantizada em niveis
discretos, de forma que o buraco negro se estabilize ao atingir a menor area permitida,

conduzindo a emissao de quanta de radiacao de Hawking.

No caso de buracos negros rotativos, isto é, aqueles que possuem um momento
angular J nao nulo, o sistema apresenta graus de liberdade adicionais associados a rotagao.
Dessa forma, além da energia relacionada a massa, pode-se realizar trabalho variando
J, e a primeira lei da termodindmica é modificada para incluir os termos de trabalho

correspondentes.

Para se obter uma descricao termodindmica completa, é comum associar a energia

22
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do buraco negro de Schwarzschild & sua temperatura por meio da relagao

E(T)=M=— (2.28)

a partir da qual se deduz que a capacidade térmica do buraco negro é

oL 1
or 812

Esse resultado confirma a peculiaridade dos buracos negros: ao absorverem energia, eles
esfriam, evidenciando uma capacidade térmica negativa.

Nas proximas secoes, veremos como se aplica essas equacoes da termodindmica

para buracos negros estacionarios, como o de Schwarzschild e na métrica BTZ.

2.5.1 Termodinamica para a métrica de Schwarzschild

Para uma métrica estatica, a gravidade de superficie pode ser obtida a partir do

componente temporal go(r) da métrica. Assim, da equagao (2.26) temos:

1 dgoo

Ty = — 2.
T 4 dr | (2.30)
r=rg
Na situacao que a métrica é diagonal, com
1
= —, 2.31
goo o ( )
a gravidade de superficie é dada por:
1 dgoo
Thg = - —— : 2.32
=0 Tdr | (2.32)
r=rp
Considerando que, para a métrica (2.10), temos:
2M
goo(r) =1 — 0 (2.33)
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primeiramente, calculamos sua derivada:

dgoo d 2M 2M
P 122 ) === 2.34
dr dr ( r ) r? (2:34)
Avaliamos entdo a derivada no horizonte ry = 2M:
d 2M 2M 1
gy (2.35)
dr |,_oy (2M) AM 2M
Substituindo este resultado na equacao (2.30), obtemos:
111 (2.36)
"7 4r2M T SrM ‘

Este resultado demonstra que a temperatura Hawking é inversamente proporcional
amassa M do buraco negro. Assim, quanto maior a massa, menor é a radiagao de Hawking

e, consequentemente, menos intensa é a emissao de radiacao.

Com o Resultado obtido acima, podemos encontrar a entropia, através da equagao

dM
S = / T (2.37)

(3.47), que nos da:

S = / 3rMdM = AxM? = 773, (2.38)

onde 7, é o raio do horizonte de Schwarzschild. Ao reescrever este resultado em termos
da area de uma esfera:

S = (2.39)

A
Z.

Esta equagao mostra que a entropia nao ¢ uma quantidade volumétrica, mas sim
proporcional & area do horizonte de eventos, reforcando a ideia de que a informacao
(ou o contetdo termodinamico) de um BN estaticos.esta associada a sua “superficie" e
nao ao seu volume interno. KEssa conclusao foi inicialmente sugerida por Bekenstein e

posteriormente corroborada pelo calculo de Hawking e ficou conhecida como féormula de
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Bekeinstein-Hawking.

Podemos demonstrar a capacidade térmica C' do buraco negro, definida por

C= 3—E = Ocll—]\; (2.40)
Primeiro, diferenciamos a relacao da temperatura em funcao da massa:
-y — et oa
em seguida, utilizando a regra de inversao para derivadas, obtemos:
Z—AI{ = (%)_1 = —8mM>. (2.42)
Portanto, a capacidade térmica do buraco negro de Schwarzschild é
C = Z—ATJ = —8mM?. (2.43)

O sinal negativo indica que o buraco negro possui capacidade térmica negativa,
ou seja, quando ele absorve energia (aumenta sua massa), sua temperatura diminui, e
quando perde energia (evapora), sua temperatura aumenta. Este comportamento é uma

das caracteristicas peculiares dos buracos negros de Schwarzschild.

Essa relacao é um dos resultados mais intrigantes da termodinadmica dos bura-
cOS negros e sugere uma conexao profunda entre gravitacao, termodinamica e teoria da

informacao.

2.5.2 Termodinamica para a métrica BTZ

Nesta secao, analisaremos as propriedades termodinamicas do buraco negro BTZ
a partir da métrica dada por (2.13). A abordagem aqui apresentada destaca como a

termodinamica do buraco negro surge a partir da estrutura geométrica da métrica.
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Inicialmente, a temperatura Hawking T pode ser obtida pela derivada do potencial
gravitacional associado a componente temporal do métrico. Para a métrica BTZ, essa

derivada leva em conta os termos que dependem de r na funcao [67, 68, 69, 70]:

7“2 J2
_ = — | -M + — + — 2.44
) = = [-24 T+ 2.4
Para determinar a temperatura de Hawking aplicamos a equagao[18|:
K
Ty = — 2.45
H 27T’ ( )
onde
2 1 w. v
K= —ivuxyv X , (2.46)
r=ri
é a gravidade de superficie, sendo x* = (1,0,Q) o campo de Killing, com
0= Je| (2.47)
Jep r=rq

a velocidade angular no horizonte de eventos, 7.

Assim, podemos calcular a temperatura de Hawking utilizando a seguinte féormula:

o 9 of 1/2
g (d_) ‘QJ%“*QWH | o

1 h
Ty — — ¢ =
m 27r{4fr2+J2

r=ry
onde Q = J/2r%.

Em resumo, a andlise termodindmica do buraco negro BTZ fundamenta-se na
obtengao da temperatura por meio da derivada do potencial gravitacional da métrica,
seguida pela integracao dos termos correspondentes a variacao do horizonte para obtencao
da entropia. Esses passos evidenciam a profunda conexao entre a geometria do espaco-
tempo e as propriedades termodinamicas, reforcando a visao de que as caracteristicas do
horizonte (por exemplo, sua area ou extensao) carregam a informagao termodinamica do

buraco negro.
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Uma vez determinada a temperatura Hawking para a métrica BTZ, podemos
utiliza-la na expressao termodinamica para calcular a entropia do buraco negro. Nesse
procedimento, partimos da relagdo geral (definida na equagao (2.27)) que integra a va-
riacao da entropia em funcao da massa do buraco negro, dM. No entanto, para o caso
do BTZ é conveniente reparametrizar essa integral em termos do raio do horizonte r,.
Essa mudanga é possivel devido a relagao diferencial estabelecida na equagao (2.16), que

conecta dM a dr,.

A integral para a entropia passa a ser escrita da seguinte forma:

TQ J2 ! 2T+ J2

Nesta expressao, os fatores resultam da combinacao entre a derivada do potencial
(relacionada & temperatura) e a reparametrizacao de dM em dr,. Observando atenta-
mente, nota-se que os termos dependentes de r,, tanto no integrando quanto no denomi-

nador da fracao, cancelam-se, simplificando a integral:

2 2\ ! 2
T+ J 27"+ J
Assim, a integral se reduz a

S = /47Tdr+. (2.51)

Integrando, obtemos:

S = 4mry + constante, (2.52)

e, ao escolher a constante de integracao nula para garantir que a entropia desapareca

quando o horizonte ¢ reduzido a zero, resulta-se em [19]:
S =dmry. (2.53)

Considerando que, em (2 + 1)-dimensdes, o “elemento de area” do buraco negro é propor-

cional & circunferéncia do horizonte, definimos a area (ou melhor, a medida geométrica
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associada ao horizonte) como:

A=Adnr,. (2.54)
Portanto, a entropia do buraco negro BTZ é expressa, de forma elegante, como

S =A. (2.55)

Essa derivacao evidencia de maneira clara como os aspectos termodinamicos do
buraco negro, em particular a entropia, estao diretamente relacionados as propriedades
geométricas do horizonte de eventos. O fato de a entropia ser proporcional a “area” do
horizonte em (2+1) dimensdes refor¢a a ideia de que, mesmo em dimensdes inferiores, a

informagao termodinamica esté intimamente conectada a geometria do espago-tempo.

O buraco negro BTZ em (2 + 1)-dimensoes é definido pela métrica que, para o
caso sem rotagao (J = 0), pode ser escrita de modo que a massa total do sistema seja
dependente do raio do horizonte r,. Neste contexto, a temperatura de Hawking T e a
massa M do buraco negro estao relacionadas por expressoes derivadas das condi¢oes de

regularidade no horizonte de eventos.

A capacidade térmica de um buraco negro é definida como a taxa de variagao da

massa (energia) em rela¢ao a temperatura:

oM

C = — (2.56)

Contudo, muitas vezes é mais conveniente expressar tanto M quanto 7" em fung¢ao do raio

do horizonte 7. Nesses casos, recorre-se a relagao de cadeia [64]:

C: _=

oM oM (0T \ "
o ooyt 25

87“+

Para o buraco negro BTZ sem rotagao (J = 0), a massa M (ry) e a temperatura
T(ry) podem ser obtidas a partir da solu¢ao da métrica correspondente. Apods a devida

analise, encontra-se, de modo esquematico, que:
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1. A massa do buraco negro ¢ proporcional a r%;
2. A temperatura de Hawking depende linearmente de 7.

Dessa forma, a aplicagao direta de (2.57) fornece

C = 4rr,. (2.58)

E imediato observar que

C >0 parary >0, (2.59)

indicando uma capacidade térmica positiva.

O fato de C' = 4nr . ser positivo implica que, quando o buraco negro BTZ recebe
energia (aumentando sua massa), sua temperatura se eleva de maneira compativel com
sistemas termodinamicamente estaveis. Isso contrasta com o caso dos buracos negros
de Schwarzschild em (3+1)-dimensoes, cuja capacidade térmica é negativa. Assim, no
contexto do buraco negro BTZ sem rotacao, podemos concluir que ele apresenta um
comportamento termodinamico estavel, ao menos no que diz respeito a capacidade de

trocar calor com o ambiente.

Em (2+1)-dimensdes, a “area” do horizonte de eventos de um buraco negro ¢ dada,

na realidade, pela circunferéncia do horizonte:

A = 27T X (27“+) = 47TT+. (260)

Portanto, a igualdade C' = 47 r, mostra que, para o caso BTZ (J = 0), a capacidade

térmica coincide exatamente com a area do horizonte:

C=A (2.61)

A partir da interpretacao de Bekenstein-Hawking, a entropia de um buraco negro é pro-

porcional a area de seu horizonte de eventos. No caso de (2 + 1)-dimensoes, pode-se
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demonstrar que

S x A = 4nr,. (2.62)

Isso reforca a intima relagao entre a estrutura geométrica do buraco negro e as quantidades
termodindmicas: a area atua como um analogo da “superficie termodinamica”’, enquanto

o valor de C' reflete a maneira como o buraco negro responde a trocas de energia.

O célculo da capacidade térmica para o buraco negro BTZ com J = 0 ilustra como
métricas de gravitagao em baixa dimensao podem exibir comportamentos termodinamicos
notavelmente diferentes de suas contrapartes em (3 + 1)-dimensées. A positividade de C'
implica que o buraco negro é, de certa forma, mais semelhante a um fluido térmico estavel,
pois aumenta sua temperatura a medida que ganha energia. Além disso, a equivaléncia
entre C' e a drea do horizonte neste cenario particular salienta mais uma vez a profunda

conexao entre os aspectos geométricos e termodinamicos do espaco-tempo.

Implicacoes e Perspectivas Futuras

A termodinamica dos buracos negros tem implica¢ées que vao muito além da sim-

ples analogia com sistemas termodinamicos usuais:

Principio Hologréafico:
A proporcionalidade entre a entropia e a area (e nao o volume) do horizonte de eventos
inspirou o desenvolvimento do principio hologréfico, que postula que toda a informa-
¢ao contida em uma regiao do espaco pode ser representada por uma teoria que vive na
fronteira dessa regiao. Essa ideia tem sido fundamental no desenvolvimento da correspon-
déncia AdS/CFT e na busca por uma teoria unificada da gravidade e mecanica quantica

[71, 72, 73].

Contagem de Microestados:
A dificuldade de se associar um grande ntimero de microestados aos buracos negros —
inicialmente sugerida pelos teoremas “sem cabelos” — levou a intensos esforgos para ex-
plicar a entropia de Bekenstein—-Hawking. Em 1995, calculos em teorias de cordas, como

os de Strominger e Vafa, conseguiram reproduzir essa entropia para certos buracos negros
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extremais, abrindo caminho para uma interpretacao estatistica da entropia. Abordagens
em gravitacao quantica em loop também oferecem perspectivas interessantes, associando

os microestados a configuragoes quanticas da geometria do horizonte [74, 75].

Estabilidade Termodinamica e Fases:
A capacidade térmica negativa dos buracos negros (em particular, os nao rotativos) in-
dica que eles nao podem ser estabilizados em um ensemble canénico simples, mas podem
ser tratados adequadamente em um ensemble microcanonico. Além disso, estudos em
contextos anti-de Sitter sugerem a existéncia de transi¢oes de fase (como a transigdo
Hawking—Page), que podem ter implicagdes importantes para a termodinamica de siste-

mas gravitacionais e para a dualidade AdS/CFT [76].

Observacoes e Analogias Experimentais:
Embora a radiacao de Hawking seja extremamente fraca para buracos negros astrofisicos,
experimentos em laboratorio utilizando sistemas analogos — como buracos negros actsti-
cos — tém sido propostos para investigar os fundamentos da termodinamica dos buracos
negros. Esses sistemas simulados podem reproduzir, em regimes controlados, aspectos
da radiagao de Hawking e da termodinamica associada, contribuindo para a validagao

experimental dessas teorias |77, 78].
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3

Correcoes Quanticas para

Termodinamica dos
Buracos Negros

A unificagdo da mecénica quantica com a gravidade representa um dos desafios
mais profundos da fisica tedrica, especialmente em escalas nas quais as descrigoes cléas-
sicas da gravidade deixam de ser validas, como ocorre nas singularidades gravitacionais.
Nesses regimes extremos, proximos a escala de Planck (I, ~ 1073%m ), os efeitos quantico-
gravitacionais tornam-se predominantes, exigindo uma reformulagao da nogao convencio-

nal de espago-tempo.

Uma das abordagens promissoras para descrever essa nova estrutura é a introdugao
da nao comutatividade, que modifica a geometria do espago-tempo ao incorporar relagoes
de incerteza generalizadas. Essa ideia esta intimamente ligada ao conceito de um compri-
mento minimo universal, um limite fundamental para a precisao com que podemos sondar
distancias microscopicas. A existéncia desse comprimento minimo pode atuar como um
mecanismo natural de regularizacao da fisica em regimes de altas energias, evitando sin-

gularidades e oferecendo novos insights sobre a estrutura quantica do espago-tempo.

Neste capitulo, examinaremos em detalhes a conexao entre a geometria nao co-
mutativa e o comprimento minimo, mostrando como a deformacao das relagoes de co-
mutacao das coordenadas implicam a existéncia de uma escala fundamental na estrutura
do espaco-tempo. Em seguida, investigaremos as consequéncias fisicas desse limite, com
énfase nas corregoes quanticas que afetam a temperatura de Hawking de buracos negros
de Schwarzschild e BTZ em cenarios nao comutativos. Por fim, apresentaremos o célculo
das correcoes provenientes do comprimento minimo em um buraco negro BTZ, avaliando

como esses parametros modificam sua termodinamica e estabilidade térmica em regimes
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de altas energias.

3.1 Aspectos Gerais

A ideia de nao comutatividade teve origem nos estudos de Werner Heisenberg sobre
os problemas de divergéncia ultravioleta na eletrodinamica quantica. No entanto, foi H.
S. Snyder [79] quem formalizou essa ideia, propondo um modelo de espago-tempo no qual
as coordenadas nao comutam, introduzindo, assim, um comprimento minimo universal
V6. Esse comprimento minimo est4 intimamente ligado a escala de Planck, uma barreira

que limita a nossa capacidade de observagao em pequenas distancias [80].

Essa proposta estabelece uma nova maneira de abordar a estrutura do espago-
tempo, especialmente em energias muito altas, como as associadas as singularidades gra-
vitacionais. No contexto da gravidade quantica, a escala de comprimento minimo desem-
penha um papel crucial, pois regula os efeitos divergentes que surgem quando tentamos

aplicar teorias classicas em regimes ultravioleta.

Embora o comprimento de Planck (I, ~ 107%, m) seja geralmente inacessivel para
experimentos diretos, existem teorias que sugerem alternativas observacionais. Por exem-
plo, em cendarios com grandes dimensoes extras, como os propostos por Arkani-Hamed,
Dimopoulos e Dvali [81], as energias associadas a gravidade quantica podem ser reduzidas

a escalas acessiveis em aceleradores de particulas como o LHC.

Essa possibilidade abriu uma janela para testar experimentalmente os efeitos da
nao comutatividade e da gravidade quéantica, como a produc¢ao de mini buracos negros em
colisdes hadronicas de alta energia [82, 83|. A detecgao desses buracos negros e a andlise
de seus produtos de decaimento seriam evidéncias inequivocas da gravidade quantica TeV.
Contudo, a fase final de evaporacao desses buracos negros permanece um tema de debate,
especialmente porque as corregoes quanticas ao modelo semi-classico de Hawking ainda

nao sao totalmente compreendidas.
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3.2 Interpretacao Fisica e Implicacoes

A incorporagao de um comprimento minimo na descricao do espaco-tempo tem
implicagoes profundas e abrangentes na fisica teorica, oferecendo solugoes naturais para
diversos problemas fundamentais. Em teorias de campo quéntico, essa escala atua como
um regulador ultravioleta, eliminando as divergéncias que emergem da suposicao de um
espago-tempo infinitamente continuo [84]. No &mbito dos buracos negros, a existéncia de
um comprimento minimo ¢ crucial para evitar a formacao de singularidades gravitacionais,

possibilitando uma nova interpretacao da estrutura interna desses objetos extremos [2].

No contexto da teoria de cordas, a nao comutatividade das coordenadas espago-
temporais surge de forma natural como consequéncia da extensao finita das cordas funda-
mentais. Essa caracteristica implica que, abaixo da escala de Planck ¢,, a defini¢ao precisa
do espago-tempo torna-se inviavel, exigindo uma reformulacao da algebra canonica e da
propria geometria que o descreve [85]. Tal perspectiva reforga a necessidade de repensar

a estrutura do espago-tempo em regimes de energias extremamente elevadas.

Além disso, a geometria nao comutativa desponta como uma abordagem matemé-
tica promissora para a unificacdo da mecéanica quantica com a gravidade. Ao regularizar
os problemas ultravioleta e impor limites naturais ao colapso gravitacional, essa estrutura
abre novas possibilidades para a exploragao da fisica em escalas microscopicas, oferecendo
insights valiosos sobre a gravidade quantica, o comportamento do espago-tempo em altas

energias e a origem da propria estrutura do universo [86, 87, 88|.

A existéncia de um comprimento minimo, da ordem de ¢,, ¢ uma conclusao am-
plamente aceita, derivada da combinacao dos principios da mecanica quantica e da relati-
vidade geral classica. Nesse cenario, nao ha qualquer procedimento operacional capaz de
mensurar distancias inferiores & ordem de /,, pois os efeitos do principio da incerteza e
do colapso gravitacional (por meio da formagao de buracos negros) se tornam inevitaveis.
Utilizando o modelo de dispersao de massa em buracos negros, estudamos a termodi-
namica desses objetos em dois contextos distintos: o buraco negro Schwarzschild-AdS

autorregulado, cuja densidade de massa se assemelha as distribuicoes de probabilidade
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dos estados atomicos do hidrogénio, e modelos em diferentes dimensoes espago-temporais,
incluindo abordagens em (2+1) dimensoes. Tais estudos revelam ndo apenas a existéncia
de uma massa minima para os buracos negros, mas também como as relagoes de dispersao
modificadas influenciam o decaimento de Hawking, enriquecendo nossa compreensao dos

fenomenos quanticos associados & gravidade.

3.3 A Geometria Nao Comutativa

A geometria nao comutativa é uma extensao natural da mecanica quantica, onde
o espago de fases — composto por posicoes generalizadas z# e seus momentos conjugados
p, — € promovido a um espaco de operadores z* e p,. Esses operadores obedecem a

relacao de comutacao de Heisenberg:
[z, D] = ihob. (3.1)

No entanto, na geometria nao comutativa, as proprias coordenadas do espaco-tempo z#
nao comutam entre si, passam a ser operadores hermitianos, obtendo-se a relacao de
comutagao [28]:

&4, 3] = iO", (3.2)

onde ©" é uma matriz anti-simétrica que caracteriza a extensao da nao comutatividade

do espago-tempo e com dimensao de comprimento ao quadrado [89].

3.4 Solucoes do Buraco Negro em Gravidade Nao co-
mutativa

A formulagao de uma versao completa e nao comutativa da Relatividade Geral
é um negdbcio de interesse primério e atualmente é objeto de uma vasta literatura. No
momento, apesar do trabalho promissor neste campo, ainda estamos longe de uma teoria
amplamente reconhecida de Gravidade nao comutativa, que, em algum sentido, é esperado

para fornecer a transi¢ao do diferencial suave para o fibroso (ou loopy ) do espago-tempo.
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Nesta secao nao discutiremos a precisao dos modelos propostos de gravidade nao
comutativa na literatura, mas apresentaremos a formulacao que concretamente conduziu
a novas métricas, obtidas por meio da resolugao, exatamente ou aproximadamente, da
versao nao comutativa das equagoes de Einstein, a fim de estudar os efeitos fisicamente
confidveis na fisica dos buracos negros resultantes, definindo o elemento de linha equi-
valente a formulacao nao comutativa e observando se ha algum tipo de mudanca nas

singularidades que ocorrem no espago-tempo convencional.

3.4.1 A nao comutatividade na métrica de Schwarzschild

Em [89] seus autores mostraram que os restos finais de um Buraco Negro, no plano
de fundo nao comutativo, constituem um objeto termodinamico estavel. Este foi o pri-

meiro trabalho que abordou os estudos de Buraco Negro de Schwarzschild nao comutativo.

A nao comutatividade elimina estruturas semelhantes a pontos em favor de objetos
manchados em espago-espaco plano. O efeito de “mancha” é implementado substituindo

a funcio delta de Dirac pela distribuicio Gaussiana da largura v/ [89].

Felizmente, nao se faz necessario modificar o tensor de Einstein presente nas equa-
¢oes de campo gravitacionais, uma vez que os efeitos da nao comutatividade podem ser
incorporados diretamente na descrigao da fonte de matéria. O que sabemos com certeza,
¢ que a nao comutatividade é uma propriedade intrinseca préoprio da dimensao, enquanto
a curvatura mede a forca do campo métrico, isto é, a resposta a presenca de uma dis-
tribuicao em massa de energia. Inspirado por este resultado, a nao comutatividade no
buraco negro de Schwarzschild, tomando a densidade de massa para ser uma distribuicao

Gaussiana ¢ dado por [89:
M.
,09(7‘) = We( /49). (33)

A massa M da particula, em vez de ser perfeitamente localizada no ponto, é distribuida
através da regiao de tamanho linear v/#. Isso ocorre devido & incerteza generalizada do

comutador de coordenadas.

Usando a eq. (3.3) podemos escrever a massa do buraco negro de Schwarzschild
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nao comutativo de raio r da seguinte maneira [90]:

m(r) = /0 "2y (r)dr = %7 (g Z—;) , (3.4)

onde

3 2 7’2/49
v (5,2—9) E/O e~ dx, (3.5)

é a funcao v e 6 é o parametro de nao comutatividade.

A métrica do Buraco Negro de Schwarzschild é dada por:

ds® = — fo(r)dt* + fo(r)~'dr® + r*dQ?, (3.6)
onde
aM 3 r?
fo(r) =1~ mv (57 %) ; (3.7)
€

d02 = d¥? + sen®9de>. (3.8)

O raio do horizonte de evento é encontrado quando a componente g;; diverge, o que é

analogo a fazer fp(r) = 0. Desta forma temos:

~ o 2M —M2/9 \/5
Fro=2M |1 7= +O<M . (3.9)

O efeito da nao comutatividade é exponencialmente pequeno, o que é razoavel esperar,
pois em grandes distancias o espago-tempo recupera o regime classico. Ou seja, a equagao

acima se reduz ao horizonte de eventos para o caso comutativo, 7, = 2M.

Nestas condig¢oes, a temperatura Hawking toma a seguinte forma:

3

1 T 2
T = 1— a T /40 3.10
Amtry ( 4603/2~(3/2, r%{él@)e ’ (3.10)

ou

Tt _ M366_M2/0 <%+O(ﬁ)>. (3.11)
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Quando % > 1 a equagao (3.11) retornard ao caso convencional para a métrica de

Schwarzschild, ou seja T' = =

8mM *

Assim, a entropia é dada por:
— 1% (3.12)

— 4T M? — po 267M2/0 % ﬁ
S =AnM? — 16y/7M (\/§+O( )). (3.13)

Esta equacao tem mesma funcao para o caso da Lei da area de Benkenstein-Hawking no

espaco comutativo.

3.4.2 A métrica BTZ no espago nao comutativo

Para (2 + 1)-dimensdes, a fonte de energia localizada em uma distribuigao estatica

e esfericamente simétrica com um perfil Gaussiano minimo é tomada como:

M

= /4 14

sua distribuicao de massa ¢ dada por

r2 /40 ,

m(r) = M/ eldt = M (1 —e " /40) . (3.15)

0

Considere que,
M

rh = (26_T%1/46> . (3.16)

Ao resolver as equagoes de Einstein, levando em consideracao a métrica BTZ nao comu-

tativa, encontramos o seguinte elemento de linha:

ds* = —f(r)dt* + f~'(r)dr® + r*(dp + N¥dt)?, (3.17)
em que,
—r/40 r? T
fry=-8M(1—-e )+l_2+4_7“2 (3.18)
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nNe——L (3.19)

2r2’

Para essas condigoes,a temperatura Hawking se da pela seguinte equagao|91]:

Ty = —’”H4/ ve (2/\\/5 + % e‘?"?f/‘”) : (3.20)
7

A equacgado acima a temperatura Hawking para o caso nao comutativo, ou seja, levando

em consideracao a correcao do parametro 6.

O proximo passo € encontrar as corregoes # da entropia de Bekenstein-Hawking

(S) do buraco negro de BTZ:
S = dmry ~ ArvV/ Ml — Axv/ M1 e ME/4, (3.21)

onde o primeiro termo se diz respeito a entropia de Benkenstein-Hawking para o Buraco

Negro BTZ e o segundo termo é a correcao para a nao comutatividade 6.

3.5 Correcoes Quanticas para a métrica BTZ

tipo Schwarzschild

3.5.1 Meétrica BTZ em uma geometria nao comutativa

A seguir, adotamos a métrica BTZ em (2+1)-dimensoes no contexto nao comuta-
tivo por meio de uma distribuicao de massa “espalhada” segundo uma funcao lorentziana

centrada em uma esfera de raio r, dada por [24, 25]:

Mo/8

21 (r2 + 9)3/2’ (3:22)

Po =

onde 6 é o parametro nao comutativo com dimensao de comprimento ao quadrado e M,
¢ a massa total distribuida sobre a regido de tamanho linear v/0. Essa escolha garante

que, mesmo no limite »r — 0, py permaneca finito, evitando singularidades violentas e
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alterando suavemente o tensor energia-momento.

Neste caso, a massa “manchada” é distribuida da seguinte forma [25]:

M= /0 p(r)2mrdr = M, (1 - i) . (3.23)

r2 46

Note que, quando r — 00, o pardmetro nao comutativo desaparece, tornando-se assim

uma massa pontual com valor M, perdendo sua caracteristica nao comutativa.

Agora, utilizando a distribuigdo de massa M, temos a métrica do buraco negro

BTZ nao comutativo e nao rotativo, que é dada por [25]:
ds* = —f(r)dt* + f(r)"tdr® + r?d¢?, (3.24)

onde a fungao métrica é dada por

Fr) =M+ Z—j = —M, (1 - i) L (3.25)

r2+0 &

Aqui, [ é o raio de curvatura e fornece a escala de comprimento necessaria para que haja

um raio de horizonte de eventos.

Para 6 < 1, podemos escrever a fungao métrica da seguinte forma [25]:

2
+ % +O0¥?). (3.26)

) =y M
r
Nesta aproximacao, um termo do tipo Schwarzschild, Mov/0 /7, € gerado com o efeito da
nao comutatividade. O impacto desse termo na termodinamica do buraco negro BTZ foi
investigado em [25], mostrando que um termo de corre¢ao logaritmica para a entropia é
obtido. Além disso, ao se calcular a capacidade térmica, verificou-se a anélise de esta-

bilidade. Como resultado, torna-se um remanescente de buraco negro com uma massa

minima dependente do parametro 6.
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Ao se definir f(r) = 0, o horizonte de eventos ¢ dado por |[25]

0 ~ ; 0 0
fh%Th—\/—_, ou M%T—h<1—£>:M0<1— ), (327)

12 My

onde 7, = v/[*? My é o horizonte de eventos do buraco negro BTZ usual.

Para a temperatura de Hawking, temos [25]:

o T Move (3.28)
B orp 4t .
Em termos de rj, obtemos
- 0 Moy 0
Ty = 0 Ve Vo (3.29)

T oml2 Axl2 A (Th B \/5/2)2'

O resultado pode ser expresso em forma do tipo Schwarzschild da seguinte forma:

Ty = L _ ! . (3.30)

Mo {rh+x/§+§}
h

Na Fig. 3.3, temos a temperatura de Hawking em fungao do raio do horizonte, r,.
Como mostrado no grafico, obtemos a temperatura de Hawking para § = 0, 8 = 0.03 e

0 =10.05.

A anélise da derivada da temperatura, d7g /dr, = 0, nos permite determinar o raio
minimo 7, = \/9_/2, correspondente a temperatura maxima. Note que a temperatura
de Hawking atinge um ponto maximo antes de ir a zero quando o raio do horizonte, 7y,
tende a zero, como mostrado na Fig. 3.3. Portanto, a nao comutatividade tem o efeito de

remover a singularidade da temperatura de Hawking.

Para este raio minimo, a temperatura maxima é dada por:

_ T ! = ! (3.31)
2442 270(2 + V/2)Tmin B 27‘(‘(14—\/5)\/5' .

max
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Figura 3.1: Temperatura de Hawking em fung¢ao do raio do horizonte rj, para diferentes valores do
pardmetro de nao comutatividade: 8 = 0 (preto continuo), representando o caso comutativo
convencional; # = 0.03 (vermelho tracejado) e § = 0.05 (azul pontilhado), ilustrando como a nao
comutatividade regulariza o comportamento da temperatura para pequenos valores de rp,.

A titulo de ilustragao, ao fixarmos o parametro de nao comutatividade em 6 = 0.03,
encontramos um raio minimo r,,;, = 0.122474 e uma temperatura maxima 7T,,., =
0.380613. Aumentando ligeiramente a nao comutatividade para 6 = 0.05, esses valo-

res se ajustam para r,;, = 0.158114 e T, = 0.294822. Essas mudancas, podem ser

confirmadas de maneira intuitiva graficamente.

A entropia do buraco negro BTZ nao comutativo pode ser determinada através da

relacao termodinamica:

1 oM
S= | ——d 3.32
o 8’/“h Ths ( )
onde, a partir da Eq. 3.27, temos
M 2 0 2M, 0
a_%ﬂ_iz_o 1_£ _ (3.33)
8'rh l2 l2 Th 2T’h
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Assim, obtemos

S 2 Vo
_ 2 1= Y2 dry =4
s M /ThTH< 27‘h> T 7T/

= dar, +2nV0nry,. (3.35)

1+ Y0
27“h

d?"h, (334)

Este resultado revela uma caracteristica fundamental: a nao comutatividade intro-
duz um termo de correcao logaritmica na entropia do buraco negro BTZ. Esta correcao
logaritmica é consistente com resultados obtidos em diversas abordagens a gravidade
quantica, sugerindo uma universalidade deste tipo de correcao para a entropia de buracos
negros quando efeitos quanticos sdo considerados|25, 92]. No limite § = 0, recuperamos
a entropia do buraco negro BTZ convencional, S = 47ry,, confirmando a consisténcia do

modelo.

A capacidade térmica, propriedade termodinamica crucial para & analise de esta-

bilidade, pode ser determinada através da relacao:

oM (WH)l. (3.36)

~ O \ Oy

Logo, encontramos

C 3vV0 1\/5 1 /6
C—Mg = —4nxry, <1+§E> (14‘& 5) (1—5 5) (337)

Uma analise detalhada desta expressao revela um comportamento critico: quando
Timin = \/m, a capacidade térmica se anula, indicando que o buraco negro BTZ nao
comutativo cessa sua evaporagao, tornando-se um remanescente estavel. Este fendmeno
de “evaporacao incompleta” representa uma modificacao profunda do paradigma de Haw-

king, onde buracos negros convencionais evaporam completamente.

r?. 0 A6
Mmin =20 = — = —— .
[2 202 2 (3.38)

Esta expressao impoe uma restrigao fisica importante: para que a massa minima
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seja positiva (M,,;, > 0), a constante cosmologica deve ser necessariamente negativa

(A < 0), consistente com a geometria anti-de Sitter subjacente ao modelo BTZ.

No limite comutativo 8 = 0, a capacidade térmica reduz-se a C = —4nry, cor-
respondendo & capacidade térmica do buraco negro Schwarzschild projetado em trés di-
mensoes. O sinal negativo indica instabilidade termodinamica, caracteristica dos buracos

negros Schwarzschild convencionais.

A Figura 3.2 ilustra o comportamento da capacidade térmica em fungao do raio do
horizonte para diferentes valores do parametro de nao comutatividade. Uma caracteristica
notével é a existéncia de uma regido de estabilidade termodinamica (C > 0) para 0 <
rn < Toin = \/«9/_2, ausente no caso comutativo. Esta regiao de estabilidade é uma
consequéncia direta da nao comutatividade e tem profundas implica¢oes para a evolucao

final dos buracos negros.

20 — 6=0.00
e 6=0.03
S — 6=0.05

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
T'p
Figura 3.2: Capacidade térmica C em funcao do raio do horizonte r;, para diferentes valores do parametro

de nao comutatividade: 8 = 0 (preto continuo), representando o caso comutativo convencional; § = 0.03
(vermelho tracejado) e 8 = 0.05 (azul pontilhado).

3.5.2 Distribuicao do Tipo Exponencial

A introducao de um comprimento minimo na geometria BTZ pode ser implemen-
tada por meio de uma modificacao na distribuicao de massa, substituindo a distribuigao

pontual convencional por uma distribuicao suavizada que incorpora os efeitos da dis-
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cretizacao do espaco-tempo em escalas proximas ao comprimento de Planck. Seguindo
abordagens desenvolvidas em contextos de gravidade quantica, adotamos uma densidade

de massa exponencialmente distribuida da seguinte forma [18, 93, 94]:

My 4,
r) = —e /7, 3.39
plr) = = (339
onde M, representa a massa total distribuida sobre uma regiao de tamanho caracteris-
tico /7, e 7 & o parametro de comprimento minimo, com dimensao de comprimento?.
Esta distribuicao exponencial garante uma regulariza¢ao natural da densidade de massa,

evitando divergéncias mesmo no limite » — 0.

A massa “manchada” resultante desta distribuicao é obtida através da integra-

cao [18]:

(4T + ’Y) 6—47”/7

8 (3.40)

./\/l:/ p(r)2rrdr = My |1 —
0

Esta expressao revela um comportamento assintético importante: para r > v, a
massa efetiva aproxima-se do valor My, recuperando o limite classico onde os efeitos do
comprimento minimo sao negligenciaveis. Contudo, para r ~ v ou menor, a distribui¢ao
de massa difere significativamente do caso pontual, modificando fundamentalmente a

geometria do espaco-tempo nesta regiao.

O elemento de linha do espago-tempo resultante ¢ dado por:
ds®* = —f(r)dt* + f(r) " dr®* + r* d¢?, (3.41)

onde a fun¢ao métrica incorpora os efeitos do comprimento minimo:

2
(8Mor +2v) | % (3.42)
’7

Nesta expressao, [ representa o raio de curvatura do espago-tempo, relacionado a

constante cosmologica negativa por A = —1/[?. No limite r/y — oo, a fungdo métrica
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converge para a expressao do buraco negro BTZ convencional, f(r) = —My + /1%,

demonstrando a consisténcia do modelo com a relatividade geral em escalas macroscopicas.

O raio do horizonte de eventos para esta métrica modificada (3.42) pode ser deter-

minado resolvendo a equagao f(r) = 0, resultando em:

> 4
rp=rn 1= (o + —2) e /7] + O (e’4rh/7)2 , (3.43)
T}QL Y

onde r, = v/ Myl? representa o horizonte de eventos do buraco negro BTZ nao rotante
convencional. Esta expressao demonstra como o comprimento minimo modifica a locali-
zagao do horizonte, tipicamente deslocando-o para um raio menor em comparacao com o

caso convencional.

A temperatura de Hawking, propriedade termodindmica fundamental dos buracos

negros, é calculada através da derivada da fungdo métrica no horizonte:

f(ru) T T [ZQ 4ry, 167"%1 4
Ty = = — — Ly R e/ 3.44
4T 2ml2 2wl? | r? ol 2 ( )
O resultado pode ser expresso em forma tipo Schwarzschild, dado por:
Ty 1
T =0 = . (3.45)
M, 2 42  16r3
O o {rh + (— + by #) e4rh/v]
Th v g

Uma caracteristica notavel desta equagao é que, diferentemente do caso convencional
onde a temperatura diverge para r, — 0, no caso modificado pelo comprimento minimo
a temperatura atinge um valor maximo finito antes de decrescer para zero quando o raio
do horizonte tende a zero. Este comportamento, ilustrado na Figura 3.3, representa uma
regularizacao fisica significativa, eliminando a singularidade térmica presente no modelo

convencional.

A massa do buraco negro, considerando os efeitos do comprimento minimo, pode
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Figura 3.3: Temperatura de Hawking em fungao do raio do horizonte r;, para diferentes valores do pa-
rametro de comprimento minimo: v = 0 (preto), representando o caso convencional; v = 0.03 (vermelho,
tracejado) e v = 0.05 (azul, pontilhado), assumindo [ = 1. Observa-se que a introdugado do comprimento
minimo regulariza o comportamento divergente da temperatura para pequenos valores de r},, resultando
em uma temperatura méaxima finita seguida de um decréscimo para zero.

Ser expressa comao:

2

-y P drg\ r? a2
M = & {1 -2 (E T 7) e~dra/v| = =t (e7#rm/7)". (3.46)

Esta expressiao converge para a massa do buraco negro BTZ convencional, M = r?/I?, no
limite v — 0 ou r, > 7, demonstrando a consisténcia deste modelo com a relatividade

geral.

A entropia do buraco negro BTZ com comprimento minimo pode ser determinada

através da relagao termodinamica:

1 OM OM  2r,  2M,
M2 , 4
Orh l2 Th (3 7)

Substituindo a equagdo para a temperatura de Hawking (3.45) em (3.47), obtemos:

2 4 1672 2M
S = /27TTh [1 + (—2 p oy #) e~drn/v 4. } (—0) dry,. (3.48)

rh Y Y Th
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Assim, obtemos

S 3
S:M:47TTh—47T %‘i‘

47’}21 —4ry/
+3rp, + —2| e T 4 (3.49)
0 Y

ol
412
Este resultado revela uma modificagao significativa na entropia do buraco negro BTZ
devido a introducao do comprimento minimo. No limite v — 0, recuperamos a entropia

do buraco negro BTZ convencional, S = 47r},, confirmando a consisténcia do modelo.

A capacidade térmica, propriedade crucial para a anélise de estabilidade termodi-

namica, pode ser calculada através da relagao:

OM  OM [0Tw\
C N 8TH N 8rh (8rh> . (350)
Entao, encontramos
C 32 47 647’2 ey
C—M——Zlﬂ'?“h[l—(g—f—%‘f—?)e :| (351)

Para o regime de comprimento minimo pequeno, v < 1, e considerando o termo

dominante nesta expressao, obtemos:

6477
C ~ —dxry, {1 — 7—;"’164’%”] : (3.52)

Uma anélise detalhada desta equagao revela um comportamento critico: a capaci-
dade térmica se anula quando a seguinte condicao é satisfeita:

Th_ <1>3. (3.53)

647’h /v 4

Essa condicao define um raio minimo abaixo do qual o buraco negro cessa sua evapora-
¢ao, tornando-se um remanescente estavel. Este fenomeno de “evaporacao incompleta”
representa uma modificacao profunda do paradigma de Hawking, segundo o qual buracos

negros convencionais evaporam completamente.
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Figura 3.4: Capacidade térmica C em fungdo do raio do horizonte rj para diferentes valores do para-
metro de comprimento minimo: v = 0 (preto), representando o caso convencional; v = 0.03 (vermelho,
tracejado) e v = 0.05 (azul, pontilhado), assumindo [ = 1. A regido de estabilidade termodinimica, ca-
racterizada por C > 0, ocorre para 0 < r < Tmin, demonstrando como o comprimento minimo introduz
uma fase estavel na evolucdo final do buraco negro.

A Figura 3.4 ilustra o comportamento da capacidade térmica em funcao do raio
do horizonte para diferentes valores do pardametro de comprimento minimo. Uma ca-
racteristica notavel ¢ a existéncia de uma regido de estabilidade termodinamica (C > 0)
para 0 < 7, < T, ausente no caso convencional. Esta regiao de estabilidade é uma

consequéncia direta da introdugao do comprimento minimo e tem profundas implica¢oes

para a evolucao final dos buracos negros.

Assim, aplicando a condigao (3.53), a temperatura de Hawking assume a forma

1
Ty = 5 2N (3.54)
2 L
™ <Th+ 1 + 167’h)

Esta equacao simplificada para a temperatura de Hawking, valida na regiao de transicao
para o remanescente estavel, é ilustrada na Figura 3.5. No limite 7 — 0, recuperamos a

temperatura do buraco negro BTZ convencional, Ty = 1/(27ry,).

Para v = 0, recupera-se a temperatura do buraco negro BTZ em forma tipo

Schwarzschild. Similarmente ao caso ndo comutativo (Cap. 5), também é possivel identifi-



Capitulo 3. Corregoes Quanticas para Termodindmica dos Buracos Negros
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Figura 3.5: Temperatura de Hawking em funcao do raio do horizonte r; para diferentes valores do pa-
rametro de comprimento minimo: v = 0 (preto), representando o caso convencional; v = 0.03 (vermelho,
tracejado) e v = 0.05 (azul, pontilhado). Observa-se que a temperatura atinge um méaximo finito antes de
decrescer para zero, com o valor maximo e a posi¢ao do pico dependendo do pardmetro de comprimento
minimo.

car um remanescente estavel. Da equacao (3.53) encontramos um raio minimo 7,,,;, ~ /4

e uma massa minima M,,;, = 2. /1> = v*/16]*> = —A~?/16. Substituindo esses valores

min
na equacao anterior, obtemos uma temperatura maxima dada por
1 2
Ttimaz = = . (3.55)

07T imin 3T

Assim, para v = 0.03 e v = 0.05, temos as seguintes temperaturas maximas, respectiva-

mente: Tymaer = 7.07355 € THmar = 4.24413, em acordo com os graficos da Fig. 3.5.

Agora, considerando a temperatura de Hawking da equacao (3.54), obtemos o

seguinte resultado para a entropia:

2

S =drry +mylnr, — z (3.56)

47“h )
Nesse caso, obtém-se um termo de correcao logaritmica para a entropia do buraco negro
BTZ modificado. A presenca dessa correcao, também observada no modelo nao comu-
tativo, sugere uma caracteristica potencialmente universal de modificagoes quanticas na

termodinamica de buracos negros.
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3.5.3 Distribuicao do Tipo Lorentziana

Uma abordagem alternativa para a introdug¢ao do comprimento minimo na geome-
tria BTZ consiste em adotar uma distribui¢ao de massa do tipo Lorentziana, que também
regulariza a singularidade central, mas apresenta propriedades matematicas distintas da

distribuigao exponencial analisada anteriormente. Essa distribui¢do é expressa por [18]:

M
pl(r) = —oo]

T (3.57)

onde f é o parametro de comprimento minimo. Assim, encontramos que a massa é dada

por
r 16M0’l“2
= 2rrdr = ———— 3.58
My(r) = [ plr)2mrdr = 2 (3.5%)
Moﬁ 3MOB2 3
= My — O(B°). 3.59
o= o S+ O (3.59)
Entao, o elemento de linha torna-se [18|
ds® = —g(r) dt* + g(r)~" dr? +r* d¢?, (3.60)
onde a fun¢ao de métrica é escrita como
Moﬁ 7”2 3Mgﬁ2
= —M, - — . 3.61
9(r) T TET 6 (361

Esta expressao revela aspectos fundamentais da modificagao introduzida pela distribuicao

M, :
Lorentziana: o primeiro termo de corregao, 2—0ﬁ, é do tipo Schwarzschild, enquanto o
r

2
altimo termo, %, aparece como uma contribui¢cao anéloga a um momento angular
efetivo. Embora o espaco-tempo nao apresente rotacao intrinseca, como no caso do buraco
negro BTZ rotante, esse termo modifica o potencial efetivo proximo & origem, alterando
o comportamento das geodésicas e contribuindo para a regularizacao da singularidade

central.

ot
—_
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Assim, os horizontes sado dados por [18]

B 357
= -2 62
T+ Th 4 + 327“h7 (3 6 )
B 3
=T AT 30, (3.63)

onde r, = /I[>M; é o horizonte de eventos do buraco negro BTZ nao rotante.

A temperatura de Hawking do buraco negro BTZ nao rotante com comprimento

minimo é

g'(ry) T'h s 50
Ty = = —|1—— .64
" A 272 [ 2ry, * 32r? (3.64)
O resultado pode ser expresso em forma tipo Schwarzschild como:
T 1
Tu =32 = . . (3.65)
Moo ol r B4 307
"o T 3o,

Assim como no caso da distribui¢ao nao comutativa do capitulo anterior e na distribuicao
exponencial, a temperatura de Hawking atinge um ponto méximo antes de ir a zero
quando o raio do horizonte, r,, tende a zero. Portanto, como vemos na Fig. 3.6, o
parametro de comprimento minimo [ atua como um regulador removendo a singularidade

da temperatura de Hawking do buraco negro BTZ em forma tipo Schwarzschild.

Para calcular a entropia do buraco negro BTZ, expressamos a massa como

2 2
T BT
M=p-1g+t (3.66)

Em seguida, determinamos a entropia aplicando a equacao

1 OM OM  2r,  2M,
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Figura 3.6: Temperatura de Hawking em fungao do raio do horizonte r; para diferentes valores do
pardmetro de comprimento minimo: 8 = 0 (preto), representando o caso convencional; 8 = 0.03 (ver-

melho, tracejado) e 8 = 0.05 (azul, pontilhado). Similar aos casos visto anteriormente, a distribuigao
Lorentziana também regulariza a temperatura em rj, = 0.

Entao, para a entropia encontramos

S 2 w3 3r 32
= — = dry, = 4nry, + —Inry, — . 3.68
S / . T T 5 T 32, ( )

Este resultado revela uma estrutura similar a obtida para a distribuicao exponencial: um
termo principal proporcional ao raio do horizonte, um termo de correcao logaritmica, e
um termo inversamente proporcional ao raio. A presenca do termo logaritmico é particu-

larmente significativa.

Para a capacidade térmica, temos

OM  OM [0Ty\
C = = . 3.69
87}{ 87"h ( 8rh ) ( )
Assim, obtemos a correcao para a capacidade térmica
C 8 662\ 3532
C=—~—-4 14+ — 1-— . 3.70
M, T ( T 327%) 3212 (3.70)

1 /3
Para r, = —4/ =/, temos C = 0 e, assim, verificamos que o buraco negro BTZ em forma
4V 2
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tipo Schwarzschild cessa de evaporar completamente, tornando-se um remanescente. Isso

pode ser visto na Fig. 3.7. Assim, no caso 5 = 0 temos C = —47r;, (a capacidade térmica
1 /3

do buraco negro BTZ em forma tipo Schwarzschild) e para 0 < 7, < Ty = Z\/;B as

curvas entram na regiao de estabilidade com C > 0.

NIy — £=0.00
208 e B =0.03
0 -------- B =10.05
Q ~2 e

4

-6 .

-8 ‘ ‘ ‘ ‘ )
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

I'p
Figura 3.7: Capacidade térmica especifica C em funcao do raio do horizonte r, para diferentes valores
do pardmetro de comprimento minimo: S = 0 (preto), representando o caso convencional; 8 = 0.03

(vermelho, tracejado) e 8 = 0.05 (azul, pontilhado). A regido de estabilidade termodindmica demonstra
como o comprimento minimo introduz uma fase estavel na evolucao final do buraco negro.

Ambas as implementagdes do comprimento minimo (exponencial e Lorentziana)
conduzem a conclusoes qualitativamente semelhantes: regularizagao da temperatura de
Hawking, corregoes logaritmicas a entropia e formacao de remanescentes estéveis devido

a uma fase final de evaporacao com capacidade térmica positiva.



Capitulo

4

GRAVASTAR: Uma

Alternativa Regular aos
Buracos Negros

Nos ultimos anos, tanto a cosmologia quanto a astrofisica tém sido objeto de intenso
interesse cientifico com o objetivo de explorar questoes fundamentais sobre a natureza do
universo. Em decorréncia disso, os avangos nas observagoes e o desenvolvimento de novas
teorias permitiram uma compreensao mais profunda das estruturas coésmicas e dos pro-
cessos astrofisicos que moldam nosso universo. Esse continuo foco decorre de descobertas
que desafiam os modelos convencionais e abrem caminho para novos modelos e conceitos

ainda nao totalmente compreendidos.

Por essa razao, os objetos compactos constituem uma fonte crucial, pois fornecem
as condigoes necessarias para testar diversas ideias pertinentes no dominio de alta densi-
dade. Um dos problemas mais interessantes e desafiadores da astrofisica moderna envolve
esses objetos compactos. Os buracos negros, por exemplo, representam o desfecho do
colapso de estrelas massivas — fenomeno que pode ser descrito pela teoria da relatividade
de Einstein — e sua existéncia pode ser confirmada por meio da observacao de ondas gra-
vitacionais [3], visto que o evento catastrofico que as gerou apresenta as caracteristicas

esperadas de um sistema binario de buracos negros em fusao.

Entretanto, outras possibilidades permanecem para explicar o destino final do co-
lapso gravitacional. Por esse motivo, ao longo das tltimas décadas, surgiu um vasto corpo
de literatura acerca de objetos compactos com propriedades semelhantes as dos buracos
negros (veja, por exemplo, [95]). E dentro desse extenso conjunto de estudos que se des-

taca a engenhosa solugao proposta por Mazur e Mottola [5, 6] em 2001, a qual introduziu
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o modelo GRAVASTAR (gravitational vacuum star) como uma alternativa aos buracos
negros como desfecho do colapso gravitacional, em substitui¢ao a solu¢ao de Schwarzschild

[96].

De acordo com esse modelo, o gravastar é composto por trés zonas distintas com
diferentes equagoes de estado (EoS): uma regiao interna preenchida por energia escura,
caracterizada por um véacuo de de Sitter isotropico (onde p = —p); uma camada interme-
diaria fina constituida por matéria em estado de fluido rigido (onde p = p); e uma regiao

externa vazia, representada pela geometria de Schwarzschild (onde p = p = 0).

A ideia central é evitar a formagao de horizontes de eventos (e, consequentemente,
de singularidades), de modo a impedir o colapso da matéria nas imediagdes ou exatamente
no local onde se formaria o horizonte de eventos. Em outras palavras, uma estrutura al-

ternativa a do buraco negro pode emergir do colapso gravitacional de uma estrela massiva.

Estudos recentes sobre o brilho de supernovas distantes do tipo Ia [8, 9, 10, 97]
sugerem que a expansao do universo ¢ mais acelerada do que se acreditava. Isso indica que
a pressao coésmica p e a densidade de energia p devem violar a condi¢ao de energia forte,
ou seja, p+3p < 0. A chamada energia escura é o componente que permite satisfazer essa
exigéncia em uma etapa especifica da evolugao cosmica [11, 12, 13]. Diversas substancias
podem determinar a condigao de energia escura, sendo a proposta mais conhecida aquela
que envolve uma constante cosmologica nao nula, equivalente a um fluido cuja equagao

de estado é p = —p [98].

As GRAVASTARS surgem como uma solugao tedrica elegante para as paradoxais
singularidades e aos horizontes de eventos preditos pelos buracos negros classicos. Essas
estruturas hipotéticas substituem a singularidade central por um niicleo de vacuo quan-
tico estavel e eliminam o horizonte de eventos, substituindo-o por uma casca de matéria
exoOtica. Nesse modelo, o interior da GRAVASTAR é composto por um vacuo quéntico
com pressao negativa, andloga a constante cosmoldgica, enquanto uma casca fina de maté-
ria exotica impede que o colapso gravitacional progrida indefinidamente [38, 99|. Assim,
em vez de formar uma singularidade, o colapso é interrompido por um mecanismo de

sustentacao baseado na pressao do vacuo quantico, garantindo uma configuracao estavel.
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Figura 4.1: O modelo abaixo detalha as trés regides da GRAVASTAR, segundo Mazur e Mottola

Regido - Il
Regido - Il

Regido - |

Regido de De-Sitter

Regido de Externa

Fonte: Feita pelo autor, inspirada em 100, p.4

A falta de um horizonte de eventos [5, 6, 38, 99, 101|, um elemento fundamental
dos buracos negros, é um atributo significativo deste modelo. Em contrapartida, a casca,
camada de matéria exdtica é encontrada e atua como uma transicao entre o interior
e o exterior da GRAVASTAR, proporcionando uma solugao para a questao da perda de
informacao, uma vez que nao ha um horizonte de eventos capaz de aprisionar a informagao

de maneira irreversivel.

I. de Sitter Interior : 0<r<ry,p=—-p,
II. Casca Fina : r<r<ry,p=-4p, (4.1)
III. Schwarzschild Exterior : ro<r,p=p=20.

Como afirmado anteriormente, as GRAVASTARS nao possuem singularidade cen-
tral nem horizonte de eventos e sao constituidas por trés regidoes: um espaco interno,
uma casca fina, onde deveria ser formado o horizonte de eventos e uma regiao externa de
vacuo, cada uma caracterizada por equagoes de estado (EoS) exclusivas [33, 102], que

serao detalhadas ao longo deste capitulo.
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4.1 Regiao Interna

Diferentemente dos buracos negros, a GRAVASTAR nao possui um ponto central
singular. A singularidade em um buraco negro representa uma regiao onde a curvatura
do espaco-tempo se torna infinita e as leis fisicas conhecidas deixam de ser aplicaveis.
A auséncia dessa singularidade ¢ uma das caracteristicas principais que motivam a in-
vestigacao desses objetos, uma vez que eles oferecem uma solugao regular para o colapso
gravitacional, sem as dificuldades tedricas associadas as singularidades. Contudo, em uma
GRAVASTAR, a pressao interna negativa na regiao interna age como uma forca de re-
pulsao gravitacional [5, 103|. Essa repulsao contrabalanca a gravidade que atua sobre a
casca fina, permitindo que o GRAVASTAR mantenha uma estrutura estavel. Este com-
portamento ¢é diferente do que ocorre em um buraco negro, onde a gravidade em diregao
a singularidade é atrativa e leva ao colapso de qualquer matéria proxima.A regiao interna
da GRAVASTAR, que varia 0 < r < rq, h4 um segmento da geometria de Sitter, tem um
vacuo descrito pela equacao de estado (EoS) da energia escura p = —p, indicando uma

pressao externa repulsiva que neutraliza o colapso gravitacional [37, 38, 100].

4.2 Casca Fina

A casca fina de uma GRAVASTAR representa a area de transigao que liga o interior,
que ¢é preenchido por um vacuo quantico de pressao negativa, a parte externa, que pode ser
o0 vacuo ou uma solu¢ao semelhante a de Schwarzschild, a depender da métrica adotada [5,
103, 104]. A casca fina é constituida por matéria exotica e desempenha o papel crucial
de manter o equilibrio entre a pressao interna (gerada pela area preenchida por vacuo
com pressao negativa) e a gravidade externa. Sem a casca, a pressao interna negativa
provocaria o vicuo. Vamos analisar minuciosamente as propriedades fisicas e matematicas
desta casca fina, levando em conta sua funcao de manter o equilibrio entre a pressao
interna e a forgca gravitacional externa. O comportamento fisico da casca é governado
pelas equacoes de Israel, que descrevem a dinamica de superficies de juncao entre solugoes

diferentes na relatividade geral [104, 105]. As fun¢oes de forma delimitam a casca: b_(r)
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ilustra a curvatura da parte interna do GRAVASTAR (vinculada & solugao de Sitter).
b, (r) que especifica a curvatura da area externa, que pode ser, por exemplo, uma solugao
de Schwarzschild. Essas fungoes formativas estabelecem a descontinuidade no tensor de
curvatura na casca, o que, consequentemente, determina a densidade superficial. o, bem
como a pressao P na superficie. O equilibrio na casca fina requer que o comportamento,
b_(r) e by(r) deve ser tal que a descontinuidade em determinados elementos do tensor de

curvatura possa ser estabilizada pela existéncia de matéria exética na casca.

O modelo gravastar oferece uma abordagem inovadora para contornar os desafios
tedricos dos buracos negros, como a formacao de singularidades e o problema da perda
irreversivel de informacao. Ao dividir o objeto em trés regides com caracteristicas fi-
sicas distintas — uma regiao interna de vacuo com pressao negativa, uma casca fina de
matéria exdtica e uma regiao externa de vacuo — o modelo demonstra, de forma consis-
tente e rigorosa, como é possivel obter uma configuracao estavel e regular para o colapso

gravitacional.

Embora os detalhes mateméticos e a analise de estabilidade sejam aprofundados
nos capitulos seguintes, este capitulo apresenta uma visao abrangente dos fundamentos
fisicos do modelo. A clareza na definicao das regioes, a discussao sobre o papel da casca
fina na mediacao do equilibrio e a integracao com a solucao de Schwarzschild no exterior
compoem uma base solida que justifica a investigacao dos gravastars como alternativas

vidveis aos buracos negros classicos.

Dessa forma, o estudo dos gravastars nao apenas contribui para a compreensao dos
fendbmenos extremos do universo, mas também abre novas perspectivas na interface entre
a relatividade geral e a fisica quantica, mantendo-se plenamente ancorado no rigor das

ciéncias exatas.

4.3 Regiao Externa

A regidao externa da GRAVASTAR, que compreende o dominio radial r > ro, é

descrita por uma solucao de vicuo da Relatividade Geral, comumente assumida como a
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métrica de Schwarzschild. Nesse dominio, tanto a densidade de energia quanto a pressao
sao nulas, isto é, p = p = 0, caracterizando um espago—tempo assintoticamente plano,
livre de matéria e radiacdo. A forma geral da métrica estatica e esfericamente simétrica

para essa regiao €:

ds? = —(1 - QGTM) dt* + (1 - 2GTM>1dr2 + 2 dO?, (4.2)

onde M representa a massa total da configuracao gravitacional conforme percebida por

um observador em repouso no infinito.

E importante destacar que, diferentemente de um buraco negro classico, o paré-
metro ro — que delimita a fronteira entre a casca fina e o exterior — é sempre escolhido
de forma a nao coincidir com o raio do horizonte de eventos correspondente & massa M,
ou seja,

ry > 1y = 2GM. (4.3)

Essa condigao assegura que a solugao GRAVASTAR nao possui um horizonte de
eventos real, preservando a estrutura causal do espago—tempo e permitindo que sinais e

informacgoes escapem para o infinito.

A auséncia de um horizonte de eventos implica consequéncias significativas, tanto
em nivel conceitual quanto fenomenologico. Do ponto de vista tedrico, essa caracteristica
resolve o chamado paradoxo da perda de informacdo, uma vez que a evolucao temporal
da configuragdo permanece unitaria. Ja do ponto de vista observacional, a auséncia
de horizonte sugere que, sob determinadas condicoes, a GRAVASTAR pode produzir
assinaturas astrofisicas distintas das de um buraco negro, como ecos tardios em ondas

gravitacionais [106].

Adicionalmente, a métrica externa é conectada a casca por meio das condigoes de
contorno estabelecidas pelas equacoes de juncao de Israel. Apesar de o espago externo
ser formalmente idéntico ao de Schwarzschild para r > 79, a presenca da casca fina e do
interior de de Sitter altera significativamente a estrutura global da solugao, isso torna

necessaria a analise conjunta das trés regioes para avaliar estabilidade e dinamica.
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4.4 Condicao de juncgao

As condig¢oes de juncao em relatividade geral permitem conectar duas regides do

espago-tempo, cada uma resolvendo as equagoes de campo de Einstein,
G =8rT,,, (4.4)

de forma consistente ao longo de uma hipersuperficie ¥ que carrega uma densidade su-

perficial de energia-momento .S;;.

Em muitas aplicagoes da relatividade geral-——como no projeto de buracos de mi-
nhoca de casca fina, no modelo de colapso estelar “cut-and-paste”, ou, como neste trabalho,
GRAVASTAR de casca fina, tornam-se imprescindiveis condi¢oes que permitam “casar”
de forma fisica e matematica dois espaco-tempos distintos ao longo de uma superficie
singular Y. Essas condi¢oes garantem que a métrica permaneca bem definida, que nao
surjam fontes nao-fisicas e que eventuais descontinuidades na curvatura extrinseca sejam
associadas a um tensor de energia-momento superficial S;;. Duas abordagens sao clés-
sicas: as condigoes de Darmois, que exigem continuidade da primeira e segunda formas
fundamentais, e a formula de Israel-Lanczos, que relaciona o salto na curvatura extrinseca
ao tensor S;; [107].Essas equagdes expressam essa relagao e formam o pilar para qualquer
transicao consistente entre dois bulks, assegurando a conservagao local de energia e mo-
mento na superficie de juncao. A seguir apresentamos essa tltima condicao, pois é de

interesse para esta tese.

4.5 Condigao de Israel (Equagao de Lanczos—Israel)

A juncao de dois espagos-tempos distintos ao longo de uma hipersuperficie 3 é
fundamental em varias aplicacoes da relatividade geral, tais como a construcao de GRA-
VASTAR de casca fina, distribuidores de massa em estrelas e cenarios de brana-mundo
[108, 109]. Nesses contextos, a superficie ¥ hospeda um depdsito concentrado de energia

e momento descrito por um tensor superficial S;;, cujas propriedades geométricas e fisicas
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sao relacionadas pela condicao de Israel.

Seja ¥ definida pela fungdo ®(z#) = 0. O vetor normal unitario pode ser escrito

da seguinte forma:
0,

S 45
T 10a® 00| (45)

o

com € = *+1 indicando a orientacao de “-” a parte interna e para “+”’ para a parte externa

[110, 111].

A métrica induzida

hij = gl“’ e“i e”j, (46)

que deve ser continua em X para garantir a integridade da primeira forma fundamental

[112, 113]. A curvatura extrinseca
Kij = - ei'uejy vunm (47)
cuja primeira forma de descontinuidade define o salto

Ky = K, — K. (4.8)

Esses objetos capturam como X se curva no espago-tempo ambiente [114, 115].

Quando o salto [K;;] ndo se anula, a presenca de matéria concentrada em ¥ é
descrita por um tensor superficial S;;. A relacao exata entre esses saltos e o contetido de

energia-momento sobre a casca é dada por:
[Kij] — hij[K] = =87 Sy, [K]=hV[Ky), (4.9)

que é conhecida como Equagao de Lanczos—Israel [110, 116].

A consisténcia das condi¢oes de juncgao é crucial nesta tese, pois trabalhamos com o
emparelhamento de solugoes das equacoes de Einstein em superficies de descontinuidade.

Essa exigéncia assegura que, em cada ponto da casca onde as métricas internas e externas
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se encontram, as leis locais de conservacao de energia e momento sejam respeitadas.

Detalhes adicionais sobre o formalismo matematico utilizado na construcao do

gravastar de casca fina podem ser encontrados em A.

4.6 Condicoes de Energia

As condicoes de energia sao conjuntos de desigualdades impostas ao tensor ener-

gia-momento 7,

u, obtidas ao contrair 7, com vetores tipo-tempo (u*) ou nulos (¢#),

de modo a assegurar densidade de energia nao-negativa e pressoes fisicamente aceitéveis,

evitando comportamentos nao-fisicos da matéria em Relatividade Geral [63].

Considerando que ainda nao se conhece exatamente o processo fisico que faz o vacuo
se comportar de forma distinta dentro da casca da GRAVASTAR, as condigoes de energia
da Relatividade Geral oferecem a estrutura mais amplamente reconhecida de limitacoes
independentes do modelo de matéria que podem ser aplicadas a ‘matéria exotica’ que
compoe essa casca. Assim, é fundamental explorar de forma abrangente as limitagoes
sobre o modelo da GRAVASTAR que sao determinadas por estas condigoes [99]. Nesta
segao discutiremos as condigoes de energia classicas da Relatividade Geral (WEC, NEC e
SEC ), discutindo seu significado fisico, formulagoes matematicas e implicagdes especificas
para 0 modelo da GRAVASTAR de casca fina [110, 117, 118|, base necesséaria para esta

tese.

As quantidades centrais desta casca sao a densidade superficial de energia o e a

pressao superficial isotrépica &2, definidas por:
e Condigao de Energia Fraca (WEC):

Requer que qualquer observador com quatro-velocidade 4’ meca densidade de ener-
gia nao negativa:

Ty u'v?! > 0. (4.10)
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Na casca da GRAVASTAR:

o >0, o+ > 0. (4.11)

e Condicao de Energia Nula (NEC):

Garante que feixes de luz nao sejam “desfocados” pela matéria, mas mantidos ou

focados pela atracao gravitacional. Exige que para todo vetor nulo k':
Ty k'K > 0. (4.12)

Na casca:
o+ P >0, (4.13)
e Condigao de Energia Forte (SEC):

Impoe nao apenas positividade local de energia, mas requer que o “efeito gravitaci-

onal” da matéria seja sempre atrativo:
<Tl~j — %Tgij)uiuj > 0, (4.14)
ou, equivalentemente na casca:

o+ P >0, o+22 > 0. (4.15)

Como o interior da GRAVASTAR envolve “energia escura” (pressao negativa p =
—p), a SEC ja é violada automaticamente; portanto, no préximo capitulo, além de cons-
truirmos um modelo de GRAVASTAR de casca fina em uma geometria BTZ nao comu-
tativa, observamos as WEC e NEC, que garante causalidade local do fluxo de energia e

estabilidade desse objeto.
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4.7 Exterior de Schwarzschild, interior de de Sitter

A GRAVASTAR tradicional, primeiro considerado em [5] e [119] , tem um exterior

de Schwarzschild com

No exterior (r > a), a geometria é a de Schwarzschild, caracterizada por:
b+(7“) = 2M, (I)+(T) =0 (416)

onde M representa a massa total do objeto. Esta regiao descreve o espago-tempo vazio

fora da estrela.

No interior (r < a), assume-se um espago-tempo de de Sitter, com:
b_(r)=—, ®_(r)=0 (4.17)

onde R é um parametro relacionado ao raio de de Sitter, associado & constante cosmologica
efetiva A = 3/R? que permeia o interior. A auséncia de ®_(r) indica que nao ha potencial

gravitacional adicional além do efeito da constante cosmologica nesta regiao.

A juncao entre essas duas geometrias distintas ocorre em uma casca de transi¢ao
esférica, extremamente fina, localizada em um raio a. A localizacdo desta casca é um
parametro crucial do modelo, restrito a 2M < a < R. Essa condigao garante que a casca
resida fora do raio de Schwarzschild (2M), onde um horizonte de eventos se formaria
em um buraco negro tradicional, mas dentro do horizonte cosmologico do espaco de de-
Sitter interno (R). A natureza fisica detalhada desta casca de transigao é frequentemente
deixada em aberto nos modelos mais simplificados, mas sua existéncia e propriedades sao
fundamentais para a viabilidade da GRAVASTAR. Assume-se que seja composta por uma
forma exoética de matéria ou energia, capaz de sustentar a diferenca de pressao entre o

interior e o exterior.

As propriedades mecénicas desta casca fina de transicao sao descritas por suas

tensoes superficiais. A densidade de energia superficial, o, e a pressao superficial, &, sao
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quantidades chave que determinam a dindmica e a estabilidade da casca. Para o modelo
Schwarzschild-de Sitter em questao, estas sao dadas por expressoes que dependem do raio
a, sua velocidade radial @ e aceleracao radial @, bem como dos parametros M e R. As

expressoes gerais, adaptadas do texto original, podem ser escritas como:

1 2M 2
”:_R[\/l_T”Q_\/I_ﬁMQ ’ (4.18)
1 [1+a®+ai—Y2 14+a2+ai— 22

8ma 1_%4_@2

Um aspecto crucial para a viabilidade fisica das GRAVASTARS ¢ a sua estabili-
dade. Para uma configuragao estatica, na qual a camada de transicao permanece em um
raio constante ag (ou seja, a = 0 e @ = 0), as condigoes de equilibrio exigem cisalhamento,
o que é satisfeito pois &+ = 0 e que as tensoes superficiais assumam valores especificos.

A densidade de energia superficial estatica torna-se:

1 2M
_ /1 - 2= _ 4.20
O—(GO) 471'@0 [ Qo ( )
A pressao superficial estatica correspondente é:
1M 2a0
P(ay) = (4.21)

87ra0 \/1 \/1 _ 4

Observa-se que a densidade de energia superficial ¢ muda de sinal dentro do intervalo
permitido 2M < ay < R, sendo positiva na parte interna do intervalo e negativa na ex-
terna. A pressao superficial &2, por outro lado, exibe um comportamento mais complexo:
diverge para 400 quando ag se aproxima dos limites do intervalo (2M pela direita e R pela
esquerda). Investigagoes mostram que &2 nao se anula dentro do intervalo 2M < ag < R

e possui um minimo positivo, indicando uma pressao sempre presente na casca.

A existéncia de um minimo de pressao nao nulo é crucial, pois indica que a casca

pode, potencialmente, encontrar um ponto de equilibrio estavel contra perturbacoes, ainda
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que a analise completa da estabilidade dindmica seja consideravelmente mais complexa.

Este modelo de GRAVASTAR oferece uma alternativa intrigante aos buracos ne-
gros, substituindo a singularidade e o horizonte de eventos por uma estrutura de miltiplas
camadas com fisica nao trivial na interface. A exploragao de suas propriedades e estabi-

lidade permanece sendo uma area ativa de pesquisa em gravitagao e cosmologia.



Capitulo

D

GRAVASTAR de Casca

Fina em uma Geometria
BTZ Nao Comutativa

Neste capitulo, estudaremos um modelo de GRAVASTAR de casca fina (“thin-
shell”) dentro de uma geometria BTZ nao comutativa. Para isso, consideramos uma
métrica BTZ nao comutativa na regiao interna e a geometria de uma solucao BTZ na re-
giao externa, unidas pela técnica de jungao generalizada. Apods investigar o espago-tempo
interno, a casca e o espago-tempo externo, observamos que hé presenca de densidade de
energia superficial e de pressao superficial que conferem estabilidade ao gravastar — efeito
que persiste mesmo quando a constante cosmolégica se anula. Além disso, encontramos

um limite para o parametro de nao comutatividade.
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5.1 Equacoes de Estrutura das Gravastars BTZ Nao
Comutativos

Agora, iniciaremos a construg¢ao do modelo de GRAVASTAR BTZ nao comutativo
propriamente dito. Nossa abordagem consiste em distinguir duas regioes do espago-tempo:
uma regiao externa, denotada por M, geometria BTZ convencional, e uma regiao interna,

denotada por M_ com uma geometria BTZ nao comutativa, discutida em 3.4.2.

A conexao entre estas regioes é realizada através do método de juncao generalizada,
implementado em uma camada superficial que denominaremos . Esta técnica, desenvol-
vida no contexto da relatividade geral, permite unir diferentes solugoes das equagoes de
Einstein de forma consistente, respeitando as condig¢oes de continuidade e diferenciabili-

dade necessarias.

Para a regiao externa, adotamos a métrica do espago-tempo anti-de Sitter em
(2+1)-dimensoes, conforme proposta por Banados, Teitelboim e Zanelli. Esta solugao,

livre de singularidades, é expressa por:
ds® = —f(r)dts + f(r)3 dr} +r7de?, (5.1)
onde t representa o tempo fisico na regiao externa, e a fun¢ao métrica f(r), é dada por:
fr)y==-My+ =M — Ar?. (5.2)

Aqui, definimos M = —My e A = —1/I? como a constante cosmoldgica negativa, caracte-

ristica de espacos anti-de Sitter.

Para facilitar comparagoes com a geometria de Schwarzschild, podemos reescrever

a fungao métrica f(r), na forma:
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sendo
by =—r (M- Ar2) +r. (5.4)

Esta representacao permite interpretar o GRAVASTAR BTZ como um analogo tridimen-
sional da geometria Schwarzschild-AdS, estabelecendo conexoes conceituais com modelos

em quatro dimensoes.

Para a regiao interna, adotamos a geometria BTZ nao comutativa desenvolvida em

3.5.1. Assim, temos:
ds® = —g(r)_dt> + f(r)~dr® +r>d¢? (5.5)

onde as fungoes métricas incorporam os efeitos da nao comutatividade:

g(r)- =M (1 - i) — Ar?, (5.6)

r2 40
(§]
f)- =1 5.7
com:

b =—rM (1 - i@) +7. (5.8)

r2 +

As fungdes ¢g(r)_ e f(r)- carregam as caracteristicas da distribuigdo de massa Lo-
rentziana nao comutativa. Um aspecto notavel dessas fungoes g(r)- e f(r)_ & que elas
nunca divergem, mesmo para r — 0, gracas ao parametro de nao comutatividade 6. Esta
regularizacao elimina a singularidade central caracteristica dos buracos negros convenci-
onais, representando uma das motivagoes fundamentais para o estudo de GRAVASTARS

como alternativas aos buracos negros.



Capitulo 5. GRAVASTAR de Casca Fina em uma Geometria BTZ Nao Comutativa

5.1.1 Camada de Transicao

As distribuigoes, tanto interna quanto externa, sao delimitadas por hipersuperficies
isométricas > e X_. Nosso objetivo é unir M, e M_ em seus limites para obter uma
tnica variedade M tal que M = M, U M_, de forma que, nos limites, > = >, = ¥_.
Assim, para calcular os componentes do tensor energia-momento, usaremos a métrica

intrinseca da seguinte forma [105]:

ds? = —dr® + a(7)2(d6? + sen®0 d¢?), (5.9)

onde 7 representa o tempo proprio na superficie de juncao. Como estamos trabalhando

em um espago-tempo (2-+1)-dimensional, simplificamos a expressao assumindo d¢? = 0.

A superficie de juncao é dada por z¥(7,9,¢) = (t(7),a(r),?¥), onde os vetores

normais unitarios em relacao a essa superficie sdo os seguintes [119]:

1

para a regiao externa, e

n* = ! D4 ST L W (5.11)
M(l Vo ) a?+46

a? 40

para a regiao interna. Nestas expressoes, o ponto sobre a representa a derivada em relagao

ao tempo proprio 7.

As curvaturas extrinsecas sao calculadas pela seguinte equacao [120]:

K¢j:1\/1—bi—@+a2, (5.12)

a a
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K= 20 . (5.13)

Aplicando estas equagoes gerais ao nosso modelo especifico, obtemos as curvaturas ex-

trinsecas na regiao externa:

1
K’/ = VM — Aa? + 2, (5.14)
a
.. 2
—— a—Aa
KT_{\/M—Aa2+a2}’ (5.15)

e na regiao interna:

a a’+0

K, = Y (1 — i) + a2, (5.16)

( 3

aQM\/E

a— 2 3/2
K = 2 +9) . (5.17)

4 S T A R
\ a2+9 Vs

Estas equagoes para as curvaturas extrinsecas serao fundamentais para a analise

subsequente das condigoes de energia e estabilidade da GRAVBASTAR na camada de

transicao.

A seguir, aplicaremos essas equagoes para analisar as condi¢oes de energia para a

estabilidade do gravastar na camada fina utilizando as equacgoes de Lanczos.

5.1.2 Equacgoes de Lanczos: Tensao Superficial

Para determinar as propriedades fisicas da camada de transicao e analisar sua
estabilidade, recorremos as equacoes de Lanczos. Essas equagoes, derivadas das equa-

¢oes de Einstein aplicadas a hipersuperficie de jungao, relacionam a descontinuidade das
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curvaturas extrinsecas com o tensor energia-momento superficial [105]:

, 1
St =

I 8

(K =o' k), (5.18)

onde Sij representa o tensor energia-momento superficial na hipersuperficie X, e klj =

K ;* - K 3’ denota a descontinuidade das curvaturas extrinsecas.

No contexto do espago-tempo (2+1)-dimensional, o tensor energia-momento de ten-
sao superficial assume a forma diagonal Sij = diag(—o, &), onde o representa a densidade
de energia superficial e &2 a pressdo superficial [121]. Essas quantidades sdao expressas

explicitamente por:

KY 1 N/
¥ ; .
= = M — Aa? 2 M1 - — 2 5.19
4 AT d1ra v @ ta ( az+0 Tl ( )
T p
P
8

Vo
M(l-—— | +@+i- s
1 | M+a®+i—20ha? ( va?+0 2(a® + 0)/?

8ma | VM — Aa? + a?
w0 + a2
a’+0
(5.20)
Combinando as equagoes (5.19) e (5.20), obtemos:
; a?M~/6
KT 1 i — Aa® N 2 3/2
oH2P =T = e 2 +9) . (521
Am dra | VM — Aa? + a2 Vi
M(1- 22 ) +a
a’+0

Para uma analise mais detalhada, consideramos uma solucao estatica em que o raio da
camada de transi¢ao ag esta compreendido no intervalo (r_,r,), correspondendo aos ho-

rizontes interno e externo, respectivamente. Nesse caso, as expressoes para a densidade
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de energia e pressao superficial simplificam-se para:

o (ag) = —473% M = Aa? — J M <1 _ %) , (5.22)

1o Y0 ) _adMVe
1 | M—2Aa2 Vai+0) 2(ag+0)*?
P(ag) = = — : (5.23)
8mag | /M — Aaj Vo
M1l —
] at+0 |
a2 M~/6
1 —Aa? 2(ak + 0)3/2
U(a[)) + 2«@(@0) - 47Ta CLO > (ao ) (524)
0 \/M — Aaj Vo
M[1l—-—
! %5+0) |

Para facilitar a analise dimensional e identificar os parametros fisicos relevantes,
introduzimos as quantidades adimensionais A = Aa2 e © = v/f/ay, reescrevendo as equa-

¢oes anteriores como:

- 1 er—— Q)
M(l S ) eOM
- —_9A o o 2\3/2
y:i M 2A~_ V14062 2(1+ 09?2) ’ (5.26)
87 | /M — A M<1 S )
Ve
C) oM
M(l— )—i—
N _ V1+ 02 2)3/2
rp— | M il 204697 1 (5.27)
8T | /M — A M<1 ) >
Viier
oM
N _A 2\3/2
Grod— A, 2049 . (5.28)

)
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E importante destacar que a equacio (5.27) nao surge de forma independente, mas
resulta diretamente da soma algébrica das expressoes (5.25) e (5.26), apds a aplicagao de

ajustes criteriosos, de modo a garantir a coeréncia e a integridade do modelo final.

Nessas equacdes, definimos & = ago(ag) € & = agP(ag) como a densidade de
energia e pressao superficial adimensionais, respectivamente. Uma anélise detalhada,
que sera feita na sequéncia, nos revela propriedades fisicas fundamentais da camada de
transicao: a densidade de energia ¢ é negativa, enquanto a pressao P é positiva. Essa
combinagao de densidade de energia negativa e pressao positiva é caracteristica de modelos
de GRAVASTAR, diferenciando-os de objetos astrofisicos convencionais. Adicionalmente,
na camada infinitamente fina, a pressao radial é nula, consistente com a estrutura de casca

fina adotada.

Uma propriedade notavel é que as combinagoes 6 + & e ¢ + 242 sao positivas
para valores suficientemente pequenos do pardmetro O, caracteristica essencial para a

estabilidade da transigao entre a camada fina e a regido externa [38|.

Um resultado particularmente significativo é que, mesmo quando a constante cos-
mologica se anula (A = 0 ou | — o), a condi¢do de estabilidade continua satisfeita,
com & < 0e P > 0, devido exclusivamente ao efeito da ndo comutatividade. Esse
comportamento demonstra que o parametro de nao comutatividade 6 pode efetivamente
desempenhar o papel da constante cosmologica na formacao e estabilidade da GRAVAS-

TAR, representando uma “energia escura efetiva” de origem puramente quéntica.

Para evitar problemas com unidades, também resolvemos nossas equacoes em
forma adimensional. Assim, para A = 0, as equacdes (5.25), (5.26), (5.27) e (5.28) sdo,

respectivamente, dadas por:

, (5.29)
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O oM
(- ) e 550

~ 1 M
gZ:_ - )
8T | v/ M v s}
1—- —
(- )
©) oM
Ml ———0 e |+ ————
- L =M ( \/1+@2) 2(1+602)%?
o+ P =— + ) (5.31)
8T | /M Iy )
1 ——
( \/1+@2>
oM
- 2\3/2
Fyogp— L | 20+6Y | (5.32)

(- a)

No regime de pequena nao comutatividade, onde © < 1 (ou equivalentemente,

0 < a?), podemos aproximar essas equagoes para:

VMe VMg

~ e 5.33
8rag 8ma’ (5:33)
VMO M6
P = = 5 (5.34)
8may 8mag
VMO M6
oc+2F ~ = 5 (5.35)
8may 8mag
No entanto, a partir das equagoes acima, temos a seguinte equacao de estado
o+ =0, P =—0=0p. (5.36)
Como o < 0, temos p = p na camada fina, um efeito diretamente atribuivel & nao

comutatividade. Esse comportamento contrasta com o interior da camada, onde a equacao
de estado é p = —p, com p = 0 ~ V0 /Myr3 > 0, representando uma pressao repulsiva.
No contexto cosmologico, essa equacao de estado p = —p esté associada a energia escura,
. . . e . " .
sugerindo que a nao comutatividade pode gerar um efeito similar a energia escura (“energia

escura #”) mesmo na auséncia de uma constante cosmologica explicita.

Por outro lado, ao se considerar A muito grande, podemos escrever as equagoes
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para g e P da seguinte forma:

vV —A V/—Aa?
o~ — —_ % (5.37)
47TCLO 47'('61,0

_A /—Aa2
o YN % (5.38)

47TCLO 47TCLO

Para esse caso, com A < 0, obtemos a seguinte equacao de estado
P = —o. (5.39)

Ao comparar os resultados acima, encontramos uma relacao entre A e 6 dada por

\/—Aa = MO _ V=M ou 6= dagh (5.40)
0 2 2&0 ’ MO ' '

A partir do resultado acima, também podemos escrever uma relacdo entre © e A, isto
é, © = (4A/M0)1/2 (o que também pode ser obtido a partir da equagdo (5.31) para
G+ P = 0, considerando A e © pequenos).

Agora, admitindo My = Mpg /Mg, onde Mgy é a massa do buraco negro e Mg =
1.989 x 10%° kg ¢ a massa solar, entdao, para Mpy = 10My, ag =~ 29.5 x 10*> m (raio do
buraco negro) e constante cosmolégica A = 1.088 x 107°® m~2, obtemos o seguinte valor

para o parametro 0:

2

0 ~ 3.296 x 107"'m? = [3.4371 x 10* GeV] ~ = [3.4371 x 10TeV]>. (5.41)

Portanto, encontramos um valor de 8 ~ [10TeV]~2 ou V@ ~ [10TeV]~!, e uma escala de
energia Ayc =1/ VB ~ 10TeV, de acordo com os resultados obtidos na literatura [122,
123, 124, 125, 126] (veja também Ref. [127] para outros limites de 6 e [128] utilizando as

observagoes do Telescopio de Horizonte de Eventos (EHT) de Sagittarius A*).

Aqui é oportuno mencionar que a nao comutatividade desempenha um papel vital
na fisica de buracos negros. Alguns efeitos que desaparecem no caso usual podem ser ob-

servados devido & nao comutatividade. Por exemplo, em [129] foi constatado que, quando
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o parametro de circulacao é zero, a secao de choque diferencial vai a zero, e assim nao
ha efeito anélogo de Aharonov-Bohm. Por outro lado, devido & nao comutatividade, o
efeito analogo de Aharonov-Bohm persiste mesmo quando o parametro de circulagao é
definido como zero. Ao considerar o buraco negro BTZ nao comutativo, Anacleto e co-
laboradores [130] demonstraram que, devido a nao comutatividade, o efeito gravitacional
de Aharonov-Bohm é observado quando o parametro de circulagao vai a zero. Além disso,
em [26, 28, 44| o efeito da ndo comutatividade também foi explorado no calculo da segao
de choque diferencial, absor¢ao, modos quasinormais e raio da sombra, e foi verificado
que essas quantidades sao proporcionais ao parametro de nao comutatividade quando a
massa vai a zero. Adicionalmente, a condicao de estabilidade e os remanescentes para o
buraco negro BTZ nao comutativo e para o buraco negro Schwarzschild nao comutativo,

via calculo da capacidade térmica, foram examinados em [25, 42].

Na Fig. 5.1, utilizamos a equagao (5.25) mostrar a densidade de energia e na
Fig. 5.2, a equagao (5.26) para a pressao, ambas em fun¢ao do pardmetro de nao comu-
tatividade © para A < 0 e A = 0. Observa-se que, em ambos os casos, a densidade de

energia ¢ assume valores negativos, enquanto a pressao permanece positiva.

Na Fig. 5.3 e na Fig. 5.4, empregamos as equacoes (5.27) e (5.28) para plotar
as quantidades & + & e G + 22, respectivamente, em funcio de O, comparando os
cenarios A = 0 e A < 0. Essas combinacoes permitem concluir de forma completa sobre

o atendimento das condigoes de energia necessarias a estabilidade da GRAVASTAR.
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Figura 5.1: Densidade de energia adimensional ¢ em funcao do pardmetro de nao comutatividade ©
para diferentes valores da constante cosmoldgica adimensional: A=0 (preto continuo), A = —0.06
(vermelho tracejado) e A = —0.12 (azul pontilhado), assumindo M = 1. Observa-se que a densidade de
energia é negativa para todos os valores de O e A considerados, caracteristica distintiva dos modelos de

GRAVASTAR.
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Figura 5.2: Pressdo superficial adimensional & em fungao do pardmetro de nao comutatividade © para
diferentes valores da constante cosmologica adimensional: A =0 (preto continuo), A = —0.06 (vermelho
tracejado) e A = —0.12 (azul pontilhado), assumindo M = 1. A pressdo superficial é positiva para todos
os valores de © e A considerados, contribuindo para a estabilidade da estrutura da GRAVASTAR.

As condigoes de energia exigem que, se 0 > 0 e 0 + & > 0 sao satisfeitas, entao
a condi¢ao de energia fraca (WEC) é valida. Temos, por continuidade, a condi¢ao de

energia nula (NEC) valida, pois ¢ + & > 0. Para que a condigao de energia forte (SEC)

seja satisfeita, é necessario que 0 + & > 0e o+ 22 > 0 (99, 131]. Em nossos calculos,
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Figura 5.3: Combinacio 5+.2 em funcdo do pardmetro de nio comutatividade © para diferentes valores
da constante cosmolégica adimensional: A = 0 (preto continuo), A = —0.06 (vermelho tracejado) e A =
—0.12 (azul pontilhado), assumindo M = 1. Esta combinagao é relevante para a verificagao da condicao
de energia nula (NEC), sendo positiva para valores suficientemente pequenos de ©, independentemente
do valor de A.
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0
Figura 5.4: Combinacdo & + 2% em funcio do parametro de nao comutatividade © para diferentes
valores da constante cosmologica adimensional: A = 0 (preto continuo), A = —0.06 (vermelho tracejado)
e A = —0.12 (azul pontilhado), assumindo M = 1. Esta combinagao é relevante para a verificacdo da

condigao de energia forte (SEC), sendo positiva para valores suficientemente pequenos de ©, independen-
temente do valor de A.

mostramos que o é negativa, entretanto, a pressao & é positiva, como podemos ver em
(Fig. 5.1) e (Fig. 5.2). A pressao positiva contribui para manter 6 + & > 0 para ©

suficientemente pequeno (Fig. 5.3), assim como & + 2% > 0 (Fig. 5.4). Portanto, a
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camada contém matéria que viola apenas a condi¢do de energia fraca (WEC) e obedece

as condigoes de energia nula e forte quando © é pequeno o suficiente.



Capitulo

Gravastar de Casca Fina

em uma Geometria BTZ
de comprimento minimo

Prosseguindo a investigacao de modelos alternativos aos buracos negros classicos
iniciado no capitulo anterior, avancamos agora para a construcao de duas versoes da
GRAVASTAR de casca fina em geometria BTZ, cada uma moldada por uma distinta
distribuicao de comprimento minimo: um lado, exploraremos o perfil exponencial; de
outro, adotaremos o perfil lorentziano. Esta abordagem representa uma contribuicao
significativa para a compreensao de objetos compactos alternativos aos buracos negros
tradicionais, incorporando principios de gravidade quantica que emergem naturalmente

em teorias que buscam unificar a mecénica quantica e a relatividade geral.

O conceito de comprimento minimo surge em diversas abordagens a gravidade
quantica, incluindo teoria de cordas, gravidade quantica em loop e geometria nao comu-
tativa, sugerindo a existéncia de uma escala fundamental abaixo da qual a propria nogao
de espaco-tempo perde sua natureza continua. Esta discretizacao natural do espaco-tempo
tem profundas implicagoes para a fisica de objetos compactos, potencialmente eliminando

singularidades e modificando propriedades termodinamicas fundamentais.

Nossa analise se desenvolvera em duas frentes principais. Primeiramente, investi-
garemos como a introducao do comprimento minimo, através de diferentes distribuicoes
de massa modificadas (exponencial e Lorentziana), afeta as propriedades termodinamicas
do buraco negro BTZ subjacente. Calcularemos a temperatura de Hawking, a entropia e a
capacidade térmica, focando nas divergéncias em relagao ao caso classico e ao cenario nao
comutativo previamente estudado. Em seguida, construiremos o modelo de GRAVASTAR

de casca fina, utilizando a geometria BTZ modificada pelo comprimento minimo, e anali-
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saremos sua estabilidade, contrastando os resultados com os obtidos no capitulo anterior.
Esperamos demonstrar que, assim como a nao comutatividade, o comprimento minimo
oferece uma rota promissora para resolver paradoxos associados aos buracos negros, como
a singularidade central e a evaporacao completa, levando & formacao de remanescentes

estaveis e potencialmente langando luz sobre a natureza quantica da gravidade.

6.1 Gravastar BTZ com distribuicao exponencial

Com base na anélise termodinamica apresentada em (3.5.2) - que utiliza a distri-
buicao de densidade de probabilidade do tipo expenencial na métrica BTZ modificada,
procedemos a construgao de um modelo de GRAVASTAR seguindo a metodologia de jun-
¢ao de casca fina apresentada no Capitulo 5. Utilizamos a geometria BTZ modificada
pela introdugao do comprimento minimo ~ através da distribui¢ao exponencial. A estru-
tura consiste em uma regiao interna descrita por esta geometria modificada, uma regiao

externa descrita pela métrica BTZ padrao e uma casca fina na interface.

Assim, para a métrica externa, temos [19]
ds* = —f(r); dt? + f(r){ dr? + 12 do?, (6.1)

onde a func¢ao de métrica f(r); na regiao externa é

T2

i M — Ar?, (6.2)

f(r)y = =M+

sendo M = —My e A = —1/1% a constante cosmoldgica.

Agora expressamos f(r); em forma tipo Schwarzschild:

flr)y=1-—, (6.3)

r

by =—r (M —Ar®) +r. (6.4)
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Para a regiao interna, o elemento de linha é

ds® = —g(r)_dt® + f(r)~"dr® + 1% dg? (6.5)

onde as fungoes de métrica g(r)_ e f(r)_ sao

o). = Mo |[ESMrER) (ﬂ)] — Ar?, (6.6)
f)- = 1=, (6.7)

sendo
b= —rM |1— @ exp (_747’)1 b (6.8)

e & representam as geometrias externa e interna, respectivamente.
A jungao ocorre em uma hipersuperficie 3 em r = a(7), onde 7 é o tempo proprio

na casca. A métrica induzida em ¥ métrica intrinseca em (2+1)-dimensoes [105]:

dsy, = —dr* + a(7)? dO*, (6.9)

I

" a a .,

12

Os vetores normais as regides externa (n%) e interna (n”) sdo calculados como

anteriormente [119]:

; M (4
nt = ¢ M= {Me—m/y} +a2,0|, (6.11)
M— |:M(4a+7)€74a/'y:| v
Y

onde a = da/dr.

Para as curvaturas extrinsecas usamos [120]:

K¢j:1\/1—bi—@+a2, (6.12)
a a
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b+ (a) _b/ﬂ: (a)a

d+—2 ’ b
K™+ = - (2) - @i(a)\/l — # + a2 (6.13)
1— =2 442

a

Pelas equagoes de Lanczos, o tensor energia-momento de superficie é [105]:

A 1

I 8w

(k' — 6% kY, (6.14)

onde k% = K" — K'™ e S = diag(—0, 2).

Isso leva & densidade de energia superficial o e & pressao superficial &2:

KY 1 M (4
ST S Vv gy v = B DV G G ke D PO (6.15)
47 4ra ¥
K. +K% 1 [M+a*+i—2Aa?
(@ pu— pu—
8m 8ra | M — Aa? + a2
M + a® + i+ Me o/ [%;Lj — %o _ 1}
- (6.16)
\/M —_ Me—&z/fy + 42
Y

Para uma solugao estatica, a = ay (constante), @ = @ = 0. As equagdes simplificam

para:
1 M4
olag) = — [\/M — Aag — \/M - Me““(’”] : (6.17)
47TCLO Y
a2 a
Plag) — L | M=20dh M + Me~teeln [3—20—470—1] (6.18)
Qa, = —_ .
0 Smag | /M — Aag \/M _ M(4tj/0+7)674a0/'y

Introduzindo A = Ad2 e 5 = 7v/ag, definimos & = ago(ag) ¢ P = agP(ay),

resultando em

&:—% [\/ﬂ—\/M—M(%+1) 6—4/’7], (6.19)
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Figura 6.1: Comportamento da densidade de energia superficial ¢ = apo em fungao do parametro
1 ="/ag. As curvas representam diferentes valores da constante cosmologica adimensionalizada A = Aag:
A =0 (curva preta), A = —0.06 (curva vermelha) e A = —0.10 (curva azul). A massa externa foi fixada

em M =1.

STl V-8 \/M—M(§—1)e—4/n

@:

ParaA=0en— 0 (y<1),sejab=e*"< 1. Entdo

VA Vi,

o= 2mn - 2mn
P o M e~ 4/ — _ Gov I VM e—4ao/7.
2magn? 272

Portanto, nessa aproximagao encontramos a seguinte relacgao:

na casca fina.

(6.20)

(6.21)

(6.22)

(6.23)

Na Fig. 6.1, mostramos o comportamento da densidade de energia em funcao do

parametro 7. Observa-se que a densidade de energia ¢ negativa tanto para A < 0 como

para A=0.
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Figura 6.2: Comportamento da pressdo superficial & = a9 em funcio do parametro n = 7y/ag. As
curvas representam diferentes valores da constante cosmologica adimensionalizada A = Aa3: A =0 (curva
preta), A = —0.06 (curva vermelha) e A = —0.10 (curva azul). A massa externa foi fixada em M = 1.
Na Fig. 6.2, mostramos o comportamento da pressao em funcao de n. Como
observado, a pressao é positiva para A < 0. No entanto, para A =0 ha regiao em que
& < 0, o que implica que a equagao de estado & = —og = p nao é satisfeita, conforme
(6.22) e os resultados exibidos na Fig. 6.2. Além disso, para A = 0 o parametro de

comprimento minimo v nao desempenha o papel de constante cosmologica na formagao e

estabilidade do gravastar.

No caso de sistemas mecénicos, a desordem é quantificada pela entropia. Na casca
fina, na regiao delimitada entre r; = ag e r9 = ag + € com 0 < € < 1, conforme o modelo

de Mazur-Mottola [5, 6]. Com base na fung¢ao de entropia

Supen = 2 / :25(7")7“ Cj[’"(r), (6.24)

kaQBT(r) _ wkp

avalia-se: 5(r) = —Z7— = “2,/4 ¢ a densidade de entropia para temperatura local

T(r), w adimensional (tomamos w = 1), kg de Boltzmann e h = h/(27).
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Usando (6.6) e (6.22) em (6.24), obtemos em unidades de Planck (h = kg = 1):

72 v M —A4r /v
Shens = 27 / \/ _VEe ! dr. (6.25)

A2 \/ M1 — Gt g—ar/n]
Y

Para e < 1,

g 1 "2 € 1
shell =~ r a
"N 4y 2\ 4yvM

(2aq + €). (6.26)

3.07°

2.5}

2.0}
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Figura 6.3: Entropia da casca fina Sgpe;; em fungao da espessura da casca e. Os parametros fixos sao
a massa externa M = 1 e o raio da casca ag = 0.001. As curvas mostram o resultado para dois valores
distintos do pardmetro de comprimento minimo v: v = 0.03 (curva vermelha) e v = 0.05 (curva azul).

Ao examinar (6.25) e a Fig. 6.3, destaca-se a importancia do parametro de com-
primento minimo < na entropia da casca do gravastar. Nota-se que, quando v — 0,
a entropia diverge, evidenciando a impossibilidade fisica desse limite. Essa divergéncia
enfatiza a necessidade de um parametro de corre¢ao para manter a integridade termo-
dindmica e a estabilidade estrutural do gravastar na auséncia da constante cosmolégica.
Esse resultado conecta-se com o apresentado na Fig. 6.2 para A = 0, indicando que, em
regiao de 7 pequeno, a condicao & = p nao é satisfeita e, portanto, v nao substitui a

constante cosmologica na formacao e estabilidade do gravastar.
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6.2 Gravastar BTZ com Distribuicao Lorentziana

Nesta secao, seguimos os mesmos passos, mas com distribuicao lorentziana in-

terna [18]:

ds> = —g(r)_dt®> + f(r)='dr® + r2d¢?, (6.27)
16 M r? r?
glr)- = By TR (6.28)
b_ 16Mr?
f(r)— = 1- 7, b_ = —TW +r. (629)

Agora, usando a equagao de Lanczos e realizando algumas manipulagoes algébricas, po-

demos obter a densidade de energia e as pressoes de superficie dadas por

K 1 16M a2
¥ : .
_ e UM oAZtar— 2] 6.30
’ 4 4ta [\/ @ ra \/(ﬂ—l—4a)2+a ’ (6:30)
32Ma? P 64Ma?
- o ———tad i ——
KLY 1 M@+ i —20e® (dat ) Uat B 6.31)
8w 8ma \/M—Aa2+d2 16 M a2
—+CL2
(B + 4a)?

A solucgao estatica é:

1 16 M a2

- _ VM —Aag — | — 6.32
U(a0) 47TCLO [ Qg (6"‘4@0)2] ) ( )

1 M — 9Ad2 32Ma2 64Ma}

—ha da0+p)?  (4ao+p)®
Plag) = 0 _ (uw 6.33
(@) = ey VM — Ad? [ 160a3 (6.33)

(B+4ao)?
Podemos reescrever a equagao (6.33):
1 M — 2Aa? 1 8May

P(ag) ~ C - —( - ). 6.34
(a0) 87TG0[ M —Ad} VM \ag+ 8 (654
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Em termos de A = Aag, a = B/ay e definindo ¢ = a0, P = ap -

1 - M
g = _E[ M — “Tradl (6.35)
5 - L M-28 1 < 2M _M) (6.36)
o8t | VM—A VM \l+a/d ' '
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Figura 6.4: Comportamento da densidade de energia superficial ¢ em fungao do parametro a. As curvas
representam diferentes valores da constante cosmologica A = Aag: A = 0 (curva preta), A = —0.06 (curva
vermelha) e A = —0.10 (curva azul). A massa foi fixada em M = 1.

Neste ponto, vamos analisar o caso em que A = 0 e, portanto, as equagoes acima

para densidade de energia e pressao tornam-se

= _i[m_ M ] (6.37)

2 - M)] (6.38)

Para o < 1 (f < 1) encontramos

VMa  VMB

C16may  16ma?’

(@N\/Ma_mﬁ

T 16ray  16ma?’

(6.39)

o~

(6.40)
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0.010" — A= 0.00
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a
Figura 6.5: Comportamento da pressdo superficial P em fungao do parametro «a. As curvas repre-

sentam diferentes valores da constante cosmologica adimensionalizada A= Aa3: A = 0 (curva preta),
A = —0.06 (curva vermelha) e A = —0.10 (curva azul). A massa foi fixada em M = 1.

Além disso, obtemos a equacao de estado na casca fina:

o+ =0, P =—0=p. (6.41)

Note que a equacao de estado & = p surge apenas quando § # 0. No entanto, para
A = 0, dentro da casca temos & = —p com p = 3/(Myr®) atuando como uma pressao
repulsiva. Além disso, isso estaria relacionado & energia escura surgindo devido ao efeito
do comprimento minimo (f3-energia escura). Aqui mostramos que, ao definir A = 0, o
parametro de comprimento minimo 3 desempenha o papel da constante cosmolégica para

a formacao e estabilidade do gravastar.

Por outro lado, ao considerar A muito grande, podemos escrever as equagoes para

& e & da seguinte forma:

—A —Aadd
~ _ VA% 6.42
7 471'&0 47Ta0 ’ ( )
vV —A —Aa?
P = = 2, 6.43
47TCLO 4’/T(10 ( )
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Para este caso, com A < 0, obtemos a seguinte equacao de estado:

P = 0. (6.44)

Comparando os resultados acima, encontramos uma relagao entre A e § dada por

_ 4
m:qa:\/ M, 3 o B- 16a4 A

. 6.45
4@0 MO ( )

Para obter um valor para o parametro (3, consideramos My = Mgy /Mg, sendo
Mgy a massa do buraco negro e M, = 1,989 x 10°°kg a massa solar. Assim, para
Mgy = 10 My, ay =~ 29,5 x 103m (raio do buraco negro) e A = 1,088 x 107 m~2

(constante cosmologica), encontramos:

2

B~ 1,15 x 1072 m = [0,583 x 10* GeV] ™ = [0,583 x 10 TeV] . (6.46)

Assim, obtivemos 3 ~ [10 TeV]|™2 ou /B ~ [10 TeV]™!, com escala de energia A,,; =
1/4/B ~ 10 TeV. O resultado esta de acordo com a literatura [122, 126, 128] e também no

contexto do modelo de gravastar de casca fina em geometria BTZ nao comutativa [132].

Agora, podemos encontrar a entropia dentro da casca, por

Sope = 2 / s(r)r —& (6.47)

71 f(r) '

Usando as expressoes anteriores, obtemos a entropia total em unidades de Planck (A =

kp = 1) como:

1 VM 1—-2Ar2/M 1 p
Sshell—g v/n (5+4T)\/T\/m—;+2—r2dr, (6.48)

1 VM 4B AVBr? 4ArP

8 7/ {\/5 - MV2 _M\/ﬁ} ar, (6.49)
_e/BM €A jag/MB aivM 9

T oMV2 M( SMv2 2M\/_25) +0(€). (6.50)
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A equacao acima demonstra claramente a relagao matematica que existe entre
a entropia da casca Sgney € a espessura €. Podemos ver que a constante cosmolégica
A desempenha um papel fundamental na entropia. Entretanto, no caso em que A =
0, o parametro 3 torna-se essencial para caracterizar as propriedades termodinamicas e
a estabilidade da casca. Isso sugere que variacoes nesses parametros podem impactar

significativamente o comportamento do modelo.

0.3
$0.2
7
A
0.1 R
------------------------------------ A =-0.06
""""""""""""""""""""""""""""""" A= 0.00
0.0~
0.0 0.5 1.0 15 20

Figura 6.6: Entropia da casca fina Sgpey; em fungao da espessura da casca €. Os parametros fixos sao
a massa externa M = 1, o raio da casca ag = 1 e o pardmetro de comprimento minimo 5 = 0.03. As
curvas mostram o resultado para dois valores distintos da constante cosmologica A: A = —0.06 (vermelha,
tracejado) e A = 0 (azul, pontilhado).
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Em suma, este capitulo demonstra que a introducao de um comprimento minimo
fundamental na geometria BTZ oferece um mecanismo robusto para regularizar as pro-
priedades termodinédmicas dos buracos negros e para construir modelos estaveis de GRA-
VASTARS. Os resultados obtidos complementam aqueles derivados no contexto da nao
comutatividade, sugerindo que diferentes abordagens a gravidade quantica podem con-
vergir em suas previsoes para a fisica de objetos compactos, notavelmente na eliminagao

de singularidades e na formacao de remanescentes estaveis.
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Neste trabalho, investigamos o buraco negro BTZ nao comutativo, com a nao co-
mutatividade introduzida por meio de uma distribuicao Lorentziana, e realizamos uma
anélise comparativa entre dois tipos de GRAVASTAR em uma métrica BTZ caracterizada
por A < 0, ambos inseridos em um contexto geométrico com comprimento minimo. Nossa
investigagao abrangeu tanto a anélise termodinamica da regiao interna, quanto a constru-
¢ao do modelo de GRAVASTAR de casca fina, revelando importantes propriedades fisicas

e matematicas desses objetos.

Demonstramos que a nao comutatividade e o comprimento minimo desempenham
um papel fundamental na regularizacao da temperatura do buraco negro Schwarzschild
anti—de Sitter tridimensional. Ao calcular a entropia, identificamos um termo de corre¢ao
logaritmica, além de outros termos de corregao presentes nas equagoes de entropia para
as distribuicoes estudadas. A anélise da capacidade térmica revelou aspectos cruciais
sobre a estabilidade do buraco negro, indicando que, para um raio minimo dependente
da correcao quéantica, a capacidade térmica tende a zero, sinalizando a formacao de um

remanescente de buraco negro como estagio final.

Ao analisar o modelo de GRAVASTAR de casca fina do buraco negro BTZ nao
comutativo, verificamos que a densidade de energia o é negativa e a pressao & é positiva.
Confirmamos também que os estados ¢ + P e +2P sio positivos para valores rela-
tivamente pequenos de ©. Notavelmente, mesmo na auséncia da constante cosmologica
(A = 0), esses resultados se mantém, demonstrando que o parametro de ndo comutativi-

dade 6 assume o papel da constante cosmoldgica para a condigao de estabilidade energética
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do GRAVASTAR. Além disso, mesmo na auséncia da constante cosmologica, obtivemos
que a condi¢do p = p na casca fina ¢ satisfeita com p ~ v M6O/(8ma?) (para pequenos
valores de 6), e na regido interna, a equacao de estado p = —p (p ~ v8/Myr®) também
é satisfeita, evidenciando o efeito da nao comutatividade para pressao repulsiva e energia

escura.

Nossa analise comparativa entre as distribui¢oes Exponencial e Lorentziana re-
velou diferencgas significativas no comportamento da pressao na casca. Na distribui¢ao
Exponencial, identificamos uma pequena regiao onde a pressao assume valores negativos
quando A = 0, sugerindo uma instabilidade local. Embora o sistema seja termodinami-
camente estavel em seu interior, o parametro de comprimento minimo para esse tipo de
distribuicao nao é suficiente para estabilizé-lo em sua casca em regioes de pequena escala.
Em contraste, na distribui¢ao Lorentziana, nao identificamos qualquer instabilidade local

associada a pressao ao considerar A = 0, e verificamos que essa distribuicao satisfaz a

equacao de estado.

Quanto & entropia na casca, observamos que ela aumenta tanto com a espessura
quanto com o parametro de comprimento minimo, atingindo seu valor maximo na fronteira

da casca, resultado consistente com estudos anteriores.

Através de nossas analises, estabelecemos uma relacao entre o parametro de nao co-
mutatividade e a constante cosmoldgica, estimando um valor da ordem de 6 ~ [10 TeV] ™2
para o parametro de nao comutatividade. Esta estimativa fornece uma importante refe-

réncia para futuras investigagoes.

Concluimos que a presenga do comprimento minimo e da nao comutatividade em
GRAVASTAR numa geometria BTZ nao apenas desempenha um papel fundamental na
estabilidade desses objetos, mas também ressalta a importancia de efeitos quanticos para

a compreensao relativistica em escalas reduzidas.
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7.1 Perspectivas Futuras

Nosso trabalho abre diversas possibilidades para investigacoes futuras, particular-
mente no que diz respeito a extensao para o caso de Schwarzschild e no caso de carga
sem rotagao. Destacamos a seguir algumas lacunas onde a nao comutatividade pode ser

aplicada para estes buracos negros:

7.1.1 Extensao para o Caso de Schwarzschild

Ao estender nosso formalismo de (2+1) para o espago-tempo de Schwarzschild
em (3+1) dimensdes, pretendemos explorar como os parametros da corregdo quantica
altera a estrutura do horizonte e a regularizacao da singularidade central. Propomos esses
ajustes com o intuito de evitar a divergéncia na radiacao Hawking, assim como também
analisar como a capacidade térmica se comporta na presenca de tais correcoes, pois este é
fundamental para sua estabilidade. Para a GRAVASTAR em Schwarzschild com correcoes
quanticas, investigaremos como esses efeitos modificam a estrutura e estabilidade enas
cascas das GRAVASTARS, focando em suas densidades de energia, pressao e entropia.
Outro ponto também importante serd observas as regioes de estabilidade. Resolvendo

questoes como a instabilidade da casca fina em modelos padrao.

7.1.2 Caso de Carga sem Rotagao (Reissner—Nordstrom)

Ao incorporar carga elétrica em nosso modelo, buscamos investigar como os efeitos
quanticos suavizam as divergéncias caracteristicas do modelo padrao. Assim, como tam-
bém, estudar as relagdes termodinamicas (temperatura, entropia, capacidade térmica)
em buracos negros carregados, avaliando a resolucao de divergéncias proximas a casos

extremos.

Ao analisar como a estrutura da GRAVASTAR pode ser alterada na casca car-
regada e sob efeitos quénticos, investigaremos em que medida a combinacao de carga e
corregoes quanticas podem violar ou preservar as condi¢oes de energia na casca, esten-

dendo as condicoes de Israel ao contexto de geometria modificada, comparando-as com o
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caso nao carregado.

Essas investigagoes nao apenas expandem nossa compreensao teoérica dos bura-
cos negros e GRAVASTARS, mas também fornecem insights para o avanco da fisica em

regimes de alta energia e gravidade.
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Apéndice

A

Formalismo Matematico da

GRAVASTAR - Equacoes
(Gerais

Neste apéndice, apresentamos o formalismo mateméatico que fundamenta o modelo
GRAVASTAR, um conceito inovador no campo da fisica teérica. Todo o desenvolvimento
exposto a seguir foi extraido do artigo que, devidamente citado, oferece uma abordagem
detalhada e rigorosa das equagOes e pressupostos que regem a proposta desta tese. O
objetivo deste apéndice é fornecer uma base conceitual solida para a compreensao da
construcao da GRAVASTAR, contribuindo para o aprofundamento das discussoes teodri-
cas e para possiveis avangos nas investigacoes sobre objetos compactos alternativos aos

buracos negros.

A.1 Camada de Transicao

As partes interna e externa sao delimitadas por hipersuperficies isométricas >
e ¥_, contendo métricas g;; e g;; induzidas. Por pressuposto, g;5(£) = g;;(§) = gi;(£),
utilizando as coordenadas naturais da hipersuperficie &' = (7,0, ¢). A forma M tunica é
formada pela juncao entre M, e M_ em suas margens. Desta forma, M = M, U M_,

com a fronteira ¥ = ¥, = ¥_. A métrica intrinseca em > ¢é [119]:

ds2 = —dr? + a(7)%(d6? + sin? d¢?). (A.1)

A localizacao da interface de juncao é representada por z#(7, 60, ¢) = (t(7),a(7),0, ¢),

e as velocidades 4-dimensionais correspondentes (avaliadas nos sistemas de coordenadas
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fixos em ambos os lados da interface de da jungao) sao:

U — (6—%(@\/1 _1%21)(20;;&2,@,0,0 . (A.2)

O ponto acima do a denota uma derivada em relagao a 7, o tempo proprio de um
observador comovente com a superficie de juncao. O formalismo de Israel exige que os
vetores normais apontem de M_ para M, [[133]-[134]]. As normais unitarias a superficie

de juncao sao:

w_ | v [ L=bil@)/a .
ni = (e ( )\/1 “i(a)/at d27a’0’0> . (A.3)

Considerando a simetria esférica, é possivel deduzir esses resultados a partir das

contracoes U,U* = —1, Unt = 0 e nyn* = +1. A curvatura extrinseca, também
conhecida como segunda forma fundamental, é expressa como K;; = nﬁ;eé‘i)e’(’j). Ao

diferenciar nueé) = 0 em relacao a &/, obtemos:

02+ ozt Ox”
’I’L# 8{1857 n/u 4 8& @5] ) ( )
de modo que a curvatura extrinseca geral é dada por
02+ 0z 0xP
== (gg36 * Mo s 05 A

Em se tratando de uma casca delgada, a continuidade do tensor K;; nao se mantém

ao longo de ¥. Para facilitar a notagao, define-se a descontinuidade na segunda forma
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fundamental como k;; = K;J“- — K;;. Os componentes nao triviais da curvatura extrinseca

podem ser calculados de maneira simples como.

1
Kg:—\/l—bi—@Jra?, (A.6)
a a

.. bt (a)—abl (a)
a+ ——- b
KT = 207 + @'i(a)\/l _bela) + a2. (A7)
1— b+ (a) + a2 a

onde o apoéstrofo agora denota uma derivada com respeito & coordenada a.

Observe que Kj nao depende das quantidades ®.. Essa independéncia se torna

mais clara ao considerar que, em termos da distancia normal ¢ em relacao & casca ¥,
. _ 1 _ 1 _ 1 r

a curvatura extrinseca pode ser expressa como K = 50,9;; = 5n'0,9:5 = 5n"0rgi5. O

iltimo passo se baseia no fato de que os espagos-tempos do bulk sao estaticos. Portanto,

dado que ggy = r2, ao derivar e realizar a substituicao r — a, temos Kgy = -, Assim,

K=" (A.8)

o que é uma férmula particularmente simples em termos do componente radial do

vetor normal, e que facilmente nos permite verificar A.6.

e Para K., hd um argumento (facilmente extensivel no Apéndice B, inspirado na

referéncia [135])

KT = g+ = (magnitude da 4-aceleragao fisica da camada de transigao). (A.9)

Isso da uma interpretagao fisica clara para K7 e permite verificar rapidamente A.7.
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e Ha também uma importante relagao diferencial entre esses componentes da cur-

vatura extrinseca

d
e (ae®™ Kj) = e®* Kla. (A.10)
-

A maneira mais direta de verificar isso é simplesmente diferenciando, usando A.6
e A.7 acima. Geometricamente, a existéncia dessas relacoes entre os componentes da

curvatura extrinseca deve-se, em ultima analise, ao fato de que os espacgos-tempos de bulk

foram escolhidos como estaticos. Notando que

i (1(?) — i (a)a = d, (A.11)

também podemos escrever essa relacao diferencial como

di (ae®™ Kj) = e K. (A.12)
a

O que foi apresentado anteriormente demonstra claramente como as alteragoes na
geometria da casca — expressas pelos componentes Kj e K7 da curvatura extrinseca —
estao interconectadas. Essa conexao resulta diretamente da selecao de espagos-tempos de
bulk estaticos, que impoem limitacoes estruturais que associam a dinamica da casca a sua
geometria interna. Portanto, esse achado nao apenas confirma a coeréncia dos célculos
realizados, mas também se revela uma ferramenta valiosa para investigar a estabilidade
dindmica do GRAVASTAR, facilitando uma compreensao mais aprofundada de como as
flutuacoes na aceleracao da casca estao fundamentalmente relacionadas & sua configuragao

geométrica.

Assim, mesmo em contextos variaveis, os requisitos dos espacos de bulk estaticos

111
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asseguram uma base diferencial sélida, essencial para a anélise detalhada da evolucao e

da estabilidade desses objetos compactos.

A.2 Equacoes de Lanczos

As equacoes de Lanczos derivam das equagoes de Einstein aplicadas & superficie

que conecta os espagos-tempos de bulk !, e sdo dadas por[110, 116]:

1 ) )

Aqui S;; ¢ o tensor energia-momento da superficie . Devido a simetria esférica,
. . ~ . - . . 7 _ . T 9 0
simplificagoes considerédveis ocorrem, especificamente, % = diag (/{T,me,/{(,). O tensor
de energia-momento da superficie pode ser escrito em termos da densidade de energia

superficial o e da pressao superficial P como:

Sij = diag(—a, P, P) (A14)

As equagoes de Lanczos, entao, se reduzem a:

kg
= —— A.15
;= - (A.15)

KT+ KY

P = - A.16
iy (A.16)

H;T
2P = —. A.17
o+ = ( )

A densidade de energia superficial e a pressao superficial podem ser expressas em

termos das fungoes b*(a) e outras variaveis da seguinte forma:

! As equacdes de Lanczos aparecem na descricio de superficies de juncdo na relatividade geral, onde dois
YA de L d d f d latividad 1, onde d
espagos-tempos distintos (“bulk") se encontram conectados por uma camada delgada (como superficies de
cascas). Essas equagoes representam uma maneira de aplicar as equagoes de Einstein na interface entre
esses dois espacotempos e sdo originadas pela chamada “condicao de Israel", que trata da descontinuidade

na curvatura extrinseca ao atravessar essa superficie.



Apéndice A. Formalismo Matemdtico da GRAVASTAR - FEquacgoes Gerais

1 b b_
o = ——[\/1—ﬂ+a2—\/1—ﬂ+a2 , (A.18)
dma a a
(A.19)
po_ |l tad - MEES 144 ad - S (A.20)
~ 8ma by (a) b_(a) ’ '
1— 22 4 a2 1— —~2 42
a a

(A.21)

.. (a)—ab/, (a) .. +(a)—ab’_(a)

1 + H\D7L\D

crop = Y ¢ (A.22)

_ 2a o a+ 2a
L b+CEa) 12 /1 _ b,(ia) 1 a2

Note que a massa superficial da camada fina pode ser encontrada por m, = 4ra’o, o +2P
tem uma interpretagao fisica particularmente simples em termos de [g], a descontinuidade

na 4-aceleracao.

Independentemente do estado de movimento da casca fina, temos o(a) > 0 sempre
que ba) > b_(a) e o(a) < 0 sempre que by(a) < b_(a). A situagao onde o = 0 cor-
responde a b_(a) = by (a), e é precisamente o caso onde todas as descontinuidades estao

concentradas em K7, enquanto K ¢ continuo. Este fenémeno, o desaparecimento de o

T
em algum raio particular da camada dada por b_(a) = by(a), é geral para gravastars,
mas (devido a algumas inversdes de sinais importantes) é improvavel para os buracos de
minhoca de casca fina considerados em outras referéncias. Esta ¢ uma das caracteristicas
que distinguem gravastars de buracos de minhoca que podem ser atravessados por uma

camada fina, embora buracos de minhoca rodeados por camadas finas também tenham

sido analisados na literatura.

Assumimos, para fins de discussao, uma solucdo estatica em algum ag € (R_, R,).
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Entao:

o(a) = —— \/1—M—\/1—b(a°) : (A.23)

1 1—b+a0 +Clob 1—b ao +&0b

8mag / b+ aop) / ao ’

Play) (A.24)

b+(a0) — aob;(ao) b_ (CL()) — aob/_ (CLQ)
o(a0) +2P(ag) = 9 - L 240 - 240 . (A.25)

ir  dr \/1_1)@ \/W

Quando assumimos uma solucao estatica para o sistema, estamos essencialmente

assumindo que ela nao se modifica com o passar do tempo. Isto implica que, para um
determinado raio ag, variaveis relevantes como a densidade superficial o(ag)e pressao P(ag)
permanecem inalteradas ao longo do tempo. Tal suposicao é frequentemente valida no
contexto onde a GRAVASTAR atingiu um estado de equilibrio estatico, no qual a casca

fina e as regioes interna e externa estao em equilibrio estatico.

Escolhendo uma solucao estatica, conseguimos isolar efeitos puramente espaciais na
casca fina, ignorando as complicacoes derivadas de elementos dindmicos, como expansao
ou contracao. FKEsta abordagem simplifica a analise da geometria da casca e permite
um estudo mais direto de suas propriedades e das relagoes entre seus limites internos e

externos.



—— Apéndice

Demonstracao da

curvatura extrinseca da

GRAVASTAR

Neste anexo, apresentamos de forma detalhada a demonstragao da curvatura ex-
trinseca que caracteriza o modelo GRAVASTAR. A derivagao e os fundamentos tedricos
expostos foram integralmente retirados do livro de referéncia [135], o qual consolida os
métodos matematicos aplicados para a analise dos aspectos geométricos deste modelo. Ao
seguir os procedimentos descritos nessa obra, buscamos evidenciar a consisténcia e a ro-
bustez do formalismo empregado, contribuindo para uma compreensao mais aprofundada
dos mecanismos envolvidos na definicao dos objetos compactos alternativos aos buracos

negros.

B.1 Curvatura extrinseca da GRAVASTAR

Para analisar a dindmica da GRAVASTAR, permitimos que o raio da casca se
torne uma fungao do tempo, ou seja, a — a(7). O simbolo T representa o tempo proprio,

conforme medido por um observador comével na casca da GRAVASTAR [135].

Pela aplicagao do teorema de Birkhoff, podemos afirmar que, para qualquer r >
a(T), a geometria permanecera como a de um pedago do espago-tempo de Schwarzschild
(ou Reissner-Nordstrom, ou, no nosso caso, BTZ).Em particular, a simetria esférica impoe

que nao ha radiagao gravitacional, independentemente do comportamento de a(7).

Seja a posicao da casca descrita por z#(7,0,¢) = (t(7),a(7), 0, ¢), de modo que a

quadrivelocidade de um elemento da casca seja:
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2M )

dt da 1 === +a
ve= (2222 00) = 2.0.0 | . B.1
<d7_7d7_7 ) ) 2M 7a7 M ( )

Onde um ponto superior indica derivada em relacao a 7. O vetor normal unitario

a casca ¢ dado por:

' [ 2M
nt = <—1 _(IM’ 1 - 7 + d2a 0)0) : (B2)

a

Neste contexto dinamico, n(x)é definida como a menor distancia entre o ponto z
e a casca da GRAVASTAR, funcionando como uma coordenada normal para a casca. Na

propria casca, o vetor normal é dado por n* = V#n(z).

O calculo das componentes 66 e »p da segunda forma sao :

1 2M
— 441 - = +a2 (B.3)
a a

A avaliagao da componente 77 de K é mais trabalhosa. Naturalmente, pode-se

1 or
+ _ o+
Kéé:KW_FaT;

r=a

proceder por meio da forca bruta. No entanto, é mais instrutivo apresentar uma breve

digressao. Note que:
+ + v + v Ty, v +y/ v v
K = K, V'V =4+Vin, VIVY = —Vin, VIV = —n,(VIVIVY) = —n, AL, (B.4)

Aqui, A’} representa a quatro-aceleracao da casca. (Este é um caso simplificado de uma
andlise geral anterior). Pela simetria esférica do problema, a quatro-aceleragdo é propor-
cional ao vetor normal unitario:

Pela simetria na troca entre os universos, tem-se que Ay = +£A. Assim,

K% = 4+A = +(magnitude da quadri-aceleracio). (B.6)
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Para avaliar explicitamente a quatro-aceleracao, utilizamos o fato de que a geome-

tria de Schwarzschild subjacente possui um vetor de Killing:

= <%>u = (1,0,0,0). (B.7)

Note que, na casca, temos:

k, = (—[1 —2M/a],0,0,0), (B.8)

de modo que:

kot =—a e k,VV'=—41—-—+a% (B.9)

Retrospectivamente, ¢ interessante avaliar:

%(l{;ﬂV“) =k, V'V + ku%. (B.10)
Como
ko VYV =k, Ant, (B.11)
segue que:
%(I@V“) = —Aa. (B.12)

Por outro lado,temos que:

d d 2M
(V) =y [1- T, (B.13)

_ ! . (M L a> A (B.14)
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Comparando os dois calculos, encontramos que a quatro-aceleracao da garganta é:

@+ %)

,/1—%”5

Note que, quando M — 0, recuperamos a férmula relativistica especial correta

A:

(B.15)

para a quatro-aceleracao,
i

com os devidos fatores de dilatacao temporal.

Quando @ — 0, obtemos:

(M/a?)

V1—2M/a

A— (B.17)

Esse é o resultado correto para a pseudoforca gravitacional experimentada por um

observador mantido em repouso em uma geometria de Schwarzschild.

As equagoes de campo de Einstein para a casca dinamica da GRAVASTAR forne-

cem:
a:—% 1—%%2, (B.18)
Nt @10
A conservagao da energia do tensor de estresse segue como:
b= —20 - 19)%, (B.20)
ou equivalentemente:
%(M?) — 9. %(Cﬁ)‘ (B.21)

Como é comum, ha uma redundéncia entre as equacoes de campo de Einstein e

a conservacao covariante do tensor energia-momento. Com estas equagoes, a analise da
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estabilidade dinamica da GRAVASTAR se torna direta.
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