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Resumo

O processo de difusdo com exclusao simples totalmente assimétrica (TASEP) e a dindmica
de Langmuir (LK) sdo classicamente estudados via métodos estocasticos como aproximagdes
de campo médio ou simulagdes de Monte Carlo. Neste trabalho, propomos uma abordagem
alternativa baseada no mapeamento da equagao mestra para uma equagao tipo Schrédinger
no espaco de Fock, utilizando operadores de segunda quantizagao. Este formalismo permite
uma descri¢ao exata da dindmica estocastica em cadeias lineares finitas, capturando flutuacdes
negligenciadas por métodos tradicionais. Investigamos regimes competitivos entre TASEP e LK
que podem levar o sistema a um estado estacionario nao trivial de densidade de ocupagao da rede,
com parametros controlados por taxas de entrada, saida, e difusdo. Nossos resultados revelam
formacao de paredes de dominio, separando regides de alta e baixa densidade, cuja localizagio
difere de previsdes de campo médio. Assinaturas estatisticas nas cumulantes (média, varidncia,
assimetria, curtose) e momentos conjuntos ((n;n;)), destacando flutuagdes amplificadas em
sitios centrais quando existe LK. Transi¢oes de fase em sistemas puramente TASEP, consistentes
com resultados conhecidos. A implementa¢do numérica, baseada na diagonalizagio do operador
quasi-Hamiltoniano (2% x 2Fpara k = 10 sitios), evidenciou desafios computacionais inerentes
ao método. Este trabalho n3o apenas valida a aplicabilidade do espago de Fock em problemas
de difusao combinada, mas também abre caminho para estudos de sistemas com interagdes
nao-Markovianas ou geometrias bidimensionais. Além disso, nosso método oferece perspectivas
para sistemas bioldgicos (por exemplo, transporte de ribossomos com ligagao estocastica de
tRNA) e materiais (adsor¢io de nanoparticulas em nanotubos), onde efeitos de exclusio espacial

e adsor¢ao competitiva sdo criticos.

Palavras-chave: Cinética de Langmuir. Difus3o totalmente assimétrica. Equagio mestra. Espago

de Fock. Mecanica estocastica.



Abstract

The totally asymmetric simple exclusion process (TASEP) and Langmuir dynamics (LK) are
classically studied via stochastic methods such as mean field approximations or Monte Carlo
simulations. In this work, we propose an alternative approach based on mapping the master
equation to a Schrodinger-type equation in Fock space, using second quantization operators.
This formalism allows an exact description of stochastic dynamics in finite linear chains, captu-
ring fluctuations neglected by traditional methods. We investigate competitive regimes between
TASEP and LK that can lead the system to a non-trivial steady state of lattice occupation den-
sity, with parameters controlled by input, output, and diffusion rates. Our results reveal the
formation of domain walls, separating regions of high and low density, whose location differs
from mean field predictions. Statistical signatures in cumulants (mean, variance, skewness,
kurtosis) and joint moments ((n;, n;)), highlighting amplified fluctuations in central sites when
LK exists. Phase transitions in purely TASEP systems, consistent with known results. The nume-
rical implementation, based on the diagonalization of the quasi-Hamiltonian operator (28 x 2F
for k = 10 sites),highlighted computational challenges inherent to the method. This work not
only validates the applicability of Fock space in combined diffusion problems, but also paves the
way for studies of systems with non-Markovian interactions or two-dimensional geometries. In
addition, our method offers perspectives for biological systems (e.g., ribosome transport with
stochastic binding of tRNA) and materials (adsorption of nanoparticles in nanotubes), where

spatial exclusion effects and competitive adsorption are critical.

Keywords: Langmuir Kinetics. Totally asymmetric diffusion. Master equation. Fock space.

Stochastic Mechanics.
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1 Introdugao

Sistemas que evoluem com o tempo s3o chamados de sistemas dindmicos. Quando o
conjunto de varidveis que determina a evolugao temporal do sistema é aleatério, chamamos
essa dindmica de processo estocastico [Taylor e Karlin 1998]. Esse tipo de evento é abundante no
nosso cotidiano, desde simples arremessos sucessivos de dados, a eventos mais complexos como,
por exemplo, a taxa de infec¢ao com que uma nova doenga vai se espalhar em uma determinada
populagio; as flutuagdes do mercado de agdes; reagdes quimicas; decaimento radioativo; o

transporte celular, etc [Kampen 2007, Redner 2007].

O estudo moderno dos sistemas estocasticos teve seu inicio em 1827, quando o botanico
inglés Robert Brown analisou o movimento irregular de graos de pélen imersos em um fluido
[Brown 1828]. Diversos experimentos subsequentes provaram que o fendmeno é bem mais geral
e pode acontecer em diversos tipos de particulas e em fluidos de viscosidades variadas. Porém,
Brown nao foi capaz de explicar esse fendmeno; apenas Einstein, em 1905, e Smoluchowski em
1906 [Einstein 1905, Smoluchowski 1906], por meio de trabalhos independentes, elaboraram

uma solu¢ao matematica para o problema do movimento Browniano.

O movimento irregular dos graos de pdlen deve-se a sucessivos choques entre os graos
e as moléculas de dgua. Em 1908, Paul Langevin desenvolveu uma teoria matematica para o
movimento de particulas sob a ag3o de forcas aleatérias [Langevin 1908]. Essa teoria resultou
na célebre equacao de Langevin, que é uma equacao diferencial estocastica que descreve direta-
mente a evolugao temporal da posicao e da velocidade de uma particula. A partir de sua solugao
e analise estatistica, é possivel obter a densidade de probabilidade de encontrar a particula em
determinada posicao e velocidade, que frequentemente assume uma distribuigio gaussiana
sob condi¢des especificas. Por meio desta abordagem, Langevin obteve o mesmo coeficiente
de viscosidade ja obtido por Einstein. Porém, a descri¢ao da evolugao das probabilidades em
si 86 foi possivel com a equagdo de Fokker-Planck, desenvolvida por Adriaan Fokker em 1914 e
Max Planck em 1917 [Fokker 1914, Planck 1927]. Além do tratamento de Fokker-Planck, existe a
equagdo mestra [Nordsieck et al. 1940], proposta em 1940. A equagao mestra governa a evolugao
temporal de todos os processos estocasticos Markovianos' , neste trabalho todos os processos

serao Markovianos.

Um dos fendmenos mais ricos, apesar de muito simples, que desperta interesse entre
os fisicos é a difusdo simples em cadeias lineares [Spitzer 1970]. Pensando no caso unidimen-
sional, a difusao em cadeias pode ser idealizada como o estudo da posigao de particulas que
podem saltar entre os sitios da cadeia. Para cada salto, existe uma probabilidade de que a par-

ticula se mova para a esquerda e outra de que se mova para a direita. Esse processo é muito

1 Uma sequéncia de eventos aleatérios é conhecida como Markoviana quando a probabilidade de ocorréncia do

estado subsequente depende apenas do estado atual. Em outras palavras, o sistema nio tem memdria.



Capitulo 1. Introdugdo 13

semelhante ao classico problema do caminhante aleatdrio [Salinas 2018, Pathria e Beale 2011].
Existem duas dindmicas em especial que sao de grande importancia [Griine et al. 2020, Islam
etal. 2021, Ergun et al. 2021, Kuniba 2022, Essler e Krauth 2024], o processo de exclusio sim-
ples totalmente assimétrico (Totally Asymetrical Simple Exclusion Process - TASEP) e a cinética de
Langmuir (Langmuir kinetics - LK). O primeiro, TASEP, foi introduzido em 1968 por Nordsieck,
Lamb e Uhlenbeck [MacDonald et al. 1968]. Nesse processo, as particulas podem fazer saltos
unidirecionais numa cadeia com exclusio do tipo nticleo-duro®. J4 o LK, introduzida em 1918
por Irving Langmuir. Esse modelo foi empregado para descrever a dinimica de adsor¢iao em
cadeias [Langmuir 1918]. Nesses sistemas, particulas podem ser adsorvidas por sitios vazios da
cadeia, ou entdo particulas ja adsorvidas em sitios ocupados podem sofrer dessor¢ao. Neste
trabalho, estudaremos a inter-relagio entre TASEP e LK na difusao de particulas em cadeias li-
neares. Esses modelos difusivos podem ser aplicados para o entendimento de diversos sistemas

reais, como, por exemplo, o transporte celular [Bressloft e Newby 2013, Panman et al. 2010].

Além de transporte celular, sistemas combinando TASEP e LK também modelam feno-
menos como, sintese de proteina e ribossomos [Sharma e Chowdhury 2011] (TASEP para mo-
vimento, LK para ligacao/desligacao de tRNA). Em modelos de trafego, TASEP com regras de
entrada/saida (anilogas a LK) descreve congestionamentos em vias estreitas [Chowdhury et
al. 2000, Kanai et al. 2006] (TASEP para movimento unidirecional, LK para entrada/saida em
pontos especificos). Neste trabalho, exploramos a interagao entre esses mecanismos via espago

de Fock, uma abordagem que captura flutuagdes negligenciadas por métodos de campo médio.

Estudaremos esses fendmenos por meio da equag¢ao mestra, porém nao utilizaremos as
usuais técnicas de aproximagao de campo médio (Mean Field Approximation - MFA) ou simulagio
de Monte Carlo (Monte Carlo simulation - MCS) [Parmeggiani et al. 2003, Parmeggiani et al. 2004].
Ao invés disso, estudaremos o mapeamento da equagao mestra em uma equagao do tipo de
Schrodinger por meio de operadores de segunda quantizagio definidos no espago de Fock [Doi
1976, Fock 1932, Baez e Biamonte 2018]. Dessa forma, vamos utilizar as ferramentas matematicas
da mecinica quantica para resolver problemas de natureza estocastica [Knebel 2010, Santos
etal. 2015, Vollmayr-Lee et al. March 2018, Duarte-Filho et al. 2020, Souza et al. 2022, Carvalho
2023]. Diferentemente da abordagem deterministica de MFA e MCS, a equagao mestra via
espago de Fock permite uma abordagem totalmente estocastica, possibilitando mais precisio

nos tratamentos analiticos e numéricos para cadeias pequenas.

Temos trés objetivos principais: Apresentar os métodos estocasticos e 0 mapeamento da
equagio mestra em uma equacao de Schrédinger. Estudar a evolucao temporal das cumulantes
e momentos conjuntos do nimero de ocupacao. Por fim, estudar as densidades médias de

ocupagao das cadeias e as dinimicas das paredes de dominio.

Iniciamos o segundo capitulo com uma breve apresentagio de alguns métodos esto-

2 Exclusio do tipo niicleo-duro (ou interagio do tipo niicleo-duro) refere-se a intera¢io entre particulas tratadas

como objetos impenetraveis, de modo que ndo podem ocupar o mesmo espago simultaneamente.
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casticos, como o tratamento de Langevin e de Fokker-Planck para o movimento Browniano,
introduziremos também a equagio mestra bem como o mapeamento numa equagao de Schro-
dinger. No terceiro capitulo faremos a constru¢ao mais precisa dos fendmenos e obteremos o
operador quasi-Hamiltoniano. Primeiramente, vamos tratar um caso de difusao simples com
apenas dois sitios e uma tnica particula, onde é possivel obter resultados analiticos simples.
Depois, apresentaremos a implementagido numérica da difusao em cadeias lineares com TASEP
e LK, utilizando a linguagem de programagio Python. Dessa maneira, podemos estudar cadeias

maiores sem a preocupagao com as dificuldades técnicas impostas pelo método analitico.

Ja no quarto capitulo, apresentaremos os principais resultados obtidos por meio de
analises algébricas e numéricas. Estudaremos a evolugao temporal das cumulantes e momentos
conjuntos do niumero de ocupagdo para as cadeias com 10 sitios. Também estudaremos as
densidades de ocupacao das cadeias e suas paredes de dominio. A variagao dos pardmetros que
governam a entrada, saida de particulas e o viés da difusdo permite a exploragio de diferentes
regimes de operagao, possibilitando o estudo das propriedades inerentes aos modelos TASEP e

LK. Por fim, no dltimo capitulo, apresentamos nossas conclusoes e perspectivas.
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2 Métodos estocasticos

Este capitulo dedica-se a apresenta¢ao dos fundamentos tedricos dos métodos esto-
casticos empregados para descrever sistemas fisicos que exibem comportamento aleatério ou
flutuante. Iniciaremos com a teoria de Langevin do movimento Browniano (2.1), que introduz
a descri¢io do movimento de particulas sob a influéncia de forgas aleatérias. A partir disso,
avangaremos para a equagao de Fokker-Planck (2.2), que fornece uma abordagem equivalente
para a evolugao temporal da densidade de probabilidade no espago de estados continuos. Em
seguida, discutiremos a equagao mestra (2.3), um formalismo mais geral para descrever a di-
namica de processos Markovianos em espagos de estados discretos ou continuos. Finalmente,
introduziremos os operadores de segunda quantizagao (2.4) e detalharemos o mapeamento da
equacao mestra em uma equagao do tipo de Schrédinger (2.5), um método poderoso que serd

fundamental para a analise dos modelos de difusio explorados nos capitulos subsequentes.

2.1 Ateoriade Langevin do movimento Browniano

Como discutimos na introdugao, Langevin foi capaz de formular uma teoria sobre
o movimento de uma particula sob a¢do de forgas aleatdrias. A equagio de Langevin tem a

forma [Langevin 1908]:

dv
gl —yo(t) + A(t), 2.1

onde v = =, a é o coeficiente de atrito viscoso, A(t) = F“T(t), F,(t) é aforca aleatéria, m é a
massa e v é a velocidade da particula. Devido a forca aleatdria, essa equagao deixa de ser uma
simples equac¢ao diferencial ordinidria (EDO) e torna-se uma equagao diferencial estocastica
(EDE), onde em cada realizagao teremos um resultado diferente. Por isso, nio buscaremos uma
tnica solugdo e sim uma densidade de probabilidades p(v, ¢; vy) de que a solugao esteja entre
v e v + dv no instante de tempo ¢, quando v = v, no instante inicial ¢ = 0. Ou seja, vy é a

velocidade inicial da particula [Salinas 2018].
Supondo que a forga aleatéria tem valor esperado nulo:
(A(t)) =0, 2.2)

também que o valor esperado das forcas combinadas aos pares (A(t')A(¢”)) tem um carater
extremamente localizado. A partir disso, podemos supor também que os momentos conjuntos

de ordem superior obedecem as seguintes relagoes:

(A(t1)A(t2) - - Altans)) = 0, (2.3)

(A(t)A(t2) -+ Altan)) = D (Altr)Alt)) (Altr) A(t)) (2.4)

pares
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Segundo o teorema do limite central, para uma distribui¢ao suficientemente grande, com

(t = o0), podemos obter uma distribui¢ao de probabilidades gaussiana da forma:

2
bz, = |2 A 2\171/2 _w 7 2.5
p(x, 520, v0) = [27 ((Az)")] " exp 2 (B0 2.5)
onde podemos obter:
1 (x — Xo — %0)2

p(xatax(ﬁv()) - \/mexp [ ADt ) (26)

onde o coeficiente de difusio: _—
D= 2.7)

my

deduzido primeiramente de maneira independente por Einstein e Smoluchowski [Einstein 1905,
Smoluchowski 1906], e comprovado experimentalmente por Jean Perrin [Langevin 1908, Perrin
2012].

2.2 Equacao de Fokker-Planck

O tratamento de Langevin buscou resolver a equagao diferencial estocastica do mo-
vimento de uma particula sob a agdo de uma forga aleatéria. Como solu¢io, obtemos uma
densidade de probabilidades p(v, t; vy) de que a solugao esteja entre v e v + dv. A equagao de
Fokker-Planck trata da evolugao das distribui¢oes de probabilidades de um evento acontecer em

um determinado intervalo de tempo.

Para deduzir a equagdo de Fokker-Planck, ! vamos considerar primeiramente a equa¢ao
de movimento para a densidade de probabilidade p(z, v, t) de encontrar a particula Browniana
em um intervalo (z, z + dz) e (v, v + dv) num tempo ¢ para uma realizacao de forca aleatéria

A(t). N6s obtemos, entao, uma equagao para:

P = (p(x,v,t)),, 2.8)

ou seja, a média de p(x, v, t) em varias realizacOes de forca aleatéria. A densidade de probabili-
dade p(x,v,t) é adensidade de probabilidade observada macroscopicamente para a particula

Browniana.

Para obter a probabilidade de encontrar a particula browniana no intervalo (z, z + dx)
e (v,v + dv) num tempo ¢ vamos considerar o espago das coordenadas u = (z,v). A particula
Browniana vai estar localizada na drea infinitesimal dzdv com probabilidade p(x, v, t)dzdv. A

velocidade da particula no ponto (x, y) é dada por 1 = (x, v), e a densidade de corrente é dada

1 Seguiremos os passos das notas de aula do professor Lennart Sjégren [Sjogren 2010].
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por i p. Ja que a particula Browniana deve estar em algum lugar do espago de fase, ou seja, entre

—o0 < <ooe—00 < v < oo;temos entdo a condi¢ao de normalizagao:

/ / dxdvp(z,v,t) =1

Seja Vy um elemento de volume arbitrario e finito nesse espago de fase. Ja que a particula
Browniana n3o pode ser destruida, uma mudanga da probabilidade contida em 1}, deve acontecer

devido a um fluxo de probabilidade que rodeia o volume V} através da superficie Sy. Logo,

d 0 .
E//\/o dmdvap(x,v,t) =— /SO p(x,v,t)l-ds.

Vamos aplicar o teorema de Gauss na integral da direita para transformd-la em uma integral de

// dxdv p(z,v,t) // dzdvV - (Up(z,v,t)).
VQ VO

Igualando os integrandos de ambos os lados, obtemos a equagao de continuidade:

volume:

r,0,t -V - (ap(x,v,t
Soplyv.t) = =V - (ip(a,v,1) -

_ %(ip(m, v,t)) — %(bp(:v,w))-

Vamos reescrever a Equacao (2.9) com o auxilio da equagao de Langevin, (2.1):

O p(ep.1) =~ (0, 0,0) — - (=0 + () pla v, )
O (. 1) =~ (0, ,0) + e (oplev,1) — -(Ap (2,0,1)),

fazendo as derivadas dos produtos:

0 ov 0 0
(915 (3j b, t) - _ap(x?vat) - Ua_xp(x7vvt) +’7p($,1},t) - A(t)ap(ﬂ?,?},t)ﬁ—
+ 9 (xvt)—% (x,0,t)
,ya/l}p ) Y av 7v7 )

com 0A/0v = 0e dv/dx = 0, vamos definir os seguintes operadores diferenciais:

0 0
Lo(t) = —v—+~v+ el

O g (2.10)
Li(t) = A(t) 5

podemos entao reescrever a equagao de continuidade como:

0
ap(w,v,t) = —Lo(t)p(x,v,t) — L1(t)p(z,v,t). (2.11)

A forga aleatéria, A(t) = F,(t)/m, vai nos retornar um valor diferente para cada realizagao.

Porém, a0 observarmos uma particula Browniana estamos, na verdade, observando o efeito



Capitulo 2. Métodos estocasticos 18

da média da forca aleatéria nela. Por isso, se faz necessario introduzir uma densidade de
probabilidade observavel, P(z,v,t) = (p(x,v,t)) ,. Seja

p = exp (—Lot)o(t), 2.12)

essas fungoes nao dependem somente o tempo, mas irei omitir as outras variaveis temporaria-
mente por simplicidade de notagdo, vamos substituir p em (2.11):

% (exp (—Lot)o(t)) = —Lo(t) exp (—Lot)o(t) — L1(t) exp (—Lot)o(t)

0

o(t) = —exp (Lot)La(t) exp (~Lot)o () = =V (D)o (t),

com V' (t) = —exp (Lot) L1 () exp (—Lot). A solugio de o (t) é:
o(t) = exp {— /0 tV(t')dt’}a(O), (2.13)
que podemos expandir em série [Sjogren 2010],
o(t) = o(0) — /tdtﬂ/( /dtl/ AtV (£)V (82)(0) + ..
/ dtl/ dts - - / dt, 1V (t)V(tz)...V(tn_1)o(0) + ... (2.14)

=3 n!) VO dt, V(¢ )]n(;(()):exp [/Otdt'V(t')]a(O).

n=0

Tomando amédia (- - - ) , sobre o ruido gaussiano A(t), vemos que (o(t)) , éa fungao caracteris-

tica da variavel aleatéria X (¢ fo dt1V (t1), isso é uma variavel Gaussiana com (X (t)) , = Oe
varidncia:
1 t t
) =5 / dty / dty (V(L)V (1), @15
0 0

J4 que a fungdo caracteristica paraavariavel gaussiana X (t) éexp (i X (t)) = exp (iux — (X (t)?) /2)

encontramos [Sjogren 2010]:

1 t t1
0 0
A integral torna-se:

/dtl/ dtg tl t2 /dtl/ dtg <exp(L0t1)A(t1)aﬁexp( L0t1>

X exp (Lotz)A(t2)% exp (—L0t2))>

A
2

t 8 t
/ dtl exp (Lotl) 90 B exXp ( Lgtl) / dtg <6Xp (L0t2>A<t1)A(t2) exp (—L0t2)>A
0 0

N | —

2

t
9,
:g/ dtl exp (LOtl)a 2€Xp( L0t1)9
0

(2.17)
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Portanto: 5 52
S (v, )4 = goxp (Laf) oy exp (~Laf) (o, 1)) 4
substituindo de volta o {p(x, v, t))
0 02
a <p(l‘, v, t>>A =—Lo <,O(ZL’, v, 75)>A + gw (p(x, v, t)>A (2.18)
e para a distribui¢ao de probabilidades:
0 0 0 0>
aP(m, v, t) = —U%P(x,v,t) ~ 3 (yP(x,v,t)) + ng(x,v,t). (2.19)

Essa é a equacao de Fokker-Planck para a probabilidade P(x,v,t) de encontrar a particula

Browniana no intervalo (x, x + dx) e (v, v + dv) no tempo t.

A equagio de Fokker-Planck ainda pode ser reescrita como uma equagao de continuidade:

%P(x,v,t) — V., (2.20)
onde
.0 .0
V - ex% + GU%,
g 0
j=¢évP — [7}7 + = 252 I P}

Podemos também deduzir a Equagio de Fokker-Planck por meio da relagio de Chapman-

Kolmogorov®.

2.3 Equacao Mestra

Com o tratamento de Fokker-Planck fomos capazes de estudar a evolugao temporal das
probabilidades. Iremos além disso por meio da equagiao mestra, uma equagao fundamental
que governa a evolucao temporal dos processos estocasticos Markovianos [Salinas 2018, Toral e
Colet 2014, Nordsieck et al. 1940].

Vamos primeiro entender o conceito da equacao mestra com um exemplo simples. Con-
sidere uma situa¢ao em que algo pode alternar entre dois estados a e b. Podemos representar
as transicoes entre esses estados como eventos aleatdrios que acontecem respeitando taxas
probabilisticas. Denotamos por w(a — b) a taxa com que uma particula salta de um estado a
para um estado b e assumimos que todas essas transi¢des acontecem uniformemente a uma
taxa constante. Ou seja, existe uma probabilidade w(a — b)dt de que a particula saia do estado
a para o estado b no intervalo de tempo (¢, ¢ + dt). O processo inverso pode, ou nio, acontecer.
Quando ele acontece, temos a taxa relacionada w(b — a), que pode ou nao estar relacionada

com ataxa w(a — b). Um processo desse tipo pode ser representado como:

as b, (2.21)

2 Essadedugio pode ser encontrada de maneira completa e didatica em [Salinas 2018, Pathria e Beale 2011].
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onde as setas representam as trocas entre os estadosaeb.

Queremos determinar as probabilidades P, () e P,(t) em um tempo inicial ¢; de que a
particula esteja no estado a ou b, respectivamente. Vamos obter uma equagao diferencial para
P,(t). Aprobabilidade P,(t + dt) de que a particula esteja no estado a no tempo ¢ + dt tem duas
contribui¢des: estar no estado a no tempo ¢ e nio pular para o estado b no intervalo (¢, ¢ + dt),
e também de estar no estado b e saltar para o estado a no intervalo (¢, ¢ + dt). A probabilidade

nesse intervalo é dada por [Toral e Colet 2014]:
P,(t + dt) = Pa(t)Prob(ficarem a) + P, (t) Prob(saltar de b para a). (2.22)

Definimos anteriormente a probabilidade de saltar entre os estados, porém a probabilidade de
ficar no estado a é de um menos a probabilidade de sair do estado a nesse intervalo de tempo,
ou seja:

Pa(t + dt) = Pa(t) [1 — waspdt] + Po(t)wpadt + O(dt?), (2.23)

onde w;_,; = w(i — j). Os termos de ordem O(dt*) podem surgir devido aos multiplos saltos
que as particulas eventualmente executam no processo. Por exemplo, existe a possibilidade de
que, nesse intervalo, a particula comece no estado a, depois mude para o estado b e por fim
volte para o estado a. Dessa forma, pode ser que acabe novamente no estado a e contribua com
Prob(ficar em a). Isso acontece com probabilidade w,_,pdt X wy,_,adt = O(dt?). Rearranjando

e tomando o limite dt — 0, temos a equagao diferencial [Toral e Colet 2014]:

dP,(t

% = _Wa_)bpa(t) + wb%an(t). (2.24)
Seguindo a mesma sequéncia légica, podemos obter uma equagio equivalente para P, (t) :

dPy(t

% = —wb%an(t) —+ waHbPa(t). (225)

Essas duas equagoes sao exemplos simples de equagdes mestras: equagdes para a probabilidade
de que uma particula salte entre diferentes estados de maneira estocastica. Da condig¢do de

normalizagio, temos P, (t) + Py (t) = 1.

A forma geral da equagio mestra pode ser obtida por meio da relagio de Chapman-

Kolmogorov’:

8 / / /
5L W:t) = S IPW hw(y = y) — Py, thw(y — )], (2.26)
y/
onde w(y' — y) é a probabilidade, por unidade de tempo, de que o sistema mude do estado 3/

paraoestadoy, e w(y — y') é o inverso [Salinas 2018].

No regime estacionario, a probabilidade P(y, t) nio deve ser uma funcao explicita do
tempo, ou seja,

oP
- =0 (2.27)

A dedugdo completa é demonstrada de forma minuciosa em [Carvalho 2023, Salinas 2018].

3
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substituindo na equagao mestra:

Py, w(y’ = y) =ply. t)wly — ¢, (2.28)

que é conhecido como o principio do balango detalhado, condi¢ao suficiente para o equilibrio.
Essa condigao implica que devemos ter o mesmo nimero de transi¢oes de y para y' e vice-versa.
Usualmente escolhemos as taxas w(y; — y») que satisfazem a equagdo do balango detalhado
no equilibrio:

p(y, t — oc0)w(y — y) =p(y,t — 00)wiseo(y — Y'). (2.29)
Essa escolha garante que atingiremos um estado final de equilibrio para tempos suficientemente
longos, e, em geral, a escolha das taxas nio é tinica. De modo que existem diversas taxas que

podem fazer o sistema alcancar o estado de equilibrio [Salinas 2018, Pathria e Beale 2011].

A principal dificuldade é determinar as probabilidades de transi¢ao w(y; — y2), que
é praticamente impossivel por primeiros principios. Mesmo que a equagao mestra possa ser
resolvida por meio de métodos usuais de equagdes diferenciais parciais, Masao Doi provou
que é possivel mapear a equagao mestra em uma equagao do tipo de Schrodinger por meio dos
operadores de segunda quantizagao [Doi 1976, Doi 1976] no espago de Fock. Dessa forma, todas
as ferramentas matematicas da mecanica quantica tornam-se disponiveis para resolvermos
os problemas de difusdo [Duarte-Filho et al. 2020, Santos et al. 2015, Baez e Biamonte 2018,
Carvalho 2023, Souza et al. 2022, Vollmayr-Lee et al. March 2018, Knebel 2010]. Veremos uma
breve discuss3o acerca desses operadores®.

2.4 Operadores de segunda quantizagao

Considere um sistema com NN particulas idénticas, onde ¢; é o conjunto de coordenadas
que especifica o estado de cada molécula: posi¢ao, momento ou qualquer outra coordenada
necessaria. Vamos entao considerar o problema: dado que a equagdo de evolugao temporal para
a fungio de distribuicio de probabilidade ™) (q1, g2, ...qn; 1) = fFN)(¢V, t) [Doi 1976],

0
5P 1)+ M FN(gY 1) =, (2.30)
onde, GM) é 0 operador de evolugio, junto com a condi¢io inicial £ (¢V; 0), o valor esperado

de uma quantidade fisica A(¢") no tempo t é:
(A(t)) = / dgVA(g) MgV ) dg" = dgudgs .. da, (2.31)

onde F™)(¢V,t) é a probabilidade de encontrar o sistema no estado ¢".

Vamos designar um vetor de estado | F'(t)) para a fun¢ao distribuigao F'(t):

|F(t) = Z/dQNF(N)(qN§t)dT(Q1)dT<QQ)--'&T(QN) 0), (2.32)

*  Parauma discussio mais aprofundada do tema veja [Carvalho 2023], ou o artigo original [Doi 1976].
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1
/dQN”'E/ qu...:_'/qu_.., (2.33)
a<q1<-<gn Nt

e |0) é o estado de vacuo:

onde

a(0) |0) = 0, (0]a'(q) = 0. (2.34)

Os operadores a'(q) e a(q) sio os operadores de criagao e aniquilagio que satisfazem as relagoes

de comutagao:

[a(g).a" ()] =d(g—d),  lalq),a(q)] = [a'(q),a'(¢)] = 0. (2.35)
Em particular, operadores de densidade (ou niimero) podem ser escritos como:

n(r) = a'(r)a(r)

(2.36)
a(r,r') = a'(r)al (v)a(r)a(r’)

Denotamos G como o operador quantico associado com o operador de evolugio temporal G.

Partindo da equacao:
0 R
5 |F'(t)) + G |F(t)) =0, (2.37)

que tem a solugao:
|F(t)) = exp (—Gt) |F(t = 0)). (2.38)

Podemos generalizar toda essa situagao para o caso em que sistema inclua uma quanti-
dade grande de moléculas de varios tipos. Considerando que o sistema é constituido de dois
tipos de moléculas A e B, a fung¢ao de distribui¢ao de probabilidade do sistema é da forma
FOM (qa o qan, qBys - - qBy) = FNM (g ¢M). A representacio em segunda quantiza-
¢d0 é construida em termos dos operadores, a', (q), d.a(q), ak () e ap(q), similar aos construidos

anteriormente [Doi 1976].

O desenvolvimento dessa se¢ao partiu de uma equagao de evolu¢ao temporal para a
probabilidade (Equacgao 2.30), descrevendo um sistema de muitas particulas classicas por meio
de operadores de segunda quantizagao. A Equacao (2.37) é similar a uma equagio de Schrodinger
(desde que adotemos ih = 1), onde o operador de evolugao temporal G faz o papel de um

operador Hamiltoniano.

2.5 Mapeamento da equagao mestra

A equagio mestra (2.26) pode ser escrita na forma:
0
@P(n,t) = Z {TysnP (0 t) = Ty P(n, 1)} (2.39)
77/

Essa equagao descreve a evolugao da probabilidade de encontrar o sistema em um determinado

estado 7)(t) = {n1,ng,...,n;} em um instante de tempo ¢, onde 7,/_,, é a taxa com que o
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sistema transita entre os estados ' en),ja T, _,,y é ataxa de transi¢do entre os estados e 7). Nesta
dissertagdo, estamos interessados no caso em que o vetor ) representa os niimeros de ocupagao
dos sitios de uma cadeia linear. Por exemplo, para uma cadeia com 3 sitios, 7)(t) = {ny, ns, n3}

onde nq, ng e nz representam a quantidade de particulas em cada sitio em um instante ¢.

Na Se¢ao 2.4, mostramos que a equagao mestra pode ser representada por meio de
operadores de segunda quantiza¢io definidos no espago de Fock. O espago de Fock, por sua vez,

é formado por somas diretas entre os produtos tensoriais dos espacos de Hilbert:

F(H) =P S.H®, (2.40)
n=0

onde S, é o elemento de simetria (+1 para bosons e —1 para férmions), a soma direta é realizada

sobre o produto tensorial do espago de Hilbert com um nimero total de particulas n.

Na mecanica qudntica, as fung¢oes de onda sdo definidas em espagos de Hilbert, onde
sistemas de muitas particulas s3o descritos por produtos tensoriais de estados — porém, com
um namero fixo de particulas [Sakurai 1994, Griffiths 2011]. Em contraste, o espago de Fock é
construido a partir de produtos tensoriais de espagos de estados sem essa restri¢ao, permitindo
a descrigdo de sistemas com niimero variavel de particulas. Essa flexibilidade justifica a escolha
do método de M. Doi para o estudo de difusao, ja que processos como TASEP e LK envolvem

flutuacdes no nimero de particulas.

Vamos fazer algumas alteragdes na notagao e definir entao um espago de Fock para o
processo estocastico de interesse. Um elemento do espago de Fock pode ser representado na
notagao de Dirac como |n), que caracteriza um estado puro de Fock. A probabilidade P(n,t)
pode ser escrita como P(n,t), o vetor que caracteriza totalmente o sistema estocastico pode ser
definido por [Carvalho 2023, Santos et al. 2015]:

[T(t)) = > P(n,t)|n). (2.41)

Da mesma forma que fizemos na Se¢ao 2.4 com a Equagao (2.32), definimos também, os opera-

dores de criagao e aniquila¢ao no espago de Fock:

af ni) = ni + 1),

Podemos ainda escrever um estado puro no espago de Fock como:
S\ (A1)
n) = [n1,na,...) = (a1> <a2> ..oy, (2.43)

onde cada entrada do ket representa o nimero de ocupagio de um sitio da rede. Considere

novamente cadeia com 3 sitios, um estado puro é definido como: |n) = |ny, ny, n3), onde ny, ny
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e ng representam a quantidade de particulas em cada sitio da rede. Esses operadores obedecem

regras de comutagao, similares as definidas na Equagao (2.35):

~ ]
|:ai7 a]] - 51']')
(2.44)
[a;,a;] = |al,al| =0
a;,a;] = |a,a;| = 0.
Esses operadores, apesar de similares, nao sio os mesmos operadores escada da mecanica

quantica [Sakurai 1994, Griffiths 2011] j4 que temos coeficientes diferentes.

A equagdo mestra pode ser reescrita como uma equagao do tipo de Schrédinger com
ith = 1[Doi 1976, Doi 1976, Baez e Biamonte 2018]

0 Nat s A A
% \W(t)) = —H(al,a,...,a}, ax) [W(t)), (2.45)

o operador H é conhecido como quasi-Hamiltoniano, que é um operador nao hermitiano e
nao tem dimensao de energia [Schuetz 2001, Kampen 2007, Blythe e Evans 2007, Tiuber 2014].

Temos que a solugio dessa equagio em termos de H é:
U(t)) = exp (—H(al,a, ..., 4}, ax)t) |¥(0)), (2.46)

onde |¥(0)) é a configuracdo inicial do sistema.

O operador H age nos estados do sistema de acordo com as regras usuais da mecanica
quantica. A evolugao temporal de um estado, que é dada pela Equagao (2.46), pode ser escrita
como a exponencial da matriz H. Existem diversas formas de se obter a exponencial de uma
matriz analiticamente. As mais conhecidas sao a forma normal de Jordan [Callioli et al. 1983,
Coelho e Lourengo 2018] e o teorema de Cayley-Hamilton®. Nessa dissertagdo, vamos obter a
evolugao temporal dos sistemas por meio de ferramentas computacionais, mas antes disso, é
necessario ainda obter o operador quasi-Hamiltoniano para a difusdo de particulas em uma
cadeia linear com TASEP e LK.

Uma caracteristica que vale a pena ser mencionada sobre o operador H é que deve ser
uma matriz estocastica (ou left stochastic) [Baez e Biamonte 2018]. Podemos verificar se uma
matriz é estocastica através das seguintes propriedades: a soma de todas as colunas precisa
sempre ser nula; a diagonal principal precisa ter o sinal invertido do resto da matriz; e, ao
determinamos a forma exponencial da matriz, a soma das colunas precisa sempre ser igual
aum. Veremos que essas propriedades sao facilmente observadas (ou podem ser facilmente

implementadas computacionalmente) nos problemas a seguir.

> Exemplos simples e didaticos sio apresentados em [Silva 2023, Carvalho 2023] [McCarthy 1975] onde os dois

métodos sdo aplicados.
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3 Difusao em cadeias lineares com TASEP e
LK

A construgdo do operador quasi-Hamiltoniano para os sistemas difusivos seguird uma
abordagem incremental. Comecaremos com a difusio livre em cadeias (Se¢2o 3.1), passando
pelo caso didatico de uma particula em dois sitios (Se¢ao 3.1.1), cuja solugdo serd generalizada
para n sitios. Posteriormente, incluiremos as dindmicas de Langmuir (Se¢ao 3.2) e TASEP (Se¢ao

3.3), culminando no operador quasi-Hamiltoniano para cadeias com TASEP e LK (Se¢ao 3.4).

3.1 Difusaosimples

3.1.1 Difusao entre dois sitios

Como primeiro exemplo para nos familiarizarmos com a notagao, vamos considerar a
difusio de uma particula em uma cadeia com somente dois sitios [Baez e Biamonte 2018, Knebel
2010, Silva 2023]. Vamos considerar inicialmente o caso em que a particula pode apenas ir do
primeiro para o segundo sitio com uma taxa de difusdo constante D. Na Firgura 1 temos a

representacgao da situagao:

Figura 1 — Representagdo da difusdo simples em cadeia com dois sitios.

Para escrever a equagao mestra que descreve esse processo, é preciso analisar os termos
de ganhos e perdas de probabilidade P(nq, ns,t). Uma particula inicialmente no sitio 1 e salta
para o sitio 2 por meio da difusdo. Ao analisar a derivada temporal da probabilidade de encontrar
o sistema na configuragao (n;, ny) no instante ¢ consideramos que a probabilidade de estar no
estado (n1, ne) aumenta se o sistema estava na configuragao (ny + 1,ns — 1) eumadasny + 1
particulas do sitio 1 salta para o sitio 2, ocorrendo a uma taxa proporcional a (n; + 1)D. Por
outro lado, essa probabilidade diminui se uma particula salta do sitio 1 para o sitio 2 quando
o sistema ja se encontra na configuragao (n, ns), ocorrendo a uma taxa proporcionala D. A
equacgao mestra é entao construida somando-se todas as contribui¢des de ganho e perda para

cada possivel transi¢ao:

—P(ny,n9,t) = D(ny + 1)P(ny + 1,ny — 1,t) — Dny P(ny, no, t). (3.1
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Temos que o vetor de estado para esse exemplo é:
ni no
() = Y Plun,t) (a1) " (a) " 10), 6.2)
ni,n2
tomando a derivada temporal:
0 0 \™ (ot yna
S 0) = 7 = P,ma,t) (al) " @) o), 6.9
ni,n2
substituindo a Equagao (3.1) em (3.3):

T (1)) = 3 (Dl + 1P+ 1ms — 1,8) = D Pls,mo, 1)) (af) ™ () [0

ni,n2

=D [Pu+1,m = 1) + 1) (al) " (@) 10) -

ni,n2

a
a(@)"t =aa’(a")" = (1 + a'a) (@)™ = (2 4+ 1)(a"H" (3.4)

Finalmente, definimos H, ., = —D(d; — di)&l [Knebel 2010, Silva 2023], que é o operador de
difusio entre o primeiro e o segundo sitio. Seguindo a mesma linha de pensamento, podemos
obter f,_,; = —D(a} — a})as, que conta a transicio do sitio 2 para o sitio 1. O termo completo

da quasi-Hamiltoniano (com ida e volta) é dado pela soma’:

Hyo(al,ab, a1, a0) = —D(ab — al)a, — D(al — ab)ay
Hroo(@l,ab,a,a0) = D [—abay + ala — alag + a;aQ] (3.5)
ﬁ1<—>2(d]{7 d;: &17 &2) = D<d£ - &1)(&2 - dl)

Como mencionamos na Seg¢ao 2.5, o operador H pode ser representado na forma matri-

cial. Por motivos didaticos, nesse primeiro exemplo, vamos determinar a evolugao temporal por

1 Existe também uma maneira alternativa de definir o operador quasi-Hamiltoniano, veja 0 anexo A para mais

detalhes.
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meios analiticos. Comegando por meio da determinagao dos estados permitidos, vamos usar a
notacao Dirac, conforme proposto na Segao 2.5. No caso de dois sitios e apenas uma particula,

temos dois estados possiveis:
1) = 10), 2) =101). (3-6)
Vamos reescrever o operador H.,, da seguinte forma:
o= Dlata —ata: — atas +ala
1452 Ay09 — Q901 — G1G2 + 01 ) ,

e entao aplica-los aos estados, por meio das regras dos operadores definidos na Equagao (2.42):

Hio2|10) = D (d;&g —abay — alas + aial) 110)
Hyio |10) = D (a;az 110) — abay [10) — alas [10) + ala, |1o>) (3.72)
Hy5[10) = D(0—[01) —0+10)) = D (]10) — [01)) = D (|1) — |2)),

Hy2|01) = D (a;ag —abay — alas + a{al) 01)
Hios|01) = D (a;a2 101) — abay 01) — alas [01) + alay [0 1>) (3.7b)
Hi2101) = (J01) =0 — [10) +0) = D (|01) — [10)) = D (|2) — |1)).
A representa¢ao matricial vai ter a forma:
- 1 Hioo |1) (1] Hioz |2 D -D
fo (W) (12 | .
(2| Hio |1y (2| Hieso |2) -D D

podemos verificar que o sinal da diagonal principal é invertido e que a soma das colunas é nula.

A forma exponencial dessa matriz é dada por:

192Dt | 1 1 __ 1 _-2Dt
) 2€ +3 37 3¢
e Hiozt — , (3.9)
1 1,92Dpt 12Dt , 1
2 — 2€ 2¢ +3

onde a soma dos elementos de cada uma das colunas é igual a um, logo, essa é de fato uma
matriz estocastica. Dessa forma, por meio da Equagao (2.46) obtemos a solu¢ao da equagao de

Schrodinger:

e2Dt 1 1 1,-2Dt

—2D2t ? —22Dt 1 [(0)), (3.10)
3 +

w(r)) = (

onde |U(0)) é o estado inicial. Essa solugdo é uma combinacdo linear de estados puros do espago
de Fock, ou seja, |¥(t)) = Py(t)|1) + Pa(t) |2). Escolhendo |¥(0)) = |1):

1 _—-2Dt 1

=e _|_ =

2 2) , (3.11)
2

1
26



Capitulo 3. Difusdo em cadeias lineares com TASEP e LK 28

temos as probabilidades Py (¢) = 3¢ 2P + L e Py(t) = 1 — 3¢ 2P, tal que Py (¢) + Pa(t) = 1.

O [-ésimo valor esperado do nimero de ocupagao do j-ésimo sitio pode ser calculado por meio

de:
(nh) =Y (b?)l By (t), (3.12)

onde (b;l) representa o nimero de particulas no j-ésimo sitio dado que o sistema estd no estado

7 [Duarte-Filho et al. 2020]. A variincia, ou segunda cumulante, é dada por?:

ot = (n2), = (n?) —(n;) = > (01)* Pyt) = > (b7) Py (1), (3.13)

n n

O valor esperado de ocupacao dos sitios e a varidncia s3o apresentados na Firgura 2.

_"n—m

S —_—m = m §o2

(a) Média. (b) Variancia.

Figura 2 — Graficos da evolugao nimero médio de particulas e varidncia em sistema com difusdo simples
com dois sitios e uma Gnica particula.

Para obtermos a Firgura 2, fizemos D = 1 e |[¥(0)) = |10), ou seja, a particula comeca
da esquerda. No painel 2(a) da Firgura 2, temos a evolug¢ao temporal do nimero esperado de
particulas em cada sitio em fun¢ao do tempo. No painel 2(b) da Firgura 2, temos a evolugao
temporal da varidncia, os indices n; representam os sitios. Por se tratar de uma cadeia com
apenas dois sitios e s6 uma particula, os resultados sao bem ébvios, o valor esperado do nimero
de ocupagao é 0,5 para cada particula. Ja a varincia, atinge o valor maximo possivel para dois

sitios: 0, 25°. Nas préximas se¢des estudaremos casos mais interessantes.

3.1.2 Caso geral e exclusao de volume

A generalizagao para cadeias maiores é trivial, basta supor que as particulas podem
realizar saltos somente para o sitio vizinho imediato:

k
Haso({al, a;}) = DY (al,, — al)(aju — ), (3.14)

=1

Veja mais sobre expansio de cumulantes em B.
Esse valor é maximo pois a probabilidade de ambos os estados acontecerem (sitio 1 ou 2 estar ocupado) é sempre
de0,5. Logo, (n?) =n? - P =12-0,5=0,5e (n;) = n;- P =0,5-1 = 0, 5; dessa forma, a variancia é:

o?=(n?) - (n;)* = 0,25.

7
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onde k é a quantidade total de sitios da cadeia. Porém um detalhe importante ainda nao foi
discutido. Até o momento nao nos importamos com o tipo de particula que esta difundindo.
Nao existe nada que impeca que mais de uma particula entre no mesmo sitio no mesmo instante
de tempo. Ou seja, no momento estamos tratando de uma difusio sem restrigao ao nimero de
ocupagdo de um sitio da rede, vamos nos referir a essa situa¢ao como difusdo bosonica. Vamos
considerar agora um mecanismo capaz de verificar se o sitio para o qual a particula deseja
realizar um salto estd vazio ou n3o. Essa verificagio é importante quando queremos estudar
difusdo com exclusao de volume. Nesse caso, um sitio s6 pode ser ocupado por uma tinica

particula em um instante de tempo ¢. Vamos nos referir a essa difusao como difusdo fermionica.

Vamos retornar para a equagao mestra (2.39)
t) = Z {Ty—nP (0 1) — Ty P(n, )}
77/

€ escrever a taxas como:

Z T 1)

k—1
= Djja(nf+ )P0+ 1,0}, — 1,t) (3.15)

J=1

+ Dj+1—>j(n;‘+1 + 1)P(n; -1 n;‘+1 +1,1),

Z Tysry P(n, 1)

k-1
= (Djojin + Djpasynien) P(ng, i, t) (3.16)
j=1
—Y(Djsjer + Djsang)ngnga P(ng, njp, t)).

Onde, D;_, ;1 é ataxa de difusdo para a direitae, D;;;_,;, é a taxa de difusdo para a esquerda.
Isso é basicamente o que ja tinhamos feito, porém agora incluindo os termos de ida e volta de
uma vez. Além disso, temos também um termo com y e dois operadores niimero, que servem
para verificar se os sitios adjacentes estao ambos ocupados ou n2o. Vamos definir o pardmetro
de exclusao de volume v € {0,1}. Quando 7 = 0 nao existe limite de particulas por sitio
(difusao bosonica). Quando v = 1, cada sitio s6 pode ser ocupado por uma particula (difusio
fermi6nica) [Duarte-Filho et al. 2020]. Para o caso de difusao fermidnica temos que os sitios
tém apenas dois valores possiveis de ocupagao, 0 ou 1. Isso implica que, na Equagao (3.12),
(nk(t)) = (n;(t)) [Duarte-Filho et al. 2020].

Seguindo o mesmo procedimento do exemplo anterior, podemos determinar o operador
quasi-Hamiltoniano para o sistema de difusao (com D;_, ;11 = Dj1,; = D):

k—1 k—1

H,=D (&;H — aT)(aJH a;) —2vD Z a]Ha Aj10;. 3.17)
j=1 j=1
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O procedimento de obten¢ao da forma matricial, as probabilidades e as demais gran-
dezas fisicas ocorre da mesma forma que o exemplo anterior, e vai ser assim para todos os
demais exemplos. Como mencionado, estudaremos a combinagao das dinimicas TASEP e LK.
Em ambos os modelos, a exclusao de volume — caracterizada por uma repulsao do tipo nicleo
duro entre particulas — é um requisito fundamental para todos os casos que serao estudados. A

seguir, detalharemos essas dindmicas de interesse.

3.2 Cinética De Langmuir (LK)

Em 1918, Irving Langmuir propds um modelo para a adsorgdo de particulas em superfi-
cies adsorvedoras. Nesse modelo, a adsor¢ao e a dessorgao siao processos reversiveis [Langmuir
1918]. Considerando cadeias unidimensionais, supomos que as particulas podem ser adicio-
nadas a cadeia caso exista um sitio vazio disponivel, ou se destacar, deixando sitio vazio onde

antes existia particula.

Figura 3 — Esquema da representativo da cinética de Langmuir. Os tragos horizontais sao os sitios da
cadeia, circulos continuos s3o as particulas e os circulos pontilhados s3o os espagos vazios
disponiveis. As setas representam as taxas de que particulas entrem ou saiam das cadeias.

Na Firgura 3, temos o esquema representativo da dinimica de Langmuir. A ideia é que
particulas podem entrar na cadeia (desde que o sitio esteja vazio) por meio de uma probabilidade
w4 e sair do sistema com uma probabilidade wp (deixando o sitio vazio). Vamos representar

adsor¢ao e dessor¢ao em termos de operadores de segunda quantizagao.

3.2.1 Dessorcao

No processo de dessor¢do as particulas tém uma probabilidade wp, de deixar a cadeia. O
procedimento para determinar a representagao em termos de operadores de segunda quantiza-

cdo desse processo é similar ao que foi feito em 3.1.1. Uma particula encontra-se inicialmente
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localizada em um sitio e deixa a cadeia a uma taxa wp. Ou seja, originalmente o sistema estava
na configuragdo n = n + 1 e vai para configuragao ' = n. Podemos escrever a equagiao mestra

para esse processo:

%P(n, t) =wp(n+1)P(n+1,t) —wpnP(n,t), (3.18)
seguindo a mesma metodologia da Se¢do 3.1.1, obtemos:
% [U(t)) = wp(a—a'a) [W(t)), (3.19)
considerando k sitios, temos .
H,, =wp Y (1—ah)a;. (3.20)
j=1

3.2.2 Adsorcao

Utilizando a técnica demonstrada no apéndice A podemos obter o hamiltoniano para a

entrada de particulas em um sitio qualquer:
H,, =wa Y (af—1), (3.21)

onde w4 é a taxa com que as particulas entram em um sitio da cadeia e £ o nimero total
de sitios na cadeia. Similar ao caso da difus3o simples, necessitamos descartar adsorg¢des a
sitios j& ocupados. Isso é feito ao incluirmos o operador niimero de ocupacao dos k sitios
multiplicado pela taxa w4 na Equagao (3.21). Excluimos todos os termos esptrios da Equagdo

(3.21) relacionados ao processo de adsor¢ao em sitios ja ocupados. O termo de adsorgao fica:
k k
H,, =wsy (@l —1)+wa ) alay,
j=1 j=1
H,, =wsy (al+ala; — 1), (3.22)

k
H,, =ws ) (1-a)al,
j=1

onde utilizamos a anticomutagao fermiénica {a;, d;r-} = 0, ; da segunda para a terceira linha.
Temos entao as contribui¢des devido a adsorg¢ao e dessorgao que podemos incluir ao operador

quasi-Hamiltoniano de um processo de difusdo em cadeias lineares.

3.3 Processo de exclusao simples totalmente assimétrico - TA-
SEP

Essencialmente, o processo de exclusio simplesmente totalmente assimétrico TASEP é

uma difusio com exclusio de volume. Além disso, nesse processo hd um sitio numa extremidade
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da cadeia onde particulas so inseridas (fonte) e um sitio na outra extremidade onde particulas
sao retiradas da cadeia (sorvedouro) [MacDonald et al. 1968, Spitzer 1970, Derrida et al. 1993].

Na Firgura 4, apresentamos de maneira esquematica o TASEP em uma cadeia linear. O
sitio mais a esquerda funciona como uma fonte de particulas, que podem adentrar a cadeia a
uma taxa «. Além disso, ndo é permitida a saida de particulas do sistema por esse sitio. Ja o
sitio mais a direita é o oposto, funciona como um sorvedouro de particulas, de maneira que as
particulas podem apenas sair da cadeia por ele, a uma taxa (5. A difusao com exclusao de volume
ocorre na cadeia como um todo. Vamos também considerar taxas de difusao assimétricas. Assim,

Dy é ataxa de difusio para a esquerda e D a taxa de difusdo para a direita.

T ‘DL D.i?
: .:I O

Figura 4 — Esquema representativo do processo de exclusio simples totalmente assimétrico. Os tragos
horizontais s3o os sitios da cadeia, circulos continuos s3o particulas, circulos pontilhados sao
espagos vazios e as setas representam as taxas.

Uma das grandes vantagens de utilizar a formulacao da segunda quantizagao é a modu-
laridade com que podemos escrever os operadores. Basicamente ja temos tudo o que precisamos
para escrever o operador quasi-Hamiltoniano para o TASEP. Vamos considerar que as particulas
entram na cadeia pelo sitio mais a esquerda por meio de um processo de adsor¢ao a uma taxa «,
e saem pelo sitio mais a direita por meio da dessor¢ao a uma taxa 3. A difusao com exclusao de
volume vai ser da mesma forma que vimos na Equac¢ao (3.17), porém com as taxas de difusao
distintas para um salto a direita Dy e para um salto a esquerda Dy,. Podemos escrever o operador

quasi-Hamiltoniano da seguinte forma:

Ea

Hoppnys = a(l —a)al + Dy <&}+1&j — ala; — d;‘dj&;[ﬂrl&j-i-l) +
=1
! (3.23)

k
+DL Y (ajam —al a — a}ajajﬂajﬂ) + A - a})ay.
j=1
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3.4 TASEPelLK

I | @
D, D,

b &

Figura 5 — Esquema ilustrativo TASEP e LK.

A Firgura 5 representa a combinac¢ao das dinidmicas. Excluimos a dindmica de Langmuir
dos sitios da extremidade. Temos particulas entrando pelo sitio mais a esquerda a uma taxa «,
difusdo assimétrica em com exclusio de volume por toda a cadeia, com taxa Dy para a direita e
Dy, para a esquerda. O mecanismo de adsorg¢ao nos sitios intermedidrios ocorre a uma taxa w
e a dessorg¢ao ocorre a uma taxa wp e particulas podem sair da cadeia pelo sitio mais a direita
auma taxa . O operador quasi-Hamiltoniano de uma difusao com TASEP e LK para cadeias

lineares é dado por:

k k—1
H=a(l—aal+Dgy_ (a}+1aj — ala, — aj.djajﬂajﬂ) fwa > (1 —ay)al+
=1 =2
K o (3.24)
+01 Y (g = alyag - dlagal iz ) +wp Y (1-al) 6 + B0 - a)an.
j=1 j=2

Finalmente obtivemos a principal equa¢ao do trabalho, o operador que da conta das
dindmicas de TASEP e LK. Partindo disso, podemos obter a representa¢ao matricial da mesma
forma que foi feito na Secao 3.1.1 e estudar todas as quantidades de interesse, as cumulantes e
momentos conjuntos do niimero de ocupagao dos sitios da cadeia, além de estudar a dindmica

de formagao de paredes de dominios. *

Porém, temos uma dificuldade técnica, quantas configuracdes possiveis pode-se ter
para uma cadeia com k sitios? Vamos supor uma cadeia de apenas um sitio, como estamos

tratando de férmions, temos apenas dois estados possiveis: |1) e |0). Um sistema com dois

*  Também foi feita uma deducio alternativa partido diretamente da equagao mestra afim de determinar a média
de ocupagio do i-ésimo sitio, veja o apéndice B.
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sitios pode ser encontrado nas seguintes configuragdes: |1,0), |0,1), |1,1) e |0,0), ou seja,
quatro configuragdes possiveis. E possivel ver o padrio, cada sitio contribui multiplicando por
2 o numero de configuragdes possiveis. Dessa forma, temos que o niumero total de estados
acessiveis ao sistema é 2¥, onde k é o niimero total de sitios. Que é a mesma multiplicidade
do paramagneto de spin 1/2. Como foi mostrado no exemplo 3.1.1, a dimensio da matriz H
depende da quantidade de possiveis configuragoes do sistema. Mesmo em cadeias pequenas, a
obtencao da forma explicita da exponencial da matriz H pode ser uma tarefa 4rdua sem o apoio
de ferramentas de computagao algébrica. Para estudarmos essas cadeias de forma eficiente,
faz-se necessario desenvolver uma rotina computacional que permita executar eficientemente

as manipulagoes algébricas necessarias.

3.5 Implementagao computacional

Decidimos implementar nossa rotina na linguagem de programagao Python por ser
uma linguagem amplamente adotada no meio cientifico. Além disso, ela possui uma vasta
cole¢do de bibliotecas totalmente gratuitas. A rotina precisa executar trés passos principais:
primeiro, precisa determinar configurag¢oes do sistema; construir a representa¢ao matricial do

operador quasi-Hamiltoniano; por fim, obter exponencial dessa matriz.

Um ponto chave que facilita a implementagao desses passos, é que estamos interessados
apenas em difusao com exclusao de volume, onde podemos ter no maximo uma particula por
sitio, portanto, a dimensio do nosso espaco é 2¥, onde k é o ntimero de sitios na cadeia. Como
dissemos anteriormente, os estados do sistema podem ser descritos por vetores no espago
de Fock. Supondo, por exemplo, um sistema com 3 sitios e apenas uma particula, temos os

seguintes estados disponiveis:
1) = [100) ; [2) = |010); 3) = 001).

No Python temos uma grande facilidade de trabalhar com listas, e podemos representar essas

configuragdes possiveis como listas:
[1] = [1,0,0]; 2] = [0,1,0]; 3] = [0,0,1].

Dessa forma, as dindmicas de difusdo, adsor¢ao e dessor¢ao de particulas serdo simples opera-
¢oes com listas. Por exemplo, se o sistema estd no estado [1, 0, 0] e queremos fazer a difusdo
para a direita, basta apenas subtrair um da primeira entrada da lista e depois adicionar um da
segunda entrada:

[1,0,0] = [1 — 1,0+ 1,0] — [0,1,0].

Claro que precisamos verificar se a operagao é permitida ou nao, se o sitio ja esta ocupado
nao pode haver difusdo/adsor¢ao de particulas. Isso é facilmente implementado por meio de

simples condicionais, como por exemplo:
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lista = [1,0,0]
se lista[1]==0:
lista[0]-1
lista[1]+1
lista = [0,1,0].

Seguindo essa mesma logica de listas e condicionais, conseguimos aplicar todos os
processos descritos na Equagao (3.24). As configuracdes permitidas para uma cadeia de & sitios
sao geradas utilizando a fungao combinations da biblioteca Itertools. Também poderiamos
ter implementado rotinas para obten¢ao das configuragdes permitidas por meio de outras
linguagens de programacao ou ainda softwares completos, como [Duarte-Filho etal. 2020, Santos
et al. 2015] fizeram utilizando o software MAPLE.

Como foi mostradona Se¢d03.1.1, arepresentagio matricial do operador quasi-Hamiltoniano

é obtida por meio das regras usuais de mecanica quantica:

QA ([H2) .. (]H])
P <2\f:f|1> (2!1?@ <2Uﬂ7> (3.25)
GLED GLH?2) ... G H|)

Jamostramos como as listas podem representar os estados e como podemos simular as operagdes
da quasi-Hamiltoniano. A acio de F em um estado |n) gera uma combinagio linear de estados:
Hin) =3, h* |n'),onde h?, = (n| H |n') . O operador quasi-Hamiltoniano ¢ construido em
termos dos operadores de criagao e aniquilagao, que agem nos estados conforme foi mostrado

na Equagio (2.42). A representagio matricial de F é:

D h (U)o by (U2 o X b (LMY
| Tem e Tanez o Seslienn |
D hi (M) 30y b3 (M2) .. 30, hip (M| M)
sabemos que:
<M|M/> = Op, Mt (3.27a)

onde

1,se M =M’
Sarar = : (3.27b)
0,se M # M’
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Portanto,
Zl/ h%/é]_’]_/ 22/ h%/5172/ . e ZM/ h}w[dLM’ h% h% e hjlw
[:[ o le h%/(sg’l/ 22/ h%/5272/ . o ZM’ h?w/(;ZM/ . h% h% e h]2€
Zl/ h{\géM’l/ 22/ hé\/l(SM72/ o e ZM/ h%/é]\/LM’ h}\J h?\/[ e h%

(3.28)

Na pratica, primeiro definimos as possiveis configura¢des do sistema, aplicamos o quasi-
hamiltoniano no estado atual e depois comparamos com o estado original. Por fim, obteremos

um array com os elementos da matriz.

A dltima etapa da rotina é calcular a evolugao temporal das probabilidades por meio da
Equagao (2.46), através do calculo da exponencial da matriz que representa o quasi-Hamiltoniano
(3.28). Isso é feito no Python utilizando a biblioteca SciPy®. Com a probabilidade em mios,
podemos calcular as cumulantes do nimero de ocupagio do j-ésimo sitio. As cumulantes que
analisaremos serdo a média, varidncia, assimetria (skewness) e a curtose (kurtosis). Vamos analisar
também os momentos conjuntos, que é o produto no nimero de ocupagao do i-ésimo sitio com

0 j-ésimo sitio. As cumulantes podem ser determinadas por meio das seguintes equacoes:

(z), = (7), (3.292)

(2%), = ((2*) — (2)*) = o7, (3.29b)

(a%), = ((z%) = 3(2®) (x) + 2 (2)°) =, (3.29¢)

(), = (<$4> —4(a") (2) — 3 (2" +12(a?) (2)* — 6 <x>4) = 7, (3.29d)

lembrando que para a difusio com exclusio de volume temos: (n}(t)) = (n;(t)), dessa forma,

as cumulantes dos nimeros de ocupagao podem ser escritas de maneira simplificada como:

(n(t)), = (n(1)), (3.302)
o? = (n(t)) (1 - (n(t))), (3.30b)
= (n(t)) (1 =3 (n(t)) +2(n()?), (3.300)
Yo = (n(t)) (1 — 7(n(t)) + 16 (n(t))*> — 6 <n(t))3) . (3.30d)
O momento conjunto é definido por:
ety (6) = (ma(), (s (D), + (n(in(8);), . 33D

Veja o apéndice B para as dedugdes das equagdes (3.29) e (3.31). Aimplementagdo dessas equagodes

em nossa rotina é muito simples.

°  Amatriz vai ser, na maioria das vezes, esparsa. Por isso usaremos a parte de algebra linear de matrizes esparsas

da biblioteca SciPy.
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Até entdo, foram discutidos os detalhes algébricos que permitiram a implementagdo
da rotina em Python. Para reduzir o tempo de computagido em cadeias maiores, o cddigo
precisou ser separado em trés partes. Neste trabalho, temos trés resultados principais: expansao
em cumulantes do nimero de ocupa¢ao, momentos conjuntos e média de densidade total de
ocupagao da cadeia (dada pela Equagao (3.30a)). Na Firgura 6 apresentamos um fluxograma do
algoritmo da rotina principal, definimos o tamanho da cadeia; as taxas «, 3, wa, wp, Dre Dy,
o tempo total de evolugdo e quantas vezes esse tempo vai ser particionado. Depois, define-se
as configuracoes possiveis por meio da biblioteca Itertools do Python. Posteriormente, a
obtenc¢ao da forma matricial do operador quasi-Hamiltoniano é obtida e, por fim, a obtengado

da forma exponencial do mesmo.

Definir o tamanho da

: Aplicar a funcéo de Obtemos a
cadeia, o tempo e suas

. Funcéo quasi- ) .
criar os estados exponencial da matriz
disponiveis por meio . por meio da biblioteca
e ) e recebemos uma matriz )
da biblioteca itertools scipy

particdes, definir fodas Hamiltoniano & aplicada

as taxas
probabilisticas.

Figura 6 — Fluxograma do algoritmo principal: defini¢ao de parimetros, geragao de estados, construgao
do operador quasi-Hamiltoniano e calculo da evolugao temporal.

Entrada de
particulas no
primeiro sitio Lembrando
sempre do
produto

interno:
(i]g) = &i

Difusdo para
direita

Difusd@o para
Cada um dos valores

esquerda Cadauma Comparagdo com o . o
finais € multiplicado pela

das listas estado original em
Entrada de geradas volta cada uma das
aser tupla respectivas dinGmicas
r

Tuplacom o Tupla clonada
estado atual parauma lista
do sistema temporaria

taxa de ocorréncia e

somados para a obtengdo
particulas nos sitios

intermedidrios

de uma entrada da matriz

Saida de particulas
nos sitios

intermedidrios

Saida de
particulas no
ultimo sitio

Figura 7 — Fluxograma do subalgoritmo de construcao da matriz quasi-hamiltoniana: regras de transigao,
pesos probabilisticos e ortogonalidade dos estados.
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A Figura 7 detalha o subalgoritmo responsavel pela constru¢ao da matriz do operador
quasi-Hamiltoniano. Cada entrada da matriz é calculada combinando as taxas fisicas com os
pesos probabilisticos associados aos processos elementares: entrada/saida de particulas nos
sitios extremos («, () e intermediarios (w4, wp), além dos saltos (Dg, Dy) garantindo a correta
representacao dos termos de interagdo. As operagdes sao implementadas mediante manipulagio
de listas e tuplas®, como mostramos na Se¢do 3.5. O produto interno entre estados ({i|j) = d; ;)
assegura a ortogonalidade da base. A matriz resultante é entao utilizada no algoritmo principal
(Firgura 6) para obter a evolugao temporal via exponenciagao, conforme a Equagao (2.46). Um
detalhe muito importante é que calculamos a exponencial variando o tempo, ou seja, precisamos
definir um vetor (lista) que vai ter os valores de tempo nos quais o sistema vai evoluir. Para grafi-
cos com curvas mais suavizadas, é necessario intervalos de tempo menores entre as medidas,
que, por sua vez, irdo aumentar o custo computacional. Suponha que queremos estudar a média
de densidade de particulas na cadeia; precisamos apenas obter o valor esperado de ocupagao
dos sitios da rede para o instante de tempo em que o sistema atinge o estado estacionario. Por
fim, organizar essas informagoes para representa-las graficamente utilizando um um mapa de

calor (heatmap).

y

x=0,y=1x=1,y=1

x=0,y=0x=1,y=0x=2,y=0

Figura 8 — Ilustragio de exemplo para mapa de calor genérico.

A estratégia utilizada para montar um mapa de calor, como o da Firgura 8, consiste em
varreduras paramétricas, deixando um pardmetro fixo (por exemplo, x) enquanto variamos
outro (por exemplo, y) no intervalo [0, 3] e, em cada combinacio, calcula-se o nimero médio de
particulas na cadeia. O processo é repetido, mas agora para um novo valor fixo de x ou , dessa
forma, varre-se todo o espago de parametros. Particionamos o intervalo [0, 1] em g = 40 partes
iguais, gerando ¢* combinag¢bes paramétricas. Dessa forma, temos uma rotina automatizada
que executa o fluxograma descrita na Firgura 6 para cada combina¢ao dos parametros (o, f3,

w4, wp, Dg e Dy. Claro, onde n — 2 desses pardmetros serao fixos para realizar a varredura

¢ ParaoPython, a diferenca entre uma tupla e uma lista é que tuplas so fixas enquanto listas sio varidveis.
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paramétrica) obtendo os valores esperados de ocupagio e armazena-se os resultados em arquivos

de texto. Por fim, um cédigo secundario 1é os dados salvos e gera os mapas de calor.

Como foi dito na Se¢ao 3.4, com todas as dindmicas ativas, a representac¢ao matricial
do operador quasi-Hamiltoniano vai ter dimensio de 2¥, onde k é o ntimero total de sitios da
cadeia. Para uma cadeia de k = 10 sitios, teremos uma matriz de dimensao 1024 x 1024. Temos
q? combinagdes possiveis, cada uma das matrizes requer diagonaliza¢io. Dessa forma, para
q = 40 temos de realizar 1600 operagdes, o que implica em uma grande carga computacional.
Para viabilizar o processo, separamos a rotina de simulagao dos valores esperados da rotina de
geracgdo dos elementos graficos, reduzindo significativamente a carga computacional. Veremos

esses resultados em diversos exemplos no Capitulo 4.

O célculo das cumulantes nao demanda tantos recursos computacionais pois nao é
necessario realizar a varredura paramétrica, partimos do primeiro fluxograma 6 e no final
calculamos a evolu¢ao temporal das quantidades de interesse: média, variancia, assimetria,
curtose e momentos conjuntos. Além disso, foi feito um mapa de calor com todas as combinagoes
possiveis para os momentos conjuntos. Ultilizamos nessa etapa as bibliotecas seaborn e pandas
do Python.

Uma biblioteca que também foi bastante importante para reduzir o custo computacional
foia Joblib. Asfungdes Parallel eDelayed fazem com que o computador use todos os niicleos
légicos do processador simultaneamente, reduzindo a ociosidade da maquina e melhorando
consideravelmente o tempo gasto nas execugoes. O leitor interessado pode obter os cédigos

completos na red. [Silva 2025].
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4 Resultados

Neste capitulo, implementamos a metodologia discutida na Se¢ao 3.5 para determinar
as quantidades fisicas de interesse, as cumulantes (média, varidncia, assimetria e curtose) e
momentos conjuntos do nimero de ocupagio dos sitios da rede, densidade média de ocupagio
da cadeia e dindmica de formagao de paredes de dominio. Como dissemos anteriormente, a
forma matricial do operador quasi-Hamiltoniano, H, tem dimensio 2*, onde k é o ntimero
de sitios na cadeia. Dessa forma, mesmo cadeias pequenas geram matrizes muito grandes.
Portanto, vamos considerar cadeias com k£ = 10 sitios, estudaremos o comportamento das

cadeias quando variamos parametros do sistema como as taxas de adsorg¢ao, dessor¢ao e difusao.

4.1 Difusao enviesada com TASEP dominante sobre LK

A primeira situagao de estudo foca em um regime no qual TASEP predomina sobre a
dindmica de Langmuir (LK), resultando em uma difusao totalmente enviesada da esquerda para
a direita. Para simular esse cenario, as taxas foram ajustadas paraa = § = l;wa = wp = 0, 1;
Dgr =1e Dy = 0. Essa configuracao gera um fluxo intenso de particulas nas extremidades da

cadeia, que diminui nos sitios intermediarios.

4.1.1 Cumulantes e momentos conjuntos

Na Figura 9, apresentamos as quatro primeiras cumulantes para uma cadeia com k& = 10
sitios. Lembrando que os pardmetros foram ajustados paracv = = l;wa =wp =0,1;Dp = 1
e D; = 0. Amédia de ocupacgao do j-ésimo sitio da cadeia em fungio do tempo ¢ é apresentada
no Painel 9(a). A concentra¢ao média de particulas ocorre de maneira mais intensa no sitio
mais a esquerda e vai decaindo a medida em que nos aproximamos do sitio mais a direita.
Isso se deve ao fato da difusdo ser totalmente enviesada para a direita e o sitio mais a direita
remover as particulas do sistema. Nesse regime, os efeitos da cinética de Langmuir nos sitios
intermedidrios s3o bem reduzidos, ja que w4 e wp sao muito pequenos. Os sitios intermedidrios
possuem uma variancia ligeiramente maior em relacao aos sitios extremos para o tempo final
considerado, como podemos ver no Painel 9(b), o que implica que ha uma maior flutuagao no
namero de ocupagao desses sitios em relagio ao valor esperado para tempos suficientemente

longos.

Ja no Painel 9(c), apresentamos a assimetria da distribui¢ao do namero de ocupagio
de cada sitio. Os sitios mais a esquerda apresentam valores negativos, jd os sitios centrais
apresentam valores proximos de zero e os sitios mais a direita mostram valores positivos, no

regime de ¢ suficientemente grande. Por meio da anlise do sinal da assimetria, podemos



Capitulo4. Resultados 41

afirmar que o niimero de ocupagio dos sitios mais a esquerda tem distribuigio centrada para a
direita, os sitios intermedidrios tém distribuicao quase perfeitamente simétrica e os sitios mais
a direita tém distribui¢ao centrada para a esquerda. No Painel 9(d), temos a evolugao temporal
da curtose para toda a cadeia. Os sitios intermedidrios apresentam valores mais negativos do
que os sitios extremos dado um ¢ suficientemente grande. Valores negativos de curtose implicam
em distribui¢des mais achatadas do que a distribuigao normal, os sitios extremos aproximam-se
de uma distribui¢ao normal, enquanto os intermediarios apresentam curtose acentuadamente

negativa, mostrando maior dispersao.

t t

(c) Assimetria. (d) Curtose.

Figura 9 — Evolugao temporal das quatro primeiras cumulantes para cadeia de 10 sitios com TASEP domi-
nante sobre LK, e difusao totalmente enviesada da esquerda para a direita. O painel superior

esquerdo representa a evolugao temporal da média (n;(t)), superior direito representa a

evolugdo temporal da variancia 032. , 0 painel inferior esquerdo representa a evolugao temporal

da assimetria 7, e o painel inferior direito representa a curtose 5.

A Figura 10 apresenta o comportamento dos momentos conjuntos. No contexto de
ocupagao da cadeia, os momentos conjuntos, como (n;(t)n;(t)) sdo ferramentas essenciais.
Eles nos permitem determinar se existe uma correlagao estatistica entre o preenchimento de
sitios distintos (i e j), indo além de uma mera ocupagao aleatéria e independente. Por exemplo,
se o primeiro sitio estd ocupado, o segundo sitio vai ter uma probabilidade maior de estar
ocupado do que o terceiro sitio? Valores mais proximos de 1 implicam que quando um sitio
estd ocupado, é muito provavel que o outro sitio também esteja, ou seja, tendem a formar

aglomerados de particulas; valores mais préximos de zero implicam que as particulas tendem a
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se afastar umas das outras.

No Painel 10(a), apresentamos a evolugao temporal de (n;(t)n;(t)) para sitios adjacentes
j =1+ 1, além do par formado pelos sitios das extremidades i = 1, j = 10. Podemos observar
que a intensidade vai caindo a medida que nos aproximamos do sitio mais a direita, de modo
que a intensidade entre o primeiro e altimo sitio é maior do que entre o nono e décimo sitio.
O Painel 10(b) apresenta um mapa de calor contendo todos os momentos conjuntos possiveis
para essa cadeia, no instante de tempo ¢t = 20, que é o suficiente para o sistema atingir um
estado estacionario (como podemos ver nos demais painéis). Em um mapa de calor, as cores
quentes (e.g., vermelho, laranja) representam intensidades mais elevadas, enquanto as cores
frias (e.g., azul) indicam intensidades mais baixas. Aqui fica ainda mais evidente que o que de
fato reduz a intensidade dos momentos conjuntos é a proximidade com o sitio mais a direita,
onde particulas sao removidas da cadeia, do que a distancia entre pares de sitios. Apesar de que
a distancia entre os sitios contribui para a diminui¢ao das correla¢des, sua influéncia é muito

menos significativa do que a entrada e saida de particulas do sistema.
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(@) Evolugao temporal. (b) Mapa de calor.

Figura 10 — Evolugao temporal da intensidade dos momentos conjuntos para cadeia de 10 sitios com
TASEP dominante sobre LK e difusdo totalmente enviesada da esquerda para a direita. O
painel da esquerda representa a evolugao temporal de (n;(t)n;(t)) entre os sitios vizinhos e
os dois sitios extremos, ja o painel da direita temos o mapa de calor que representa todas as
combinagbes possiveis de (n;(t)n;(t)) entre todos os sitios da cadeia para ¢t = 20.

4.1.2 Densidade média de particulas na cadeia

Vamos investigar se a configurag¢ao de pardmetros com predominancia do TASEP sobre
a LK resulta na formacao de regides de densidade distintas ao longo da cadeia. Em particular,
analisaremos o comportamento da densidade média de ocupagao, tanto para a cadeia como um
todo quanto para os sitios em suas extremidades. Vamos considerar ws = wp = 0,1; Dg = 1;

D;, =0e«ae fnointervalo [0, 1].

No Painel 11(a), apresentamos o mapa de calor da densidade média de toda a cadeia.

Pode-se observar trés regides bem distintas de alta e baixa densidade, além de uma terceira
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(c) Sitio mais a direita.

Figura 11 — Densidade média de ocupagao de uma cadeia de 10 sitios com TASEP dominante sobre LK e
difusio totalmente enviesada da esquerda para a direita a direita, para t = 20, em fungdo
dos parimetros « e 3. O painel superior da esquerda contém o mapa de calor da densidade
média de toda a cadeia, o painel superior direito contém o mapa de calor da densidade média
do sitio mais a esquerda e o painel inferior mostra o mapa de calor da ocupagao média do
sitio mais a direita.

regiao que é uma superposi¢ao dos estados de alta e baixa densidade. Esse comportamento
é muito semelhante ao obtido por [Derrida et al. 1993] para um sistema somente com TASEP,
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implicando que a presenca da dindmica da cinética de Langmuir muito fraca n3o altera total-
mente o comportamento esperado pela literatura. O Painel 11(b) representa o mapa de calor
da densidade média do sitio mais a esquerda. Para o = 0, 3 temos uma parede de dominio
(Domain Wall - DW) aproximadamente vertical que separa totalmente a baixa densidade da alta
densidade. No Painel 11(c), temos o mapa de calor da ocupacio média do sitio mais a direita. E
possivel observar uma parede de dominio, mas dessa vez ela é aproximadamente horizontal

horizontal paraum ( = 0, 3.

Quando comparados a resultados obtidos por meio da aproximagao de campo médio
[Parmeggiani et al. 2003, Parmeggiani et al. 2004], temos uma grande diferenca para a ocupagao

média do sitio mais a direita, como podemos ver na Figura 12. Como mostrado na Figura
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Figura 12 — Diagramas de fase obtidos pela solu¢io exata da solugio estaciondria por meio da MFA
no limite parawp = 0,1 ewy = 1. A inser¢do mostra a dependéncia da amplitude da
parede dominio (Domain Wall - DW) para diferentes valores de a e 8. Grafico retirado da
referéncia [Parmeggiani et al. 2003].

12, a parede de dominio para o sitio mais a direita é vertical e conta com uma faixa muito
estreita de baixa densidade. A parede de dominio do sitio mais a esquerda é semelhante a
encontrada no Painel 11(b). Os motivos para essa incompatibilidade podem ser tanto devido
ao tamanho da cadeia. Nos trabalhos [Parmeggiani et al. 2003, Parmeggiani et al. 2004] foi
usada uma cadeia com 10° sitios. Essa incompatibilidade também pode estar relacionada
a metodologia, ja que a aproximagao do campo médio é baseada na evolugio temporal da
média de ocupagio do j-ésimo sitio e nao uma abordagem totalmente estocastica como a que
fizemos nesse trabalho. Além disso, a aproximagao de campo médio consiste em negligenciar as
fungdes de correlagao, de modo que os momentos sao calculados apenas por: (7, (£)7,41(t)) =
(nj(t)) (nj1(t)) [Parmeggiani et al. 2004].

4.2 Difusao sem viés com TASEP dominante sobre LK

Nesta secao, exploraremos uma variagao da configuragao anterior: agora, o parametro
Dy éfixado em 1. Isso significa que a difusdo das particulas pode ocorrer em ambas as dire¢des.

Sob essa nova condicao, revisitaremos todas as quantidades previamente analisadas.
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4.2.1 Cumulantes e momentos conjuntos

A Figura 13 mostra a evoluc¢do temporal das cumulantes do nimero de ocupagao de
todos os sitios da rede em fun¢ao do tempo. Podemos ver no Painel 13(a) que o valor esperado do
namero de ocupagao do sitio mais a esquerda agora é muito préximo de 1, enquanto que o sitio
mais a direita agora estd mais préximo do zero. Também é possivel observar uma separagao
maior entre o nimero esperado de particulas para cada sitio, quando comparadas com o Painel
9(a). O Painel 13(b) apresenta a varidncia de n;(t). O comportamento da varidncia é similar ao
estudado na se¢do passada, quando comparamos esse painel com o Painel 9(b), onde a varidncia
¢ maior nos sitios intermediarios do que nos sitios das extremidades. O terceiro cumulante,
Painel 13(c), também apresenta comportamento similar ao caso estudado na se¢ao anterior.
O Painel 13(d) mostra valores positivos da curtose para os sitios das extremidades e valores
negativos para os sitios centrais, para tempos suficientemente longos. A partir disso, podemos
afirmar que as distribui¢des do nimero de ocupagao dos sitios das extremidades tendem a ser
mais pontiagudas ao redor do seu maximo, em relacao aos sitios intermediarios, que tendem a
ser mais achatadas ao redor do seu maximo.

-012

-012

(c) Assimetria. (d) Curtose.

Figura 13 — Evolugao temporal das quatro primeiras cumulantes para cadeia de 10 sitios com TASEP
dominante sobre LK na difusao sem viés. O painel superior esquerdo representa a evolucao

temporal da média (n;(¢)), painel superior direito representa a evolucao temporal da varidn-
cia crjz, painel inferior esquerdo representa a evolugao temporal da assimetria y; e o painel

inferior direito representa a curtose vs.

Os momentos conjuntos permanecem maiores proximos a extremidade mais a esquerda
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e decaem de maneira mais acentuada ao se aproximar da extremidade a direita, onde chega
muito perto de ser zero, como podemos ver no Painel 14(a). O momento conjunto entre o primeiro
e o ultimo sitio é menor do que o que foi observado no Painel 10(a) na se¢ao anterior, ja que
é mais provavel encontrar particulas no meio da cadeia quando comparado com a situagdo
anterior. No Painel 14(b), temos 0 mapa de calor com todos os momentos conjuntos entre dois

sitios da cadeia.
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(a) Evolugao temporal. (b) Mapa de calor.

Figura 14 — Evolugdo temporal da intensidade dos momentos conjuntos para cadeia de 10 sitios com
TASEP dominante sobre LK na difusao sem viés. O painel da esquerda representa a evolugio
temporal de (n;(t)n;(t)) entre os sitios vizinhos e os dois sitios extremos, ja o painel da
direita temos o mapa de calor que representa todas as combinagoes possiveis de (n;(t)n;(t))
entre todos os sitios da cadeia para t = 20.

4.2.2 Densidade média de particulas na cadeia

Como podemos observar na Figura 15, os padroes sao semelhantes aos encontrados na
secao anterior. Analisando o Painel 15(a), temos uma maior regido de sobreposi¢ao de estados de
alta e baixa densidade quando comparados ao Painel 11(a), se aproximando mais dos resultados
obtidos em [Derrida et al. 1993]. Comparando ainda as figuras 15 e 11, temos que, na figura da
secdo atual, os Painéis 15(b) e 15(c), quando comparados a figura da se¢do anterior, mostram que
as paredes de dominio apresentam um padrio similar, aproximadamente vertical no sitio mais
a esquerda e aproximadamente horizontal no sitio mais a direita. A parede de dominio do sitio
mais a esquerda comega em aproximadamente o = 0, 2 e a parede de dominio do sitio mais a
direita comega em aproximadamente 5 = 0, 2. Ou seja, um pouco menores do que os valores

observados na se¢ao anterior.
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(c) Sitio mais a direita

Figura 15 — Densidade média de ocupagdo de uma cadeia de 10 sitios com TASEP dominante sobre LK e
difusio semviés, parat = 20, em fungio dos pardmetros «v e 3. O painel superior da esquerda
contém o mapa de calor da densidade média de toda a cadeia, o painel superior direito contém
o mapa de calor da densidade média do sitio mais a esquerda e o painel inferior mostra o
mapa de calor da ocupagio média do sitio mais a direita.
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4.3 Difusao enviesada com apenas TASEP

Nesta se¢ao, vamos estudar outra variacao da configuracao anterior: a difusdo volta a
ser totalmente enviesada da esquerda para a direita, e sem LK. Dessa forma, configuramos os
seguintes parametros:w = wp = Dy, = 0; Dg = 1; a e § continuam variando. Essa situagao é
adifusdo simples totalmente assimétrica em sua forma pura. Sob essas condigdes, revisitaremos

todas as quantidade, previamente analisadas.

4.3.1 Cumulantes e momentos conjuntos

Vamos analisar a Figura 16. O Painel 16(a) mostra um comportamento muito semelhante
ao obtido nas se¢Oes anteriores (4.1 e 4.2), a concentracao média de particulas ocorre mais
intensamente no sitio mais a esquerda e vai decaindo a2 medida em que nos aproximamos
do sitio mais a direita. Como nao existe adsor¢ao nem dessor¢ao de particulas no meio da
cadeia, a concentra¢ao média de particulas no sitio mais a direita tende a ser muito baixa, ja
que esse sitio é um sorvedouro. No Painel 16(b), temos a evolugio temporal da varidncia, similar
ao comportamento observado nas se¢Oes anteriores, temos a varidncia menor nos sitios das
extremidades do que no meio da cadeia, para um tempo suficientemente longo. O Painel 16(c),
traz a evolugdo temporal da assimetria, que também apresenta comportamento semelhante ao
observado nas se¢0es anteriores. Analisando o sinal da assimetria para tempos suficientemente
longos, pode-se concluir que os sitios mais a esquerda possuem cauda mais longa para a direita,
sitios centrais possuem distribui¢ao aproximadamente simétrica e os sitios a direita possuem
cauda mais longa para a esquerda. Por fim, o Painel 16(d) traz a evolu¢ao temporal da curtose,
onde todos os sitios possuem valores negativos de curtose para tempos longos. Os sitios das
extremidades tém distribui¢oes do nimero de ocupagao mais proximas da distribui¢ao normal,

enquanto os intermediarios possuem distribui¢des mais achatadas.

Como podemos ver na Figura 17, 0os momentos conjuntos também apresentam o mesmo
comportamento das se¢des anteriores, que tendem a correlagdo mais intensa quando proximos
do sitio mais a esquerda. Podemos observar isso mais claramente no heatmap dos momentos

conjuntos.
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Figura 16 — Evolu¢ao temporal das quatro primeiras cumulantes para cadeia de 10 sitios com apenas
TASEP e difusdo totalmente enviesada da esquerda para a direita. O painel superior esquerdo
representa a evolugao temporal da média (n;(t)), painel superior direito representa a evolu-
¢do temporal da varidncia 0]2-, painel inferior esquerdo representa a evolug¢ao temporal da
assimetria 7y, e o painel inferior direito representa a curtose ~o.
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(b) Mapa de calor.

Figura 17 — Evolugdo temporal da intensidade dos momentos conjuntos para cadeia de 10 sitios com
apenas TASEP e difusao totalmente enviesada da esquerda para a direita. O painel da es-
querda representa a evolugao temporal de (n;(t)n;(t)) entre os sitios vizinhos e os dois sitios
extremos, ja o painel da direita temos o mapa de calor que representa todas as combinagoes
possiveis de (n;(t)n;(t)) entre todos os sitios da cadeia para t = 45.
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4.3.2 Densidade média de particulas na cadeia

No Painel 18(a), temos o mapa de calor da densidade média de toda a cadeia. Para
a < 1/2e > «temos a fase de baixa densidade, se 5 < 1/2ea > [ temos a fase de
alta densidade. Para «v e $ maiores que 1/2 temos a regiao de sobreposigao entre alta e baixa
densidade de particulas. Esse comportamento foi observado anteriormente em [Derrida et
al. 1993], de modo que os resultados obtidos neste trabalho corroboram com a literatura ja
estabelecida. O Painel 18(b) representa o mapa de calor da densidade média do sitio mais a
esquerda. E possivel observar uma parede de dominio inclinada que separa os estados de alta
e baixa densidade, comeca em o = 0, 1 e se desloca para a direita a medida que « cresce, até
a = 0, 6. Por fim, o Painel 18(c) representa o mapa de calor da densidade média do sitio mais
a direita. Aqui também temos uma parede de dominio inclinada, que comega em [ ~0,02 e

também se desloca até 5 ~ 0, 4 a medida que [ cresce.

Embora o espago de parametros ofereca um vasto conjunto de combinagdes de taxas
para a investigac¢ao das propriedades do sistema, este trabalho focard em regimes especificos.
Exploramos as configuragdes em que a dinimica do TASEP é predominante ou exclusiva, limi-
tando nossa analise aos casos comwy = wp € {0,0.1};, o, 8 € [0,1]; Dgp = 1e Dy, € {0,1}.
Reconhecemos que variagdes de outros pardmetros (como wa # wp) podem ser exploradas,
mas fogem ao escopo do presente estudo. Na préxima se¢3o, analisaremos o comportamento
do sistema nas situagdes em que a cinética de Langmuir (LK) predomina ou constitui a dnica
dindmica presente.



Capitulo 4. Resultados 51

1000

os8o

0778

os67

o555

oass

0333

0222

o1

0000

1000

0880

0778

os67

o556

oa4s

0333

0222

o1m

0000

1,000

0880

0778

os67

o556

oa44s

0333

0222

o1m

0000

(c) Sitio mais a direita.

Figura 18 — Densidade média de ocupagao da cadeia de 10 sitios com apenas TASEP e difusdo totalmente
enviesada da esquerda para a direita, para t = 45, em fun¢io dos pardmetros o e 3. O painel
superior da esquerda contém o mapa de calor da densidade média de toda a cadeia, o painel
superior direito contém o mapa de calor da densidade média do sitio mais a esquerda e o
painel inferior mostra o mapa de calor da ocupagio média do sitio mais a direita.
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4.4 Difusaoenviesada com LK dominante sobre TASEP

Nessa sec¢ao vamos analisar a situa¢ao onde a dindmica de Langmuir é a mais relevante.
Para isso, vamos fixarws = wp = ;o = 8 =0,1; Dp = 1 e D;, = 0. Dessa forma, a dindmica
de LK vai ser dominante sobre TASEP mantendo a difus3o totalmente enviesada da esquerda

para a direita.

4.4.1 Cumulantes e momentos conjuntos

o2l f

(b) Variincia.

-012

(c) Assimetria. (d) Curtose.

Figura 19 — Evolugdo temporal das quatro primeiras cumulantes para cadeia de 10 sitios com dindmica
de LK dominando a TASEP, e difusdo totalmente enviesada da esquerda para a direita. O
painel superior esquerdo representa a evolugao temporal da média (n;(t)), painel superior

direito representa a evolugio temporal da varidncia 0]2, painel inferior esquerdo representa a

evolugdo temporal da assimetria y; e o painel inferior direito representa a curtose s.

O Painel 19(a) mostra a evolugio temporal da média de ocupagdo do j-ésimo sitio da
cadeia. Temos a concentragao média de particulas é maior no sitio mais a direita, fica proximo
de 0,5 nos sitios intermediarios e cai drasticamente para o sitio mais a esquerda. Isso ocorre
pois a taxa de cria¢ao de particulas no primeiro sitio é muito baixa (o =0,1), um grande niumero
de particulas sofre adsorcao e dessor¢ao nos sitios intermediarios da cadeia (wqg = wp = 1) e
poucas saem da cadeia por meio do sitio mais a direita (5 = 0, 1). Como a difusdo é totalmente
enviesada da esquerda para a direita (D = 1 e Dy, = 0), a tendéncia é que o nimero médio de

particulas seja maior no sitio mais a direita. Analisando o Painel 19(b), temos a evolu¢ao temporal
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davariancia. Aqui, a varidncia dos sitios extremos é ligeiramente menor que os encontrados nos
sitios intermediarios, que s3o praticamente idénticas nessa escala de tempo. Isso implica em
uma maior flutuac¢ao no nimero de ocupacgao desses sitios em rela¢ao ao valor esperado, para
tempos longos. O Painel 19(c) temos a representagdo da evolucao temporal da assimetria, os sitios
mais 3 esquerda tém valores positivos de assimetria, implicando em caudas mais longas para a
direita na distribuigio de ocupagao; sitios centrais s3o aproximadamente simétricos e os sitios
mais a direita tém valores negativos de assimetria, implicando em distribui¢ao de ocupag¢ao com
caudas mais longas para a esquerda. Finalmente, o Painel 19(d) traz a representacao da evolugao
temporal da curtose do niimero de ocupagao dos sitios na cadeia. Podemos observar que os
valores para os sitios intermediarios sao negativos enquanto os sitios extremos sao ligeiramente
positivos, o que implica que a distribui¢ao do nimero de ocupagao dos sitios intermedidrios seja
mais achatada ao redor do maximo, diferentemente dos sitios extremos que tém distribuicoes

pontiagudas.
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(a) Evolugao temporal. (b) Mapa de calor.

Figura 20 — Evolugdo temporal da intensidade dos momentos conjuntos para cadeia de 10 sitios com
dindmica de LK dominando a TASEP, e difusdo totalmente enviesada da esquerda para a
direita. O painel da esquerda representa a evolugao temporal de (n;(t)n;(t)) entre os sitios
vizinhos e os dois sitios extremos, ja o painel da direita temos o mapa de calor que representa
todas as combinagoes possiveis de (n;(t)n;(t)) entre todos os sitios da cadeia parat = 15.

Analisando o Painel 20(a), vemos que 0os momentos conjuntos apresentam comporta-
mento invertido em relagio ao Painel 10(a). As particulas tendem a ficar juntas quanto mais
proximas do sitio mais a direita. Observa-se um comportamento peculiar: embora o sitio mais
a esquerda continue a fornecer particulas para o sistema, sua taxa de entrada (o« = 0,1) é
significativamente menor do que a taxa de difusdo das particulas (Dr = 1) para a direita, ou
do termo de dessor¢ao (wp). Consequentemente, a ocupagao desse sitio nio se traduz em uma
maior probabilidade de preenchimento dos sitios vizinhos. No mapa de calor apresentado no
Painel 20(b) é possivel visualizar o comportamento dos momentos conjuntos entre todos os
pares de sitios da cadeia. Verifica-se que a densidade de ocupacao decresce significativamente a

medida que se aproxima dos sitios localizados na extremidade esquerda da cadeia.
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4.4.2 Densidade média de particulas na cadeia
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(c) Sitio mais a direita.

Figura 21 — Densidade média de ocupa¢ao da cadeia de 10 sitios com LK dominando sobre TASEP e difusdo
totalmente enviesada da esquerda para a direita, para ¢t = 10, em fungio dos parametros w4
ewp. O painel superior da esquerda contém o mapa de calor da densidade média de toda a
cadeia, o painel superior direito contém o mapa de calor da densidade média do sitio mais
a esquerda e o painel inferior mostra o mapa de calor da ocupagio média do sitio mais a
direita.

Mantendoa = = 0,1; Dg = 1; D;, = 0 e variando w4 e wp no intervalo [0, 1],
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obtemos o comportamento da densidade média de particulas na cadeia em fung¢io do tempo.
No painel superior esquerdo da figura 21, apresentamos o comportamento da densidade média
de ocupagao da cadeia para um tempo ¢t = 40. Podemos observar as regides de alta e baixa
densidades a medida que variamos os parametros w4 e wp. No entanto, nao é possivel observar
uma regido no espago de parametros de densidade mista, diferentemente do comportamento
visto no painel superior esquerdo da figura 11. O painel superior direito da figura 21 traz o mapa
de calor que representa a densidade média do sitio mais a esquerda. Podemos observar a predo-
minancia da baixa densidade e basicamente nenhuma parede de dominio aproximadamente
horizontal. Ja o painel inferior da figura 21 apresenta o mapa de calor que representa a densidade
média do sitio mais a direita. Aqui, a situagao se inverte, podemos ver a predominancia do

regime de alta densidade.

4.5 Difusaosemviés com LK dominante sobre TASEP

Nessa se¢ao vamos analisar uma difusio sem viés com LK dominante sobre TASEP. O
pardmetro D é fixado em 1. Dessa forma, a difusio de particulas pode ocorrer em ambas as
diregoes.

4.5.1 Cumulantes e momentos conjuntos

Apresentamos na figura 22 os cumulantes do nimero de ocupagao dos sitios das cadeias.
Observa-se pelo Painel 22(a) que o nimero de ocupagao esperado de particulas por sitios é
muito préximo de 0,5 para t = 20. Porém, devido a difusao n3o ser mais enviesada, a média
do nimero de ocupagao ¢ significativamente maior que no caso estudado na se¢ao anterior,
representado pelo Painel 19(a). A variincia é observada no Painel 22(b), observa-se que a variancia
é praticamente a mesma para todos os sitios para t > 10. No Painel 22(c) apresentamos a
assimetria do nimero de ocupagao dos sitios. Percebe-se que, parat > 10, a assimetria do sitio
mais 2 esquerda é negativa, enquanto que para os sitios mais a direita ela é positiva. No Painel
22(d) apresentamos a curtose que se comporta praticamente da mesma forma para todos os
sitios parat > 5. A curtose é negativa, o que nos diz que as distribui¢des de nimero de ocupagao
sao achatadas ao redor do maximo.

O Painel 23(a) apresenta a evolugao temporal dos momentos conjuntos para os vizinhos
préximos de toda a cadeia. E possivel observar que as particulas tendem a formar aglomera-
dos em sitios mais a esquerda da cadeia. Nota-se também que a intensidade dos momentos
conjuntos nao decai tanto quando nos aproximamos do sitio mais a direita. No Painel a direita
da figura 23(b), apresentamos um mapa de calor onde é possivel observar todos os momentos

conjuntos da cadeia.
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(c) Assimetria. (d) Curtose.

Figura 22 — Evolu¢ao temporal das quatro primeiras cumulantes para cadeia de 10 sitios com dindmica
de LK dominando a TASEP, e difusdo sem viés. O painel superior esquerdo representa a
evolugao temporal da média (n;(t)), painel superior direito representa a evolugao temporal
davariancia 0]2, painel inferior esquerdo representa a evolugio temporal da assimetriay; e o
painel inferior direito representa a curtose s.
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Figura 23 — Evolu¢ao temporal da intensidade dos momentos conjuntos para cadeia de 10 sitios com
dindmica de LK dominando a TASEP, e difusao sem viés. O painel da esquerda representa
a evolugao temporal de (n;(t)n;(t)) entre os sitios vizinhos e os dois sitios extremos, ja o
painel da direita temos 0 mapa de calor que representa todas as combinag¢des possiveis de
(n;(t)n;(t)) entre todos os sitios da cadeia para t = 20.
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4.5.2 Densidade média de particulas na cadeia

No Painel 24(a) apresentamos a densidade média de particulas na cadeia na cadeia para
quando a cinética de Langmuir é dominante e a difusdo nao tem viés. Bem como no exemplo
discutido na Secao 4.4, a densidade média da cadeia pode ser separada apenas em regides
de alta e baixa densidades. A média dos nimeros de ocupacgao dos sitios mais a esquerda e
mais a direita s3o dadas pelos Painéis 24(b) e 24(c), respectivamente. Nota-se que nao existem
paredes de dominio, de modo que a média do nimero de ocupagao dos sitios das extremidades

é semelhante a obtida para a densidade média da cadeia.
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Figura 24 — Densidade média de ocupagao da cadeia de 10 sitios com LK dominando sobre TASEP, e
difusido sem viés, para ¢t da ordem de 10, em fun¢io dos parimetros w4 e wp. O painel
superior da esquerda contém o mapa de calor da densidade média de toda a cadeia, o painel
superior direito contém o mapa de calor da densidade média do sitio mais a esquerda e o
painel inferior mostra o mapa de calor da ocupagio média do sitio mais a direita.
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4.6 Difusdoenviesada com apenas LK

Como ultimo exemplo, consideramos que a Gnica dindmica presente é a cinética de

Langmuir com difus3o totalmente enviesada, ouseja, « = = Dy = 0ewys = wp = Dr = 1.

4.6.1 Cumulantes e momentos conjuntos

Na figura 25, apresentamos os quatro primeiros cumulantes do nimero de ocupagao dos
sitios da cadeia em fung¢do do tempo para uma difusio enviesada e apenas LK. Observamos pelo
Painel 25(a) que o sitio mais a esquerda sempre fica vazio e o mais a direita tende a ficar cheio
apds um tempo t > 10. Isso é esperado, considerando que escolhemos «, 5 e Dy, como zero,
logo, nenhuma particula entra a cadeia por meio do primeiro sitio, as particulas também nao
podem difundir para ele pois a difus3o é unidirecional. Dessa forma, as particulas acumulam-se
no sitio mais a direita. Os sitios das extremidades tém valores nulos de variancia, como podemos
observar no Painel 25(b) pois, nesse regime, seus nimeros de ocupagao tendem a valores fixos
parat da ordem de 5. Dessa forma, os sitios intermediarios apresentaram comportamentos de
assimetria e curtose semelhantes aos exibidos nas se¢0es anteriores; podemos comparar, os

painéis inferiores das figuras 21 e 24 com os da figura 25.

O sitio mais a direita tende a estar preenchido, como vimos no Painel 25(a), desta forma, é
muito provavel que sitios vizinhos também tenham a tendéncia de se preencherem. O sitio mais
a esquerda nao apresenta correlagao com o primeiro vizinho pois sempre esta vazio. Podemos
ver claramente essa tendéncia por meio do Painel 26(a). Essa cadeia possui dois extremos, o
primeiro sitio nao tem correlagao pois esta sempre vazio, enquanto que o tltimo sitio tem valor
muito alto de correlagao pois vai estar sempre ocupado. Podemos observar todos os momentos

conjuntos da cadeia por meio do mapa de calor apresentado no Painel 26(b).

4.6.2 Densidade média de particulas na cadeia

Como podemos ver no Painel 27(a), a densidade média da cadeia pode ser separada
apenas em regioes de alta e baixa intensidades, muito similar a Se¢ao 4.5. No Painel 27(b),
apresentamos um mapa de calor que representa a média do nimero de ocupagao do sitio mais
a esquerda. Podemos observar a presenca total da baixa densidade, nao existindo parede de
dominio. No Painel 27(c) temos a média do nimero de ocupagao do sitio mais a direita. Dessa

vez é quase totalmente de alta densidade, também nao existindo paredes de dominio.



Capitulo4. Resultados

60

Figura 25 — Evolugao temporal das quatro primeiras cumulantes para cadeia de 10 sitios com dindmica

07
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(c) Assimetria.

(d) Curtose.

de LK dominando a TASEP, e difusio totalmente enviesada da esquerda para a direita. O

painel superior esquerdo representa a evolugao temporal da média (n;(t)), painel superior
direito representa a evolugao temporal da variincia UJZ, painel inferior esquerdo representa a
evolu¢ao temporal da assimetria 7, e o painel inferior direito representa a curtose 7s.
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Figura 26 — Evolugao temporal da intensidade dos momentos conjuntos para cadeia de 10 sitios com
dindmica de LK dominando a TASEP, e difus3o totalmente enviesada da esquerda para a
direita. O painel da esquerda representa a evolugao temporal de (n;(t)n;(t)) entre os sitios
vizinhos e os dois sitios extremos, jd o painel da direita temos o mapa de calor que representa
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(b) Mapa de calor.
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todas as combinagdes possiveis de (n;(t)n;(t)) entre todos os sitios da cadeia para ¢t = 20.
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Figura 27 — Densidade média de ocupagao da cadeia de 10 sitios com LK dominando sobre TASEP, e
difusdo totalmente enviesada da esquerda para a direita, para t da ordem de 10, em fungao
dos pardmetros w4 e wp. O painel superior da esquerda contém o mapa de calor da densidade
média de toda a cadeia, o painel superior direito contém o mapa de calor da densidade média
do sitio mais a esquerda e o painel inferior mostra o mapa de calor da ocupagao média do
sitio mais a direita.
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5 Conclusao e perspectivas

Neste trabalho, estudamos o problema de difusao de particulas em uma cadeia linear na
presenga do processo de exclusao simples totalmente assimétrico (TASEP) e da cinética de Lang-
muir (LK). Iniciamos esse trabalho com uma breve revisao das principais técnicas empregadas
no estudo dos fendmenos estocasticos. Iniciamos essa discussao com a equagao de Langevin,
demonstrando sua aplicabilidade na obtengao da distribuicao de probabilidade gaussiana para
a posigao e/ou velocidade de uma particula sujeita a forgas aleatdrias. Prosseguimos para a
equacao de Fokker-Planck, que emerge como uma descrigio equivalente no regime continuo
de estados. Finalmente, exploramos a equagao mestra, a formula¢ao mais abrangente para

descrever a evolug¢ao temporal de sistemas submetidos a processos Markovianos.

Posteriormente, mapeamos a equagao mestra em uma equagao do tipo de Schrodinger.
Utilizando a técnica de espago de Fock e operadores de segunda quantizagao desenvolvida por
Doi [Doi 1976] e que tem sido amplamente utilizada para estudar problemas estocasticos [Santos
etal. 2015, Duarte-Filho et al. 2020, Souza et al. 2022]. Obtivemos o operador quasi-hamiltoniano
para a dindmica de Langmuir e para o processo simples de exclusao de volume totalmente
assimétrico por meio dessa técnica. Implementamos uma rotina em Python para calcular as
quatro primeiras cumulantes, média, variancia, assimetria e curtose. Também calculamos os
momentos conjuntos e, por fim, a densidade média de particulas numa cadeia linear de k£ = 10

sitios.

Devido a dimensao da representacao matricial do operador quasi-hamiltoniano ser
definida por 2¥, onde k é o niimero de sitios da cadeia, as matrizes crescem muito de dimensio
mesmo para cadeias pequenas. Dentro de nossas limita¢des técnicas, conseguimos analisar
cadeias de até 10 sitios, variando os parametros associados as dinamicas LK e TASEP. A nossa
analise foi divida em diferentes regimes caracterizados pela dominancia de uma dindmica sobre
aoutra. Por exemplo, na Se¢ao 4.1, a difusdo foi totalmente enviesada com TASEP dominando
sobre a LK, ja na Se¢do 4.4 temos a difusdo totalmente enviesada, mas com LK dominando sobre
TASEP. Observamos que o comportamento das cumulantes dos niimeros de ocupagao dos sitios
da cadeia é significativamente impactado ao variarmos essas taxas, como podemos evidenciar
através da analise de varias situagdes de interesse. Analisamos também os momentos conjuntos
(n;(t)n;(t)), que de modo geral sdo mais influenciados pela entrada/saida de particulas por

meio do TASEP/LK da cadeia do que pela distancia entre os pares de sitios analisados.

Analisamos também a densidade média de particulas na cadeia. Para difusdes apenas
com TASEP, conseguimos reproduzir os resultados da literatura. No painel superior a esquerda
da figura 18 obtemos 0 mesmo diagrama de fase que a referéncia [Derrida et al. 1993]. Porém,

a combinacao das dindmicas TASEP e LK nos levou a um resultado diferente do obtido na
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literatura utilizando a aproximagao de campo médio [Parmeggiani ef al. 2003, Parmeggiani et
al. 2004]. Observamos a formagao de paredes de dominio, porém a localiza¢ao das mesmas
nao corresponde aos reportados nas referéncias que utilizam aproximacao de campo médio.
As possiveis causas podem ser a quantidade de sitios na cadeia ou a prépria metodologia de
aproximacao de campo médio que considera apenas a evolucao do niimero médio de ocupagao

dos sitios, diferente do estudo realizado nesse trabalho via equagao mestra.

O processo da implementacao da rotina computacional foi a parte que mais exigiu tempo
para a realizagdo desse trabalho. Atualmente temos uma rotina capaz de determinar a evolugao
temporal de sistemas estocasticos com TASEP e LK em cadeias lineares maiores do que as que
foram estudadas aqui, porém, o custo computacional é alto. Apesar das otimizag¢des descritas
na Secao 3.5 (uso de itertools para geracao eficiente de estados, scipy.linalg. expm para
exponenciagao e Joblib para paralelizagiao dos processos), o custo computacional permanece
elevado: simulagbes completas para 1600 combinagdes de pardmetros demandaram 20 horas

em um sistema com processador multintcleo (4 nicleos/8 threads a 4.2 GHz) e 16 GB de RAM.

Como perspectivas futuras, podemos tentar estudar cadeias nao lineares (cadeias ci-
clicas ou redes), ou ainda, cadeias lineares com & > 10. Para isso, existem ao menos duas

possibilidades:

« Paralelizacio em GPU: As GPUs da série (NVIDIA RTX [Developer 2025]) permitem
acelerar operagoes matriciais por meio do uso dos cuda cores com o auxilio da biblioteca
Cupy do Python, que de modo geral s3o centenas de vezes mais rapidos que operagdes

feitas apenas com uso de CPU. [Nvidia 2025, Naumov e Developer 2025].

« Computagao em cluster: Agrupando varios computadores (nés) de alto desempenho, as
tarefas podem ser distribuidas por esses nés, aumentando o poderio computacional a

disposicao.
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APENDICE A - Método alternativo para

obtencao da quase-Hamiltoniana

Na referéncia BAEZ; BIAMONTE, foi desenvolvido um método muito simples para obter

o operador quasi-hamiltoniano para processos estocasticos classicos. Considere a figura 28.

K

Evento aleatorio

/)= 10N

~
—

Figura 28 — Evento aleatério

Temos K "coisas" que entram no evento e .J "coisas” que saem desse evento. Dessa forma, o

operador quasi-Hamiltoniano pode ser escrita como:

A

H=a"ak — pk, A.D)

onde 7% é a poténcia decrescente de k-ésima ordem para 7, e é escrita na forma [Baez e Biamonte

2018]:

~k

AE = (A —1)... (A —k+1). (A.2)

>

Vamos repetir o exemplo da se¢3o 3.1.1 por meio dessa metodologia. Lembramos que
esse exemplo é uma difusio simples de particulas que saltam do sitio 1 para o sitio 2 com uma
taxa de difusao fixa D. O evento, nesse caso, é a troca de particulas entre o primeiro e o segundo
sitio. Uma particula do sitio 1 entra, e sai uma particula do sitio 2, ou seja, j; = 0;jo = 1;k; = 1
e ko = 0. Dessa forma, temos:

~ A+l 40 ~0A~1
H=ab adal al —njat
2 Q201 44 215

(A.3)

~

S T
H = a1 — a4y,

que é o mesmo resultado obtido anteriormente.
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APENDICE B - Expansio de cumulantes

Vamos fazer o processo de dedugio das cumulantes que foram utilizados nesse trabalho.
Os momentos de distribui¢ao podem ser obtidos por meio da expansao de p(k) em potencias de
k [Kardar 2007, Small 2010, Sjégren 2010]:

= (S 547 )- S8

os momentos de distribui¢ao ao redor de um ponto xy qualquer podem ser gerados por meio da

expansao:

ikxo x —ik(z—2x = (_Zk>n n
eM0p(k) = (e M) =y (@ —20)") (B.2)
n=0
A fungdo geradora das cumulantes é a logaritma das fungdes caracteristicas. A expansao
gera as cumulantes da distribuic¢ao definidas por:
N L (—ik)
npk) =) (=) (z™, (B.3)

|
— n.

0 processo para relacionar as cumulantes com os momentos nao é necessariamente dificil,

porém um pouco trabalhoso. Comegaremos expandido o lado esquerdo da equagao B.3:

o9 k)™ e —ik)n
Inp(k) =In [Z( 727,1) <m">] =In 1+Z( ;') (x")], (B.4)
n=0 ’ n=1 ’
lembrando que:
_ o n+1§
ln(1+e>—;< 1=
podemos substituir em B.4:
< (—ik)" =~ [ & =ik, ]
30 C | 52 5D [ (=) <xn>]
n=1 ’ j=1 J n=1
(B.5)

_ Z % {(—m o+ (b Lol ]

Agora tudo isso volta para o lado esquerdo da equagao B.3, também iremos expandir o lado

direito:
00 (_1)j+1 ) . 2<$2> . 3<[E3> . 4<x4> ; )
; i [(—zk‘) (@) + (—ik)" 7~ + (—ik) ot (—ik) T+..l _ .

(i) o)+ (i) Dl (i Dl (i e

buscando apenas até a terceira cumulante, vamos fazer j = 4 e truncar a série interna para

n = 4:
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do de cumulantes

APENDICE B. Expans

P /< S S TN TN N
RS i~ 3T,uo. ﬂ/!4xTu_;. 4xTh 3quo. 2l = = 2xTA
P — /Mx —~ [a\] A\.;) A\:l/ —~ o < <t nul/

— ~—~ —~ —
s Loy Lo LT o1 1 L
~— ~— ~— ~
+ = = N~~~ — =
2 o2 T ETLE LR R R D
M/TT. T E o = - = o
—~ —~ —~ —

= _ | s = < @ = e |

< = = _ _ < =

Y 5 5L L 1111

I+ = a2 5w e S

S~— —~ —~
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(\m/i <] - T S S~
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do de cumulantes

APENDICE B. Expans
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da equagdo anterior, temos:

(=ik) {2, + (- m>< ey (it ey (i

e+ T () e O (sl o @9
) (0 = 4(a) () 3 <x2> +12(2%) (@)~ 6(2)")

Finalmente temos a equivaléncia entre as primeiras quatro cumulantes e os quatro

primeiros momentos:
<l’>c = <LU> ) (B9a)

(2%), = ((2%) = (2)") = 0*, (B.9b)
(@), = ((z%) = 3(«*) {2} + 2(2)") = . (B.9¢)
(@, = (") = 4 (@) = 322 +12(%) (0 = 6 (2)*) =7 (B9

Para uma distribui¢ao de varias varidveis temos que a fungao caracteristica dos momen-
tos conjuntos é dada pela transformada de Fourier N-dimensional da fungao de distribuigio de
probabilidade conjunta [Kardar 2007],

pk) = <eXp <Z kj:vj> > : (B.10)

Os momentos conjuntos e cumulantes conjuntos sao gerados por p(k) e Inp(k), respectiva-

= () () (o) -
st = () () () it =01

Dessa forma, podemos obter:

mente,

<IL‘Z'ZL']‘> = <ZEZ>C <l’j>c + <3L’Z‘Ij>c . (BlZ)
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APENDICE C - Obtencio dos valores
esperados de particulas partindo da equacao

mestra

Como foi citado na nota de rodapé da se¢do 3.4. Podemos chegar em uma forma alterna-
tiva para o estudo dos valores esperados das particulas nos sitios. Vamos partir das equagdes

mestras presentes no capitulo 3.

Para a difusdo simples, partimos da equagio mestra que gerou 3.17:

k—1

0 .
875P nj,Njt1,1) Z i1 (g + )P} + 1,700 — 1,1)

j=1

k—1
+) Dyig(fgan + 1) P(ny = 1men + 1,1)
=1

—

.
=D (Disjany + Djpasinga) P(ng, njia,t)

7j=1
—V(Djsjr + Disasg) i P(ng, njia,t)),

podemos fazer,
%Zﬁjp(nm Nji1,1) Z Z Djjanj(ny +1)P(ny + 1,754 — 1,¢)
n;
—1—2 Z DJH_)Jnj njy1 +1)P(n; —1,n;41 + 1,t)
B Z Z 5 (Djsjirfiy + Diprsgijen) P(ng, i, t)
+ 3 Y(Djojur + Dysas) () Ay P(ng,mja, 1)),

nj

fazendo algumas substituicoes:

0 ) .
T > P ngi,t) Z > Dy = Dty Pny, oy, t)

TL]
+) Z Dji15 (R + V)it P(ng, njga, t)
=Dy (Dysjiafty + Dypassyiign) Plng, ngi,t)

+ > ¥(Djojir + Disasy) () Ay P(ng,mja, 1)),

nj
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cortando os termos opostos, temos:
d . . .
En D o wP(njnga,t) =Y Y (Divissfyen — Disjiany) P(ng,na,t)
g ] i

7D Y (Djogin + Dypay) () g a P(ng,mya, t).

Jjoon

Utilizando a notagao D,_, ;11 = Dg, D;+1-; = Dy efazendo vy = 1, podemos escrever:
t)) => Y (Drivjpr — Drij)P(nj,njsr,t)
Jjoon

+> ) (Dr+ Dp)(#;) a1 P(ng, njga, t)

) = ZDL (jy1) — ZDR ()

+> > (Dr+ Dp)(;)° 41 P(nj,njia,t).

Jjoony

(C.1a)

Que é a expressdo para o numero esperado de particulas levando em consideragao apenas a
difusio com exclusio de volume. Vamos realizar o mesmo tratamento nas demais dinimicas,
partindo da equagdo mestra para dessor¢ao de particulas 3.18:

k

8
5 P(n;,t) =wp Z n;+1)P(n; +1,t) —wp anP(nj,t),

j=1
%ZﬁjP(n], wDZZnJ n; +1)P(n; + 1,t) WDZZ ;)2 P(n;,t)
—wDZZ ;i — DnjP(nj,t) wDZZn] (nj,t)
0
5 (1) = —wDZ (n;(£))
J

A dessorgao de particulas da cadeia pode ser pensada como a "morte" de uma espécie,

(C.2)

enquanto que o processo de adsor¢ao de particulas pode ser pensado como "nascimento” de
particulas, a equagdo mestra que descreve esse tipo de processo é [Toral e Colet 2014]:

k k

P(nj,t) =w, » (fj = 1)P(n; — 1,t) —we ¥ _1i;P(ny, 1),

J=1 J=1

9
ot

seguindo o mesmo procedimento das demais:

% > @ P(njt) =wa Z hj(f; — DP(n—1,t) —wa » Z(ﬁj)QP(n t)
=wa ) Z(m + 1A P(n,t) —wa y Z(ﬁj)mn t)
5 J J ngoJ

g (1) = 4 2 1,0
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Mas claro, esse desenvolvimento n3o impde limites para a quantidade de espécies que podem
nascer, no nosso caso, quantidade de particulas que podem entrar no mesmo sitio. Vamos

prosseguir subtraindo uma probabilidade para representar a ocupagao do sitio:

% (nj(t)) =wa Z (n(t)) — wa,

7 (C.3)

Dessa forma, a equacgao final para a média de particulas no bulk é:

k—2 k—2 k—2

% (n;(t)) = 22 Dy (fj) — 22 Dg () + ZQ Y (Dr+ Dp) (A1 P(nj,nja,t)
K1 ko1
—wp Z (nj(t)) —wa Z(l — (75(1))),
” ” C.4)
enquanto que nas fronteiras:
= (1)) = —a(l = (n;(1))), s
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