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Resumo

O estudo da geometria em espagos de alta dimensdo, especialmente em nuvens de pontos, apre-
senta desafios no cdlculo e na interpretacdo de propriedades geométricas, como o tensor métrico
e a curvatura de Ricci. Este trabalho propde uma abordagem que integra conceitos da geome-
tria riemanniana com ferramentas de aprendizado de maquina para estimar esses tensores em
dados discretos, baseando-se em um método construido com diferencgas finitas e estendendo-o
por meio de uma adaptacido que emprega redes neurais. A metodologia foi validada experimen-
talmente em superficies bidimensionais, produzindo resultados compativeis com os do trabalho
de referéncia, isto €, estimativas precisas em superficies com curvatura positiva e constante,
mas apresentando limitagdes em superficies com curvatura negativa. Por sua vez, os expe-
rimentos com a adaptacdo baseada em redes neurais mostraram resultados inferiores quando
comparado ao método original, mas compardveis, em certos aspectos, a outras abordagens ja
existentes, como as curvaturas de Ollivier-Ricci e Forman-Ricci. Esses resultados demonstram
a viabilidade da abordagem proposta e evidenciam desafios importantes a serem enfrentados
em trabalhos futuros.

Palavras-chave: Geometria Riemanniana; Aprendizado de Maquina; Redes neurais; Tensor de
Curvatura de Ricci;



Abstract

The study of geometry in high-dimensional spaces, particularly in point clouds, presents chal-
lenges in the calculation and interpretation of geometric properties, such as the metric tensor
and Ricci curvature. This work proposes an approach that integrates concepts from Rieman-
nian geometry with machine learning tools to estimate these tensors in discrete data, building
upon a finite difference-based method and extending it through an adaptation employing neural
networks. The methodology was experimentally validated on two-dimensional surfaces, yiel-
ding results consistent with those of the reference work—that is, accurate estimates on surfaces
with positive and constant curvature, but with limitations on surfaces with negative curvature.
Meanwhile, experiments with the neural network-based adaptation showed inferior results when
compared to the original method, though they were comparable, in certain aspects, to other exis-
ting approaches, such as Ollivier-Ricci and Forman-Ricci curvatures. These results demonstrate
the feasibility of the proposed approach and highlight important challenges to be addressed in
future work.

Keywords: Riemannian Geometry; Machine Learning; Neural Networks; Ricci Tensor;
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Introducao

A Geometria de Riemann (ou geometria riemanniana) foi formulada pelo matemdtico
alemao Bernhard Riemann no século XIX. Ela generaliza a Geometria Diferencial clédssica, que
estuda superficies no R, e um dos seus principais conceitos é o de variedade riemanniana, que
¢ uma variedade diferencidvel equipada com uma métrica especifica, chamada métrica rieman-
niana. No estudo da geometria de variedades, a Geometria Riemanniana fornece ferramentas
tedricas para descrever propriedades intrinsecas de um espaco n-dimensional, tais como: dis-
tancias, angulos, curvaturas e geodésicas. Essa teoria foi fundamental para a fisica, pois pos-
sibilitou a formulacdo da Teoria da Relatividade Geral de Albert Einstein e, atualmente, vem
sendo aplicada em diversas outras dreas, como a de ciéncia de dados.

Com a disponibilidade de dados em alta dimensdo o interesse em aplicar conceitos da
geometria riemanniana na andlise desses conjuntos de dados tem crescido significativamente.
Isso se deve ao fato de que tais dados podem ser modelados como nuvens de pontos amostra-
das de uma variedade imersa em um espaco de maior dimensdo. A motivacdo tedrica central
reside no fato de que a geometria intrinseca de uma variedade codifica toda a informacdo so-
bre sua forma e estrutura. O desafio, portanto, estd em inferir essas propriedades geométricas
fundamentais a partir de uma amostra discreta e finita de pontos. Conceitos como a curvatura
de Ricci ou a métrica riemanniana, antes restritos ao dominio continuo, tornam-se acessiveis
numericamente. Nessa perspectiva, compreender a geometria desses dados pode impulsionar
avancos em tarefas de aprendizado de méquina, como reconhecimento de padrdes e classifi-
cacdo, transformando o que antes era visto apenas como “dados brutos” em espagos métricos
ricos em informacao.

Apesar de sua importancia, o cdlculo dessas propriedades a partir de dados discretos
ainda € desafiador. Diferentemente de superficies continuas, onde o tensor métrico, curvaturas e
geodésicas podem ser obtidos analiticamente, nuvens de pontos requerem estimativas numéricas
sujeitas a ruidos, irregularidades e limitagdes computacionais. Nesse cendrio, a interse¢ao entre
Geometria Riemanniana e Aprendizado de Méaquina surge como uma ideia promissora.

As redes neurais introduzidas por McCulloch e Pitts em 1943 sdo inspiradas no funcio-
namento bioldgico dos neurdnios. Elas passaram por um periodo inicial de entusiasmo em torno
das décadas de 1950 e 1960, seguido de um declinio na pesquisa devido as limitagdes tedricas e
computacionais. Esse periodo de crescimento atrofiado durou até 1981, sendo conhecido como
Al Winter (inverno da inteligéncia artificial). A retomada dos estudos ocorreu a partir dos anos
seguintes, com o avango do algoritmo de retropropagagdo e, mais recentemente, foi impulsio-
nada pela disponibilidade de grandes volumes de dados e poder computacional. Essa evolugao
sugere que as redes neurais podem ser aplicadas ndo apenas em tarefas tradicionais de predi¢ao
e classificacdo, mas também na estimativa de propriedades geométricas de dados discretos.

Para compreender a importancia do problema abordado neste trabalho, € essencial des-
tacar dois conceitos centrais da geometria riemanniana: o tensor de curvatura de Riemann e o
tensor de Ricci. O tensor de Riemann é uma aplicagdo que define a curvatura de uma variedade
riemanniana, capturando como o espaco se desvia localmente da geometria euclidiana plana. Ja
o tensor de Ricci € obtido pela contracdo do tensor de Riemann, fornece uma descri¢io resumida
da curvatura e € importante para diversas aplicagdes, incluindo a relatividade geral. No contexto
de dados discretos, estimar esses tensores representa um desafio significativo, devido a auséncia
de uma estrutura continua ou de uma parametriza¢do que os definam, mesmo localmente.

Neste trabalho, buscamos implementar e adaptar o método RF-ML de (LI; LU, 2019)
para estimar o tensor de curvatura de Ricci em dados discretos. Embora o artigo original te-
nha como objetivo principal o uso do fluxo de Ricci para reducdo de dimensionalidade, suas
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ferramentas de estimativas servem como base para a abordagem aqui proposta. Nossa proposta
de adaptacdo combina a ideia das estimativas do método original com técnicas de aprendizado
de maquina, em especifico, redes neurais. Essa integracdo visa, principalmente, investigar se
a capacidade de aprendizado das redes pode lidar melhor com casos desafiadores, como os
reportados pelos autores do RF-ML, que sdo as variedades com regides de curvatura negativa.
Este trabalho esta organizado da seguinte forma: no capitulo 1, sdo apresentados os con-
ceitos fundamentais sobre variedades diferencidveis, que servem de base para o estudo da geo-
metria riemanniana, desenvolvido no capitulo 2. O capitulo 3 aborda técnicas de aprendizado
de méquina relevantes para a pesquisa, incluindo métodos cldssicos, como KNN e PCA, e redes
neurais. Os trabalhos relacionados sdo apresentados no capitulo 4, e no capitulo 5, descrevemos
a metodologia proposta, incluindo o método original utilizado como base e sua adaptagdo com
redes neurais para a estimativa do tensor de Ricci em dados discretos. O capitulo 6 apresenta os
experimentos computacionais realizados, com andlise em diferentes superficies cldssicas, como
parabolodide, esfera e sela de macaco. Por fim, o trabalho é concluido no capitulo 7, onde sdo
discutidos os resultados obtidos e apontadas possiveis dire¢des para trabalhos futuros.
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1 Preliminares

Nesta secdo, serdo introduzidos conceitos essenciais para a compreensao da proposta
deste trabalho. Para isso, é necessdria uma breve introducdo a geometria riemanniana, que
serd apresentada na secdo 2, e servird para modelar e entender o comportamento intrinseco de
dados amostrados a partir de uma variedade suave. Neste momento, serdo discutidos conceitos
de variedades diferencidveis, campos de vetores e colchetes de Lie, estabelecendo uma base
tedrica solida para o desenvolvimento subsequente. As principais referéncias utilizadas sdo
(CARMO, 2015) e (LEE, John M, 2006).

Definicao 1 (Variedade Diferencidvel). Uma variedade diferencidvel de dimensdo n é um con-
junto M munido de uma familia de aplicacdes biunivocas x,, : U, C R" — M, onde U, sdo
subconjuntos abertos do R", tais que:

1. U Xo(Us) = M, onde L é um conjunto de indices;

a€el

1

2. Para todos os indices o, f € L, com W = x,(Us) Nx5(Ug) # 0, os conjuntos x,;' (W) e
XEI(W) sdo abertos em R™ e as aplicagoes XEI 00X,y X, H (W) — XEI(W) ex, oxg:

x5 (W) = x, ' (W) sdo diferencidveis.

w

Figura 1: Variedade Diferencidvel

A aplicacdo x, é chamada de parametrizacdo (ou sistema de coordenadas) de M em
p € M, e x,(U,) é chamada de vizinhanga coordenada de p. Além disso, se X,(p) =
(x1(p), ..., zn(p)), cada z; é um funcional de U, C R"em R parai = 1,...,n, e sdo chamadas
de coordenadas locais de p no sistema de coordenadas x,,.

Neste trabalho, exceto quando indicado o contrdrio, consideraremos que todas as va-
riedades sao de Hausdorff e possuem base enumerdvel. Isto é, elas satisfazem os seguintes
axiomas:

i. Axioma de Hausdorff: Dados dois pontos distintos de M, existem vizinhangas desses
pontos que ndo se intersectam.

14



Figura 2: Representacdo de um Espaco Tangente a uma variedade M.

M

Elaborada pela autora.

ii. Axioma da base enumerdvel: M pode ser coberta por uma quantidade enumerdvel de vizi-
nhancas coordenadas, ou seja, M tem base enumeravel.

Definicio 2. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplicacdo diferencidvel o : (—¢, €) C
R — M é chamada de curva diferencidvel em M.

Definicao 3 (Espaco Tangente). Sejam M uma variedade diferencidvel e o : (—¢,¢) C R —
M uma curva diferencidvel em M. Seja D o conjunto das funcoes diferencidveis de M em p.
Suponha que a(ty) = p € M. O vetor tangente a curva ccemt = t € a fungdo o/ (ty) : D — R
dada por

d(foa)

o/(t0)(f) = 2 (k) feD.

Um vetor tangente a variedade M em p é qualquer vetor tangente a uma curva diferencidvel «
passando por p. Além disso, o conjunto de todos os vetores tangentes a M em p serd indicado
por T, M e nomeado de espago tangente de M em p.

0
A escolha de um sistema de coordenadas x : U C R" — M, com B_(Q) = dx,(e;) e
T

p = z(q), determina uma base associada {

0

— ..., — rem T M.

0xy ox,, } b

Definicao 4. Seja M uma variedade diferencidvel. O fibrado tangente de M, denotado por
T M, é a unido disjunta de todos os espacos tangente em todos os pontos de M. Elementos de
T M podem ser representados por (p,v), ondep € M ev € T,M.

Definicao 5. Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel M é uma correspon-
déncia que a cada ponto p € M associa um vetor X (p) € T, M. Em termos de aplicagdes,
X é uma aplicagdo de M no fibrado tangente T'M. O campo é diferencidvel se a aplicacdo
X : M — T M é diferencidvel. Denotaremos o conjunto desses campos diferencidveis em M
por X(M).
Considerando uma parametrizacdo x : U C R™ — M, ¢é possivel escrever:
X(0) = Y alp)
(2 axl )

i=1

15
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ox;

Note que X é diferencidvel se e so se as fungoes a; sdo diferencidveis para alguma (e, portanto,
para qualquer) parametrizagdo.

Definicao 6 (Colchete de Lie). Sejam X,Y € X(M) e f € D. Defina uma aplicagdo [ X,Y] :
X(M) x X(M) — X(M) como

[(X,Y](f) = XY(f) =YX ().

onde cada a; : U C R" — R é uma funcdo emUe{ } é a base associadaax, i1 =1,...,n.

Essa aplicacdo define um campo de vetores diferencidvel e é chamada de Colchete de Lie.

Proposicao 1 (Propriedades do Colchete de Lie). Seja M uma variedade diferencidvel. Se
X,Y e Z sdo campos diferencidveis em M, entdo valem as seguintes propriedades:

1. [X,Y] = —[Y, X] (anticomutatividade);
2. [aX +bY, Z] = a[X, Z] + bY, Z] (linearidade);
XYL Z+ [[Y. Z], X] + [[Z, X], Y] = 0 (identidade de Jacobi);
4. [[X,9Y] = [glX, Y]+ (fX9)Y — (Y /)X,
onde a,b e Re f,g € D.
Demonstracdo. Sejam X,Y, Z € X(M).
L [X,Y]=XY - YX = —(YX - XY) = —[Y, X].

2.

[aX +0Y,Z) = (aX +bY)Z — Z(aX + DY)
=aXZ+bWYZ —-aZX —-bZY
=a(XZ-ZX)+bYZ—-ZY)
=a[X, Z] + b]Y, Z].

3. Note que

c [X,V],Z] = [X,Y]Z - Z[X,Y]|=XYZ -YXZ - ZXY + ZY X,
« [V, 2, X] =Y, Z]1X — X[V, Z|=YZX —ZYX — XYZ + XZY,
« [2,X),Y]=[2,X]Y —=Y[Z2,X] = ZXY - XZY - YZX +YXZ.

Somando todas as expressoes, obtém-se o resultado.

[fX,gY] = fX(gY) = gY (fX)
= [(Xg)Y +gXY) —g((Y /)X + [YX)
= [(X9)Y + fg(XY) —g(Y ) X + gfY X
= fg(XY =Y X) + f(Xg)Y —g(Y /)X
= fg[X, Y]+ f(Xg)Y —g(Y [)X.
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2 Geometria Riemanniana

Nesta secdo, serdo apresentados alguns conceitos fundamentais de geometria rieman-
niana, que constituem a base tedrica principal deste trabalho. Entre os tdpicos abordados,
destacam-se a métrica riemanniana, a conexao riemanniana, os simbolos de Christoffel e a
curvatura riemanniana. As principais referéncias para esta se¢io sio (CARMO, 2015) e (LEE,
John M, 2006).

Definicao 7 (Métrica Riemanniana). Seja M uma variedade diferencidvel. Uma métrica rie-
manniana em M é uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M um produto interno
g = (,)p : TpM x TyM — R no espago tangente T, M, que varia diferencialmente no se-
guinte sentido: sex : U C R" — M é um sistema de coordenadas locais em torno de p, com
0 .
p=x(x1,22,....,x,) €x(U) e %x(q) = dx,(0,...,1,...,0), entdo, para cada i, j = 1,2, ...,n,
1

a fungdo g;;(z1, ..., T,) = <%x(q), %x(q)> é diferencidvel em U.
i J q

As fungdes g;; sdo chamadas de componentes da métrica riemanniana no sistema de
coordenadas x. Além disso, uma variedade diferenciavel munida de uma métrica riemanniana
g, chama-se uma variedade riemanniana.

Proposicao 2. Uma variedade diferencidvel M de Hausdorff e com base enumerdvel possui
uma métrica riemanniana.

Demonstragdo. Como M ¢é uma variedade diferencidvel com base enumerdvel e ¢ de Haus-
dorff, € possivel construir uma particdo da unidade (ver Apéndice 8).

Seja { f, } uma particéo diferencidvel da unidade de M subordinada a uma cobertura V/,
de M por vizinhangas coordenadas.

Isto é, V,, € uma cobertura localmente finita (cada ponto de M possui uma vizinhanga
U tal que U N'V,, # () apenas para um nimero finito de indices) e f, é um conjunto de func¢des
diferencidveis em M, tais que:

i) fo >0, fo = 0no complementar do fecho V.
i) >, falp) =1,Vp e M.

Para cada «, pode-se definir uma métrica riemanniana (, ), induzida pelo sistema coordenadas
em cada V. Tomemos entiao
— e}
(u,0)p = Y Falp)(u,0);
«

paratodop € M,uev € T M
A funcdo € de fato uma métrica riemanniana pois € uma combinagdo convexa da métrica
riemanniana. [

2.1 Conexao Afim

Definicao 8 (Conexao afim). Uma conexdo afim NV em uma variedade diferencidvel M é uma
aplicacdo

YV X(M) x X(M) = (M)

indicada por (X,Y) ANV, xY e que satisfaz as seguintes propriedades:
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i) VixygvZ = fVxZ + gVyZ,

i) Vx(Y +2) =VxY + VxZ,
iii) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,
onde X,)Y,Z € X(M) e f,g € D(M).

Escolha um sistema de coordenadas (1, ..., x,,) em torno de p e escreva
X = ZIZ& eY = Zyj(?j
( J

0 0
onde 0; = — e d; = ——. Deste modo, temos
8@- 8xj

VxY :VZZ- 2.0, Y
= Vs, (Z yﬁj)
i J
= Z xiijaiaj + Z «731'81'(3/3')83
ij ij

Escreva, Vy,0; = E Fk 0. Como a conexao afim € definida de maneira diferenciavel, con-

cluimos que F devem ser funcdes diferencidveis e, por um célculo direto, obtemos
ViV =Yy > THO+ > 2:0i(y,)0;
i k i
= Z €Z; <yj Z Ff;@k ‘l— Gz(yk)8k>
i k
= Z XT3y (Z Fk 8k> + Z xz& (yk)ék
ik
DI PWIES eI
k ij i
-3 (St +x ) o

Logo, temos que V x Y (p) depende de x;(p) e yx(p) e das derivadas X (yx)(p). O simbolo V xY
também pode ser interpretado como a derivada covariante do campo Y na direcdo de X.

Proposicao 3. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V. Entdo existe
uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V' ao longo da curva diferencidvel

c: I — M um outro campo vetorial s ao longo de c, denominado derivada covariante de
V ao longo de c, tal que:
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D DV DW

—(V+W )
@ GV W) ="+

D daf . . N
(b) E(fV) i -V + f onde V' é um campo de vetores ao longo de c e f é uma funcdo

diferencidvel em I.

(c) Se V é induzido por um campo de vetores Y € X(M), isto é, V(t) = Y (c(t)), entdo

DV
- cY
a Vd

Demonstragdo. Suponha que existe uma correspondéncia que satisfaz a), b)ec). Sejax : U C
R™ — M um sistema de coordenadas com ¢(I)Nx(U) # () e seja (x1(t), ..., ,(t)) a expressdo
local de ¢(t),t € 1.

Figura 3: Representagdo de ¢(/).

Fonte: Elaborado pela autora.

0
Sejad; = —.

eja = o
1,...,nonde v/ = v'(t) e 9; = 9;(c(t)). Usando as condigdes (a) e (b), tem-se

Entdo podemos expressar o campo V' localmente como V' = ) y v10;, =

19



Portanto, )
DV dv? dz; .
— = —0; IV 5. 0;. 1
ar < dt]+i a0 Vol 1

A expressdo (1) mostra que se existe uma correspondéncia satisfazendo as condi¢des
(a), (b) e (¢), entdo ela é Unica.
. . . DV . .
Para a existéncia, basta definir I em x(U) por (1). Note que, (1) possui as proprieda-

des desejadas. Agora, se y(W) é uma outra vizinhanga coordenada, com y(W) Nx(U) # 0 e
definirmos — om y(W) por (1), as defini¢des "concordam"em y(W) N x(U), pela unicidade

DV
de s em x(U). A demonstra¢do pode ser concluida estendendo a defini¢do em toda variedade
: O

Definicao 9. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V. Um campo ve-

torial V' ao longo de uma curva ¢ : I — M é chamado paralelo quando e 0, para todo
tel

Proposicao 4. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afimV. Sejac : I — M
uma curva diferencidvel em M e Vi um vetor tangente a M em c(ty),ty € I (isto é Vy €
T to)/M). Entdo existe um iinico campo de vetores paralelo V' ao longo de c, tal que V (t,) =
Vo, (V(t) é chamado o transporte paralelo de V (ty) ao longo de c).

Demonstragcdo. Ver (CARMO, 2015), pagina 58. O]

Definicao 10. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V e uma métrica
riemanniana (,). A conexdo é dita compativel com a métrica (,), quando para toda curva
diferencidvel c e quaisquer pares de campos de vetores paralelos P e P’ ao longo de c, tivermos
(P, P") = cte.

Essa defini¢do € justificada pela proposicao seguinte que mostra que se V é compativel
com (, ), entdo podemos diferenciar o produto interno pela regra do produto usual.

Proposicao 5. Seja M uma variedade riemanniana. Uma conexdo NV em M é compativel com
a métrica se e s6 se para todo par Ve W de campos de vetores ao longo da curva diferencidvel
c: I — M tem-se

d DV DW
— (VW) =(—W V,— ), tel. 2
Ly = (2L ) 4 (120 o >
Demonstragdo. De fato a equagdo (2) implica na Defini¢do (10), visto que se V' e W sdo campos
DV DW
de vetores paralelos, entdo pela defini¢do (9), temos 7l 0e — = 0. Logo, (V, W) = 0.

Para mostrar a reciproca, escolha uma base ortonormal { Py (to), ..., P>(to) } de T,y (M),
to el

Utilizando a proposicao 4, estenda paralelamente cada um dos vetores P;(ty),i = 1,...,n
ao longo de ¢. Como V é compativel com a métrica, { P (¢), ..., P»(t)} é uma base ortonormal
de T¢()(M), paratodo t € 1.

Portanto, podemos escrever

V:ZviPi, W:Zwif’i, 1=1,...,n
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onde v e w' sdo fungdes diferencidveis em I. Dai, segue-se que

D dv’ D dw’
Vo v W*Z wH.

dt_iﬁ“ dt_iﬁ
Portanto,

by D dv* i i dw’
<E7W> -+ <V,7> :<Z%PHZ:U} PZ> —+ <ZZ:,U P“ZEPZ>

%

_ Z dviwi N Uidwz
B dt dt

Corolario 1. Uma conexdao V em M ¢ dita compativel com a métrica se, e somente se,
XY, Z) =(VxY,Z)+(Y,VxZ),
para todo X,Y,Z € X(M).

Demonstracdo. Suponha que V é compativel com a métrica. Sejap € Mec: I — M, uma

curva diferencidvel com c(ty) = p,ty € I e com d—; = X (p). Entio,
t=to
d
XY, 2) = £ (¥.2)
t=to

= <VX(p)Y7 Z>p + <Y, VX(p)Z>p'

Como p € arbitrario, segue o resultado. A reciproca € direta. 0

Definicao 11. Uma conexdo V em M é dita simétrica quando
VxY = VyX = [X,Y]
para todo X,Y € M.

Note que, em um sistema de coordenadas x : U C R™ — M, o fato de V ser simétrica
implica que, paratodo¢,7 =1, ..., n,

Vo,.0; — Vo, 0; = [0, 05] = 0.
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2.2 Conexao Riemanniana

Teorema 1 (Levi-Civita). Seja M uma variedade riemanniana. Entdo, existe uma tinica cone-
xdo afim V, denominada conexdo riemanniana, em M satisfazendo as seguintes condicoes:

i. V ésimétrica;
ii. V é compativel com a métrica riemanniana.

Demonstracdo. Suponha que existe uma conexdo afim V que satisfaz as condicdes citadas.
Pela compatibilidade com a métrica riemanniana,

XY, Z) = (VxY,Z) +(Y,VxZ), (3)
Y<ZaX>: <VYZaX>+<Z7VYX>7 (4)
Z(X,)Y)= (VzX,Y)+ (X, VzY). &)

Somando as duas primeiras expressoes e subtraindo a terceira, teremos, usando a simetria de V,

XY, 2) + Y{(Z,X) — Z(X,Y)

— (VY. Z) + (Y, VxZ) + (VyZ, X) +(Z,VyX) — (V;X,Y) — (X,V,Y)
= ([X,Z,Y) +([Y. Z], X) + (VxY, Z) + (Vv X, Z) = (Vv X, Z) + (Vv X, Z)
= (X, Z2,Y) +([V, Z], X) + ([X, Y], 2) + 2(VxY, Z).

Portanto,

(Vy X, Z) = %{X(Y, DY+ Y(Z,X) - Z(X,Y) = (X, 2],Y) — [V, Z], X) — (X, Y], Z>}
(6)

Para mostrar a existéncia, basta tomar V como sendo a expressdo 6. A unicidade € determinada
pela métrica. Suponha que V e V’ sdo duas conexdes simétricas e compativeis com a métrica
g. Como o lado direito de 6 ndo depende da conexao, segue que

(VyX — VX, Z) =0,YX,Y, Z € X(M).

Logo, Vy X =V} X e, portanto, V = V'. O]

2.3 Simbolos de Christoffel

Em um sistema de coordenadas x : U C R™ — M, as funcdes F definidas em U como
Vo, 0; = > I’ ak sdo os coeficientes da conexdo V em U, e sdo chamadas de simbolos de
Christoffel da conexﬁo. Utilizando os dois lemas seguintes, € possivel obter uma expressao
para os simbolos de Christoffel.

Lema 1. Seja M uma variedade riemanniana com uma conexdo riemanniana V. Entdo
Va a]u ak E Fz] Imik

onde gij = <8Z, 3J>
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Demonstragcdo. Vimos que
n

Vodj =Y To,,

m=1

logo, segue que

Va 8], ak Z Fmama ak

= Z L7 (O, O
- Z Fz]gmk

Lema 2. Seja M uma variedade riemanniana com uma conexdo riemanniana V. Entdo

1
(Vo,0;,0k) = 3 (0igjk. + 09k — Orgij) -

Demonstracdo. Da equacgao 6, temos
1
(V5,05 O) :5{&-@-, Or) + 0;(Ok, 0;) — On(0;, 05)
—(0i, 05, Ok]) — (05, (03, Ok]) — (O, [0s, 05]) }

1
=—(0;9ik + 039k — OrGij),
2

pois, [0, 0] =0

Para conseguir explicitar a férmula dos simbolos de Christoffel, note que
Z Fi]glm - a i9im + 8jgzm - amgzj)

Dai, utilizando as componentes inversas do tensor métrico,

n

29" Thigim = % D (0igjm + 0iGim — Omgis) g™
m=1 =1

m=1

Do lado esquerdo, temos

Z Z anﬁbgmlF Z 5klrl = Fk

=1 m=1
Portanto,

n

1 m
Ffj = 5 Z (@gjm + ajgim - amgz]) g g

m=1
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2.4 Curvatura Riemanniana

Definicao 12 (Curvatura). Seja M™ uma variedade riemanniana e NV a conexdo riemanniana
de M. A curvatura R de M é uma aplicacdo

R:X(M) x X(M) x X(M) = X(M)

definida por
R(X, Y)Z =VyvVxZ -VxVyZ + V[va]Z,

para quaisquer XY, Z € X(M).
Proposicao 6. A curvatura R de uma variedade riemanniana possui as seguintes propriedades:

i) R é bilinear em X(M) x X(M), isto é,

R(le + gXQa}/l)Z = fR(Xh}/l)Z + gR(XQaYi)Za
f?g € D(M)’ X17X27}/17)/27Z € ‘%(M)

ii) Paratodo par X,Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y") : X(M) — X (M) é linear,
isto é,
R(X,Y)(Z+W)=R(X,Y)Z + R(X,Y)W,
R(X,Y)(fZ) = [R(X,Y)Z,
feDM), Z,W e X(M).
Demonstragdo.

1) Verificaremos apenas um dos casos, pois o outro € analogo. Usando a defini¢do de curva-
tura:

R(le + gX?)Z = VY1va1+gX22 - va1+gX2VY1Z + v[fX1+gX2,Y1]Z
Analisando cada parcela separadamente, temos

(1) VY1VfX1+gX2Z = fVYIVXIZ + Kvalz —I—gVylvng + YlgVX2Z
Q) —Vixi49x.VniZ = —fVx, Vv, Z — gV x,Vy, Z
€)) v[fX1-|-9X27Y1]Z = fv[XLYl]Z - }/1va12 + gv[fX1+gX2,Y1}Z - YigvXQZ'

Somando (1), (2) e (3), obtemos o resultado.

i1) Pela defini¢do de curvatura,
RIX,Y)Z+W)=VyVx(Z+W)=VxVy(Z+ W)+ Vixy)(Z+W)

= VyVxZ = VxVyZ + Vixy|Z + VyVxW = VxVyW + Vixy|W
— R(X,Y)Z + R(X,Y)W.
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Agora, para a segunda pate, temos

R(X,Y)fZ =VyVx(fZ) = VxVy(fZ) + Vyx (). 7)

Note que,
VyVx(fZ2)=Vy(fVxZ + (X[)Z)

= IVWWVxZ+ Y )(Vx2)+ (X)(VyZ2)+Y(Xf)Z

e, do mesmo modo,
VxVy(fZ)=Vx(fVvZ+ (Y f)Z)

= [VxVyZ + (X )(VyZ) + (Y ))(VxZ) + (X (Y f))Z.
Portanto,
VyVx(fZ) = VxVy(fZ) = f(VyVx — VxVy)Z + (YX — XY)[)Z
= f(VyVx = VxVy)Z + ([X,Y]f)Z.

Por fim, reescrevendo 7:

RX,Y)fZ = [VyVxZ — [VxVyZ + (Y, X])Z + [VixnZ + (X, Y]f)Z
= fR(X,Y)Z.
0

Proposicao 7 (Primeira Identidade de Bianchi). Seja M uma variedade riemanniana. A cur-
vatura

R:X(M) x X(M) x (M) = X(M)

de M satisfaz a seguinte propriedade:

R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0.

Demonstragcdo. Paratodo XY, Z € X(M), pela simetria da conexdo riemanniana, temos que

R(X,Y)Z+R(Y,2)X + R(Z,X)Y =VyVxZ —=VxVyZ +Vxy|Z

+VzVy X —VyVzX + Vy 2 X
+VxVzY = V;VxY +Viz )Y

=Vy(VxZ - VzX) — Vix,z21Y + Vz(VyX —VxY)
— Vx4 + Vx(VzY =VyZ) — VizyX

= Vy[X, Z] = Vix 7Y + Vz[Y, X]
—Viyx1Z+ Vx[Z,Y] = Vizy X

— Y [X, 2]+ 2, X]) + X (2, Y]] = 0,

onde foi utilizado a identidade de Jacobi. ]
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Podemos associar a curvatura com a métrica da seguinte foma

Proposicao 8. Seja M uma variedade riemanniana com uma métrica riemanniana. A curva-
tura

R:X(M)x X(M) x X(M) = X(M)
de M satisfaz as seguintes propriedades:
i. (R(X,Y)Z, W)+ (R(Y, Z)X, W) + (R(Z, X)Y, W) = 0;

. (RX,Y)Z,W)=(R(Z,IW)X,Y).
Demonstragdo. Sejam X,Y, Z, W € X(M).
1) Segue direto da proposicao 7.
ii) Basta notar que R(X,Y)Z = —R(Y, X)Z.
1i1) Considere a seguinte identidade

(RX,Y)(Z+ W), Z+ W) =(R(X,Y)Z,Z) + (R(X,Y)W,W)
+ (R(X,Y)Z, W)+ (R(X, Y)W, Z).
Note que para todo T € X(M), tem-se (R(X,Y)T,T) = (VyVxT — VxVyT +
VixyT,T). Como
(VyVxT, Ty =Y (VxT,T) — (VxT,VyT),

(VxVyT,T) = X(VyT,T) — (VyT,VxT)

1
(VixyT,T) = Q[X’ YT, T),

entao
(RX, VT, T) =Y(VxT,T) — X(VyT,T) + %[X, YNT,T)

= %y(xm T)) - %X(Y<T, )+ %[X, YT, T)
1 1

= _§[X7Y]<T7T> + §[X>Y]<T7T> =0,

para todo 7" € X(M). Portanto, a identidade fornece (R(X,Y)Z, W) = —(R(X, Y)W, Z).
iv) Usando 1), tem-se

(R(X,Y)Z,W) + (R(Y, Z)X, W) + (R(Z, X)Y, W) = 0,
(R(Y, Z)W, X) + (R(Z, W)Y, X) + (R(W,Y)Z, X) = 0,
(R(Z, W)X, Y) + (R(W, X)2,Y) + (R(X, Z)W,Y) = 0,
(R(W,X)Y, Z) + (R(X, Y)W, Z) + (R(Y, W)X, Z) = 0.

Somando as equacdes acima e utilizando as propriedades ii) e iii), obtemos
2(R(Z, X)Y,W)+2(R(W,Y)Z, X) = 0.
Portanto, (R(Z, X)Y,W) = —(R(W,Y)Z, X) = (R(Y,W)Z, X). [
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Dado um sistema de coordenadas x : U C R" — M em torno de um ponto p € M.
Seja

R(0;,0;) 0 = Y R0,

=1

onde R}, sdo as chamadas componentes da curvatura R em z. Sejam X, Y, Z € X(M), de

forma que
X :Z’U/’Laﬁ Y = Zvjﬁj, Z:Z’wkﬁk,
i=1 j=1 k=1

segue da linearidade de R que,

i,5,k,1=1

Agora, precisamos explicitar R! ;7 em termos dos simbolos de Christoffel F da conexao
0

O, Ox;

riemanniana. Pela definicdo 12 e pelo fato de que { } = 0, temos

R (0;,0;) O = Vo, V,05 — Vi, Vi, 0
=V, (Z Fﬁk@) — V,, (Z rgkal>
= Z ajrgkal + Z Vo0 l— Z o0, — Z I Va.0,
_Zarkal+2rmz Zar]kal Zrerfg -

por consequéncia,

e = Zrl I Z L4084+ 0,15, — o),

Fazendo,

(R (0;,0;) Ok, Os Z Rijpgis = Rijgs,
podemos escrever as identidades da proposi¢do 8 como:

Rijrs+Rjris + Riijs = 0
Rijks - _Rjiks
Rijks - _Rijsk
Rijks = Rksij-
Definiciio 13. Seja R : X(M) x X(M) x X(M) — X(M). Definimos:

(a) A curvatura de Ricci ou Tensor de Ricci, denotado por Ric é definido como o traco da
aplicagdo R. As componentes de Ric, denotadas como Ric;;, sdo dadas por

Rij = Z ngsz‘jl~

k.l
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(b) A curvatura escalar é a fungdo R, definida como o trago do tensor de Ricci,

R, = Ricy.
.3

Teorema 2 (Teorema Egregium de Gauss). Seja M C R® uma subvariedade bidimensional e
g a métrica induzida em M. Para todo p € M e qualquer base X,Y de T, M, a curvatura
Gaussiana de M em p é dada por

(R(X,Y)Y, X)

K= .
[(XPY]? = (X, Y)?

Portanto, a curvatura Gaussiana é invariante por isometrias.
Demonstragdo. Ver (LEE, John M, 2006), pagina 143. U

Lema 3. A curvatura Gaussiana de uma variedade riemanniana bidimensional estd relacio-
nada com o tensor curvatura, o tensor de Ricci e a curvatura escalar pelas formulas

R(X,Y,Z,W) = K(X,W\Y, Z) — (X, Z){Y,W))
Rice(X,Y) = K(X,Y)
R, = 2K.

Demonstracdo. Ver (LEE, John M, 2006), pagina 144. [

Sejam (MV , g) uma variedade riemanniana de dimens@o n, M uma variedade de dimen-
sifom,e f: M — M uma imerséo (ver Apéndice 8 Defini¢do 19). Se em M consideramos a
métrica riemanniana induzida g = f*g (Ver Apéndice 8, Defini¢do 20), dizemos que f € uma
imersao isométrica (ou um mergulho isométrico se f for um mergulho de acordo com Apéndice
8 Definicdo 19 ). Se além disso f € injetiva, tal que M é uma subvariedade (imersa ou mergu-
lhada) de M, dizemos que M é uma subvariedade riemanniana de M. Em qualquer caso, M
¢ dita ser o espaco ambiente.

Como toda imersdo € localmente um mergulho (ver Teorema 5), entdo vamos supor que
todas as subvariedades sao mergulhadas, embora todos os resultados locais se apliquem a imer-
soes isométricas. Os objetos relativos (ﬂ ,g) serdo denotados com o simbolo ~. Além disso,
frequentemente iremos identificar M com sua imagem em M. Qualquer campo vetorial suave
X € %(Mv) claramente restringe-se a um campo vetorial suave em X(M). Reciprocamente,
qualquer campo vetorial suave em X (M) pode ser estendido a um campo vetorial suave em
X(M).

Em cada ponto p € M , 0 produto interno em 7, va induz uma decomposi¢do ortogonal
em soma direta

M =T,M® (T,M)*.

O espago (T, M)* é o espago ortogonal ao espago T}, M com respeito ao produto interno
g, € usual denotd-lo como N, M, e é chamado de espago normal a M em p. O conjunto

NM = |_| N, M

peEM
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¢ chamado de fibrado normal de M. Assim, dado um campo vetorial X € X' (M), em cada
ponto p € M podemos decompd-lo como

X, =X, +X,,

onde X € T,Me X, € N,M.

Na Geometria Diferencial, a métrica riemanniana é expressa pela primeira forma funda-
mental. Com relag@o a subvariedade riemanniana, o tensor de curvatura riemanniana € captu-
rado pela segunda forma fundamental /7(X,Y’), que é uma forma bilinear e simétrica definida
em campos vetoriais tangentes X e Y.

2.5 Segunda Forma Fundamental

Sejam X,Y € X (M) campos de vetores suaves em M, e X,Y € X (M) extensdes

suaves dos campos X € Y/, respectivamente, a variedade M. Aplique a derivada covariante do
ambiente Y e entdo decomponha em pontos de M para obter

ViV = (VgY) + (VgV)h )

Definicao 14 (Segunda Forma Fundamental). A segunda forma fundamental de M é a aplica-
cdo I : X(M) x X(M) — NM dada por

I(X,Y):=(VxY)*

Figura 4: Segunda Forma Fundamental

McM

Figura 5: Elaborado pela autora.

Lema 4. A segunda forma fundamental é

a) independente das extensoes de X e Y';

b) bilinear sobre C>*(M)!;

1C°° (M) denota o conjunto das fungdes suaves (ou infinitamente diferencidveis) definidas na variedade M.
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c) simétricaem X e Y.

Demonstragdo. Inicialmente, vamos mostrar que a simetria de I/ segue da simetria da conexao
V. Sejam X e Y extensdes arbitrarias de M, entdo

I(X,Y) -, X)= (VY - Vo X)* = [X, V]

Como X,Y € X(M), em todos os pontos de M eles sdo tangentes a M, logo, o
colchete de Lie também é. Portanto, [ X, Y]+ = 0. Isto implica que (V Y)L (V X)L Ou
seja, II € simétrica.

Como Vs Y| p depende somente de Xp, para todo P € M, segue que (V Y)
independente da extensdo escolhida para X, e que ele também é C°°(M)-linear em X. Da

simetria, segue 0 mesmo para Y .
O]

Do lema, segue que ndo hd ambiguidade em continuarmos denotando as extensdes ainda
como X, Y.

Teorema 3 (Férmula de Gauss). Se X,Y € X(M) sdo estendidas arbitrariamente a campos
vetoriais de M, ao longo de M tem-se que

VxY = VxY + II(X,Y).

Demonstragdo. Da decomposicdo (8) e da definigéo da segunda forma fundamental, € sufici-
ente mostrar que (VxY)? = VY em todos os pontos de M. Defina V: X(M) x X(M) —
X (M) como

ViY = (VaY)',

onde X, Y sdo extensdes arbitrarias a M. Nio é diffcil ver que V' define uma conexdo em
M. Portanto, basta mostrar que ela é simétrica e compativel com a métrica g. Da unicidade da
conexdo riemanniana em M, isto mostra que V' = V.

Para ver que V' & simétrica, note que

ViV —ViX = (VxY)T = (VyX)T = (VxY —VyX)T = [X,Y]T = [X,Y].

Agora, queremos mostrar a compatibilidade de V' com g. Para isso, consideremos X,Y, Z €
X (M) e suas respectivas extensoes arbitrarias sobre M. Usando a compatibilidade de V com
g, e calculando em pontos de M, tem-se

XY, Z) = (VxY, Z)+(Y,Vx Z) = (VxY)T, Z)+ (Y, (VxZ)T) = (VLY, Z)+(Y,V Z).
Portanto, V' é compativel com ¢, donde V' = V. [

Lema 5. (Equacdo de Weingarten) Sejam X,Y € X(M) e N € NM. Quando X,Y € N sdo
estendidas a M, entdo em M temos

(VxN,Y) = —(N,II(X,Y)).

Demonstra¢do. Como (N,Y) = 0em M e X é tangente a M, entdo ao longo de M temos
0=X(N,X)=(VxN,Y)+ (N,VyY) = (VyN,Y) + (N, VxY + II(X,Y))

— (VxN,Y) + (N, II[(X,Y)).

30



O Teorema 3 nos fornece uma relag@o entre as conexdes em M e M. Do mesmo modo,
podemos obter uma relagdo entre os tensores de Riemann de M e M. Vejamos o teorema a
seguir.

Teorema 4 (Equacgdo de Gauss). Para quaisquer X,Y, Z . W € T, M, tem-se

Rm(X,Y,Z,W) = Rm(X,Y,Z,W) — II(X, W), II(Y, Z)) + (Il (X, Z), [ (Y, W)).

Demonstragcdo. Sejam X,Y, Z e W extensdes a campos vetoriais em M, e consequentemente a
campos vetoriais em M que sdo tangentes a M. Ao longo de M, da férmula de Gauss obtemos

Rm(X,Y,Z,W) = (VxVyZ — VyVxZ = Vixy1Z, W)
= (Vx(VyZ + II(Y, Z)) = Vy(VxZ + II(X, Z))
- VixyZ - I([X,Y], Z),W).
Como a segunda forma fundamental assume valores ortogonais a M e W € tangente a M, o

tltimo termo /7 é nulo. Aplique a equacdo de Weingarten aos outros dois termos que envolvem
1I e obtenha

R(X,Y, Z,W) = (VNxVyZ, W) — (II(Y, Z), I (X,W))
— (VyVxZ, W)+ (I[(X, Z), (Y, W))
— <V[X’Y]Z, W).

Decomponha cada termo envolvendo V em suas componentes tangentes € normais. A compo-
nente normal desaparece, ja que W € tangente. Pela equagdo de Gauss, obtemos

Rm(X, Y, Z, W) = <VvaZ, W> - <VYVXZ, W>
- <V[X,Y]Z7 W> - <II(Y7 Z)aII(Xa W))

+(II(X, 2), (Y, WV))
= (R(X,Y)Z,W) — (II(X, W), II(Y, Z))
+(II(X, Z), (Y, W)).

3 Formas alternativas de estimar o tensor de Ricci

Na sec¢do anterior, tratamos de definir o tensor de curvatura de Ricci a partir de informa-
coes bem conhecidas da variedade, em particular assumindo que a familia de parametrizag¢des
que a descreve € conhecida. No entanto, quando lidamos com dados discretos, em geral dispo-
mos apenas das posi¢cOes amostradas, sem acesso a parametrizacdo subjacente. Nesse contexto,
destacam-se na literatura dois métodos que podem auxiliar na estimativa da curvatura de Ricci:
o método de Ollivier—Ricci (NI et al., 2019) e o método de Forman—Ricci (FORMAN, 2003).
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3.1 Ollivier-Ricci

O método de Ollivier—Ricci (NI et al., 2019) constitui uma formulacdo discreta da cur-
vatura de Ricci baseada na teoria do transporte 6timo em espagos métricos. Seja {p;}}¥, um
conjunto finito de pontos pertencentes a uma superficie regular desconhecida, cuja métrica in-
trinseca ndo é explicitamente parametrizada. Inicialmente, constréi-se um grafo G = (V, E)
em que cada vértice v; € V' corresponde a um ponto p;, € as arestas e;; € £ conectam pares
de pontos vizinhos, determinados por um critério de k-vizinhos mais préximos ou por um raio
geodésico aproximado. A cada aresta associa-se um peso d;; que representa a distdncia métrica
estimada entre p; e p;, usualmente aproximada pela distincia euclidiana ou pelo comprimento
minimo no grafo.

Para cada vértice v;, define-se uma medida de probabilidade local 1, tipicamente uni-
forme sobre os vértices adjacentes, podendo incluir o préprio v; com um peso a € [0, 1] para
regularizagdo. A curvatura de Ollivier-Ricci ao longo de uma aresta (v;, v;) € entéo obtida como

Wi (s fho;)
k(v vj) =1 — ———2,
onde W denota a distdncia de Wasserstein de ordem 1 entre as distribui¢des ji,, € i, de-
finida no caso discreto da seguinte forma: dado um espago métrico finito (X, d) com pontos
{z1,..., 2} e duas distribui¢cdes de probabilidade discretas

= pile, v=Y v,
i—1 j=1

a distancia Wy é

m m
Wi(p,v) = min Y d(w;, z;) m;,
meRYTT A =1

sujeita a
m m
E Tij = Hi, E Tij = Vj-
j=1 i=1

Aqui, ;; representa a quantidade de massa transportada de x; para x;, € o problema consiste
em minimizar o custo total de transporte. Valores positivos de « indicam concentragdo das vizi-
nhancas (curvatura positiva), enquanto valores negativos indicam dispersao relativa (curvatura
negativa). A curvatura associada a um vértice pode ser obtida pela média das curvaturas das
arestas incidentes, fornecendo assim uma estimativa escalar intrinseca para cada ponto amos-
trado.

3.2 Forman-Ricci

O método de Forman-Ricci (FORMAN, 2003), usa a abordagem combinatdria para es-
timar a curvatura de Ricci em grafos. Dada uma amostra finita de pontos de uma superficie,
constréi-se inicialmente um grafo de vizinhanga, em que cada vértice representa um ponto da
amostra e as arestas conectam pares de pontos considerados vizinhos, tipicamente definidos por
critérios de k-vizinhos mais proximos ou raio fixo. Diferentemente do método de Ollivier-Ricci,
a abordagem de Forman-Ricci ndo depende do cdlculo do transporte 6timo, sendo baseada di-
retamente nas propriedades locais de conectividade do grafo. Cada aresta recebe um peso, que
pode ser definido a partir de distincias entre os pontos ou uniformemente, € a curvatura de
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Forman ao longo da aresta é computada a partir dos graus dos vértices incidentes e das arestas
adjacentes.

Especiﬁcamente, para uma aresta ¢ = (u, v) conectando os vértices u € v, a curvatura
de Forman é dada por

Wy, Wy Wy Wy
Fle) =, (224 % [ n

We We \/weweu \/wewev

EynVE, EynVE

onde w, e w, sdo os pesos dos vértices, w, € o peso da aresta, e e, € e, sdo arestas incidentes
a u e v, respectivamente, diferentes de e. No caso ndo ponderado, em que todos os pesos sao
iguais a 1, a férmula se reduz a F(e) = 4 — (deg(u) + deg(v)). A curvatura associada a um
vértice pode ser obtida como a média das curvaturas das arestas incidentes, fornecendo assim
uma estimativa escalar discreta da curvatura de Ricci local para cada ponto da amostra.

4 Aprendizado de Maquina

Nesta secdo, serdo introduzidos alguns conceitos fundamentais de aprendizado de ma-
quina, que posteriormente, desempenhardo um papel crucial no desenvolvimento deste traba-
lho. Quando combinados com a geometria riemanniana, esses conceitos se tornam ferramentas
poderosas para a formulacio de solugdes eficientes aplicdveis a diversos tipos de problemas.
Serdo abordados em particular, topicos como: Método dos K-Vizinhos Mais Proximos (KNN),
Anadlise de Componentes Principais (PCA), Método dos Minimos Quadrados e Redes Neurais.

Cada um desses métodos desepenhard uma tarefa essencial na nossa proposta de abor-
dagem, sendo os trés primeiros parte do método original proposto em (LI; LU, 2019), enquanto
as redes neurais serdo introduzidas para adaptar essa abordagem.

O KNN serd utilizado para identificar a vizinhanga local de cada ponto da nuvem,
construindo uma estrutura de vizinhanca para essa amostra de pontos da variedade, o PCA
serd empregado para determinar uma aproximacao do espago tangente em cada vizinhanga e
com o objetivo de fundamentar a proposta de (LI; LU, 2019), vamos aplicar o Método dos
Minimos Quadrados para obter uma aproximagdo suave da variedade dentro de cada vizi-
nhancga, dada por f(z1, 9, ...,2q) = (z1,..., Ta, far1(x1, ..., 24q), ..., [p(21, ..., 24)) onde cada
faocoma = d+ 1,...,D € obtido através de um polindmio. Para exemplificar o caso de
uma superficie em (ou seja, uma variedade bidimensional) em R, esse método permite ajus-
tar uma funcdo polinomial local f5(u,v) que aproxima a parametrizacdo da superficie por
f(u,v) = (u,v, f3(u,v)). A proposta deste trabalho € substituir essa etapa de aproximagio
por redes neurais, explorando a capacidade de capturar padrdes complexos e, potencialmente,
melhorar a precisdo da estimativa da curvatura. Nos capitulos seguintes, serdo apresentados
detalhes sobre o funcionamento de cada topico, e no capitulo de metodologia veremos mais
detalhes de como eles serdo utilizados no algoritmo.

4.1 Método dos K-vizinhos Mais Proximos (KNN)

O Método dos K-vizinhos Mais Proximos, conhecido em inglés como K-Nearest Neigh-
bours (KNN), é um algoritmo amplamente utilizado na area de aprendizado de maquina, prin-
cipalmente devido a sua simplicidade e eficdcia. Sua popularidade se deve tanto a facilidade de
compreensao quanto a sua utilidade em diversas aplicacdes.

A ideia central do algoritmo pode ser comparada a expressao "pdssaros da mesma espé-
cie voam juntos"— adaptada para o contexto: pontos semelhantes tendem a estar préximos uns
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dos outros. O KNN é empregado em problemas de regressio” e classificacdo’ e, como o nome
sugere, baseia-se na identificacdo dos k "vizinhos mais préximos"de um novo ponto inserido,
utilizando uma métrica de distancia para determinar essa proximidade. Formalmente, dado um
conjunto X = {xy,Xy, ..., X,,} C R" de m pontos, k € Z* e x; € X, defina uma funcdo de dis-
tancia d;; = d(x;,X;). Agora, seja D a matriz de distancias e /; na linha ¢, a lista das distancias
dex;ax; V;=1,....,m.

[(dyy  dip ... dig ]

D = dil diQ e dim

(A1 dma oo Ay

Ordenando [; de forma crescente obtemos uma nova lista I = {d;,,,din,, .., din,, }, onde
din, < din, < ... < dip,, € Ny,N9,...,n,y, € outra ordenacdo para os indices. Selecionando
os k primeiros elementos de [; obtemos os k vizinhos mais préximos a x;.

Existem diversas fun¢des de distdncia que podem ser utilizadas nesse método. Entre
as mais comuns estdo: Euclidiana, Hamming, Manhattan, Mahalanobis e Minkowski. Neste
trabalho, serd utilizada a distincia euclidiana, que, dado dois pontos X = (x1,...,2,), Yy =
(Y1, ..., yn) € R", é definida por:

d(x,y) = \/((171 —y1)? et (T — Yn)?

Figura 6: Os k-vizinhos mais préximos de x;, com k = 5.

Fonte: Elaborado pela autora.

4.2 Analise de Componentes Principais

O PCA (Principal Components Analysis), em portugués Andlise de Componentes Prin-
cipais, € uma técnica fundamental de reducdo de dimensionalidade que preserva a variabilidade
dos dados, introduzida por Hotelling (1933). Supondo que os dados D estdo contidos em um

2Técnica de aprendizado supervisionado em que o objetivo é prever valores numéricos a partir de varidveis de
entrada.

3Técnica de aprendizado supervisionado em que o objetivo é atribuir rétulos ou categorias a cada entrada, de
acordo com suas caracteristicas.
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espaco Euclidiano de dimensdo D, o método tem como objetivo procurar por k vetores ortonor-
mais em R?” que melhor representem os dados, sendo k£ < D.

A Andlise dos Componentes Principais (PCA) é, de longe, o algoritmo de redugdo de
dimensionalidade mais popular. O PCA identifica o eixo que representa a maior quantidade de
variancia no conjunto de treinamento. A primeira componente principal € a dire¢do que retém a
maior variancia dos dados. A segunda componente principal € ortogonal a primeira e representa
a segunda maior varidncia, e assim sucessivamente. O vetor da unidade que define o i-ésimo
eixo € chamado de i-ésimo componente principal. (GERON, 2021).

O algoritmo para a obtenc¢do das componentes principais inicia-se com a centraliza¢ao

dos dados. Seja C' = N Zf\il p; o centréide do conjunto dos dados. Caso tenhamos C' # 0,

realiza-se uma translag¢do do sistema de coordenadas, tal que u; = p; — C, obtendo uma nova
origem que coincida com o contréide, como ilustrado na Figura 7.

Figura 7: Dados originais em R? e componentes principais no sistema de coordenadas st

v A
e %9
o o °
®
®* . %e0®
o
o 0y .
® o
&£
(b) Ponto central e componentes princi-
(a) Dados originais pais

Fonte: Elaborado pela autora.

Para determinar as dire¢Oes dos dados que apresentam maior variancia, calcula-se a ma-
triz de covaridncia onde os componentes sdo dados por R; = ZZ]\LI wiu;’ . Os autovetores de R
indicam as dire¢des das componentes principais, enquanto os autovalores correspondentes reve-
lam quao importante é essa componente, no sentido de que, quanto maior for o autovalor, maior
serd a relevancia do autovetor associado na dispersao dos dados. Do mesmo modo, um auto-
valor pequeno indica uma direcdo menos relevante, ou seja, os dados espalham-se menos nesta
direcdo. Esses autovalores sdo organizados em ordem decrescente € uma matriz de autovalores
ortonormais também é montada obedecendo a mesma ordem.

Quando o objetivo € reduzir a dimensionalidade, selecionamos apenas as £ primeiras
componentes principais (ou seja, as mais significativas) e as agrupamos em uma matriz A. A
transformacao final dos dados € realizada projetando cada ponto u; no novo espago através da
operacdo v; = ATwu;, como ilustra a Figura 8. Essa projecio mantém o méximo possivel da
variagdo original dos dados.
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Figura 8: Projecdo dos dados no espago mais significativo

e

L

Fonte: Elaborado pela autora.

O método do PCA ¢é baseado na técnica de Decomposicdo em Valores Singulares (SVD,
do inglés Singular Value Decomposition). Em esséncia, seja uma matriz de dados X, de ordem
m X n, cujo centro € a origem do sistema de coordenadas, entdo X pode ser expressa como

X =Uuxv?T

em que, U e V' sdo matrizes ortogonais e > € uma matriz m X n diagonal cujas entradas dia-
gonais sdo os valores singulares de X, que sdo as raizes quadradas dos autovalores de XX,
e denotamos por g; (ANTON; RORRES, 2012). Além disso, V' contém os autovetores da ma-
triz de covariancia de X, dessa forma, os vetores coluna de V' sdo justamente as componentes
principais procuradas pelo PCA.

O PCA também pode ser utilizado para fazer uma aproximacio do espago tangente de
uma nuvem de pontos desde que seja escolhida uma vizinhanca adequada. Dada uma vizi-
nhanca local U;, i = 1,2, ..., N, estimada pelo método dos A -vizinhos mais préximos, para
cada ponto x; € RP. Em cada vizinhanca U; de x;, é estimado uma matriz de covariincia
R, = ZXk U, (xr — X;)(x — X;)7, onde X; € o vetor médio dos KNN. Dai, assumindo que a
dimensdo intrinseca é d << D, temos que, o espaco tangente 7%, M em um ponto x; é aproxi-
mado pelo subespaco gerado pelos d primeiros autovetores (ou seja, as componentes principais)
(e1,€y,...,€4). Os outros D — d autovetores formam um sistema de coordenadas para o espago
normal (LI; LU, 2019).
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Figura 9: T S é o subespaco gerado pelo vetores e; e e, fornecidos pelo PCA.

7,8

Fonte: Elaborado pela autora.

4.3 Métodos dos Minimos Quadrados

O método dos minimos quadrados consiste em encontrar a melhor aproximagdo de um
conjunto de dados por meio de uma fung¢do especifica, minimizando a soma dos quadrados dos
erros entre os valores observados e os valores previstos pela funcao.

Para exemplificar, dado um conjunto de n pontos {(z;, y;, 2;);} € R* e uma fungio
f : R? — R, o problema consiste em ajustar essa fun¢do f aos dados de z;, minimizando a
fun¢do do erro quadréatico definida por

E= Z(Zz - f(%‘; yz)>2

Neste caso, suponha que € desejado aproximar uma superficie por uma func¢do polino-
mial de grau 2. Seja f(z,y) = ap + a1z + azy + azz? + ayzy + asy?, de modo que

n
2 2112
E(w) = E (zi — (a0 + a1z + agy; + azx; + asxiy; + asy;))”,
i=1
onde w = (ao, a1, as, as, as, as). Para encontrar os coeficientes que minimizam F, deriva-se em
relagdo a cada a; e iguala-se a zero,

oF

8@,‘
Isso resulta em um sistema de equagdes lineares nos coeficientes a;, cuja solu¢do fornece os
parametros 6timos necessarios.

Pode-se também observar o problema em notagao matricial. Para construir a matriz X,
considere que cada linha € dada por

0,vi =0,...,5.

Xi=1 z y 7 z y?]?:l'

) T ~ )
Sejam W = [ao a; Ay as ay a5} e Z = [z]",. Dessa forma, a fungdo do erro quadra-
tico pode ser reescrita como

E(W)=||Z - XW]*
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Para determinar a condi¢io minimizante, impde-se VE(W) = 0. Como E(W) = (Z —

XW,Z — XW), segue que

VEW) =—2(X,Z — XW)

=X"(Z - XW)
=XT7 - XTXW
=0 € R".

Isso implica que, X7 XW = X7 Z, e por consequéncia, W = (X7 X)) X7 Z. Pois, (X7 X)~!
¢ inversivel, visto que suas colunas sdo linearmente independentes.

Dessa forma, a solu¢@o do problema de minimos quadrados nos fornece uma superficie
S que melhor aproximam os dados, e a expressdo W = (X7 X)"'XTZ nos dd uma solugio
explicita dos pardmetros que definem S, desde que (X7 X)~! seja inversivel.

4.4 Redes Neurais
4.4.1 Perceptron

O neurdnio biolégico é uma célula de aparéncia incomum encontrada principalmente
no cortex cerebral animal (por exemplo, o cérebro), composto de um corpo celular contendo
o nucleo e a maioria dos componentes complexos da célula e muitas extensdes de ramifica-
¢ao chamadas dendritos, além de uma extensdo alongada chamada de ax6nio. Perto de sua
extremidade, o axdnio divide-se em muitos ramos chamados de telodendros, e na ponta desses
ramos estdo estruturas mindsculas chamadas terminais sindpticos (ou simplesmente sinapses)
que estdo conectadas aos dendritos de outros neurdnios. Os neurdnios biolégicos recebem cur-
tos impulsos elétricos de outros neurdnios através dessas sinapses chamadas sinais. Quando um
neuronio recebe um numero suficiente de sinais de outros neurdénios em alguns milissegundos,
ele dispara seus préprios sinais, passando informacao adiante (GERON, 2021). Na figura 10, é
ilustrado o neurdnio biolégico.

Figura 10: Neurdnio Bioldgico.

Ramifica¢oes
terminais do
axénio

Axobnio

——
Sentido do impulso nerveso

Fonte: Deep learning book, 2023.

O perceptron ¢ um modelo de um neurdnio artificial que simula o comportamento de
um neurdnio bioldgico. Esse modelo foi idealizado por Frank Resenblatt no final dos anos 50,
em (ROSENBLATT, 1958), inspirado nos trabalhos de (MCCULLOCH; PITTS, 1943). Assim
como o neurdnio bioldgico, o perceptron € uma unidade bésica de processamento, porém em
redes neurais artificiais. Inspirado no funcionamento do neurdnio, o perceptron replica de forma
simplificada seu comportamento: recebe multiplos sinais de entrada (andlogos aos impulsos
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recebidos pelos dendritos), pondera cada uma dessas entradas (simulando a for¢a das sinapses),
soma esses valores e produz uma saida (similar ao axonio).

Trazendo para um contexto matemdtico, dado um vetor X = (1, x9, ..., z,) € R"™ como
sendo o dado de entrada e w = (wy, ws, ..., w,) € R™ denotado como o vetor de pesos, defini-
mos o funcional

fR" —R
x+— f(r) =w/'x+b, beR.
Em outras palavras, f faz o papel da soma ponderada entre as entradas e os pesos, e
o termo b adicionado é denominado de bias ou viés, ele serve para que o modelo ndo seja
limitado a oferecer somente uma saida linear. Ao resultado dessa soma ainda pode ser aplicado

uma funcdo de ativacdo (que seréd explicado mais adiante). Na figura abaixo segue uma nog¢ao
intuitiva do processo do modelo perceptron simples.

Figura 11: Neurdnio Artificial do Modelo Perceptron

I
Wi
o
$'n, b

Fonte: Elaborado pela autora.

Em um perceptron na forma f(x) = w/x + b onde x,w € R" e b € R, é possivel
representar a mesma funciio em R"*! da seguinte forma:

f®) =W'%,

w

1

Note que a fungdo f ndo € linear, porém f €. Essa representacdo € resultado da imersao
de R" em R"™1,

sendo w = [va} X = {X] € R,

4.4.2 Funcoes de Ativacao

Uma funcdo de ativacdo € responsdvel por transmitir a informacdo adiante na rede neu-
ral, transformando a soma ponderada das entradas e pesos em uma saida que pode ser ndo linear.
No caso de um Perceptron simples, a func¢do de ativagao é aplicada a soma ponderada das entra-
das e dos pesos, podendo ser usada desde a fun¢do identidade (que simplesmente retorna o valor
do somatodrio) até vdrias outras fungdes que podem ser escolhidas de acordo com a necessidade
e complexidade do modelo.

Formalmente, o neurdnio pode ser representado como uma composi¢do de fungdes
g(x) = o(f(x)), onde f(x) é o resultado do somatdrio das entradas ponderadas adicionado
ao viés, e o € a funcdo de ativagdo aplicada a esse resultado.
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Dentre os diversos tipos de fun¢des de ativacdo existentes, destacamos algumas das mais
utilizadas, como por exemplo a RELU e suas variagdes (ELU, SELU, GELU, entre outros),
Sigméide, Tangente Hiperbdlica e Softmax. A tabela 1 e a Figura 12, mostram alguns exemplos

de funcdes de ativacao.

Tabela 1: Exemplos de Funcdes de ativacao

Nome

Lei de formacao

Descricao

ReLU (Rectified Linear Unit)

o(z) = max{0,z}

Devolve 0 maximo en-
tre 0 e a entrada.

ELU (Exponential
Unit)

Linear

olw) = {a(e”’ -1

sex >0
sex <0

Versao suavizada
da ReLU que evita
neurdnios "mortos"ao

permitir valores negati-
VOs.

GELU (Gaussian Error Li-
near Unit)

o(z) = % [1 —|—tanh(

onde C' = 0.044715.

\/g(x + ng))},

A GELU suaviza a
ReLU, ponderando a
entrada x pela probabi-
lidade de que ela seja
valida segundo uma
distribui¢ao normal.

Sigmoide

Retorna a entrada em
um valor entre 0 e 1.
Frequentemente usada
em camadas de saida
para classificacdo bina-
ria.

Tangente Hiperbdlica (tanh)

o(x) = tanh(x)

Transforma a entrada
em um valor entre —1

e 1. Frequentemente
usada em camadas
ocultas.

Softmax

Normaliza as saidas
em uma distribui¢do de
probabilidade. Usada
principalmente em pro-
blemas de classificac¢ao
multiclasse.
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Figura 12: Gréficos das func¢des de ativacao
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40 4] i 4 3 .
35 | | fix) = max(0, x) fix)=x, if x>0 else a(e* —1) fix) =31 +tanh(\f§(x+ 0.044715x%)))
34
3.0 34
2.5 5]
2.0 21
15 k
1.0 19
0
0.5 4
0
0.0 -1
-4 -2 0 2 4 -4 -2 [ 2 4 -4 -2 0 2 4
Sigmoid Tanh Softmax

- 1 —— 0.35 =

0.8 0.30

0.6

0.4 _0.254 0.15

—0.50 1 0.10 A

—0.75 0.05 - /
—1.00

0.00
—4 -2 o 2 4 —4 -2 o] 2 4 -2 -1 0 1 2

0.2 q

0.0

Fonte: Elaborado pela autora.

Cada uma dessas funcdes de ativacdo tem suas proprias vantagens e desvantagens, € a
escolha da funcdo correta depende da arquitetura da rede e do problema especifico que se estd
tentando resolver. Segundo (GERON, 2021), quando as classes sdo mutuamente exclusivas, a
func¢do de ativacao softmax geralmente € uma boa op¢ao para as tarefas de classificacdo na ca-
mada de saida. Nas tarefas de regressao, vocé pode simplesmente nao utilizar nenhuma fungao
de ativacdo para a camada de saida.

4.4.3 Perceptron Multicamadas

O Perceptron Multicamadas, do inglés Multilayer Perceptron (MLP), é um tipo de rede
neural que se assemelha ao Perceptron simples, mas possui uma arquitetura mais complexa
composta por multiplas camadas de neurdnios. Diferente do Perceptron simples, o MLP inclui
uma ou mais camadas entre a camada de entrada e de saida, que sdo nomeadas de camadas
ocultas (ou camadas intermedidrias) e possibilitam que a rede aprenda padrdes mais complexos
nos dados.

A profundidade de uma rede neural é determinada pelo nimero de camadas ocultas que
ela possui. Se uma rede neural tem apenas uma camada oculta, ela é chamada de "rasa". Em
contrapartida, se a rede possui vdrias camadas ocultas, ela é denominada de "profunda". A
MLP é um exemplo de uma rede totalmente conectada (ou densa), isso se d4 ao fato de que toda
camada, exceto a camada de saida, inclui um neurdnio de viés e estd totalmente conectada a
préxima camada (GERON, 2021), como ilustrado na figura 13.
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Figura 13: Ilustracdo de uma MLP profunda e totalmente conectada.

Primeira Segunda Terceira

Camada camada oculta camada oculta camada oculta

de entrada

Camada
de saida

Fonte: Adaptado de (Deep Learning Book, 2022). 4

Em constraste com o Perceptron simples, a camada de saida do MLP pode conter mul-
tiplos neurdnios, o que permite ao modelo realizar tarefas diversas, como por exemplo: a clas-
sificacdo multiclasse ou a predi¢ao de multiplas saidas simultaneamente.

Figura 14: Exemplo de MLP

( : )saidm
( : ) saida,,

Camada de entrada Camada oculta Camada de saida

Fonte: Elaborado pela autora.

No exemplo de arquitetura ilustrada na Figura 14, a rede representada tem como vetor
de entrada (z1, 2, ..., ;) € R™, wgfj) sd0 os pesos associados a conexao entre o neurdnio j da
camada £ — 1 e o neurdnio ¢ da camada k, e bﬁk) € o viés associado ao neurdnio j da camada
k. A camada de entrada possui m neurdnios, a camada oculta possui n; neuronios e saida 7,
neuronios.

A rede pode ser descrita como uma série de transformagdes funcionais (BISHOP, 2006).
Primeiramente, constréi-se M = n; combina¢des das varidveis de entradas x1, ..., x,, da se-
guinte forma:

7j=1

na qual o indice sobrescrito (1) indica a primeira camada oculta. Segundo (BISHOP, 2006),
as quantidades a; s@o conhecidas como ativacdes, e cada uma delas é transformada por uma
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- . S 1 . A
funcgdo de ativacdo o, isto €, z; = a(ag )). Os z; representam as saidas dos neur6nios da camada

oculta. Em seguida, esses valores sdo combinados novamente para fornecer

ni
al(f) = walzi)zi + bg\?) para k =1,...,ny
i=1
e no € o ndmero total de saidas na representacdo dada pela Figura 14. Essa transformacao ¢
correspondente a segunda camada.

Finalmente, as ativa¢des dos neurdnios de saida sdo transformadas usando uma fung¢ado
de ativacdo, resultando em um conjunto de saida y;. A escolha dessa fun¢do depende da natu-
reza dos dados, neste caso, a fun¢do adotada serd a a identidade, ou seja, y, = a,(f), k=1,..,ns.

Seguindo essa linha de raciocinio, obtém-se a fun¢do geral da rede,

ni m
yr(w, w) = ng)a Zwﬁ)xj + bﬁ” + b,(f) para k =1,...,ny.
i=1 j=1

Assim, segundo (BISHOP, 2006) o modelo da rede neural € simplesmente uma funcdo nao
linear que mapeia um conjunto de entradas x; para uma saida y, sendo essa transformacgdo
definida por um conjunto de parametros w ajustdveis.

Também é possivel representar a rede usando a notacdo matricial. Seja W (%) a matriz de
pesos da camada k e b*) = (bgk), bgk), s bg?), onde ny, € a quantidade de neurdnios da camada
k = 1,2. Desta forma, para cada camada k da rede, define-se fi(X, W) = (WF)TX + bk,
Exemplificando, para k = 1, tem-se

(1)

1 1 1
W%l; W%li W,(nl;1 1 b%l)
Ww. W. .. W T b
f1(X, W) = 12 22 m2 . .2 n 2
2 3 3 : ]
Wl(ﬂzl WQ(,TZ1 WT(”)@I nixXm LTm mx1 b7(11) nyx1

Esta notagdo matricial facilita a compreensdo e implementa¢do dos célculos realizados pela
rede, bem como a andlise dos parametros envolvidos.

Para treinar a rede, os dados fornecidos sdo separados em dois conjuntos, um de trei-
namento e um de teste. Os dados de treino sdo usados para estimar os parametros 6timos da
funcdo de custo, ou seja, o treinamento consiste em minimizar uma funcdo de custo L, que
definiremos pela funcdo do erro quadratico médio (MSE)

1 N

L(w) = N Z(yz — fxi, w))?

i=1

onde, N é o nimero de amostras, y; sao as saidas reais e f(x;, w) é a predi¢do da rede para as
entradas x; parametrizada por w (composta por pesos e viéses estimados a cada itera¢do). Os
pesos w sdo atualizados utilizando o método do gradiente descendente (GD), que em esséncia,
da um pequeno passo na dire¢do do gradiente negativo, minimizando a fun¢do de custo, segundo
(BISHOP, 2006), seguindo a regra

w' = w" — npVL(w")

onde o parametro 1 > 0 é conhecido como taxa de aprendizado (learning rate) e L é calculado
sobre todo o conjunto de treinamento. Para dados com muitas amostras, o gradiente descendente
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estocdstico (SGD) aproxima o gradiente usando subconjuntos aleatérios chamado de mini-lotes
(mini-batchs), ele atualiza os pesos usando o gradiente de erros individuais, amostrado ponto
a ponto ou em mini-lotes, ajudando a escapar de minimos locais e acelerando a convergéncia
quando comparado ao GD tradicional.

4.4.4 Retropropagacao (Backpropagation)

Segundo a formalizacdo descrita por (BISHOP, 2006), uma técnica eficiente para cal-
cular o gradiente de uma fungdo de erro L(w) de uma rede neural feedforward® é conhecido
como retropropagacao do erro, ou em inglés, Backpropagation. Nessa técnica, a informacao é
enviada alternadamente para frente e para trds na rede.

Desenvolvido com base na regra da cadeia do calculo diferencial, esse método propaga
sistematicamente os erros da camada de saida para as camadas ocultas, ajustando os pesos
sindpticos de maneira a minimizar a funcdo de custo L. Desse modo, o algoritmo de backpro-
pagation é fundamental para o treinamento de redes neurais artificiais, pois permite o cdlculo
eficiente de gradientes necessdrios para a otimizagao via gradiente descendente (GD).

Primeiro considere um modelo simples como o Perceptron 4.4.1, em que as saidas y;, sao
dadas da forma y, = >, wy,x; junto com uma fungdo de erro que, para um padrdo de entrada

) 1
particular com n valores, assume a forma L,, = ) > 1 (Ynk — tnk)?, onde Y, = yi(X,, w). Dai,

o gradiente da funcdo de custo com respeito aos pesos wj; sdo dados por

oL,
0wjl-

= (ynj - tnj)xni~

Agora vejamos como este resultado simples se estende ao ambiente mais complexo das
redes neurais de multiplas camadas. Primeiro, notamos que L,, depende do peso w;; apenas
através da entrada somada a; para a unidade j. Portanto, podemos aplicar a regra da cadeia,
obtendo

821}3‘1‘ N aaj 8wﬂ

(€))

Como vimos na secdo anterior, cada unidade (seja ela oculta ou a camada de saida)
calcula a; = }; wj;zj, onde z; € a ativagdo da unidade anterior (ou a entrada z; se i for da
primeira camada oculta), w;; € o peso da conexdo entre j e <. Novamente, z; pode ser obtido
aplicando uma fungio de ativagéo, z; = o(a;).

Iremos introduzir a nota¢ao

0L,
J = )
(9&]'
onde os ¢'s refere-se aos erros. Veja que pela definicdo de a,;, podemos escrever
j
3(1]-
8U)ji

= Z;.

Dai, da expressao 9, temos que
oL

n
J ze
8wjz~

Veja que o erro d; na unidades de saida k£ € dado por

Ok = Y — tr,

3 As redes neurais feedforward processam dados em uma diregdo, do né de entrada para o né de saida
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onde y;, € a saida e t;, € o alvo. Para as unidades ocultas j, o erro d; é calculado recursivamente
¢ calculado propagando os erros 9, das unidades k£ nas camadas posteriores

0;

= da; zk: day,  Oda;

onde a soma € feita sobre todas as unidades £ para as quais a unidade j envia conexdes. Agora,

veja que, g%‘; = a%j(zl Wiz) = W - 0’ (a;). Assim,

5j = O'/(aj) Z wkjék.
k

Figura 15: Tlustragdo do cdlculo de 4, para a unidade oculta j pela retropropagagdo dos ¢’s daquelas unidades k
para as quais a unidade j envia conexdes. A seta azul denota a dire¢do do fluxo de informacdo durante a propagacao
direta, e as setas vermelhas indicam a retropropagacéo da informagéo de erro.

Fonte: (BISHOP, 2006)

O método do backpropagation pode ser resumido seguindo o diagrama dado na Figura

16.
Figura 16: Processo do Backpropagation
Aplique um vetor de entrada x,, na rede e propague-o para frente Retropropague os 6’s
pela rede usando @; = },; w;; Z; e z; = o(a;) para encontrar as para obter §; para cada unidade
ativagoes de todas as unidades ocultas e de saida. oculta narede, usando
/ 2 :
l (Sj =h (aj) ’wkj(Sk
k
Avalie o 6, para todas as unidades de saida usando l,
Ok = Yk — bk
Use
OE, 5
Dw..  a%i
Wi

para avaliar as derivadas requeridas.

Fonte: Elaborado pela autora.

Para métodos em lote (batch), a derivada do erro total L pode ser obtida repetindo os
passos acima para cada padrdo n no conjunto de treinamento e entdo somando sobre todos os
padrdes, ficando com
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oL oL,

8wﬁ- - Gwﬁ

Exemplo 1. Vamos considerar um exemplo simples de uma rede neural com uma camada oculta
(com funcdo de ativacdo signmdide) e sem fungdo de ativacdo na camada de saida.

Xy —>
@
W M
22

Fonte: Elaborado pela autora.

Resolucdo. Os pesos da camada oculta (conectando xpara z) e da camada de saida (conec-
tando z para y), respectivamente, sdo dados por

1 1
wo — wgl) w§2)
|, (M)
Wy Wy
2 2 2
A [w§1) wél):| :
Fazendo a propagacdo para frente, obtemos

(1) (1)
1

a1 = Wi T +w12 i)
a9 = wéll)xl -+ w%)xg
1
a=olo) = e
(az) = —

2o =0(ag) = ———
2 2 T
b= wﬁ)zl + wg)ZQ
y=b.

A fungdo de perda é dada por L = %(y —t)2. Agora iremos fazer o processo de retropopagacao.
Vamos encontrar o erro na camada de saida, denotado por 5. Como ndo hd fungdo de

ativacdo na saida, entdo % = 1. Dai,
5w — 8_L — 8_L@ =
ob Oy 0b

Agora, calculemos os gradientes para os pesos da camada de saida (W), ficando com

(y—t)-1=y—t.

oL
W:5(y).21:(y_t).21
owy;

oL
W:(S(y)'ZQI (y—t) - 2o.
Owsyy
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De forma semelhante, encontramos os erros 0% na camada oculta.Precisamos calcular 5§z) e
5§Z), dai

oL OL b 0=
PO I A L Al S 1 () B C
P wiy - 0'(a1)

5 = g—L =W wyy - o' (az).
Finalmente,
% = 5%2) S Ly = :5(y) -wﬁ) -a’(al): - Ty
% =0 p = :5(y) w) -a’(ag): - T
% = 5&2) o :5(;/) -wg) -a’(ag): - o

4.4.5 A matriz Jacobiana

Na secdo 4.4.4, vimos como as derivadas de uma fun¢do de custo em relacdo aos pesos
podem ser obtidas pela propagacdo de erros para tras através da rede. A técnica de retropropa-
gacao também pode ser aplicada ao célculo de outras derivadas, como a matriz Jacobiana, cujos
elementos s@o dados pelas derivadas das saidas da rede em relacio as entradas

JiE

onde cada uma dessas derivadas é avaliada com todas as outras entradas mantidas fixas.
Essa matriz Jacobiana pode ser avaliada usando um modo semelhante ao de retropropa-
gacdo. Escrevendo o elemento .Ji; na forma

_ Oy
ém

-y 9yr, Oa;
- 8(Zj 81’Z
J

_ Yk

=D Wigy
J

) < : Oy
Agora, basta escrever uma férmula de retropopagacgdo recursiva para determinar —

b
aaj

Jki

assim

Oy _ N~ Oye O
da; l Oa; Oa;

/ dy
=0 (aj) Zwlja—al;.
l
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Essa retropropagacido comeca nas unidades de saida, para as quais as derivadas neces-
sarias podem ser obtidas diretamente da forma funcional da funcdo de ativacao da unidade de
saida. O diagrama representado na Figura 17 descreve o processo de cdlculo da matriz Jacobiana
em uma rede neural, que envolve duas etapas principais: a propagacdo direta e a retropropaga-
cdo.

Figura 17: Tlustrag@o do algoritmo para encontrar a jacobiana.

Aplique o vetor de entrada correspondente ao ponto no espago de

entrada onde a matriz Jacobiana deve ser calculada e propague-o

para frente para obter as ativacoes de todas as unidades ocultas e
de saida.

|

Para cada linha k da matriz Jacobiana (correspondendo a unidade
de saida k), aplique a retropropagacgao usando a relagéo recursiva

dy , ay,
—= (aj)zwua—c::
1

aa}-
Use

0k _ 3w, 73
axi . O aﬂ.}

j
para realizar a retropropagacio até as entradas.

Fonte: Elaborado pela autora.

A diferenciacdo automatica (AD) € um método computacional que calcula derivadas
exatas de funcdes, decompondo-as em operacdes elementares e aplicando a regra da cadeia do
calculo. Segundo (BAYDIN et al., 2018), a AD € uma familia de técnicas semelhantes, mas
mais gerais do que a retropropagacdo. No contexto de redes neurais, o backpropagation ¢ uma
implementagdo especializada do modo reverso da AD, onde gradientes sdo propagados a partir
da saida em direcdo as entradas para eficientemente calcular derivadas parciais em relacao aos
parametros do modelo. Do mesmo modo, o cdlculo da matriz Jacobiana também se beneficia da
AD reversa, pois cada linha da Jacobiana € obtida retropropagando derivadas das saidas através
da rede. Assim, tanto o backpropagation quanto a Jacobiana sdo aplicacdes diretas da AD.
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5 Trabalhos Relacionados

O estudo do aprendizado de mdquina aliado a geometria tem crescido significamente de-
vido a sua grande relevancia em diversos campos de pesquisa. Enquanto a geometria fornece as
ferramentas necessdrias para compreender e analisar a complexidade de dados, o aprendizado
de maquina oferece técnicas para modelar esses dados. Dessa forma, a combinacao desses dois
tépicos fornece instrumentos poderosos que permitem a resolucao de diversos tipos de proble-
mas, visto que essa integracao possibilita o desenvolvimento de algoritmos mais eficientes.

No trabalho de (LI; LU, 2019), a principal problemética é a dificuldade em preservar
adequadamente as estruturas geométricas de vizinhanga ao realizar o processo da reducio de
dimensionalidade em conjuntos de dados distribuidos em variedades de alta dimensdo. Para re-
solver esse problema, o artigo propde o uso do fluxo de Ricci para transformar cada vizinhanga
local da variedade de alta dimensdo em uma regido de curvatura constante, convertendo a varie-
dade em um subconjunto de uma esfera antes de aplicar as técnicas de redu¢do, proporcionando
assim um resultado mais preciso.

A técnica utilizada no artigo é um algoritmo de aprendizado de variedades (Manifold
Learning) nomeado de Ricci Flow Manifold Learning (RF-ML). O método proposto adapta o
calculo do fluxo de Ricci do caso continuo para o contexto de nuvens de pontos, discretizando
as equagdes que normalmente sdo utilizadas em variedades continuas. O algoritmo € dividido
em seis passos. Nos trés primeiros, € construido uma estrutura de vizinhanca para cada ponto
usando o KNN e, em seguida, a dimensao intrinseca de cada vizinhanca € estimada através
de um PCA local. Nas etapas seguintes, o fluxo de Ricci € discretizado junto com o célculo
do tensor métrico e da curvatura de Ricci, permitindo que cada vizinhanga seja transformada
em uma vizinhanca esférica de curvatura constante. Por fim, o algoritmo realiza a redugdo de
dimensionalidade. A representagdo intuitiva do algoritmo € ilustrada na imagem abaixo.

Figura 18: O processo intuitivo do algoritmo RF-ML. As subimagens da esquerda para a direita
sdo pontos de dados de entrada, vizinhangas sobrepostos, vizinhancas sobrepostos fluindo em
patches esféricos discretos usando fluxo de Ricci e alinhamento de patches esféricos para um
subconjunto de uma esfera, respectivamente. Na parte inferior estd a representacdo de pontos
de dados em um espago euclidiano de baixa dimensao.
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Fonte: (LI; LU, 2019).

Vale destacar que apesar dos bons resultados quando comparado a outros métodos de
reducdo de dimensionalide tradicionais, os autores mencionam que o RF-ML funciona apenas
em variedades com curvatura ndo negativa, o que limita sua aplicacdo em casos de curvatura
negativa, e que abre margem para trabalhos futuros nessa linha.

O artigo de (KAUL; LALL, 2019) tem como objetivo analisar redes neurais profundas
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utilizando conceitos da geometria riemanniana, em particular, os tensores de curvatura de Rie-
mann e Ricci, e a curvatura escalar. A ideia busca entender como essas métricas geométricas
podem prever o comportamento de redes neurais treinadas relacionando os valores da saida com
transformacoes de entrada a partir das equagdes de curvatura. A abordagem central do artigo
¢ desenvolver um método sistematico para calcular e visualizar as propriedades de curvatura
local das redes neurais profundas. Isso permite compreender como diferentes arquiteturas de
redes se comportam diante de transformacdes especificas.

Para isso, os autores propoem a seguinte abordagem: primeiro € definido a curvatura
em redes neurais utilizando como base teorias de geometria diferencial e riemanniana para
desenvolver as métricas nas redes neurais. Em seguida, os tensores de métrica, simbolos de
Christoffel e tensores de curvatura de Riemann e Ricci sdo calculados a partir das saidas softmax
das redes. Apds isso, a curvatura € medida para diferentes redes treinadas usando o método do
gradiente descendente estocdstico (SGD).

Os modelos de rede utilizadas incluem os perceptrons multicamadas (MLPs) e as re-
des convolucionais (CNNs) aplicadas a conjuntos de dados como MNIST e CIFAR-10. Além
disso, os dados de entrada sao modificados incrementalmente por meio de transformagdes como
rotagdo e translagdo. As safdas das redes sdo analisadas para calcular métricas diferenciais e
visualizar como a curvatura evolui com tais mudangas.

Por fim, foi visto que os resultados alcangados com a proposta foram positivos e indica-
ram principalmente que as regides de transicdo entre classes possuem curvaturas significativa-
mente altas, o que sugere que a rede neural pode utilizar essa caracteristica para classificagdo.
Além disso, foi visto que o aumento na profundidade da rede aumenta a curvatura e também,
para classes linearmente separdveis, a curvatura € baixa, indicando que a rede ndo precisa de
transformacdes nao lineares. Por fim, nos experimentos com o conjunto de dados CIFAR-10,
foi visto que a curvatura € alta nas fronteiras entre classes, reforcando a ideia de que a curvatura
estd relacionada a arquitetura da rede.

O trabalho de (BAPTISTA et al., 2024) tem como objetivo estabelecer uma conexao
entre o processo de transformagdo geométrica dos dados em redes neurais profundas (DNNs) e
o fluxo de Ricci. A intengao € propor uma nova forma de entender e avaliar as mudangas geo-
métricas que ocorrem nos dados ao passar por uma rede neural, usando conceitos de geometria
diferencial. Para ilustrar esta ideia, os autores apresentam uma estrutura computacional para
quantificar as mudangas geométricas que ocorrem a medida que os dados passam por camadas
sucessivas de uma DNN. Eles utilizam esta estrutura para motivar uma no¢ao de ‘fluxo de rede
de Ricci global’ que pode ser usada para avaliar a capacidade de uma DNN de desatar as geo-
metrias de dados complexos para resolver problemas de classificagdo. Para validar, os autores
treinaram mais de 1500 classificadores DNN de diferentes larguras e profundidades em dados
sintéticos e do mundo real, e mostraram com isso, que a for¢ca do comportamento semelhante
ao fluxo de rede de Ricci global correlaciona-se com a precisdo para DNNs bem treinadas,
independentemente de profundidade, largura e conjunto de dados.

O estudo reconhece que a adaptacdo do fluxo de Ricci para ambientes discretos (como
redes neurais) apresenta desafios na precisdo e interpretacdo das medi¢des. Além disso, a ané-
lise é mais robusta para redes bem treinadas e conjuntos de dados de estrutura relativamente
compreensivel, ja em contextos com dados complexos ou ndo estruturados, a métrica pode nao
captar toda a complexidade das transformacdes geométricas. Ainda, o artigo aponta que a com-
preensdo do comportamento de redes profundas com ativagdo nao suave, como ReLU, ainda é
um campo em aberto, o que abre possibilidades para trabalhos futuros nessa linha.

Ainda sobre relacionar geometria com aprendizado de médquina, dois trabalhos recentes
abordam o problema a partir de perspectivas semelhantes. O estudo de (LEE et al., 2022) in-
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troduz uma estrutura geométrica riemanniana baseada na métrica de Fisher para tratar nuvens
de pontos como distribui¢des de probabilidade, permitindo medir distancias, angulos e volumes
de forma geometricamente consistente e resultando em interpolagdes de forma mais suaves e
representacOes latentes mais significativas. Em linha similar, porém com uma abordagem base-
ada em aprendizado profundo, (FASINA et al., 2023) traz o Neural FIM, um método que utiliza
redes neurais para inferir a métrica riemanniana diretamente dos dados, permitindo calcular
geodésicas, volumes locais e analisar a estrutura da variedade subjacente.

Todos os trabalhos apresentados demonstram a relevancia da integragdo entre geometria
e aprendizado de méquina para a andlise e otimizacao de algoritmos, utilizando ferramentas ge-
ométricas — como curvatura riemanniana, métrica de Fisher ou fluxo de Ricci — para capturar
a estrutura intrinseca dos dados. Enquanto (LI; LU, 2019) aborda a preservacao de estruturas
geométricas em reducao de dimensionalidade via fluxo de Ricci discreto, (KAUL; LALL, 2019)
explora a curvatura riemanniana para interpretar o comportamento de redes neurais profundas,
e (BAPTISTA et al., 2024) avanca nessa linha, propondo um fluxo de Ricci global para ava-
liar transformagOes geométricas em redes neurais, relacionando com desempenho em tarefas de
classificacdo. Um aspecto comum entre esses estudos € a modelagem geométrica para melhorar
interpolagdes, calcular geodésicas ou compreender o comportamento de modelos, refor¢cando
a importancia de aliar geometria e aprendizado de maquina. No entanto, também siao aponta-
das limitacdes e desafios, como a restri¢do a curvaturas negativas ou a complexidade inerente a
dados nio estruturados, abrindo caminho para investigagdes futuras.

Diante desse contexto, optamos por basear nossa abordagem no método proposto por
(LI; LU, 2019). Apesar dos autores nao disponibilizarem o cédigo-fonte, o artigo fornece uma
descricao do algoritmo, junto com um pseudo-cédigo, o que facilita significativamente a repro-
ducao e a adaptacdo da proposta. Além disso, os proprios autores reconhecem as limitagdes de
seu método em variedades de curvatura negativa, o que motivou nossa investigacao sobre o uso
de redes neurais especificamente para esse contexto. Acreditamos que a flexibilidade represen-
tacional desses modelos possui potencial para superar as restricdes mencionadas, promovendo
assim uma melhor capacidade de generalizacao em diversos cendrios.
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6 Metodologia Proposta

No estudo da geometria em dados provenientes de nuvens de pontos, enfrenta-se o de-
safio de calcular e interpretar certas propriedades geométricas. Este problema tem implicacdes
diretas em diversas dreas, como aprendizado de mdquina, motivando a necessidade de métodos
eficientes e precisos para a estimativa de propriedades geométricas diversas como: a métrica, as
curvas geodésicas, o tensor de curvatura de Ricci, entre outros. O objetivo do nosso trabalho é
calcular em especifico o tensor de curvatura de Ricci de uma nuvem de pontos dada. Para isso,
serd utilizado e adaptado um método apresentado na literatura, no artigo de (LI; LU, 2019), que
embora seu foco principal seja o uso do fluxo de Ricci para melhorar técnicas de reducdo de
dimensionalidade, o artigo apresenta ferramentas que estimam os tensores requeridos, as quais
serdao fundamentais para este trabalho.

6.1 Método Original

No método original (LI; LU, 2019), tem-se que uma representagdo suave para uma vizi-
nhanca U; C R¢ no sistema de coordenadas local é descrita por

fz1, 29, .y xq) = (21, .y g, far1(z1, 22, ooy Ta), ooy [D(T1, T2y oy 24)), (10)

onde (z1,xs,...,x4) € U; e as fungdes coordenadas f, com o = d + 1,..., D sdo definidas
como f,(x) = W,¢' (x), sendo W, = [ad, af, ..., aS, afy, aly, ..., a%y] € o vetor dos coeficientes
determinados pelos minimos quadrados e ¢ = [1, 21, ..., 24, 121, T1X2, ..., TgZg] € cCOMPOSLO
por 1, zy, ..., x4 € mondmios de grau 2 sobre as variaveis 1, ..., T4.

Sob a representag@o suave de f de U;, a base vetorial tangente correspondente em x; €

dada por {ﬂ(xi), ﬂ(xi)}, onde

ox1 0 Dag

af opT DT

—=1(0,....,15,...,0, Wys1 —(x4), ..., Wp—(X;) | . 11

8Xj <7 y Lgy ey Yy dJrlan( ) Daxj( ) ( )

O tensor métrico local € calculado a partir dos vetores acima e pela expressdo dada na
Defini¢do (7), ou seja, G, = [gix], onde g;, = <%, ;—Qf;). No caso continuo, o fluxo de Ricci é
J
dado por
agij = —QRZ'CZ‘]‘.

Em uma subvariedade imersa (Ver Apéndice 8), Ric;; pode ser expresso em termos da
segunda forma fundamental. Veja que, pela equacdo de Gauss (Teorema 4), temos

Rm(X,Y,Z,W) = Rm(X,Y, Z,W) — II(X, W), (Y, Z)) + (Il (X, Z), [ (Y, W)).

Se o espago ambiente M = RP, entiio %(X Y, Z, W) = 0. A curvatura riemanniana
de M pode ser calculada somente pela segunda forma fundamental, desse modo

Rm(X,Y,Z,W) = (II(X, W), I1(Y, 2)) — (II(X, Z), [I(Y,W)).

Em um sistema de coordenadas locais, a segunda forma fundamental pode ser representada
como

I(X,Y) = i h(X,Y ),

a=d+1
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onde €, é um elemento da base de campo normal de M e h*(X,Y) é dado pela segunda
derivada da fun¢do mergulhada f.

Dai, tomando os vetores da base canbnica X = ¢;,Y = ¢;, /W = ¢, € Z = ¢; onde
l=1,...,dei,j={1,....d, ..., D}. Temos

Rm(X7 }/a VVv Z) :Rm(ela €i, €1, ej)
:<Il(el,el) H(ese))) — (e e;), Her, er))

D D
< Z hjj€as Z h%ea>—< Z his€as Z hllea>

a=d+1 a=d+1 a=d+1 a=d+1
D
J— (e JR—
- E : h hlj zl)
a=d+1

Extraindo o traco, encontramos a expressao para o tensor de curvatura de Ricci. Logo,

RZC@] Z Z ?] 'Ll)

a=d+1 =1
Agora, precisamos discretizar os operadores diferenciais usando diferencas finitas. Su-
ponha V; = (%, %, ,%%), a equacdo do fluxo de Ricci pode ser representada em
fungdo de V}, ou seja, 2V, = F(V;, VV;), quando
Pl Pfa _ Pfa  Pfa N (OF\
AR ' Do de.  Tmw Boge) \ o
O0x0x; Ox;j0x; Ox;0v; Ox,0x, Ox;
a=d+1 [=1

, onde | denota a componente normal. Desse modo, o tensor métrico local, e o tensor de
curvatura de Ricci correspondente podem ser iterados sob o fluxo de Ricci.
0 .
Semelhante a equagdo 11, podemos reescrever —f = (e;,V;), j=1,...,dondee; €

8xj
R? e V; € RP~? Sabemos que a métrica € calculada como g;;, = (gg , aazf

meétrica euclidiana, teremos

). Considerando a

gik = 0+ Vj - VkT>

9f
Beidn; subs-
tituimos por Vle”“, que serd a aproximac¢do da segunda derivada. Usando o fato de que

2V, = F(V;, VV;) aliado ao método de diferencas finitas, temos

onde §;; € o chamado delta de Kronecker®. Agora, ao invés de trabalhar com

yrtl _yn
A7 = F(V", VvV

= VI =V AtF(V],VV]), j=1,..,d.

Logo,
n n n
9];1_]k+v+1 V+1

85k =1sej=k,ed;r=0sej#k.
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Rz'c;?;l _ Z (vlvlnﬂ ) Vkv}nJrlT _ vlvjnﬂ ) VlvvknJrlT) ‘
!
A nogdo do algoritmo do trabalho de (LI; LU, 2019) pode ser explicada no Algoritmo
1. No nosso caso, como queremos apenas calcular o tensor de Ricci, iremos até o passo de
atualizar as equacdes, ilustrado no pseudo-cédigo.

Algoritmo 1: Aplicagdo do Fluxo de Ricci ao Aprendizado de Variedades (RF-
ML)

Entrada: Pontos de treinamento {x1, zs, ...,y } € RP, parAmetro de vizinhanga
K

inicio
para: = 1 até N faca
Encontrar os K-vizinhos mais préximos de Xx;

Calcular o espaco tangente 7y, M

Atualizar as equagdes do fluxo de Ricci dadas por V"™, g7t e Ric até
convergéncia

Alinhar os pontos deformados {Y7, Y, ..., Yy} a um subconjunto completo
P da esfera

Aplicar algoritmos tradicionais de aprendizado de variedades para reduzir a
dimensao dos pontos esféricos

fim

fim
Saida: Representagdes de baixa dimensdo {21, 2y, ... 2y} € R?

Para entender melhor, consideremos o caso de uma superficie (ou seja, uma variedade
bidimensional). Desse modo, seguindo o método, a representacdo local da fun¢do pode ser
simplificada para um grafico da forma f(u,v) = (u,v, f3(u,v)), (tomando x; = u e x5 = v)
em que f3(u,v) é modelada por um polindmio de segunda ordem, expresso por

f3(u,v) = ag + a1u + asv + asu® + aguv + asv?, (12)
com os coeficientes ag, a1, . . . , a5 determinados pelo método dos minimos quadrados. Para esse
0
caso, temos que o campo € somente V; = a—f?’ e
7
J
_(Pfs P Pfs | 9% af\t
F(Vl,VV1) . o2 " ou? dvdu  dvdu ) (%)
F(Vo,VVo)| | _ (2% . 2%fs _ s  9f3 ) | (Q)L
ou?  Ov? Oudv  Oudv Ov

Além disso,

P _ [V AL (VL VYV
RN AR

a— [gf_H-l] _ + (‘/1n+1)2 V'ln-‘rl X ‘/2n+1
jk V2n+1 . V1n+1 1+ (V?nJrl)Q )

Deste modo,
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R™™ = [Ric, ]

B VZVinJrl X (vlvln+1)T _ vz‘/ln+1 . (V2V1n+1)T V1V1n+1 . (v2vln+1)T o V1V1n+1 . (V1V2n+1)T
= v2‘/2'n,+1 . (V1V2"+1)T _ v1‘/17l+1 . (vl‘/Q’n-‘rl)T vlvl’rb-‘rl . (v2‘/2n+1)T _ vl‘/2n+1 . (V1V2n+1)T .

Os experimentos ilustrados na secdo 7 seguiram essa ideia. Além disso, foi construido
um comparativo com o caso continuo em algumas superficies regulares.

6.2 Adaptacao com Redes Neurais

A adaptacao proposta neste trabalho € substituir a aproximacgdo polinomial de (LI; LU,
2019) por uma rede neural do tipo MLP, adaptando assim o método de minimos quadrados
tradicionalmente utilizado para aproximar funcdes para uma abordagem baseada em redes neu-
rais. Isto é, na expressdo dada na equacdo 10, agora as fungdes f,, serdo dadas pela rede neural.
Esperamos com esta adaptag¢do construir um modelo mais geral que ajude a observar casos que
a versdo original ndo aborda, como superficies com curvatura negativa, além de explorar o po-
tencial de generalizacdo das redes neurais e avaliar se elas produzem resultados mais precisos
em comparag¢ao com o método anterior.

Para analisar os resultados, os dois métodos — o tradicional e o adaptado — serdo imple-
mentados em superficies (variedades bidimensionais) conhecidas, como a esfera, o paraboldide
e a sela. Apds a implementacao, os resultados obtidos serdo analisados e comparados, avaliando
se a nova proposta trouxe resultados coerentes. Além disso, iremos comparar os resultados com
métodos j4 existentes na literatura que calculam versdes da curvatura de Ricci, como Forman-
Ricci e Ollivier-Ricci.

Pela equacdo 10, temos que

flxy, zoy .y xq) = (21, ooy Tay far1(T1, T, ooy ), ooy [D(T1, To, o0y T4)).

Queremos estimar as fungdes coordenadas de classe C?(2),com Q C R4, f, : Q C R — R
para cada o = d + 1,..., D. A parametrizacdo f serd aproximada por uma regressao através
de uma rede neural do tipo MLP. Apés aproximar f,, obtemos suas derivadas parciais e por-
tanto, seus respectivos gradientes dados por V f,, por meio da diferenciacdo automatica. Como
a precisao da segunda derivada ndo € suficiente para resolver o problema de estimar o tensor
de curvatura, definiremos mais uma rede neural, H, = V f,. Desse modo, teremos algo como
Vo = (o . 92y ouainda,

Ox1’ ") Oxyg

hla
H,= | : | ,ondehj, =
hdoz

9 fa
81‘]‘ ’
A partir disso, podemos obter as segundas derivadas pela diferenciacdo automatica de
H,. Ou seja, usando as derivadas parciais a—a, faremos uma nova regressdo, afim de obter a
i
fun¢do H,. Em seguida, aplicamos o mesmo procedimento para obter as derivadas parciais de
H,,, e assim, contruimos
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Vhia
JH, = :
Vhia

Apés estimar as primeiras e segundas derivadas parciais de f,, podemos finalmente

utilizar as equagdes para calcular o tensor métrico g;, € Ric;i, desse modo, de forma semelhante
ao método original, ficamos com

D

Gij = Ojk + Z Bz, Dy (13)
a=d+1
d
. B a2fa a2fo¢ ana 82fa
Ricj, = Z (8@3@ : ;000 - Oz,0z; ‘ 8xk8xl) : (14)

=1
O algoritmo da adaptac@o funcionard intuitivamente de acordo com a Figura 19. Os
experimentos seguindo esse método estdo ilustrados na sec¢do 7.

Figura 19: Diagrama ilustrando o algoritmo adaptado para redes neurais

Alimentar a rede neural com o conjunto de dados e treina-la ]

|

[ Obter a regressdo de {f .} ;.. por meio da rede

!

Calcular as derivadas de primeira ordem % via diferenciacdo automatica ]

i

Treinar outra rede para aproximar a primeira derivada H,,

!

Calcular as derivadas de segunda ordem VH,, via diferenciacdo
automatica da rede anterior

Estimar a métrica
Gjk

!

Estimar o tensor de Ricci
Ricik

vy

Elaborado pela autora.

6.3 Dificuldades e Ajustes Metodoldgicos

Durante o desenvolvimento da metodologia proposta, algumas dificuldades praticas sur-
giram no processo de estimacdo das derivadas de segunda ordem. Inicialmente, testamos a
utilizagdo de derivadas simbolicas, mas o custo computacional mostrou-se extremamente ele-
vado, mesmo em exemplos simples, além de gerar resultados muito proximos aqueles obtidos
pela diferenciacdo automdtica. Por esse motivo, descartamos essa abordagem.
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Figura 20: Regressdo do Semi-circulo através de rede neural
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A utilizacao direta da diferenciacdo automadtica, embora mais vidvel, também apresen-
tou limitacdes, sobretudo na estabilidade numérica e na precisdo das segundas derivadas ne-
cessdrias ao calculo da métrica e de quantidades geométricas associadas. Como alternativa,
uma rede neural adicional dedicada especificamente a estimagdo
Vejamos um exemplo para um semi-circulo de parametrizagao

optamos pela construgcdo de
dessas segundas derivadas.

0.00 0.25 0.50 0.75

x

Figura 21: Elaborado pela autora.

-0.75 -0.50 -0.25

f(u) = (cos(u), sen(u)) com 0 < u < 7.

Inicialmente, foi treinada uma rede neural para realizar a regressio do semi-circulo, uti-
lizando uma arquitetura composta por trés camadas ocultas com 32 neur6nios em cada camada
e a funcdo de ativagdo GELU. O resultado obtido € apresentado em laranja na Figura 21.

Em seguida, empregamos a diferenciacdo automatica diretamente para o célculo das
primeiras e segundas derivadas. Note que, quando comparada com a derivada exata, a segunda

derivada apresenta discrepancias significativas.
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Figura 22: Comparagdo das curvas derivadas exatas com as obtidas por diferenciagdo automa-
tica.
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Elaborado pela autora.

Com o objetivo de reduzir essa diferenca, adotamos uma estratégia alternativa: a de-
finicdo de uma rede neural auxiliar, com a mesma arquitetura da anterior, treinada especifi-
camente para aproximar as primeiras derivadas automadticas. A partir dessa rede auxiliar, foi
entdo calculada a derivada automatica, que corresponde a estimativa da segunda derivada. Esse
procedimento resultou em aproximagdes mais consistentes, conforme ilustrado na Figura 23.

Figura 23: Comparacao da curva segunda derivada exata com a obtida pela diferenciagao auto-
matica da segunda rede.
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Elaborado pela autora.

Para validar a melhoria alcangada, realizamos a compara¢do do erro absoluto entre as
derivadas exatas e aquelas obtidas pelas duas abordagens (diferenciacdo direta e método adap-
tado). Para visualizar o erro, plotamos separadamente para cada uma das componentes x(u) e
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y(u), como ilustrado na Figura 24 e nas tabelas 2 e 3.

Figura 24: Erros absolutos da segunda derivada

Erro Absoluto - Derivadas Automaticas de x(u)

Erro Absoluto - Derivadas Automticas de x(u)

Elaborado pela autora.
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Elaborado pela autora.

Tabela 2: Erro Absoluto das Segundas Derivadas de z(u).

2° Derivada Automa-
tica de z(u)

2° Derivada Automa-
tica Adaptada de z(u)

Erro absoluto minimo

4.71999 x 1074

5.08529 x 10~*

Erro absoluto maximo

6.70299 x 1071

4.59171 x 1071

Mediana do erros abso-
lutos

6.60069 x 1072

6.02835 x 1072

Média dos erros absolu-
tos

1.13131 x 107!

9.36602 x 1072

Tabela 3: Erro Absoluto das Segundas Derivadas de y(u).

2° Derivada Automa-
tica de y(u)

2° Derivada Automa-
tica Adaptada de y(u)

Erro absoluto minimo

2.46218 x 10~*

1.88232 x 107°

Erro absoluto maximo

2.23274 x 1071

1.916834 x 107!

Mediana do erros abso-
lutos

3.70069 x 1072

2.24410 x 1072

Média dos erros absolu-
tos

4.43220 x 1072

2.59680 x 1072

Desse modo, seguimos com essa estratégia para as estimativas das derivadas de segunda

ordem, como demonstrado na se¢do anterior.
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7 Experimentos Computacionais

Esta secdo descreve os experimentos computacionais realizados para validar os métodos
propostos na sec¢do 6. Utilizamos o ambiente do Google Colab, com configuracdo de 12.7 GB
de RAM e um processador Intel(R) Xeon(R) CPU @ 2.20GHz model 79. A implementacdo
foi realizada em Python 3.11.12. Os experimentos foram realizados em trés superficies: o
paraboldide (curvatura gaussiana positiva), a esfera (curvatura constante) e a sela de macaco
(curvatura negativa). A escolha dessas superficies permite uma boa avaliacao da eficicia do
método, visto que elas representam casos distintos de curvatura gaussiana.

Os dados foram gerados sinteticamente a partir das parametrizacdes de cada superficie.
A figura 25 ilustra uma amostra de 5000 pontos nas superficies simuladas, destacando sua
geometria e distribuicao.

Figura 25: Amostra de 5000 pontos nas superficies: paraboldide, esfera e sela de macado.

Paraboloide Calota Superior da Esfera Sela de Macaco

Fonte: Elaborado pela autora.

As bibliotecas numpy’, random e matplotlib® foram utilizadas para gerar, manipular e
visualizar os dados de todas as superficies analisadas. No método orriginal, o scikit-learn’
auxiliou no cdlculo de vizinhangas e na aplicacdo do PCA. Para cada superficie, os parame-
tros do método proposto por (LI; LU, 2019) foram: numero méaximo de iteragdes igual a
100, passo de tempo adaptativo com At inicial de 0,001, atualizado a cada iteragdo pela re-
gra At = 1073 /(1 + it - 0,1), em que it representa o indice da iteragdo, e regularizagio L2 com
parametro o = 1075 aplicada no ajuste dos gradientes para aumentar a estabilidade numérica.
Além disso, foi incorporado um critério de parada que interrompe o processo iterativo quando
a variacdo relativa entre tensores métricos consecutivos ¢ menor que 10~ ou quando a varia¢do
relativa da norma dos tragos do tensor de Ricci entre duas iteragdes sucessivas € inferior ao
mesmo limiar, indicando que o método atingiu a convergéncia. O nimero de vizinhos foi ajus-
tado individualmente, adotando-se k = 25 para o paraboldide, k = 15 para a esfera e £k = 50
para a sela de macaco.

Na adaptacdo com redes neurais, foi utilizado o TensorFlow'?, biblioteca amplamente
popular para o desenvolvimento e treinamento de modelos de aprendizado de mdquina. Como
visto na se¢do 6.2, a primeira rede foi feita para capturar a parametrizacdo de f por meio de

"https://numpy.orqg/
8https://matplotlib.org/
‘https://scikit-learn.org/stable/
Ohttps://www.tensorflow.org/?hl=pt-br
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uma regressdo. A arquitetura adotada consistiu em uma rede do tipo Multilayer Perceptron
(4.4.3), totalmente conectada com 4 camadas ocultas. Como fun¢do de ativacdo, utilizou-se a
GELU e ELU, escolhidas por serem diferencidveis. Para evitar sobreajuste, foram incorporadas
estratégias de regularizacdo, incluindo dropout (técnica de regularizagdo que descarta aleato-
riamente neurdnios durante o treinamento, introduzida por (SRIVASTAVA et al., 2014) para
reduzir overfitting!' em redes neurais) com taxa de 10%.

Essa arquitetura foi obtida usando o keras tuner'? que utiliza inferéncia bayesiana para
estimar a melhor arquitetura dentre os conjuntos de parametros fornecidos.

Tabela 4: Arquitetura da primeira rede neural

Camada N - de Funcao de ativacao Dropout
neuronios
Entrada 2 linear 0.0
Primeira camada 32 elu 0.0
Segunda camada 64 gelu 0.0
Terceira camada 32 elu 0.1
Quarta camada 16 elu 0.0
Saida 3 linear 0.0

O treinamento foi conduzido utilizando o otimizador ADAM com taxa de aprendizado
inicial de 0.001. A funcdo de perda adotada foi o erro quadritico médio, e o modelo foi treinado
por 500 épocas, com tamanho de batch'® igual a 64, empregando o critério de parada early
stopping'* (com o parAmetro de paciéncia de 50) para evitar degradagdo da performance. A
validagdo cruzada foi realizada sobre 30% dos dados, permitindo avaliar a generalizacdo do
modelo para novas amostras. O resultado da regressao das superficies pode ser visuallizado na
Figura 26 e as suas respectivas fungdes de custo (loss) na Figura 27.

Figura 26: Regressao obtida através da rede neural.

o Fegressio o Regressio o Regressio

(a) Paraboloide (b) Esfera (c) Sela de Macaco

Overfitting (ou sobreajuste) ocorre quando um modelo de aprendizado de maquina se ajusta muito bem aos
dados de treinamento, mas falha em generalizar para dados novos.

12https://keras.io/keras_tuner/

3Refere-se ao niimero de amostras processadas em uma iteraciio durante o treinamento de modelos de machine
learning.

14E um critério de parada antecipada no treinamento de modelos de que interrompe o processo quando o desem-
penho em um conjunto de validacdo para de melhorar, evitando overfitting e otimizando o tempo computacional.
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Figura 27: Gréfico da loss rede neural.
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Para a segunda rede, responsavel por realizar a regressao das derivadas e, assim, permitir
as derivadas automaticas de segunda ordem conforme descrito na subsecdo 6.2, o treinamento
foi conduzido utilizando o otimizador ADAM, com taxa de aprendizado inicial de 0.001. Essa
taxa foi ajustada dinamicamente por meio do método ReduceLROnPlateau, disponivel no Ten-
sorFlow/Keras, que monitora uma métrica de interesse — neste caso, a perda de validacao — e,
caso ndo haja melhora apds 20 épocas consecutivas, reduz a taxa de aprendizado multiplicando-
a por um fator predefinido (neste caso, 0.5). Esse mecanismo busca melhorar a convergéncia
permitindo que o otimizador realize ajustes mais finos a medida que se aproxima de um minimo.
A funcao de perda adotada foi o erro quadratico médio, e o modelo foi treinado por 500 épocas,
com tamanho de batch igual a 64, sem critério de parada antecipada. A validacdo cruzada foi
realizada sobre 30% dos dados. A arquitetura dessa rede e a curva de custo serdo apresentadas
na Tabela 5 e Figura 28, respectivamente.

Tabela 5: Arquitetura da segunda rede neural

N° de ~ S
Camada A Funcao de ativacao Dropout
neuronios
Entrada 2 linear 0.0
Primeira camada 128 gelu 0.2
Segunda camada 128 gelu 0.1
Terceira camada 64 gelu 0.1
Quarta camada 32 gelu 0.0
Quinta camada 16 gelu 0.0
Saida 3 linear 0.0
Figura 28: Gréfico da loss da segunda rede neural.
010 Model Loss 010 Model Loss 010 Model Loss
——
(a) Paraboloide (b) Esfera (c) Sela de Macaco
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Note que os gréficos das fungdes de custo do paraboldide e da esfera apresentam um
comportamento estdvel. Ja para a sela de macaco, é mostrado um comportamento com um
custo mais elevado, porém estavel.

Para a comparacdo com as curvaturas discretas de Forman e Ollivier, utilizaram-se as
bibliotecas ot, networkx'> e scipy'S, respectivamente para o cédlculo de distancias de transporte
6timo, modelagem e andlise de grafos. O tensor de curvatura de Ricci foi estimado conforme os
procedimentos apresentados na Secdo 6. Apds estimé-los, a curvatura escalar pode ser obtida
a partir desse tensor com base na relacdo estabelecida no Lema 3, determinou-se a curvatura
gaussiana discreta, utilizada para a compara¢do com os valores analiticos exatos. Os resultados
para cada superficie sdo apresentados nas subsecdes seguintes.

Para ilustrar a curvatura gaussiana exata, utilizamos as expressodes analiticas para cada
uma das superficies, isto € para o paraboloide, calota superior da esfera e sela de macaco de
parametrizagdes respectivas: P(u,v) = (u,v,u* + v?), E(u,v) = (u,v,v/1—u? —v?) e
S(u,v) = (u,v,u® — 3uv?), tem-se a curvatura gaussiana dada por

4
K = 15
P(Uav) (1+4U2—|—4U2)2 ( )
Kg(u,v) =1 (16)
. 2 2
Ke(u,v) =20+ V) 17)

(1+9(22 +y2)2)*
7.1 Paraboloide

Figura 29: Estimativas de curvatura de Ricci para o paraboldide.

Curvatura pelo método RF-ML 35

Curvatura por Redes Neurais

Curvatura Exata (Gaussiana)

Forman-Rice

(d) (e)

Fonte: Elaborado pela autora.

Bhttps://networkx.org/
Yhttps://docs.scipy.org/doc/scipy/index.html
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Os resultados apresentados na Figura 29 possibilitam comparar a estimativa da curvatura
gaussiana (através do tensor de Ricci) para o paraboloide, através dos diferentes métodos. Veja
que, o método RF-ML (33b) entre todos, demonstra uma melhor aproximacao em relacdo a
curvatura exata (33a), enquanto as redes neurais (29c) apresenta uma variacdo mais abrupta,
0 que pode sugerir algum problema no modelo. Entretanto, o método de Ollivier-Ricci (33d)
mostra uma aproximagdo grosseira com relacao ao resultado exato, e o de Formann-Ricci (33e)
demonstra ser 0 menos preciso.

Vejamos agora, as superficies que representam o erro absoluto de cada um em compa-
racdo com a curvatura exata na Figura 30.

Figura 30: Superficies de erros absolutos de curvatura de Ricci para o paraboloide.

Erro Absoluto da Curvatura Discreta Erro Absoluto da Curvatura Discreta

012
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o
°
o
Erro Absoluto
Erro Absoluto

(a) (b)

Erro Absoluto de Ollivier-Ricci Erro Absoluto de Forman-Ricci

IS

Forman-Ricci

Ollivier-Ricci
OFNWAELUG we

A

(c)

Fonte: Elaborado pela autora.

Na Figura 30 € ilustrado o erro absoluto entre a curvatura gaussiana exata e, respecti-
vamente, as curvaturas estimadas pelo método RF-ML, por redes neurais e por Ollivier-Ricci e
Forman-Ricci. Note que, o erro absoluto em (a) varia até 0.12, e tem pontos concentrados bem
préximos a 0, com poucos picos de erro. Ja em (b), temos erros mais distribuidos e chegando
até, aproximadamente 3.5, o que é relativamente alto, mas que quando é comparado com (c),
continua sendo um pouco melhor. O que vai de acordo com a anélise que fizemos da Figura 30.
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7.2 Calota superior da esfera

Figura 31: Estimativas de curvatura de Ricci para a calota superior da esfera.
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1.025 0925
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0.975

0.950

0.925

0.900

Fonte: Elaborado pela autora.

A Figura 31 ilustra o comparativo entre a estimativa da curvatura gaussiana exata (a)
(através do tensor de Ricci) para a calota superior da esfera, através dos métodos, respectiva-
mente: (b) RF-ML, (c¢) Redes Neurais, (d) Ollivier-Ricci e (e) Formann-Ricci. Note que, o
método (b) tem uma diferenga visual minima em relacdo a (a), o que indica uma boa precisao.
Em (c), vemos uma grande concentracdo de valores no limite superior, préximo a 1.1, o que
sugere uma perca de detalhes quando comparado aos outros, apresentando visualmente, o pior
desempenho aqui. No caso de (d), vemos que ndo captura a variacdo suave da curvatura original
e a coloragdo estd concentrada entre a faixa de valores de 0 a 1, o que também nao sugere uma
boa aproxima;cdo. Por fim, em (e), assim como no caso do paraboldide, hd bastante ruido e
dispersdo e é o que menos captura, visualmente a curvatura.
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Figura 32: Erros absolutos de curvatura de Ricci para a calota superior da esfera.
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Fonte: Elaborado pela autora.

Agora, na Figura 32 € apresentado erro absoluto entre a curvatura gaussiana exata e,
respectivamente, as curvaturas estimadas pelo método RF-ML, por redes neurais e por Ollivier-
Ricci e Forman-Ricci. Em (a) vemos que o erro € muito baixo, indo no maximo até 0.025, o que
remete a uma alta precis@o. Na figura (b), temos um erro absoluto maximo muito alto, chegando
a aproximadamente 25, além disso, é possivel notar uma distribuicdo mais espalhada e com
altos picos. Em (c), na primeira figura temos um erro méximo de aproximadamente 14, porém,
a distribui¢do estd bem concentrada entre 0 € 2, o que sugere um desempenho mediano. Ja
na segunda figura, temos um erro maximo de aproximadamente 7, porém novamente com uma
distribui¢do muito espalhada. Nesse caso, o0 método RF-ML configura o melhor desempenho e
o baseado em redes neurais € que possui menor eficiéncia.
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7.3 Sela de Macaco

Figura 33: Estimativas de curvatura de Ricci para a sela do macaco.

Curvatura pelo método RF-ML

Curvatura Exata (Gaussiana)

-0.5

d) (e

Fonte: Elaborado pela autora.

Na Figura 33 € apresentado um comparativo entre a estimativa exata da curvatura gaus-
siana (a), obtida a partir do tensor de Ricci para a superficie sela de macaco, e as estimativas
fornecidas, respectivamente, pelos métodos: (b) RF-ML, (c) Redes Neurais, (d) Ollivier—Ricci
e (e) Forman—Ricci. Observa-se que, no caso do método RF-ML (b), a simetria da distribui¢ao
é preservada e as escalas, embora apresentem alguns desvios, permanecem proximas as do caso
original. Ja em (c), o ajuste € bastante grosseiro, ndo preservando nem a forma visual nem a
escala. Para os métodos Ollivier—Ricci (d) e Forman—Ricci (e), nota-se que o ajuste também
se afasta do formato exato; entretanto, o método (d) apresenta o segundo melhor desempenho
entre os avaliados.
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Figura 34: Erros absolutos de curvatura de Ricci para sela do macaco.
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Fonte: Elaborado pela autora.

Na Figura 34 € apresentada a superficie de erro absoluto entre a curvatura gaussiana
exata e, respectivamente, as curvaturas estimadas pelos métodos RF-ML, Redes Neurais, Olli-
vier—Ricci e Forman—Ricci. Ao analisar e comparar cada caso, observa-se que (a) apresenta a
menor escala de erro em relagdo aos demais métodos, embora ainda seja relativamente alta se
comparada aos erros absolutos obtidos para as superficies anteriores. Nota-se que (b) exibe o
maior pico de erro, enquanto a primeira figura de (c) apresenta o segundo menor pico, ficando
atrds apenas de (a). J4 a segunda figura de (c), assim como nos casos anteriores, mostra uma
distribuicdo de erros mais ruidosa.

7.4 Erros Relativos

Os erros relativos para Ollivier-Ricci e Formann-Ricci estdo ilustrados na tabela 8 e
9, respectivamente. O nimero de vizinhos utilizados para o primeiro, foram k£ = 3 para o
paraboloide), & = 4 para a calota superior da esfera e k = 3 na sela de macaco. Ja para
Formann-Ricci foi utilizado k£ = 5 em todas as superficies.

Como métrica de avaliacdo, adotamos o erro relativo entre os valores de curvatura esti-
mados pelos métodos e os valores analiticos exatos.
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Tabela 6: Erro Relativo entre a Curvatura Estimada pelo método RF-ML de (LI; LU, 2019) e a

Curvatura Gaussiana Exata

Paraboloide Esfera Sela
Erro relativo minimo 1.58031 x 107 3.09967x10~7 | 1.56769x10~°
Erro relativo maximo 2.77484 x 1071 2.5281 x 1072 | 1.00453 x 10°

Mediana do erros relativos

1.29441 x 1072

3.77734x 1073

1.16065%x 10!

Média dos erros relativos

1.74507 x 102

3.70748x 1073

1.43163x 107!

Tabela 7: Erro Relativo entre a Curvatura Estimada usando Redes Neurais e a Curvatura Gaus-

siana Exata

Paraboloide

Esfera

Sela

Erro relativo minimo

3.27956 x 10~*

1.21445%x 1074

3.27241x107°

Erro relativo maximo

9.95745 x 10°

2.67790 x 10!

3.12524 x 10!

Mediana do erros relativos

5.03236 x 10°

2.36302 x 10°

9.17189x10~!

Média dos erros relativos

4.50773 x 10V

4.35647 x 10°

2.37428 x 10°

Tabela 8: Erro Relativo entre a Curvatura Estimada usando Ollivier-Ricci e a Curvatura Gaus-

siana Exata

Paraboloide

Esfera

Sela

Erro relativo minimo

7.81232 x 107

1.62036x 1073

2.20817x107%

Erro relativo maximo

2.90098 x 10°

1.71140 x 10!

1.78510 x 101

Mediana do erros relativos

7.69012 x 107!

7.95890x 107!

1.0334 x 10°

Média dos erros relativos

7.28060 x 107!

7.60145x107*

1.17288 x 10

Tabela 9: Erro Relativo entre a Curvatura Estimada usando Formann-Ricci e a Curvatura Gaus-

siana Exata

Paraboloide

Esfera

Sela

Erro relativo minimo

0.00000 x 10°

0.00000 x 10°

2.11054x10~*

Erro relativo maximo

7.20000 x 10°

6.80000 x 10°

1.55846 x 10?

Mediana do erros relativos

1.71429 x 10Y

1.66666 x 10"

1.52045 x 10V

Média dos erros relativos

1.92213 x 10°

1.89369 x 10°

3.43200 x 10°
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8 Conclusao e Trabalhos Futuros

Os resultados demonstram que o método RF-ML de (LI; LU, 2019) apresenta desempe-
nho satisfatério para superficies de curvatura positiva (paraboléide) e constante (esfera), com er-
ros relativamente baixos, tanto em termos de média quanto mediana dos erros relativos (Tabela
6). Entretanto, no caso da superficie com curvatura negativa (sela), observamos uma pequena
discrepancia nos valores calculados, com erros mais elevados em relacao as outras superficies.
Este comportamento esta alinhado com as limitagdes reportadas pelos autores, particularmente
no que diz respeito a regides com curvatura negativa.

Ao comparar com as demais abordagens, nota-se que:

* Redes neurais (Tabela 7) apresentaram desempenho inferior nas trés superficies, com
erros médios acima de 1,0 em todos os casos. Isso sugere que a rede, mesmo treinada
para regressao das derivadas, apresentou dificuldades possivelmente devido ao acimulo
de erros no calculo das derivadas de segunda ordem;

* Ollivier-Ricci (Tabela 8) apresentou resultados mais consistentes, com erros médios in-
feriores a 1,0 para o paraboldide e a esfera, mas com degradacio no caso da sela. Embora
o método tenha se mostrado positivo em regides de curvatura positiva, ainda sofre com
instabilidades em curvaturas negativas;

* Formann-Ricci (Tabela 9) foi o que mais apresentou resultados irregulares. Apesar de
em alguns casos atingir o valor da curvatura muito proxima da gaussiana, em sua maioria,
o método apresenta erro elevado.

Em sintese, 0 método RF-ML permanece como a solu¢cao mais estdvel para as super-
ficies testadas, embora apresente algumas limitacdes em superficies de curvatura negativa. A
abordagem baseada em redes neurais necessita de ajustes significativos para alcangar um bom
desempenho, enquanto as métricas de curvatura de grafos (Ollivier-Ricci e Formann-Ricci)
ainda apresentam lacunas para uso quantitativo preciso. Levando em consideracao tudo que foi
exposto, como perspectivas de continuidade em possiveis trabalhos futuros, destacam-se:

» Explorar arquiteturas mais profundas, capazes de capturar melhor padrdes locais de cur-
vatura;,

» Explorar outros tipos de redes neurais, como as convolucionais, PINN’s e entre outros;

* Aplicar sobre dados de imagens para analisar o uso do Tensor de Ricci como um classifi-
cador;

* Buscar métodos mais precisos € menos custosos para estimativa de derivadas de redes
neurais.

Com essas melhorias, espera-se ndo apenas reduzir os erros observados, mas também
aumentar a eficdcia das estimativas de curvatura em diferentes tipos de dados, e incluindo casos
de regides de variedades com curvatura negativa, os quais se mostraram mais desafiadores neste
estudo.
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Apéndice A: Conceitos de Variedades Diferenciaveis

Definicao 15. Seja X um conjunto. Uma topologia em X é uma colecdo T de subconjuntos de
X (chamados abertos) que satisfaz os seguintes axiomas:

i) O conjunto vazio e o proprio X sdo abertos:

Der e XerT.

ii) Unido arbitrdria de abertos é aberta: Se {U,}ic; C T, entdo

UUiGT.

el
iii) Intersecdo finita de abertos é aberta: Se Uy, ...,U, € T, entdo
n
m U, €.
k=1

O par (X, 1) é chamado de espago topoligico.

Definicao 16. Uma variedade topologica M de dimensdo n é um espago topoldgico que satisfaz
as seguintes propriedades:

i) Hausdorff: Para quaisquer dois pontos distintos p,q € M, existem abertosp € Ueq eV
disjuntos (U NV = ().

ii) Segundo-contdvel: Existe uma base contdvel para a topologia.

iii) Localmente Euclidiana: Para todo p € M, existe uma vizinhanga aberta U C M con-
tendo p e um homeomorfismo ¢ : U — U, onde U é um aberto de R™.

Definicao 17. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma familia de abertos V,, C M com
v =M

é localmente finita se todo ponto p € M possui uma vizinhanga U tal que U NV, # ¢ apenas
para um niimero finito de indices. O suporte de uma funcdo f : M — R ¢é o fecho do conjunto
dos pontos onde [ ¢ diferente de zero.

Definicdo 18 (Particdo da unidade). Dizemos que uma familia {f,} de fungées diferencidveis
fa : M — R é uma particdo diferencidvel da unidade se:

i) Para todo o, f, > 0 e o suporte de f, estd contido em uma vizinhanca coordenada V,, =
2o(Uy) de uma estrutura diferencidvel {(Ug, x3)} de M.

ii) A familia {V,} é localmente finita.
iii) >, fa(p) = 1, para todo p € M (esta condi¢do faz sentido, pois em cada p, fo(p) # 0

para apenas um niimero finito de indices).
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Costuma-se dizer que a particao { f,} da unidade estd subordinada a cobertura {V,}.

Definicao 19. Sejam F' : M — N uma aplicacdo suave entre variedades diferencidveis e
dF, : TyM — TN a derivada em p € M. Dizemos que I é:

(i) uma imersdo se dF, é injetiva para todo p € M.

(ii) um mergulho suave se F' é uma imersdao e um homeomorfismo sobre a imagem F (M) C
N com a topologia induzida.

Seja M uma variedade suave com ou sem fronteira. Uma subvariedade imersa de M
€ um subconjunto S C M dotado com uma topologia com respeito a qual ela é uma variedade
topoldgica (sem fronteira), € uma estrutura suave com respeito a qual a aplica¢do inclusao
1S — M é uma imersdo suave.

Pela definicao toda variedade mergulhada é uma subvariedade imersa. Desta forma, por
convengdo o termo subvariedade suave significa uma subvariedade imersa.

Proposicao 9 (Imagens de Imersdes como Subvariedades). Sejam M uma variedade suave
com ou sem fronteira, N uma variedade suave, F' : N — M uma imersdo suave injetiva e S =
F(N). Entdo S possui uma vinica topologia e estrutura suave tal que ela é uma subvariedade
suave de M e tal que F : N — S é um difeomorfismo sobre sua imagem.

Demonstracdo. Ver (LEE, John M., 2003), pagina 109. O]

Teorema 5 (Subvariedades Imersas sdo Localmente Mergulhadas). Se M é uma variedade
suave com ou sem fronteira, e S C M é uma subvariedade imersa, entdo para cada p € S
existe uma vizinhanca U de p em S que é uma subvariedade mergulhada de M.

Demonstragdo. Ver (LEE, John M., 2003), pagina 87 e 109. 0

Definicao 20. Seja f : M — N uma imersdo. Se N tem uma estrutura Riemanniana, f induz
uma estrutura Riemanniana em M por

(u, v)p = <dfp(u)vdfp(v)>f(17)> u,v € TM.

A métrica de M é chamada de métrica induzida (ou métrica pullback por f, e f é uma imersdo
isométrica.
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