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Resumo

Com base no artigo Cavity Problems in Discontinuous Media, investigamos propri-
edades de regularidade ao longo da fronteira livre para minimizantes do funcional
associado ao problema de cavidade. Nosso principal objetivo ¢ demonstrar que tais
fungoes sao Lipschitz continuas nesse conjunto. A abordagem adotada consiste em
estabelecer essa propriedade para limites uniformes de sequéncias de minimizantes
de funcionais regularizados, de modo que o resultado para minimizantes arbitréarios
decorra de um argumento anélogo. Para isso, obtemos uma estimativa de regula-
ridade que implica também propriedades geométricas da fronteira livre das fungoes
limite.

Palavras-chave: Equagoes Diferenciais Parciais; Fronteira Livre; Regularidade
Lipschitz; Minimizagao.



Abstract

Based on the article Cavity Problems in Discontinuous Media, we investigate regu-
larity properties along the free boundary for minimizers of the functional associated
with the cavity problem. Our main goal is to show that such functions are Lipschitz
continuous on this set. The approach adopted consists in establishing this property
for uniform limits of sequences of minimizers of regularized functionals, so that the
result for arbitrary minimizers follows from an analogous argument. To this end,
we obtain a regularity estimate that also implies geometric properties of the free
boundary of the limit functions.

Keywords: Partial Differential Equations; Free Boundary; Lipschitz Regularity;
Minimization.
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Lista de Notacoes

Simbolo Descrigao

N Conjunto dos ntimeros naturais.

R Conjunto dos nimeros reais.

C Subconjunto compactamente contido.
dist Distancia.

supp A Suporte do conjunto A.

| Al Medida de Lebesgue do conjunto A.
B,.(x) Bola com centro em z e raio r.

B, Bola com centro na origem e raio r.
a(N) Volume da bola N-dimensional.

Id Matriz identidade.

;") Produto interno em R,

— Convergéncia usual.

— Convergéncia fraca.

— Imersao.

ut,u Parte positiva e parte negativa da funcao wu.
Vu Gradiente da funcao u.

Au Laplaciano da funcao u.

div(F) Divergente do campo F.

0N Fronteira do dominio 2.

XA Fungao caracteristica do conjunto A.
Cke(Q) Espagos de Holder no dominio 2.
LP(Q2) Espaco de Lebesgue de fun¢oes p-integraveis no dominio €.
WP Hk(Q) Espagos de Sobolev no dominio 2.

W, Hy (%)

- [l

Espacos de Sobolev no dominio €2.
Norma no espaco RV,
Norma no espac¢o normado X.
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Introducao

As Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs) sd@o equagoes que envolvem uma fungao
desconhecida de duas ou mais variaveis e algumas de suas derivadas parciais. As
EDPs modelam diversos fenomenos do mundo real que surgem em diversas areas
da ciéncia, como na Fisica, Quimica, Biologia, Economia, entre outras. Devido a
sua ampla aplicabilidade a problemas praticos, as EDPs vém sendo extensivamente
estudadas de maneira qualitativa e quantitativa ao longo dos anos.

As classes de EDPs sao diversas, o que naturalmente evidencia a complexidade do
estudo de existéncia e propriedades de solugoes para problemas genéricos. De fato,
em muitos casos é invidvel obter uma fungao que possua a classe de diferenciabilidade
exigida na formulagao classica do problema e que resolva a EDP pontualmente. Para
contornar essa dificuldade, o que se faz é definir um tipo de solugao para a qual seja
exigida menor regularidade. Como consequéncia disso, a probabilidade de encontrar
uma solucao nesse sentido acaba se tornando maior.

Nesse contexto, é de grande interesse matematico e pratico estudar propriedades
de solugoes, em especial, a regularidade que elas devem possuir. Por esse motivo, os
resultados obtidos na Teoria de Regularidade desempenham um papel fundamental
em Equagoes Diferenciais Parciais.

De particular importancia na Teoria de Regularidade, encontra-se o estudo de
problemas de fronteira livre. Em linhas gerais, um problema de fronteira livre con-
siste em determinar um conjunto €2 e uma fun¢ao u : 2 — R de modo que sejam
verificadas as seguintes condig¢oes:

(1) w resolve uma EDP em €;

(73) w satisfaz uma condicao de fronteira com relagao a qual a EDP fica bem posta
em 0§2;

(17i) wu satisfaz uma condigao extra em Jf2, que torna o problema sobredeterminado.
Esta dltima condigao é chamada condicao de fronteira livre.

Este tipo de problema surge tanto na propria Matematica quanto em outras
ciéncias no geral. Por exemplo, em problemas de otimizac¢ao de formas (menor area
para um volume fixado), transi¢des de fase (derretimento de um sélido), dinamica
dos fluidos etc.

Uma forma de tratar problemas de fronteira livre, e que vem trazendo impor-
tantes resultados, ¢ a partir de uma abordagem variacional. Em outra palavras,
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associa-se um funcional ao problema dado, de tal forma que minimizantes do funci-
onal sejam solugoes para o problema. Esta serd basicamente a abordagem que sera
utilizada na dissertacao, como discutiremos a seguir.

Sejam Q C RY um dominio Lipschitz limitado, ¢ € L?*(992) uma funcdo nao
negativa e (a”/) uma matriz simétrica e mensuravel satisfazendo a condigao de (), A)-
elipticidade

Md < (a) < Ald,

para certas constantes 0 < A < A, isto é,

N
Mg < Z a”(x)&€; < AJ¢J?,

1,j=1

para q.t.p. z € Qe todo £ € RY. A motivagdo para o artigo [9], principal referéncia
desta dissertacao, é o estudo de propriedades de minimizantes locais para o funcional

70 = [ {7090 4y f ()

sobre conjunto H)(Q) := {u € H'(Q) | T(u) = ¢}, onde T : H(Q) — L*(09Q)
denota o Operador Traco relativo ao dominio €.

O problema variacional (1) surge em diversas formulagdes matematicas de pro-
blemas aplicados como, por exemplo, cavity problems, problemas de Bernoulli, pro-
blemas de transmissao livre e designs 6timos. A abordagem matemaética desse tipo
de problema tem sido amplamente desenvolvida desde o notavel trabalho de Alt e
Cafarelli [2].

A existéncia de minimizantes para funcionais descontinuos do tipo (1), cuja prova
pode ser consultada em |2, Teorema 1.3] ou [12, Teorema 2.1|, segue a partir de
argumentos cléssicos. Verifica-se que um tal minimizante satisfaz, no sentido de
distribuigoes, a equacao de Euler-Lagrange

div(a” (x)Vu) = p,

onde ;1 € uma medida suportada ao longo da fronteira livre 0{u > 0}. Em particular,
minimizantes satisfazem

div (a”(z)Vu) = 0 em {u >0} NQ,

no sentido de distribuigoes.

A analise desenvolvida em [9] consiste em considerar problemas regularizados,
de modo que contemple o problema singular (1). A ideia é obter estimativas unifor-
mes para minimizantes do problema regularizado, de tal forma que a func¢ao limite,
candidata a ser minimizante de (1), herde as mesmas propriedades. Tal abordagem
sera o principal objeto de estudo desta dissertacao.

Especificamente, iremos considerar § € Cg°(R) uma fungao positiva com suporte

contido em [0, 1] tal que
1
/ B(t)dt = 1.
0
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Para cada ¢ > 0, definimos o potencial e-perturbado

5.(1) = 5 @ ,

que tem suporte contido no intervalo [0, ]. Esta sequéncia de funcionais converge,

no sentido de distribuicoes, para
(/B(s) ds) - do,

onde dy denota a medida de Dirac concentrada em 0 (ver Lema A.0.8). Considera-
remos ainda

3
B.€) = / Bu(1) dt.

que converge, no sentido de distribuigoes, para

(/569 a5) xicon

Com isso, definimos o funcional regularizado

F. () = /Q {%w(m)w,vm +Bg(u)} da. @)

Para cada ¢ > 0 fixado, minimizantes do funcional %, estao relacionados com
uma ampla classe de outros problemas fisicos, tais como ativagoes de altas energias
e propagacao de chamas. Existe uma ampla gama de trabalhos que abordam classes
de problemas singularmente perturbados similares a (2). Para citar alguns nesse
sentido, destacamos, por exemplo, [4] e [20].

No decorrer da dissertagao, estudaremos propriedades de minimizantes do fun-
cional (2) restrito ao conjunto H, é(Q) O nosso principal objetivo é demonstrar que
limites uniformes de sequéncias de minimizantes sao Lipschitz continuas ao longo
da fronteira livre. Essa é uma propriedade de destaque no artigo estudado, dada a
condicao minima de regularidade imposta sobre os coeficientes a. De fato, se ne-
nhuma hipotese extra é dada aos coeficientes, mesmo funcgoes satisfazendo a equagao
homogénea

div (¢ (z)Vh) =0

falham em ser Lipschitz continuas. Isto significa que o expoente « garantido pela
teoria de regularidade de De Giorgi é estritamente menor que 1.

Para obter a regularidade Lipschitz ao longo da fronteira livre, nos valeremos de
uma estimativa uniforme para os minimizantes dos funcionais regularizados (2). Tal
estimativa ¢ forte o suficiente para que seja possivel inferir propriedades geométricas
da fronteira livre da funcao limite. Isto pode ser obtido ao combinar a estimativa de
regularidade com as propriedades de nao degenerescéncia e crescimento linear, que
também serao demonstradas nesta dissertacao.
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A dissertagao esta organizada em trés capitulos principais. O Capitulo 1 é des-
tinado apenas a apresentacao de conceitos e resultados preliminares que serao uti-
lizados no decorrer do texto. O contetido que se encontra neste capitulo percorre
defini¢oes e teoremas classicos da teoria de Equacgoes Diferenciais Parciais Elipti-
cas, resultados do Célculo das Variacoes e Espagos de Morrey e Campanato, entre
outros.

No Capitulo 2, nos preocupamos em estabelecer os resultados que fundamentam
a teoria desenvolvida em [9]. Em esséncia, demonstramos trés principais resultados.
O primeiro diz respeito a existéncia de minimizante do funcional (2). Em seguida,
demonstramos que tais minimizantes sao localmente Hoélder continuos, e que a norma
Holder é estimada uniformemente por uma constante que nao depende do parametro
e. Isto nos permite obter uma subsequéncia de minimizantes convergindo localmente
uniformemente para uma funcao limite. Por fim, obtemos uma propriedade de
crescimento linear para os minimizantes de (2).

Finalmente, no Capitulo 3, nos concentramos em demonstrar a continuidade
Lipschitz ao longo da fronteira livre para limites uniformes de sequéncias de minimi-
zantes. Paralelamente, apresentamos uma abordagem de como a mesma propriedade
pode ser obtida ao considerar diretamente o problema de minimizacao (1). Somado
a isso, demonstramos um resultado de nao degenerescéncia que implica na obtenc¢ao
de estimativas geométricas da fronteira livre da funcgao limite.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentamos alguns resultados fundamentais de Medida e Inte-
gracao, dos espacos de Sobolev, da teoria das Equagoes Diferenciais Parciais Elipti-
cas e do Calculo das Variagoes, os quais sao utilizados como ferramentas na obtencgao
dos principais resultados desta dissertacao. As respectivas demonstracoes podem ser
consultadas nas referéncias indicadas.

1.1 Medida e Integracao

Nesta breve se¢ao, consideramos X um conjunto e p uma medida definida em
alguma o-algebra de subconjuntos de X.

Teorema 1.1.1 (Convergéncia Dominada de Lebesgue). |3, p. 44] Seja {f,.}
uma sequéncia de funcoes integraveis que converge em quase todo ponto para uma
fun¢io mensurdvel f. Se existe uma fungao integravel g tal que |f,| < g para todo

n, entao g € integravel e
/fduz lim /fndu-
n—o0

Teorema 1.1.2 (Egoroff). [3, p. 74| Suponha que u(X) < +oo e que {f.} € uma
sequéncia de fungoes mensurdveis que converge em quase topo ponto em X para uma
fungao mensurdvel f. Entao, a sequéncia {f,} converge quase uniformemente e em
medida para f.

Teorema 1.1.3 (Vitali). [3, p. 76| Seja {f.} uma sequéncia em LP(X,pu), 1 <p <
o0o. Entao, as sequintes condigoes sao necessdrias e suficientes para a convergéncia
em LP de {f.} para f:

(1) {fn} converge para f em medida;

(i4) Para cada € > 0, existe um conjunto mensurdvel E., com p(E.) < +oo, tal
que, se I é mensurdvel e F N E. =0, entdo

/ [folPdp <P, VneN;
F
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(i43) Para cada € > 0, existe um 6(¢) > 0 tal que, se E é mensurdvel e p(E) < 6(¢),
entao

/|fn]pdu<€p, Vn € N.
E

1.2 Espacgos de Sobolev

Alguns dos principais resultados da teoria dos espagos de Sobolev sao listados a
seguir.

Teorema 1.2.1.[10, p. 153| Seja 1 < p < +oo. Seu € WHP(Q), entdo u™,u™, |u| €
Whr(Q) e

Vu(z), qtp. em {u>0}
() —
V' (z) = { 0, q.t.p. em {u <0},

.. {o, t.p. em {u>0}
Vu(z) = { —Vu(z), th em {u <0},

Vu(z), g.t.p. em {u>0}
V0ul(z) = 0, g.t.p. em {u=0}
—Vu(zx), q.t.p. em {u <O0}.

Teorema 1.2.2 (Rellich-Kondrachov). [6, p. 285| Suponha que Q2 € limitado e de
classe C1. Entdo as sequintes imersoes sio compactas:

WLP(Q) — LIQ) Vqel[l,p*), onde l* = 1o %, sep < N,
p p

WHP(Q) = LU(Q) Vg € [p, +00), sep=N;

Wir(Q) — O(Q), sep> N.

Em particular, W?(Q) — LP(Q) compactamente para todo p (e todo N ).

Embora na referéncia indicada no teorema anterior seja exigido que €2 seja de
classe C!, esta hipotese pode ser enfraquecida de modo que €2 pode ser apenas
Lipschitz. Essa versao mais geral pode ser consultada em |1, Teorema 6.2].

Teorema 1.2.3 (Teorema de Imersao de Sobolev). |21, p. 265] Sejam Q C RY
um dominio limitado com fronteira Lipschitz, k € N, 1 < p < +o0. FEntao, sao
verdadeiras as sequintes afirmacoes:

(1) Se kp < N, entao
WhP(Q) = LU(Q),

para 1 < g <np/(n—kp); a imersao é compacta se ¢ < np/(n — kp).
(i) Se0<m<k—n/p<m+1, meNU{0}, entao
Who(g) = Cme (@),

para 0 < o < k —m —n/p; a imersao é compacta se « < k —m —n/p.
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Teorema 1.2.4 (Desigualdade de Poincaré). [6, p. 290] Seja 1 < p < 400
e seja € um subconjunto aberto e limitado de RN. Entao, existe uma constante

C' =C(Q,p) tal que
||u||Lp(Q) < CHVuHLp(Q), Yu € H&(Q)

1.3 Equacoes Elipticas de Segunda Ordem

Ao longo do texto, iremos nos deparar com equagodes envolvendo operadores
elipticos na forma divergente. Naturalmente, sera necessario recorrer a resultados
classicos relacionados a esse tipo de operador. Para tornar o texto mais completo,
esta secao é dedicada a apresentacao dos principais resultados utilizados.

Definicao 1.3.1. Seja L um operador diferencial de sequnda ordem. Dizemos que
L estd na Forma Divergente quando

Lu = D;(a" (x)Dju + b (z)u)) + ¢ (z) Diu + d(z)u, (1.1)

para certas fungoes reais a”, b, ¢t d (i,j = 1,...,N) definidas em um dominio 2 C
RY. Além disso, dizemos que L é Estritamente Eliptico quando existe um nimero
positivo X tal que

(a”(z)E,€) > NEJ?, VreQ, & eRY. (1.2)

A um operador eliptico L fica associada uma forma bilinear descrita por
L(u,v) = / {(a" Dju+ b'w)Div — (' Dyu + du)v} dz,
Q

para u,v € H'(2). Isto nos permite introduzir o conceito de solucao fraca para
equacgoes envolvendo tais operadores.

Definigao 1.3.2. Sejam fi',g (i = 1,...,N) fungoes localmente integrdveis em ).
Dizemos que uma fungao fracamente diferencidvel u € uma Solugao Fraca da equa-
€ao

Lu=g+ D, f", em ),

quando
L(u,v) = /(fiDiv —gv) dz, Yve C(N).
Q

Além da condigao de o operador L ser estritamente eliptico, deve-se assumir tam-
bém que os coeficientes de L sao limitados. Mais precisamente, existem constantes
A, v > 0 tais que

Sl @)P <82 AP Y (B@)P+ @) + A d@)] <A (13)

para todo x € ().

Sob certas condigoes, o seguinte resultado assegura a existéncia e unicidade de so-
lugao para uma classe de problemas de Dirichlet envolvendo um operadores elipticos
da forma (1.1).
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Teorema 1.3.3. [14, p. 181] Seja L um operador da forma (1.1) satisfazendo as
condigoes (1.2) e (1.3), e assuma que L satisfaz a condi¢ao

/ (dv —b'Dyv) dx <0, Yo > 0,v € Cy(9). (1.4)
Q

Entao, dados ¢ € H'(Q) e g,f* € L*(Q), i = 1,...,N, o problema de Dirichlet
generalizado

Lu =g+ D;f, em )
U=, sobre 02

admite uma solucao, e esta solugao € unica.

Ainda no que diz respeito a existéncia e unicidade da solugdo, destacamos o
seguinte resultado, que também assegura certa regularidade para a solugao fraca da
equacao.

Teorema 1.3.4. |14, p. 206] Seja L um operador satisfazendo as condigées (1.2),
(1.3) e (1.4), com f' € LU(Q) e g € LY*(Q) para algum q > N. Além disso, suponha
que ) satisfaz uma condi¢ao de cone exterior em cada ponto de 0S). Entdo, para

@ € C(0R), existe uma tnica fungio u € H (Q) N C(Q) satisfazendo

Lu =g+ D;f, em )
U=, em Of).

Um outro resultado que serda fundamental nesta dissertacao é o Principio do
Méximo. Apresentamos aqui a versao com hipoteses mais fracas que se encontra
em |14, p. 179].

Teorema 1.3.5 (Principio do Maximo). [14, p. 179| Seja v € H*(Q) satisfazendo
Lu > 0 (respectivamente, Lu < 0) em €. Entao,

supu < supu’ (respectivamente, infu > infu™).
O a0 Q 0N

Para finalizar a se¢ao, indicamos mias um resultado essencial: a desigualdade de
Harnack.

Teorema 1.3.6 (Desigualdade de Harnack). [14, p. 199| Seja L um operador
satisfazendo as condigoes (1.2) e (1.3), e seja u € H'(Q) tal que

Lu =0, em )
u > 0, em S

Entao, para todo subconjunto aberto € € Q, tem-se

supu < C'inf u,
Q/ 194

onde C' = C(N,\, A, v, QY Q).
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1.4 Minimizacao

O estudo de propriedades de fung¢bes que minimizam os funcionais (1) e (2)
desempenha um papel fundamental nesta dissertacao. Nesse sentido, para torna-
lo consistente, é necessario garantir que estes minimizantes existem. A prova da
existéncia é estabelecida no Teorema 2.1.1, e nela lancamos mao dos seguintes re-
sultados.

Teorema 1.4.1. (8, p. 9] Seja E um espago de Hilbert (ou, mais geralmente, um
espago de Banach reflexivo), e seja C C E um subconjunto fechado e convexo.
Suponha que o funcional ¢ : E— R €

(1) fracamente semicontinuo inferiormente e
(17) coercivo em C' (isto é, ¥(u) — 0o quando ||ul|g — o).
Entao, existe . € C tal que ¥ (4) = infeo 1.

Proposicao 1.4.2.[8, p. 10] Se ¢y : E — R € convexo e semicontinuo inferior-
mente em um espago de Banach reflexivo E, entao ¢ € fracamente semicontinuo
inferiormente.

Proposigao 1.4.3.[8, p. 11| Seja Q € RY um dominio limitado e seja F: Q xR —
R uma funcgdo satisfazendo as condicoes*

(1) F(-,s) é mensurdvel em ) para todo s € R fizado;
(ii) F(z,-) € continua em R para q.t.p. x € €.

Além disso, assuma que existem a,b > 0,1 < a <2N/(N—-2)se N >3,1 < a < o0
se N =1,2, tais que
|F(z,s)| < als|*+b.

Entao, o funcional definido por

estd bem definido e € fracamente continuo no espago de Sobolev H} ().

1.5 Os Espacos de Morrey e Campanato

Esta breve secao é dedicada & apresentacao dos espagos de Morrey e Campa-
nato. Tais espagos possuem propriedades interessantes que vao além do objetivo
deste trabalho. Desse modo, indicaremos apenas um resultado que foi fundamental
no decorrer da dissertacao. Em linhas gerais, sob certas condigoes, este resultado
garante regularidade Holder para fungdes em espagos de Sobolev, cujo gradiente
deve pertencer a algum espago de Morrey adequado.

1 As condigoes (i) e (i7) sdo comumente chamadas condigoes de Carathéodory.
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Definicao 1.5.1. Seja p < diam €2. Para cada xq € €2, denote
Qzo, p) = QN B,y(xo).

Dados 1 <p <400 e X >0, o Espaco de Morrey LP*()) € definido como

LPAQ) = {u € LP(Q): sup ,0_)‘/ |ul? dx < +oo},
(z0.p)

x0€8,p>0

munido com a norma

HuHi;D,A(Q): sup p / ‘U’p dx.
z0€Q,p>0 Q(z0,p)

Define-se também o Espag¢o de Campanato LP(Q)) por

LPMNQ) = {u € LP(Q): sup p’\/ U — (1)z,,|" dx < +oo} ,
Q(zo0,p)

zo€2,p>0

onde

(W) gg,p i= ][ udz.
Q(z0,p)

Neste espaco, considera-se a seminorma

= [ b da
Q(z0,p)

[ullcraey == Tulpr + llull Lo

e a norma

Em um caso particular, como mostra a proposi¢ao a seguir, os espagos de Mor-
rey e Campananato sao isomorfos, isto significando que as respectivas normas sao
equivalentes.

Proposigao 1.5.2. 13, p. 76] Para 0 < X\ < N, tem-se que LP*(Q) = LPA(Q).

Na sequéncia, indicamos o principal resultado desta subsecao, que estabelece
uma condigao necessaria para que fungoes em W1P(Q) sejam Holder continuas.

Teorema 1.5.3 (Morrey). [13, P, 80] Seja u € WP(Q) tal que Vu € L2N7PTe(Q)

loc

para algum ¢ > 0. Entao, u € C’l ”(9).

1.6 Resultados da Teoria de Regularidade de De Gi-
orgi

Inicialmente estabelecida para solucionar o décimo nono problema de Hilbert, a
teoria de regularidade de De Giorgi assegura Holder continuidade para solucoes de
equagoes elipticas na forma do divergente sem hipoteses adicionais de suavidade dos
coeficientes. Os dois principais resultados estao indicados a seguir.
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Teorema 1.6.1 (De Giorgi). [22, p. 43| Seja (a”) wma matriz uniformemente
eliptica, isto €, existem constantes 0 < A < A < +oo tais que AId < (a¥) < Ald, e
seja u uma solugao, no sentido de distribuigoes, da equacao

div (a”(z)Vu) = 0 em Bj.
Entao, existe um expoente universal 0 < o < 1 tal que u € C’O’a(Bl/Q). Além disso,

[ullcoais, ) < Cllullz2(sy),

onde C' > 0 é uma constante que depende apenas da dimensao e das constantes de
elipticidade.

Teorema 1.6.2. (22, p. 51] Seja u € H'(By) uma solugdo fraca da equagdo nao
homogénea -

div (a”(z)Vu) = f(z),
com Ald < (a¥) < Ald, 0 < A < A < 4o00. Suponha que, para algum 1 < pu < 2,

tem-se que f € L“%(Bl). Entao, u € C%*(By)s), para algum 0 < o < 1 dependendo
apenas da dimensao, constantes de elipticidade e . Ademais,

HuHCO’O‘(Buz) < C(N7>‘7A7a) (Hf”L“%(Bl) + HUHLQ(Bl)) :

1.7 A Desigualdade de Caccioppoli

O teorema apresentado nesta secao fornece uma estimativa para o gradiente
de solucgoes fracas de problemas elipticos do tipo abordado nesta dissertacao. Por
simplicidade, apresentamos uma adaptacao de um resultado mais geral que pode ser
consultado em [13].

Teorema 1.7.1 (Desigualdade de Caccioppoli). Seja v € H*(Q)) uma solugdo
fraca de

—div(a”(z)Vu) = f(z) em §2,
1sto €,
/ (a9 (2) Vi, Vg dar — / fde,  Vee HAQ), (1.5)
Q Q

com f € L*(Q). Entao, para cada xo € Q, 0 < p < R < dist(zg, ), tem-se

1
|Vul? deC’{—/ (u— &) dx—i—/ dex},
/Bp(xo) (R - p)2 Br(xo) Br(zo)

para todo £ € R, onde C' > 0 é uma constante dependendo de A\, A e ).
Demonstragao. Considere uma funcdo cut-off n € C5°(Q2) tal que
e 0<n<1

e n=1em B,(z) e n =0 em Bg(zg) \ By(xo);
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o [Vl <2/(R—p).
Usando (u — &)n* como fungdo teste em (1.5), obtemos

/ <aij(m)Vu, \Y ((u — §)n2)> dr = / (u—EN*f da.
Br(=o)

Br(zo)

Consequentemente, como

V ((u—&n%) = (u—£)2nVn +n*Vu,

temos

/B o 2(u—&)n <aij(a:)Vu, V77> + / n* <aij(:c)Vu, Vu> = (u—EN*f.

Br(zo) Br(zo)

Com isso, pela condigao de elipticidade da matriz a”(x), obtemos

)\/ n?|Vul? dx S/ n* (a”(z)Vu, Vu) dx
Br(zo) Br(zo)

= / (u— & f dx — / 2(u—&)n (a?(x)Vu, Vn) dx
Br(zo)

Br(zo)
=:(I)+ (11). (1.6)
Observe que, pelo Lema A.0.5,
(1) < 2/ [ — &l Inll{a” (2)Vu, V)| dz < 2A | = &lInl[Vul[Vnl dz.
Br(z0) Br(z0)
Assim, usando a Desigualdade de Cauchy com ¢ (Lema A.0.4), obtemos
A
(1) < 25A/ " |Vul|? do + — (u — &)?|Vn|* do
Br(zo) 2¢ J Ba(wo)
< 281\/ |Vu|2dx+i/ (u—&)* dx. (1.7)
- B, (x0) (R =0)* JBpo)

Da mesma forma, usando o Lema A.0.4 com ¢ = 1, estimamos

1 1
<f>§/ <u—€>2n2dﬂf+—/ nzfzda:S/ (u—ﬁ)QdH—/ 2 da.
Br(zo0) 2 Br(zo) Br(zo) 4 Br(z0)
(1.8)

Portanto, usando as propriedades de 1 e combinando (1.6), (1.7) e (1.8), obtemos

)\/ |Vul? do < )\/ n?|Vul? do
By(x0) Br(zo)
<2€A/ IVul? do + [1+L} / (u—&)?dx
N B, (z0) (R—p)?
1
+ —/ f?dx.
4 JBr(ao)

Reorganizando os termos, chegamos a desigualdade

2A 1
()\—25A)/ |Vul? dr < [1+—1 / (u—£)2dx—|-—/ fdx.
B, (zo) (R - p)2 Br(zo) 4 Br(zo)

Logo, escolhendo € < A/(4A), o resultado segue. O
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1.8 Quase-minimos

Seja F(z,u, 2) uma funcao real definida em Q x R x RY satisfazendo
21" = b(x)|ul” = a(x) < |F(z,u,2)| < LIz + b(x)|u]” + a(z), (1.9)

onde 1 < p <y <p"=pN/(N—-p),acL(Q) ebe L(Q), coms > N/pe
o > p*/(p* — ). Consideraremos, nesta breve se¢ao, o funcional

F(u, Q) ::/QF(x,u,Vu) dx. (1.10)

Além disso, faremos uso das seguintes notagoes

A(k,R) = {x € Bg : u(x) > k},
B(k,R) ={z € Bg : u(z) < k}.

Definigao 1.8.1. Uma func¢do u € VV&?(Q) é dito um Quase-minimo do funcional
F, com constante Q) > 1, ou simplesmente (Q-minimo, quando, para todo v €
W.oP(Q) com K := supp(v — u) € Q, tem-se

F(u, K) < QF (v, K). (1.11)

No caso em que a desigualdade (1.11) € verificada para todo v € WEP(Q), comv < u
e K := supp(u —v) € Q, dizemos que u é um Sub-quase-minimo do funcional
F. Analogamente, dizemos que u é um Super-quase-minimo quando verifica-se
(1.11) para v € WLP(Q), com v > u e K := supp(u — v) € Q.

O seguinte resultado fornece uma estimativa para sub-quase-minimos do funcio-
nal (1.10), similar & Desigualdade de Caccioppoli obtida na Sec¢ao 1.7. De fato, tal
estimativa é uma variagao de uma Desigualdade de Caccioppoli mais geral, demons-
trada em [15, p. 190].

Teorema 1.8.2.[15, p. 214] Seja u € WHP(Q) um sub-quase-minimo do funcional
(1.10). Entao, existe Ry > 0, dependendo de ||ul| oo € [[b||Lo(q), tal que, para todo
xo € Q, todos p, R com 0 < p < R < min (R, dist(xg,0N)), e todo k > 0, tem-se

/ |VulP de < _C¢ / (u— k)P dx
Alk,p) (R —=p)P J aghp)

+C (llal|ps@) + KRN | Ak, R)| -~ e (1.12)

Na situagao em que u é um super-quase-minimo para o funcional (1.10), observa-
se que —u é um sub-quase-minimo para o funcional

F(v,Q) ::/F(x,U,Vv)dx,
Q

onde F(x,v,z) = F(x,—u,—z). Desse modo, desde que F satisfaz as condi¢oes
(1.9), podemos aplicar o Teorema 1.8.2 & fungao —u, com —k ao invés de k, e obter
a desigualdade (1.12) para k < 0:

Esta breve discussao motiva a seguinte defini¢ao:
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Definicao 1.8.3. Dizemos que uma funcao u pertence a Classe de De Giorg:
DGOy quando, para quaisquer bolas B, C Br € 2, com R < Ry, e, para todo

k>0, tem-se
H
/ |VulPdx < —/ (u— k)P dx.
A(k,p) (R—=p)P Jag,pr)

Similarmente, define-se DGO, como sendo a classe de fungoes u tais que —u €
DGOJ. Mais explicitamente, sio as fungoes u em VV;C”(Q) tais que, para todos
p< R<Ryek<O0, tem-se

H
/ |VulPdx < —/ (k — u)P dx.
B(k,p) (R=p)? Jpw.r)

Finalmente, denotamos por DGO, a classe das fungoes pertencentes a ambas as
classes DGO, e DGO, , isto ¢,

DGO, := DGO} N DGO, .

Como consequéncia do Teorema 1.8.2, observa-se que quase-minimos do funcional
(1.10), com F(x,u, z) satisfazendo

2" < F(x,u,2) < LI,

pertencem a classe de De Giorgi DGO,. Esta observagao nos permitird aplicar o
seguinte resultado posteriormente.

Teorema 1.8.4 (Principio do Maximo Forte). [15, p. 244] Seja Q um conjunto
conezo, e seja u uma fungdao pertencente & classe de De Giorgi DGO, . Se u atinge
seu valor minimo em um ponto interior, entdo u € constante em ).
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Capitulo 2

Resultados Auxiliares

Este capitulo é dedicado a obtencao de resultados auxiliares que serao utiliza-
dos nos capitulos subsequentes. Inicialmente, fazendo uso de técnicas do Calculo
Variacional, demonstraremos a existéncia de minimizante para o funcional (2). Em
seguida, obtemos estimativas uniformes para a norma Hdélder desses minimizantes, o
que nos permite garantir convergéncia localmente uniforme para alguma subsequén-
cia. Finalizaremos o capitulo demonstrando uma propriedade de crescimento linear,
que sera utilizada no capitulo seguinte.

2.1 Existéncia de Minimizantes

Teorema 2.1.1 (Existéncia de Minimizante). Para cada € > 0 fizado, existe
pelo menos um minimizante u, € H;(Q) para o funcional (2). Além disso, u.
satisfaz

div(a” (x)Vu.) = B.(u.) em €2, (2.1)

no sentido de distribuicoes, e u. > 0 em €2.

Demonstragao. Inicialmente, observe que o conjunto H;(Q) é fechado e convexo.
Desse modo, para provar a existéncia de uma fungao u. € Hé(Q) que minimize o
funcional %. sobre o conjunto Hé(Q), basta verificar que %. satisfaz as condigoes
do Teorema 1.4.1. Primeiramente, mostraremos que %, é fracamente semicontinuo
inferiormente em H'(Q). Para tanto, escreva F. = 1, + 15, onde

1 -
Uy (u) = §/<a”(ac)Vu,Vu> dz e o(u) = / Be.(u) dz.
Q Q
Devido a linearidade do produto interno e a condicao de elipticidade da matriz de
coeficientes (a*), verifica-se que o funcional 1, é convexo. Além disso, note que v
¢ continuo em H'(Q). De fato, seja u € H*(Q) fixado. Pela condigao de elipticidade
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da matriz (a¥), o Lema A.0.5 implica que, para todo h € H'(Q), tem-se

bt (1 + h) — ()] = ‘% /Q<aif(x)wu + R, V(u+ h))de — % /Q<aij(x)vu, Vuda

/Q<aij (x)Vu, Vh) dz

S/Q|(aij(x)Vu,Vh)| dz

gA/ V|V da
Q
< AJull gy | 2 o) -

Assim,
lim [y (u + h) — 1 (u)| =0,
h—0

o que prova a continuidade de 7 em u. Como u é arbitrario, concluimos que
¢ continuo em H'(). Em particular, ¢; é semicontinuo inferiormente em H'(€).
Desse modo, segue da Proposi¢ao 1.4.2 que v; é fracamente semicontinuo inferior-
mente. Agora, como B, é suave, a fungao F': 2 x R — R definida por

F(z,s) = B:(s)

satisfaz as condigoes (i) e (i) da Proposigdo 1.4.3. Além disso,

|F(z,s)| =

| . dt‘ < max 5|
0 R
Assim, pela Proposicao 1.4.3, temos que
Vo(u) = / F(z,u) dx
Q

define um funcional fracamente continuo em H'(2). Portanto, podemos concluir
que F. = b + 1y & fracamente semicontinuo inferiormente em H'(§2). Mostraremos
agora que F é coercivo no conjunto H(Q2). Como B, é uma fungdo nao negativa,
temos que

/ B.(u) dz > 0,
0

para todo u € Hé(Q). Adicionalmente, pela condigao de elipticidade e usando a
desigualdade de Poincaré com trago (Teorema A.0.2), temos

1, ..
/ —(a"(x)Vu,Vu) dr > )\/ |Vul? do > C’)\/ u? dr — )x/ T?(u) du,
Q2 Q Q o0

para alguma constante C' > 0. Uma vez que T'(u) = ¢ para todo u € H;(Q),
obtemos

/ 1<aij(az:)Vu, Vu) dx > C’/\/ u? dr — )\/ ©* dz.
Q2 Q o0
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Com isso, temos

F.(u) = /Q {%(aij(x)Vu, V) + Bs(u)} iz > C)\/Quz da — )\/BQ o d.

Consequentemente, .(u) — oo quando ||u g1y — 00, 0 que mostra que %, ¢é
coercivo em Hi(Q). Logo, pelo Teorema 1.4.1, existe u, € H;(Q) tal que

F-(u:) = min Z..

HY(Q)
Mostraremos que u,. satisfaz a equ¢ao de Euler-Lagrange
div(a” (x)Vu.) = B.(u.) em €,
no sentido de distribui¢ées. Primeiramente, mostraremos que, para todo ¢ € C5°(Q),

F(1,) - 6 = lim Fe(ue + tp) — Fe(u.)
enre TS0 t

— /(aij(x)Vug, Vo) dx + / Be(ue)¢ dx.
Q Q
(2.2)
Observe que
g’e(“e + t¢) — ge(ua)
t

_ % UQ {%@U(;p)wug +t6), V(us + t6)) + Ba(us + t¢)} de
- /Q {%(aij(x)Vug,Vué-) +Bg(us)} da:}
:% {t /Q (a" (z)Vue, V) dr + t* / (" (2)V ), V) du

Q

+ /Q (B.(u. + t6) —Ba(us))d:v]
— /ﬂ(aij(x)vumvﬁb) d$+t/<aij($)v¢> Vo) dx

Q

+ % /Q (B:(ue + tp) — B.(ue)) dx.

Certamente,

lim ( /Q (07 () V., Vo) dz +t /Q (a7 (2)V b, V) dx) _ /Q (a7 (2) V., Vo) da.
Além disso, como
B(S)—/gﬁ(t) dt
€ - 0 €

e (. ¢ uma funcgao continua, o Teorema Fundamental do Céalculo implica que

B‘;(f) = 6&(&)7

para todo £ € R. Com isso, temos que

11_1301% [Bs(us + t¢) - Bs(us)] = B&(U€>¢
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Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos

lim1 (B:(ue + tp) — B-(u.)) do = /Qﬁs(us)gzﬁ dr.

t—0 t Q

Portanto, combinando as igualdades acima, obtemos (2.2), como queriamos. Por
outro lado, afirmamos que
‘Gfa/(UE) ’ ¢ =0,
para todo ¢ € C3°(2). De fato, observe que, para todo ¢t € R,
T(us + t¢) - T(us) + tT(¢) - T(us) = .
Desse modo, u+tp € H é(Q) Consequentemente, desde que u. € um minimo de %,
sobre o conjunto H (), devemos ter
Fe(ue + to) — Fe(ue)
t
Fe(ue + to) — Fe(ue)
t

Portanto, pelo Teorema do Confronto, temos

F(1,) - 6 = Tim 2\ e T19) = Felue)

t—0 t

>0 (para t > 0)

<0 (para t <0).

= 0.

Segue, entao, que

op _ o
0 = Jig Fe(Ue +19) — Fo(ue)
t—0 t

- / (@ (2)Vue, V) da + / Be(uz) da,
Q Q
ou seja,
- [ (0@, 90) do = [ Bu)o de
Q Q

Isto mostra que u. satisfaz a equagao (2.1) no sentido de distribui¢ées. Finalmente,
mostraremos que u. > 0 em 2. Suponha, por contradigao, que o conjunto {u. < 0}
¢ nao vazio. Como u. é uma solugao fraca do problema

div(a”(z)Vu) =0, em

U=, sobre 0f)

e p € C(Q), segue do Teorema 1.3.4 que u. € C(2). Desse modo,
Y = T(us) = ugyag.

Consequentemente, desde que ¢ > 0 em 02, podemos observar através de um
argumento de contrapostividade que

Hu. <0} C {u. =0} N

Uma vez que o suporte de (. estda contido no intervalo [0,&]|, observa-se que wu.
satisfaz a equacao B

div(a” (z)Vue) =0
no conjunto {u. < 0}. Portanto, pelo Principio do Méaximo (Teorema 1.3.5), con-
cluimos que u. = 0 em {u. < 0}, o que é uma contradi¢ao. Logo, u. > 0 em
Q. m
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2.2 Regularidade de Minimizantes

O segundo resultado preliminar consiste em uma estimativa uniforme para a
norma Holder do minimizante u.. Para demonstra-lo, precisaremos nos valer de
alguns resultados prévios.

Lema 2.2.1. Suponha que (a”) é uma matriz constante satisfazendo a condi¢io de
elipticidade 3
MEP < a€¢; < AP para todo € € RY,

para constantes 0 < X\ < A. Além disso, suponha que u € C*(Bg) satisfaz

/ (a"Vu, V) dr =0, para toda ¢ € C;°(Bg). (2.3)

T

Entao, para qualquer 0 < r < R, vale

N
2 1 < r 2
/,« lul*dx < C (R> /BR |u|® dz (2.4)

/Br lu— (u),[>dz < C (%>N+2/B lu — (u),|? de, (2.5)

onde C' = C(N,\,A) € uma constante positiva.

Demonstragao. Por dilatagao, podemos considerar R = 1. Além disso, observe que,
para r € (1/2,1), o resultado ¢ imediato. De fato, neste caso, temos

lu|? do < lu|?* de < 2N¢N | ju?dx
By B B
e, pelo Lema A.0.1,
lu — (u), P de < [ |u— (u))?de < 282Ny — (u)1]? da.
B By By
Isto verifica as desigualdades (2.4) e (2.5). Mostraremos agora que

4+ [Vl ) < CON,ALA) / ful? da, (2.6)

By

el s,

0 que nos permitira obter (2.4) e (2.5) para r € (0,1/2]. Para isso, observe que, se u
satisfaz (2.3), o mesmo ocorre para suas derivadas. Assim, aplicando a desigualdade
de Caccioppoli (Teorema 1.7.1) recursivamente para as derivadas de u, obtemos

[ullzx (s, ) < Ok A A)|lullz2(sy),

para qualquer k£ € N. Fixado um k suficientemente grande, podemos usar o Teorema
de Imersao de Sobolev para mergulhar H*(B ;) continuamente em C*(Bj ;). Com
isso, devemos ter

[ull oo (B, ) + (IVUull Lo, ) < CN, A A)||ullL2esy),
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de onde obtemos (2.6). Finalmente, usaremos esse resultado para concluir a de-
monstragao. De imediato, temos

lu|? do < a(N)TNHuH%w(Bl/Q) < C(N,MMNPY |l de,
B, By

onde a(N) denota o volume da bola unitaria N-dimensional. Além disso,
9 1
o=@ e = s | o)~y ay

L\,

:|qun|2 /B / / y) +y)dtdy
/
J,

2

dx

2
dx

2
dx

//Vu<t<x—y>+y>~<:c—y>dtdy

2

dx

/ / IVul| o< (B, ,)2r dt dy

= a(N) 42|Vl s, )

< CO(N, AN [ |l da.

By

Como u—(u); também satisfaz (2.3), trocando u por u—(u); na desigualdade acima,
obtemos

lu — (u),|* doz < C(N, X, A)rV+2 lu — (u),|* du,

B, By
como desejado. O

Lema 2.2.2 (Estimativas Béasicas para Fungoes Harmonicas). Seja (a*) uma
matriz constante satisfazendo a condicao de elipticidade

MNEP < aijfifj < AJ¢)?, para todo € € RY,

para constantes 0 < X\ < A. Suponha que h € H'(Bg(xg)) € uma solucio fraca de

div (a”Vh) =0 em Bg(zo). (2.7)
Entao, para qualquer 0 < r < R, vale

N
Vh2dz < C (= / VA da 2.8
/ v (7)" [ 1vn 28)

€ r\ N+2
/ IVh — (Vh),|?dz < C (—) / IVh — (Vh),|? dx, (2.9)

B, R Br

onde C' = C(N,\,A) € uma constante positiva.

Demonstra¢ao. Uma vez que h satisfaz (2.7), o mesmo vale para qualquer uma de
suas derivadas. Assim, aplicando o Lema 2.2.1 a Vh, obtém-se as desigualdades
desejadas. O]
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Corolario 2.2.3 (Comparagao com Fungoes Harmoénicas). Seja h uma funcao
como no Lema 2.2.2, e sejau € H'(Bgr(xy)). Entdo, para qualquer 0 < r < R, tem-
se

N
/ Vul|?de < C (1) / IVu|?dz + C Vu— Vh[Pdz  (2.10)
By (x0) R/ JBp(ao) B (x0)

N+2
Vu — (Vu),|* dv < C <£> / |Vu — (Vu)g|? d
R Br

By

+ 0/ |Vu — Vh|? du, (2.11)
Br

onde C' € uma constante positiva dependendo apenas de N, X e A.

Demonstragao. Provaremos primeiramente (2.10). Para isso, usando a desigualdade
(a+b)?<2(a®>+b%),  Va,b>0, (2.12)

temos

/ Vul? dr < 2/ VhP e+ 2/ YV — VA da.
By (z0) By (z0) Br(wo)

Consequentemente, segue do Lema 2.2.2 que existe uma constante positiva C' =

C(N, A\, A) tal que

N
/ Vul2dz < 2C (ﬁ) / \Vh|2da + 2/ Vu— Vh|2de
By (o) R/ ) Bp(ao) Br(x0)
r N
< —
<1c ()" ),
Como /R < 1, concluimos que

N
/ IVul?da < C (1) / V|2 dz + C/ Vu — Vh|? da,
By (a0) R/ JBp(ao) Br(xo)

para alguma constante apropriada C' > 0 dependendo apenas de N, A e A. Demons-
traremos agora a desigualdade (2.11). Mais uma vez, usando (2.12), temos

N
\Vul?dz + [40 (1) + 2] / Vu — Vh|2dz.
R Br(zo)

r(0)

/ |Vu— (Vau),|* dr < 2/ |Vu—(Vh),|? dx+2/ |(Vu), — (Vh),|? dv. (2.13)
B, B B
Analogamente,

IVu — (Vh),|? do < 2/ IVu — Vh|? do + 2/ IVh— (Vh),|* de.  (2.14)
B, Br

By
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Observe que

/ (Va)y — (VA)P? dx = |(Va), — (VR), / i

T T

2

:|;’ /(Vu—Vh)dm
1r : 2
S]B|< \Vu—Vh|da:) .
r B,

Usando a desigualdade de Holder, obtemos

2
1 1/2
|(Vu), — (Vh),|* de < — ||B,|*/? ( |Vu — Vh|? dx)
B, |B7"| By
= [ |Vu— Vh]? dr. (2.15)
By

Consequentemente, combinando (2.13), (2.14) e (2.15), temos
Vu— (Vu),|* dv <4 [ |Vh—(Vh),*dr+6 [ |Vu—Vh|*dr. (2.16)
By By B,

Da mesma forma, trocando os papéis de u e h e considerando a integracao sobre a
bola Bg, obtemos também

/ Vh — (Vh)|? de §4/ YV — (V)| da:+6/ Vu— VA dr. (2.17)
Bgr Br B

R

Pelo Lema 2.2.2, temos que
N2
IVh — (VA),|? de < C (1) / IVh — (Vh)R|? dz,
B, R Br

para alguma constante C' = C(N, A\, A) > 0. Além disso, como B, C Bpg, observa-se
que

|Vu — Vh|* dx < / |Vu — Vh|* dz.

By Br

Assim, aplicando essas estimativas em (2.16), obtemos

r N+2
Vu — (Va),|? do < 4 C(N, A, A) <§) / IVh — (Vh)g|? do
Br

By

+ 6/ |Vu — Vh|* dv.  (2.18)
Br
Portanto, combinando (2.17) e (2.18), concluimos que

N+2
IV — (Vau),|? de < 16 C(N, A, A) (%) / Vu — (Va)pl? dz
B

By R

r\ N+2 )
+ |4 C(N,\A) (E> +1 6/ IVu — Vh|? da.
B,
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Como 0 < r < R, isto implica que

r\ N+2
IVu — (Va),|? do < C(N, A, A) (—) / Vu — (Vu)pl? de
R Br

By
+ C(N,/\,A)/ Vu — Vh|? da,
Bgr

como queriamos demonstrar. 0

O ultimo resultado prévio que precisamos é um lema classico, com notavel utili-
dade para a obtencao de desigualdades variacionais e regularidade Hélder.

Lema 2.2.4. Seja ¢ : Rt — RY wma funcao ndao negativa e nao decrescente.
Suponha que, para todo r < R < Ry, tem-se
r\Q
o) < Ci[(5) +n] o(r) + Cor?,
com C1,a, B constantes positivas, Cs, i constantes nao negativas, e f < «. FEntdo,
existe uma constante py = po(Ch, o, B,0) tal que se pu < g, entao, para todo r <
R < Ry, tem-se

r\B
o) < Cy (55) ((R) + CuR?), (2.19)
onde C3 = C3(Ch,0 — ) € uma constante positiva. Por consequéncia, tem-se
¢(r) < Cyr”, (2.20)

onde Cy = Cy(Cy, C3, Ry, ¢, 0) € uma constante positiva.
Demonstragao. Inicialmente, observe que, para 0 < 0 <1 e R < Ry, temos

oo < |(%F) 4 | ol + Cor?

=0°Cy [14 po~] ¢(R) + CoR. (2.21)

Considere v := (a+)/2. Sem perda de generalidade, podemos assumir que 2C; > 1,
de modo que podemos escolher 0 < 6 < 1 satisfazendo

2010 = 0.
Escolha g > 0 tal que pgf~® < 1. Assim, devido a (2.21), para R < Ry, temos
p(OR) < 07¢(R) + CoLR”. (2.22)

Indutivamente, para k& € N, obtemos
¢(6"R) = o(0(6* ' R))
< OG(0F'R) + O VP RS
k-1

< 9’”(25(3) + 029(1%1)[335 Z §i0=")

J=0

< 9" + §—28 Z pi=0) | pk+1)B ((b(R) + CgRﬁ)
§=0

= C30% V8 (¢(R) + C-R?) .
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Portanto, escolhendo k € N tal que **'R < r < 0¥R, segue que
B
6(r) < G(0°R) < o0V (3(R) + oY) < Cs () (6(R) + G,

como desejado. Em particular, temos

r

¢(r) < Cs (E>ﬁ <¢(Ro) + C2R€) )

o que implica (2.20). O
Finalmente, estamos aptos a demonstrar o principal teorema desta secao.

Teorema 2.2.5 (Regularidade Holder Uniforme de Minimizantes). Fizado
um subdominio Q) € (), existe uma constante C > 0 dependendo da dimensao e
constantes de elipticidade, mas independente de €, tal que

||U5||CO,OL(Q/) < C,
onde 0 < a < 1 € uma constante universal.

Demonstragao. Seja g € (Q fixado, e considere R > 0 tal que R < min {1, dist(xzq, 092)}.
Uma vez que u, satisfaz

div(a" (2)Vu.) = B.(u.) em Bgr(7o),

temos, para qualquer ¢ € H}(Bgr(xo)),

/ (aij(x)VuE, Vo) dx = —/ Be(us)p dx,
Br(=o) BRr(zo)
que podemos reescrever como

/ (a"(x)Vue, Vo) dr = — / Be(ue ) dx
Br(o)

Br(zo)

+ /BR(xo) <(a’J(ZB0) - a’ﬂ(x)) Vu,, v¢> dzr.

Pelo Teorema 1.3.3, o problema

div (a¥(x9)Vh) =0, em Bg(x)
h = u,, sobre OBgr(xg)

admite uma tnica solugao h € H'(Bg(xy)). Certamente, a fungao v = u. — h €
H}(Bgr(zo)) satisfaz

| @e)veved == [ g
Br(zo)

Br(zo)

(o= o) 9 99)
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para qualquer ¢ € H}(Br(z)). Escolhendo ¢ = v, temos

Br(zo)

/ (a" (xo) Vv, V) dr = — / Be(u:)v dx
Br(zo)
+ / ((a(zo) — a”(x)) Vu, Vv) dx.  (2.23)
Br(wo)
Pela condigao de (A, A)-elipticidade, temos
/ (a” (z0)Vv, Vo) dx > )\/ |Vv|? da. (2.24)
Br(zo)

Br(zo)

Por outro lado, usando a desigualdade de Cauchy com e (Lema A.0.4) e a Desigual-
dade de Poincaré, obtemos

1
—/ Be(ue)vde < — B2(u.) dx + 8/ v? dx
Br(xo) 4

€ JBr(z0) Br(zo)

1
<= [ Bu)de+C(N)e / Volde.  (2.25)
48 BR(CEO) BR(iﬂo)

Além disso, usando o Lema A.0.5, temos

/ ((a(z0) — a”(x)) Vue, Vv) dz < 2A/ \Vue||Vo|dz
Br(xo)

Br(o)
A
< — |Vu|*dz + QAE/ Vo2
2¢ J Bp(ao) Br (o)
(2.26)
Combinando (2.23)—(2.26), obtemos
2 A 2 1 2
A |Voul©de < — |\Vu.|”de + — B2 (ue) dx
Br(x0) 2¢ JBp(xo) 4 JBr(w0)
+ (C(N) + 2A)5/ |Vo*dx, (2.27)
Br(zo)
ou ainda
2 A 2 1 2
A= (C(N) +2A)e] |Voul*de < — \Vu.|* dz + — B2 (ue) d.
Br(x0) 2¢ J Bp(xo) A JBr(a)

Consequentemente, escolhendo € > 0 satisfazendo

% = (C(N) + A)e,

obtemos

A 1
/ Vo) dr < — |Vu|? do + —— B2 (u.) dx.
Br(zo) e J Br(ao) 27 JBp(eo)
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Finalmente, combinando essa estimativa com o Corolario 2.2.3, temos, para qualquer
0<r <R,

r\N A
/ Vu.2dz < C (—) / V. |? dz + C— V. |? dz
By (xo) R/ Jpa(ao) AE J Ba(o)
1
+C—— 2(u.) dz
2)\5 Br(z0) ( )

r\N A 1
=C [ —= —|——} / \Vu|? dv + C—— 2 (u.) dv
(R> )\E Br(z0) 2)\8 Br(z0)

NOOA
<C <1> + = / Vu.|?de + CRY,
R )\5 Br(zo)

onde C' > 0 é uma constante que depende apenas da dimensao e das contantes de
elipticidade. Fixado 0 < a < 1, desde que R < 1, isto implica que

2 r\N A 2 N—2+42a
Vulde < C|(5) + \Vu.|?dz + CR .
By (20) R Ae | Br(ao)

Com isso, observando que a fungdo ¢ : (0, R] — R definida por
o(r) ::/ Vu|? do
B'r(xO)
satisfaz as hipoteses do Lema 2.2.4 (ver Lema A.0.1), temos que

/ |Vu|? do < OrN =212,
Br(zo0)

Isto significa que Vu, € L2N=2722(()’). Logo, pelo Teorema 1.5.3, concluimos que
u. € C%(Q). Além disso,
Hucho,a(Q/) S C,

onde C' > 0 é uma constante que nao depende de ¢. O

Como consequéncia do Teorema 2.2.5, obteremos uma subsequéncia {u., } que
converge localmente uniformemente para uma fungao uy.

Corolario 2.2.6. Eziste uma subsequéncia {u.,} tal que
Ue, — U localmente uniforme em €2,
para alguma funcao uy € C(Q).

Demonstracao. Seja ) €@ Q). Pelo Teorema 2.2.5, existem 0 < a < 1 e C' > 0 tais
que
||Ug||00,a(ﬂ/) S C,

para todo ¢ > 0. Mostraremos que as hipdteses do Teorema de Arzela-Ascoli sao
verificadas.
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(i) (Limitacdo Pontual) Seja € Q um ponto fixado. Para todo & > 0, temos
[ue ()] < |Juel|coa@y < C.
Isto mostra que a cole¢ao de fungdes {u.} é pontualmente limitada.

(i4) (Equicontinuidade) Dado ¢ > 0, seja ¢ = (6/C)~. Entdo, para quaisquer
z,y € ) com |z —y| < 0, temos

|ue(@) — ue(y)| < Clo —y|* < C5* =6,
para todo ¢ > 0. Isto nos diz que cole¢ao {u.} é equicontinua.

Logo, pelo Teorema de Arzela-Ascoli, existe uma subsequéncia u., e uma funcao
up € C(Q) tais que
Ue, — Ug uniformemente em €'.

Vamos mostrar que a fungao ug esté definida e é continua em todo o dominio 2. Para
isso, considere uma exaustao de 2 por conjuntos compactos, isto é, uma sequéncia
de compactos {K;}$2, tais que

Q= U K; e K; ClInt K;,; para cada i.
i=1

Aplicando o nosso argumento inicial ao conjunto K, obtemos uma sequéncia {ugkl}
e uma funcao u; € C(K;), com

Ue

y U uniformemente em K.

Prosseguindo com o mesmo argumento inicial, desta vez aplicado a sequéncia {ngl te
o conjunto K3, obtemos uma subsequéncia {ue, } de {ue, } e uma fungao uy € C(K>)
tais que

Ue

py U2 uniformemente em K.

Continuando esse processo, para cada n € N, obtemos uma subsequéncia {u., } e
uma func¢ao u,, de modo que

Ue, — Up uniformemente em K,,.
Ekn

Desse modo, considerando a sequéncia diagonal {uskk} e definindo a fungao wug :
Q2 — R por
up(z) = up(z), se x € K,

temos que ug estd bem definida, pertence a C'(£2) e

Ue,, — Up localmente uniforme em ().

Renomeando a subsequéncia {ue, } por {u,}, o corolario segue. O

Ainda como consequéncia do Teorema 2.2.5, podemos obter mais uma conver-
géncia importante para a sequéncia {u, }.
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Corolario 2.2.7. A menos de subsequéncia, u., — ug fracamente em HL (Q).

Demonstracao. Seja ' € €. Usando o o resultado do Teorema 2.2.5 temos
e, | 2y < €

onde C' > 0 é uma constante que nao depende de k. Além disso, combinando o
Teorema 2.2.5 com a desigualdade de Caccioppoli (Teorema 1.7.1), obtemos

Ve, || L2y < C,

para alguma constante C' > 0 que também nao depende de k. Com isso, temos que
u., ¢ uniformemente limitada em H'({Y’). Consequentemente, segue da reflexividade
de H'(€Y') que existe v € H'(Q') tal que, a menos de subsequéncia,

— v em H'(Q).

Ug,,

Precisamos mostrar que v = ug. Para isso, seja ¢ € C§°(£2') e considere ® € C§°(§Y)
tal que
Di® = ¢,

onde [ € {0,1,...,N}. Usando a convergéncia localmente uniforme garantida pelo
Corolério 2.2.7 e a convergéncia fraca inicialmente obtida, temos

//(uo —v)pdr = /,ugqﬁdx—/lv(bda:

= lim uskgbdx—/ vo dx
Q/ /

k—o0

k—o0

= lim ungl(I)diL'—/ vD;® dx
Q/ /

= — lim oDyu., dr + oDyv dx

k—o0 Q/ Q/

=— [ ¢Dwdr+ oDyv dx
o o
=0.

Portanto, desde que a igualdade acima vale para qualquer ¢ € C§°(€?), segue do
Lema Fundamental do Calculo das Variagoes que ug = v em quase todo ponto de
2/, como queriamos demonstrar. m

Os resultados obtidos até aqui nos permitem demonstrar que a funcao limite
up satisfaz a equacao homogénea longe da fronteira livre, conforme estabelece a
proposicdo a seguir. E esperado que isto realmente ocorra, uma vez que, como
verificaremos mais adiante, uy € um minimizante associado ao problema de cavidade
e, conforme discutido na Introdugao, tais minimizantes possuem essa propriedade.

Proposicao 2.2.8. Seja Qo :={z € Q | ug(x) > 0}. Entdo,

div (a”(2)Vug) =0 em .



UMA CARACTERIZACAO PARA A FUNCAO LIMITE 38

Demonstragao. Seja xq € €. Pela continuidade de ug, existe uma bola B,(xy) C £
tal que
up >0 em B,(zo),

para algum 6 > 0. Como u., — uo uniformemente em B,(x¢), isto implica que
existem kg € N e 6 > 0 satisfazendo

Ug, > 0 em B,(xo),

para k > ko. Além disso, como ¢, — 0 quando k — oo, podemos assumir que § > €,
para k > kg, de modo que

Bex (U’Ek) =0.
Assim, para todo ¢ € C5°(B,(xg)), desde que u., — ug em H'(B,(x)), temos
0=— lim B, (ug, )¢ dr = lim (a"(z)Vu.,, Vo) dx
k—oo Bp(CC()) k—o00 Bp(il'O)

_ / (0¥ (2)Vug, V) da.
Bp(xo)

Isto demonstra que

div (a”(2)Vug) =0 em B,(zo).

Portanto, desde que B,(z() é uma bola arbitraria, u, satisfaz a equagdo em Qq. [

2.3 Uma Caracterizacao para a Funcao Limite

Conforme mencionado em momentos anteriores, espera-se que a funcao limite ug
seja um minimo local do funcional (1). Demonstrar esse fato seré o nosso objetivo
nesta segao. Para isso, precisaremos fazer uso de convergéncia em L (Q) para a
sequéncia do gradientes das fungoes u,, que é o resultado a ser demonstrado na
proposicao a seguir.

Proposigao 2.3.1. Seja ' € Q um subdominio. Entdo, a menos de subsequéncia,

Vu., — Vug em L*(Y).

Demonstragao. Seja ¢ € C§°(Y), com ¢ > 0, e seja § > 0. Pela Proposigao 2.2.8,

sabemos que B
div (a”(z)Vug) =0 em €.

Desse modo, escolhendo 1y = (ug — 6)"¢ € H3(Q) N H () como fungao teste,
temos

/ (a”(z)Vug, Vo) dz = 0.
Qo

Assim, usando o fato que

Vi = (ug — 6) Vo + ¢V (ug — )"
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V(ug—90), qt.p. em {ug—9d>0}
0, q.t.p. em {ug— 9 <0},

V(UO - 5)+ = {
obtemos

0 :/ (a" (x)Vug, Vo) dx
Qo

= / up(a” (2)Vug, Vo) dv — § (a"(z)Vug, Vo) dx
{uo>6}NQY’ {uo>6}NY

—i—/ (a” (z)Vug, Vug) ¢ dx.
{u0>5}ﬂQ’
Com isso, fazendo 6 — 0, concluimos que
/ (a”(z)Vug, Vug)p dr = —/ uo(a” (2)Vug, V) dx.
{uo>0}NQY {uo>0}NQY

Como uy > 0 em 2 e Vup(x) = 0 em quase todo ponto = € {uy = 0}, isto implica
que

/I<aij(x)Vu0, Vug)pdr = —/ up(a” (2)Vug, Vo) dr. (2.28)

/

Por outro lado, desde que u., ¢ uma solugao fraca da equacao
div(a” (z)Vue,) = B, (uc,) em (),

usando u., ¢ como fungao teste, temos
[ unlai @)V, V) da [ (00 Ve Voo = = [ oo <0,
/ / Ql

de onde segue que

/ <aij (x)vuekv Vu€k>¢d$ S _/ uak <aij(x)vu€k’ V¢> dx. (2'29)

/

Agora, considere o espago H = (L*(€'))" munido com o produto interno

= [ (@) e

para quaisquer § = (&,...,¢n),n = (M,...,nn) € H. Observe que, por elipti-
cidade, tal produto interno é equivalente ao produto interno usual. Dessa forma,
temos que

Ve, — Vi fracamente em H.

Assim, desde que u., — up uniformemente em €', e observando que
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/u5k<aij(az)Vu€k,V¢) dx—/ uo(a” (2)Vug, Vo) dx

/

<

/ g, (a” (z)Vue,, Vo) dx —/ up(a” (z)Vue,, Vo) dx

/

+ / uo(aij(x)Vugk,V@dx—/ uo(a” (x)Vug, Vo) dx

/

< sup [ue, — o] / (0¥ (2)Vu,, V)| dz
Q7 Q/

+ /(aij(x)Vugk,u()ngﬁ) dx—/ (a"(z)Vug, ugVe) dx

!

< ASSIP |te,, — uoll| Ve, || L2y [ Vol L2 (0

_|_

)

//(aij(z)Vugk,u()ng) dx — / (a"(z)Vug, ugVe) dx

/

obtemos a convergéncia

/ u., (a” (2)Vu.,, Vo) dr — [ upla”(z)Vug, Vo) dz.

Q/

Consequentemente, combinando (2.28) e (2.29), temos

lim sup/ (a"(z)Vue,, Vue, )¢ dr < lim sup—/ u., (a”(x)Vue,, Vo) dx

k—o0 k—oo

= —/ uo(a” (2)Vug, Vo) do
_ / (0¥ () Vg, Vo) da.
Por outro lado, sabemos que

/ (" () Vg, Vug)¢ dar < lim inf / (" (2) Ve, Ve, )¢ da.

k—o0

Com isso, concluimos que

lim <aij(a:)Vugk,Vu5k)¢dx:/ (a” (z)Vug, Vug) ¢ d.

k—o00 Q/ ’

Vamos mostrar que isto implica na seguinte igualdade

lim <aij(x)Vuak,Vu5k)dx:/ (a” (z)Vug, Vug) du, (2.30)

k—o00 QO /

isto &,

lim (Vue,, Vue, )5 = (Vug, Vug)x.

k—o00
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Primeiramente, note que
/ (a”(2)Vue,,Vu.,)dr < A [ |Vu,|*dr.
/ Q/

Pela desigualdade de Caccioppoli (Teorema 1.7.1), isto implica que a sequéncia for-
mada pelas integrais do lado esquerdo da desigualdade acima é limita. Desse modo,
existe uma subsequéncia, cuja notagao sera mantida a mesma, que converge. Em
particular, temos

lim (aij(x)Vuak,Vuak> dr = lim inf/ (aij(x)Vuak,Vugk) dzx.

k—oo Q/ k—o0
Considere {£2,}°°, uma exaustao por abertos de €, ou seja, uma colegdo de con-
juntos abertos satisfazendo
o0
Ua=2 e Qe neN
n=1

Observe que

lim inf/ (a”(2)Vu.,, Vu., ) dr = lim inf (lim / (a”(z)Vu,,, Vue,) dx) :
’ Qn

k—o00 k—o0 n—oo

Dado € > 0, podemos usar a definicao de limite inferior de uma sequéncia para obter
ko € N tal que

lim inf/ (a”(2)Vue,, Vu., ) dr < lim (a"(2)Vue,, Vu.,) dz, (2.31)

k—o0 n—oo fq
para todo k > ky. Fixado n € N, considere ¢ € C§°(2,,41) satisfazendo
0<o<1 e ¢o=1 em ,.

Por (2.3), temos

klim (a(z)Vue,, Vue, )¢ dr = / (a" (x)Vug, Vug)d d.

Qn+1 Qn+1

Assim, podemos encontrar k; € N tal que

/ (a"(z)Vue,, Vue, o dr < / (a"(z)Vug, Vug)p dr + €
Qi

Qi1

§/ (a" (2)Vug, Vug)p dx + ¢
g/ (a" (x)Vug, Vug) do + ¢,
para todo k > k;. Consequentemente,

lim (a”(2)Vue,, Vue, )¢ dr < / (a” (x)Vug, Vug) dz + €. (2.32)

n—o0 Q, ,
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Combinando (2.31) e (2.32), obtemos

lim inf/ (a”(z)Vue,, Vue, ) dr < / (a"(z)Vug, Vug) dv + 2¢.

k—o0 ’

Como a desigualdade vale para qualquer € > 0, devemos ter

k—o00 ’

lim inf/ (a"(2)Vue,, Vu., ) dr < / (a”(z)Vug, Vug) dx.
Por outro lado, desde que u., — ug fracamente em H'(Q'), temos

/ (a” (z)Vuo, Vug) dz < liminf/ (a”(2) Ve, Vi, ) dz.

k—o0

Disto, segue que

liminf/ (aij(x)Vusk,VuEk>d:c:/ (a"” (z)Vug, Vug) du,

k—o0

de onde concluimos que

lim [ (a“(2)Vue,, Vu.,)dr = / (a” (z)Vug, Vug) du,

k—o00 Q ’

como desejado. Portanto, desde que H é um espago de Hilbert, temos que
Vu,, — Vug em H.
Logo, usando a condicao de elipticidade, concluimos que
Vu,, — Vug  em L*(),
como queriamos demonstrar. O

Na sequéncia, baseado nos argumentos apresentados em [20, Teorema 4.4], ob-
teremos uma caracterizacao variacional para a func¢ao limite ug. Especificamente,
mostraremos que 1y ¢ um minimo local para o funcional (1), ou seja,

/ {% (a”(z)Vug, Vug) + X{uo>0}} dr < / {% (a7 (z)VE,VE) + X{§>0}} dz,
B B

70 70

para toda bola B,, € Q e toda fungao £ € H*(Q) com £ = ug em 9B,,. Para facilitar
a visualizacao dos calculos, estabeleceremos a seguinte notacao.

Notagao 2.3.2. Para cada aberto O C ), denotaremos
F(&0) = /(9 {% <aij(x)Vu, Vu> + X{u>0}} dz, Yu e H'(Q).
Introduziremos também
F(u,0) = /O {%<aij(x)Vu, V) +Bsk(u)} iz,

e, para simplificar a notagao, denotaremos %, (u, Q) = F(u, O).



UMA CARACTERIZACAO PARA A FUNCAO LIMITE 43

Teorema 2.3.3 (Caracterizagao Variacional de ug). A funcio ug é um minimo
local para o funcional (1) sobre H'(Q).

Demonstragdo. Seja B,, € 2, e considere uma fungao ¢ € H'(Q) com ¢ = ug em
0B,,. Precisamos mostrar que

Eo(Bry, uo) < Eo(Byy, §).
Para tanto, para h > 0 suficientemente pequeno, defina

x| —r
gh — { Ug + HTO(uak - U'O); €1m BT0+h \ Bro

’57 €m Bro \Bl/2-
Observe que, em B, .p \ B,,, temos

2| — 7o (Uek — Up)w

Ve = Vug + o

(Vu., — Vug) +

de onde obtemos

|u€k B uOl

V&L < [Vuo| + |Vue, — Vuo| + .

Usando a desigualdade
(a+b)* < 2(a* +b?), a,b>0,
isto implica que

|u5k — u0|2

|VER? < 4|Vl + 4|Vue, — Vug|* + 2 m

Assim, desde que B, < X{0,00}, t€mos
1 -
o= [ {Gl Ve ve) + B o
ro+h

g(%+0/ {IV& P + B., (&)} do + Fi(&, By,)
Brg+r\Brg

<

N | >

—i—l) Co|Brotn \ Brol —i—4/ V., — Vuol* dx
BTo+h\BT0

2
+ﬁ/ e, —uOIde} +F (&, Byy)-
Br0+h\Br0

Como u., — ugy localmente uniforme em Q e Vu,, — Vug em L (), obtemos

*Z’]Z-I—h,h < CTN_lh + Ok(l) +F (57 Bro)a
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onde o (1) significa o(1) com respeito a k. Aplicando |20, Teorema 4.1] com Q' = B,,,
temos, para h >> &,

/ Xfuo>0y 7 < |Q N Byy| < Chrg’ ™!

By,

e, desde que uy, — ug em H'(B,,),

k—o0
7'0 T‘O

/ (a” (z)Vug, Vug) dz < lim inf/ (" (z)Vue,, Vu, ) dz.
B B
Consequentemente,

1 .
g (Uo, Bro) = / {5 <a” (g(;)VU(), V’LL()> + X{g>0}} dl‘

By,

< lim inf/ (a”(2)Vue,, Vue, ) dv + Chr) ="
k—o0 By

< lim inf ( /
k—o0 BT‘O

= lim inf %, (u.,, By,) + Chry '

k—o00

(a” (2)Vue,, Vue, ) dv + /

B., (u.,) daz) + Chr{ !
B

70

Além disso, como wu; é um minimizante de %, temos

k k
L7r0+h,h > ‘Z"o,h > F(Ueys Bry)-

Portanto,
F (ug, By,) < li’?igfg'k(ugk, B,,) + Chri™*
< lim inf T ipn + Chr{™
< (C+C)hr{ "+ F (&, Byy).
Fazendo h — 0, o resultado segue. ]

2.4 Crescimento Linear

Para finalizar este capitulo, apresentaremos um resultado que nos da uma limi-
tagao inferior para o crescimento da fungao u. longe do conjunto de nivel {u. = ¢}.

Teorema 2.4.1 (Crescimento Linear). Seja Q' € Q um subdominio, e seja xq €
Q' N{u. >¢e}. Entao,

us(xo) > C - dist(zg, 0{u. > €}), (2.33)

onde C > 0 € uma constante que depende da dimensdao e constantes de elipticidade,
mas nao depende de €.
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C - dist(z, 0{u. > €})

'8{% > e} Zo {u: > ¢}

Figura 2.1: Crescimento Linear

Demonstragao. Denote p = dist(xg, 0{u. > €}) e escreva u.(xy) = ap, para algum
a > 0. Além disso, defina v : By — R por

o ’LLE(-T() + piL‘)
v(z) = -,

Observe que, para todo = € By,
(o + px) — xo| = pla| < p.

Assim, zo + px € {u. > €}. Consequentemente, como supp . C [0, ] e u. satisfaz
(2.1), temos que
div(a” (z)Vv) = 0, em Bj.
Desse modo, pela desigualdade de Harnack, existe uma constante M, independente
de ¢, tal que
supv < M inf v.
By o By /2

Em particular, como v(0) = «a, temos
Ma <v(z) < Ma, (2.34)

para todo @ € By, onde M = 1/M. Agora, considere uma funcao suave ¢ satisfa-
zendo
O<w<1, w:OemBl/g e ¢:1emBl\Bl/2.

Com isso, defina g : By — R por

(z) = min{v, Ma}, em B/
g\r) = U(I‘), em Bl\Bl/Q.

Devido a desigualdade (2.34) e ao fato que ¢ = 1 em By \ By, , podemos observar
que g = v em 9B;/,. Vamos mostrar que, como consequéncia da minimalidade de
Ue, temos

/B % ((a" (20 + pr)Vg(z), Vg(x)) — (a” (20 + pr)Vo(z), Vo(2))) d

> /B (B(pv) — Bo(pg)) do.  (2.35)
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Primeiramente, note que, fazendo a mudanca de variavel y = xy + px, temos

/Bl {%<aij(x0 + pz)Vu, V) + Ba(,ov)} A

el (5w () ) (o (57 e

Observando que

Vou(x) = Vue(xg + px), Vx € DBy,

— X
pU (y 5 0) = uc(y), Vy € B,(x0),

temos
1 ..
/ {5((1”(% + px)Vou, Vo) + Bs(pv)}dx
B1

L, .
N /Bp(zo) {§<a (y)Vue(y), Vu(y)) + Ba(ua)} p_N dy. (2.36)

Por outro lado, seja § : B,(z9) — R definida por

9(y) = pg (y _/)I()) ,

de modo que § = u. em 0B,(x(). Considerando h : @ — R dada por

g(z), em B,(z)
h<x> - { i5($)7 em §2 \ Bp(x0)7

observa-se que h esta bem definida e pertence a H(2) (veja o Lema A.0.3). Desse
modo, como u, é um minimo do funcional %. sobre o conjunto H;(Q), temos que
Fe(u:) < F.(h), ou seja,

/Q{%@ij(x)Vus,Vus)—l—Be(ue)}da:g/Q{%(aij@)Vh, Vh)—l—Bs(h)}dx,

Consequentemente, desde que h = u. em Q\ B,(z,), obtemos

/BP(%) {%<a"j(a;)Vug,Vu€> + Bs(ue)} dr < /Bp(:vo) {1<a”(a:)Vh,Vh> n Bs(h)} iz,

de onde segue

/Bp(xo) {%<aij(y)Vus(y), Vu.(y)) + BE(UE)} p_%\/ dy

< [ G v + .0 | o dy

= [ {30t p)Vato). Vot + Butpa) | de. (25)
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Portanto, combinando (2.36) e (2.37), obtemos (2.35), como queriamos. Agora,
observe que

/ %(( Y(wo + pr)Vg(), Vg(a)) — (@’ (w0 + pr)Vu(z), Vo(z))) dz
- / 5 ({0 + pr)Vo(a), V() — (a(zo + pr) Vo), Vo(a)) da
By jsn{Mayp<v}
- / % (M?a*(a" (zo + pr) Vi, Vi) = (a” (z0 + pr) Vv, Vo)) do
By jsn{Mayp<v}

—M2a2<aij(a:0 + pz)Vh, Vip) dx

1720 {Mayp<v} 2

RN (238)

VAN
—

l\DIr—t

Por outro lado, como v > g e B. é nao decrescente, temos

/ (B.(pv) — B-(pg)) di > / (B.(pv) — B-(pg)) du
By Bys

= / B.(pv) dx
Biys

). (2.39)

Portanto, combinando as desigualdades (2.35), (2.38) e (2.39), concluimos que o > C
para alguma constante C' > 0 que nao depende de €. Disto, segue o resultado. [
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Capitulo 3

Regularidade Lipschitz

Neste capitulo, nosso objetivo é obter uma melhor regularidade, tanto para limi-
tes uniformes de solugoes da equagdo (2.1) quanto para minimizantes do funcional
(1). Pela teoria de De Giorgi, sabemos que tais fungdes sao apenas localmente Holder
continuas, longe da fronteira livre. Nesse contexto, o trabalho [9] busca estabelecer
regularidade Lipschitz ao longo da fronteira livre.

3.1 Regularidade Lipschitz ao Longo da Fronteira
Livre

Esta secao é dedicada a demonstracao do teorema apresentado a seguir. Des-
tacamos que os argumentos utilizados em sua prova baseiam-se apenas na equagao
satisfeita pelos minimizantes locais, o que permite sua aplica¢cao em outros contextos,
sejam eles variacionais ou nao variacionais.

Teorema 3.1.1 (Regularidade Lipschitz). Seja uy um limite uniforme de solu-
coes da equagao
div(a” (z)Vu.) = B(ue) em €,
e assuma que ug(§) = 0. Entao, existe uma constante universal C' > 0, dependendo
apenas da dimensao, constantes de elipticidade, dist(§,0N2) e cotas L™ da familia
de solugoes, tal que
|uo(z)| < Clz — &,
para todo x € 2.
A prova do Teorema 3.1.1 baseia-se essencialmente no seguinte lema:

Lema 3.1.2. Seja B.(y) € Q2 uma bola fizada. Dado 6 > 0, existe 6 > 0, depen-
dendo apenas de B,.(y), da dimensao e constantes de elipticidade, com a sequinte
propriedade: se

div(a” (x)Vu) = 6 - Be(u) e max {5, Bir%f) u} <4,
r\Y
entao
sup u < 6.
Br/2(y)



REGULARIDADE LIPSCHITZ AO LONGO DA FRONTEIRA LIVRE 49

Demonstrag¢ao. Suponha, por contradicao, que o lema é falso. Entao, é possivel
obter uma sequéncia de fungoes {uy} satisfazendo

(1) div (azj (2)Vuy) = 0 - Bey, (ug) em (2,
onde (a)) & um matriz com constantes de elipticidade (), A) e 8, = o(1) quando
k — oo;
(17) max {ex, infp, () ur} =: mp = o(1) quando k — oo,
mas
sup ug > 6y > 0, (3.1)
Br/Q(y)

para algum 60, > 0 fixado. Seja z, um ponto onde u; atinge seu valor minimo em
B, 2(y), e denote
o = dist(B,(y),00) > 0.

Defina também a funcao vy, : Bo—agl — R por

up(xk + )

vp(x) (= ——=.
+(2) Tk
Observe que vy resolve, no sentido de distribuigoes, a equagao
div (a}f(a:k + 6k$)VUk) =0 - (E—kﬁ (%vk)) em B__-1. (3.2)
Mk \ €k k
De fato, seja ¢ € COOO(BUEI;l). Note que
ij € ij
/ (af (zg + epx) Vg, Voydr = 77_k (af (zg + exr)Vug(zg + exz), Vo)dao.
B 1 kJB 1
O'Ek UEk

Fazendo a mudanga de variavel y = xj + x, obtemos

ij e ij Y= Tk
/ (a (x + exx)Vug, Vo)dr = / a (y)Vug, Vo dy.
B Bg(wk)

1 Mk €k
O'Ek
Considerando
7 Y — Tk
ww:¢( ),
€k
temos

e, consequentemente,

2—N
| @i ve v do=E— [ (o)), Vi) dy
B Bo(xk)

1 Nk
O'Ek
£2-N ~
_ 5 /' 51, (1) dy
Nk Bo(z1)
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Retornando para a varavel original, obtemos

2
ij €
/ (af (z), + exx) Vg, Vo) dr = _77_: OB, (ug(xp + ) )p(x) do
B -1 Bo’efl

- y
— _ck OkBe;, (Mevr ()9 (x) dx

nk Bae_ 1

— [ 6 (%uw) oo dr

Nk €k

oe—1

como querfamos. Agora, vamos mostrar que existe uma func¢ao v,, definida em todo
o espaco R tal que, para todo subconjunto aberto e limitado ' C RY, & possivel
obter uma sequéncia {v;} para a qual vale as seguintes convergéncias:

Uk — Uss  uniforme em (3.3)
Uk — Voo fracamente em H'(Y), (3.
Vug(x) = Vi (x) q.t.p. em Q. (3.5)

Para tanto, seja ' C RY um tal subconjunto. Como
o
U Bo_a;l —RY e Baagl C BUSEL para todo k € N,
k=1
existe kg € N tal que
O Baagol e Bo_é.;ol C Baagl para todo k > k.

Sendo assim, considere a subsequéncia {v} para k > kq. Uma vez que, para k > ko,
v resolve a equacao

div (ag(;pk + gkx)v'vk) = 6k . <€_k6 (@Ukz)> em ¢ (36)
Nk €k
Oy - (g—kﬁ (%vk)) =o(1) quando k — o0, (3.7)
Mk €k

podemos aplicar o Teorema 1.6.2 para obter uma constante C' > 0 tal que
[vkllce@y < C, (3.8)

para algum 0 < o < 1. Consequentemente, pelo Teorema de Arzela-Ascoli, existe
uma subsequéncia, ainda denotada por {v;}, e v, € C(') com

Vg — Uso uniformemente em Bm;l.
0

Isto verifica (3.3). Observe que (3.8) também implica que {vy} é limitada em €2'.
Consequentemente, pela Desigualdade de Caccioppoli (Teorema 1.7.1), obtemos que
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{IVugll 2@} € limitada. Assim, {vi} é limitada em H'(€Y). Como H'(QY) é
reflexivo, existe uma subsequéncia, que ainda denotaremos por {uv}, tal que

Vg — Voo em H'(Q).
Em particular, por |5, Teorema 2.1|, temos também que
Vug(x) = Vo (x) q.t.p. em Q.

Com isso, estao verificadas as convergéncias (3.4) e (3.5). Ademais, considerando
a elipticidade das matrizes (a;), podemos utilizar o Lema A.0.7 para obter uma
subsequéncia, ainda denotada por (a;), e uma matriz (A, A)-eliptica (b) tais que

(afg) — (b)) fracamente em M 5 (). (3.9)
Agora, com o intuito de chegar em uma contradigao, iremos mostrar que
div(b” (2)Vus) = 0 em RY.

Para tanto, seja ¢ € C°(RY) e considere ky € N tal que Bye,, D supp ¢ = K.
Para k > kg, defina as integrais

gL = / (af (x)Vvg, V) d,

K
92 = /K<a§€j(x)(Vvoo — V), Vo) dx,
5 i= [ (07 = ) (@) Vo, V) do

de modo que

/ (69 (2) V0, Vo) dr = F) + 92 + 97 (3.10)
RN

Devemos mostrar que
kl].m jkl +yk2 + jkg - O
— 00

De (3.2), temos

9| = —5kz/ g—kﬁ @Uk ¢ dx
K Tk €k

Como e <1y e § = o(1) quando k — oo, isto imediatamente implica que

Ek
< 0 —|K| maXﬁHCbHLI(RN)-
Nk R

lim %! = 0.
k—o00
Para verificar que
Jim 92 =0, (3.11)
— 00

observe que

b (7)) = / (1 (2) Vo, V) da

K
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define um funcional linear continuo em M (Q). Desse modo, desde que (a) — (b¥)
fracamente em M ({2), obtemos (3.11). Resta, entdo, analisar a convergéncia de .92
Dado € > 0, como V¢ € L*(K), o Teorema de Vitali garante a existéncia de um
namero 6 > 0 tal que, para todo subconjunto mensuravel E C K com |E| < §,

tem-se 2
€
Vol|? dx) < '
(/E | ¢| 2A sl;p ||Vl)k - VUOOHLQ(K)

Além disso, devido a (3.5), o Teorema de Egoroff implica que existe um subconjunto
mensuravel K C K, com |K| < §, tal que

Vo — Vs uniformemente em K \ K.

Consequentemente, existe kg € N tal que

€
sup |Vug(z) — Vo (z)| < ,
S Vo) O < R dll o 1]

para todo k > ky. Com isso, para k > kg, temos

77 = ' [ @) (Ve ~ T, V)

< / a7 || Vs — Vug||V | da
K

<a|[ 9o VuliVol o+ [ Vo Vol V6 ds]
K K\K

<A

9
Voo = Vil 2 iy VOl 125 + Ve da:]
I kll 2 IV Ol 2 i) 2M| V|| L2 () | K| K\k’ |

< E.

Isto mostra que
lim %2 = 0.

k—o0

Portanto, fazendo & — oo em(3.10), concluimos que

[ @) Ven. Vo) de o
RN
de onde segue que B

div(b”(2)Vvs) =0 em RY.

Uma vez que vy, ¢ limitada inferiormente por 0, aplicando o Teorema de Liouville
(ver [16, Corolario 4.20]), concluimos que v, é constante em RY digamos

Voo = C' em RY.

Consequentemente, como vy, — Vs, localmente uniforme em RY e n;, = o(1) quando
k — oo, temos que
mevg(x) — 0 quando k — oo,
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para todo z € RY. Por outro lado,
nkvk(O) = uk(xk) > 6y > 0, Vk € N.
Logo, fazendo k — oo, chegamos a uma contradicao. O

Tendo em vista o Lema 3.1.2, estamos aptos a demonstrar o Teorema 3.1.1.

Demonstragao do Teorema 3.1.1. Inicialmente, observe que podemos assumir § = 0.

De fato, suponha que vale o teorema neste caso. Entao, para £ € © com ug(§) = 0,
defina a funcao

io(y) ==u(§—y), VyeQ:={yeRV|{-—ye}

de modo que .
(0) = up(§) = 0.

Assim, existe uma constante C' > 0 tal que

|t (y)| < Clyl,

para todo y € . Consequentemente,
[uo(2)| = |io(€ — x)| < CI€ — =],

para todo z € €2, o que verifica nossa afirmacao. Observe também que, se u. é uma
solugao de (2.1) e § > 0 é um namero fixado, entao, procedendo da mesma forma
que no Lema 3.1.2, mostra-se que a funcao

() = u.(Véz)

satisfaz a equacao B
div (@ (z)Vi.) = 6f:(.),

onde @”(z) := a”(v/dz) é uma outra matriz (A, A)—eliptica. Escolhendo § = 1/2
no Lema 3.1.2, considere o nimero §, > 0 com a propriedade demonstrada nesse
mesmo lema. De modo analogo ao que verificamos inicialmente, podemos assumir
que B /5 € (). Dessa forma, para cada € > 0, a fungao u. : B; — R dada por

Ue(x) = ue(\/(;_*x)
estd bem definida e satisfaz a equagao
div (a”(z)Vi.) = 6,5-(a.),

onde a“(z) := a”(y/d,x). Além disso, como u.(0) — up(0) = 0 quando & — 0,
temos que

max {5, inf &E} < Oy,
By
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para € > 0 suficientemente pequeno. Assim, pelo Lema 3.1.2, devemos ter

5 1
sup e < —,
By )2 2

ou seja,
1

sup u. < —.

B /52

\)

Consequentemente, fazendo € — 0, obtemos

sup ug < 5
B si /2

Agora, defina a funcao

vl (z) = 2u, (‘/25_37)

Novamente, de maneira analoga ao que demonstramos no Lema 3.1.2, verifica-se que
vl satisfaz a equacao

div (aij(:n)Vv;) = &, B (v}),

onde af(z) := a;j(v/d,2/2) é uma outra matriz (A, A)—eliptica. Como v}(0) —
up(0) = 0 quando £ — 0, temos que

max {5, inf v;} < o,
By

para € > 0 suficientemente pequeno. Com isso, pelo Lema 3.1.2, obtemos

o que implica em

Passando ao limite quando € — 0, segue que

1
sup ug < —.

=N

W

Continuando esse processo indutivamente, obtemos

para todo k£ € N. Finalmente, dado © € B, 55, considere k € N tal que

s O
Vo, <z| < Vo

2k+1 — 2k '
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Assim,

2 2
up(z) < sup up < ||

= — < —
Bm/zk Qk 9k+1 /5*

E, para x € Q\ B /5, basta notar que

< lal.

B
wle) £C = < 7

Isto implica o resultado do teorema. O

Por razoes ja discutidas anteriormente, a estimativa de regularidade garantida
pelo Teorema 3.1.1 vale apenas ao longo da fronteira livre. De fato, para qualquer
ponto z € {ug > 0}, a regularidade cai para C%%, com algum a > 0 estritamente
menor que 1. Nesse contexto, é natural questionar quais sao as condi¢oes minimas
necessarias para garantir regularidade Lipschitz até a fronteira livre. Uma hipotese
que assegura isso ¢ que a matriz (a*) satisfaga a Propriedade (K-Lip).

Definigao 3.1.3. Seja K > 0 uma constante. Dizemos que uma matriz unifor-
memente eliptica (a*) satisfaz a Propriedade (K-Lip) quando, para quaisquer
0<d<1 e qualqguer h € H(By) resolvendo

div (a”(z)Vh) =0 em By,

no sentido de distribuicoes, vale

VAl o840 < dl!hHLw(Bd)

Corolario 3.1.4. Sob as hipdteses do Teorema 3.1.1, assuma também que (a*)
satisfaz a propriedade (K-Lip) para algum K > 0. Entdo, dado um subdominio
Q' €, tem-se que

|Vug(z)| < C, Vo e Y,

para uma constante C' > 0 que depende apenas da dimensao, constantes de eliptici-
dade, dist (0Y,00), K e das cotas L>™ da familia {uc}eo.

Demonstragao. Seja £ € € um ponto que nao pertence a fronteira livre 9{ug > 0},
e considere y € d{uy > 0} tal que

ly — & =: d = dist (€, 0{uo > 0}).
Pelo Teorema 3.1.1, podemos estimar

sup up < sup uy < C sup |x —y| < C-2d.

Ba(§) Baa(y) Baa(y)
Como uy satisfaz
dlv( I(z )VUQ) = em By(§),
segue da propriedade (K-Lip) que
K K
‘VU()(f)’ S HVUOHL‘X’(Bd/Q(ﬁ)) < H’LL[)HLoo (Bq(8)) S EC 2d = QKC
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3.2 Estimativas Lipschitz para o Problema de Mi-
nimizacao

Na secao anterior, obtivemos a estimativa desejada para a funcao limite uy a
partir de argumentos baseados na equagao satisfeita pelos minimizantes u.. Entre-
tanto, como ja mencionado anteriormente, tal estimativa também pode ser obtida
para qualquer minimo do funcional (1). Neste contexto, é importante compreender
como essa outra abordagem pode ser realizada, e esse seréd o principal objetivo desta
se¢ao. Especificamente, demonstraremos o resultado apresentado a seguir.

Teorema 3.2.1. Seja ug > 0 um minimo para o funcional

F(u) = /Q {%W(m)w, w>+x{u>o}} iz,

sobre o conjunto HJ(Q), e assuma que ug(§) = 0 para algum & € Q. Entdo, existe
uma constante universal C' > 0, dependendo da dimensao, constantes de elipticidade,
dist(&,092) e norma L™ de ug, tal que

para todo ponto x € 2.

Similarmente a abordagem utilizada na se¢ao anterior, precisamos nos valer de
um resultado analogo ao Lema 3.1.2.

Lema 3.2.2. Fizada uma bola B.(y) € Q e dado 6 > 0, existe um nimero 6 > 0
tal que, se ug € um minimo nao negativo de

Fo(u) = /Q {%(aij(x)Vu,Vw+5-X{u>0}} i

sobre H)() e ug(y) = 0, entdo

sup ug < 6.
Br/2(y)

Demonstracao. Suponha, por contradicao, que o lema é falso. Entao, é possivel
obter uma sequéncia de matrizes (), A)-elipticas (a}), uma sequéncia de nimeros
positivos dy com 6 = o(1) quando k — oo, e uma sequéncia de minimizantes wuy,
para

1 ..
Fk(u) = / {§<a” (x)Vu, Vu) + O - X{u>0}} dx
Q

de modo que
sup uy > b, (3.12)
Br/Z(y)
para algum 6, > 0 fixado. Pela teoria de De Giorgi, a sequéncia {ux} é localmente
uniformemente limitada na norma C¢ para algum 0 < a < 1. Desse modo, por
Arzela-Ascoli, existe uma subsequéncia {u;} e uma func¢ao ug € C(Q2) com

U — Ug localmente uniforme em €.
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Observe que a sequéncia {||Vug||z2)} ¢ limitada. De fato, considere uma fungao
w e H)(Q) fixada. Como u; é um minimo de F*, temos

FF(up) < F (w),

para todo k € N. Adicionalmente, pela condicao de elipticidade, temos

1, . A
Q

e, por outro lado,

1, . A
FF(w) = / {§<aw(g:)Vw, Vw) + 0y - X{w>0}} dr < EHVU}H%Z(Q) + 05 [€].
0

Assim, desde que 0, — 0, obtemos

A A
limsup§||Vuk||%g(Q) < limsup F*(uy,) < limsup (§||Vw||%2(9) + 5k|Q|)
k—o0

k—o0 k—o0

A
= EHVUJH%%Q)?

o que verifica que a sequéncia {||Vuk|| L2(Q)} ¢ limitada. Consequentemente, pela
reflexividade de L? (), obtemos uma subsequéncia {uy} satisfazendo

Vuy, — Vg fracamente em L ().

Mostraremos que uy ¢ um A/A\-minimo do funcional

Flu) = /Q Vul? de.

Para isso, seja v € HL () com K = supp(u — v) € . Pela minimalidade de uy,

loc
podemos obter

1 ..
/K {§<a” (m)Vuk, Vuk) + 519 . X{uk>0}} dx

1
< / {§<a”(x)Vv, V) + 6y, - X{v>0}} dx.
K

Consequentemente, por elipticidade, temos

A A
/ {i‘vuk|2+5k‘X{w€>0}} dx S/ {§WU|2 +5k‘X{v>0}} dz.
K K

Portanto, usando a semicontinuidade inferior do funcional

u€ HY Q) — / |Vul*dr € R
Q
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e o fato que &y = o(1) quando k — oo, obtemos

A o A
/Ka\Vuo\zdxghgg}lf/}{{§]Vuk\2+5k~x{uk>o}} dx

A
Shmmf {§|VU|2+($]€X{,U>O}} dx

k—o0 K

:/ AIVU\ZCZQC.
K 2

Flu) < S F ),

Isto implica em

o que demonstra que v ¢ um A/A-minimo de F. Logo, desde que ug > 0 e

ug(y) = lim u(y) =0,

k—o0

segue do Principio do Maximo Forte que ug é constante igual a zero em €2, o que
contradiz (3.12). O

Estando demonstrado o Lema 3.2.2, o Teorema 3.2.1 é obtido a partir dos mesmos
argumentos utilizados no final da demonstracao do Teorema 3.1.1.

3.3 Estimativas Geométricas da Fronteira Livre

Nesta secao final, mostraremos como a estimativa obtida no Teorema 3.1.1 im-
plica em propriedades geométricas da fronteira livre da funcao limite uy. Para isso,
sera necessario utilizar um resultado de nao degenerescéncia, estabelecido no teo-
rema a seguir.

Teorema 3.3.1 (Nao Degenerescéncia). Seja ' € Q0 um subdominio dado, e
sejay € Q' N {ug > 0}. Entao,

sup ug > C - r,
Br(y)

para v < dist(£Y, 0€2).
Demonstracao. Para cada € > 0, seja

d.(z) := dist(x, 0{u. > €}).
Afirmamos que existe uma constante universal o > 0 tal que

sup  ue > (14 do)ue(x), (3.13)
By, (z)(x)

parax € 'N{u. > 2¢}. Suponha que a afirmagao nao é verdadeira. Entdo, podemos
obter uma sequéncia de fungoes u,., , uma sequéncia de pontos zy, € Q' N{u., > 2¢;}
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e uma sequéncia de niumeros positivos dy, com d; = o(1) quando k — oo, de modo
que
sup  ug, < (14 0p)ue, (z)-

Bae, (o) (k)

Desse modo, para cada k € N, defina v, : By — R por

Observe que supp, vp < 1+ 0, v4(0) =1 e v > 0. Além disso, observe que

vg(z) =

div(a” (x)Vuy) = 0,

onde a”(x) := a’(xy + d. (vx)r) é uma matriz (A, A)-eliptica. Com isso, pelo
mesmo argumento utilizado na demonstracao do Lema 3.1.2, temos que v, converge
localmente uniforme para uma funcao continua v.,. Aplicando a desigualdade de
Harnack a fungdo (1 + &) — vy, obtemos, para qualquer B, € By,

sup((1 + 0x) — vy < Cpinf[(1 + 0) — v,

P

onde C, > 0 ¢ uma constante que depende de B,. Assim, para todo x € B,, temos
0< (1 + 614:) — vk(x) < Cp(l + 0y — ’Uk(())) = Cp(Sk

Consequentemente, fazendo k& — oo, concluimos que v, = 1. Agora, para cada
k € N, considere y;, € {u., = ¢;} tal que

|yk‘ - I’k| = dé‘k(l‘k‘)a

e defina
2 = Yk — Tk
dak (‘rk)
Note que
1 1 a1
vk (2k) uak(xk)uak(ﬂfk + dey (21)2k) ugk(xwuak(yk) <%, "2 (3.14)
Por outro lado, observe que
Yk — 2]
= T
| | dak (mk)
de modo que, a menos de subsequéncia, z; — z, para algum z com |z| = 1. Com

isso, desde que
ok (2) — 1| < fuk(2k) — vi(2)] + oe(2) = 1] < Clzg — 2]* + [v(2) — 1],

obtemos
lim vg(z) =1,
k—o0

o que contradiz (3.14). Fazendo uso da desigualdade (3.13) e do Teorema 2.4.1,
construiremos uma sequéncia de pontos {xy}° ; satisfazendo
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a) ue(wr) > (1+ o) us(z0);
b) |Ik - Ik—1| = de(xk—l);
) uc(zy) — ue(vp—1) > Clag, — 1],

onde xg € ' N {u. > 2} é um ponto arbitrario, e C' > 0 é uma constante que nao
depende de . Como

div (a”(z)Vu.) =0 em By, (z0)(20),

segue do Principio do Maximo que o valor méaximo de u. em By_(4,)(%o) ¢ atingido
em um ponto x; € 0Bq,(z,)(70). Tal ponto satisfaz

|71 — @o| = de(x0)
e, pela desigualdade (3.13),
ue(1) > (14 do)ue(xo).
Consequentemente, pelo Teorema 2.4.1, temos
U (1) — ue (7o) > doue(w0) > 6Cd.(70) = Clay — 0],

para alguma constante C' > 0 que nao depende de . Repetindo este mesmo ar-
gumento para x; e assim sucessivamente, obtemos uma sequéncia {z;}32; com as
propriedades desejadas. Em particular, observe que

k
ue (k) — ue(wo) = Y ue(w;) — ue(w; 1)
j=1
k
> Claj —
j=1

k
E .’L'j — Ij,1
j=1

= Clxg — xo). (3.15)

> C

Ademais, por a), temos que u.(z) — oo quando k — oo. Isto implica, pela conti-
nuidade de u., que existe um ultimo x, em B,(xg), ou seja,

Ty, € By () e Tot1 & Br(o).
Temos dois casos a considerar:

(1) Se |xpy+1 — xk,| < 1/2, entdo, necessariamente, |rg — zg,| > r/2. Consequen-
temente, por (3.15),

T
SUP Ue = Ue(Ty,) = e(To) + Clan, — xo| = Clag, — x| = C5.
B (o) 2
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(79) Se |Tgy41 — Tgy| = 7/2, entao, usando o Teorema 2.4.1 aplicado ao ponto xy,,
temos

~ ~ s
Sup ue > ue(xg,) > Cdo(g,) = Clggr1 — Tho| > 05'
BT(zO)

Portanto, escolhendo Cy = min{C//2, C'/2}, obtemos

sup u, > Cyr.
Br(w0)

Como Cy nao depende de € e u. — ug uniformemente em €', podemos estender o
mesmo resultado para y € Q' N {uy > 0}. Finalmente, para y € ' N d{uy > 0},
considere x € 0B, ,4(y) N{up > 0}. Assim, pelo que acabamos de demonstrar, temos

,
sup ug > sup ug > Cy—.
Bily)  Boul) 4
Isto conclui a demonstracao.
O

O teorema anterior nos permite concluir que o conjunto de nao coincidéncia 2y
tem densidade positiva uniforme ao longo da fronteira livre, cuja demonstragao é
apresentada no teorema a seguir. Além dessa propriedade, é possivel obter também
estimativas para a dimensao de Hausdorff da fronteira livre de ug. Embora este fato
nao seja discutido na dissertagao, o leitor podera consulté-lo em |9, Teorema 6.2].

Teorema 3.3.2. Dado um subdominio ) € (Q, existe uma constante 0 > 0 tal que,
se xg € 0y € um ponto de fronteira livre, entao

|QQ N BT(JZ0)| Z QTN.
para todo 0 < r < dist(9€Y, 0Q).

Demonstragao. Pela propriedade de nao degenerescéncia (Teorema 3.3.1), existe

& € Bo(xo) \ {x0} tal que
uO(Sr) Z O’I“,

para alguma constante C' > 0 dependendo apenas dos dados do problema. Agora,
para 0 < p < 1 suficientemente pequeno, que nao depende de zg, tem-se que

B (&) C Q. (3.16)

De fato, se existe
20 € Bm‘(ér) N (9{@60 > O},

entao, pelo Teorema 3.1.1, temos

Cr < (&) < sup ug < Cpr.
BW(ZO)

Desse modo, se 1 < C'-C~', entéo (3.16) deve ocorrer. Portanto, para um tal ;> 0
fixado, concluimos que

= |B,(20) N Q| = B, (20) N Br(&)] = 07",

para alguma constante # > 0, como desejado.
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Apéndice A
Demonstracoes Complementares

Ao longo do texto, utilizamos alguns resultados cujas demonstracoes poderiam
comprometer a fluidez da leitura. Por esse motivo, optamos por reuni-las neste
apéndice. Como se tratam de resultados oriundos de contextos diversos, a maioria
nao esta organizada segundo uma ordem logica.

Lema A.0.1. Seja u € L*(Q) e sejam o € Q, R > 0 tais que Br(xg) C Q. Entao,
a fung¢ao

o) = [ =) da
Br(x0)
¢ nao decrescente no intervalo [0, R].

Demonstracao. Inicialmente, observe que
o(r) = / u? dr — 2(u)T/ u dx + (u)i/ dx
Br(z0) Br(z0) Br(z0)

2 2 1 2
= u? dx——(/ ) —i—( / uda:) a(N)rV
/Br(mo) (NN \J B, (x0) (NN g (o)
2 2 1 2
= u2d:c——</ udm) + </ uda:)
/BT,(acO) a(N)rN B (o) a(N)rN By (o)
1
Y A ( / ) |
/Br(xo) a(N)rN \ /B, ()

Com isso, temos

¢(r) / 2dS — —2 / d / as+ N </ d )2
)= —_ uaxr u —_— uaxr
(NN S5 (20) 9B, (z0) a(N)r2N \ J B, (o)

/ u?*dS — 2/ u(u),dS —i—/ (u)2dS
(1‘0 (9Br(ac()) 8Br(ac())
0

IS
U
8

N
IS
8

u),)? ds

v

Portanto, ¢ ¢ nao decrescente em [0, R]. O
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Teorema A.0.2 (Desigualdade de Poincaré com Trago). Seja 2 C RY um
aberto limitado com 9Q € C'. Entado, existe uma constante positiva C = C(Q) tal
que

ullz2) < C (IVullz2) + [1T(w) || 2200)) »

para todo u € H*(Q).

Demonstrag¢ao. Suponha, por contradi¢ao, que uma tal constante nao existe. Entao,
para cada n € N, podemos encontrar u,, € H'(Q) tal que

unllz2@) = 1 (| Vunl 2@ + 1T (wn) || 22000 ) -

Para cada n € N, defina
Un,
Uy = ————.
[t 220)

Observe que
1
lonllrzy =1 e [IVoallae) <
para todo n € N. Assim, {v,} ¢ uma sequéncia limitada em H'({2). Desse modo,
por Rellich-Kondrachov, existem uma subsequéncia, ainda denotada por {v,}, e
v € L*(Q) tais que

Uy =V em L*(9)

Mostraremos que v € H'(Q), com Vv = 0. Para tanto, seja ¢ € C5°(2). Note que

/ vDpop dex = lim | v,Dp¢p dex = — lim ¢Dyv, dxr =0,
Q Q

n—o0 Q n—oo
pois
lim ||V, || r2@) = 0.
n—oo
Isto mostra que Dyv = 0 para todo k = 1,... N. Portanto, v € H(Q) e Vv = 0.

Com isso, temos que
Up =V em H'().

Dessa forma, pela continuidade do Operador Traco,

Tim (T (on) || 200) = [IT(0)[| 2002
Por outro lado, como
[T (un) 2200y _ 1
T(vp) || 12 =< —
I Cn) 200 [tn |20 n

temos que
S 1T 00l z200) = 0.

Consequentemente, T'(v) = 0. Isto implica que v € Hg(£2). Desse modo, usando a
desigualdade de Poincaré, obtemos

vllz2@) < K[|V 2@,
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para alguma constante K > 0. Portanto, como Vv=0, concluimos que v = 0. Mas

isto ¢ uma contradicao, uma vez que
[vllz2@) = lim [[on]|L2() = 1.

Logo, uma tal constante C' existe.

Lema A.0.3. Seja ¥ €@ Q e considere u € H}(SY). Entdo, a fungio v :

definida por

u(z), em
v(x):{ 0, em Q\

pertence a H}(Q).

Demonstragao. Seja ¢ € C§°(2). Para cada k=1,..., N, temos

/ vDy¢ dx = / vDr¢ dx +/ vDy¢ dx = / uDy¢ dx.
Q / O\ !

Como u € H} (), existe uma sequéncia {u,} C C5°() tal que
u, —u  em Hy().

Com isso, temos que

/UD;@ dx :/ uDyo dx
Q /
= lim Up Dy dx

n—o0 Q

= lim —/ ¢Dyu, dx

n—o0

= —/ oDyu dx
= —/ngDkv dx,
Q

onde

Dyu(z), em ()
DkU(Jz’) Z:{ Ok ( ) em Q\Q’

O
Q—= R

Isto verifica que v possui derivadas parciais fracas em L?(Q2). Além disso, definindo

fu(x), em
vn(@) = { 0, em Q\

temos que {u,} C C°() e
Up =V em H'(Q).

Portanto, v € Hy ().
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Lema A.0.4 (Desigualdade de Cauchy com ¢). Para quaisquer a,b € R ee > 0,

tem-se
2

b
ab < ea® + —.
4e

Demonstracao. Observe que, para quaisquer «, 8 € R, vale

0<(a—p)=a’—2a8+p

ou seja,
a2 B2
< — 4+ —.
af < 5 + 5
Assim, escolhendo o = 2ea e § = b, obtemos
4202 b2
2eab < £ 4 —,
2
de onde segue que
b2
ab < ea® + —.
4e

]

Lema A.0.5. Seja (a¥) uma matriz de coeficientes satisfazendo a condigao de elip-
ticidade B
NEP < (a(x)€,€) < AP, Vo e, eRY,

para certas constantes A > X\ > 0. Entao,
[(a” (2)&,m)| < Al¢]]nl,
para todo x € Q) e quaisquer £, € RV,

Demonstracao. Usando a condicao de elipticidade, verifica-se que

(&m) = (a" (@), m),  &neRY,

define um produto interno em R¥. Assim, pela Desigualdade de Cauchy-Schwartz,

(& m < (6,92 (n,m)"?,
ou seja, - - -
[(a (2)&,m)| < {a”(2)€, €)Y (a” (@), m) /2.
Portanto, usando a condigao de elipticidade mais uma vez, concluimos que
[(a” ()€, m)| < Alg]In]-
m

Na proposi¢ao a seguir, demonstraremos mais uma propriedade de matrizes
(X, A) - elipticas que foi utilizada nesta disserta¢ao. Antes disso, precisaremos esta-
belecer a seguinte notacao.
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Notagao A.0.6. Considere o conjunto
M(Q) :={(a”) | a” € L*(Q) parai,j=1,...,N}.

Verifica-se que M(Q) € um espago de Hilbert quando munido com o produto interno

N

(@), (07 paey =D (a7, b7) p2q,

ij=1
que mduz a norma
N 1/2
(@) := (Z \|a“u%2<m> -
ij=1
Denotaremos por My A(S2) o sequinte subconjunto de M(2):
Miya() == {(a”) € M(Q) | Ald < (a) < AId},

onde A > X > 0.

Proposigao A.0.7. Seja {(a}’) uma sequéncia em My (). Entdo, evistem uma
subsequéncia, ainda denotada por {(a;’ )}k, € uma matriz (b)) € My A(Q) tais que

(a) — (b9) fracamente em M(S2).

Demonstragio. Como § é limitado, segue da condigio de elipticidade que {(a}’)}s
é limitada em M(Q). Consequentemente, desde que M () é reflexivo por ser um
espaco de Hilbert, existem uma subsequéncia, ainda denotada por {(a})};, e uma
matriz (b”) € M(Q) tais que

(a?) — (b7) fracamente em M(2).

Nos resta verificar que (b) € My (). Para isso, observe primeiramente que
M A(R2) é um subconjunto convexo. De fato, sejam (¢7), (d7) € MyA(2) e seja
t € [0,1]. Para q.t.p. # € Q e todo £ € RV, temos

([(1 = 1)c (z) +td? (2)]§, ) = (1 — t)(c” (2)€,€) + H{d ()€, €)

> (1= t)AlE]* + ALl

= M.
Analogamente, B B

([(1 =) () + td” (2)]g, §) < AlEJ*.
Isto significa que
(1 =t)(c) +t(d) € My,

e, portanto, M A(£2) é convexo. Afirmamos também que M) 4(€2) é fechado. Para

verificar isso, seja {(c}/)}x uma sequéncia em M, (€2) com

() = (@) em M(Q)
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para algum (d”) € M(Q). Para cada i, j fixados, como
I = 7|2y < (&) = (@),

temos que -
] —d? em L*(9).
Consequentemente, usando o fato que convergéncia em espagos de Lebesgue implica

em convergéncia em quase todo ponto para alguma subsequéncia, obtemos uma
subsequéncia, ainda denotada por {(c¢}/)}, tal que

¢ (x) — dY(x) q.t.p. em £,
para 7, j fixados. Assim, para todo & € RV, desde que
NP < (el ()€, €) < Ale,
passando ao limite quando k — oo, obtemos
AP < (d7 ()¢, €) < AJ¢J

Isto mostra que (d¥) € My () e, portanto, M () é fechado. Para finalizar a
demonstracao, vamos utilizar o fato que, para conjuntos convexos, ser fechado na
topologia fraca equivale a ser fechado na topologia forte (ver Teorema 3.7 em [6]).
Como M, 4(Q2) é convexo e fechado na topologia forte, temos que My 4 () é fechado
na topologia fraca. Logo, desde que (%) pertence ao fecho fraco de My (),
concluimos que (b7) € My A(2), como queriamos. O

Proposicao A.0.8. As sequéncias de fungoes {.} e {B:} definidas na Introdugao
sao tats que

b (foeras) o o mo ([ o0 a) e,

no sentido de distribuicoes, onde 69 denota a medida de Dirac concentrada em 0.

Demonstracao. Seja ¢ € C3°(§2). Observe que

/}Rﬁg(t)qb(t) dt:/Ré,B (é) o(t) dt:/Rﬁ(t)¢(et) dt.

Como, para todo t € R,

B(t)o (et) — B(t)p(0), quando € — 0,

15(6)6 (c1)] < max fmax s,

segue do Teorema da Convergéncia Dominada que

[ awoterie— [ s de=o00) [ sy [ ( / 5) o(1) doo(1).
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pois
A¢mmww=¢@.

Isto prova a primeira convergéncia. Agora, observe que

Aa@waﬁzé(fﬂwéwwﬁ
=A<Owﬁ@ﬁ>waﬂ
/e
:A(O B@ﬁ>MoMOdQM.

Para todo ¢ € R fixado, vale a convergéncia

/e
(0 B@W>M®MOW®%(4ﬁ@ﬁ)MoMQMQ quando = —» 0.

Portanto, usando o Teorema da Convergéncia Dominada novamente, obtemos

[ Baoorac > [ ([ s0a) ven©o de qundoc o,
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