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Resumo

Com base no artigo Cavity Problems in Discontinuous Media, investigamos propri-
edades de regularidade ao longo da fronteira livre para minimizantes do funcional
associado ao problema de cavidade. Nosso principal objetivo é demonstrar que tais
funções são Lipschitz contínuas nesse conjunto. A abordagem adotada consiste em
estabelecer essa propriedade para limites uniformes de sequências de minimizantes
de funcionais regularizados, de modo que o resultado para minimizantes arbitrários
decorra de um argumento análogo. Para isso, obtemos uma estimativa de regula-
ridade que implica também propriedades geométricas da fronteira livre das funções
limite.

Palavras-chave: Equações Diferenciais Parciais; Fronteira Livre; Regularidade
Lipschitz; Minimização.



Abstract

Based on the article Cavity Problems in Discontinuous Media, we investigate regu-
larity properties along the free boundary for minimizers of the functional associated
with the cavity problem. Our main goal is to show that such functions are Lipschitz
continuous on this set. The approach adopted consists in establishing this property
for uniform limits of sequences of minimizers of regularized functionals, so that the
result for arbitrary minimizers follows from an analogous argument. To this end,
we obtain a regularity estimate that also implies geometric properties of the free
boundary of the limit functions.

Keywords: Partial Differential Equations; Free Boundary; Lipschitz Regularity;
Minimization.
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Lista de Notações

Símbolo Descrição
N Conjunto dos números naturais.
R Conjunto dos números reais.
⋐ Subconjunto compactamente contido.
dist Distância.
supp A Suporte do conjunto A.
|A| Medida de Lebesgue do conjunto A.
Br(x) Bola com centro em x e raio r.
Br Bola com centro na origem e raio r.
α(N) Volume da bola N -dimensional.
Id Matriz identidade.
⟨·, ·⟩ Produto interno em RN .
→ Convergência usual.
⇀ Convergência fraca.
↪→ Imersão.
u+, u− Parte positiva e parte negativa da função u.
∇u Gradiente da função u.
∆u Laplaciano da função u.
div(F ) Divergente do campo F .
∂Ω Fronteira do domínio Ω.
χA Função característica do conjunto A.
Ck,α(Ω) Espaços de Hölder no domínio Ω.
Lp(Ω) Espaço de Lebesgue de funções p-integráveis no domínio Ω.
W k,p, Hk(Ω) Espaços de Sobolev no domínio Ω.
W k,p

0 , Hk
0 (Ω) Espaços de Sobolev no domínio Ω.

| · | Norma no espaço RN .
∥ · ∥X Norma no espaço normado X.
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Introdução

As Equações Diferenciais Parciais (EDPs) são equações que envolvem uma função
desconhecida de duas ou mais variáveis e algumas de suas derivadas parciais. As
EDPs modelam diversos fenômenos do mundo real que surgem em diversas áreas
da ciência, como na Física, Química, Biologia, Economia, entre outras. Devido à
sua ampla aplicabilidade a problemas práticos, as EDPs vêm sendo extensivamente
estudadas de maneira qualitativa e quantitativa ao longo dos anos.

As classes de EDPs são diversas, o que naturalmente evidencia a complexidade do
estudo de existência e propriedades de soluções para problemas genéricos. De fato,
em muitos casos é inviável obter uma função que possua a classe de diferenciabilidade
exigida na formulação clássica do problema e que resolva a EDP pontualmente. Para
contornar essa dificuldade, o que se faz é definir um tipo de solução para a qual seja
exigida menor regularidade. Como consequência disso, a probabilidade de encontrar
uma solução nesse sentido acaba se tornando maior.

Nesse contexto, é de grande interesse matemático e prático estudar propriedades
de soluções, em especial, a regularidade que elas devem possuir. Por esse motivo, os
resultados obtidos na Teoria de Regularidade desempenham um papel fundamental
em Equações Diferenciais Parciais.

De particular importância na Teoria de Regularidade, encontra-se o estudo de
problemas de fronteira livre. Em linhas gerais, um problema de fronteira livre con-
siste em determinar um conjunto Ω e uma função u : Ω → R de modo que sejam
verificadas as seguintes condições:

(i) u resolve uma EDP em Ω;

(ii) u satisfaz uma condição de fronteira com relação à qual a EDP fica bem posta
em ∂Ω;

(iii) u satisfaz uma condição extra em ∂Ω, que torna o problema sobredeterminado.
Esta última condição é chamada condição de fronteira livre.

Este tipo de problema surge tanto na própria Matemática quanto em outras
ciências no geral. Por exemplo, em problemas de otimização de formas (menor área
para um volume fixado), transições de fase (derretimento de um sólido), dinâmica
dos fluidos etc.

Uma forma de tratar problemas de fronteira livre, e que vem trazendo impor-
tantes resultados, é a partir de uma abordagem variacional. Em outra palavras,
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associa-se um funcional ao problema dado, de tal forma que minimizantes do funci-
onal sejam soluções para o problema. Esta será basicamente a abordagem que será
utilizada na dissertação, como discutiremos a seguir.

Sejam Ω ⊂ RN um domínio Lipschitz limitado, φ ∈ L2(∂Ω) uma função não
negativa e (aij) uma matriz simétrica e mensurável satisfazendo a condição de (λ,Λ)-
elipticidade

λId ≤ (aij) ≤ ΛId,

para certas constantes 0 < λ ≤ Λ, isto é,

λ|ξ|2 ≤
N∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≤ Λ|ξ|2,

para q.t.p. x ∈ Ω e todo ξ ∈ RN . A motivação para o artigo [9], principal referência
desta dissertação, é o estudo de propriedades de minimizantes locais para o funcional

F(u) :=

∫
Ω

{
1

2
⟨aij(x)∇u,∇u⟩+ χ{u>0}

}
dx (1)

sobre conjunto H1
φ(Ω) := {u ∈ H1(Ω) | T (u) = φ}, onde T : H1(Ω) → L2(∂Ω)

denota o Operador Traço relativo ao domínio Ω.
O problema variacional (1) surge em diversas formulações matemáticas de pro-

blemas aplicados como, por exemplo, cavity problems, problemas de Bernoulli, pro-
blemas de transmissão livre e designs ótimos. A abordagem matemática desse tipo
de problema tem sido amplamente desenvolvida desde o notável trabalho de Alt e
Cafarelli [2].

A existência de minimizantes para funcionais descontínuos do tipo (1), cuja prova
pode ser consultada em [2, Teorema 1.3] ou [12, Teorema 2.1], segue a partir de
argumentos clássicos. Verifica-se que um tal minimizante satisfaz, no sentido de
distribuições, a equação de Euler-Lagrange

div(aij(x)∇u) = µ,

onde µ é uma medida suportada ao longo da fronteira livre ∂{u > 0}. Em particular,
minimizantes satisfazem

div
(
aij(x)∇u

)
= 0 em {u > 0} ∩ Ω,

no sentido de distribuições.
A análise desenvolvida em [9] consiste em considerar problemas regularizados,

de modo que contemple o problema singular (1). A ideia é obter estimativas unifor-
mes para minimizantes do problema regularizado, de tal forma que a função limite,
candidata a ser minimizante de (1), herde as mesmas propriedades. Tal abordagem
será o principal objeto de estudo desta dissertação.

Especificamente, iremos considerar β ∈ C∞
0 (R) uma função positiva com suporte

contido em [0, 1] tal que ∫ 1

0

β(t) dt = 1.
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Para cada ε > 0, definimos o potencial ε-perturbado

βε(t) :=
1

ε
β

(
t

ε

)
,

que tem suporte contido no intervalo [0, ε]. Esta sequência de funcionais converge,
no sentido de distribuições, para(∫

β(s) ds

)
· δ0,

onde δ0 denota a medida de Dirac concentrada em 0 (ver Lema A.0.8). Considera-
remos ainda

Bε(ξ) :=

∫ ξ

0

βε(t) dt,

que converge, no sentido de distribuições, para(∫
β(s) ds

)
· χ{ξ>0}.

Com isso, definimos o funcional regularizado

Fε(u) :=

∫
Ω

{
1

2
⟨aij(x)∇u,∇u⟩+Bε(u)

}
dx. (2)

Para cada ε > 0 fixado, minimizantes do funcional Fε estão relacionados com
uma ampla classe de outros problemas físicos, tais como ativações de altas energias
e propagação de chamas. Existe uma ampla gama de trabalhos que abordam classes
de problemas singularmente perturbados similares a (2). Para citar alguns nesse
sentido, destacamos, por exemplo, [4] e [20].

No decorrer da dissertação, estudaremos propriedades de minimizantes do fun-
cional (2) restrito ao conjunto H1

φ(Ω). O nosso principal objetivo é demonstrar que
limites uniformes de sequências de minimizantes são Lipschitz contínuas ao longo
da fronteira livre. Essa é uma propriedade de destaque no artigo estudado, dada a
condição mínima de regularidade imposta sobre os coeficientes aij. De fato, se ne-
nhuma hipótese extra é dada aos coeficientes, mesmo funções satisfazendo a equação
homogênea

div
(
aij(x)∇h

)
= 0

falham em ser Lipschitz contínuas. Isto significa que o expoente α garantido pela
teoria de regularidade de De Giorgi é estritamente menor que 1.

Para obter a regularidade Lipschitz ao longo da fronteira livre, nos valeremos de
uma estimativa uniforme para os minimizantes dos funcionais regularizados (2). Tal
estimativa é forte o suficiente para que seja possível inferir propriedades geométricas
da fronteira livre da função limite. Isto pode ser obtido ao combinar a estimativa de
regularidade com as propriedades de não degenerescência e crescimento linear, que
também serão demonstradas nesta dissertação.
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A dissertação está organizada em três capítulos principais. O Capítulo 1 é des-
tinado apenas à apresentação de conceitos e resultados preliminares que serão uti-
lizados no decorrer do texto. O conteúdo que se encontra neste capítulo percorre
definições e teoremas clássicos da teoria de Equações Diferenciais Parciais Elípti-
cas, resultados do Cálculo das Variações e Espaços de Morrey e Campanato, entre
outros.

No Capítulo 2, nos preocupamos em estabelecer os resultados que fundamentam
a teoria desenvolvida em [9]. Em essência, demonstramos três principais resultados.
O primeiro diz respeito à existência de minimizante do funcional (2). Em seguida,
demonstramos que tais minimizantes são localmente Hölder contínuos, e que a norma
Hölder é estimada uniformemente por uma constante que não depende do parâmetro
ε. Isto nos permite obter uma subsequência de minimizantes convergindo localmente
uniformemente para uma função limite. Por fim, obtemos uma propriedade de
crescimento linear para os minimizantes de (2).

Finalmente, no Capítulo 3, nos concentramos em demonstrar a continuidade
Lipschitz ao longo da fronteira livre para limites uniformes de sequências de minimi-
zantes. Paralelamente, apresentamos uma abordagem de como a mesma propriedade
pode ser obtida ao considerar diretamente o problema de minimização (1). Somado
a isso, demonstramos um resultado de não degenerescência que implica na obtenção
de estimativas geométricas da fronteira livre da função limite.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo, apresentamos alguns resultados fundamentais de Medida e Inte-
gração, dos espaços de Sobolev, da teoria das Equações Diferenciais Parciais Elípti-
cas e do Cálculo das Variações, os quais são utilizados como ferramentas na obtenção
dos principais resultados desta dissertação. As respectivas demonstrações podem ser
consultadas nas referências indicadas.

1.1 Medida e Integração
Nesta breve seção, consideramos X um conjunto e µ uma medida definida em

alguma σ-álgebra de subconjuntos de X.

Teorema 1.1.1 (Convergência Dominada de Lebesgue). [3, p. 44] Seja {fn}
uma sequência de funções integráveis que converge em quase todo ponto para uma
função mensurável f . Se existe uma função integrável g tal que |fn| ≤ g para todo
n, então g é integrável e ∫

f dµ = lim
n→∞

∫
fn dµ.

Teorema 1.1.2 (Egoroff). [3, p. 74] Suponha que µ(X) < +∞ e que {fn} é uma
sequência de funções mensuráveis que converge em quase topo ponto em X para uma
função mensurável f . Então, a sequência {fn} converge quase uniformemente e em
medida para f .

Teorema 1.1.3 (Vitali). [3, p. 76] Seja {fn} uma sequência em Lp(X,µ), 1 ≤ p <
∞. Então, as seguintes condições são necessárias e suficientes para a convergência
em Lp de {fn} para f :

(i) {fn} converge para f em medida;

(ii) Para cada ε > 0, existe um conjunto mensurável Eε, com µ(Eε) < +∞, tal
que, se F é mensurável e F ∩ Eε = ∅, então∫

F

|fn|p dµ < εp, ∀n ∈ N;
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(iii) Para cada ε > 0, existe um δ(ε) > 0 tal que, se E é mensurável e µ(E) < δ(ε),
então ∫

E

|fn|p dµ < εp, ∀n ∈ N.

1.2 Espaços de Sobolev
Alguns dos principais resultados da teoria dos espaços de Sobolev são listados a

seguir.

Teorema 1.2.1. [10, p. 153] Seja 1 ≤ p < +∞. Se u ∈ W 1,p(Ω), então u+, u−, |u| ∈
W 1,p(Ω) e

∇u+(x) =
{

∇u(x), q.t.p. em {u > 0}
0, q.t.p. em {u ≤ 0},

∇u−(x) =
{

0, q.t.p. em {u ≥ 0}
−∇u(x), q.t.p. em {u < 0},

∇|u|(x) =


∇u(x), q.t.p. em {u > 0}
0, q.t.p. em {u = 0}
−∇u(x), q.t.p. em {u < 0}.

Teorema 1.2.2 (Rellich-Kondrachov). [6, p. 285] Suponha que Ω é limitado e de
classe C1. Então as seguintes imersões são compactas:

W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) ∀q ∈ [1, p⋆), onde
1

p⋆
=

1

p
− 1

N
, se p < N ;

W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) ∀q ∈ [p,+∞), se p = N ;
W 1,p(Ω) ↪→ C(Ω), se p > N.

Em particular, W 1,p(Ω) ↪→ Lp(Ω) compactamente para todo p (e todo N).

Embora na referência indicada no teorema anterior seja exigido que Ω seja de
classe C1, esta hipótese pode ser enfraquecida de modo que Ω pode ser apenas
Lipschitz. Essa versão mais geral pode ser consultada em [1, Teorema 6.2].

Teorema 1.2.3 (Teorema de Imersão de Sobolev). [21, p. 265] Sejam Ω ⊂ RN

um domínio limitado com fronteira Lipschitz, k ∈ N, 1 ≤ p ≤ +∞. Então, são
verdadeiras as seguintes afirmações:

(i) Se kp < N , então
W k,p(Ω) ↪→ Lq(Ω),

para 1 ≤ q ≤ np/(n− kp); a imersão é compacta se q < np/(n− kp).

(ii) Se 0 ≤ m < k − n/p < m+ 1, m ∈ N ∪ {0}, então

W k,p(Ω) ↪→ Cm,α(Ω),

para 0 ≤ α ≤ k −m− n/p; a imersão é compacta se α < k −m− n/p.
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Teorema 1.2.4 (Desigualdade de Poincaré). [6, p. 290] Seja 1 ≤ p < +∞
e seja Ω um subconjunto aberto e limitado de RN . Então, existe uma constante
C = C(Ω, p) tal que

∥u∥Lp(Ω) ≤ C∥∇u∥Lp(Ω), ∀u ∈ H1
0 (Ω).

1.3 Equações Elípticas de Segunda Ordem
Ao longo do texto, iremos nos deparar com equações envolvendo operadores

elípticos na forma divergente. Naturalmente, será necessário recorrer a resultados
clássicos relacionados a esse tipo de operador. Para tornar o texto mais completo,
esta seção é dedicada à apresentação dos principais resultados utilizados.

Definição 1.3.1. Seja L um operador diferencial de segunda ordem. Dizemos que
L está na Forma Divergente quando

Lu = Di(a
ij(x)Dju+ bi(x)u)) + ci(x)Diu+ d(x)u, (1.1)

para certas funções reais aij, bi, ci, d (i, j = 1, . . . , N) definidas em um domínio Ω ⊂
RN . Além disso, dizemos que L é Estritamente Elíptico quando existe um número
positivo λ tal que

⟨aij(x)ξ, ξ⟩ ≥ λ|ξ|2, ∀x ∈ Ω, ξ ∈ RN . (1.2)

A um operador elíptico L fica associada uma forma bilinear descrita por

L(u, v) :=
∫
Ω

{
(aijDju+ biu)Div − (ciDiu+ du)v

}
dx,

para u, v ∈ H1(Ω). Isto nos permite introduzir o conceito de solução fraca para
equações envolvendo tais operadores.

Definição 1.3.2. Sejam f i, g (i = 1, . . . , N) funções localmente integráveis em Ω.
Dizemos que uma função fracamente diferenciável u é uma Solução Fraca da equa-
ção

Lu = g +Dif
i, em Ω,

quando

L(u, v) =
∫
Ω

(f iDiv − gv) dx, ∀v ∈ C∞
0 (Ω).

Além da condição de o operador L ser estritamente elíptico, deve-se assumir tam-
bém que os coeficientes de L são limitados. Mais precisamente, existem constantes
Λ, ν ≥ 0 tais que∑

|aij(x)|2 ≤ Λ2, λ−2
∑(

|bi(x)|2 + |ci(x)|2
)
+ λ−1|d(x)| ≤ ν2, (1.3)

para todo x ∈ Ω.
Sob certas condições, o seguinte resultado assegura a existência e unicidade de so-

lução para uma classe de problemas de Dirichlet envolvendo um operadores elípticos
da forma (1.1).
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Teorema 1.3.3. [14, p. 181] Seja L um operador da forma (1.1) satisfazendo as
condições (1.2) e (1.3), e assuma que L satisfaz a condição∫

Ω

(
dv − biDiv

)
dx ≤ 0, ∀v ≥ 0, v ∈ C1

0(Ω). (1.4)

Então, dados φ ∈ H1(Ω) e g, f i ∈ L2(Ω), i = 1, . . . , N , o problema de Dirichlet
generalizado {

Lu = g +Dif
i, em Ω

u = φ, sobre ∂Ω

admite uma solução, e esta solução é única.

Ainda no que diz respeito à existência e unicidade da solução, destacamos o
seguinte resultado, que também assegura certa regularidade para a solução fraca da
equação.

Teorema 1.3.4. [14, p. 206] Seja L um operador satisfazendo as condições (1.2),
(1.3) e (1.4), com f i ∈ Lq(Ω) e g ∈ Lq/2(Ω) para algum q > N . Além disso, suponha
que Ω satisfaz uma condição de cone exterior em cada ponto de ∂Ω. Então, para
φ ∈ C(∂Ω), existe uma única função u ∈ H1

loc(Ω) ∩ C(Ω) satisfazendo{
Lu = g +Dif

i, em Ω
u = φ, em ∂Ω.

Um outro resultado que será fundamental nesta dissertação é o Princípio do
Máximo. Apresentamos aqui a versão com hipóteses mais fracas que se encontra
em [14, p. 179].

Teorema 1.3.5 (Princípio do Máximo). [14, p. 179] Seja u ∈ H1(Ω) satisfazendo
Lu ≥ 0 (respectivamente, Lu ≤ 0) em Ω. Então,

sup
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u+ (respectivamente, inf

Ω
u ≥ inf

∂Ω
u−).

Para finalizar a seção, indicamos mias um resultado essencial: a desigualdade de
Harnack.

Teorema 1.3.6 (Desigualdade de Harnack). [14, p. 199] Seja L um operador
satisfazendo as condições (1.2) e (1.3), e seja u ∈ H1(Ω) tal que{

Lu = 0, em Ω
u ≥ 0, em Ω.

Então, para todo subconjunto aberto Ω′ ⋐ Ω, tem-se

sup
Ω′
u ≤ C inf

Ω′
u,

onde C = C(N, λ,Λ, ν,Ω′,Ω).
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1.4 Minimização
O estudo de propriedades de funções que minimizam os funcionais (1) e (2)

desempenha um papel fundamental nesta dissertação. Nesse sentido, para torná-
lo consistente, é necessário garantir que estes minimizantes existem. A prova da
existência é estabelecida no Teorema 2.1.1, e nela lançamos mão dos seguintes re-
sultados.

Teorema 1.4.1. [8, p. 9] Seja E um espaço de Hilbert (ou, mais geralmente, um
espaço de Banach reflexivo), e seja C ⊂ E um subconjunto fechado e convexo.
Suponha que o funcional ψ : E → R é

(i) fracamente semicontínuo inferiormente e

(ii) coercivo em C (isto é, ψ(u) → ∞ quando ∥u∥E → ∞).

Então, existe û ∈ C tal que ψ(û) = infC ψ.

Proposição 1.4.2. [8, p. 10] Se ψ : E → R é convexo e semicontínuo inferior-
mente em um espaço de Banach reflexivo E, então ψ é fracamente semicontínuo
inferiormente.

Proposição 1.4.3. [8, p. 11] Seja Ω ⊂ RN um domínio limitado e seja F : Ω×R →
R uma função satisfazendo as condições1

(i) F (·, s) é mensurável em Ω para todo s ∈ R fixado;

(ii) F (x, ·) é contínua em R para q.t.p. x ∈ Ω.

Além disso, assuma que existem a, b > 0, 1 ≤ α < 2N/(N−2) se N ≥ 3, 1 ≤ α <∞
se N = 1, 2, tais que

|F (x, s)| ≤ a|s|α + b.

Então, o funcional definido por

ψ(u) =

∫
Ω

F (x, u(x)) dx

está bem definido e é fracamente contínuo no espaço de Sobolev H1
0 (Ω).

1.5 Os Espaços de Morrey e Campanato
Esta breve seção é dedicada à apresentação dos espaços de Morrey e Campa-

nato. Tais espaços possuem propriedades interessantes que vão além do objetivo
deste trabalho. Desse modo, indicaremos apenas um resultado que foi fundamental
no decorrer da dissertação. Em linhas gerais, sob certas condições, este resultado
garante regularidade Hölder para funções em espaços de Sobolev, cujo gradiente
deve pertencer a algum espaço de Morrey adequado.

1As condições (i) e (ii) são comumente chamadas condições de Carathéodory.
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Definição 1.5.1. Seja ρ < diam Ω. Para cada x0 ∈ Ω, denote

Ω(x0, ρ) := Ω ∩Bρ(x0).

Dados 1 ≤ p ≤ +∞ e λ > 0, o Espaço de Morrey Lp,λ(Ω) é definido como

Lp,λ(Ω) :=

{
u ∈ Lp(Ω) : sup

x0∈Ω,ρ>0
ρ−λ

∫
Ω(x0,ρ)

|u|p dx < +∞
}
,

munido com a norma

∥u∥p
Lp,λ(Ω)

:= sup
x0∈Ω,ρ>0

ρ−λ
∫
Ω(x0,ρ)

|u|p dx.

Define-se também o Espaço de Campanato Lp,λ(Ω) por

Lp,λ(Ω) :=
{
u ∈ Lp(Ω) : sup

x0∈Ω,ρ>0
ρ−λ

∫
Ω(x0,ρ)

|u− (u)x0,ρ|p dx < +∞
}
,

onde
(u)x0,ρ := −

∫
Ω(x0,ρ)

u dx.

Neste espaço, considera-se a seminorma

[u]pp,λ := ρ−λ
∫
Ω(x0,ρ)

|u− ux0,ρ|p dx

e a norma
∥u∥Lp,λ(Ω) := [u]p,λ + ∥u∥Lp(Ω).

Em um caso particular, como mostra a proposição a seguir, os espaços de Mor-
rey e Campananato são isomorfos, isto significando que as respectivas normas são
equivalentes.

Proposição 1.5.2. [13, p. 76] Para 0 ≤ λ < N , tem-se que Lp,λ(Ω) ∼= Lp,λ(Ω).

Na sequência, indicamos o principal resultado desta subseção, que estabelece
uma condição necessária para que funções em W 1,p(Ω) sejam Hölder contínuas.

Teorema 1.5.3 (Morrey). [13, p. 80] Seja u ∈ W 1,p(Ω) tal que ∇u ∈ Lp,N−p+ε
loc (Ω)

para algum ε > 0. Então, u ∈ C
0, ε

p

loc (Ω).

1.6 Resultados da Teoria de Regularidade de De Gi-
orgi

Inicialmente estabelecida para solucionar o décimo nono problema de Hilbert, a
teoria de regularidade de De Giorgi assegura Hölder continuidade para soluções de
equações elípticas na forma do divergente sem hipóteses adicionais de suavidade dos
coeficientes. Os dois principais resultados estão indicados a seguir.
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Teorema 1.6.1 (De Giorgi). [22, p. 43] Seja (aij) uma matriz uniformemente
elíptica, isto é, existem constantes 0 < λ ≤ Λ < +∞ tais que λId ≤ (aij) ≤ ΛId, e
seja u uma solução, no sentido de distribuições, da equação

div
(
aij(x)∇u

)
= 0 em B1.

Então, existe um expoente universal 0 < α < 1 tal que u ∈ C0,α(B1/2). Além disso,

∥u∥C0,α(B1/2) ≤ C∥u∥L2(B1),

onde C > 0 é uma constante que depende apenas da dimensão e das constantes de
elipticidade.

Teorema 1.6.2. [22, p. 51] Seja u ∈ H1(B1) uma solução fraca da equação não
homogênea

div
(
aij(x)∇u

)
= f(x),

com λId ≤ (aij) ≤ ΛId, 0 < λ ≤ Λ < +∞. Suponha que, para algum 1 < µ < 2,
tem-se que f ∈ Lµ

N
2 (B1). Então, u ∈ C0,α(B1/2), para algum 0 < α < 1 dependendo

apenas da dimensão, constantes de elipticidade e µ. Ademais,

∥u∥C0,α(B1/2) ≤ C(N, λ,Λ, α)
(
∥f∥

LµN
2 (B1)

+ ∥u∥L2(B1)

)
.

1.7 A Desigualdade de Caccioppoli
O teorema apresentado nesta seção fornece uma estimativa para o gradiente

de soluções fracas de problemas elípticos do tipo abordado nesta dissertação. Por
simplicidade, apresentamos uma adaptação de um resultado mais geral que pode ser
consultado em [13].

Teorema 1.7.1 (Desigualdade de Caccioppoli). Seja u ∈ H1(Ω) uma solução
fraca de

−div(aij(x)∇u) = f(x) em Ω,

isto é, ∫
Ω

⟨aij(x)∇u,∇φ⟩ dx =

∫
Ω

f dx, ∀φ ∈ H1
0 (Ω), (1.5)

com f ∈ L2(Ω). Então, para cada x0 ∈ Ω, 0 < ρ < R ≤ dist(x0, ∂Ω), tem-se∫
Bρ(x0)

|∇u|2 dx ≤ C

{
1

(R− ρ)2

∫
BR(x0)

(u− ξ)2 dx+

∫
BR(x0)

f 2 dx

}
,

para todo ξ ∈ R, onde C > 0 é uma constante dependendo de λ,Λ e Ω.

Demonstração. Considere uma função cut-off η ∈ C∞
0 (Ω) tal que

• 0 ≤ η ≤ 1;

• η ≡ 1 em Bρ(x0) e η ≡ 0 em BR(x0) \Bρ(x0);
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• |∇η| ≤ 2/(R− ρ).
Usando (u− ξ)η2 como função teste em (1.5), obtemos∫

BR(x0)

〈
aij(x)∇u,∇

(
(u− ξ)η2

)〉
dx =

∫
BR(x0)

(u− ξ)η2f dx.

Consequentemente, como

∇
(
(u− ξ)η2

)
= (u− ξ)2η∇η + η2∇u,

temos∫
BR(x0)

2(u− ξ)η
〈
aij(x)∇u,∇η

〉
+

∫
BR(x0)

η2
〈
aij(x)∇u,∇u

〉
=

∫
BR(x0)

(u− ξ)η2f.

Com isso, pela condição de elipticidade da matriz aij(x), obtemos

λ

∫
BR(x0)

η2|∇u|2 dx ≤
∫
BR(x0)

η2
〈
aij(x)∇u,∇u

〉
dx

=

∫
BR(x0)

(u− ξ)η2f dx−
∫
BR(x0)

2(u− ξ)η
〈
aij(x)∇u,∇η

〉
dx

=: (I) + (II). (1.6)

Observe que, pelo Lema A.0.5,

(II) ≤ 2

∫
BR(x0)

|u− ξ||η||⟨aij(x)∇u,∇η⟩| dx ≤ 2Λ

∫
BR(x0)

|u− ξ||η||∇u||∇η| dx.

Assim, usando a Desigualdade de Cauchy com ε (Lema A.0.4), obtemos

(II) ≤ 2εΛ

∫
BR(x0)

η2|∇u|2 dx+ Λ

2ε

∫
BR(x0)

(u− ξ)2|∇η|2 dx

≤ 2εΛ

∫
Bρ(x0)

|∇u|2 dx+ 2Λ

(R− ρ)2

∫
BR(x0)

(u− ξ)2 dx. (1.7)

Da mesma forma, usando o Lema A.0.4 com ε = 1, estimamos

(I) ≤
∫
BR(x0)

(u− ξ)2η2 dx+
1

2

∫
BR(x0)

η2f 2 dx ≤
∫
BR(x0)

(u− ξ)2 dx+
1

4

∫
BR(x0)

f 2 dx.

(1.8)
Portanto, usando as propriedades de η e combinando (1.6), (1.7) e (1.8), obtemos

λ

∫
Bρ(x0)

|∇u|2 dx ≤ λ

∫
BR(x0)

η2|∇u|2 dx

≤ 2εΛ

∫
Bρ(x0)

|∇u|2 dx+
[
1 +

2Λ

(R− ρ)2

] ∫
BR(x0)

(u− ξ)2 dx

+
1

4

∫
BR(x0)

f 2 dx.

Reorganizando os termos, chegamos à desigualdade

(λ− 2εΛ)

∫
Bρ(x0)

|∇u|2 dx ≤
[
1 +

2Λ

(R− ρ)2

] ∫
BR(x0)

(u− ξ)2 dx+
1

4

∫
BR(x0)

f 2 dx.

Logo, escolhendo ε ≤ λ/(4Λ), o resultado segue.
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1.8 Quase-mínimos
Seja F (x, u, z) uma função real definida em Ω× R× RN satisfazendo

|z|p − b(x)|u|γ − a(x) ≤ |F (x, u, z)| ≤ L|z|p + b(x)|u|γ + a(x), (1.9)

onde 1 < p ≤ γ < p∗ = pN/(N − p), a ∈ Ls(Ω) e b ∈ Lσ(Ω), com s > N/p e
σ > p∗/(p∗ − γ). Consideraremos, nesta breve seção, o funcional

F(u,Ω) :=

∫
Ω

F (x, u,∇u) dx. (1.10)

Além disso, faremos uso das seguintes notações

A(k,R) = {x ∈ BR : u(x) > k},
B(k,R) = {x ∈ BR : u(x) < k}.

Definição 1.8.1. Uma função u ∈ W 1,p
loc (Ω) é dito um Quase-mínimo do funcional

F , com constante Q ≥ 1, ou simplesmente Q-mínimo, quando, para todo v ∈
W 1,p

loc (Ω) com K := supp(v − u) ⋐ Ω, tem-se

F(u,K) ≤ QF(v,K). (1.11)

No caso em que a desigualdade (1.11) é verificada para todo v ∈ W 1,p
loc (Ω), com v ≤ u

e K := supp(u − v) ⋐ Ω, dizemos que u é um Sub-quase-mínimo do funcional
F . Analogamente, dizemos que u é um Super-quase-mínimo quando verifica-se
(1.11) para v ∈ W 1,p

loc (Ω), com v ≥ u e K := supp(u− v) ⋐ Ω.

O seguinte resultado fornece uma estimativa para sub-quase-mínimos do funcio-
nal (1.10), similar à Desigualdade de Caccioppoli obtida na Seção 1.7. De fato, tal
estimativa é uma variação de uma Desigualdade de Caccioppoli mais geral, demons-
trada em [15, p. 190].

Teorema 1.8.2. [15, p. 214] Seja u ∈ W 1,p(Ω) um sub-quase-mínimo do funcional
(1.10). Então, existe R0 > 0, dependendo de ∥u∥Lp∗ (Ω) e ∥b∥Lσ(Ω), tal que, para todo
x0 ∈ Ω, todos ρ,R com 0 < ρ < R < min (R0, dist(x0, ∂Ω)), e todo k ≥ 0, tem-se∫

A(k,ρ)

|∇u|p dx ≤ C

(R− ρ)p

∫
A(k,ρ)

(u− k)p dx

+ C
(
∥a∥Ls(Ω) + kpR−Nε) |A(k,R)|1− p

N
+ε. (1.12)

Na situação em que u é um super-quase-mínimo para o funcional (1.10), observa-
se que −u é um sub-quase-mínimo para o funcional

F̃(v,Ω) :=

∫
Ω

F̃ (x, v,∇v) dx,

onde F̃ (x, v, z) := F (x,−u,−z). Desse modo, desde que F̃ satisfaz as condições
(1.9), podemos aplicar o Teorema 1.8.2 à função −u, com −k ao invés de k, e obter
a desigualdade (1.12) para k ≤ 0:

Esta breve discussão motiva a seguinte definição:
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Definição 1.8.3. Dizemos que uma função u pertence à Classe de De Giorgi
DGO+

p quando, para quaisquer bolas Bρ ⊂ BR ⋐ Ω, com R < R0, e, para todo
k ≥ 0, tem-se ∫

A(k,ρ)

|∇u|p dx ≤ H

(R− ρ)p

∫
A(k,R)

(u− k)p dx.

Similarmente, define-se DGO−
p como sendo a classe de funções u tais que −u ∈

DGO+
p . Mais explicitamente, são as funções u em W 1,p

loc (Ω) tais que, para todos
ρ < R ≤ R0 e k ≤ 0, tem-se∫

B(k,ρ)

|∇u|p dx ≤ H

(R− ρ)p

∫
B(k,R)

(k − u)p dx.

Finalmente, denotamos por DGOp a classe das funções pertencentes a ambas as
classes DGO+

p e DGO−
p , isto é,

DGOp := DGO+
p ∩DGO−

p .

Como consequência do Teorema 1.8.2, observa-se que quase-mínimos do funcional
(1.10), com F (x, u, z) satisfazendo

|z|p ≤ F (x, u, z) ≤ L|z|p,

pertencem à classe de De Giorgi DGOp. Esta observação nos permitirá aplicar o
seguinte resultado posteriormente.

Teorema 1.8.4 (Princípio do Máximo Forte). [15, p. 244] Seja Ω um conjunto
conexo, e seja u uma função pertencente à classe de De Giorgi DGO−

p . Se u atinge
seu valor mínimo em um ponto interior, então u é constante em Ω.
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Capítulo 2

Resultados Auxiliares

Este capítulo é dedicado à obtenção de resultados auxiliares que serão utiliza-
dos nos capítulos subsequentes. Inicialmente, fazendo uso de técnicas do Cálculo
Variacional, demonstraremos a existência de minimizante para o funcional (2). Em
seguida, obtemos estimativas uniformes para a norma Hölder desses minimizantes, o
que nos permite garantir convergência localmente uniforme para alguma subsequên-
cia. Finalizaremos o capítulo demonstrando uma propriedade de crescimento linear,
que será utilizada no capítulo seguinte.

2.1 Existência de Minimizantes
Teorema 2.1.1 (Existência de Minimizante). Para cada ε > 0 fixado, existe
pelo menos um minimizante uε ∈ H1

φ(Ω) para o funcional (2). Além disso, uε
satisfaz

div(aij(x)∇uε) = βε(uε) em Ω, (2.1)

no sentido de distribuições, e uε ≥ 0 em Ω.

Demonstração. Inicialmente, observe que o conjunto H1
φ(Ω) é fechado e convexo.

Desse modo, para provar a existência de uma função uε ∈ H1
φ(Ω) que minimize o

funcional Fε sobre o conjunto H1
φ(Ω), basta verificar que Fε satisfaz as condições

do Teorema 1.4.1. Primeiramente, mostraremos que Fε é fracamente semicontínuo
inferiormente em H1(Ω). Para tanto, escreva Fε = ψ1 + ψ2, onde

ψ1(u) :=
1

2

∫
Ω

⟨aij(x)∇u,∇u⟩ dx e ψ2(u) :=

∫
Ω

Bε(u) dx.

Devido à linearidade do produto interno e à condição de elipticidade da matriz de
coeficientes (aij), verifica-se que o funcional ψ1 é convexo. Além disso, note que ψ1

é contínuo em H1(Ω). De fato, seja u ∈ H1(Ω) fixado. Pela condição de elipticidade
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da matriz (aij), o Lema A.0.5 implica que, para todo h ∈ H1(Ω), tem-se

|ψ1(u+ h)− ψ1(u)| =
∣∣∣∣12
∫
Ω

⟨aij(x)∇(u+ h),∇(u+ h)⟩dx− 1

2

∫
Ω

⟨aij(x)∇u,∇u⟩dx
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∫
Ω

⟨aij(x)∇u,∇h⟩ dx
∣∣∣∣

≤
∫
Ω

|⟨aij(x)∇u,∇h⟩| dx

≤ Λ

∫
Ω

|∇u||∇h| dx

≤ Λ∥u∥H1(Ω)∥h∥H1(Ω).

Assim,
lim
h→0

|ψ1(u+ h)− ψ1(u)| = 0,

o que prova a continuidade de ψ1 em u. Como u é arbitrário, concluímos que ψ1

é contínuo em H1(Ω). Em particular, ψ1 é semicontínuo inferiormente em H1(Ω).
Desse modo, segue da Proposição 1.4.2 que ψ1 é fracamente semicontínuo inferior-
mente. Agora, como Bε é suave, a função F : Ω× R → R definida por

F (x, s) = Bε(s)

satisfaz as condições (i) e (ii) da Proposição 1.4.3. Além disso,

|F (x, s)| =
∣∣∣∣∫ s

0

βε(t) dt

∣∣∣∣ ≤ max
R

βε|s|.

Assim, pela Proposição 1.4.3, temos que

ψ2(u) =

∫
Ω

F (x, u) dx

define um funcional fracamente contínuo em H1(Ω). Portanto, podemos concluir
que Fε = ψ1+ψ2 é fracamente semicontínuo inferiormente em H1(Ω). Mostraremos
agora que F é coercivo no conjunto H1

φ(Ω). Como Bε é uma função não negativa,
temos que ∫

Ω

Bε(u) dx ≥ 0,

para todo u ∈ H1
φ(Ω). Adicionalmente, pela condição de elipticidade e usando a

desigualdade de Poincaré com traço (Teorema A.0.2), temos∫
Ω

1

2
⟨aij(x)∇u,∇u⟩ dx ≥ λ

∫
Ω

|∇u|2 dx ≥ Cλ

∫
Ω

u2 dx− λ

∫
∂Ω

T 2(u) dx,

para alguma constante C > 0. Uma vez que T (u) = φ para todo u ∈ H1
φ(Ω),

obtemos ∫
Ω

1

2
⟨aij(x)∇u,∇u⟩ dx ≥ Cλ

∫
Ω

u2 dx− λ

∫
∂Ω

φ2 dx.
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Com isso, temos

Fε(u) =

∫
Ω

{
1

2
⟨aij(x)∇u,∇u⟩+Bε(u)

}
dx ≥ Cλ

∫
Ω

u2 dx− λ

∫
∂Ω

φ2 dx.

Consequentemente, Fε(u) → ∞ quando ∥u∥H1(Ω) → ∞, o que mostra que Fε é
coercivo em H1

φ(Ω). Logo, pelo Teorema 1.4.1, existe uε ∈ H1
φ(Ω) tal que

Fε(uε) = min
H1

φ(Ω)
Fε.

Mostraremos que uε satisfaz a equção de Euler-Lagrange

div(aij(x)∇uε) = βε(uε) em Ω,

no sentido de distribuições. Primeiramente, mostraremos que, para todo ϕ ∈ C∞
0 (Ω),

F′
ε (uε) · ϕ := lim

t→0

Fε(uε + tϕ)− Fε(uε)

t
=

∫
Ω

⟨aij(x)∇uε,∇ϕ⟩ dx+
∫
Ω

βε(uε)ϕ dx.

(2.2)
Observe que

Fε(uε + tϕ)− Fε(uε)

t
=

1

t

[∫
Ω

{
1

2
⟨aij(x)∇(uε + tϕ),∇(uε + tϕ)⟩+Bε(uε + tϕ)

}
dx

−
∫
Ω

{
1

2
⟨aij(x)∇uε,∇uε⟩+Bε(uε)

}
dx

]
=

1

t

[
t

∫
Ω

⟨aij(x)∇uε,∇ϕ⟩ dx+ t2
∫
Ω

⟨aij(x)∇ϕ,∇ϕ⟩ dx

+

∫
Ω

(Bε(uε + tϕ)−Bε(uε)) dx

]
=

∫
Ω

⟨aij(x)∇uε,∇ϕ⟩ dx+ t

∫
Ω

⟨aij(x)∇ϕ,∇ϕ⟩ dx

+
1

t

∫
Ω

(Bε(uε + tϕ)−Bε(uε)) dx.

Certamente,

lim
t→0

(∫
Ω

⟨aij(x)∇uε,∇ϕ⟩ dx+ t

∫
Ω

⟨aij(x)∇ϕ,∇ϕ⟩ dx
)

=

∫
Ω

⟨aij(x)∇uε,∇ϕ⟩ dx.

Além disso, como

Bε(ξ) =

∫ ξ

0

βε(t) dt

e βε é uma função contínua, o Teorema Fundamental do Cálculo implica que

B′
ε(ξ) = βε(ξ),

para todo ξ ∈ R. Com isso, temos que

lim
t→0

1

t
[Bε(uε + tϕ)−Bε(uε)] = βε(uε)ϕ.
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Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada, obtemos

lim
t→0

1

t

∫
Ω

(Bε(uε + tϕ)−Bε(uε)) dx =

∫
Ω

βε(uε)ϕ dx.

Portanto, combinando as igualdades acima, obtemos (2.2), como queríamos. Por
outro lado, afirmamos que

F′
ε (uε) · ϕ = 0,

para todo ϕ ∈ C∞
0 (Ω). De fato, observe que, para todo t ∈ R,

T (uε + tϕ) = T (uε) + tT (ϕ) = T (uε) = φ.

Desse modo, u+ tϕ ∈ H1
φ(Ω). Consequentemente, desde que uε é um mínimo de Fε

sobre o conjunto H1
φ(Ω), devemos ter

Fε(uε + tϕ)− Fε(uε)

t
≥ 0 (para t ≥ 0)

e
Fε(uε + tϕ)− Fε(uε)

t
≤ 0 (para t ≤ 0).

Portanto, pelo Teorema do Confronto, temos

F′
ε (uε) · ϕ = lim

t→0

Fε(uε + tϕ)− Fε(uε)

t
= 0.

Segue, então, que

0 = lim
t→0

Fε(uε + tϕ)− Fε(uε)

t
=

∫
Ω

⟨aij(x)∇uε,∇ϕ⟩ dx+
∫
Ω

βε(uε)ϕ dx,

ou seja,

−
∫
Ω

⟨aij(x)∇uε,∇ϕ⟩ dx =

∫
Ω

βε(uε)ϕ dx.

Isto mostra que uε satisfaz a equação (2.1) no sentido de distribuições. Finalmente,
mostraremos que uε ≥ 0 em Ω. Suponha, por contradição, que o conjunto {uε < 0}
é não vazio. Como uε é uma solução fraca do problema{

div(aij(x)∇u) = 0, em Ω
u = φ, sobre ∂Ω

e φ ∈ C(Ω), segue do Teorema 1.3.4 que uε ∈ C(Ω). Desse modo,

φ = T (uε) = uε|∂Ω.
Consequentemente, desde que φ ≥ 0 em ∂Ω, podemos observar através de um
argumento de contrapostividade que

∂{uε < 0} ⊂ {uε = 0} ∩ Ω.

Uma vez que o suporte de βε está contido no intervalo [0, ε], observa-se que uε
satisfaz a equação

div(aij(x)∇uε) = 0

no conjunto {uε < 0}. Portanto, pelo Princípio do Máximo (Teorema 1.3.5), con-
cluímos que uε = 0 em {uε < 0}, o que é uma contradição. Logo, uε ≥ 0 em
Ω.
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2.2 Regularidade de Minimizantes
O segundo resultado preliminar consiste em uma estimativa uniforme para a

norma Hölder do minimizante uε. Para demonstrá-lo, precisaremos nos valer de
alguns resultados prévios.

Lema 2.2.1. Suponha que (aij) é uma matriz constante satisfazendo a condição de
elipticidade

λ|ξ|2 ≤ aijξiξj ≤ Λ|ξ|2, para todo ξ ∈ RN ,

para constantes 0 < λ ≤ Λ. Além disso, suponha que u ∈ C1(BR) satisfaz∫
Br

⟨aij∇u,∇ϕ⟩ dx = 0, para toda ϕ ∈ C∞
0 (BR). (2.3)

Então, para qualquer 0 < r ≤ R, vale∫
Br

|u|2 dx ≤ C
( r
R

)N ∫
BR

|u|2 dx (2.4)

e ∫
Br

|u− (u)r|2 dx ≤ C
( r
R

)N+2
∫
BR

|u− (u)r|2 dx, (2.5)

onde C = C(N, λ,Λ) é uma constante positiva.

Demonstração. Por dilatação, podemos considerar R = 1. Além disso, observe que,
para r ∈ (1/2, 1), o resultado é imediato. De fato, neste caso, temos∫

Br

|u|2 dx ≤
∫
B1

|u|2 dx ≤ 2NrN
∫
B1

|u|2 dx

e, pelo Lema A.0.1,∫
Br

|u− (u)r|2 dx ≤
∫
B1

|u− (u)1|2 dx ≤ 2N+2rN+2

∫
B1

|u− (u)1|2 dx.

Isto verifica as desigualdades (2.4) e (2.5). Mostraremos agora que

∥u∥2L∞(B1/2)
+ ∥∇u∥2L∞(B1/2)

≤ C(N, λ,Λ)

∫
B1

|u|2 dx, (2.6)

o que nos permitirá obter (2.4) e (2.5) para r ∈ (0, 1/2]. Para isso, observe que, se u
satisfaz (2.3), o mesmo ocorre para suas derivadas. Assim, aplicando a desigualdade
de Caccioppoli (Teorema 1.7.1) recursivamente para as derivadas de u, obtemos

∥u∥Hk(B1/2)
≤ C(k, λ,Λ)∥u∥L2(B1),

para qualquer k ∈ N. Fixado um k suficientemente grande, podemos usar o Teorema
de Imersão de Sobolev para mergulhar Hk(B1/2) continuamente em C1(B1/2). Com
isso, devemos ter

∥u∥L∞(B1/2) + ∥∇u∥L∞(B1/2) ≤ C(N, λ,Λ)∥u∥L2(B1),
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de onde obtemos (2.6). Finalmente, usaremos esse resultado para concluir a de-
monstração. De imediato, temos∫

Br

|u|2 dx ≤ α(N)rN∥u∥2L∞(B1/2)
≤ C(N, λ,Λ)rN

∫
B1

|u|2 dx,

onde α(N) denota o volume da bola unitária N -dimensional. Além disso,∫
Br

|u− (u)r|2 dx =
1

|Br|2

∫
Br

∣∣∣∣∫
Br

(u(x)− u(y)) dy

∣∣∣∣2 dx
=

1

|Br|2

∫
Br

∣∣∣∣∫
Br

∫ 1

0

d

dt
u(t(x− y) + y) dt dy

∣∣∣∣2 dx
=

1

|Br|2

∫
Br

∣∣∣∣∫
Br

∫ 1

0

∇u(t(x− y) + y) · (x− y) dt dy

∣∣∣∣2 dx
≤ 1

|Br|2

∫
Br

∣∣∣∣∫
Br

∫ 1

0

∥∇u∥L∞(B1/2)2r dt dy

∣∣∣∣2 dx
= α(N)4rN+2∥∇u∥L∞(B1/2)

≤ C(N, λ,Λ)rN+2

∫
B1

|u|2 dx.

Como u−(u)1 também satisfaz (2.3), trocando u por u−(u)1 na desigualdade acima,
obtemos ∫

Br

|u− (u)r|2 dx ≤ C(N, λ,Λ)rN+2

∫
B1

|u− (u)1|2 dx,

como desejado.

Lema 2.2.2 (Estimativas Básicas para Funções Harmônicas). Seja (aij) uma
matriz constante satisfazendo a condição de elipticidade

λ|ξ|2 ≤ aijξiξj ≤ Λ|ξ|2, para todo ξ ∈ RN ,

para constantes 0 < λ ≤ Λ. Suponha que h ∈ H1(BR(x0)) é uma solução fraca de

div
(
aij∇h

)
= 0 em BR(x0). (2.7)

Então, para qualquer 0 < r ≤ R, vale∫
Br

|∇h|2 dx ≤ C
( r
R

)N ∫
BR

|∇h|2 dx (2.8)

e ∫
Br

|∇h− (∇h)r|2 dx ≤ C
( r
R

)N+2
∫
BR

|∇h− (∇h)r|2 dx, (2.9)

onde C = C(N, λ,Λ) é uma constante positiva.

Demonstração. Uma vez que h satisfaz (2.7), o mesmo vale para qualquer uma de
suas derivadas. Assim, aplicando o Lema 2.2.1 a ∇h, obtém-se as desigualdades
desejadas.
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Corolário 2.2.3 (Comparação com Funções Harmônicas). Seja h uma função
como no Lema 2.2.2, e seja u ∈ H1(BR(x0)). Então, para qualquer 0 < r ≤ R, tem-
se ∫

Br(x0)

|∇u|2 dx ≤ C
( r
R

)N ∫
BR(x0)

|∇u|2 dx+ C

∫
BR(x0)

|∇u−∇h|2 dx (2.10)

e ∫
Br

|∇u− (∇u)r|2 dx ≤ C
( r
R

)N+2
∫
BR

|∇u− (∇u)R|2 dx

+ C

∫
BR

|∇u−∇h|2 dx, (2.11)

onde C é uma constante positiva dependendo apenas de N , λ e Λ.

Demonstração. Provaremos primeiramente (2.10). Para isso, usando a desigualdade

(a+ b)2 ≤ 2(a2 + b2), ∀a, b ≥ 0, (2.12)

temos ∫
Br(x0)

|∇u|2 dx ≤ 2

∫
Br(x0)

|∇h|2 dx+ 2

∫
Br(x0)

|∇u−∇h|2 dx.

Consequentemente, segue do Lema 2.2.2 que existe uma constante positiva C =
C(N, λ,Λ) tal que∫
Br(x0)

|∇u|2dx ≤ 2C
( r
R

)N ∫
BR(x0)

|∇h|2dx+ 2

∫
BR(x0)

|∇u−∇h|2dx

≤ 4C
( r
R

)N ∫
BR(x0)

|∇u|2dx+
[
4C
( r
R

)N
+ 2

] ∫
BR(x0)

|∇u−∇h|2dx.

Como r/R ≤ 1, concluímos que∫
Br(x0)

|∇u|2 dx ≤ C
( r
R

)N ∫
BR(x0)

|∇u|2 dx+ C

∫
BR(x0)

|∇u−∇h|2 dx,

para alguma constante apropriada C > 0 dependendo apenas de N , λ e Λ. Demons-
traremos agora a desigualdade (2.11). Mais uma vez, usando (2.12), temos∫

Br

|∇u− (∇u)r|2 dx ≤ 2

∫
Br

|∇u− (∇h)r|2 dx+2

∫
Br

|(∇u)r− (∇h)r|2 dx. (2.13)

Analogamente,∫
Br

|∇u− (∇h)r|2 dx ≤ 2

∫
Br

|∇u−∇h|2 dx+ 2

∫
Br

|∇h− (∇h)r|2 dx. (2.14)
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Observe que ∫
Br

|(∇u)r − (∇h)r|2 dx = |(∇u)r − (∇h)r|2
∫
Br

dx

=
1

|Br|

∣∣∣∣∫
Br

(∇u−∇h) dx
∣∣∣∣2

≤ 1

|Br|

(∫
Br

|∇u−∇h| dx
)2

.

Usando a desigualdade de Hölder, obtemos∫
Br

|(∇u)r − (∇h)r|2 dx ≤ 1

|Br|

[
|Br|1/2

(∫
Br

|∇u−∇h|2 dx
)1/2

]2
=

∫
Br

|∇u−∇h|2 dx. (2.15)

Consequentemente, combinando (2.13), (2.14) e (2.15), temos∫
Br

|∇u− (∇u)r|2 dx ≤ 4

∫
Br

|∇h− (∇h)r|2 dx+ 6

∫
Br

|∇u−∇h|2 dx. (2.16)

Da mesma forma, trocando os papéis de u e h e considerando a integração sobre a
bola BR, obtemos também∫

BR

|∇h− (∇h)R|2 dx ≤ 4

∫
BR

|∇u− (∇u)R|2 dx+ 6

∫
BR

|∇u−∇h|2 dx. (2.17)

Pelo Lema 2.2.2, temos que∫
Br

|∇h− (∇h)r|2 dx ≤ C
( r
R

)N+2
∫
BR

|∇h− (∇h)R|2 dx,

para alguma constante C = C(N, λ,Λ) > 0. Além disso, como Br ⊂ BR, observa-se
que ∫

Br

|∇u−∇h|2 dx ≤
∫
BR

|∇u−∇h|2 dx.

Assim, aplicando essas estimativas em (2.16), obtemos∫
Br

|∇u− (∇u)r|2 dx ≤ 4 C(N, λ,Λ)
( r
R

)N+2
∫
BR

|∇h− (∇h)R|2 dx

+ 6

∫
BR

|∇u−∇h|2 dx. (2.18)

Portanto, combinando (2.17) e (2.18), concluímos que∫
Br

|∇u− (∇u)r|2 dx ≤ 16 C(N, λ,Λ)
( r
R

)N+2
∫
BR

|∇u− (∇u)R|2 dx

+

[
4 C(N, λ,Λ)

( r
R

)N+2

+ 1

]
6

∫
Br

|∇u−∇h|2 dx.
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Como 0 < r ≤ R, isto implica que∫
Br

|∇u− (∇u)r|2 dx ≤ C(N, λ,Λ)
( r
R

)N+2
∫
BR

|∇u− (∇u)R|2 dx

+ C(N, λ,Λ)

∫
BR

|∇u−∇h|2 dx,

como queríamos demonstrar.

O último resultado prévio que precisamos é um lema clássico, com notável utili-
dade para a obtenção de desigualdades variacionais e regularidade Hölder.

Lema 2.2.4. Seja ϕ : R+ → R+ uma função não negativa e não decrescente.
Suponha que, para todo r ≤ R ≤ R0, tem-se

ϕ(r) ≤ C1

[( r
R

)α
+ µ
]
ϕ(R) + C2R

β,

com C1, α, β constantes positivas, C2, µ constantes não negativas, e β < α. Então,
existe uma constante µ0 = µ0(C1, α, β, σ) tal que se µ < µ0, então, para todo r ≤
R ≤ R0, tem-se

ϕ(r) ≤ C3

( r
R

)β (
ϕ(R) + C2R

β
)
, (2.19)

onde C3 = C3(C1, σ − β) é uma constante positiva. Por consequência, tem-se

ϕ(r) ≤ C4r
β, (2.20)

onde C4 = C4(C2, C3, R0, ϕ, σ) é uma constante positiva.

Demonstração. Inicialmente, observe que, para 0 < θ < 1 e R ≤ R0, temos

ϕ(θR) ≤ C1

[(
θR

R

)α
+ µ

]
ϕ(R) + C2R

β

= θαC1

[
1 + µθ−α

]
ϕ(R) + C2R

β. (2.21)

Considere γ := (α+β)/2. Sem perda de generalidade, podemos assumir que 2C1 > 1,
de modo que podemos escolher 0 < θ < 1 satisfazendo

2C1θ
α = θγ.

Escolha µ0 > 0 tal que µ0θ
−α < 1. Assim, devido a (2.21), para R ≤ R0, temos

ϕ(θR) ≤ θγϕ(R) + C2R
β. (2.22)

Indutivamente, para k ∈ N, obtemos

ϕ(θkR) = ϕ(θ(θk−1R))

≤ θγϕ(θk−1R) + C2θ
(k−1)βRβ

≤ θkγϕ(R) + C2θ
(k−1)βRβ

k−1∑
j=0

θj(γ−β)

≤

[
θ−β + θ−2β

∞∑
j=0

θj(γ−β)

]
θ(k+1)β

(
ϕ(R) + C2R

β
)

= C3θ
(k+1)β

(
ϕ(R) + C2R

β
)
.
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Portanto, escolhendo k ∈ N tal que θk+1R ≤ r ≤ θkR, segue que

ϕ(r) ≤ ϕ(θkR) ≤ C3θ
(k+1)β

(
ϕ(R) + C2R

β
)
≤ C3

( r
R

)β (
ϕ(R) + C2R

β
)
,

como desejado. Em particular, temos

ϕ(r) ≤ C3

(
r

R0

)β (
ϕ(R0) + C2R

β
0

)
,

o que implica (2.20).

Finalmente, estamos aptos a demonstrar o principal teorema desta seção.

Teorema 2.2.5 (Regularidade Hölder Uniforme de Minimizantes). Fixado
um subdomínio Ω′ ⋐ Ω, existe uma constante C > 0 dependendo da dimensão e
constantes de elipticidade, mas independente de ε, tal que

∥uε∥C0,α(Ω′) < C,

onde 0 < α < 1 é uma constante universal.

Demonstração. Seja x0 ∈ Ω fixado, e considereR > 0 tal queR < min {1, dist(x0, ∂Ω)}.
Uma vez que uε satisfaz

div(aij(x)∇uε) = βε(uε) em BR(x0),

temos, para qualquer ϕ ∈ H1
0 (BR(x0)),∫

BR(x0)

⟨aij(x)∇uε,∇ϕ⟩ dx = −
∫
BR(x0)

βε(uε)ϕ dx,

que podemos reescrever como∫
BR(x0)

⟨aij(x0)∇uε,∇ϕ⟩ dx =−
∫
BR(x0)

βε(uε)ϕ dx

+

∫
BR(x0)

〈(
aij(x0)− aij(x)

)
∇uε,∇ϕ

〉
dx.

Pelo Teorema 1.3.3, o problema{
div (aij(x0)∇h) = 0, em BR(x0)
h = uε, sobre ∂BR(x0)

admite uma única solução h ∈ H1(BR(x0)). Certamente, a função v = uε − h ∈
H1

0 (BR(x0)) satisfaz∫
BR(x0)

⟨aij(x0)∇v,∇ϕ⟩ dx =−
∫
BR(x0)

βε(uε)ϕ dx

+

∫
BR(x0)

〈(
aij(x0)− aij(x)

)
∇uε,∇ϕ

〉
dx,
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para qualquer ϕ ∈ H1
0 (BR(x0)). Escolhendo ϕ = v, temos∫

BR(x0)

⟨aij(x0)∇v,∇v⟩ dx =−
∫
BR(x0)

βε(uε)v dx

+

∫
BR(x0)

〈(
aij(x0)− aij(x)

)
∇uε,∇v

〉
dx. (2.23)

Pela condição de (λ,Λ)-elipticidade, temos∫
BR(x0)

⟨aij(x0)∇v,∇v⟩ dx ≥ λ

∫
BR(x0)

|∇v|2 dx. (2.24)

Por outro lado, usando a desigualdade de Cauchy com ε (Lema A.0.4) e a Desigual-
dade de Poincaré, obtemos

−
∫
BR(x0)

βε(uε)v dx ≤ 1

4ε

∫
BR(x0)

β2
ε (uε) dx+ ε

∫
BR(x0)

v2 dx

≤ 1

4ε

∫
BR(x0)

β2
ε (uε) dx+ C(N)ε

∫
BR(x0)

|∇v|2 dx. (2.25)

Além disso, usando o Lema A.0.5, temos∫
BR(x0)

〈(
aij(x0)− aij(x)

)
∇uε,∇v

〉
dx ≤ 2Λ

∫
BR(x0)

|∇uε||∇v|dx

≤ Λ

2ε

∫
BR(x0)

|∇uε|2dx+ 2Λε

∫
BR(x0)

|∇v|2.

(2.26)

Combinando (2.23)−(2.26), obtemos

λ

∫
BR(x0)

|∇v|2 dx ≤ Λ

2ε

∫
BR(x0)

|∇uε|2 dx+
1

4ε

∫
BR(x0)

β2
ε (uε) dx

+ (C(N) + 2Λ)ε

∫
BR(x0)

|∇v|2 dx, (2.27)

ou ainda

[λ− (C(N) + 2Λ)ε]

∫
BR(x0)

|∇v|2 dx ≤ Λ

2ε

∫
BR(x0)

|∇uε|2 dx+
1

4ε

∫
BR(x0)

β2
ε (uε) dx.

Consequentemente, escolhendo ε > 0 satisfazendo

λ

2
> (C(N) + Λ)ε,

obtemos ∫
BR(x0)

|∇v|2 dx ≤ Λ

λε

∫
BR(x0)

|∇uε|2 dx+
1

2λε

∫
BR(x0)

β2
ε (uε) dx.



Regularidade de Minimizantes 35

Finalmente, combinando essa estimativa com o Corolário 2.2.3, temos, para qualquer
0 < r ≤ R,∫

Br(x0)

|∇uε|2 dx ≤ C
( r
R

)N ∫
BR(x0)

|∇uε|2 dx+ C
Λ

λε

∫
BR(x0)

|∇uε|2 dx

+ C
1

2λε

∫
BR(x0)

β2
ε (uε) dx

= C

[( r
R

)N
+

Λ

λε

] ∫
BR(x0)

|∇uε|2 dx+ C
1

2λε

∫
BR(x0)

β2
ε (uε) dx

≤ C

[( r
R

)N
+

Λ

λε

] ∫
BR(x0)

|∇uε|2 dx+ CRN ,

onde C > 0 é uma constante que depende apenas da dimensão e das contantes de
elipticidade. Fixado 0 < α < 1, desde que R < 1, isto implica que∫

Br(x0)

|∇uε|2 dx ≤ C

[( r
R

)N
+

Λ

λε

] ∫
BR(x0)

|∇uε|2 dx+ CRN−2+2α.

Com isso, observando que a função ϕ : (0, R] → R+ definida por

ϕ(r) :=

∫
Br(x0)

|∇uε|2 dx

satisfaz as hipóteses do Lema 2.2.4 (ver Lema A.0.1), temos que∫
Br(x0)

|∇uε|2 dx ≤ CrN−2+2α.

Isto significa que ∇uε ∈ L2,N−2+2α(Ω′). Logo, pelo Teorema 1.5.3, concluímos que
uε ∈ C0,α(Ω′). Além disso,

∥uε∥C0,α(Ω′) ≤ C,

onde C > 0 é uma constante que não depende de ε.

Como consequência do Teorema 2.2.5, obteremos uma subsequência {uεk} que
converge localmente uniformemente para uma função u0.

Corolário 2.2.6. Existe uma subsequência {uεk} tal que

uεk → u0 localmente uniforme em Ω,

para alguma função u0 ∈ C(Ω).

Demonstração. Seja Ω′ ⋐ Ω. Pelo Teorema 2.2.5, existem 0 < α < 1 e C > 0 tais
que

∥uε∥C0,α(Ω′) ≤ C,

para todo ε > 0. Mostraremos que as hipóteses do Teorema de Arzelà-Ascoli são
verificadas.
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(i) (Limitação Pontual) Seja x ∈ Ω um ponto fixado. Para todo ε > 0, temos

|uε(x)| ≤ ∥uε∥C0,α(Ω′) ≤ C.

Isto mostra que a coleção de funções {uε} é pontualmente limitada.

(ii) (Equicontinuidade) Dado θ > 0, seja δ = (θ/C)1/α. Então, para quaisquer
x, y ∈ Ω com |x− y| < δ, temos

|uε(x)− uε(y)| ≤ C|x− y|α ≤ Cδα = θ,

para todo ε > 0. Isto nos diz que coleção {uε} é equicontínua.

Logo, pelo Teorema de Arzelà-Ascoli, existe uma subsequência uεk e uma função
u0 ∈ C(Ω) tais que

uεk → u0 uniformemente em Ω′.

Vamos mostrar que a função u0 está definida e é contínua em todo o domínio Ω. Para
isso, considere uma exaustão de Ω por conjuntos compactos, isto é, uma sequência
de compactos {Ki}∞i=1 tais que

Ω =
∞⋃
i=1

Ki e Ki ⊆ Int Ki+1 para cada i.

Aplicando o nosso argumento inicial ao conjunto K1, obtemos uma sequência {uεk1}
e uma função u1 ∈ C(K1), com

uεk1 → u1 uniformemente em K1.

Prosseguindo com o mesmo argumento inicial, desta vez aplicado à sequência {uεk1} e
o conjuntoK2, obtemos uma subsequência {uεk2} de {uεk1} e uma função u2 ∈ C(K2)
tais que

uεk2 → u2 uniformemente em K2.

Continuando esse processo, para cada n ∈ N, obtemos uma subsequência {uεkn} e
uma função un, de modo que

uεkn → un uniformemente em Kn.

Desse modo, considerando a sequência diagonal {uεkk} e definindo a função u0 :
Ω → R por

u0(x) = un(x), se x ∈ Kn,

temos que u0 está bem definida, pertence a C(Ω) e

uεkk → u0 localmente uniforme em Ω.

Renomeando a subsequência {uεkk} por {uεk}, o corolário segue.

Ainda como consequência do Teorema 2.2.5, podemos obter mais uma conver-
gência importante para a sequência {uεk}.
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Corolário 2.2.7. A menos de subsequência, uεk ⇀ u0 fracamente em H1
loc(Ω).

Demonstração. Seja Ω′ ⋐ Ω. Usando o o resultado do Teorema 2.2.5 temos

∥uεk∥L2(Ω′) ≤ C,

onde C > 0 é uma constante que não depende de k. Além disso, combinando o
Teorema 2.2.5 com a desigualdade de Caccioppoli (Teorema 1.7.1), obtemos

∥∇uεk∥L2(Ω′) ≤ C,

para alguma constante C > 0 que também não depende de k. Com isso, temos que
uεk é uniformemente limitada em H1(Ω′). Consequentemente, segue da reflexividade
de H1(Ω′) que existe v ∈ H1(Ω′) tal que, a menos de subsequência,

uεk ⇀ v em H1(Ω′).

Precisamos mostrar que v = u0. Para isso, seja ϕ ∈ C∞
0 (Ω′) e considere Φ ∈ C∞

0 (Ω′)
tal que

DlΦ = ϕ,

onde l ∈ {0, 1, . . . , N}. Usando a convergência localmente uniforme garantida pelo
Corolário 2.2.7 e a convergência fraca inicialmente obtida, temos∫

Ω′
(u0 − v)ϕ dx =

∫
Ω′
u0ϕ dx−

∫
Ω′
vϕ dx

= lim
k→∞

∫
Ω′
uεkϕ dx−

∫
Ω′
vϕ dx

= lim
k→∞

∫
Ω′
uεkDlΦ dx−

∫
Ω′
vDlΦ dx

= − lim
k→∞

∫
Ω′
ϕDluεk dx+

∫
Ω′
ϕDlv dx

= −
∫
Ω′
ϕDlv dx+

∫
Ω′
ϕDlv dx

= 0.

Portanto, desde que a igualdade acima vale para qualquer ϕ ∈ C∞
0 (Ω′), segue do

Lema Fundamental do Cálculo das Variações que u0 = v em quase todo ponto de
Ω′, como queríamos demonstrar.

Os resultados obtidos até aqui nos permitem demonstrar que a função limite
u0 satisfaz a equação homogênea longe da fronteira livre, conforme estabelece a
proposição a seguir. É esperado que isto realmente ocorra, uma vez que, como
verificaremos mais adiante, u0 é um minimizante associado ao problema de cavidade
e, conforme discutido na Introdução, tais minimizantes possuem essa propriedade.

Proposição 2.2.8. Seja Ω0 := {x ∈ Ω | u0(x) > 0}. Então,

div
(
aij(x)∇u0

)
= 0 em Ω0.
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Demonstração. Seja x0 ∈ Ω0. Pela continuidade de u0, existe uma bola Bρ(x0) ⊂ Ω0

tal que
u0 ≥ θ em Bρ(x0),

para algum θ > 0. Como uεk → u0 uniformemente em Bρ(x0), isto implica que
existem k0 ∈ N e δ > 0 satisfazendo

uεk ≥ δ em Bρ(x0),

para k ≥ k0. Além disso, como εk → 0 quando k → ∞, podemos assumir que δ > εk
para k ≥ k0, de modo que

βεk(uεk) = 0.

Assim, para todo ϕ ∈ C∞
0 (Bρ(x0)), desde que uεk ⇀ u0 em H1(Bρ(x0)), temos

0 = − lim
k→∞

∫
Bρ(x0)

βεk(uεk)ϕ dx = lim
k→∞

∫
Bρ(x0)

⟨aij(x)∇uεk ,∇ϕ⟩ dx

=

∫
Bρ(x0)

⟨aij(x)∇u0,∇ϕ⟩ dx.

Isto demonstra que
div
(
aij(x)∇u0

)
= 0 em Bρ(x0).

Portanto, desde que Bρ(x0) é uma bola arbitrária, u0 satisfaz a equação em Ω0.

2.3 Uma Caracterização para a Função Limite
Conforme mencionado em momentos anteriores, espera-se que a função limite u0

seja um mínimo local do funcional (1). Demonstrar esse fato será o nosso objetivo
nesta seção. Para isso, precisaremos fazer uso de convergência em L2

loc(Ω) para a
sequência do gradientes das funções uεk , que é o resultado a ser demonstrado na
proposição a seguir.

Proposição 2.3.1. Seja Ω′ ⋐ Ω um subdomínio. Então, a menos de subsequência,
∇uεk → ∇u0 em L2(Ω′).

Demonstração. Seja ϕ ∈ C∞
0 (Ω′), com ϕ ≥ 0, e seja δ > 0. Pela Proposição 2.2.8,

sabemos que
div
(
aij(x)∇u0

)
= 0 em Ω0.

Desse modo, escolhendo η0 = (u0 − δ)+ϕ ∈ H1
0 (Ω

′) ∩ H1
0 (Ω0) como função teste,

temos ∫
Ω0

⟨aij(x)∇u0,∇η0⟩ dx = 0.

Assim, usando o fato que

∇η0 = (u0 − δ)+∇ϕ+ ϕ∇(u0 − δ)+
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e

∇(u0 − δ)+ =

{
∇(u0 − δ), q.t.p. em {u0 − δ > 0}
0, q.t.p. em {u0 − δ < 0},

obtemos

0 =

∫
Ω0

⟨aij(x)∇u0,∇η0⟩ dx

=

∫
{u0>δ}∩Ω′

u0⟨aij(x)∇u0,∇ϕ⟩ dx− δ

∫
{u0>δ}∩Ω′

⟨aij(x)∇u0,∇ϕ⟩ dx

+

∫
{u0>δ}∩Ω′

⟨aij(x)∇u0,∇u0⟩ϕ dx.

Com isso, fazendo δ → 0, concluímos que∫
{u0>0}∩Ω′

⟨aij(x)∇u0,∇u0⟩ϕ dx = −
∫
{u0>0}∩Ω′

u0⟨aij(x)∇u0,∇ϕ⟩ dx.

Como u0 ≥ 0 em Ω e ∇u0(x) = 0 em quase todo ponto x ∈ {u0 = 0}, isto implica
que ∫

Ω′
⟨aij(x)∇u0,∇u0⟩ϕ dx = −

∫
Ω′
u0⟨aij(x)∇u0,∇ϕ⟩ dx. (2.28)

Por outro lado, desde que uεk é uma solução fraca da equação

div(aij(x)∇uεk) = βεk(uεk) em Ω,

usando uεkϕ como função teste, temos∫
Ω′
uk⟨aij(x)∇uεk ,∇ϕ⟩ dx+

∫
Ω′
⟨aij(x)∇uεk ,∇uεk⟩ϕ dx = −

∫
Ω′
βεk(uεk)uεkϕ dx ≤ 0,

de onde segue que∫
Ω′
⟨aij(x)∇uεk ,∇uεk⟩ϕ dx ≤ −

∫
Ω′
uεk⟨aij(x)∇uεk ,∇ϕ⟩ dx. (2.29)

Agora, considere o espaço H = (L2(Ω′))N munido com o produto interno

(ξ, η)H :=

∫
Ω′
⟨aij(x)ξ, η⟩ dx,

para quaisquer ξ = (ξ1, . . . , ξN), η = (η1, . . . , ηN) ∈ H. Observe que, por elipti-
cidade, tal produto interno é equivalente ao produto interno usual. Dessa forma,
temos que

∇uεk ⇀ ∇u0 fracamente em H.

Assim, desde que uεk → u0 uniformemente em Ω′, e observando que
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∣∣∣∣∫
Ω′
uεk⟨aij(x)∇uεk ,∇ϕ⟩ dx−

∫
Ω′
u0⟨aij(x)∇u0,∇ϕ⟩ dx

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫

Ω′
uεk⟨aij(x)∇uεk ,∇ϕ⟩ dx−

∫
Ω′
u0⟨aij(x)∇uεk ,∇ϕ⟩ dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫
Ω′
u0⟨aij(x)∇uεk ,∇ϕ⟩ dx−

∫
Ω′
u0⟨aij(x)∇u0,∇ϕ⟩ dx

∣∣∣∣
≤ sup

Ω′
|uεk − u0|

∫
Ω′
|⟨aij(x)∇uεk ,∇ϕ⟩| dx

+

∣∣∣∣∫
Ω′
⟨aij(x)∇uεk , u0∇ϕ⟩ dx−

∫
Ω′
⟨aij(x)∇u0, u0∇ϕ⟩ dx

∣∣∣∣
≤ Λ sup

Ω′
|uεk − u0|∥∇uεk∥L2(Ω′)∥∇u0∥L2(Ω′)

+

∣∣∣∣∫
Ω′
⟨aij(x)∇uεk , u0∇ϕ⟩ dx−

∫
Ω′
⟨aij(x)∇u0, u0∇ϕ⟩ dx

∣∣∣∣ ,
obtemos a convergência∫

Ω′
uεk⟨aij(x)∇uεk ,∇ϕ⟩ dx→

∫
Ω′
u0⟨aij(x)∇u0,∇ϕ⟩ dx.

Consequentemente, combinando (2.28) e (2.29), temos

lim sup
k→∞

∫
Ω′
⟨aij(x)∇uεk ,∇uεk⟩ϕ dx ≤ lim sup

k→∞
−
∫
Ω′
uεk⟨aij(x)∇uεk ,∇ϕ⟩ dx

= −
∫
Ω′
u0⟨aij(x)∇u0,∇ϕ⟩ dx

=

∫
Ω′
⟨aij(x)∇u0,∇u0⟩ϕ dx.

Por outro lado, sabemos que∫
Ω′
⟨aij(x)∇u0,∇u0⟩ϕ dx ≤ lim inf

k→∞

∫
Ω′
⟨aij(x)∇uεk ,∇uεk⟩ϕ dx.

Com isso, concluímos que

lim
k→∞

∫
Ω′
⟨aij(x)∇uεk ,∇uεk⟩ϕ dx =

∫
Ω′
⟨aij(x)∇u0,∇u0⟩ϕ dx.

Vamos mostrar que isto implica na seguinte igualdade

lim
k→∞

∫
Ω′
⟨aij(x)∇uεk ,∇uεk⟩ dx =

∫
Ω′
⟨aij(x)∇u0,∇u0⟩ dx, (2.30)

isto é,
lim
k→∞

(∇uεk ,∇uεk)H = (∇u0,∇u0)H.
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Primeiramente, note que∫
Ω′
⟨aij(x)∇uεk ,∇uεk⟩ dx ≤ Λ

∫
Ω′
|∇uεk |2 dx.

Pela desigualdade de Caccioppoli (Teorema 1.7.1), isto implica que a sequência for-
mada pelas integrais do lado esquerdo da desigualdade acima é limita. Desse modo,
existe uma subsequência, cuja notação será mantida a mesma, que converge. Em
particular, temos

lim
k→∞

∫
Ω′
⟨aij(x)∇uεk ,∇uεk⟩ dx = lim inf

k→∞

∫
Ω′
⟨aij(x)∇uεk ,∇uεk⟩ dx.

Considere {Ωn}∞n=1 uma exaustão por abertos de Ω′, ou seja, uma coleção de con-
juntos abertos satisfazendo

∞⋃
n=1

Ωn = Ω′ e Ωn ⋐ Ωn+1, n ∈ N.

Observe que

lim inf
k→∞

∫
Ω′
⟨aij(x)∇uεk ,∇uεk⟩ dx = lim inf

k→∞

(
lim
n→∞

∫
Ωn

⟨aij(x)∇uεk ,∇uεk⟩ dx
)
.

Dado ε > 0, podemos usar a definição de limite inferior de uma sequência para obter
k0 ∈ N tal que

lim inf
k→∞

∫
Ω′
⟨aij(x)∇uεk ,∇uεk⟩ dx ≤ lim

n→∞

∫
Ωn

⟨aij(x)∇uεk ,∇uεk⟩ dx, (2.31)

para todo k ≥ k0. Fixado n ∈ N, considere ϕ ∈ C∞
0 (Ωn+1) satisfazendo

0 ≤ ϕ ≤ 1 e ϕ ≡ 1 em Ωn.

Por (2.3), temos

lim
k→∞

∫
Ωn+1

⟨aij(x)∇uεk ,∇uεk⟩ϕ dx =

∫
Ωn+1

⟨aij(x)∇u0,∇u0⟩ϕ dx.

Assim, podemos encontrar k1 ∈ N tal que∫
Ωn+1

⟨aij(x)∇uεk ,∇uεk⟩ϕ dx ≤
∫
Ωn+1

⟨aij(x)∇u0,∇u0⟩ϕ dx+ ε

≤
∫
Ω′
⟨aij(x)∇u0,∇u0⟩ϕ dx+ ε

≤
∫
Ω′
⟨aij(x)∇u0,∇u0⟩ dx+ ε,

para todo k ≥ k1. Consequentemente,

lim
n→∞

∫
Ωn

⟨aij(x)∇uεk ,∇uεk⟩ϕ dx ≤
∫
Ω′
⟨aij(x)∇u0,∇u0⟩ dx+ ε. (2.32)
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Combinando (2.31) e (2.32), obtemos

lim inf
k→∞

∫
Ω′
⟨aij(x)∇uεk ,∇uεk⟩ dx ≤

∫
Ω′
⟨aij(x)∇u0,∇u0⟩ dx+ 2ε.

Como a desigualdade vale para qualquer ε > 0, devemos ter

lim inf
k→∞

∫
Ω′
⟨aij(x)∇uεk ,∇uεk⟩ dx ≤

∫
Ω′
⟨aij(x)∇u0,∇u0⟩ dx.

Por outro lado, desde que uεk ⇀ u0 fracamente em H1(Ω′), temos∫
Ω′
⟨aij(x)∇u0,∇u0⟩ dx ≤ lim inf

k→∞

∫
Ω′
⟨aij(x)∇uεk ,∇uεk⟩ dx.

Disto, segue que

lim inf
k→∞

∫
Ω′
⟨aij(x)∇uεk ,∇uεk⟩ dx =

∫
Ω′
⟨aij(x)∇u0,∇u0⟩ dx,

de onde concluímos que

lim
k→∞

∫
Ω′
⟨aij(x)∇uεk ,∇uεk⟩ dx =

∫
Ω′
⟨aij(x)∇u0,∇u0⟩ dx,

como desejado. Portanto, desde que H é um espaço de Hilbert, temos que

∇uεk → ∇u0 em H.

Logo, usando a condição de elipticidade, concluímos que

∇uεk → ∇u0 em L2(Ω′),

como queríamos demonstrar.

Na sequência, baseado nos argumentos apresentados em [20, Teorema 4.4], ob-
teremos uma caracterização variacional para a função limite u0. Especificamente,
mostraremos que u0 é um mínimo local para o funcional (1), ou seja,∫
Br0

{
1

2

〈
aij(x)∇u0,∇u0

〉
+ χ{u0>0}

}
dx ≤

∫
Br0

{
1

2

〈
aij(x)∇ξ,∇ξ

〉
+ χ{ξ>0}

}
dx,

para toda bola Br0 ⋐ Ω e toda função ξ ∈ H1(Ω) com ξ = u0 em ∂Br0 . Para facilitar
a visualização dos cálculos, estabeleceremos a seguinte notação.

Notação 2.3.2. Para cada aberto O ⊆ Ω, denotaremos

F(ξ,O) :=

∫
O

{
1

2

〈
aij(x)∇u,∇u

〉
+ χ{u>0}

}
dx, ∀u ∈ H1(Ω).

Introduziremos também

Fε(u,O) :=

∫
O

{
1

2

〈
aij(x)∇u,∇u

〉
+Bεk(u)

}
dx,

e, para simplificar a notação, denotaremos Fεk(u,O) = Fk(u,O).
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Teorema 2.3.3 (Caracterização Variacional de u0). A função u0 é um mínimo
local para o funcional (1) sobre H1(Ω).

Demonstração. Seja Br0 ⋐ Ω, e considere uma função ξ ∈ H1(Ω) com ξ = u0 em
∂Br0 . Precisamos mostrar que

E0(Br0 , u0) ≤ E0(Br0 , ξ).

Para tanto, para h > 0 suficientemente pequeno, defina

ξhk :=

{
u0 +

|x| − r0
h

(uεk − u0), em Br0+h \Br0

ξ, em Br0 \B1/2.

Observe que, em Br0+h \Br0 , temos

∇ξhk = ∇u0 +
|x| − r0

h
(∇uεk −∇u0) +

(uεk − u0)x

|x|h
,

de onde obtemos

|∇ξhk | ≤ |∇u0|+ |∇uεk −∇u0|+
|uεk − u0|

h
.

Usando a desigualdade

(a+ b)2 ≤ 2(a2 + b2), a, b ≥ 0,

isto implica que

|∇ξhk |2 ≤ 4|∇u0|2 + 4|∇uεk −∇u0|2 + 2
|uεk − u0|2

h2
.

Assim, desde que Bεk ≤ χ{0,∞}, temos

J k
r0+h,h

: =

∫
Br0+h

{
1

2

〈
aij(x)∇ξhk ,∇ξhk

〉
+Bεk(ξ

h
k )

}
dx

≤
(
Λ

2
+ 1

)∫
Br0+h\Br0

{
|∇ξhk |2 +Bεk(ξ

h
k )
}
dx+ Fk(ξ, Br0)

≤
(
Λ

2
+ 1

){
C0|Br0+h \Br0 |+ 4

∫
Br0+h\Br0

|∇uεk −∇u0|2 dx

+
2

h

∫
Br0+h\Br0

|uεk − u0|2 dx

}
+ F(ξ, Br0).

Como uεk → u0 localmente uniforme em Ω e ∇uεk → ∇u0 em L2
loc(Ω), obtemos

J k
r0+h,h

≤ CrN−1h+ ok(1) + F(ξ, Br0),
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onde ok(1) significa o(1) com respeito a k. Aplicando [20, Teorema 4.1] com Ω′ = Br0 ,
temos, para h >> εk, ∫

Br0

χ{u0>0} dx ≤ |Ω0 ∩Br0| ≤ ChrN−1
0

e, desde que uk ⇀ u0 em H1(Br0),∫
Br0

⟨aij(x)∇u0,∇u0⟩ dx ≤ lim inf
k→∞

∫
Br0

⟨aij(x)∇uεk ,∇uεk⟩ dx.

Consequentemente,

F(u0, Br0) =

∫
Br0

{
1

2

〈
aij(x)∇u0,∇u0

〉
+ χ{ξ>0}

}
dx

≤ lim inf
k→∞

∫
Br0

⟨aij(x)∇uεk ,∇uεk⟩ dx+ ChrN−1
0

≤ lim inf
k→∞

(∫
Br0

⟨aij(x)∇uεk ,∇uεk⟩ dx+
∫
Br0

Bεk(uεk) dx

)
+ ChrN−1

0

= lim inf
k→∞

Fk(uεk , Br0) + ChrN−1
0 .

Além disso, como uk é um minimizante de Fk, temos

J k
r0+h,h

≥ J k
r0,h

≥ Fk(uεk , Br0).

Portanto,

F(u0, Br0) ≤ lim inf
k→∞

Fk(uεk , Br0) + ChrN−1
0

≤ lim inf
k→∞

J k
r0+h,h

+ ChrN−1
0

≤
(
C + C

)
hrN−1

0 + F(ξ, Br0).

Fazendo h→ 0, o resultado segue.

2.4 Crescimento Linear
Para finalizar este capítulo, apresentaremos um resultado que nos dá uma limi-

tação inferior para o crescimento da função uε longe do conjunto de nível {uε = ε}.

Teorema 2.4.1 (Crescimento Linear). Seja Ω′ ⋐ Ω um subdomínio, e seja x0 ∈
Ω′ ∩ {uε ≥ ε}. Então,

uε(x0) ≥ C · dist(x0, ∂{uε ≥ ε}), (2.33)

onde C > 0 é uma constante que depende da dimensão e constantes de elipticidade,
mas não depende de ε.
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Figura 2.1: Crescimento Linear

Demonstração. Denote ρ = dist(x0, ∂{uε ≥ ε}) e escreva uε(x0) = αρ, para algum
α > 0. Além disso, defina v : B1 → R por

v(x) =
uε(x0 + ρx)

ρ
.

Observe que, para todo x ∈ B1,

|(x0 + ρx)− x0| = ρ|x| < ρ.

Assim, x0 + ρx ∈ {uε ≥ ε}. Consequentemente, como supp βε ⊂ [0, ε] e uε satisfaz
(2.1), temos que

div(aij(x)∇v) = 0, em B1.

Desse modo, pela desigualdade de Harnack, existe uma constante M , independente
de ε, tal que

sup
B1/2

v ≤M inf
B1/2

v.

Em particular, como v(0) = α, temos

Mα ≤ v(x) ≤Mα, (2.34)

para todo x ∈ B1/2, onde M = 1/M . Agora, considere uma função suave ψ satisfa-
zendo

0 < ψ < 1, ψ = 0 em B1/8 e ψ = 1 em B1 \B1/2.

Com isso, defina g : B1 → R por

g(x) =

{
min{v,Mαψ}, em B1/2

v(x), em B1 \B1/2.

Devido à desigualdade (2.34) e ao fato que ψ = 1 em B1 \ B1/2 , podemos observar
que g = v em ∂B1/2. Vamos mostrar que, como consequência da minimalidade de
uε, temos∫

B1

1

2

(
⟨aij(x0 + ρx)∇g(x),∇g(x)⟩ − ⟨aij(x0 + ρx)∇v(x),∇v(x)⟩

)
dx

≥
∫
B1

(Bε(ρv)−Bε(ρg)) dx. (2.35)
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Primeiramente, note que, fazendo a mudança de variável y = x0 + ρx, temos∫
B1

{
1

2
⟨aij(x0 + ρx)∇v,∇v⟩+Bε(ρv)

}
dx

=

∫
Bρ(x0)

{
1

2

〈
aij(y)∇v

(
y − x0
ρ

)
,∇v

(
y − x0
ρ

)〉
+Bε

(
ρv

(
y − x0
ρ

))}
1

ρN
dy.

Observando que
∇v(x) = ∇uε(x0 + ρx), ∀x ∈ B1,

e
ρv

(
y − x0
ρ

)
= uε(y), ∀y ∈ Bρ(x0),

temos∫
B1

{
1

2
⟨aij(x0 + ρx)∇v,∇v⟩+Bε(ρv)

}
dx

=

∫
Bρ(x0)

{
1

2
⟨aij(y)∇uε(y),∇uε(y)⟩+Bε(uε)

}
1

ρN
dy. (2.36)

Por outro lado, seja g̃ : Bρ(x0) → R definida por

g̃(y) = ρg

(
y − x0
ρ

)
,

de modo que g̃ = uε em ∂Bρ(x0). Considerando h : Ω → R dada por

h(x) =

{
g̃(x), em Bρ(x0)
uε(x), em Ω \Bρ(x0),

observa-se que h está bem definida e pertence a H1
φ(Ω) (veja o Lema A.0.3). Desse

modo, como uε é um mínimo do funcional Fε sobre o conjunto H1
φ(Ω), temos que

Fε(uε) ≤ Fε(h), ou seja,∫
Ω

{
1

2
⟨aij(x)∇uε,∇uε⟩+Bε(uε)

}
dx ≤

∫
Ω

{
1

2
⟨aij(x)∇h,∇h⟩+Bε(h)

}
dx.

Consequentemente, desde que h = uε em Ω \Bρ(x0), obtemos∫
Bρ(x0)

{
1

2
⟨aij(x)∇uε,∇uε⟩+Bε(uε)

}
dx ≤

∫
Bρ(x0)

{
1

2
⟨aij(x)∇h,∇h⟩+Bε(h)

}
dx,

de onde segue∫
Bρ(x0)

{
1

2
⟨aij(y)∇uε(y),∇uε(y)⟩+Bε(uε)

}
1

ρN
dy

≤
∫
Bρ(x0)

{
1

2
⟨aij(y)∇h(y),∇h(y)⟩+Bε(h)

}
1

ρN
dy

=

∫
B1

{
1

2
⟨aij(x0 + ρx)∇g(x),∇g(x)⟩+Bε(ρg)

}
dx. (2.37)
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Portanto, combinando (2.36) e (2.37), obtemos (2.35), como queríamos. Agora,
observe que∫

B1

1

2

(
⟨aij(x0 + ρx)∇g(x),∇g(x)⟩ − ⟨aij(x0 + ρx)∇v(x),∇v(x)⟩

)
dx

=

∫
B1/2∩{Mαψ≤v}

1

2

(
⟨aij(x0 + ρx)∇g(x),∇g(x)⟩ − ⟨aij(x0 + ρx)∇v(x),∇v(x)⟩

)
dx

=

∫
B1/2∩{Mαψ≤v}

1

2

(
M2α2⟨aij(x0 + ρx)∇ψ,∇ψ⟩ − ⟨aij(x0 + ρx)∇v,∇v⟩

)
dx

≤
∫
B1/2∩{Mαψ≤v}

1

2
M2α2⟨aij(x0 + ρx)∇ψ,∇ψ⟩ dx

≤ 1

2
M2α2Λ∥∇ψ∥2L2(B1)

. (2.38)

Por outro lado, como v ≥ g e Bε é não decrescente, temos∫
B1

(Bε(ρv)−Bε(ρg)) dx ≥
∫
B1/8

(Bε(ρv)−Bε(ρg)) dx

=

∫
B1/8

Bε(ρv) dx

≥ |B1/8|Bε(ρMα)

= |B1/8|Bε(Muε(x0))

≥ |B1/8|Bε(Mε)

= |B1/8|B1(M). (2.39)

Portanto, combinando as desigualdades (2.35), (2.38) e (2.39), concluímos que α ≥ C
para alguma constante C > 0 que não depende de ε. Disto, segue o resultado.
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Capítulo 3

Regularidade Lipschitz

Neste capítulo, nosso objetivo é obter uma melhor regularidade, tanto para limi-
tes uniformes de soluções da equação (2.1) quanto para minimizantes do funcional
(1). Pela teoria de De Giorgi, sabemos que tais funções são apenas localmente Hölder
contínuas, longe da fronteira livre. Nesse contexto, o trabalho [9] busca estabelecer
regularidade Lipschitz ao longo da fronteira livre.

3.1 Regularidade Lipschitz ao Longo da Fronteira
Livre

Esta seção é dedicada à demonstração do teorema apresentado a seguir. Des-
tacamos que os argumentos utilizados em sua prova baseiam-se apenas na equação
satisfeita pelos minimizantes locais, o que permite sua aplicação em outros contextos,
sejam eles variacionais ou não variacionais.

Teorema 3.1.1 (Regularidade Lipschitz). Seja u0 um limite uniforme de solu-
ções da equação

div(aij(x)∇uε) = β(uε) em Ω,

e assuma que u0(ξ) = 0. Então, existe uma constante universal C > 0, dependendo
apenas da dimensão, constantes de elipticidade, dist(ξ, ∂Ω) e cotas L∞ da família
de soluções, tal que

|u0(x)| ≤ C|x− ξ|,
para todo x ∈ Ω.

A prova do Teorema 3.1.1 baseia-se essencialmente no seguinte lema:

Lema 3.1.2. Seja Br(y) ⋐ Ω uma bola fixada. Dado θ > 0, existe δ > 0, depen-
dendo apenas de Br(y), da dimensão e constantes de elipticidade, com a seguinte
propriedade: se

div(aij(x)∇u) = δ · βε(u) e max

{
ε, inf
Br(y)

u

}
≤ δ,

então
sup

Br/2(y)

u ≤ θ.
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Demonstração. Suponha, por contradição, que o lema é falso. Então, é possível
obter uma sequência de funções {uk} satisfazendo

(i) div
(
aijk (x)∇uk

)
= δk · βεk(uk) em Ω,

onde (aijk ) é um matriz com constantes de elipticidade (λ,Λ) e δk = o(1) quando
k → ∞;

(ii) max
{
εk, infBr(y) uk

}
=: ηk = o(1) quando k → ∞,

mas
sup

Br/2(y)

uk ≥ θ0 > 0, (3.1)

para algum θ0 > 0 fixado. Seja xk um ponto onde uk atinge seu valor mínimo em
Br/2(y), e denote

σ := dist(Br(y), ∂Ω) > 0.

Defina também a função vk : Bσε−1
k

→ R por

vk(x) :=
uk(xk + εkx)

ηk
.

Observe que vk resolve, no sentido de distribuições, a equação

div
(
aijk (xk + εkx)∇vk

)
= δk ·

(
εk
ηk
β

(
ηk
εk
vk

))
em Bσε−1

k
. (3.2)

De fato, seja ϕ ∈ C∞
0 (Bσε−1

k
). Note que∫

B
σε−1

k

⟨aijk (xk + εkx)∇vk,∇ϕ⟩dx =
εk
ηk

∫
B

σε−1
k

⟨aijk (xk + εkx)∇uk(xk + εkx),∇ϕ⟩dx.

Fazendo a mudança de variável y = xk + εkx, obtemos∫
B

σε−1
k

⟨aijk (xk + εkx)∇vk,∇ϕ⟩dx =
ε1−Nk

ηk

∫
Bσ(xk)

〈
aijk (y)∇uk,∇ϕ

(
y − xk
εk

)〉
dy.

Considerando
ϕ̃(y) := ϕ

(
y − xk
εk

)
,

temos
∇ϕ̃(y) = 1

εk
∇ϕ
(
y − xk
εk

)
e, consequentemente,∫

B
σε−1

k

⟨aijk (xk + εkx)∇vk,∇ϕ⟩ dx =
ε2−Nk

ηk

∫
Bσ(xk)

〈
aijk (y)∇uk(y),∇ϕ̃(y)

〉
dy

= −ε
2−N
k

ηk

∫
Bσ(xk)

δkβεk(uk)ϕ̃ dy

= −ε
2−N
k

ηk

∫
Bσ(xk)

δkβεk(uk)ϕ

(
y − xk
εk

)
dy.
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Retornando para a varável original, obtemos∫
B

σε−1
k

⟨aijk (xk + εkx)∇vk,∇ϕ⟩ dx = −ε
2
k

ηk

∫
Bσε−1

δkβεk(uk(xk + εkx))ϕ(x) dx

= −ε
2
k

ηk

∫
Bσε−1

δkβεk(ηkvk(x))ϕ(x) dx

= −
∫
Bσε−1

δk
εk
ηk
β

(
ηk
εk
vk(x)

)
ϕ(x) dx,

como queríamos. Agora, vamos mostrar que existe uma função v∞ definida em todo
o espaço RN tal que, para todo subconjunto aberto e limitado Ω′ ⊂ RN , é possível
obter uma sequência {vk} para a qual vale as seguintes convergências:

vk → v∞ uniforme em Ω′, (3.3)
vk ⇀ v∞ fracamente em H1(Ω′), (3.4)
∇vk(x) → ∇v∞(x) q.t.p. em Ω′. (3.5)

Para tanto, seja Ω′ ⊂ RN um tal subconjunto. Como

∞⋃
k=1

Bσε−1
k

= RN e Bσε−1
k

⊂ Bσε−1
k+1

para todo k ∈ N,

existe k0 ∈ N tal que

Ω′ ⊂ Bσε−1
k0

e Bσε−1
k0

⊂ Bσε−1
k

para todo k ≥ k0.

Sendo assim, considere a subsequência {vk} para k ≥ k0. Uma vez que, para k ≥ k0,
vk resolve a equação

div
(
aijk (xk + εkx)∇vk

)
= δk ·

(
εk
ηk
β

(
ηk
εk
vk

))
em Ω′ (3.6)

e
δk ·

(
εk
ηk
β

(
ηk
εk
vk

))
= o(1) quando k → ∞, (3.7)

podemos aplicar o Teorema 1.6.2 para obter uma constante C > 0 tal que

∥vk∥Cα(Ω′) ≤ C, (3.8)

para algum 0 < α < 1. Consequentemente, pelo Teorema de Arzelà-Ascoli, existe
uma subsequência, ainda denotada por {vk}, e v∞ ∈ C(Ω′) com

vk → v∞ uniformemente em Bσε−1
k0

.

Isto verifica (3.3). Observe que (3.8) também implica que {vk} é limitada em Ω′.
Consequentemente, pela Desigualdade de Caccioppoli (Teorema 1.7.1), obtemos que
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{∥∇vk∥L2(Ω′)} é limitada. Assim, {vk} é limitada em H1(Ω′). Como H1(Ω′) é
reflexivo, existe uma subsequência, que ainda denotaremos por {vk}, tal que

vk ⇀ v∞ em H1(Ω′).

Em particular, por [5, Teorema 2.1], temos também que

∇vk(x) → ∇v∞(x) q.t.p. em Ω′.

Com isso, estão verificadas as convergências (3.4) e (3.5). Ademais, considerando
a elipticidade das matrizes (aijk ), podemos utilizar o Lema A.0.7 para obter uma
subsequência, ainda denotada por (aijk ), e uma matriz (λ,Λ)-elíptica (bij) tais que

(aijk )⇀ (bij) fracamente em Mλ,Λ(Ω
′). (3.9)

Agora, com o intuito de chegar em uma contradição, iremos mostrar que

div(bij(x)∇v∞) = 0 em RN .

Para tanto, seja ϕ ∈ C∞
0 (RN) e considere k0 ∈ N tal que Bσεk0

⊃ supp ϕ := K.
Para k ≥ k0, defina as integrais

I1
k :=

∫
K

⟨aijk (x)∇vk,∇ϕ⟩ dx,

I2
k :=

∫
K

⟨aijk (x)(∇v∞ −∇vk),∇ϕ⟩ dx,

I3
k :=

∫
K

⟨(bij − aijk )(x)∇v∞,∇ϕ⟩ dx,

de modo que ∫
RN

⟨bij(x)∇v∞,∇ϕ⟩ dx = I1
k + I2

k + I3
k . (3.10)

Devemos mostrar que
lim
k→∞

I1
k + I2

k + I3
k = 0.

De (3.2), temos

|I1
k | =

∣∣∣∣−δk ∫
K

εk
ηk
β

(
ηk
εk
vk

)
ϕ dx

∣∣∣∣ ≤ δk
εk
ηk

|K|max
R

β∥ϕ∥L1(RN ).

Como εk ≤ ηk e δk = o(1) quando k → ∞, isto imediatamente implica que

lim
k→∞

I1
k = 0.

Para verificar que
lim
k→∞

I3
k = 0, (3.11)

observe que

ψ
(
(cij)

)
:=

∫
K

⟨cij(x)∇v∞,∇ϕ⟩ dx



Regularidade Lipschitz ao Longo da Fronteira Livre 52

define um funcional linear contínuo em M(Ω). Desse modo, desde que (aijk )⇀ (bij)
fracamente em M(Ω), obtemos (3.11). Resta, então, analisar a convergência de I2

k .
Dado ε > 0, como ∇ϕ ∈ L2(K), o Teorema de Vitali garante a existência de um
número δ > 0 tal que, para todo subconjunto mensurável E ⊂ K com |E| < δ,
tem-se (∫

E

|∇ϕ|2 dx
)2

<
ε

2Λ sup
k

∥∇vk −∇v∞∥L2(K)

.

Além disso, devido a (3.5), o Teorema de Egoroff implica que existe um subconjunto
mensurável K̃ ⊂ K, com |K̃| < δ, tal que

∇vk → ∇v∞ uniformemente em K \ K̃.

Consequentemente, existe k0 ∈ N tal que

sup
x∈K\K̃

|∇vk(x)−∇v∞(x)| < ε

2Λ∥∇ϕ∥L2(K)|K|
,

para todo k ≥ k0. Com isso, para k ≥ k0, temos

|I2
k | =

∣∣∣∣∫
K

⟨aijk (x)(∇v∞ −∇vk),∇ϕ⟩ dx
∣∣∣∣

≤
∫
K

|aijk ||∇v∞ −∇vk||∇ϕ| dx

≤ Λ

[∫
K̃

|∇v∞ −∇vk||∇ϕ| dx+
∫
K\K̃

|∇v∞ −∇vk||∇ϕ| dx
]

< Λ

[
∥∇v∞ −∇vk∥L2(K̃)∥∇ϕ∥L2(K̃) +

ε

2Λ∥∇ϕ∥L2(K)|K|

∫
K\K̃

|∇ϕ| dx
]

< ε.

Isto mostra que
lim
k→∞

I3
k = 0.

Portanto, fazendo k → ∞ em(3.10), concluímos que∫
RN

⟨bij(x)∇v∞,∇ϕ⟩ dx = 0,

de onde segue que
div(bij(x)∇v∞) = 0 em RN .

Uma vez que v∞ é limitada inferiormente por 0, aplicando o Teorema de Liouville
(ver [16, Corolário 4.20]), concluímos que v∞ é constante em RN , digamos

v∞ ≡ C em RN .

Consequentemente, como vk → v∞ localmente uniforme em RN e ηk = o(1) quando
k → ∞, temos que

ηkvk(x) → 0 quando k → ∞,
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para todo x ∈ RN . Por outro lado,

ηkvk(0) = uk(xk) ≥ θ0 > 0, ∀k ∈ N.

Logo, fazendo k → ∞, chegamos a uma contradição.

Tendo em vista o Lema 3.1.2, estamos aptos a demonstrar o Teorema 3.1.1.

Demonstração do Teorema 3.1.1. Inicialmente, observe que podemos assumir ξ = 0.
De fato, suponha que vale o teorema neste caso. Então, para ξ̃ ∈ Ω com u0(ξ̃) = 0,
defina a função

ũ0(y) := u0(ξ̃ − y), ∀y ∈ Ω̃ := {y ∈ RN | ξ̃ − y ∈ Ω},

de modo que
ũ0(0) = u0(ξ̃) = 0.

Assim, existe uma constante C > 0 tal que

|ũ0(y)| ≤ C|y|,

para todo y ∈ Ω̃. Consequentemente,

|u0(x)| = |ũ0(ξ̃ − x)| ≤ C|ξ̃ − x|,

para todo x ∈ Ω, o que verifica nossa afirmação. Observe também que, se uε é uma
solução de (2.1) e δ > 0 é um número fixado, então, procedendo da mesma forma
que no Lema 3.1.2, mostra-se que a função

ũε(x) := uε(
√
δx)

satisfaz a equação
div
(
ãij(x)∇ũε

)
= δβε(ũε),

onde ãij(x) := aij(
√
δx) é uma outra matriz (λ,Λ)−elíptica. Escolhendo θ = 1/2

no Lema 3.1.2, considere o número δ⋆ > 0 com a propriedade demonstrada nesse
mesmo lema. De modo análogo ao que verificamos inicialmente, podemos assumir
que B√

δ⋆ ⋐ Ω. Dessa forma, para cada ε > 0, a função ũε : B1 → R dada por

ũε(x) := uε(
√
δ⋆x)

está bem definida e satisfaz a equação

div
(
ãij(x)∇ũε

)
= δ⋆βε(ũε),

onde ãij(x) := aij(
√
δ⋆x). Além disso, como uε(0) → u0(0) = 0 quando ε → 0,

temos que

max

{
ε, inf

B1

ũε

}
≤ δ⋆,
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para ε > 0 suficientemente pequeno. Assim, pelo Lema 3.1.2, devemos ter

sup
B1/2

ũε ≤
1

2
,

ou seja,

sup
B√

δ⋆/2

uε ≤
1

2
.

Consequentemente, fazendo ε→ 0, obtemos

sup
B√

δ⋆/2

u0 ≤
1

2
.

Agora, defina a função

v1ε(x) := 2uε

(√
δ⋆
2
x

)
Novamente, de maneira análoga ao que demonstramos no Lema 3.1.2, verifica-se que
v1 satisfaz a equação

div
(
aij1 (x)∇v1ε

)
= δ⋆β2ε(v

1
ε),

onde aij1 (x) := aij(
√
δ⋆x/2) é uma outra matriz (λ,Λ)−elíptica. Como v1ε(0) →

u0(0) = 0 quando ε→ 0, temos que

max

{
ε, inf

B1

v1ε

}
≤ δ⋆,

para ε > 0 suficientemente pequeno. Com isso, pelo Lema 3.1.2, obtemos

sup
B1/2

v1ε ≤
1

2
,

o que implica em

sup
B√

δ⋆/4

uε ≤
1

4
.

Passando ao limite quando ε→ 0, segue que

sup
B√

δ⋆/4

u0 ≤
1

4
.

Continuando esse processo indutivamente, obtemos

sup
B√

δ⋆/2k

u0 ≤
1

2k
,

para todo k ∈ N. Finalmente, dado x ∈ B√
δ⋆/2, considere k ∈ N tal que

√
δ⋆

2k+1
< |x| ≤

√
δ⋆
2k

.
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Assim,

u0(x) ≤ sup
B√

δ⋆/2k

u0 ≤
1

2k
=

2

2k+1
≤ 2√

δ⋆
|x|.

E, para x ∈ Ω \B√
δ⋆/2, basta notar que

u0(x) ≤ C = C
|x|
|x|

≤ 2C√
δ⋆
|x|.

Isto implica o resultado do teorema.

Por razões já discutidas anteriormente, a estimativa de regularidade garantida
pelo Teorema 3.1.1 vale apenas ao longo da fronteira livre. De fato, para qualquer
ponto z ∈ {u0 > 0}, a regularidade cai para C0,α, com algum α > 0 estritamente
menor que 1. Nesse contexto, é natural questionar quais são as condições mínimas
necessárias para garantir regularidade Lipschitz até a fronteira livre. Uma hipótese
que assegura isso é que a matriz (aij) satisfaça a Propriedade (K-Lip).

Definição 3.1.3. Seja K > 0 uma constante. Dizemos que uma matriz unifor-
memente elíptica (aij) satisfaz a Propriedade (K-Lip) quando, para quaisquer
0 < d < 1 e qualquer h ∈ H1(Bd) resolvendo

div
(
aij(x)∇h

)
= 0 em Bd,

no sentido de distribuições, vale

∥∇h∥L∞(Bd/2) ≤
K

d
∥h∥L∞(Bd).

Corolário 3.1.4. Sob as hipóteses do Teorema 3.1.1, assuma também que (aij)
satisfaz a propriedade (K-Lip) para algum K > 0. Então, dado um subdomínio
Ω′ ⋐ Ω, tem-se que

|∇u0(x)| ≤ C, ∀x ∈ Ω′,

para uma constante C > 0 que depende apenas da dimensão, constantes de eliptici-
dade, dist (∂Ω′, ∂Ω), K e das cotas L∞ da família {uε}ε>0.

Demonstração. Seja ξ ∈ Ω′ um ponto que não pertence à fronteira livre ∂{u0 > 0},
e considere y ∈ ∂{u0 > 0} tal que

|y − ξ| =: d = dist (ξ, ∂{u0 > 0}) .

Pelo Teorema 3.1.1, podemos estimar

sup
Bd(ξ)

u0 ≤ sup
B2d(y)

u0 ≤ C sup
B2d(y)

|x− y| ≤ C · 2d.

Como u0 satisfaz
div
(
aij(x)∇u0

)
= 0 em Bd(ξ),

segue da propriedade (K-Lip) que

|∇u0(ξ)| ≤ ∥∇u0∥L∞(Bd/2(ξ)) ≤
K

d
∥u0∥L∞(Bd(ξ)) ≤

K

d
C · 2d = 2KC.
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3.2 Estimativas Lipschitz para o Problema de Mi-
nimização

Na seção anterior, obtivemos a estimativa desejada para a função limite u0 a
partir de argumentos baseados na equação satisfeita pelos minimizantes uε. Entre-
tanto, como já mencionado anteriormente, tal estimativa também pode ser obtida
para qualquer mínimo do funcional (1). Neste contexto, é importante compreender
como essa outra abordagem pode ser realizada, e esse será o principal objetivo desta
seção. Especificamente, demonstraremos o resultado apresentado a seguir.

Teorema 3.2.1. Seja u0 ≥ 0 um mínimo para o funcional

F(u) :=

∫
Ω

{
1

2
⟨aij(x)∇u,∇u⟩+ χ{u>0}

}
dx,

sobre o conjunto H1
φ(Ω), e assuma que u0(ξ) = 0 para algum ξ ∈ Ω. Então, existe

uma constante universal C > 0, dependendo da dimensão, constantes de elipticidade,
dist(ξ, ∂Ω) e norma L∞ de u0, tal que

u0(x) ≤ C|x− ξ|,

para todo ponto x ∈ Ω.

Similarmente à abordagem utilizada na seção anterior, precisamos nos valer de
um resultado análogo ao Lema 3.1.2.

Lema 3.2.2. Fixada uma bola Br(y) ⋐ Ω e dado θ > 0, existe um número δ > 0
tal que, se u0 é um mínimo não negativo de

Fδ(u) :=

∫
Ω

{
1

2
⟨aij(x)∇u,∇u⟩+ δ · χ{u>0}

}
dx

sobre H1
φ(Ω) e u0(y) = 0, então

sup
Br/2(y)

u0 ≤ θ.

Demonstração. Suponha, por contradição, que o lema é falso. Então, é possível
obter uma sequência de matrizes (λ,Λ)-elípticas (aijk ), uma sequência de números
positivos δk com δk = o(1) quando k → ∞, e uma sequência de minimizantes uk
para

Fk(u) :=

∫
Ω

{
1

2
⟨aij(x)∇u,∇u⟩+ δk · χ{u>0}

}
dx

de modo que
sup

Br/2(y)

uk ≥ θ0, (3.12)

para algum θ0 > 0 fixado. Pela teoria de De Giorgi, a sequência {uk} é localmente
uniformemente limitada na norma Cα para algum 0 < α < 1. Desse modo, por
Arzelà-Ascoli, existe uma subsequência {uk} e uma função u0 ∈ C(Ω) com

uk → u0 localmente uniforme em Ω.



Estimativas Lipschitz para o Problema de Minimização 57

Observe que a sequência
{
∥∇uk∥L2(Ω)

}
é limitada. De fato, considere uma função

w ∈ H1
φ(Ω) fixada. Como uk é um mínimo de Fk, temos

Fk(uk) ≤ F(w),

para todo k ∈ N. Adicionalmente, pela condição de elipticidade, temos

Fk(uk) =

∫
Ω

{
1

2
⟨aij(x)∇uk,∇uk⟩+ δk · χ{uk>0}

}
dx ≥ λ

2
∥∇uk∥2L2(Ω)

e, por outro lado,

Fk(w) =

∫
Ω

{
1

2
⟨aij(x)∇w,∇w⟩+ δk · χ{w>0}

}
dx ≤ Λ

2
∥∇w∥2L2(Ω) + δk|Ω|.

Assim, desde que δk → 0, obtemos

lim sup
k→∞

λ

2
∥∇uk∥2L2(Ω) ≤ lim sup

k→∞
Fk(uk) ≤ lim sup

k→∞

(
Λ

2
∥∇w∥2L2(Ω) + δk|Ω|

)
=

Λ

2
∥∇w∥2L2(Ω),

o que verifica que a sequência
{
∥∇uk∥L2(Ω)

}
é limitada. Consequentemente, pela

reflexividade de L2
loc(Ω), obtemos uma subsequência {uk} satisfazendo

∇uk ⇀ ∇u0 fracamente em L2
loc(Ω).

Mostraremos que u0 é um Λ/λ-mínimo do funcional

F(u) :=

∫
Ω

|∇u|2 dx.

Para isso, seja v ∈ H1
loc(Ω) com K = supp(u − v) ⋐ Ω. Pela minimalidade de uk,

podemos obter∫
K

{
1

2
⟨aij(x)∇uk,∇uk⟩+ δk · χ{uk>0}

}
dx

≤
∫
K

{
1

2
⟨aij(x)∇v,∇v⟩+ δk · χ{v>0}

}
dx.

Consequentemente, por elipticidade, temos∫
K

{
λ

2
|∇uk|2 + δk · χ{uk>0}

}
dx ≤

∫
K

{
Λ

2
|∇v|2 + δk · χ{v>0}

}
dx.

Portanto, usando a semicontinuidade inferior do funcional

u ∈ H1(Ω) 7−→
∫
Ω

|∇u|2 dx ∈ R
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e o fato que δk = o(1) quando k → ∞, obtemos∫
K

λ

2
|∇u0|2 dx ≤ lim inf

k→∞

∫
K

{
λ

2
|∇uk|2 + δk · χ{uk>0}

}
dx

≤ lim inf
k→∞

∫
K

{
Λ

2
|∇v|2 + δk · χ{v>0}

}
dx

=

∫
K

Λ

2
|∇v|2 dx.

Isto implica em

F(u) ≤ Λ

λ
F(v),

o que demonstra que u é um Λ/λ-mínimo de F . Logo, desde que u0 ≥ 0 e

u0(y) = lim
k→∞

uk(y) = 0,

segue do Princípio do Máximo Forte que u0 é constante igual a zero em Ω, o que
contradiz (3.12).

Estando demonstrado o Lema 3.2.2, o Teorema 3.2.1 é obtido a partir dos mesmos
argumentos utilizados no final da demonstração do Teorema 3.1.1.

3.3 Estimativas Geométricas da Fronteira Livre
Nesta seção final, mostraremos como a estimativa obtida no Teorema 3.1.1 im-

plica em propriedades geométricas da fronteira livre da função limite u0. Para isso,
será necessário utilizar um resultado de não degenerescência, estabelecido no teo-
rema a seguir.

Teorema 3.3.1 (Não Degenerescência). Seja Ω′ ⋐ Ω um subdomínio dado, e
seja y ∈ Ω′ ∩ {u0 > 0}. Então,

sup
Br(y)

u0 ≥ C · r,

para r < dist(Ω′, ∂Ω).

Demonstração. Para cada ε > 0, seja

dε(x) := dist(x, ∂{uε ≥ ε}).

Afirmamos que existe uma constante universal δ0 > 0 tal que

sup
Bdε(x)(x)

uε ≥ (1 + δ0)uε(x), (3.13)

para x ∈ Ω′∩{uε ≥ 2ε}. Suponha que a afirmação não é verdadeira. Então, podemos
obter uma sequência de funções uεk , uma sequência de pontos xk ∈ Ω′∩{uεk ≥ 2εk}
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e uma sequência de números positivos δk, com δk = o(1) quando k → ∞, de modo
que

sup
Bdεk

(xk)(xk)

uεk < (1 + δk)uεk(xk).

Desse modo, para cada k ∈ N, defina vk : B1 → R por

vk(x) =
1

uεk(xk)
uεk(xk + dεk(xk)x).

Observe que supB1
vk < 1 + δk, vk(0) = 1 e vk > 0. Além disso, observe que

div(ãij(x)∇vk) = 0,

onde ãij(x) := aij(xk + dεk(xk)x) é uma matriz (λ,Λ)-elíptica. Com isso, pelo
mesmo argumento utilizado na demonstração do Lema 3.1.2, temos que vk converge
localmente uniforme para uma função contínua v∞. Aplicando a desigualdade de
Harnack à função (1 + δk)− vk, obtemos, para qualquer Bρ ⋐ B1,

sup
Bρ

[(1 + δk)− vk] ≤ Cρ inf
Bρ

[(1 + δk)− vk],

onde Cρ > 0 é uma constante que depende de Bρ. Assim, para todo x ∈ Bρ, temos

0 ≤ (1 + δk)− vk(x) ≤ Cρ(1 + δk − vk(0)) = Cρδk.

Consequentemente, fazendo k → ∞, concluímos que v∞ ≡ 1. Agora, para cada
k ∈ N, considere yk ∈ {uεk = εk} tal que

|yk − xk| = dεk(xk),

e defina
zk =

yk − xk
dεk(xk)

.

Note que

vk(zk) =
1

uεk(xk)
uεk(xk + dεk(xk)zk) =

1

uεk(xk)
uεk(yk) ≤

εk
2εk

=
1

2
. (3.14)

Por outro lado, observe que

|zk| =
|yk − xk|
dεk(xk)

= 1,

de modo que, a menos de subsequência, zk → z, para algum z com |z| = 1. Com
isso, desde que

|vk(zk)− 1| ≤ |vk(zk)− vk(z)|+ |vk(z)− 1| ≤ C|zk − z|α + |vk(z)− 1|,

obtemos
lim
k→∞

vk(zk) = 1,

o que contradiz (3.14). Fazendo uso da desigualdade (3.13) e do Teorema 2.4.1,
construiremos uma sequência de pontos {xk}∞k=1 satisfazendo
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a) uε(xk) ≥ (1 + δ0)
kuε(x0);

b) |xk − xk−1| = dε(xk−1);

c) uε(xk)− uε(xk−1) ≥ C|xk − xk−1|,

onde x0 ∈ Ω′ ∩ {uε ≥ 2ε} é um ponto arbitrário, e C > 0 é uma constante que não
depende de ε. Como

div
(
aij(x)∇uε

)
= 0 em Bdε(x0)(x0),

segue do Princípio do Máximo que o valor máximo de uε em Bdε(x0)(x0) é atingido
em um ponto x1 ∈ ∂Bdε(x0)(x0). Tal ponto satisfaz

|x1 − x0| = dε(x0)

e, pela desigualdade (3.13),

uε(x1) ≥ (1 + δ0)uε(x0).

Consequentemente, pelo Teorema 2.4.1, temos

uε(x1)− uε(x0) ≥ δ0uε(x0) ≥ δ0Cdε(x0) = C|x1 − x0|,

para alguma constante C > 0 que não depende de ε. Repetindo este mesmo ar-
gumento para x1 e assim sucessivamente, obtemos uma sequência {xk}∞k=1 com as
propriedades desejadas. Em particular, observe que

uε(xk)− uε(x0) =
k∑
j=1

uε(xj)− uε(xj−1)

≥
k∑
j=1

C|xj − xj−1|

≥ C

∣∣∣∣∣
k∑
j=1

xj − xj−1

∣∣∣∣∣
= C|xk − x0|. (3.15)

Ademais, por a), temos que uε(xk) → ∞ quando k → ∞. Isto implica, pela conti-
nuidade de uε, que existe um último xk0 em Br(x0), ou seja,

xk0 ∈ Br(x0) e xk0+1 /∈ Br(x0).

Temos dois casos a considerar:

(i) Se |xk0+1 − xk0 | ≤ r/2, então, necessariamente, |x0 − xk0| ≥ r/2. Consequen-
temente, por (3.15),

sup
Br(x0)

uε ≥ uε(xk0) ≥ uε(x0) + C|xk0 − x0| ≥ C|xk0 − x0| ≥ C
r

2
.
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(ii) Se |xk0+1 − xk0| ≥ r/2, então, usando o Teorema 2.4.1 aplicado ao ponto xk0 ,
temos

sup
Br(x0)

uε ≥ uε(xk0) ≥ C̃dε(xk0) = C̃|xk0+1 − xk0| ≥ C̃
r

2
.

Portanto, escolhendo C0 = min{C/2, C̃/2}, obtemos

sup
Br(x0)

uε ≥ C0r.

Como C0 não depende de ε e uε → u0 uniformemente em Ω′, podemos estender o
mesmo resultado para y ∈ Ω′ ∩ {u0 > 0}. Finalmente, para y ∈ Ω′ ∩ ∂{u0 > 0},
considere x ∈ ∂Br/4(y)∩{u0 > 0}. Assim, pelo que acabamos de demonstrar, temos

sup
Br(y)

u0 ≥ sup
Br/4(x)

u0 ≥ C0
r

4
.

Isto conclui a demonstração.

O teorema anterior nos permite concluir que o conjunto de não coincidência Ω0

tem densidade positiva uniforme ao longo da fronteira livre, cuja demonstração é
apresentada no teorema a seguir. Além dessa propriedade, é possível obter também
estimativas para a dimensão de Hausdorff da fronteira livre de u0. Embora este fato
não seja discutido na dissertação, o leitor poderá consultá-lo em [9, Teorema 6.2].

Teorema 3.3.2. Dado um subdomínio Ω′ ⋐ Ω, existe uma constante θ > 0 tal que,
se x0 ∈ ∂Ω0 é um ponto de fronteira livre, então

|Ω0 ∩Br(x0)| ≥ θrN .

para todo 0 < r < dist(∂Ω′, ∂Ω).

Demonstração. Pela propriedade de não degenerescência (Teorema 3.3.1), existe
ξr ∈ Br(x0) \ {x0} tal que

u0(ξr) ≥ Cr,

para alguma constante C > 0 dependendo apenas dos dados do problema. Agora,
para 0 < µ≪ 1 suficientemente pequeno, que não depende de x0, tem-se que

Bµr(ξr) ⊂ Ω0. (3.16)

De fato, se existe
z0 ∈ Bµr(ξr) ∩ ∂{u0 > 0},

então, pelo Teorema 3.1.1, temos

Cr ≤ u0(ξr) ≤ sup
Bµr(z0)

u0 ≤ C̃µr.

Desse modo, se µ < C · C̃−1, então (3.16) deve ocorrer. Portanto, para um tal µ > 0
fixado, concluímos que

= |Br(x0) ∩ Ω0| ≥ |Br(x0) ∩Bµr(ξr)| ≥ θrN ,

para alguma constante θ > 0, como desejado.
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Apêndice A

Demonstrações Complementares

Ao longo do texto, utilizamos alguns resultados cujas demonstrações poderiam
comprometer a fluidez da leitura. Por esse motivo, optamos por reuni-las neste
apêndice. Como se tratam de resultados oriundos de contextos diversos, a maioria
não está organizada segundo uma ordem lógica.

Lema A.0.1. Seja u ∈ L2(Ω) e sejam x0 ∈ Ω, R > 0 tais que BR(x0) ⊂ Ω. Então,
a função

ϕ(r) :=

∫
Br(x0)

(u− (u)r)
2 dx

é não decrescente no intervalo [0, R].

Demonstração. Inicialmente, observe que

ϕ(r) =

∫
Br(x0)

u2 dx− 2(u)r

∫
Br(x0)

u dx+ (u)2r

∫
Br(x0)

dx

=

∫
Br(x0)

u2 dx− 2

α(N)rN

(∫
Br(x0)

u dx

)2

+

(
1

α(N)rN

∫
Br(x0)

u dx

)2

α(N)rN

=

∫
Br(x0)

u2 dx− 2

α(N)rN

(∫
Br(x0)

u dx

)2

+
1

α(N)rN

(∫
Br(x0)

u dx

)2

=

∫
Br(x0)

u2 dx− 1

α(N)rN

(∫
Br(x0)

u dx

)2

.

Com isso, temos

ϕ′(r) =

∫
∂Br(x0)

u2dS − 2

α(N)rN

∫
Br(x0)

udx

∫
∂Br(x0)

udS +
NrN−1

α(N)r2N

(∫
Br(x0)

udx

)2

=

∫
∂Br(x0)

u2dS − 2

∫
∂Br(x0)

u(u)rdS +

∫
∂Br(x0)

(u)2rdS

=

∫
∂Br(x0)

(u− (u)r)
2 dS

≥ 0.

Portanto, ϕ é não decrescente em [0, R].
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Teorema A.0.2 (Desigualdade de Poincaré com Traço). Seja Ω ⊂ RN um
aberto limitado com ∂Ω ∈ C1. Então, existe uma constante positiva C = C(Ω) tal
que

∥u∥L2(Ω) ≤ C
(
∥∇u∥L2(Ω) + ∥T (u)∥L2(∂Ω)

)
,

para todo u ∈ H1(Ω).

Demonstração. Suponha, por contradição, que uma tal constante não existe. Então,
para cada n ∈ N, podemos encontrar un ∈ H1(Ω) tal que

∥un∥L2(Ω) ≥ n
(
∥∇un∥L2(Ω) + ∥T (un)∥L2(∂Ω)

)
.

Para cada n ∈ N, defina
vn =

un
∥un∥L2(Ω)

.

Observe que

∥vn∥L2(Ω) = 1 e ∥∇vn∥L2(Ω) ≤
1

n
,

para todo n ∈ N. Assim, {vn} é uma sequência limitada em H1(Ω). Desse modo,
por Rellich-Kondrachov, existem uma subsequência, ainda denotada por {vn}, e
v ∈ L2(Ω) tais que

vn → v em L2(Ω)

Mostraremos que v ∈ H1(Ω), com ∇v = 0. Para tanto, seja ϕ ∈ C∞
0 (Ω). Note que∫

Ω

vDkϕ dx = lim
n→∞

∫
Ω

vnDkϕ dx = − lim
n→∞

∫
Ω

ϕDkvn dx = 0,

pois
lim
n→∞

∥∇vn∥L2(Ω) = 0.

Isto mostra que Dkv = 0 para todo k = 1, . . . N . Portanto, v ∈ H1(Ω) e ∇v = 0.
Com isso, temos que

vn → v em H1(Ω).

Dessa forma, pela continuidade do Operador Traço,

lim
n→∞

∥T (vn)∥L2(∂Ω) = ∥T (v)∥L2(∂Ω).

Por outro lado, como

∥T (vn)∥L2(∂Ω) =
∥T (un)∥L2(∂Ω)

∥un∥L2(Ω)

≤ 1

n
,

temos que
lim
n→∞

∥T (vn)∥L2(∂Ω) = 0.

Consequentemente, T (v) = 0. Isto implica que v ∈ H1
0 (Ω). Desse modo, usando a

desigualdade de Poincaré, obtemos

∥v∥L2(Ω) ≤ K∥∇v∥L2(Ω),
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para alguma constante K > 0. Portanto, como ∇v=0, concluímos que v = 0. Mas
isto é uma contradição, uma vez que

∥v∥L2(Ω) = lim
n→∞

∥vn∥L2(Ω) = 1.

Logo, uma tal constante C existe.

Lema A.0.3. Seja Ω′ ⋐ Ω e considere u ∈ H1
0 (Ω

′). Então, a função v : Ω → R
definida por

v(x) =

{
u(x), em Ω′

0, em Ω \ Ω′

pertence a H1
0 (Ω).

Demonstração. Seja ϕ ∈ C∞
0 (Ω). Para cada k = 1, . . . , N , temos∫

Ω

vDkϕ dx =

∫
Ω′
vDkϕ dx+

∫
Ω\Ω′

vDkϕ dx =

∫
Ω′
uDkϕ dx.

Como u ∈ H1
0 (Ω

′), existe uma sequência {un} ⊂ C∞
0 (Ω′) tal que

un → u em H1
0 (Ω

′).

Com isso, temos que ∫
Ω

vDkϕ dx =

∫
Ω′
uDkϕ dx

= lim
n→∞

∫
Ω′
unDkϕ dx

= lim
n→∞

−
∫
Ω′
ϕDkun dx

= −
∫
Ω′
ϕDku dx

= −
∫
Ω

ϕDkv dx,

onde

Dkv(x) :=

{
Dku(x), em Ω′

0, em Ω \ Ω′.

Isto verifica que v possui derivadas parciais fracas em L2(Ω). Além disso, definindo

vn(x) :=

{
u(x), em Ω′

0, em Ω \ Ω′,

temos que {un} ⊂ C∞
0 (Ω) e

vn → v em H1(Ω).

Portanto, v ∈ H1
0 (Ω).
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Lema A.0.4 (Desigualdade de Cauchy com ε). Para quaisquer a, b ∈ R e ε > 0,
tem-se

ab ≤ εa2 +
b2

4ε
.

Demonstração. Observe que, para quaisquer α, β ∈ R, vale

0 ≤ (α− β)2 = α2 − 2αβ + β2,

ou seja,

αβ ≤ α2

2
+
β2

2
.

Assim, escolhendo α = 2εa e β = b, obtemos

2εab ≤ 4ε2a2

2
+
b2

2
,

de onde segue que

ab ≤ εa2 +
b2

4ε
.

Lema A.0.5. Seja (aij) uma matriz de coeficientes satisfazendo a condição de elip-
ticidade

λ|ξ|2 ≤ ⟨aij(x)ξ, ξ⟩ ≤ Λ|ξ|2, ∀x ∈ Ω, ξ ∈ RN ,

para certas constantes Λ ≥ λ > 0. Então,∣∣⟨aij(x)ξ, η⟩∣∣ ≤ Λ|ξ||η|,

para todo x ∈ Ω e quaisquer ξ, η ∈ RN .

Demonstração. Usando a condição de elipticidade, verifica-se que

(ξ, η) := ⟨aij(x)ξ, η⟩, ξ, η ∈ RN ,

define um produto interno em RN . Assim, pela Desigualdade de Cauchy-Schwartz,

|(ξ, η)| ≤ (ξ, ξ)1/2(η, η)1/2,

ou seja, ∣∣⟨aij(x)ξ, η⟩∣∣ ≤ ⟨aij(x)ξ, ξ⟩1/2⟨aij(x)η, η⟩1/2.

Portanto, usando a condição de elipticidade mais uma vez, concluímos que∣∣⟨aij(x)ξ, η⟩∣∣ ≤ Λ|ξ||η|.

Na proposição a seguir, demonstraremos mais uma propriedade de matrizes
(λ,Λ) - elípticas que foi utilizada nesta dissertação. Antes disso, precisaremos esta-
belecer a seguinte notação.
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Notação A.0.6. Considere o conjunto

M(Ω) :=
{
(aij) | aij ∈ L2(Ω) para i, j = 1, . . . , N

}
.

Verifica-se que M(Ω) é um espaço de Hilbert quando munido com o produto interno

⟨(aij), (bij)⟩M(Ω) :=
N∑

i,j=1

⟨aij, bij⟩L2(Ω),

que induz a norma

∥(aij)∥ :=

(
N∑

i,j=1

∥aij∥2L2(Ω)

)1/2

.

Denotaremos por Mλ,Λ(Ω) o seguinte subconjunto de M(Ω):

Mλ,Λ(Ω) :=
{
(aij) ∈ M(Ω) | λId ≤ (aij) ≤ ΛId

}
,

onde Λ ≥ λ > 0.

Proposição A.0.7. Seja {(aijk )}k uma sequência em Mλ,Λ(Ω). Então, existem uma
subsequência, ainda denotada por {(aijk )}k, e uma matriz (bij) ∈ Mλ,Λ(Ω) tais que

(aijk )⇀ (bij) fracamente em M(Ω).

Demonstração. Como Ω é limitado, segue da condição de elipticidade que {(aijk )}k
é limitada em M(Ω). Consequentemente, desde que M(Ω) é reflexivo por ser um
espaço de Hilbert, existem uma subsequência, ainda denotada por {(aijk )}k, e uma
matriz (bij) ∈ M(Ω) tais que

(aijk )⇀ (bij) fracamente em M(Ω).

Nos resta verificar que (bij) ∈ Mλ,Λ(Ω). Para isso, observe primeiramente que
Mλ,Λ(Ω) é um subconjunto convexo. De fato, sejam (cij), (dij) ∈ Mλ,Λ(Ω) e seja
t ∈ [0, 1]. Para q.t.p. x ∈ Ω e todo ξ ∈ RN , temos

⟨[(1− t)cij(x) + tdij(x)]ξ, ξ⟩ = (1− t)⟨cij(x)ξ, ξ⟩+ t⟨dij(x)ξ, ξ⟩
≥ (1− t)λ|ξ|2 + tλ|ξ|2

= λ|ξ|2.

Analogamente,
⟨[(1− t)cij(x) + tdij(x)]ξ, ξ⟩ ≤ Λ|ξ|2.

Isto significa que
(1− t)(cij) + t(dij) ∈ Mλ,Λ

e, portanto, Mλ,Λ(Ω) é convexo. Afirmamos também que Mλ,Λ(Ω) é fechado. Para
verificar isso, seja {(cijk )}k uma sequência em Mλ,Λ(Ω) com

(cijk ) → (dij) em M(Ω)
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para algum (dij) ∈ M(Ω). Para cada i, j fixados, como

∥cijk − dij∥L2(Ω) ≤ ∥(cijk )− (dij)∥,

temos que
cijk → dij em L2(Ω).

Consequentemente, usando o fato que convergência em espaços de Lebesgue implica
em convergência em quase todo ponto para alguma subsequência, obtemos uma
subsequência, ainda denotada por {(cijk )}k, tal que

cijk (x) → dij(x) q.t.p. em Ω,

para i, j fixados. Assim, para todo ξ ∈ RN , desde que

λ|ξ|2 ≤ ⟨cijk (x)ξ, ξ⟩ ≤ Λ|ξ|2,

passando ao limite quando k → ∞, obtemos

λ|ξ|2 ≤ ⟨dij(x)ξ, ξ⟩ ≤ Λ|ξ|2.

Isto mostra que (dij) ∈ Mλ,Λ(Ω) e, portanto, Mλ,Λ(Ω) é fechado. Para finalizar a
demonstração, vamos utilizar o fato que, para conjuntos convexos, ser fechado na
topologia fraca equivale a ser fechado na topologia forte (ver Teorema 3.7 em [6]).
Como Mλ,Λ(Ω) é convexo e fechado na topologia forte, temos que Mλ,Λ(Ω) é fechado
na topologia fraca. Logo, desde que (bij) pertence ao fecho fraco de Mλ,Λ(Ω),
concluímos que (bij) ∈ Mλ,Λ(Ω), como queríamos.

Proposição A.0.8. As sequências de funções {βε} e {Bε} definidas na Introdução
são tais que

βε →
(∫

β(s) ds

)
· δ0 e Bε →

(∫
β(s) ds

)
· χ{ξ>0},

no sentido de distribuições, onde δ0 denota a medida de Dirac concentrada em 0.

Demonstração. Seja ϕ ∈ C∞
0 (Ω). Observe que∫

R
βε(t)ϕ(t) dt =

∫
R

1

ε
β

(
t

ε

)
ϕ(t) dt =

∫
R
β(t)ϕ (εt) dt.

Como, para todo t ∈ R,

β(t)ϕ (εt) → β(t)ϕ(0), quando ε→ 0,

e
|β(t)ϕ (εt) | ≤ max

R
βmax

R
ϕ,

segue do Teorema da Convergência Dominada que∫
R
βε(t)ϕ(t) dt→

∫
R
β(t)ϕ(0) dt = ϕ(0)

∫
R
β(t) dt =

∫
R

(∫
R
β

)
ϕ(t) dδ0(t),
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pois ∫
R
ϕ(t) dδ0(t) = ϕ(0).

Isto prova a primeira convergência. Agora, observe que∫
R
Bε(ξ)ϕ(ξ) dξ =

∫
R

(∫ ξ

0

βε(t) dt

)
ϕ(ξ) dξ

=

∫
R

(∫ ξ/ε

0

β(t) dt

)
ϕ(ξ) dξ

=

∫
R

(∫ ξ/ε

0

β(t) dt

)
χ{ξ>0}(ξ)ϕ(ξ) dξ.

Para todo ξ ∈ R fixado, vale a convergência(∫ ξ/ε

0

β(t) dt

)
χ{ξ>0}(ξ)ϕ(ξ) →

(∫
R
β(t) dt

)
χ{ξ>0}(ξ)ϕ(ξ) quando ε→ 0.

Portanto, usando o Teorema da Convergência Dominada novamente, obtemos∫
R
Bε(ξ)ϕ(ξ) dξ →

∫
R

(∫
R
β(t) dt

)
χ{ξ>0}(ξ)ϕ(ξ) dξ quando ε→ 0.
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