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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar um jogo combinatério inspirado no argu-
mento de diagonalizacao de Cantor. O jogo envolve dois jogadores, Kronecker e Cantor,
cujos nomes fazem referéncia a historica oposicao de Leopold Kronecker a matematica
desenvolvida por Georg Cantor. A partir dos argumentos explorados no jogo, propomos
uma abordagem didatica voltada para o ensino de conceitos relacionados a sequéncias e a

cardinalidade de conjuntos, introduzindo a ideia de conjuntos infinitos e suas diferencas.

Palavras-chave: Diagonalizagdo de Cantor. Conjuntos Infinitos. Sequéncias. Conjuntos

enumeraveis.



Abstract

The aim of this work is to present a combinatorial game inspired by Cantor’s diagona-
lization argument. The game involves two players, Kronecker and Cantor, whose names
reference the historical opposition of Leopold Kronecker to the mathematics developed
by Georg Cantor. Based on the arguments explored in the game, we propose a didactic
approach aimed at teaching concepts related to sequences and the cardinality of sets,

introducing the idea of infinite sets and their distinctions.

Keywords: Cantor’s Diagonalization. Infinite Sets. Sequences. Countable Sets.
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Introducao

Ao longo de sua histéria, a matematica tem enfrentado desafios conceituais que vao
além da simples resolucao de problemas numéricos ou geométricos. Entre esses desafios,
destaca-se a compreensao do infinito, um conceito que permeia desde a Grécia Antiga
até as formulacoes rigorosas da matemdtica moderna. A tentativa de compreender e
formalizar o infinito levou a avancos importantes na logica, na teoria dos conjuntos e na
propria estruturacao do pensamento matematico.

No final do século XIX, o argumento de diagonaliza¢ao de Georg Cantor permitiu
comparar e classificar diferentes tamanhos de conjuntos infinitos. Como exemplo, de-
monstrou que o conjunto dos niimeros reais nao ¢ enumeravel. Essa ideia rompeu padroes
e deu origem a novos campos de investigagao. No entanto, também encontrou resisténcia,
especialmente na figura de Leopold Kronecker, defensor de uma matemaética estritamente
baseada em construgoes finitas.

E nesse contexto que se inclui a proposta central deste trabalho: a construcio
de jogos combinatérios que representam, em termos finitos e estratégicos, os principios
fundamentais do argumento da diagonalizagao de Cantor. O jogo consiste em uma disputa
entre Kronecker que seleciona uma lista secreta de sequéncias binarias de comprimento
fixo, e Cantor deve, com o menor nimero possivel de perguntas, construir uma nova

sequéncia que nao pertenca a lista. As perguntas permitidas sao do tipo:
Qual é o digito binério j da sequéncia 7?7

Essa dindmica estabelece um jogo de informagao parcial, no qual a estratégia de
Cantor consiste em selecionar cuidadosamente quais entradas consultar e em que momento
fazé-lo, com o objetivo de reunir dados suficientes para construir uma nova sequéncia,
isto é, distinta de todas que compoem a lista de Kronecker. O principal desafio esta
em minimizar o niimero de consultas necessarias, maximizando o processo de construcao
de Cantor e tornando sua estratégia o mais eficiente possivel. Essa busca por eficiéncia
estratégica ¢ baseada pelos resultados obtidos na analise matematica do jogo, que revela
padroes precisos sobre o niimero minimo de perguntas exigidas em funcao dos parametros
do problema.

O trabalho compoe-se em quatro capitulos. No Capitulo 1, apresentamos as ba-

ses tedricas necessarias a compreensao da proposta, iniciando pelos nimeros naturais e



abordando conceitos como conjuntos finitos, infinitos, representacao binaria, enumerabi-
lidade e fungoes maximo e minimo inteiro. Ja no Capitulo 2, debatemos os paradoxos e
contribuigoes de alguns mateméticos como David Hilbert, Georg Cantor e Leopold Kro-
necker. No Capitulo 3, chamado de jogos de diagonalizacao tem como objetivo representar
uma proposta baseada no argumento de diagonalizagao de Cantor, por meio de um jogo
construido com sequéncias bindrias. E por fim, o capitulo 4 desenvolve uma proposta di-
datica baseada no argumento de diagonalizagdao de Cantor, organizada sob a forma de um
jogo matematico que utiliza cartas contendo sequéncias binarias para ilustrar de forma

concreta os conceitos discutidos anteriormente.



Capitulo 1

Preliminares

Os conceitos abordados neste capitulo, como a definicdo formal dos niimeros na-
turais por meio dos axiomas de Peano, a distin¢ao entre conjuntos finitos e infinitos, o
principio da Boa Ordem, o principio da inducao, nocoes centrais de enumerabilidade,
limite de uma sequéncia e funcoes piso e teto, fornecem os fundamentos tedricos indispen-
saveis para o entendimento das ideias desenvolvidas nos capitulos seguintes, utilizando

como referéncias [6] [7] e [§].

1.1 Numeros Naturais

Nesta secao, apresentamos o conjunto dos niimeros naturais e sua fundamentacao
tedrica. A seguir, apresentamos os axiomas que definem o conjunto dos niimeros naturais

e suas propriedades.

Definicao 1. O conjunto N dos niimeros naturais é caracterizado pelos sequintes axiomas:

1. Existe uma fungdio injetiva s : N — N. A imagem s(n) de cada nimero natural

n € N chama-se o sucessor de n;
2. Eziste um tnico nimero natural 1 € N tal que 1 # s(n) para todo n € N;

3. Se um conjunto X C N € tal que 1 € X e (n € X = s(n) € X), entdo X = N.

Observagao 1. Os itens 1,2 e 3 na Definicdo anterior podem ser interpretados das

sequintes formas

(a) Todo nimero natural tem sucessor que ainda é um nimero natural; nimeros diferen-

tes tém sucessores diferentes;

(b) Eziste um tinico nimero natural 1 que nao € sucessor de nenhum outro;

12



1.1. NUMEROS NATURAIS 13

(c) Se um conjunto de nimeros naturais contém o nimero 1 e contém também o suces-
sor de cada um dos seus elementos, entdo esse conjunto contém todos os niumeros

naturais.

As propriedades 1,2 e 3 sdao conhecidas como aziomas de Peano. O Axioma 3 é
conhecido como o Principio da indugdo finita.

O principio da indugao possibilita um método de demonstragao de afirmacoes que
envolvam os nimeros naturais, conhecido como o método de indugio (ou recorréncia), o

qual funciona assim:

Proposigao 1. (Método de Indugio Finita) Seja P(n) wma propriedade relativa a um
nimero natural n. Se P(1) é vdlida e se, supondo P(n) wvdlida, resultar que P(s(n))
também € vdlida, entao P(n) € vdlida para todo n pertencente ao conjunto dos nimeros

naturais.

Demonstragio. Considere o conjunto X = {n € N; P(n) é vilida}. Como P(1) é valida,
entdo 1 € X. Além disso, assumindo que n € X isso implica que P(n) é valida e, por
hip6tese P(s(n)) também é valida, ou seja, s(n) € X. Pelo principio de indu¢ao X = N
e, portanto P(n) é valida para todo n € N. O]

Definicao 2. No conjunto N dos nimeros naturais definimos as operagoes fundamentais
de adigdo, que associa a cada par de nimeros (m,n) a soma m + n, e a multiplicagdo,
que faz corresponder ao par (m,n), o produto m -n. Essas operagoes sao caracterizadas

pelas sequintes igualdades:

(i) m+1=s(m);

(ii) m+ s(n) = s(m+n), isto , m+ (n+1) = (m+n)+1;
(iii) m -1 =m;

(iv) m-s(n)=m-n+m, isto é, m-(n+1) =m-n+m.

Proposicao 2. Sejam m, n e p nimeros naturais quaisquer, entdo temos as sequintes

propriedades da adicao e da multiplicacao:

(i) (Associatividade) (m+n)+p=m+ (n+p) em-(n-p)=(m-n)-p;
(ii) (Distributividade) m-(n+p)=m-n+m-p;

(iii) (Comutatividade) m+n=n+m e m-n=n-m;

(iv) (Lei do corte) n+m=p+m=n=pesem+#0, temosn-m=p-m=n=np.
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Demonstra¢io. A demonstracao dos itens (i)-(ili) sdo encontradas em [[§]]. A seguir,
mostramos a lei do corte para a adi¢cao, usando indugao em m. Observe que, para m = 1

temos

Deﬁnigééc;e soma s (n)

n+l=p+1 = s(p)

Injetividade de s
Supondo valida para m, ou seja,

n+m=p+m=mn=np.

Dessa forma,

ﬂa

Associatividade da soma

n+ (m+1) =p+ (m+1) (nt+m)+1=(p+m)+1
Definigao de soma
— s(n+m)=s(p+m)
Injetividade de s
— n+m=p+m
Hipc’)tese:de>indu§50 n=p.

]

Definicao 3. Dados os numeros naturais m,n, dizemos que m ¢é menor do que n, se

existe p € N tal que n = m + p. Neste caso, denotamos m < n.
Proposicao 3. Sejam m, n e p nimeros naturais. Se m < n en < p, entdo m < p.

Demonstracao. Como m < n e n < p, existem k; e ky niimeros naturais tais que
n=m-+k e p=n+ks.
Portanto,
p=m+ky)+ke=m+ (k1 + ko),
isto é, existe k = k1 + ko € N tal que p = m + k, e portanto, m < p. O]

Uma propriedade importante acerca da relacao de ordem é que ela relaciona dois
naturais quaisquer da seguinte forma: Dados m e n € N, entdo exatamente uma das trés
possibilidades é satisfeita:

m=noum<noun<im.

Outra propriedade relevante é que nao existe nenhum nimero natural entre um nimero

€ seu sucessor, como mostramos a seguir.

Observacao 2. Diremos que m é menor do que ou igual a n se m = n ou m < n.

Usaremos a notacao de m < n.
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Proposicao 4. Dado n € N, nao existe p € N tal quen <p <n+ 1.

Demonstragio. Seja n € N e suponha por absurdo, que existe um ntimero p € N com essa
propriedade. Entao, podemos escrever p =n+qgen+1=p+r onde ¢,r € N. Assim,

temos:

Lei do corte

p+tl=n+l+qg=—=p+l=p+r+gq = l1=r+gq.

Isso leva a uma contradicao, pois, pela definicdo de adi¢do nos niimeros naturais, a soma
de dois nimeros naturais é sempre o sucessor de algum ntmero, e, portanto, nao pode ser

igual a 1. Logo, a hipdtese inicial estd errada, e tal p ndo pode existir. O
Lema 1. Sen € N, entio 1 <n .

Demonstragcdo. Suponha, por contradicdo, que exista n € N tal que n < 1. Por definicao,
existe k € N tal que
l=n+k.

Mas, por definicdo de adicao, a soma de dois niimeros naturais é sempre o sucessor de

algum nimero, o que é um absurdo, pois 1 # s(n), para todo n € N. n

Observacao 3. Para cada n € N, denotamos por I, o conjunto dos niumeros naturais

menores ou tguats a n, isto €,
I,={1,2, - n}

Teorema 1. (Principio da Boa Ordem) Todo subconjunto ndao vazio A C N possui um

menor elemento, isto é, um elemento ng € A tal que ng < n para todon € A.

Demonstragio. Se 1 € A, entdo pelo Lema [T 1 é o menor elemento do conjunto A.
Caso contrario, ou seja, se 1 ¢ A, consideramos o conjunto X, formado pelos ntimeros
naturais n tais que I,, C N — A onde I} = {1} C N — A concluimos que 1 € X. Porém,
como A nao é vazio, segue que X # N. Assim, a tese do Principio de Inducao Finita

nao é satisfeita. Logo, deve existir algum n € X tal que s(n) ¢ X. Isso implica que

L,={1,2 - ,n} CN-Amasl,;; ={1,2, .-+, n+1} € N=A. Logo, no =n+1 € A,
ou seja, ng serd o menor elemento do conjunto A, ja que nao existe nimero natural entre
nen+ 1. [

A seguir, apresentamos um resultado muito util na aritmética dos inteiros, que

segue do Principio da Boa Ordem.

Corolario 1. (Algoritmo da Divisao) Dado dois inteiros x ey, comy > 0, existem inicos

inteiros q e r, chamados respectivamente de quociente e resto, tais que:

r=qy+r, com0<r<y.
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Demonstragio. Sejam x € Z e y € N e considere o conjunto

A={or—ky|lk€Zex—ky>0}

O conjunto A nao é vazio, pois considerando k = —|z|, temos
v—ky = z—(=[z))y
= z+|zly
> x+|z| >0.

16

Pelo Principio da Boa Ordem [T A tem um menor elemento r, com r = z — gy, para algum

q € Z. Entao,

T =qy+r, comr > 0.

Para mostrar que r < y, suponha por contradicao que r = y. Entao,

y=r—qu=>zx=y+qy=1z=(1+q)y.

Logo,

r—(¢g+1y=0¢€ A

Porém, note que

r=T—qy>r—qy—Y,

o que contraria a minimalidade de r. Por outro lado, assumindo r > y, existe a tal que

r=x+a, com 0 < a < r. Entao,

y+ta=x—qy=a=z—qy—y=a=x—(1+q)y € A,

que é uma contradicdo, pois r é o menor elemento de A. Portanto, 0 < r < .

Para mostrar a unicidade, suponha que existam dois pares de inteiros (¢, ) e (¢, '),

tais que,

r=qu+r=qy+r com0<rr <y

Dali, temos:

q+r=qdy+r=@q-¢)y=r"—r=lg=dly=1|r—7|, com0<|r—7|<y.

Note que y|(r — ') e 0 < |r — /| < y, donde concluimos que r — 7’ = 0 e portanto,

lg —¢'| =0, pois y # 0, logo ¢ = ¢'.

]
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1.2 Conjuntos Finitos

Nesta se¢ao, apresentamos os conjuntos finitos e algumas de suas propriedades.

Definicao 4. Um conjunto X é dito finito quando é vazio ou quando existir uma bijecdo
f: I, — X, para algum n € N.

Se x1 = f(1), z2 = f(2), -+ ,xn = f(n), entdo X = Im(f) = {x1,29,- -+ , 2}, €
neste caso, dizemos que a fungdo f é uma contagem dos elementos de X, e o numero n €
denominado o niumero de elementos ou a cardinalidade do conjunto finito X. Denotamos

por | X| a cardinalidade do conjunto X.

Lema 2. Seja f uma bijecao de X em Y. FEntao, para qualquer elemento a de X e

qualquer elemento b de Y, existe uma bijegio g de X em 'Y de modo que g(a) = b.

Demonstragio. Como f é uma bijecao, sabemos que existe exatamente um o’ € X tal
que f(a') =b. Se a’ = a, basta considerar g = f. Se a’ # a, precisamos definir g de forma
a "trocar'os papéis de a e a’ em relagdo a f, sem prejudicar a bijetividade. Dessa forma,

definimos ¢g : X — Y a seguir:

b, se r = a,
g(x) = fla), sex=d,
flz), sex#a,x#dexelX.

Da sobrejetividade de f, temos que

Y = Im(f)
= {f(z); z € X}
= {f@}U{f(@tu{f(z);ze X, z#d ex#a}
= {Bu{fla}u{flz)izeX z#decx+#a}
= Im(g)

Portanto, g é sobrejetiva.
A injetividade de g segue de sua definicao e da injetividade de f. Logo, a funcao

g € uma bijecao e satisfaz g(a) = b. O

Teorema 2. Se A ¢ um subconjunto préprio de I,,, ndao pode existir uma bijecio em A

em I,,.

Demonstracdo. O resultado é imediato para n = 1. Sejam n € N, com n > 1 e A um
subconjunto préprio de I,,. Suponha por contradi¢do que exista uma bijecao f: A — I,,.
Pelo Principio da Boa Ordem, podemos supor sem perda de generalidade que n é o menor

numero natural para o qual essa condicao ¢é satisfeita, isto ¢, se £ < n, nao pode existir
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uma bijegado de um subconjunto préprio de I em I. Analisemos separadamente os casos
neAen¢ A

Se n € A, pelo Lema , existe uma bije¢ao g : A — I, tal que g(n) = n. Nesse
caso, podemos considerar a restrigdo, denotada por g, de g ao conjunto A — {n}. Isto é,
g:A—{n} — I, ; é definida por

g(k) = g(k) para todo k € I,,_4.

Ou seja, ¢ é uma bijecao do subconjunto préprio A — {n} C I,,_;, contrariando a mini-
malidade de n, pois A — {n} é um subconjunto préprio de I,, .

Sen ¢ A, como f é sobrejetiva, existe a € A tal que f(a) =n. Como a € A e
n ¢ A, segue que a # n donde concluimos que A — {a} é um subconjunto préprio de I,,_;.
Logo, a restricao de f ao subconjunto préprio A — {a} de I,,_; também é uma bijecao de

A —{a} em I,_1, o que novamente contradiz a minimalidade de n. O

O seguinte Corolario mostra que a cardinalidade de um conjunto estd bem definida,
isto é, | X| = m e | X| = n, entdo m = n, e portanto podemos dizer que o conjunto possui

m elementos.
Corolario 2. Se f: 1, — X e g: I, — X sao bijecoes entao m = n.

Demonstracio. Se m = n, nada temos a provar. Sem perda de generalidade, suponha

que m < n. Entdao I, é um subconjunto proprio de I, e observe que a composi¢do

glof: I, — I, é uma bijecdo (por ser composicio de bijecdes), o que contraria o
Teorema [2] Portanto, m = n. [

Corolario 3. Seja X um conjunto finito. Uma aplicacio f : X — X é injetiva se, e

somente se, € sobrejetiva.

Demonstrag¢io. Como X é um conjunto finito, existem n € N e uma bijecao
o1, — X.
Dessa forma, podemos definir f : I,, — I,, por
f=9¢"ofod,
entao temos:

f é injetiva <= f é injetiva

f é sobrejetiva <= f é sobrejetiva.
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Portanto, podemos supor sem perda de generalidade que X = I,,, ou seja, basta mostrar
o resultado para f : I,, — I,.
Suponha que f seja injetiva e considere Y = Imf. Suponha, por absurdo, que

Y ¢ I, temos que existe uma bijecao
f:1I,—=Y GI,.
Donde concluimos que
.y —»1,

é uma bijecdo de Y em I,,, contrariando o Teorema 2] Logo, Y = I,, e f é sobrejetiva.
Suponha que f : I,, — I, seja sobrejetiva, queremos mostrar que f ¢ injetiva. Para

isso, escolha para cada k € I,,, um xy € I, tal que f(zy) = k. Defina
A= {xk; ke ]n}

Se f nao for injetiva, existe um ng € I, e a,b € I, com a # b tal que f(a) = f(b) =
ng isto implica que ou z,, = a ou z,, = b. Logo, A # I,, pois a ou b nao pertencem a este
conjunto A. Definindo f como a restricdo de f ao conjunto A, f = fla, isto é,

frACL, — I,
ko= fla) = f(k)
Logo, f é uma bijecdo de A & I, em I,, contrariando o Teorema Portanto, f ¢é

sobrejetiva.

]

Corolario 4. Nao pode existir uma bijecao entre um conjunto finito e uma sua parte

propria.

Demonstragdo. Seja X um conjunto finito. Assim, existe uma bijecao
v: 1, = X.

Supondo Y subconjunto préprio de X, temos que o conjunto A = ¢~1(Y) é um subcon-
junto préprio de I,,. Dessa forma,
QYA - A=Y

definida por p4(z) = p(z) é uma bijecao de A em Y.
Se f:Y — X for bijecao, entao

g:AC L, =1,
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definida por

g(x) =~ o fopa(x)
¢ uma bijecao, contrariando o Teorema [2| Logo, f ndo pode ser uma bijecao. O
Teorema 3. Todo subconjunto de um conjunto finito é finito.

Demonstracao. Inicialmente, considere X = &, entdao X nao tem elementos e qualquer
subconjunto de X também é vazio, ou seja, é finito. Mostramos para o caso de conjuntos
que nao sao vazio, usando o principio de induc¢ao no nimero de elementos do conjunto
X. Supondo que |X| = 1, entdo os unicos subconjunto de X sao o conjunto vazio & e o
proprio X, que sao conjuntos finitos. Suponha que o teorema seja valido para conjuntos
com n elementos. Queremos mostrar que é valido para conjuntos com n + 1 elementos.
Entao, seja X um conjunto com n + 1 elementos, e Y C X, dai temos que se Y = X, ndo
hé nada a provar, pois X ¢é finito por hipétese.

Caso Y ¢ X, tomemos um elemento a € X tal que a ¢ Y, entdo Y C X — {a}.
Como o conjunto X —{a} tem n elementos, e, pela hipétese de indugao, todo subconjunto
de X — {a} é finito, segue que Y também é finito. Portanto, pelo principio de indugéo, o
teorema é valido para qualquer conjunto finito X. Logo, todo subconjunto de um conjunto
finito é finito. O

Corolario 5. Dada f: X — Y, se Y ¢ finito e f ¢ injetiva entao X € finito; se X €
finito e f € sobrejetiva entao Y € finito.
Demonstracio. Suponha que Y seja um conjunto finito e que f : X — Y seja injetiva.

Como f(X) C Y, pelo Teorema 3, f(X) é um conjunto finito, isto ¢, existe uma bijegao
g: I, = f(X). Defina

f:X = f(X)
r = f(z)=f(z)

Dessa forma, f é bijetiva. Logo, a funcao h : I, — X dada por h = g o (f)_1 é uma
bijecao, o que garante que X é finito.

Por outro lado, suponha que X seja um conjunto finito e que f : X — Y seja
sobrejetiva. Para cada y € Y, escolha x, € X tal que f(z,) = y. Tal escolha é possivel,
pois f é sobrejetiva. Considere A = {z, € X;y € Y} C X, pelo Teorema , A é um

conjunto finito, isto é, existe uma bijecao k : I,, — A. Defina:
f:4 - Y
Ty .f(xy) =Y

Logo, f é bijetiva. Portanto, f ok : I, — Y é uma bijecdo, o que garante que Y é
finito. O
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Definicao 5. Um subconjunto X C N diz-se limitado quando existe p € N tal que x < p
para todo x € X.

Corolario 6. Um subconjunto X C N ¢€ finito se, e somente se, € limitado.

Demonstragio. Seja X C N um conjunto finito. Por defini¢ao, existe uma bijecao f : I,, —
X. Considerando X = {f(1), f(2), ---, f(n)}, defina m = max{f(1), f(2), - -, f(n)}.
Entao, se x € X, temos x < m, ou seja, X ¢é limitado. Reciprocamente, suponha que
X C N seja limitado. Entao, existe k € N tal que x < k para todo z € X. O conjunto X
estd contido no intervalo {1,2,---  k} que é finito. De maneira que, X é um subconjunto

de um conjunto finito e, pelo Teorema [3] ele préprio ¢é finito. O

1.3 Conjuntos Infinitos

Nesta secao, introduzimos o conceito de infinito e exploramos algumas de suas
propriedades, que fogem a intuicdo. Apresentamos também a nocao de cardinalidade,

que permite quantificar e comparar diferentes tipos de infinitos.

Definicao 6. Um conjunto X é chamado de infinito quando ele nao € finito. Isso significa
que X € infinito se ele nao for vazio e nao existir nenhum niumero natural n para o qual

seja possivel estabelecer uma bijecao f : I, — X, onde
I, ={1,2,--- ,n}.

Exemplo 1. O conjunto dos niimeros naturais N € infinito. De fato, se N ndo for infinito,
entao existe uma bijecao x : I, — N, definida por x(k) = z, para todo k € I,,. Considere
no = max{zi, s, ---, Tn}, desse modo, ng + 1 = s(ng) ¢ Im(x), mas ng +1 € N,

contrariando a sobrejetividade de x.
Teorema 4. Se X é um conjunto infinito, entdo existe uma aplicacao injetiva f : N — X.

Demonstragcao. Como X ¢é infinito , ele nao é vazio. Logo, podemos escolher um elemento
x1 € X. Fazendo a demonstragdo por inducdo, ou seja, vamos construir f : N — X
de maneira injetiva. Para n = 1, temos que x; € X. Suponha que ja escolhemos
T, %9, , 2k € X, comk € N. Como X é infinito, o subconjunto X —{xy, xs,- -+ , 2%} ndo
é vazio. Assim, podemos escolher zy,; € X —{x1, 29, -+, 2 }. Determinamos f: N — X
como f(n) = x,. Com isso, por construcdo x; # x; para i # j, ja que cada elemento
x, foi escolhido de forma a ser distinto dos anteriores. Logo, f é injetiva. Portanto, a

construcao garante que f : N — X é uma funcao injetiva. m

O resultado a seguir ilustra bem o cuidado que devemos ter ao lidar com conjuntos

infinitos, pois, em certas situagoes, a intuicao pode falhar. Por exemplo, nao é intuitivo
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pensar que, ao removermos alguns elementos de um conjunto, ainda seja possivel estabe-
lecer uma correspondéncia biunivoca com o conjunto original. No entanto, isso de fato

ocorre com conjuntos infinitos, como sera mostrado a seguir.

Corolario 7. Um conjunto X € infinito se, e somente se, existe uma bijecio ¢ : X =Y

sobre um subconjunto préprio Y & X.

Demonstragio. Suponha X um conjunto infinito, entéao pelo Teoremald] existe uma fungao
injetiva

f:N—=X.
Considere z,, = f(n) para todon € Ne Y = X — {z1}. Defina ¢ : X — Y por:

p(r) =
Tpi1, Se x = x,, para todon € N.

{x, se T # Xy,

Temos que
xp #Fxjsek#j

pois f é uma funcao injetiva e portanto ¢ é uma bijecao.
Reciprocamente, se existe uma bijecao de X sobre um subconjunto préprio de si
mesmo, entdo X ¢ infinito, conforme estabelece o Coroldrio [d] do Teorema [2]
O

Exemplo 2. O conjunto dos nimeros inteiros 7 ¢ infinito. De fato, considere
P ={n € Z;n = 2m para algum m € 7},

ou seja, & € o conjunto dos numeros pares. Entdo &2 € um subconjunto proprio de Z.
Considere a funcao
f:Z — &, definida por f(n) = 2n.

Dessa forma, f é uma bijecio e, portanto, pelo Coroldrio[7, conclui-se que Z é infinito.

1.4 Sequéncia

Neste trabalho, um conceito fundamental é o de sequéncia, em especial as sequén-

cias finitas, definidas a seguir:

Definicao 7. Uma sequéncia finita de tamanho n em R é uma fungao x : I, — R que

associa a cada nimero natural k € I, = {1, 2, ---n} um nidmero real x(k).

Sendo zy = z(k) a sequéncia finita pode ser representada por (xy,To, x5, , Tp).

Além disso, x;, é chamado o k-ésimo termo da sequéncia.
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Exemplo 3. z = (1,0, 1) é uma sequéncia finita de tamanho 3. Basta considerar a
fungio x : {1, 2, 3} - R dada por x(1) =1, z(2) =0 e 2(3) = 1.

Definicao 8. Uma sequéncia em R é uma funcio x : N — R que associa a cada nimero

natural n um nimero real x(n).

Sendo x; = x(k) a sequéncia pode ser representada por (xy, s, x3, ) ou (z,).
Além disso, x, é chamado o n-ésimo termo da sequéncia.

E importante observar que uma sequéncia nio é o mesmo que o conjunto formado
por seus termos. Por exemplo, a sequéncia (1,1,1,--+) nao é igual ao conjunto {1}, assim
como as sequéncias (0,1,0,1,---) e (0,0,1,0,0,1,---) tém o mesmo conjunto de termos

{0,1}, mas sdo sequéncias diferentes.

Defini¢ao 9. Dizemos que uma sequéncia (z,) € limitada superiormente se existe um
numero real a tal que todos os termos x, sejam menores ou iguais a a. Da mesma forma,
uma sequéncia € limitada inferiormente se existe um niumero real a tal que todos os termos
Tn Sejam maiores ou tguals a a. Uma sequéncia é simplesmente chamada de limitada se
ela ¢ limitada tanto superiormente quanto inferiormente. Isso significa que existe um
nimero positivo m tal que o valor absoluto de cada termo da sequéncia, |z,|, seja menor

ou iqual a m para todos os valores de n.

Lema 3. (Desigualdade de Bernoulli) Se x € R, x > —1, entio (14 )™ > 1 + nz, para
todon > 1.

Demonstragdo. A prova da desigualdade
(1+x)">1+nx
é feita por inducao em n. Para n = 1 é verdadeira, visto que
l4+z=1+=.

Suponha que seja valida para n = k. Queremos mostrar que é valida paran = k+1. Com
efeito, considere
(1+2)">1+ka.

Observe que, (1 + x) é um ndmero real ndo negativo, uma vez que x > —1. Deste modo,

multiplicando ambos os lados da desigualdade anterior por (1 + x), temos:

A+ =0+2)" 1+2) > (1+kr) (1+2)
1+ kx + @ + ka?

1+ (k+ 1D+ ka?
1+ (k+1)x.

v
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Observe que a tltima desigualdade é verdadeira devido ao termo kz? ser nao ne-
gativo, ou seja, x > 0e k> 1.
Logo, o resultado ¢ valido para n = k + 1. Portanto, pelo Principio da Inducao, o
resultado vale para todo n > 1.
O

Exemplo 4. Considere a sequéncia (a,a?,a,...,a",...), onde a > 1. Queremos analisar
as propriedades dessa sequéncia e determinar se ela € limitada superiormente e inferior-
mente.

Sabemos que a > 1, multiplicando ambos os lados da desigualdade 1 < a por a",
temos:

a® < a"tt

ou seja, para qualquer n € N, temos que a™ > a. Logo, isso mostra que a sequéncia (a™)
¢ limitada inferiormente por a (o menor valor da sequéncia ocorre no primeiro termo,
a'=a).

Porém, considere que a =1+ d, com d > 0, ou seja, isso significa que a é ligeira-

mente maior que 1. Pela desigualdade de Bernoulli (Lema @, sabemos que:
(1+d)">1+nd

para todo n > 1.
Portanto, a™ = (1 4+ d)"™ cresce sem limites a medida que n — oco. Para qualquer
valor ¢ € R, é possivel encontrar um n suficientemente grande tal que a™ > c. Concluimos

que, a sequéncia (a™) nao € limitada superiormente, ou seja, ela cresce indefinidamente.

1.4.1 Representacao dos ntimeros naturais na base 2

Podemos utilizar o conceito de sequéncia para compreender a representacao dos
numeros naturais em diversas bases. A seguir, apresentamos como essa representacao se
da e como ela pode ser aplicada na construcao de sequéncias finitas.

De acordo com [I0], estamos habituados a representar os niimeros usando o sistema
decimal, o qual utiliza os simbolos: 0 a 9. Isto ocorre em razao ao nosso sistema ser baseado
na base 10, isto é, cada posicdo de um nimero representa uma poténcia de 10. De fato,

seja n = agap_1 - - - ayag a representacao de n em termos de seus algarismos, isto é,
n = ap.10F + ap_1.10571 + - + a1 10" + a0.10°, com a; € {0, 1, --- , 9},

ou seja, a cada nuimero natural n, associamos uma sequéncia finita de ntimeros inteiros
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entre 0 e 9, da seguinte forma o ntimero

n = araj_1 - - a1
estd associada a sequéncia

(n)m = (ak, Ag—1, "+, A1, Clo)-
Exemplo 5. O nimero
n =123 =1.10"+2.10" 4 3.10°
estd associado a sequéncia
(n)w = (1, 2, 3).

Além disso, os nimeros podem ser representados em outras bases. Uma das mais

relevantes é a base 2, chamada de sistema binério, que usamos apenas os numeros 0 e 1.

Teorema 5. Todo inteiro positivo n pode ser representado de maneira unica da sequinte
forma:
k k—1 1 0
n:(lk.2 +ak,1.2 ++CL12 +CLO.2 s

comk>0,a,#0e0<a;<2,1=0,1,, k.

Demonstragcao. Dado n € N, aplicando o algoritmo da divisao por 2, temos:

n = 2q0 + ap,
G = 2q+ai,
@1 = 2q2+ ay,

k-2 = 2qQr—1+ ap_1,
k-1 — 20+ak

com0<a; <2 7=0,1,2,---k.
Substituindo o valor de ¢y descrito na segunda equagao, na primeira equagao e em

seguida substituindo o valor de ¢; dado na terceira equacao e assim por diante, temos:
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n = 2qo + ao
=2(2¢1 + a1) + ap
=22q1 + @12 + ag
= 2%(2q; + ag) + a12 + ag
= 2q5 + 22 + a12 + ay
= 2%(2¢3 + a3) + ax2* + a12 + ag
= 2%g3 + 32 + ap2* + 4,2 + ay

=2%q 1+ a2+ a2+ a2 + ag
= a2 + ap_ 128 o 4 a2 + a2°.

Para mostrar a unicidade, denotamos dy(n) o nimero de representacoes de n na base 2.
Queremos mostrar que do(n) é sempre igual a 1. Como alguns dos coeficientes a; podem

ser nulos, podemos supor que
n=a2"4a 12" '+ +a,.2°
seja uma representacao de n na base 2, onde a, e a, sao nao nulos. Isso implica que
n—1 = a2 +a_12" 1+ +a,2°—1
= a2"+- -+ (as—1)2°+2° -1
s—1
= a2 + -+ (a,—1)2°+(2-1)> 2
j=0
s—1 ]
= a2+ -+ (as—1)2°+1> 2,
§=0

ou seja, a cada representacao de n na base 2, é possivel encontrar uma representacao, na
base 2, para n — 1.

Entao, se m > n, temos:
Em particular, para n > 1, temos:
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Portanto, da(n) = 1. O

Exemplo 6. A representacao decimal do niumero 26 na base 2 pode ser obtida a partir

do Algoritmo da Divisdo, da sequinte maneira:

26 = 13.2'+0.2°
= (6.2+1).2" +0.2°
= 622 +1.2'4+0.2°
= (3.2+0).22+1.2"'+0.2°
= 3.2°4+0224+1.2'+02°
= (12+1).2°+02*+1.2" +0.2°
= 1.2'+1.224022+1.2'+0.2°

Portanto,
26 =1.2"+1.2° +0.22 + 1.2' 4 0.2° = 26 = (11010),

Observamos que neste caso, denotamos a sequéncia (1,1,0,1,0) por (11010)s.

Observacao 4. O conjunto das sequéncias bindrias € infinito porque para cada nimero

natural € possivel construir uma sequéncia de digitos bindrios correspondente.

Também podemos mostrar aos estudantes do ensino basico como obter a represen-
tagdo de um nimero natural na base 2 a partir de divisdes sucessivas por 2. O exemplo

anterior [0 utilizando as divisdes sucessivas pode ser descrita de maneira mais didatica da

26|2
0613

0

seguinte forma:

Ou seja,
26 =13 x 2 (1.1)

Prosseguindo com as divisoes, dividindo 13 por 2, obtemos:
132
1 |6

13=6x2+1. (1.2)

Ou seja,
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Substituindo (1.2 em ([1.1)), obtemos

26 = (6x2+1)x2 (1.3)
= 6x22+1x2.
Dividindo 6 por 2, temos:
62
03
Portanto,
6=3x2+0. (1.4)

Substituindo (1.4)) em ((1.3)), obtemos:

26 = 3x2x22+1x2
= 3x22+1x2 (1.5)

Dividindo uma tltima vez pelo quociente anterior por 2, entao temos:
3|2
11

3=1x2+1 (1.6)

Por fim, substituindo (1.6)) em (1.5

Ou seja,

26 (Ix2+1)x2°+1x2
= Ix2"+1x22+1x2

= I1x24+1x2240x22+1x2'+0x2°

Logo, a representacao binaria de 26 é composta pelo ultimo quociente seguido dos restos,

do tltimo até o primeiro, respeitando essa ordem: 11010.

1.5 Conjuntos Enumeraveis

Ao estudarmos os conjuntos finitos, vimos que é possivel enumerar seus elementos
por meio de uma bijecdo com um subconjunto dos nimeros naturais. Ja os conjuntos
infinitos nem sempre é possivel, porém existe uma divisao tnica de conjuntos infinitos

chamados de enumeraveis.

Definicao 10. Um conjunto X é chamado de enumerdvel quando ele é finito ou quando

existe uma bijecao f : N — X. Neste contexto, f é conhecida como uma enumeracao
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dos elementos de X. Escrevendo f(1) = xy, f(2) = x9, -+, f(n) = xp, -+, 0 conjunto X

pode ser representado como {x1,xo, X3, - }.
Teorema 6. Todo subconjunto X C N é enumerdvel.

Demonstragdo. Se X é um subconjunto finito, ndo nada ha provar. Suponha que X seja

infinito. Seja x; o menor elemento de X e considere
Ay =X —{x1}.
Como X é infinito, A; # @ e A; C N, seja x5 0 menor elemento de A; C X. Dessa forma,
T < X3.
De forma indutiva, supondo que z1, x2, -+ ,z, € X com
T < T < -+ < Ty,
definimos o conjunto

An:X—{fEhl'Q,"‘ 7$n}-

Como X ¢ infinito, entdo A, # @. Assim, podemos definir recursivamente x,,; como o
menor elemento de A,,. Dessa forma, obtemos uma sequéncia infinita estritamente cres-
cente

T < To < XTg---

e afirmamos que
X = {2171,1'2,“' 7xn7"'}'

De fato, se existisse algum elemento x € X distinto de todos os z,,, entdao x € A, para
todo n € N, isto é, = seria maior do que todos os elementos da sequéncia {x,}, ou seja,
uma cota superior para o conjunto infinito {x1, s, -+ ,x,, -}, contrariando o Corolario
[6l ¢ 0 Teorema [3]

O

Corolario 8. Seja f : X — Y uma funcao injetiva. Se'Y € um conjunto enumerdvel entdo

X também €. Em particular, todo subconjunto de um conjunto enumerdvel é enumerdvel.

Demonstragio. SeY é finito, o resultado é imediato. Suponha, entdo que Y é um conjunto

infinito enumeravel, entao existe uma bijecao
p:Y =N

Portanto, a composicao
pof: X —=N
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¢ uma funcao injetiva. Logo, se considerarmos restrito a sua imagem, isto é,

pof: X = (pof)X),

temos uma bijecao de X em (¢o f)(X) C N, o que garante que X é enumeravel, conforme
estabelecido pelo Teorema [0}
No caso particular em que X & Y basta considerar f : X — Y como sendo a
aplicacao inclusao, isto é, para todo x € X, temos que f(x) = z.
O

Corolario 9. Seja f : X — Y wma funcdo sobrejetiva. Se X é um conjunto enumerdvel,

entao Y também é.

Demonstracdo. Considere para cada elemento y € Y, podemos escolher um elemento

z, € X tal que
f(zy) =y.

Essa escolha define uma fun¢ao g : Y — Xy, onde associamos a cada y a =, = g(y) com

a propriedade de que
fla) = Flzy) =y

para todo y € Y e Xy = {z,; f(z,) = y para algum y € Y}. Como consequéncia, g é
injetiva. Logo, pelo Corolario [§] isso garante que Y é enumeravel.
[

Proposicao 5. Todo conjunto infinito contém um subconjunto infinito enumerdvel.

Demonstragao. Pelo Teorema {4} existe uma funcgao
fN—=X

injetiva, entao

Im(f)={f(n);n e N} C X.

N — Im(f)
n — f(n)
¢ uma bijegao e portanto {f(n);n € N} é um subconjunto infinito enumeravel de X. O

Observacao 5. Denotamos o conjunto de todos os subconjuntos de N como P(N) (o

conjunto das partes de N).

Proposigao 6. P(N) ¢ ndo enumerdvel.



1.5. CONJUNTOS ENUMERAVEIS 31

Demonstragio. Cada subconjunto de N pode ser representado por uma sequéncia infinita
de 0 e 1 da seguinte maneira: Para cada A C N, definimos uma sequéncia bindria a =
(ay,as, -+ ), onde:

1, se n€ A,

a, =
{0, se n¢ A

Dessa forma, cada subconjunto de N corresponde a uma sequéncia de 0 e 1, e vice-
versa. Ou seja, podemos identificar P(N) com o conjunto de todas as sequéncias binarias
infinitas.

Suponha por contradicao que P(N) seja enumeravel. Isso significa que existe uma
enumeragao (ou seja, uma lista infinita) (A;, As, As, - --) de todos os subconjuntos de N.
Cada subconjunto A; pode ser representado por uma sequéncia binaria correspondente
a = (agi), ag), a:(f)- -+), onde ¥ € {0, 1}. Assim, podemos escrever todas essas sequéncias

como uma matriz infinita, onde a sequéncia a” é a i-ésima linha:

CLgl) a§2) agﬁi)
agl) agZ) agS)
aél) a:(f) ag?))

A partir dessa enumeragao, construimos uma sequéncia b = (by, by, b3, ---) que
nio pertence a nenhuma das sequéncias a?, o que contradiz a suposicdo de que P(N)
é enumeravel. Para construir b, definimos os termos b, de forma que eles diferem dos

elementos na diagonal da matriz:

1, se ag”) =0,

0, se al™ = 1.

by, = (1 —a™) :{

Em outras palavras, essa construgao garante que a sequéncia b nao pode coincidir
com nenhuma sequéncia a'” da enumeracio, pois qualquer seja o n, b, # ag"), logo b # a,,.
Entao, a sequéncia b corresponde a um subconjunto de N que ndo estd na enumeracao
(A1, Ag,--+). Logo, isso contradiz a hip6tese de que P(N) é enumerédvel. O argumento

utilizado nessa demonstracao é conhecido como argumento de diagonalizagdo de Cantor.
O

Observagao 6. Denotamos o conjunto dos nimeros reais como R.
Teorema 7. R é ndo enumerdvel.

Demonstragio. Suponha que R seja enumeravel, isso implica que (0,1) é enumerdvel.

Observe que o conjunto dos nimeros da forma:

)
a; = 0, oziozz-oz?---
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pertencem ao intervalo (0,1), com o € {0,1}. Portanto, o conjunto
{Oéi, 1€ N}

é enumeravel.
Podemos associar de forma biunivoca, cada ntimero «; a uma sequéncia a; da
seguinte maneira:

ai:(@guagaag’"")'

O que contraria o argumento da Proposi¢ao [6] Portanto o conjunto dos nimeros reais

nao é enumeravel. O

1.6 Fungoes maximo e minimo inteiro

A seguir apresentamos a defini¢ao das fun¢oes maximo e minimo inteiro (ver [6] e

[12]).

Definicao 11. A funcao mdximo inteiro é a fungdo f : R — Z definida por
flz)=lz] =n, tal que n <z <n-+1,

isto €, n € o maior inteiro menor ou igual a x.

A fungdo minimo inteiro € a funcao f: R — Z definida por
f(z) =Tzl =m, tal que m —1 <z <m,

isto €, m € o menor inteiro maior ou igual a x.

Observagao 7. As funcoes mdzimo e minimo inteiro sao também conhecidas como piso

e teto, respectivamente.

A seguir, apresentamos os graficos das fun¢ées minimo e maximo inteiro.

Figura 1.1: Funcao maximo inteiro Figura 1.2: Fungdo minimo inteiro
Fonte: Produzida pelas autoras. Fonte: Produzida pelas autoras.
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Proposicao 7. Seja n um numero inteiro. As funcoes maximo e minimo inteiro possuem

as sequintes propriedades:
() ) =n e 2—1<n <
(i) [z]=n© 2 <n<a+l;
(iii) [—z] = —[=];

(iv) [—z] = —[=];

(v) [z +n]=[z]+n;

(vi) |z +n] = |z]+n.

Demonstragio. (i) Por definigao, temos:

lz]=n = n<az<n+1
= n—-1<zx—-1<n

= rz—1<n
Além disso, n < x e, portanto
r—1<n<uz.

Por outro lado,

r—1l<n<zr=z<n+l1

Além disso, n < x e portanto

n<z<n+l=|z]=n.

(ii) Prova andloga ao item anterior.

(iii) Seja = € R e pela definigao da fungao piso:

lz] =n = n<z<n+1l
= —n>-—x>-n—1
= —n—-1<—-ax<—n
Definicao da

4

fungao teto (—I-l _ LZL'J ‘
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(iv) Seja x € R e pela defini¢ao da fungao teto:

[z] =n = zsn<z+l
- —x>-n>—-xz—1
= —n—1<—-az<-n

Definicao dgungﬁo piso L_x J — _[ ﬂ

(v) Seja z € R, n € Z, pela definigao da fungao teto, temos:

[x]=m < m—1<z<m,commé€EZ
& m—1)4+n<zxz+n<m-+n
& (m+n)—l<z+n<m+n
& [z4+n]=m+n=[z]+n.

(vi) Seja x € R, n € Z e pela defini¢do da funcao piso:

lz] =m & m<z<m+1l,comméeZ
& m+n<z+n<m+1l+n
& |z+nl=m+n=|z]+n

O

A seguir, apresentamos exemplos praticos das fun¢des maximo e minimo inteiro.

Exemplo 7. Uma professora quer dividir 55 atividades entre 7 alunos de forma que
ninguém receba mais atividades do que os outros. Qual o niumero mdzrimo de atividades

por aluno?

A fungao mdximo inteiro se aplica para a solugdo deste problema, isto €, {%J =
|7,8571--- | = 7. Logo, serao distribuidas 7 atividades por aluno de modo a respeitar a

condigdo imposta.

Exemplo 8. Um elevador suporta no mdximo 480 kg. Suponha que que cada pessoa pese
em média 70 kg. Qual é o maior numero de pessoas que podem entrar no elevador?
Do mesmo processo do exemplo anterior, ou seja, utilizando a func¢do mdzrimo

inteiro, {%J = |6,8541--- | = 6. Portanto, hd um limite de 6 pessoas.

Exemplo 9. Para cobrir um chdo de 47m? com placas de 0,6 m? cada, qual é o minimo

numero inteiro de placas necessdarias?
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Utilizando a funcao minimo inteiro, isto €, [%W = [78,3333---] =79. Logo, serdo

necessdarias 79 placas.

Lema 4. Seja k € Z, entao:

9t

Demonstracdo. Se k for um nimero par, entao k = 2m, com m € Z, dai temos:

|+ 5] - 5115
= [m] +|m)

= 2m

= k.

Por outro lado, se k for um niimero impar, entao k =2m + 1 = % =m+ % com m € 7,

S[g] = el

= m+1+m

dal temos:

Lema 5. Sen € N tal que n > 2, entio (n—i—l)—[w} <n-—1.

Demonstragao. De fato,

n>2 = n+12>3

=

- [

= n—lZ(n—i—l)—{
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Essas fungoes sao tteis em: arrendondamentos de valores, divisao inteira, mate-

matica discreta (divisibilidade e contagem).



Capitulo 2

Paradoxos e Contribuicoes ao
Estudo do Infinito

No Capitulo 1, abordamos conceitos fundamentais da teoria dos conjuntos, tais
como conjuntos finitos e infinitos, enumerabilidade e a construc¢ao formal dos nimeros
naturais. Com base nessas nogoes, este capitulo tem como objetivo ampliar a compreensao
do infinito a partir de contribui¢oes historicas e paradoxos que marcaram a trajetoria da

matematica moderna, utilizando como referéncias [3], [4] [5] e []].

2.1 Paradoxo de Aquiles e a Tartaruga

Uma das primeiras e mais conhecidas reflexdes sobre o infinito feitas pelo ser hu-
mano remonta ha aproximadamente 500 anos antes de Cristo, com o paradoxo de Aquiles
e a Tartaruga, apresentado pelo filosofo grego Zenao de Eléia. Ele pode ser expresso da
seguinte maneira: (ver [9])

Suponha que uma tartaruga, um dos animais mais lentos da natureza, desafie Aqui-
les, o lendario herdi grego conhecido por sua velocidade, para uma corrida. Como Aquiles
é significativamente mais rapido, a tartaruga recebe uma vantagem inicial, comegando
alguns metros a frente da linha de largada.

Segundo o paradoxo, Aquiles jamais alcancaria a tartaruga, pois, ao atingir o
ponto onde ela comecgou, ela ja terda avancado um pouco mais. Quando ele alcancar essa
nova posicao, a tartaruga tera seguido adiante novamente. Esse processo se repetiria
indefinidamente, mantendo sempre uma pequena distancia entre os dois competidores.

Obviamente, no mundo real, sabemos que Aquiles ultrapassaria a tartaruga com
facilidade. No entanto, isso nao invalida o argumento de Zenao. A questao levantada pelo
filbsofo é que, para alcancar a tartaruga, Aquiles precisaria completar uma quantidade
infinita de etapas, algo que, teoricamente, nao poderia ser realizado dentro de um tempo

finito.

37
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Infelizmente, os escritos originais de Zenao se perderam, e o que conhecemos de seus
paradoxos vem das obras de Aristételes. Dessa forma, ndo podemos ter certeza absoluta
sobre a formulagao original. Aristételes afirmou que Zenao queria provar que o movimento
era impossivel, mas essa interpretagdo nao é unanime. Alguns filésofos acreditam que o
paradoxo foi criado para questionar a ideia de que espaco e tempo podem ser infinitamente
divididos. A intencao, nesse caso, seria demonstrar que a suposi¢ao de que o espago pode
ser fragmentado indefinidamente leva a uma conclusao absurda.

Para compreender melhor o paradoxo, podemos simplificd-lo com um exemplo nu-
mérico. Suponha que Aquiles corra exatamente duas vezes mais rapido que a tartaruga.
Essa mudanca nao altera a esséncia do argumento. Além disso, vamos considerar que a
tartaruga recebe uma vantagem inicial de dez metros e que Aquiles leva exatamente um
segundo para percorrer essa distancia e alcancar o ponto de partida dela. Com isso, a
vantagem da tartaruga serd reduzida para cinco metros. Como Aquiles corre a uma ve-
locidade de dez metros por segundo e a tartaruga a metade dessa velocidade, a diferenca
entre eles continuard diminuindo. Dessa forma, Aquiles levard meio segundo para percor-
rer esses cinco metros, momento em que a tartaruga ja tera avangado mais um pouco.
A préxima etapa demandard um quarto de segundo, a seguinte um oitavo de segundo, e

assim sucessivamente.

Posicio 12345 6
Tempo necessério (segundos) ‘1 1 & 5

Se somarmos o tempo total decorrido até qualquer ponto da corrida, percebemos

que, apoés duas etapas, o tempo acumulado é % segundos apds duas posicoes, % segundos

15

apos trés posicoes, 2> ap6s quatro, e assim por diante.

Posicio 123 4 5 6
Tempo necessario (segundos) ‘ 1 31 B 8 %

Observamos entao, que o tempo total tende cada vez mais a 2 segundos. No mundo
real, Aquiles efetivamente alcancaria a tartaruga exatamente dentro desse intervalo de
tempo, considerando as condigoes descritas.

Se Aquiles corresse a uma velocidade dez vezes maior que a da tartaruga, o desfecho
seria similar. A tnica diferenca seria que o tempo necessario para alcancgar a tartaruga
seria reduzido. De fato, pode-se demonstrar que, nesse caso, o tempo total gasto seria de
% segundos.

10
14+0,14+0,01+0,001+0,0001 4---=1,1111... = n
A primeira vista, pode parecer que o paradoxo de Zendo pode ser facilmente resol-

vido com calculos matematicos simples. No entanto, uma analise mais cuidadosa revela
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que a questao nao é tao trivial. Zendo nao afirmava que Aquiles jamais alcancaria a
tartaruga em um tempo finito, ele sabia que isso aconteceria. O que ele realmente argu-
mentava era que, para isso, Aquiles precisaria realizar uma sequéncia infinita de agoes, o

que, segundo ele, seria impossivel.

2.2 Breve biografia de David Hilbert

A ideia de infinito tem intrigado filésofos e cientistas por séculos, talvez até milé-
nios. Georg Cantor (1845-1918) desempenhou um papel essencial no desenvolvimento do
entendimento matemaéatico do infinito. Sua obra se baseia em um conceito simples, mas
poderoso: dois conjuntos (mesmo que infinitos) tém o mesmo tamanho se for possivel esta-
belecer uma correspondéncia biunivoca entre seus elementos. Apesar de parecer intuitiva,
essa nogao traz implicagoes surpreendentes, por exemplo, um conjunto pode ter o mesmo
tamanho que um de seus subconjuntos préprios, algo ilustrado pelo famoso paradoxo do
Grande Hotel de Hilbert. Vamos explanar uma breve apresentacao sobre o Paradoxo do
Hotel de Hilbert, proposto pelo matematico alemao David Hilbert (1862 — 1943).

—

Figura 2.1: David Hilbert.
Fonte: [5].

David Hilbert foi um matemaético alemao de grande influéncia nos séculos XIX e XX.
Ele teve um papel crucial na estruturagao e formalizacao da matematica, especialmente
nas areas da teoria dos conjuntos e da geometria. Entre suas contribui¢oes mais conheci-
das esta a formulacao de 23 problemas desafiadores, que se tornaram uma referéncia para
a matematica do século XX. Muitos desses problemas envolviam o conceito de infinito,
que Hilbert explorava com profundidade.

Sua visao matematica era marcada por uma busca incessante por fundamentos so6-
lidos e rigorosos, com especial atencao a logica e ao estudo dos axiomas. Hilbert também
contribuiu para o desenvolvimento da teoria dos niimeros, ajudando a compreender niime-

ros transcendentais e a estruturar a axiomatizacao dos niimeros reais. Suas ideias tiveram
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um impacto duradouro na mateméatica moderna, influenciando geracoes de estudiosos e
estabelecendo bases para o entendimento do infinito.

Fiel as ideias de Cantor, Hilbert certa vez declarou: "Ninguém podera nos privar
do paraiso que Cantor criou para nés." Para ilustrar as ideias do infinito de Cantor, ele

idealizou o famoso experimento mental conhecido como Hotel de Hilbert.

2.3 Hotel de Hilbert

Nesta se¢do, exploraremos os paradoxos e suas implicagoes, ligando-o aos funda-
mentos da Teoria dos Conjuntos e as ideias desenvolvidas nos capitulos anteriores (ver

[4], 19].

Paradoxo 1. Imagine um hotel com infinitos quartos numerados 1,2,3,--- , todos ocu-
pados. Se um movo hdspede chegar, como é possivel acomodd-lo sem expulsar nenhum

héspede existente?

HILBERT’S

HOTEL
NO VACANCY

HILBERT'S
HOTEL
YES VACANCY!

hooray!

Figura 2.2: Ilustracao do Hotel de Hilbert.
Fonte:

Se um novo hospede chega ao Hotel de Hilbert, onde todos os quartos infinitos estao
ocupados, basta mover cada hdspede do quarto n para o quarto n+ 1. Isso libera o quarto
1 para o novo hospede.

Esse raciocinio funciona pois construimos uma bijecao entre o conjunto dos nume-
ros naturais N e o conjunto N—{1}. Isso demonstra que um conjunto infinito enumerdvel

pode "acomodar mais'sem crescer em tamanho, dai o nome paradozo.

Paradoxo 2. Pense que o hotel recebe um onibus trazendo uma excursdo com uma quan-

tidade infinita de passageiros cada um identificado com wm nimero natural (1,2,3,---),
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o gerente do Hotel de Hilbert, embora o hotel jd esteja totalmente ocupado, encontra uma
solugao criativa para acomodar todos os novos hospedes.

Aparentemente, nao hda mais espaco. Todos os quartos estao ocupados. Porém
o gerente, entendendo as propriedades do infinito, sugere que cada hospede que estd no
quarto de numero n serd movido para o quarto de numero 2n. Com isso, todos os quartos
com numeros pares passam a ser ocupados pelos hospedes antigos, enquanto 0s novos
héspedes da excursao infinita podem ser acomodados nos quartos impares disponiveis.

Logo, esse paradoxo desafia a intuicdo e ressalta o jeito proprio dos conjuntos
infinitos, cuja maneira permite a inclusio de infinitos adicionais sem alteracio de sua

estrutura cardinal.

Paradoxo 3. Neste momento o Hotel de Hilbert jd estd completamente ocupado com
todos os quartos numerados por N cheios. No entanto, chega uma excursao com infinitos
onibus, e cada onibus leva infinitos passageiros, numerados por seus assentos: 1,2,3,--- .

Para acomodar todos, o gerente criou uma regra: os passageiros do primeiro onibus
seraéo acomodados nos quartos cujos numeros sequem a forma 3", ou seja , poténcia de
3. Isto €, o passageiro do assento 1 serda acomodado no quarto de nimero 3, o passageiro
do assento 2 sera acomodado no quarto de niumero 9, o passageiro do assento 3 serd
acomodado no quarto de niumero 27 e etc.

Ja o0s passageiros do sequndo onibus vao para quartos numerados por poténcias de
5, ou seja, B, isto €, o passageiro de assento 1 serd acomodado no quarto de numero 5, o
passageiro do assento 2 serd acomodado no quarto de nimero 25, o passageiro do assento
3 serd acomodado no quarto de nimero 125 e assim por diante.

Assim, O mesmo ocorre com o0s demais onibus: o terceiro usa poténcias de 7, o
quarto de 11, o quinto de 13 e assim por diante. Portanto, cada onibus recebe como base
um numero primo diferente. Logo, dessa forma, cada passageiro teria seu lugar garantido
sem invadir o espaco do outro.

A duvida que pode surgir é: serd que dois passageiros de omibus distintos podem
ser enviados ao mesmo quarto? A resposta € ndo, isso se deve a escolha das poténcias
de primos diferentes, isto €, suponha que dois hospedes diferentes fossem parar no mesmo
quarto, um vindo do onibus com base p outro do onibus com base q, com p # q.

Isso implicaria que p"™ = ¢™ para certos n,m o que representaria que p" Seria
divisivel por q ou ¢ seria divisivel por p. Porém como p e q sdo numeros primos distintos,
isso € impossivel, por exemplo, 3% e 53, ndo existe nenhum nimero que seja poténcia de
3 e também poténcia de 5.

Portanto, a estratégia assequra que nenhum quarto seja ocupado por mais de um
héspede.

Apds acomodar todos os infinitos passageiros de todos os infinitos onibus, ainda so-
bram quartos vazios, pois 0s passageiros foram alocados apenas em quartos cujos numeros

sao poténcias de primos, isto €, p".
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Contudo, muitos niumeros naturais ndao sdo poténcias puras de primos, como 0s
numeros: 6 =2 x 3, 10 = 2 X 5 e etc. Portanto, isso significa que os quartos multiplos
de dois ou mais primos ao mesmo tempo nao foram ocupados. Logo, esses quartos per-
manecem desocupados, o que mostra que mesmo apos infinitas alocagoes, ainda hd espaco

infinito sobrando.

2.4 Leopold Kronecker: o matematico finitista

Leopold Kronecker nasceu em 1823 na cidade de Liegnitz, préxima a Breslau (atual-
mente Wroctaw, na Polonia). Estudou inicialmente com Kummer, durante sua juventude,
no ginasio de sua cidade natal. Mais tarde, ingressou na Universidade de Berlim, onde
teve aulas com grandes nomes da matematica como Jacobi, Dirichlet, Steiner e novamente

Kummer, que se tornou uma figura decisiva em sua formagao.

Figura 2.3: Leopold Kronecker (1823 - 1891).
Fonte: [5].

Por algum tempo, Kronecker afastou-se da vida académica para atuar no setor
financeiro, onde teve bastante sucesso, acumulando uma consideravel fortuna entre os
anos de 1844 e 1855, devido a sua notavel habilidade nos negécios. Em 1855, retornou
a vida académica e mudou-se definitivamente para Berlim, onde passou a lecionar na
universidade local a partir de 1861.

Nesse periodo, formou-se um trio importante na matematica alema: Kummer,
Weierstrass e o proprio Kronecker, todos atuando na Universidade de Berlim. Kronecker
especializou-se em areas como teoria das equagoes, fungoes elipticas e teoria dos nime-
ros algébricos. Sua visao filoséfica da matemédtica, no entanto, marcou fortemente sua
trajetéria: era um defensor convicto do finitismo. Rejeitava o uso de entidades infinitas
e criticava duramente a Teoria dos Conjuntos de Georg Cantor, a quem se opos frontal-
mente.

Para Kronecker, apenas os ntimeros inteiros tinham existéncia matematica legi-

tima, sendo todo o restante uma construcdo humana — uma visao sintetizada em sua
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famosa frase: "Deus fez os nimeros inteiros; todo o resto é obra do homem."Por essa ra-
zao, considerava os métodos de Cantor mais préximos da teologia do que da matematica
rigorosa, e acreditava que a matematica deveria se restringir a métodos finitos derivados
dos inteiros.

Leopold Kronecker faleceu em Berlim no ano de 1891, deixando um legado mar-
cado por grandes contribuicoes algébricas e uma forte influéncia na discussao sobre os

fundamentos da matemaética.

2.5 A trajetéria e contribuicoes de Georg Cantor

Georg Cantor (1845-1918) foi um matematico nascido em Sao Petersburgo, Russia,
e posteriormente estabelecido na Alemanha. Inicialmente, dedicou-se ao estudo da teoria
dos numeros, equacoes indeterminadas e séries trigonométricas, areas que o levaram a
aprofundar os fundamentos da analise mateméatica. A partir dessas investigagoes, desen-
volveu uma nova concepgao dos niimeros irracionais, baseada em sequéncias convergentes

de ntimeros racionais, diferenciando-se da abordagem de Richard Dedekind.

Figura 2.4: Georg Cantor (1845 - 1918).
Fonte: [5].

Em 1874, Cantor iniciou seus estudos sobre a teoria dos conjuntos, introduzindo
uma nova visao sobre o infinito. Ele demonstrou que existem diferentes tamanhos de
infinito e desenvolveu a teoria dos nimeros transfinitos, estabelecendo conceitos como
cardinalidade e ordinais transfinitos, fundamentais para a matemdatica moderna. Apesar
da originalidade de seu trabalho, suas ideias enfrentaram forte resisténcia, principalmente
de Leopold Kronecker, que rejeitava a teoria dos conjuntos e dificultou a ascensao acadé-
mica de Cantor, impedindo que ele conseguisse um cargo na Universidade de Berlim.

Além de seu trabalho matemético, Cantor tinha grande interesse pela teologia

medieval, o que influenciou sua visao sobre o infinito e a continuidade. Apesar da oposi¢ao
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que enfrentou, sua teoria tornou-se essencial para areas como analise, topologia e logica
matematica. Nos tltimos anos, sofreu crises depressivas e passou periodos em um hospital
psiquiatrico em Halle, onde faleceu em 1918. Hoje, suas contribuigoes sao reconhecidas

como um marco na histéria da matematica.

2.6 O Conjunto de Cantor

Nesta secao, abordamos o processo de construcao do Conjunto de Cantor, bem
como algumas de suas propriedades notaveis, como o fato de ser um conjunto infinito, nao

enumeravel e formado por um procedimento simples, mas profundamente contraintuitivo.

Definigao 12. O conjunto de Cantor K é um subconjunto do intervalo [0, 1], construido

a partir da remogao progressiva de intervalos abertos de acordo com o sequinte processo:

(ver [§]).

(i) Passo inicial: Comega-se com o intervalo [0, 1] e remove-se o tergo central aberto,

1 2

ou seja, o intervalo (3, 3). O que sobra ¢ a uniao dos dois intervalos:

Figura 2.5: Nivel 1.

Fonte: [g].
F=, ;] U [g, 1.

(ii) Passo seguinte: Em cada um dos intervalos restantes [0, 5] e [2,1], remove-se no-

vamente o terco central aberto. Isso resulta nos intervalos:

Figura 2.6: Nivel 2.
Fonte: [g].

.21 27 8
Ulz,-]U=

FQZ[ng]U[§7§] [379 9’

1].

(iii) Repeticao: Este processo de remocao do terco central aberto é repetido indefini-

damente em cada intervalo resultante.
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No final desse processo infinito, o conjunto K é formado pelos pontos do intervalo

[0, 1] que nunca sdo removidos. Este é o conjunto de Cantor,

K= Fu

n=0

Uma outra forma de abordar é geometricamente. Associamos n iteragdes da cons-
trugao do Conjunto de Cantor em termos de niveis.

O Conjunto de Cantor também conhecido como "Poeira de Cantor" é o primeiro
objeto reconhecido como Fractal. Foi desenvolvido pelo matematico Georg Cantor e ¢ um
subconjunto infinito de pontos no intervalo unitério [0, 1].

Vejamos a figura abaixo da representacdo do conjunto de Cantor: (ver [I1])

Nivel 0

Nivel 1
Ni'\'el 2 — — — —

Nivel3 m = == -- -

Figura 2.7: O Conjunto de Cantor.
Fonte: [11].

Para a construgao seguimos os passos propostos na Defini¢ao isto é,
« No nivel 0, consideramos o intervalo fechado [0, 1].
« No nivel 1, removemos a parte central (3, %), restando dois intervalos: [0, 3] e [2,1].

e No nivel 2, removemos o terco central de cada intervalo restante, resultando em

quatro intervalos: [0, 3], (2, 2], (S, ], (3, 1].

e No nivel 3, repetimos o processo, removendo os tercos centrais de cada um dos

quatro intervalos do nivel anterior, o que gera oito novos intervalos: [0, =], [Z, 1],

vorh 2709
35 3 B 2 5B B

Esse processo continua indefinidamente, sempre removendo o tergo central de cada

intervalo restante. Vejamos a tabela:

Iteracoes | Quantidade de Segmentos
0 1

1 2
2 4
3 8

Tabela 2.1: Iteragoes - Conjunto de Cantor
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Ao observar os nimeros (2,4, 8,---), que representam a quantidade de segmentos
no Conjunto de Cantor em cada etapa de sua construcao, percebe-se que essa sequéncia
numeérica apresenta uma caracteristica importante: a razao entre um termo e o anterior
(a partir do segundo termo) é sempre constante. Esse padrao caracteriza uma Progressao
Geométrica (PG), cuja razao ¢é igual a 2.

Em outras palavras, a cada nova iteracao do processo de construgao do Conjunto
de Cantor, o nimero de segmentos se multiplica por 2. Dessa forma, para determinar
quantos segmentos existirdao apds um determinado nimero de iteragoes (nivel 1), pode-se

utilizar a férmula do termo geral de uma PG.
Proposigao 8. O Conjunto de Cantor K ndo é enumerdvel.[3]

Demonstragio. Seja k C [0, 1], definido como o conjunto dos nimeros cujas expansoes

terndrias contém apenas os digitos {0,2}. Entao, qualquer p € K, pode se escrito por:

oo

it
com z; € {0,2}.
Definimos uma funcdo f : K — [0,1] da seguinte forma: x = (1,22, 23,---) €

{0,2} a uma sequéncia de digitos ternarios de p. Agora construimos uma nova sequéncia

T = (i'la*i?ai‘?n T ) € {07 1}7 €m que:

0, sex; =0

1, sex;=2.

Com isso, definimos:

f(p) €[0,1].
Para mostrar que f é sobrejetiva, temos a € [0,1] um ndmero real qualquer.

Podemos escrever a expansao binaria assim:

Y; € [0, 1].

Com base nisso, definimos uma nova sequéncia (x;) € {0,2} como:

0, sey; =0
T; =
2, sey; =1

Essa nova sequéncia estabelece um ponto p € K pois todos os x; € {0,2}. Aplicando a
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funcao f a esse ponto p, temos:

7

) =>3=3%-u

i=1 =1

=i
Ny

[\
N\

Portanto, para todo a € [0,1], existe p € K. Isso implica que f(p) = a, entao f é
sobrejetiva.

Do modo que f: K — [0, 1] é sobrejetiva, entao:
[ K| = 1[0, 1]].

No entanto, como K C [0, 1], temos | K| < |[0, 1]|. Logo,
[ K| = [0, 1|

Como [0, 1] ndo é enumerdvel, concluimos que K também nao é enumeravel. ]



Capitulo 3
Jogos de Diagonalizacao

Noga Alon e colaboradores, em [I], analisam diferentes variagoes de um jogo com-
binatério inspirado no argumento da diagonalizacao de Cantor. A dinamica envolve dois
participantes, chamados Kronecker e Cantor, nomes que remetem a conhecida controvér-
sia historica entre Leopold Kronecker e Georg Cantor. Kronecker, critico das ideias de
Cantor sobre o infinito, chegou a desqualifica-lo publicamente, referindo-se a ele como um
"charlatao cientifico".

No jogo, Kronecker tem uma lista de m sequéncias binarias, cada um com n ele-

mentos, isto é,

o= (o0 o)

o= (o ol
o (vnp,UmQ), ,vnlf)) ,

sendo v € {0, 1} e m < 2m.
O objetivo de Cantor é encontrar uma sequéncia binaria que seja diferente de
todas as sequéncias da lista de Kronecker. Cantor, no entanto, ndo tem acesso direto as

sequéncias de Kronecker, mas pode fazer perguntas especificas, como:

Qual é o 7 - ésimo digito binario da sequéncia v;?. Ou seja, quem é vz-(j )?

A questao central é determinar o nimero minimo de perguntas que Cantor precisa
fazer para alcancar seu objetivo. Além disso, qual é a vantagem de Cantor escolher
suas perguntas de forma adaptativa, ou seja, baseando-se nas respostas anteriores de
Kronecker.

O caso especial em que m = n pode ser resolvido pelo método da diagonalizagao

de Cantor, que requer n perguntas, sem a necessidade de adaptacao. Neste caso, as

48
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sequéncias sao descritas por:

v = (vgl), v§2), o ,vgn))

Vg = (Uél), S ,vé"))

n Jrn

v,; = (v(.l) 7‘1(2) ,vﬁl")) :

As perguntas feitas por Cantor sao: "Quais sao os digitos vg), ’U§2), -, vM?" Neste caso,
a sequéncia escolhida por Cantor, diferente de vy, vy, -+ -, v, é dada por
u=1—-o" 1= - 1—0).

Exemplo 10. Considere que a lista de Kronecker é dada por

2 3
o, o)

Y

v = (0,0,0) = ("

v o= (0,1,1) = (8", 0 o)
(1
3

(3
V3 = (17 ]-7 1) = (U )71}2(32)7 Z(‘)g))

)

v

Aplicando a estratégia de Cantor, podemos escolher u conhecendo U§1), v§2) e v§3) da se-

guinte maneira:

u = (1_1]51)7 1_2]52)7 1_U§3))
— (1-0,1-1,1-1)
= (1,0, 0).

Ou seja, com 3 perquntas, Cantor foi capaz de apresentar uma sequéncia u que ndo estava

na lista de Kronecker.

Nosso objetivo é adaptar o argumento de diagonalizacao de Cantor descrito ante-
riormente para obter o niimero minimo de perguntas necessarias no cenario adaptativo.

A diagonalizacao trata de um dos resultados mais interessantes e simples da te-
oria dos conjuntos, que é utilizado para mostrar que nem todos os conjuntos infinitos
tém o mesmo "tamanho'ou, mais precisamente, a mesma cardinalidade. Essa técnica foi
desenvolvida por Georg Cantor (ver Proposigao @

O Jogo Cantor-Kronecker se baseia em variantes finitas da diagonalizagao de Can-
tor, uma técnica usada na teoria da complexidade para separar classes de problemas
computacionais. No trabalho citado, Vyas e Williams introduzem uma variante especifica
chamada problema da Cadeia Faltante. A ideia principal dessa ferramenta é minimizar o

numero de consultas necessarias para identificar uma entrada especifica associada a uma
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sequéncia que nao esta na lista.

O jogo Cantor-Kronecker envolve dois participantes:

(i) Kronecker: Mantém um conjunto de sequéncias V = {vy,...,v,,}, onde cada sequén-

cia v; é bindria e tem comprimento n.

(ii) Cantor: Deve produzir uma sequéncia binaria u de comprimento n, diferente de todas

as sequeéncias v; do conjunto V.

Observe que para que o jogo seja bem posto, é necessario que existam sequéncia de
tamanho n que nao estejam em V, ou seja, a cardinalidade de V., dada por m, tem que
ser menor que 2". Para atingir seu objetivo, Cantor pode fazer perguntas a Kronecker, no

formato:
Qual é o j-ésimo digito binario da sequéncia ntimero 7

onde 1 <j<nel<i<m.

Logo, o objetivo de Cantor é minimizar o niimero de perguntas necessarias para
determinar u e o de Kronecker é maximizar o nimero de perguntas necessarias para Cantor
atingir sua meta.

No jogo vamos analisar a versao adaptativa onde Cantor decide sua proxima per-
gunta com base nas respostas anteriores de Kronecker e é possivel ajustar a estratégia ao

longo do jogo.

Teorema 8. Seja g(n,m) o menor nimero de perguntas que Cantor precisa fazer quando

ele pode usar estratégias adaptativas. Entao,

m, se m<mn,

n,m) =
9l ) {Qm—n, sen<m<2"

O resultado para m = n foi discutido anteriormente e a resposta foi dada pelo
processo de diagonalizacao. O caso m < n ¢ respondido de forma similar. De fato,

considere a lista de sequéncias descritas a seguir:

v = (U%l), 1)%2)7 s ’UYL))
Uy = <U§1)7 Ué2)7 st 7U§n))
Upp = (vfﬁb),vfnz), o ,vn?)) .
Neste caso, a sequéncia u escolhida por Cantor, diferente de vy, vy, --- , v, pode

ser dada por
(n—m) termos

u:(l—vgl),l—vy),...,l—Ufﬁ”), 0,...,0 )
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ou
(n—m) termos
u:(1—1}%”,1—v£2),...,1—v,(£”), 1,...,1)
Note que u # v;, para todo ¢ € {1, 2, ---, m}. Observe que os dltimos n — m
termos da sequéncia podem ser escolhidos quaisquer. Em resumo, quando o nimero de
sequéncias m é menor ou igual ao comprimento das sequéncias n, o niimero minimo de

perguntas necessario para Cantor determinar u é exatamente m.

Exemplo 11. Considere que a lista de Kronecker é dada por

v =(0,0,0,0) = (v%l), v?), vf”), v§4)),
vs= (1, 1,1, 1) = (o, o, of ).

1)

Note que pelo argumento anterior, Cantor pode escolher u conhecendo vg , v§2) e U;(;’) da

sequinte forma:

U = (l—vgl),l—vf),l—vé?’),())

= (1-0,1—-1,1-1,0)
= (1,0,0,0).

1)

Outra possibilidade para u usando a estratégia de diagonalizacio seria u™® =1, isto ¢,

u=(1,0,0,1).

Resta analisar a estratégia para o caso m > n. Inicialmente, consideramos o caso
m=mn+1, com n > 2.
Para n = 2, isso implica m = 2 + 1 = 3, dai temos:
1 (@2
vy = (Ul y U1 )

vy = (05", 05

vy = (0§, 0$)

O objetivo é encontrar u # vy, v9 e v3. Analisando os primeiros digitos bindrios
. nQ 1 - e
de vy, v9 € v3, OU seja, UE ), vé ) e vg ), temos que ter 2 digitos binarios iguais a €. Cantor

define o primeiro digito binario de u, como sendo:
u) =1 —¢

e removemos 2 sequéncias dentre vy, vy € v3 cuja a primeira entrada seja €, sobra 1 sequén-

cia dentre vy, v9 e vz e descrevemos o seguinte digito binario utilizamos o processo de di-
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agonalizacao, isto é, se a sequéncia que sobra for v, = (v,(:), v,(f)), entao Cantor pergunta

qual o segundo digito binario de v, e define a sequéncia u da seguinte forma:

u=(1—¢1 —v,(f)).

Dessa forma, foram necesséarias 4 = 2 - 3 — 2 perguntas.

No caso m = n + 1, com n > 2, procedemos de forma similar ao caso n = 2 e

m = 3.
U1 = (U%l), U§2)> <. ’,UYL))
= (o0, )
1 2 n
Un+1 = (Ur(t—i)-lu Ur(H)-lv R 7(1421>
Analisando os primeiros digitos binarios vgl),vél), e ,vf}ll de wvy,v9, -, Uny,

existem, pelo Principio da Casa dos Pombos, ao menos [%

W digitos binarios iguais a e.
Escolhemos o primeiro digito binario de u como sendo u(Y) = 1 — € e removemos da

{(n;l)

. m —
lista vy, vg, -, Upy1, [51 =

1 N . A~ . .
Restam n+1— [(”QL)W sequéncias e portanto sobram menos que n — 1 sequéncias na lista,

W sequéncias que possuem o primeiro digito binario e.

como mostramos no Lema [Bl

Dessa forma, Cantor tem que escolher n — 1 digitos binarios de u diferente de no
maximo n — 1 sequéncias. Logo, o processo de diagonalizacao, se aplica.

Para demonstrar o caso geral, m > n, utilizamos o método de inducao finita no
tamanho das sequéncias, n, ou seja, assumimos que o resultado é valido para as sequéncias

bindrias com n — 1 digitos, e consideramos m sequéncias binarias com n digitos,

v = (vgl), e ,U%n))

1
Vg = (Ué ). ,vé"))
Uy = (vn?,. ,v,(,’f))
Seja k o nimero de sequéncias binarias entre vy, ..., v, com o primeiro digito 0
(zero) e s com o primeiro digito 1. Como v; € {0,1}, com k € {1,...,m}, entdo
k+s=m.

Logo, existem ao menos | % | sequéncias binarias com o primeiro digito iguais. De
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fato, caso contrario, teriamos:
m m
k< {J §5 e s< {J S; — k+s<m
0 que seria uma contradicao.
Afirmacao 1. Existe um numero inteiro x que satisfaz:
(i) 1<z <[%];
(i) n—1<m-—z< 2"

Demonstragio. (da Afirmagao) Separamos em dois casos:
Caso 1: {%J > n — 1. Considerando = = [%W , segue do Lema (4| que

neren-[3]-13

m<2n:%<2"‘1: V;LJ <ot

€ como

logo,
n—1<m-—z<2"!

e portanto satisfaz (ii). Além disso,
m m
m>n22:>5>1:>1§x: {J

Portanto, satisfaz (i).

Caso 2: {%J < n — 1. Consideremos
r=m—-n+l=>m-z=n-—1.

Portanto,

n—1l=m-—z<2"

ja que x < 2%, para todo x € R. Logo, a condigao (ii) é satisfeita.

Além disso, m > n, entao m —n > 0, o que implica que:
r=m-—-n+1>1.

Além disso,

Portanto,
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Logo,

O que confirma que a condigao (i) é satisfeita. Concluindo assim a prova da

Afirmacao. O

Considerando z satisfazendo (i) e (ii), Cantor inicia perguntando o primeiro digito

de cada uma das sequéncias:

V1,V2y...,V24_1

e assim foram feitas 2x — 1 perguntas.

Observe que é possivel tais escolhas ja que
20 — 1 < m.
De fato, se m é par, temos

Wg-‘:;nj2x§m:>2x—1§m—l<m.

Se m é impar:
1 —1 —1
[m}:m_:mﬂ.m:g.wzm_l
2 2 2

Portanto,

2e<m-—-1=2z—-1<m-—-2<m.

Nesta lista deve existir um digito binério € € {0, 1} tal que ao menos z sequéncias tenham

o primeiro digito binario igual a e. Cantor define entao,
ugl) =1—k¢,

removendo do conjunto V exatamente x sequéncias que tenham primeira entrada €, e
define V’ o conjunto dos m —x sequéncias restantes restritos as n— 1 tltimas coordenadas.

Portanto, n — 1 < m — x < 2" ! e por hipétese de inducdo, temos:
gm—z,n—-1)=2(m—z)—(n—1),sem—x>n—1
Como ja tinha sido feitas 2x — 1 perguntas, entao

gn,m) = 20 —142(m—2z)—(n—1)
= 2x—14+2m -2z —n+1

= 2m—n.
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Exemplo 12. Considere o conjunto V = {vy,va, V3, v4, V5, V6, 7} com m = T sequéncias

bindrias de comprimento n = 4 descritas a sequir

v1 =(0,0,0,0) vy =(0,0,1,1) wv3=1(0,1,0,1) wy=(0,1,1,0)
vs =(1,0,1,0) wvs =(1,1,0,1) wv;=(1,1,1,1)
Cantor consulta o primeiro digito bindrio das sequéncias de V', ou seja, 0,0,0,0,1,1,1,
dai temos que € = 0. Com isso, Cantor define o primeiro digito bindrio de u, sendo

u) =1 — ¢, entio temos:
uV =1-0=1,

assim o primeiro digito € 1.
Reduzindo o conjunto V', Cantor remove todas as sequéncias de V' cujo o primeiro

digito bindrio seja € = 0, entdo restam as sequéncias W = (wy, wq, ws3) abaizo:

w; = (1,1,0,1)
Wy = (1,0,1,0)
wy = (1,1,1,1).

Entao, Cantor trabalha apenas com W, onde cada sequéncia n — 1 = 3 digitos

binarios restantes:

w; = (1707 1) = (w1, wi2, w13)
w; = (0,1,0) = (wa1, waz, wa3)
wé = (1,1,1) = (w31, w32, wss).

Logo, utilizamos o processo de diagonalizacio de Cantor, isto €,

v®@ = 1—wy,
v® = 1 —wy,
U(4) = 11— Ws33.

Portanto, v = (1,0,0,0) ¢ V.

Exemplo 13. Suponha que temos um conjunto V- = {vy, v, v3, vy, v5, 05,07} com m =T

sequéncias bindrias de comprimento n = 3, ou seja,
v =(0,0,0) vy =1(0,0,1) v3=1(0,1,0) vy =(0,1,1)
Vs = (1,0,0) Ve = (1,071) V7 = (171,0)

Cantor, consulta o primeiro digito bindrio das sequéncias de V', isto €, (0,0,0,0,1,1,1),

dai temos que € = 0, pois aparece no minimo 4 vezes. Com isso, Cantor define o primeiro
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digito bindrio de u, sendo u =1 — €, entdo temos:
uV=1-0=1,

assim o primeiro digito bindrio comeca por 1.
Reduzindo o conjunto V', Cantor remove todas as sequéncias de V' cujo o primeiro

digito bindrio seja € = 0, entdo restam as sequéncias W = (wq, wq, w3) abaizo:

wy = (LO?O)
Wy = (1, 0, 1)
W3 = (1, 1,0)

Entao, Cantor trabalha apenas com W, onde cada sequéncia n — 1 = 2 digitos

binarios restantes:

wy = (0,0
wy = (0,1
wzls = (17())

Entretanto, nao podemos wutilizar o processo da diagonalizacao de Cantor, pois
precisamos reduzir novamente a sequéncia. Dai, consultamos o sequndo digito bindrio de
W, isto é, (0,0,1), assim € = 0, pois aparece no minimo 2 vezes. Logo, o sequndo digito
bindrio de u é:

W@ =1-0=1

Reduzindo o conjunto W, Cantor remove todas as sequéncias de W cujo o sequndo

digito bindrio seja € = 0, entao resta a sequéncia T' = (t1) abaizo:
t, = (1,0).

Assim, consultamos o terceiro digito bindrio de T, temos € = 0. Logo, o terceiro
digito binario de u é:
u(3)=1-0

Portanto, u = (1,1,1) ¢ V.

Considere m = 2" — 1, ou seja, s6 existe uma sequéncia que nao esta na lista. Este
é o caso em que Cantor deve fazer o maior niimero de perguntas para obter a sequéncia
que nao esta na lista.

Seja b; o nimero de perguntas feitas por Cantor referentes as coordenadas j de

algumas sequéncias v;. Kronecker escolhe suas respostas garantindo que para cada j, as
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respostas sobre os primeiros digitos nas posi¢oes j sao balanceadas, isto é, no maximo
b; . /s b; .
[gﬂ das respostas sejam 0 e no maximo [gw das respostas sejam 1.
Considerando u a sequéncia produzido por Cantor. Para cada 1 < j < n, existe no

s . b A . . . .
maximo [—JW sequéncias v; conhecidos sendo diferentes de u na coordenada j. Portanto,

2lsl

ao todo existe no maximo
sequéncias v; que sao conhecidos por Cantor diferentes de u. Note que:

b

o
2 b+ 1

se b; é par

, se b; é impar.

Entao,

Para garantir que u seja de fato diferente de cada v;, esse nimero precisa ser pelo

menos m, isto €,

Logo,

3
IN
™

2m < Y b+ 1
j=1 j=1
= ZbJZQm—n
j=1

Exemplo 14. Em um jogo da diagonalizacao de Cantor, considere sequéncias com 3

digitos (valores 0 ou 1).

Isso significa que o conjunto total de sequéncias é:
2" =2 =38.

Suponha que Kronecker fornece 7 sequéncias, isto é:

Assim, Cantor precisa fazer um nimero minimo de perguntas b; de tal modo que
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a soma total das perguntas satisfaca:
Z ) >2m—n=2-7T—3=11

j=1

Logo, seque o mesmo raciocinio do Exemplo [15

o8



Capitulo 4

Uma proposta para o ensino da

diagonalizacao

Neste capitulo, apresentaremos uma proposta didatica baseada no argumento de
diagonalizagdo desenvolvida por Georg Cantor. A intengdao ¢ mudar esse conceito para
uma abordagem acessivel e significativa no contexto da Educacao Basica, por meio da
elaboracao de um jogo matematico. A atividade proposta busca favorecer uma compre-
ensao mais intuitiva e significativa de conceitos como conjuntos nao enumeraveis, infinito
e cardinalidade, ao mesmo tempo em que promove a articulacao entre o rigor légico ao
lidico presente na dindmica do jogo. Além disso, promover a aprendizagem por meio da
problematizacao e da investigacdo, permitindo que os alunos entrem em contato com as
ideias principais da matematica de forma dinamica e contextualizada.

Como parte da proposta pedagdgica deste trabalho, foi desenvolvida uma atividade
didatica voltada para a construgao e compreensao de conceitos fundamentais da mate-
matica, como a noc¢ao de infinito, ao sistema binario de numeracao e ao argumento de
diagonalizacdo de Georg Cantor. A atividade foi pensada com base em uma abordagem
investigativa e ludica, promovendo o envolvimento ativo dos estudantes na construgao do
conhecimento.

A atividade foi organizada tendo os seguintes objetivos:

e Promover a compreensao do sistema binario de numeragao, favorecendo a conversao

entre diferentes bases numéricas;
o Estimular a reflexdo sobre a extensao do conjunto dos niimeros naturais;
« Desenvolver o raciocinio logico e a capacidade de observagao de padroes;

o Introduzir, de forma acessivel e concreta, o argumento de diagonalizagao de Cantor,

associando-o a nogao de conjuntos infinitos nao enumeraveis;

o Estimular a aprendizagem por meio de recursos ludicos, como o uso do jogo de

domind com numeros binarios.

29
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4.1 Atividade Proposta

A atividade inicia com perguntas investigativas simples: os alunos serao solicitados
a listar cinco niimeros naturais e refletir se seria possivel listar todos os niimeros naturais.
Essa questao inicial serve como ponto de partida para introduzir a ideia de infinito enu-
meravel, mostrando que, embora os niimeros naturais nao tenham fim, é possivel lista-los
de forma ordenada (exemplo de infinito enumerével).

Na etapa seguinte, apresentamos aos alunos como representar um nimero natural
na base 2, como proposto no Exemplo[6]e em seguida, encorajamos os alunos a escreverem
alguns nimeros decimais (como 5,10, 23 e 50) na base binéria.

Compreendida a representacao dos niimeros naturais na base 2 por meio de digitos
0 e 1, podemos nesta ocasiao ampliar essa ideia para o estudo de sequéncia. Essa atividade
reforca o contetido de sistema de numeracao e serve como preparacao para a proxima fase:
a construcao de uma tabela contendo quatro sequéncias binarias com 4 digitos.

Com base na tabela construida, os alunos serao orientados a observar a diagonal
principal (o 1° digito da 1* linha, o 2° da 2* linha, e assim por diante) e, em seguida,
a criar uma nova sequéncia alterando cada um desses digitos (por exemplo, trocando 0
por 1 e vice-versa). Ao final, verificar se essa nova sequéncia aparece na lista original.
Essa observagao leva a discussao de que, nao importa quantos elementos estejam listados,
sempre ¢ possivel construir uma nova sequéncia diferente de todas. Esse ¢ o principio fun-
damental da prova do argumento da diagonalizacao de Cantor, como ja foi demonstrado
que o conjunto dos nimeros reais é ndo enumeravel [7]

A atividade sera complementada por um recurso ludico: um jogo de dominé cujas
pecas contém nimeros binarios de 3 digitos. A regra bésica do jogo é que uma peca s
pode ser encaixada na outra se o final de uma corresponder ao inicio da préxima. Essa
etapa promove a resolucao de problemas, a visualizacao de padroes e a atencao a regras
formais, além de tornar a aprendizagem mais dinamica.

No desfecho, os alunos serdo novamente convidados a construir uma nova sequéncia
bindria pela diagonal, desta vez a partir da ordem das pecas encaixadas. Observamos que
nesse caso, nem sempre sera possivel construir tal sequéncia pois o tamanho da sequéncia
é finito. Por fim, repetiu-se a analise: a nova sequéncia criada pertence a lista original de
pecas? Essa reflexao refor¢a o argumento logico ja discutido anteriormente, agora num
contexto mais visual e pratico.

Essa atividade promove uma abordagem investigativa ao permitir que o aluno par-
ticipe ativamente da descoberta de conceitos abstratos por meio da experimentacao. Do
ponto de vista conceitual, introduzir o argumento de diagonalizacao de Cantor em um
contexto escolar ¢ uma forma de mostrar que temas geralmente abordados em niveis supe-
riores podem ser explorados de forma significativa na educacao basica, quando adaptados

a partir de uma metodologia ativa.
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A utilizagao de atividade como essa mostra-se eficaz para introduzir nogoes avan-
cadas de forma significativa e engajadora. Ao final da experiéncia, espera-se observar
que os alunos consigam compreender intuitivamente a impossibilidade de listar todos os
elementos de certos conjuntos. Além disso, a atividade integra conceitos matematicos,
pensamento logico, linguagem binaria e lidico, promovendo uma aprendizagem integrada

e contextualizada.
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ATIVIDADE PROPOSTA

1. Liste 5 nimeros naturais e, em seguida, responda:

(a) Vocé conseguiria listar todos os niimeros naturais?

()Sim () Nao

(b) O conjunto dos nimeros naturais termina?

()Sim () Nao

(c) Ele ¢é infinito? Justifique:

2. Faca a representacao binaria dos seguintes niimeros decimais:

(a) b=
(b) 10 =
(c) 23 =
(d) 50 =

3. Liste na tabela abaixo 4 sequéncias binarias com 4 digitos.

Depois, destaque os digitos da diagonal principal: o 1° digito da 1* linha, o 2° da

2% linha, e assim por diante.

Construa uma nova sequéncia alterando cada digito da diagonal (0 vira 1, 1 vira 0).

Verifique se essa nova sequéncia aparece na lista original.

Sequéncia | 12 digito | 22 digito | 32 digito | 4° digito
1

2
3
4

Sequéncia construida pela diagonalizagao:

A nova sequéncia aparece na tabela original? () Sim () Nao

Se nao aparecer, isso confirma que € possivel construir uma sequéncia fora de qual-

quer lista proposta. Essa é a estrutura do argumento de diagonalizacio de Cantor.
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4. E um dominé binario com 3 digitos. Seguem as instrugoes e a seguir, as pecas:

Instrucoes do Jogo:

o (Cada pecga de domind contém dois niimeros binarios de 3 digitos.

o Para encaixar uma pecga na outra, o ultimo niimero da anterior deve ser igual

ao primeiro nimero da nova.

e Ao final, escolha uma sequéncia de pecas e construa um nimero binario infinito
pela diagonal: pegue o 1° digito da 1* peca, o 2° digito da 2% pega, o 3° da 32,

e assim por diante.

Pergunta: Se vocé tentar mudar cada digito dessa diagonal (0 vira 1, 1 vira 0),

sera que o novo numero ainda estd na sequéncia?

Por qué?
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Pecas de Dominé com 3 Bits

000 000 000 001 000 010
000 011 000 100 000 101
000 110 000 111 001 001
001 010 001 011 001 100
001 101 001 110 001 111
010 010 010 011 010 100
010 101 010 110 010 111
011 011 011 100 011 101
011 110 011 111 100 100
100 101 100 110 100 111
101 101 101 110 101 111
110 110 110 111 111 111
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