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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo principal estudar o funtor Tor, uma importante ferra-
menta da algebra homologica e geometria algébrica. O funtor Tor;?(M , N) mede a falha
do produto tensorial em preservar exatidao, revelando informagoes sobre a estrutura dos
modulos envolvidos. Para isso, o trabalho ¢ dividido em trés capitulos. O primeiro apre-
senta conceitos preliminares como A-moédulos, sequéncias exatas e o Lema da Serpente.
O segundo capitulo aborda a construgao do produto tensorial, com destaque para a sua
propriedade exata. No terceiro capitulo, estuda-se o funtor Tor a partir de uma resolucao
projetiva e da homologia do complexo tensorizado, discutindo também suas principais
propriedades e aplicagoes.

Palavras-chave: A-médulos; Sequéncias Exatas; Algebra Homoldgica; Produto Tensorial;
Moédulos Planos; Funtor Tor.



ABSTRACT

This work aims to study the functor Tor, an tool important in homological algebra and
algebraic geometry. The functor Tor;;l(M , N) measures the failure of the tensor product
to preserve exactness, revealing information about the structure of the involved modules.
To achieve this, the work is divided into three chapters. The first presents preliminary
concepts such as A-modules, exact sequences, and the Snake Lemma. The second chapter
discusses the construction of the tensor product, highlighting its exactness property. In
the third chapter, the Tor functor is studied from a projective resolution and the homology
of the tensorized complex, also discussing its main properties and applications.

Keywords: A-modules; Exact Sequences; Homological Algebra; Tensor Product; Flat
Modules; Tor Functor.
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1 INTRODUCAO

O objetivo principal deste trabalho é realizar um estudo introdutério sobre o funtor
Tor, um conceito fundamental na Algebra Homoldgica, com aplicacdes relevantes tanto
na Algebra Comutativa quanto na Geometria Algébrica. O funtor Tor surge como uma
ferramenta que mede a falha do produto tensorial em preservar a exatidao de sequéncias
exatas, permitindo uma anélise refinada da estrutura de médulos. Além disso, esse funtor
ajuda a caracterizar varios outros invariantes algébricos.

Dividimos este trabalho em trés capitulos. No primeiro, apresentamos as prelimi-
nares, reunindo diversos conceitos e resultados que servirao de base ao longo do texto.
Neste capitulo, estudamos a teoria de A-médulos, fundamental na Algebra Comutativa,
destacando seu papel como uma generalizagao dos espacos vetoriais vistos em Algebra
Linear. Além disso, exploramos o conceito de sequéncias exatas, ferramenta essencial no
desenvolvimento posterior, em conjunto com o Lema da Serpente.

O segundo capitulo, é dedicado a construcao do produto tensorial, que por sua
vez, ¢ uma ferramenta central na teoria dos médulos. Estudamos sua definicao, principais
propriedades e aplicagoes. Destacamos especialmente a propriedade exata do produto
tensorial, discutindo em detalhes como e por que o produto tensorial pode falhar em
preservar a exatidao de uma sequéncia curta exata.

Por fim, no capitulo trés, tratamos do tema principal deste trabalho: o funtor
Tor. Apés revisarmos conceitos fundamentais da Algebra Homolégica, como resolucoes
projetivas e homologia de complexos, apresentamos a construgao do funtor Tor. Discutimos
também suas principais propriedades, interpretagoes e a relacdo com outras ferramentas

da Algebra, consolidando os tépicos desenvolvidos nos capitulos anteriores.



2 PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentaremos os conceitos e resultados fundamentais necesséarios
para o desenvolvimento deste trabalho. Em particular, abordaremos noc¢oes bésicas sobre
A-mdédulos, onde A sera anel comutativo e com unidade, incluindo defini¢oes, exemplos e
propriedades relevantes, bem como discutiremos aspectos centrais sobre sequéncias exatas
e a demonstracdo do Lema da Serpente. Esses contetidos sao muito importantes em
Algebra Homolégica e serdo essenciais para a compreensao das construcdes e argumentos

desenvolvidos nos capitulos seguintes, como o produto tensorial e o funtor Tor.

2.1 MODULOS E SUBMODULOS

Definicao 1. Seja A um anel. Um grupo abeliano aditivo (M, 4) dotado da multiplicagao

escalar:
AxM —= M

(a,m) +— am
é dito um A-mdédulo se para todos aj,a9 € A e my,mg € M:
1. Imq = my;
2. (ayag)my = a1 (agmy);
3. (a1 +a2)my = aymy + agma;
4. ay1(my +mg) = aymy + ayms.
Exemplo 1. Seja V um K-espaco vetorial. Na definicao de A-mdédulo, podemos considerar

o anel A como sendo o corpo K, e o grupo M por V. Dessa forma, temos que V é um
K-modulo.

Exemplo 2. Todo anel A poder ser visto como A-médulo de forma natural.

Exemplo 3. Sejam A um anel e ¢ inteiro positivo. Entao A" = {(ay,as,...,a;) : a; € A}
com a soma definida:
I N o_ / / /
(a1,a2,...,a¢) + (a1, a3, ... ,at) = (a1 + a1, a2 + ag, ..., ar + ap)
e a multiplicagdo por escalar:
a(ay, a9, ...,ar) = (aay,aas,. .., aat)
é um A-mddulo.

Exemplo 4. Sejam K um corpo, V um K-espago vetorial e T': V' — V um operador
linear. Dado um polinémio p(X) € K[X] da forma p(z) = ag+a1x+...4+apz", indicamos
por p(T') o operador linear p(T') = agl +a1T+ ...+ apT™, onde I é o operador identidade

emVeTF=ToTo-. oT. Entdo, V é um K[X]-médulo em relacio a adicdo usual de

k—vezes

V' e a multiplicagao por escalar dada por p(X)-v := p(T)(v).
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Exemplo 5. Todo grupo abeliano (G, +) pode ser considerado como um maédulo sobre
o anel dos inteiros Z. De fato, basta considerar, para todo n € Z e todo a € GG, a seguinte

multiplicagao por escalar:

a+...+a se n>0;
———
n—vezes
n-a = 0 se n=0;

(—a)+ ...+ (—a) se n<O.

|n|—vezes

Definigdo 2. Sejam A um anel e M um A-médulo. Um subgrupo N de M é um A-

submodulo de M se a propriedade abaixo ¢é satisfeita.
an € NNVae Aene N.

Em outras palavras, N é um A-submoddulo de M se for uma A-moédulo com a multiplicagao

por escalar restrita a V.

Exemplo 6. Seja M um A-médulo. E imediato que, N = {0} e N = M sao A-submédulos,

chamados submoddulos triviais de M.

Definicao 3. Seja M um A-moédulo e vy,..., vy, € M. Dados ay, ..., amnm € A, chamamos
a expressao

aivy + ...+ amvm

de combinacao linear dos elementos v1, ..., v, com coeficientes em A.

Seja S € M um subconjunto de um A-médulo M. Denotamos por (S) o conjunto

formado por todas as combinagoes lineares com coeficientes em A.
Proposicao 1. O conjunto (S) é um submoédulo de M.

Demonstragcao. Observe inicialmente que
Ovi+...4+40-vy, =0.

Logo, 0 € (S). Seja z € (S). Por defini¢ao, existem vy,...,v. € S e ay,...,a; € A tal
que

r=aiv]+...+ apvg.

Entao, dado a € A teremos
ar = aajv] + ...+ aapvg

como aa; € A, com i =1,..., k. Temos uma combinacgao linear de elementos de S. Logo,
ax € (S). Assim, (S) ¢ um submdédulo de M. O
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Todo submédulo N de M é da forma N = (S) para algum subconjunto S de N.
Chamamos (S) de submddulo gerado de S. Se M = (S), dizemos que S é um conjunto

gerador do A-médulo M.

Exemplo 7. Seja G = M um A-moédulo gerado por mi,...,ms e I C A um ideal.

Definimos I M como sendo o conjunto

t
[M:{Zaimi:aief}.
=1

Note que IM é um submddulo de M. Em primeiro lugar, é facil ver que I M é subgrupo
aditivo de M. Por outro lado, dados a € A e m € I M temos que

t

t
am = a Z a;m; = Z aa;m;.
1=1 1=1

Uma vez que I é ideal de A, aa; € I, logo am € I M.

Proposigao 2. (Soma de submédulos) Sejam M um A-médulo e My, Mo, ... M A-

submodulos de M. O conjunto

t t

ZMi: {Zml my GMZ'}
=1 =1

¢ um A-submédulo de M.

t
Demonstracao. De fato, temos que Z M; é subgrupo de M. Sejam m =m1+...+m; €
1=1
t
Y M;ea€ A Dal,am = a(mi+...+my) = (ami+...+amy). Como M; é A-submédulo,
=1

t t
am; € M; ¥Vi=1,...,t. Logo, am &€ Z M;. Portanto, Z M; é A-submédulo de M. O
=1 1=1
Proposigao 3. (Interse¢do de submédulo) Sejam M um A-médulo e My, ..., My A-
submédulos de M. Entao My N...N My é um A-submédulo de M.

Demonstracao. Sabemos que a interse¢ao de subgrupos é um subgrupo. Nos resta mostrar
que, dadom € MiN...N My ea € A, temos am € My N...N M. Note que am € M;,
para todo i = 1,...,t, pois os Mgs sao A-submodulos de M. Logo, am € My N ...N My,
concluindo que My N...N M; é A-submoédulo de M. O

Definigao 4. Seja M um A-moddulo e sejam N, P submédulos de M. Definimos
(N:P):={acA:aP C N}

Em particular, (0: M) é o conjunto de todos os a € A tal que aM = 0. Este conjunto é

chamado de anulador de M e é denotado por Ann(M).



Capitulo 2. Preliminares 12

Proposicao 4. Seja M um A-mddulo e considere os A-submédulos N e P de M. Entao
(N : P) é um ideal de A. Em particular, Ann(M) é um ideal de A.

Demonstragio. Sejam a € A e b,b € (N : P). Como b € (N : P), temos bP C N. Logo,
(ab)P = a(bP) C aN C N,
o que mostra que ab € (N : P). Para todo p € P, vale
(b—b)p=bp—bpeN,
pois bp, blp € N. Assim, b — b e (N : P). Portanto, (N : P) é um ideal de A. ]

Exemplo 8. Sejam A um anel com unidade, I C A um ideal e M um A-médulo tal que
IM = 0. Entao, podemos considerar M um (A/I)-médulo com o seguinte produto por

escalar:

(AJI) x M — M
(z,m) = X-mi=am
onde x é um representante de z. Essa fungao estd bem definida. De fato, sejam 77,73 € A/
em € M tais que 1 = T3. Logo, 1 — x9 € I. Como IM = 0, temos (r1 — x2)m = 0
para todo m € M. Assim, x1m = x9m. Portanto, Z - m nao depende do representante da

classe.

Definicdo 5. Sejam M um A-médulo e N um A-submédulo de M. Como (M, +) é
um grupo abeliano e (N, +) é subgrupo normal de M, faz sentido considerar o grupo
quociente (M/N,+), isto é, o conjunto M/N = {m : m € M}, das classes laterais de N

em M munido da adigao

+: (M/N)x (M/N) — M/N
(1, m2) = my+ ma

o grupo (M/N,+) com a multiplicagio escalar:

Ax (M/N) —  M/N

(a,m) > aTh = am

Vamos mostrar que as operagoes acima estao bem definidas, ou seja, independem
da escolha do representante da classe. De fato, como (M/N,+) é grupo, a operagao de
soma ja estd bem definida. Por outro lado, sejam (a,m), (a,m/) € A x M/N tais que
m = m/. Logo, m —m’ € N. Dessa forma, a(m — m/) € N, entdo am — am’ € N. Ou
seja, am — am! = 0 que implica em am = am/. Portanto, M/N é um A-médulo, chamado

A-médulo quociente.

Exemplo 9. Considere M = Z como um Z-moédulo e N = nZ um Z-submodulo de M.

Entao, temos o Z-médulo quociente Z/nZ.
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Exemplo 10. Considere o conjunto Ma(R), formado por todas as matrizes 2 x 2 reais,
que por sua vez é um modulo sobre R. Seja N C M3(R) o submédulo das matrizes cuja

segunda coluna é zero. Entao, temos o R-mddulo quociente Mo(R)/N.

Exemplo 11. Considere A = Z[x] o anel de polinémios com coeficientes inteiros e o
A-médulo M = A. Seja N = (932 + 1), o submédulo gerado pelo polindémio 22 + 1. Temos

assim, o médulo quociente Z[z] /(2 + 1).

2.2 HOMOMORFISMOS DE A-MODULOS

Na Algebra, os homomorfismos sdo fundamentais para conectar diferentes estru-
turas algébricas. Na Algebra Linear, manifestam-se como transformacoes lineares, que
preservam a adicao de vetores e a multiplicacdo por escalares, refletindo as propriedades
dos espacos vetoriais em suas imagens. De modo similar, na teoria de modulos, os homo-
morfismos de A-mddulos generalizam as transformacgoes lineares para estruturas onde os
escalares pertencem a um anel A. Essa generalizacao é essencial para estudar relacoes e

propriedades entre modulos sobre o mesmo anel.

Definicao 6. Sejam M e M’ dois A-médulos. Uma aplicacao f : M — M é um
homomorfismo de A-médulos se:

L f(my+mg) = f(m1) + f(m2); Ym1,ma € M;
2. f(am) =af(m); Vm € M e Va € A.

Se f for um homomorfismo bijetivo, entdao f serd chamado de isomorfismo de A-mddulos.
. / ~ 3 Ve ~
Neste caso, diremos que M e M sao isomorfos como A-mddulos e usaremos a notagao
/
M~ M.

Exemplo 12. Sejam M e N A-médulos. As fungoes f e g definidas da seguinte forma:

f: M —- N g: M — M
m +— 0 m = m

sao homomorfismos de A-mddulos conhecidos como mapa nulo e aplicagao identidade,

respectivamente.
Exemplo 13. Seja M um A-médulo e my, ..., ms geradores de M, vimos no Exemplo 3
que A = {(a1,...,az) : a; € A} é um A-médulo. Vamos mostrar que a aplicacio

h: Al — M

"
(a1,...,ar) — Y a;m;
i-1



Capitulo 2. Preliminares 14

é um homomorfismo de A-mddulos.

Sejam (a1, ...,at), (a},...,a}) € Al e a € A. Entéo,
h(a(ay,...,at) + (a},...,a;)) = h(aa + ay,...,aa; + a})
t
= > (aa; + ag)m;
=1

t t
= a Z a;m; + Z a;-mi
=1 =1
= ah(ay,...,ar) +h(d],...,d}).

Definicao 7. Seja f : M — N um homomorfismo de A-mddulos. O niicleo e a imagem
de f sdo, respectivamente, Ker(f) ={m & M : f(m) =0} e Im(f) = {f(m) : m € M}.

Note que tais conjuntos sao A-submoddulos. Dos conceitos da teoria de grupos,
sabemos que, Ker(f) é um subgrupo de M e Im(f) é um subgrupo de N. Assim, seja
ac€Aeme Ker(f), temos:

flam) =af(m)=a-0=0.

Logo, am € Ker(f), o que mostra que Ker(f) é A-submédulo de M. Analogamente, seja
a € Aen € Im(f). Por definigao, existe m € M tal que f(m) = n. Assim,

an = af(m) = f(am),
e como am € M, conclui-se que an € I'm(f). Portanto, Im(f) é A-submédulo de N.

Exemplo 14. Sejam M um A-médulo e N um A-submoddulo de M. A projecao candnica
m: M — M/N definida por 7(m) = m é homomorfismo de A-mdédulos sobrejetor com

nucleo igual a N. De fato, m é homomorfismo pois, sejam m1,mo € M e a € A.
m(am1 +ma) = (am1 +mg) = amy +mz = ar(m1) + 7 (m2).

Além disso, qualquer elemento de M/N é uma classe T para algum m € M. Como
m(m) =, segue que cada elemento de M /N é imagem de algum elemento de M. Portanto,

7 é sobrejetora. Agora, observe que
Ker(m)={me M :7w(m) =0} ={me M | m=0}.

Por outro lado, como m = 0, temos que m € N. Assim, m € Ker(r) se, e s6 se, m € N,
ou seja, Ker(m) = N.

Observacao 1. Dado f : M — N um homomorfismo de A-moédulos. Uma vez que
Im(f) é A-submédulo de N, temos que N/Im(f) ¢ um A-mddulo, que serd chamado de

co-ntcleo de f e serd denotado por Coker(f).
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Definicao 8. Sejam M e N A-mddulos. Vamos denotar o conjunto de todos os homomor-
fismos de A-médulos f: M — N, por Homyg(M,N)={f: M — N| f é homomorfismo}.

Note que as operagoes

Homy(M,N) x Homg(M,N) — Hom (M, N)
(f,9) = (f+9)@) = fz) +9(z)

Ax Homg(M,N) — Homy(M,N)
(a, f) = (af)(x) = af(x)

tornam Hom 4 (M, N) um A-mddulo.

Sejam u : M — M e v : N — N’ dois homomorfismos de A-médulos, entdo eles

determinam as seguintes aplicagoes:

u: Homg(M,N) — Homy(M' N)
;e alf)=fou

v: Homy(M,N) — Homu(M,N’)
f e v —vef

que sao homomorfismos de A-mo6dulos por ser composicao de homomorfismos.

Lema 1. Sejam f € Homg(M,M') e N C Ker(f). Entdo, existe um tinico homomor-
fismo de A-médulos f: M/N — M’ definido por f(m) = f(m), de modo que o seguinte
diagrama comuta:
M —"~ M/N
1
s f
M/

ou seja, f = fom, onde m é a projecao candnica.

Demonstragio. Seja f : M — M’ homomorfismo de A-médulos tal que N C Ker(f).

Defina a funcao
f: M/N — M’
m = f(m) = f(m).
Mostraremos que f estd bem definida e ¢ homomorfismo de A-médulos com a propriedade

que f = fom. Sejam m7y e My € M/N tais que T = ms. Dessa forma

mi—mag=0&m;—mo=0&m;—mgeN

como N C Ker(f), segue que mj; —mo € Ker(f). Logo, f(m; —mo) = 0, e como f é

homomorfismo

0= f(m1 —ma) = f(m1) — f(mz) = f(m1) = f(m2).
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Isto é, dados T e Mg € M/N com mi = M3 mostramos que f(my) = f(M3), por-
tanto f estd bem definida. O fato de f ser homomorfismo de A-médulos, implica em f
ser homomorfismo de A-mddulos, pois a composicao de homomorfismos é também um

homomorfismo. A comutatividade segue direto da defini¢ao
(F o 7)(m) = F(r(m)) = F(7m) = f(m), para todo m € M.

Quanto a unicidade, agora suponha que exista g : M/N — M’ tal que gor = f. Sendo 7

sobrejetora existe uma inversa a direita. Assim,

1 1 *

gom=f=for=gomon ' =fomor  =g=F.

Portanto, f ¢ tinico. O

Teorema 1. (1° Teorema do Isomorfismo de A-médulos) Sejam M, M’ dois A-
médulos e N um A-submédulo de M. Seja f : M — M’ homomorfismo de A-médulos
tal que Ker(f) = N. Entao, M/N ~ Im(f) como A-médulos. Em particular, se f é
sobrejetora M /N ~ M’ como A-médulos.

Demonstragao. Considere a fungao

g: M/N — Im(f)
m = f(m).
Pelo Lema 1, g esta bem definida e ¢ homomorfismo de A-médulos. Note que g é sobrejetiva,

pois é o mesmo homomorfismo anterior f com contra-dominio restrito a sua imagem. Dessa

forma, para concluirmos o Teorema basta mostrar que g é injetiva. Sejam @ e b € M /N

tal que g(a) = g(b) note que,
g@) = gb) = f(a) = f(b) = fla—b) =0= (a—b) € Ker(f) =N = (a —b) € N.

Logo,

]

Proposigcao 5. Sejam M um A-moédulo e N C M um A-submoddulo. Existe uma corres-
pondéncia bijetiva entre os A-submédulos de M /N e os A-submddulos de M que contém
N.

Demonstragio. Seja m: M — M/N projecao candnica. Sabemos que 7 é homomorfismo
sobrejetivo com nucleo igual a N. Dado W um submoédulo de M, a imagem de um
homomorfismo sempre é submédulo do contradominio, entao 7(W) é um submodulo de
M/N. Por outro lado, seja S submédulo de M /N, defina W = 7~1(S) = {m € M|x(m) €
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S}. Vejamos que ’/T_l(S) é de fato um submoédulo de M, se mi,mo € 7r_1(S), entao

m(m1),7(mg) € S. Como S é submddulo, temos
w(m1) +m(mg) = w(m1 +mg) € S,

o que implica m1 + mg € 7r71(S). Além disso, N C W. De fato, como S é submoddulo
de M/N, contém o elemento nulo 0. Para todo n € N, temos w(n) =1 = 0. Logo, para
todon em N, n € n~1(S) = W. Note que e 7!

W C M é subméodulo com N C W, entao:

sao aplicagoes inversas. De fato, se

T a (W) ={m e M :x(m) e n(W)} DW.

Mas se m € 71 (m(W)), entdo w(m) = 7(w) para algum w € W, ou seja, m — w €
Ker(r) = N C W, e como w € W, temos m € W. Logo, 7~ Y(x(W)) = W. Do mesmo
modo, se S C M/N, entéo:

m(r~1(8)) = {x(m) :m € M;n(m) € S} = S.

Portanto, as aplicagoes sao inversas entre si, estabelecendo uma bijecao entre os submo-
dulos de M que contém N e os submédulos de M/N. O

2.3 A-MODULOS FINITAMENTE GERADOS

Seja M um A-moédulo. M é dito finitamente gerado se existem finitos

mi,ma,...,my € M tais que

4
M=<m1,---,mt>={zajmj:ajeA}.
j=1

Os elementos m1,ms, ..., mt sdo chamados de geradores de M. Se M é gerado por um
unico elemento diremos que M é ciclico. Observe que todo anel A pode ser visto como

um A-modulo ciclico sobre A gerado por 1.
Exemplo 15. A’ é um A-médulo finitamente gerado.

De fato, dado o conjunto {eg,e9,...,et}, come; = (0,0,...,0,1,0,...,0) elemento
de A?, onde a i-ésima coordenada é 1 e as demais coordenadas sdo zero, geram A?. Pois,

dado (aq,...,as) € At teremos
t
(a1,a2,...,at) = a1(1,0,...,0) +a2(0,1,0,...,0) + ...+ a(0,0,....1) = > ae;.
=1
Proposicao 6. Seja M um A-moédulo. Entao, M é finitamente gerado se, e somente

se, existe N um A-submédulo de A?, com t € Zy tal que A'/N é isomorfo a M como

A-médulos.
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Demonstragio. Seja M um A-médulo finitamente gerado e {my, ma,...,m} geradores

de M. A funcao ¢, definida da seguinte forma
b At — M

t
(a1,a2,...,at) a1m1+...+atmt:Zaimi
=1

¢ homomorfismo. Temos que ¢ é sobrejetivo, pois para cada m € M temos que
m=aymi +...+amy = p(ay,...,at).

Logo, pelo Teorema 1 A!'/Ker(¢) ~ M. Como Ker(¢) = N é A-submédulo de Al

concluimos o que querfamos. Por outro lado, seja ¢ : A /N — M um isomorfismo com N
A-submédulo de A?. Considere a projecio canénica 7 : AL — A'/N. Entdo, f = ¢om:

Al — M é sobrejetiva. Dessa forma, dado m € M existe (a1, ...,a;) € Al tal que
t t t
m= flar,....ar) = f(3_aje;) = Y flaje;) = Y aif(e;)
=1 =1 i=1
ou seja, f(e1),..., f(e;) sdo geradores de M, portanto, M é finitamente gerado. O

Observacao 2. Nem sempre um submédulo de um médulo finitamente gerado, é fini-
tamente gerado. Por exemplo, considere o anel de polindmios M = R[zy,z9,...], que é
M-médulo finitamente gerado por {1}. No entanto, o submédulo N = (z1,x2,...) de M
nao ¢ finitamente gerado, pois ndo admite um conjunto finito de geradores. Isso é sempre
verdadeiro se o anel for "Noetheriano".

Definicao 9. Seja M um A-moédulo. Como nos Espacos Vetoriais, dizemos que os elemen-
t

tos my,...,my de M sdo Linearmente Independentes (L.I.) sempre que Z a;jm; =0,
1=1

com aj € A, implicar que a; = 0, para todo j = 1,...,t. Caso contrario, diremos que

mq,...,my sdo Linearmente Dependentes (L.D.).

Definicao 10. Um A-médulo M é dito livre se admite um conjunto finito de gerado-
res mi,...,my que sao L.I. Neste caso, diremos que mq,...,my é uma base para M e

escrevemos M = Am1 @ ... H Amy.

Exemplo 16. Note que (Zjy, +) nao é livre como Z-mdédulo. Na verdade, é possivel veri-
ficar que qualquer subconjunto de Z, é L.D. Considere, por exemplo, Zg e o subconjunto
{2,5}. Se a2 + 05 = 0 tome a = 30 e b = 30. De forma geral, podemos considerar os

coeficientes sendo multiplo de n.

Observacgao 3. Sejam M um A-modulo livre e m € M. Entao, existem tnicos ay, ..., as €

A tais que
t
m = Z a;m;
=1

onde {mq,...,my} é base de M.
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Observacgao 4. Nem sempre um submoédulo de um modulo livre, é livre. Considere como
exemplo o anel Zg dos inteiros médulo 6, que é um Zg-mddulo livre com base {1}. Note
que N = {0,2,4} é um Zg-submédulo de Zg que néao é livre. De fato, qualquer elemento

nao nulo de N é anulado por 3, ou seja, 3-n = 0 para todo n € N.

Observacgio 5. Note que se M ¢ livre, de base {mq,...,m;}, é equivalente a M ~ Al
Da Proposicao 6, sabemos que M ser finitamente gerado é equivalente a dizer que existe
A-submédulo N de Al tal que Af /N ~ M. Na demonstracao da mesma proposi¢ao
N = Ker(h)

h: Al — M

t
(a1,a9,...,a;) — > a;m;
i=1

note que, sendo M A-médulo livre Ker(h) = {(0,0,...,0)}. De fato, se (ay,...,as) €
Ker(h)

t
h(ai,az,...,at) =0 = Zaimi =0
=1

como my,...,my é LI Logo, a; = 0 para todo i = 1,2, ..., t. Portanto, M ~ A’.

Observagao 6. Sabemos que em um espaco vetorial, um vetor nao nulo forma um conjunto
L.I. No entanto, o mesmo nao é valido para A-moédulos. Por exemplo, considere o conjunto

7, X 79 como Z-mbdulo. Temos que:
2-(0,1) = (0,0).

Dessa forma, o conjunto {(0,1)} é formado por um elemento nao nulo de Z x Zsa, e nao é
L.I

Defini¢ao 11. Seja M um A-moédulo. Dizemos que M é livre de torgao se, para todo

a € A etodom e M, vale que
am =0 implicaem a=0oum =0.
Ou seja, nenhum elemento nao nulo de M é anulado por um elemento nao nulo de A.

Exemplo 17. Se o anel A é dominio de integridade, um A-médulo sobre si mesmo é

livre de torcao.
Exemplo 18. O Z-médulo Q é um médulo livre de torgao.

Exemplo 19. O Z-médulo Z[z]| (conjunto dos polindmios com coeficientes inteiros) é

livre de torcao.

Definicao 12. Um A-médulo P é projetivo se for um somando direto de um A-mdédulo

livre, isto é, se existe um A-médulo N tal que P @ N é livre.
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Exemplo 20. Todo moddulo livre é projetivo.

Exemplo 21. Nem todo moédulo projetivo é livre. Considere A = Zg. O teorema chinés
do resto nos garante que existe um isomorfismo entre Zg e Zo @ Z3. Como Zg ¢ um moddulo
sobre ele mesmo, entao é um maédulo livre. Ou seja, Zo é um Zg-modulo projetivo, que

nao ¢ livre, ja que todo Zg-modulo livre tem cardinalidade maior ou igual a 6.

Lema 2. Seja P um moédulo projetivo. Se M e N sdo A-moédulose f: P— N,g: M — N
morfismos de A-moédulos com g sobrejetor, entao existe um morfismo h : P — M tal que

o diagrama abaixo comuta.

h o l 5
‘g
M == N
Demonstracio. Seja (Q um A-modulo tal que P & @ é livre. Tome uma base (bj)jej de
P& Q, onde bj = (pj, qj). Como g é sobrejetiva, podemos escolher para cada j € I, um
elemento m; € M de modo que g(m;) = f(p;). Defina entdo o morfismo h:P®Q— M
pondo ﬁ(pj,qj) = my;, para cada j € I. Sendo i : P — P & @ o morfismo inclusao, ¢

imediato verificar que a composicio h = h o i cumpre a igualdade go h = f. O

2.4 BREVE APANHADO HOMOLOGICO

Nesta subsecdo, apresentaremos um breve panorama de conceitos da Algebra Ho-
moldgica, com foco na definicdo de sequéncias exatas e em algumas de suas propriedades
mais relevantes. Ao final, abordaremos a demonstracao do Lema da Serpente, a qual
foi estruturada por meio de lemas auxiliares, com o objetivo de torna-la mais clara e

organizada.

Defini¢ao 13. Uma sequéncia de homomorfismos de A-médulos

SO (=N VAN ING VA AA N ) AL N
¢ dita exata em M; se Im(f;) = Ker(f;11). A sequéncia é exata se ¢ exata em cada
M;.

Proposicdo 7. Considere os A-médulos M', M e M" esejam f: M' — Meg: M — M"
homomorfismos de A-médulos. Entao, temos:

1. A sequéncia de A-mo6dulos 0 — M’ L M ¢ exata se, e somente se, f ¢é injetiva.
/
2. A sequéncia de A-moédulos M Iy M" L5 0 6 exata se, e somente se, g é sobrejetiva.

3. A sequéncia de A-médulos 0 — M’ i> My M" — 0 ¢ exata se, e somente se, f é

injetiva, g é sobrejetiva e g induz um isomorfismo de Coker(f) = M/f(M') com o
A-médulo M”.
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Demonstragdo. 1. Suponha que f é injetiva. Entdo, Ker(f) = {0}. Note que Im(f’) =
{0}, e portanto, Ker(f) = Im(f’). Assim, a sequéncia é exata. Agora, suponha que
a sequéncia é exata. Nesse caso, Ker(f) = Im(f’). Como sabemos que I'm(f") = {0},
conclui-se que Ker(f) = {0}. Logo, f é injetiva.
2. Suponha que g é sobrejetiva. Entdo, Im(g) = M”. Note que Ker(g') = M", de
modo que Im(g) = Ker(g'). Portanto, a sequéncia é exata. Reciprocamente, suponha
que a sequéncia é exata. Assim, Im(g) = Ker(g'). Como Ker(g') = M"” conclui-se que
Im(g) = M" ou seja, g é sobrejetiva.
3. Seja

g:M/f(M) — M

u = g(u).

Suponha que a sequéncia é exata. Queremos mostrar que g estd bem definida e é um
isomorfismo de A-mé6dulos. Como g, pelo item 2, é sobrejetiva, a aplica¢ao g : M/Ker(g) —
M" dada por §(u) = g(u) é isomorfismo. Além disso, dado que f(M') = Ker(g), temos
g = 7. Portanto, g é isomorfismo de A-moddulos.
Suponha agora que ¢ induz um isomorfismo e que 0 — M’ i> MeMZL M — 0 sio
exatas pelo item 1 e item 2. Resta mostrar que Im(f) = Ker(g).
(©): Seja u € Im(f). Entao, temos

g(u) =g(a) = g(0) = Opyr.

Isto é, u € Ker(g).
(D): Seja u € Ker(g). Como g(u) = 0, temos que g(u) = 0. Isso significa que © € Ker(g),
mas como g ¢ isomorfismo Ker(g) = {0}. Logo, ©w = 0, o que nos diz que u € Im(f).

Portanto, Im(f) = Ker(g), como queriamos demonstrar.

]

As sequéncias dos tipos 1, 2 e 3 sdo chamadas, respectivamente, de sequéncia

exata a esquerda, sequéncia exata a direita e sequéncia exata curta.

Exemplo 22. Sejam M um A-médulo e N um A-submédulo de M. Consideremos o
homomorfimo inclusdo i : N < M e a projecao canodnica m : M — M/N. Entao, a

sequéncia
0= N<—=MI M/N—0
¢ exata, pois i ¢ injetiva, m é sobrejetiva e Im(i) = N = Ker(n).
Proposicao 8. Sejam L, M e N A-moédulos. A sequéncia de homomorfismos
LML N S0

é exata se, e somente se, J induz um isomorfismo de Coker(a) em N.
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Demonstragio. Suponha que a sequéncia é exata. Entao, § é sobrejetiva e Im(«a) =
Ker(B). Pelo Teorema 1, temos

Im(B) ~ M/Ker(B).
Como Im(f) = N, obtemos:
N~ M/Ker(p) = M/Im(a).

Portanto, concluimos que N = Coker(a).

Agora, suponha que N = Coker(a) = M/Im(«). Para demonstrar que a sequéncia é
exata, devemos mostrar que /3 é sobrejetiva e que Im(a) = Ker(f). Como N = M/Im(«),
o homomorfismo § : M — N, definido por 5(z) = T, é sobrejetiva. Resta verificar que
Im(a) = Ker(B).

(Q): Seja x € Ker(f). Entao, f(x) = 0. Pela defini¢ao de 3, isso implica que T = 0, ou
seja, © € Im(a).

(2): Sejay € Im(«). Entao, B(y) =7 = 0, o que implica y € Ker(/3). Portanto, concluimos

que Ker(f8) = Im(a), o que garante a exatidao da sequéncia. O]

Lema 3. Sejam X, Y, Z trés A-médulos e f: X — Y um homomorfismo de A-mddulos.
Se, para quaisquer homomorfismos g1,¢g2 : Y — Z a igualdade g1 o f = g2 o f implicar
g1 = g2. Entao, f é sobrejetivo.

Demonstracao. Suponha por absurdo que f nao é sobrejetivo. Entao, existe algum y € Y
tal que y ¢ Im(f). Defina dois homomorfismos g1,g92 : Y — Z, onde Z = Y/Im(f), da

seguinte forma:
g1(z) =z + Im(f) (projegao) e ga(x) = 0 (nulo).

Temos entao

91(f (@) = f(x) + Im(f) = 0 = g2(f(x)),

isto é, g1 o f = g2 o f. No entanto, g1 # g2, pois g1(y) = y + Im(f) # 0 = g2(y), o que
contradiz a hipdtese. Logo, f deve ser sobrejetiva. O

Lema 4. Sejam X, Y, Z trés A-médulos e f: Y — X um homomorfismo de A-mddulos.
Se, para quaisquer homomorfismos g1,¢92 : Z — Y a igualdade f o g1 = f o go implicar
g1 = g2. Entao, f ¢é injetivo.

Demonstrag¢do. Suponha por contradicdo que f nao é injetiva. Entao, existe algum 0 #
y € Ker(f). Definimos dois homomorfismos g1,g92 : Z — Y, onde Z = A, da seguinte

forma:
g1(a) = ay e g2(a) = 0.

Temos que ambos sao homomorfismos de A-médulos e para todo a € A

fg1(a)) = flay) = af(y) = a-0 = 0= f(g2(a)).
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Assim, fog) = foga. Porém, g1 # g2, pois g1(1) =y # 0 = ga(1), o que contradiz a
hipétese. Logo, f ¢ injetivo. O

Proposicdo 9. Sejam os A-médulos M, M e M". A sequéncia M’ % M 2 M — 0 ¢

exata se, e somente se, para todo A-mdédulo N a sequéncia
0 — Hom(M",N) 2 Hom(M,N) & Hom(M', N)
¢é exata.

~ A~ . u v ,
Demonstracio. Suponha que a sequéncia M’ = M — M" — 0 é exata. Vamos mostrar

que a sequéncia
0 — Hom(M",N) % Hom(M,N) % Hom(M', N)

também é exata, isto é, que T é injetiva e que Im(v) = Ker(u). Primeiro, mostraremos a
injetividade de v.
Seja f € Ker(v), ou seja, v(f) = 0. Por definicao,

U(f)=fov:M— N,

dai fov = 0. Como v é sobrejetiva, dado z € M”, existe m € M tal que v(m) = . Assim,

f(z) = f(v(m)) = 0.
Logo, f = 0. Portanto, Ker(v) = {0} e concluimos que v é injetiva.
Agora, verifiquemos a igualdade Im(v) = Ker(u).
(C): Seja f € Im(v). Entao, existe um homomorfismo g tal que v(g) = f = g o v. Temos
que u(f) = fow. Substituindo f, obtemos @(f) = gowvou. Como Ker(v) = Im(u), segue
que v ou = 0, logo w(f) = 0. Portanto, f € Ker(u).
(D): Seja g € Ker(u), isto é, gou = 0. Definimos f : M" — N, por f(m”) = g(m), onde
v(m) = m”. O homomorfismo f estd bem definido, pois, se m1,mo € M sio tais que

v(my) = v(ma), entao
v(my) —v(mg) =0 = (m1 —ma) € Ker(v) = Im(u).

Logo, existe m’ € M’ tal que u(m’) = m1 — mg. Aplicando g, temos g(u(m’)) = g(m1 —
mg) = 0. Assim, g(m1) = g(mo).
Verifiquemos que f ¢ homomorfismo de A-mddulos. Sejam m/, mb € M" e a € A. Entao,

existem mq,mo tais que v(my) = mY, v(mg) = mf. Dai, temos
m! +mb = v(my +mg) e amf = av(my) = v(amy).

Dessa forma,

flami +my) = glamy +mg) = ag(m1) + g(m2) = af (mY) + f(my).
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Note que para todo m € M,

(f ov)(m) = f(v(m)) = g(m),

pela definicao de f. Logo f owv = g. Assim para qualquer g € Ker(u) construimos um
f € Hom(M" N) tal que v(f) = f ov = g. Portanto, Im(v) = Ker(u).

Reciprocamente, suponha que a sequéncia
0 — Hom(M",N) 2 Hom(M,N) & Hom(M', N)

¢ exata. Mostremos que v é sobrejetiva e que Im(u) = Ker(v). Para provar a sobre-
jetividade de v, usaremos o Lema 3. Seja g1,92 : M” — N dois homomorfismos tais

que

giov=gaouv.

Logo, ©(g1) = T(g2). Como ¥ é injetiva, concluimos que g1 = go. Portanto, v é sobrejetiva.
Agora, vamos mostrar Im(u) = Ker(v).
(©): Seja m € I'm(u). Entao, existe m’ € M’ tal que u(m') = m. Usando que Im(v) =
Ker(t), e que para todo f : M" — N temos wov(f) = fovou = 0, segue que v(u(m’)) = 0,
com m’' € M’. Portanto, m € Ker(v).
(D): Seja m € Ker(v), ou seja, v(m) = 0. Tome N = M/Im(u) e m a proje¢ao candnica.
Dai,

a(r) = m(u(m')) = 0.
Logo, m € Ker(u) = Im(v), o que implica que existe f : M” — N tal que v(f) = =.
Como o(f) = f o v, entdo

m(m) = f(v(m)) =0,
concluindo que Ker(v) C Ker(m) e sabemos que Ker(m) C Im(u). Logo, m € Im(u). O

Proposicdo 10. A sequéncia 0 — N’ 2% N % N” ¢ exata se, e somente se, para todo

A-moédulo M a sequéncia
0 — Hom(M,N") % Hom(M,N) 2 Hom(M,N")
¢ exata.

Demonstra¢io. Suponha que a sequéncia 0 — N/ % N 2 N” é exata. Para mostrar que

a sequéncia
0 — Hom(M,N') % Hom(M,N) % Hom(M, N")
também ¢é exata, basta verificar que u ¢é injetiva e que Im(u) = Ker(7).
Sejam f,g: M — N' € Hom(M, N') tais que u(f) = u(g). Pelo homomorfismo induzido,

temos que u(f(m)) = u(f(m)) e u(g)(m) = u(g(m)). Assim, u(f(m)) = u(g(m)) para
todo m € M. Como u é injetora, entdao f(m) = g(m) para todo m € M. Portanto, u é
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injetora. Agora, mostraremos que Im(u) = Ker(7).

(C): Seja f € Im(u). Entdo, existe homomorfismo g € Hom(M, N') tal que u(g) = f =
wo g. Substituindo f em T(f) = wvo f, teremos v(f) =vouog =0, pois Ker(v) = Im(u).
Dai, 7(f) = 0. Portanto, f € Ker(v).

(2): Seja f € Ker(v). Entao, v(f(m)) =0, Vm € M. Pelo homomorfismo induzido, temos
v(f(m)) = v(f(m)) =0, ou seja, f(m) € Ker(v) = Im(u). Dai, existe um n’ € N’ tal que
u(n’) = f(m) para cada m € M. Definimos entdo uma funcio g : M — N’ por g(m) = n’,
onde u(n’) = f(m). Verificamos a seguir que ¢ estd bem definida:

Suponha que existam mq,mo € M tais que m; = mo, g(m1) = nj e g(mg) = nb. Assim,

temos que mj; — mg = 0. Dali,

0= f(m1—ma) = f(m1) — f(ma) = u(n)) —u(nb)
= u(n}) = u(nh) = n} = nh = g(m1) = g(mo).

Mostremos agora que g € um homomorfismo:

Sejam my,mg € M, com g(m1) =nj, g(ma) = nb e g(m1 + mg) = n’. Temos
f(ma +ma) = f(m1) + f(m2) = u(n]) + u(nh) = u(ny +nj).
Portanto, g(mj + mg) = n + nh = g(m1) + g(ms). Além disso, para a € A e m; € M

Famy) = af(my) = au(n}) = u(an}).
Assim, g(am1) = an. Assim, g é um homomorfismo. Como u(g(m)) = f(m) para todo
m € M, temos que f =7(g), ou seja, f € Im(u).

Reciprocamente, suponha que a sequéncia
0 — Hom(M,N') % Hom(M,N) % Hom(M, N")

é exata. Para mostrar que 0 — N’ 2% N & N é exata, basta verificar que u ¢ injetiva e
que I'm(u) = Ker(v). Para mostrar a injetividade de u, usaremos o Lema 4.

Suponha que existam homomorfismo ¢1,g2 : M — N’ tais que v o g = uo go. Pelo
homomorfismo induzido temos que u o g1 = u(g1) e uo g2 = uU(ga). Como @ é injetiva,
g1 = go. Portanto, u é injetiva. Agora, mostraremos a igualdade I'm(u) = Ker(v).

(C): Como Im(u) = Ker(v) e (Wou)(f(m)) =vouo f,Vf € Hom(M,N’). Temos que
f=id: N — N'. O que implica em v ou = 0. Logo, Im(u) C Ker(v).

(2): Suponha, por absurdo, que existe n € Ker(v) tal que n ¢ I'm(u). Entao, u(n’) # n,
vn! € N'. Assim, v(u(n’)) # v(n) = 0. Logo, v(u(n')) # 0, ¥n' € N'. Dai, vow # 0 que é
um absurdo, pois Im(u) = Ker(v). Portanto, Ker(v) C Im(u). O

A partir deste ponto, apresentaremos a demonstracao do Lema da Serpente. Com
o objetivo de tornar a apresentacao mais clara e organizada, estruturaremos a prova por

meio de lemas auxiliares.
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Lema 5. Considere o diagrama comutativo com linhas exatas:

0 M o2

ool e

0 N LN LN 0

entao, as restricoes de g e j definem homomorfismos
g1: Ker(f') = Ker(f) e j1:Ker(f) — Ker(f")
dados por g1(m/) = g(m') e j1(m) = j(m), respectivamente.

Demonstragio. Sejam’ € Ker(f'), ouseja, f/(m’) = 0. Como o diagrama comuta, temos:

logo g(m') € Ker(f). Assim, g1 estd bem definido como g1 (m’) = g(m’). Além disso, ¢
¢ um homomorfismo, pois é a restricao de g, que é homomorfismo.
Analogamente, seja m € Ker(f), ou seja, f(m) = 0. Pela comutatividade do diagrama,

temos:

(i) = ' (f(m)) = j'(0) =0,
portanto j(m) € Ker(f"”). Assim, ji(m) = j(m) estd bem definido, e como j; é res-
tricao de 7, que é homomorfismo, entdo j; também é um homomorfismo. Com isso, os

homomorfismos g1 e j1 estao bem definidos conforme o enunciado. O

Lema 6. Considere o diagrama comutativo com linhas exatas:

0 M I 0

oo

0 N LN LN 0

Entdo, os homomorfismos ¢’ e j' induzem homomorfismos
g2 : Coker(f') — Coker(f) e jo:Coker(f) — Coker(f")

dados, respectivamente, por go(n’) = ¢'(n/) e jo(7) = j5/(n), onde as barras denotam as

classes de equivaléncia nos cokernels correspondentes.

Demonstrac¢io. Sejam 7”71 = 772 € Coker(f'), entao n}| — nh € Im(f’). Assim, existe
m’ € M’ tal que f'(m’) = n} — nb. Pela comutatividade do diagrama,

Fla(m")) = g'(f'(m")) = ¢'(n] —ny) = g'(n}) — g'(n))
e portanto ¢'(n}) — ¢'(nh) € Im(f), o que implica ¢'(n}) = ¢'(nf). Logo, g2 estd bem
definida.

Agora, verificaremos que g2 é homomorfismo. Para 7”71, 7”72 € Coker(f') e a € A, temos:
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g2(an) +nh) = ga(ani +nh) = g'(any +nb) = ag/(n]) + ¢'(nh) = aga(n}) + g2(nh).
Analogamente, sejam 1] = g € Coker(f), entao n; —ng € Im(f). Logo, existe m € M

tal que f(m) = ny — ng. Pela comutatividade do diagrama:

f1G(m)) = 5'(f(m)) = j'(m —n2) = j'(m1) — 5’ (n2),
e assim j'(n1) — j'(n2) € Im(f"), o que implica j'(n1) = j/(n2). Logo, jo estd bem
definida.

Agora, note que jo é homomorfismo. De fato, sejam 717, g € Coker(f) e a € A.

J2(ang + 1) = ja(any + n2) = j'(an1 +n2) = aj’(n1) + j'(n2) = aja(n1) + j2(72).
]

Lema 7. Seja o diagrama comutativo com linhas exatas:

0 M Loy

T PV

0 N LN LN 0

Entdo, existe um homomorfismo v : Ker(f") — Coker(f') definido por ¢(m/) =n/.

Demonstracio. Seja m” € Ker(f") c M"”. Como j é sobrejetiva, existe m € M tal que

= j(m). Pela comutatividade do diagrama,

7'(f(m)) = f(j(m)) = f'(m") = 0= f(m) € Ker(j') = Im(¢).
Como ¢’ é injetiva, existe tinico n’ € N’ tal que f(m) = ¢/(n’). Definimos entao ¢ (m/") = n/,
a classe de n’ no quociente Coker(f’).
Precisamos mostrar que ¥ estd bem definida. Suponha que existam mj e mo € M tais
que j(m1) = j(ma). Entao,
jlmy —mg) =0=m; —mg € Ker(j) = Im(g).

Como g é injetora, existe m’ € M’ tal que g(m') = m1 — mo. Aplicando f, temos:

flmy —ma) = f(g(m’)) = g'(f'(m)).

Mas também,

f(m1 —mg) = f(m1) — f(ma) = ¢'(n}) — ¢/ (n}).

Portanto,
g'(n} —nh — f'(m)) = 0= ny —nj — f'(m’) € Ker(g") = {0},

pois ¢’ é injetiva. Assim, n} — nfy € Im(f'), e n| = nb.

Agora, mostraremos que ¢ ¢ homomorfismo. Sejam m{, m§ € Ker(f") e a € A. Sejam

my,mg € M tais que j(m;) =mf e f(m;) = ¢'(n}) com n, € N, para i = 1,2. Note que
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f(mi+ma) = f(m1) + f(ma) = g'(n}) + g'(ny) = g'(n] + nj).
Como j(mj + mg) = m! + m4, temos:
(i +m3) =l +nh = ni +nh = p(my) + ¥ (m3).
Agora, seja mz € M tal que j(ms) = am/, e suponha que f(m3) = ¢'(n’). Entao,
jlami) = aj(my) = am{ = j(m3) = j(am; —m3) = 0= amj —m3 € Ker(j) = Im(g).
Logo, existe m’ € M’ tal que g(m') = amq — m3. Entdo
o (anly — ') = ag! (W) — ¢ (') = af(mn) — flms) = Flamy—ms) = Flg(m")) = ¢/(F/(m))

Portanto,

g (an] —n' — f{(m))) =0 = an| —n' € Im(f") = n' = an].

Assn, (o) =7 = anf = (). .

Proposicdo 11. (Lema da Serpente) Sejam M’ M, M" N’ N e N” médulos sobre

um anel A, onde existem sequéncias exatas e homomorfismos da seguinte forma:

0 M oo

ool

0 N LN LN 0

no qual o diagrama é comutativo com as setas exatas. Entao, existe uma sequéncia exata

0 — Ker(f 9, Ker(f) iR Ker(f") Y, Coker(f") 92, Coker(f) EEN Coker(f"y =0
(1)

onde g1 e jq sdo restricoes de g e j, go e jo sdao induzidos por ¢’ e j’, respectivamente.

Demonstragio. Suponha que o diagrama acima é comutativo e as sequéncias sao exatas.
Para provar que a sequéncia (1) existe e é exata, construiremos os homomorfismos indicados
e verificaremos a exatidao em cada ponto. Assim, dividiremos a demonstracao em nove
etapas:

1. Definir g1 e j1 como restri¢oes de g e j;
Mostrar que g1 € injetivo;

Verificar que Im(g1) = Ker(j1);

Definir g2 e jo como homomorfismos induzidos;
Verificar que I'm(g2) = Ker(j2);

Mostrar que jo € sobrejetivo;

Definir o homomorfismo conector ;

o N o o W N

Verificar que Im(j1) = Ker(y);
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9. Verificar que Im(¢) = Ker(g2).

1. Segue do Lema 5.

2. Como g1 ¢ restricdo do homomorfismo injetivo g, segue que g1 também ¢ injetiva.

3. Mostraremos que I'm(g1) C Ker(j1):

Seja m € Im(g1). Entdo, existe m’ € Ker(f') tal que m = g1(m/) = g(m/). Como
Im(g) = Ker(j), segue que ji1(m) = j(m) = j(g(m’)) = 0, ou seja, m € Ker(j1), como
queriamos.

Agora, mostraremos a inclusao contraria, isto é, Ker(j1) C Im(gy):

Seja m € Ker(j1). Entao, j1(m) = j(m) = 0. Como ker(j) = I'm(g), existe m’ € M’ tal
que g(m') = m. Queremos mostrar que m’ € Ker(f’), pois isso implicard que m € I'm(gy).
De fato, pela comutatividade do diagrama e pela hipdtese de que Ker(j1) C Ker(f),

temos:

0= f(m) = flg(m")) =g (f'(m")).
Como ¢’ é injetivo, a equacdo acima implica
f'(m")=0=m' e Ker(f').
Assim, concluimos que Im(g1) = Ker(j1).
4. Segue do Lema 6.

5. Mostraremos que Im(g2) C Ker(j2):
Seja 7 € I'm(g9). Entdo, existe n’ € coker(f’) tal que

g2(n’) =1 =g/ ().
Como o diagrama tem linhas exatas, temos Im(g’ er(j), logo
j2(m) = ja((g'(n'))) = j'(¢'(n)) = 0 € Coker(f").

Portanto, m € Ker(j2).
Agora, mostraremos a inclusao oposta, ou seja, Ker(j2) C Im(go):
Seja m € Ker(j2). Entao,

jo() =0 = j/(n) € Coker(f"),

o que implica j'(n) € Im(f"). Assim, existe m” € M" tal que f”"(m”) = j'(n). Sabemos
que j é sobrejetiva, logo existe m € M tal que j(m) = m”. Usando a comutatividade do

diagrama, temos:

7'(f(m)) = f(j(m)) = f(m") = j'(n) = j'(n — f(m)) = 0.
Portanto, n — f(m) € Ker(j') = Im(g'), isto é, existe n’ € N’ tal que ¢/(n') =n — f(m).

Assim, go(n/) = ¢/(n’) = n — f(m) = 7. Logo, @ € Im(go). Concluimos que I'm(gs) =
Ker(ja).
6. Seja n/ € coker(f"). Como j' é sobrejetiva, para todo n” € N existe n € N tal que

7'(n) =n". Assim,
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o que mostra que jo € sobrejetivo.

7. Segue do Lema 7.

8. Mostraremos que Im(j1) C Ker(1):

Seja m” € Im(j1). Entdo, existe m € Ker(f) tal que ji(m) = j(m) = m”. Pela definicio
de ¢ e por m € Ker(f), temos que f(m) = ¢’ (n') = 0, para algum n’ € N’. Como ¢ ¢
injetiva, segue que n/ = 0, logo ¢¥(m) = n/ = 0. Assim, m” € Ker(y).

Agora, mostraremos a inclusdo contraria Ker(y) C Im(j1):

Seja m”” € Ker(y). Entao, ¥»(m”) =0 = n’ € Coker(f'), o que significa que n’ € Im(f").
Por outro lado, como j é sobrejetiva, existe m € M tal que j(m) = m”, e pela defini¢do
de v, temos f(m) = ¢ (n’), com n’ € Im(f"). Logo, existe m’ € M’ tal que f'(m’) =n/,

e entao:

fm) = g'(f'(m)) = f(g(m”)) = f(m — g(m")) = 0= m — g(m’) € Ker(f).
Portanto, m — g(m’) € Ker(f) e

jim —g(m’)) = j(m) = j(g(m")) = j(m) — 0 =m",

pois j o g = 0. Assim, m” € I'm(j1). Entao, concluimos que Im(j1) = Ker(1).

9. Mostraremos que Im(y)) C Ker(go):

Seja n’ € Im(v). Entdo, existe m"” € Ker(f") tal que ¢(m”) = n/, o que significa que
existe m € M com j(m) =m" e f(m) = ¢'(n'). Assim, temos go(n’) = ¢’(n’) = f(m) =0
pois, f(m) € Im(f). Logo, n’ € Ker(g).

Por tltimo, mostraremos a inclusdo oposta, ou seja, Ker(ga) € Im(v):
Seja n/ € Ker(go). Entdo, go(n’) =0 = ¢'(n/), o que implica que ¢'(n/) € Im(f), ou seja,
existe m € M tal que f(m) = ¢’ (n’). Aplicando f”, temos

f'Gm)) = j'(f(m)) = j'(¢'(n')) = 0,
pois j' o g’ = 0 pela exatidao das linhas do diagrama. Assim, m” = j(m) € Ker(f"). Logo,
Y(m") = n!. Portanto, n’ € Im(z)). Concluimos que I'm(v)) = Ker(go). O
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3 PRODUTO TENSORIAL

Neste capitulo, estudaremos a construcao de um A-mddulo especial, conhecido
como produto tensorial. Essa construcao desempenha um papel central em diversos ramos
da algebra, por sua capacidade de combinar informagdes de dois médulos sobre um mesmo
anel. Apresentaremos sua definicdo formal e propriedades fundamentais, juntamente a
propriedade exata do produto tensorial. Essa propriedade investiga sob quais condig¢oes

uma sequéncia exata de modulos permanece exata apos ser tensorizada.

Definicao 14. Sejam M, N e P trés A-médulos. Uma funcao f: M x N — P ¢ bilinear
se para todos m,m’ € M: n,n’ € N e a € A vale:
L flam+m',n) = f(am,n) + f(m',n) = af(m,n) + f(m',n);
2. f(m.an+n') = f(m,an) + f(m.n') = af(m,n) + f(m,n').
Construiremos um A-mdédulo denotado por 7', chamado de produto tensorial

dos A-médulos M e N, o conjunto das aplicagdes bilineares M x N — P estd em

correspondéncia biunivoca com o conjunto das aplicagoes lineares T' — P, para todo
A-moédulo P.

Teorema 2. Sejam M e N dois A-mddulos. Entao, existe um A-modulo 7" e uma aplicagao
bilinear g : M x N — T com a seguinte propriedade universal: para todo A-médulo P e
toda aplicacdo bilinear f : M x N — P, existe um tinico homomorfismo f’: T — P tal

que f = f' o g. Além disso, T é tinico a menos de isomorfismo.

Demonstracao. Construiremos T da seguinte forma: seja C' o A-mddulo livre AMXN ),

cujos elementos sao combinagoes lineares de elementos de M x N com coeficientes em A,

isto é, sdo expressoes da forma
n
Z ai<xi7yi);ai € Aaxi € May’t € N.
1=1
Seja D o A-submédulo de C') gerado por todos os elementos de C' do tipo:

(42", y) — (x,y) — (@, 9); (zy+y) — (2, y) — (,9); (az,y) — alz, y); (z, ay) — a(z,y).

Considere o A-médulo T'= C'/D. Para cada par (x,y) € C, denote sua classe em T por

r ®y. Uma vez que os geradores de D pertencem ao propio submodulo D, note que
(z+a)@y—(r0y) ~('0y)=0eC/D=> (r+2)@y=(r2y) + (@ @y) (2
analogamente,

tRy+y)=zy+2y (3)
(ax) @y = a(z ®y)
z® (ay) = a(zr ®@y).
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Dessa forma, defina
g: MxN — T

(r,y) — z®y
segue entdao de (2) e (3) que g é aplicacdo bilinear. Agora, seja f : M x N — P uma
aplicacao bilinear qualquer. Essa aplicacdo pode ser estendida por linearidade a um

homomorfismo de A-médulos f: C — P, tal que f|pr«n = f. Observe que

?((.% + xlay) - (ar,y) - (l'/ay)) = f((l‘ + x/ay) - (.%,y) - ($,7y))
= f(x,y)-l—f(a?’,y)—f(x,y)—f(:vl,y) =0.

Da mesma forma, conclui-se que f se anula sobre os demais geradores de D, isto é,
D C Ker(f). Entdo, pelo Lema 1, existe um tinico homomorfismo f' : C/D — P que

torna comutativo o seguinte diagrama:
C-~C/D
Ve

|

dessa forma, temos f = f’ o m. Restringindo esses homomorfismos, temos f|y/xn =
f om|prx N, 0 que implica em f = f’ o g. Consequentemente, o A-médulo T e a aplicacio
g satisfazem as hipoteses do Teorema.

Unicidade: Suponha que existam 7”7 A-médulo e ¢’ : M x N — T’ aplicacdo bilinear
que satisfazem as hipdteses do Teorema. Tomando P =T" e f = ¢/, o Teorema garante a
existéncia de uma tnica transformacao bilinear j : T — T tal que ¢’ = jog. Analogamente,
aplicando o Teorema 2 com P =T e f = g, obtemos um tnico homomorfismo j’ : T/ — T

tal que g = j’ o ¢, como sugere os diagramas abaixo:

MxNifT Mx NI
g’l //./ gi /.,/
e r*

disso, temos:

(j/oj)og=j'o(jog)=j0cd =ge(joj)og =jo(jfog)=jog=4"

Portanto, j' o j =id : T — T, o que mostra que j e j’ sdo isomorfismos inversos entre si.

Assim, T ~ T, e o isomorfismo é tnico. O]

Observacao 7. O A-mo6dulo T construido no Teorema 2 é chamado de produto tensorial
de M por N e serda denotado por M ® 4 N. Esse médulo é gerado pelos elementos da
forma r ® y, com x € M e y € N, os quais chamamos de tensores elementares. Se
(zi)ier e (yj)jes sdo familias de geradores de M e N, respectivamente, entdo os tensores

r; ®y; geram M ®4 N. De fato, seja (zr ®@y) € M ®4 N, segue que
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(@y) = Qe ® ) djy;)

el jeJ
= > > aiai(z; ©y;).
jeJiel

Logo, se M e N sao finitamente gerados, entao M ® 4 N também é.

Observacao 8. A notacao x ® y pode gerar ambiguidade, a menos que especifiquemos o
produto tensorial ao qual pertence. Pode acontecer, por exemplo, que M’ C M e N' C N
sejam submodulos, e que @y =0em M @ N, mas 2 @y # 0 em M’ ® N’, com z € M’
eyc N

Como exemplo, considere A = Z, M = Z, N = Zs e M' = 27. Note que, em M @ N,
temos:

201=2(1®1)=(1®2)=(1x®0) =0.

No entanto, esse mesmo elemento é nao-nulo em M’ ® N. Sabemos que se M e N sdo
A-médulos finitamente gerados, entdo M ® N também é. Nesse caso, 2Z ® Zo = (2® 1),
pois 2Z = (2) e Zo = (1). Além disso, temos (2 ® 1) # 0, pois 2Z ® Zs nao é o médulo

nulo. Para justificar essa afirmacao, podemos definir a seguinte aplicagao bilinear:

f 127 x Zo
(z,9)

_>
~

assim, podemos aplicar o Teorema 2, que nos leva ao diagrama abaixo:

27 X Ty —2-27 @ 7o

|
Lo

como f e g sdo aplicacoes sobrejetivas, segue que f’ também é. Além disso, como Zs nio é
o m6dulo nulo, concluimos que 2Z ® Zg também nao é mdédulo nulo. Portanto, (2® 1) # 0
em M'® N.

Observacgao 9. Podemos definir uma aplicacao multilinear f : M7 x ... x My — P de
modo analogo a Defini¢do 14, isto é, linear em cada coordenada. Seguindo a ideia da prova
do Teorema 2, obtemos a existéncia de um produto multitensorial T'= M; ® ... ® M,

gerado pelos elementos 71 ® ... ® x¢, com x; € M; para cada 1 <1 <t.

Proposicao 12. Sejam Z,, e Zy, dois Z-médulos. Entao, o produto tensorial Z,, ® Zy, é

o modulo nulo sempre que m e n sao primos entre si.
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Demonstracao. Sejam m e n relativamente primos, entao existe r, s € Z tal que mr+ns =
1. Assim, dado x ® y € Zy, ® Zy, temos

ry = (mr+ns)- (zrQvy)
= (mrz)@y+z® (nsy)
= 0®y+x2®0
= 0+0=0.

Logo, Zyy, ® Zy, = 0. ]
A seguir, frisamos alguns dos varios ”isomorfismos canonicos” existentes:

Proposigao 13. Sejam M, N e P A-moédulos. Entao existem isomorfismos

1. M®N ~N ® M,

2. (M®N)® P~M® (N P);

3. M&N)® P~(M®P)d(N®P);

4. AQM ~M.
Demonstracao. 1. Defina a aplicacao bilinear f: M x N — N ® M da seguinte forma,

f(m,n) = n®@m. Assim, pelo Teorema 2, existe um tnico homomorfismo tal que o seguinte

diagrama comuta:

Nt oNom

M x
|

f
M®

=2\

ou seja, temos:
g(m,n) = f'(f(m,n)) = f'(n@m).

O que implica em f/(n ® m) = m ® n. Analogamente, aplicando o Teorema 2, agora para

a aplicagao ¢, o seguinte diagrama comuta:

MxN-—2~MeN

ﬁ -7
=~ J
N® M

Dessa forma, temos
f(m,n) = j(g(m,n)) = j(m @ n).
O que implica em j(m ® n) = n ® m. Agora, note que
(flojlog=fo(jog)=fof=ge(jof)of=jo(flof)=jog=].

Portanto, j o f' =id = f’ o j, o que mostra que f’ e j sdo isomorfismos inversos entre si.

Assim, concluimos que M ® N ~ N ® M.
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2.Da mesma forma, devemos buscar uma aplicacao bilinear. Assim, para cada w € P

defina
fu:MxN — M®(N®®P)

(u,v) = u® (vew)
Note que fy, € bilinear:
fwlau+u',v) = (au+u )@ vew) =(au® (vew))+ W @ vew)) =au® (vOw))+
(W' ® (v®w)) = afuw(u,v) + fulu,v);
fw(u,av+0") = u@ ((av+0")@w) = u@ (aw@w+v' @w) = u@(a(vew))+u® (Vew)) =
au@ew)+ (ue W @w)) = afw(u,v) + fulu,v).
Entao, pelo Teorema 2 temos o diagrama

M x N—2

mo
M@ (N® P)

M®N

-

Para cada w € P, existe tinico homomorfismo f,, tal que fi, = f1, o j.
= fu(u,0) = fiy(j(u,v)) = fp(u@v) = fl,(w@ V) =ue (v w).
Agora, considere a funcao

f:(M®N)xP - M®(NDP)
(h, w) = fu(h)

Cuja aplicacao é bilinear, de fato

flahi + ho,w) = fi,(ah1 + ha) = afy,(h) + fi,(h2) = af(h1,w) + f(ha, w);

f(hyawr +w2) = fou, 1w, (M) = fauw, 4w, (W @) = u® (v ® (awy +wg)) =

=u®R (VR (aw))+(vRw?2)) = uR (v (awy))+u® (VW) = a(uR (v (w1))+uR (VR wW?)
= (afy, + fua)(w®v).

Entao, temos o seguinte diagrama

(M®N)x P~ (M&N)® P

N
M ® (N ® P)

tal que f'(h ® w) = f(h,w), com h € M @ N e w € P. Em particular, para u € M e
v € N temos f'(u®@v)@w) = flu®@v,w) = fl,(u®v) =u® (v®w). Analogamente,

considere a fungao bilinear

fuiNxP — (M®N)® P
(u, w) = (L®v)®@w

De fato:
fulav+v" w) = (u@(av+v"))@w = (U (av) + (uLRV)) W = (U (av)) QW+ (LY ) @w
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=a((u®v)@w) + (uev)@w=afy(v,w)+ fulv w);
fulv,aw+w') = (4@ V) ® (aw +w') = (U V) @aw + (U V) W =
a(u@v)@w)+ (u®v)@w' = afy(v,w)+ fulv,w).

Logo, pelo Teorema 2 temos o seguinte diagrama

Nxp—1

f”l -h
(M ®N)® P

N®P

-

tal que f},(v ®w) = (u® v) ® w. Considere,

g-Mx(N®P) - (MR®N)®P
(u, 1) = g(ul) = fu(1)
funcao bilinear:
glu,al +1') = fylal + 1) = afy, (D) + fu(U) = ag(u,1) + g(u,);
glau+' 1) = fl () = flrw@@w) = ((au+v)@v)@w=(au@v+uv @v)@w
= (au®v) @ w+ (v @v) @ w = (afy + f;)(1) = ag(u,1) + g(u',1).
Assim, pelo Teorema 2, temos o seguinte diagrama

Mx(NeP)-t~Ma(NoP)

gl -
- g
(M@ N)® P

tal que ¢'(u®1) = fl(I) = (u ® v) ® w. Portanto, (¢’ o f') = f o g’ =id.
= MQ(N®P)~(M®N)® P.

3. Considere a fungao

f:(M&N)xP - (M®P)® (N P)
((u,v), w) = (U w,vRw).

Note que f é bilinear. Para verificar isso, tomemos a € A; (u,v); (v/,v') € M x N e

w,w’ € P. Entéo,

fla(u,v) + (W, 0),w) = ((au +u") @ w, (av + ') @ w)
(au®@w+u' @w,av@w+v" @w)
alu@w,v@w) + (v @ w,v" @w)

= af((mv)w) 4 F(( ), w).

De forma anéloga,

fl(u,v),aw+w'") = (v (aw+w'),v® (aw + w'))
(u®aw+u@w,vew+veuw)
a(u@w,v@w) + (u@w,veuw)

= af((u,0),w)+ f((u,v),w).
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Aplicando o Teorema 2, obtemos que o seguinte diagrama comuta:

g

(M@ N)x P

fl e
(M®P)® (N ®P)

(M®&N)® P

—
—

onde f = f'og. Assim, f’ é definida por f'((u,v) ® w) = (u ® w,v ® w). Agora, para
x:Zui®wi€M®Pey:Zvj®Zj€N®Pdeﬁna
i J
Jg: Me@P)®&(N®P) — (M®&N)®P
(z,y) =Y (u,0) @ wi + Y (0,v5) @ z;j.
J

7

A aplicacdo ¢’ estd bem definida, pois as somas acima sio finitas e a expressdo independe

da forma de escrita dos tensores simples. Observe que

(g o f)(uv)®w) =g'u@wvew) = (u,v)®w
e
(ffed)uewvew) = f((u,v)@w) = (udwvew)
Portanto, temos que f' o ¢’ = ¢’ o f' = id. Assim, concluimos
(M&N)@P~(M®®P)®(N®P).
4. Seja a aplicagao bilinear
f:AxM — M
(a,v) = av

pelo Teorema 2, temos que o seguinte diagrama comuta:

AxM-—2sAe M
fi -
-~ )

£

M

com f = jog. Assim, j é a aplicacdo dada por j(a ® v) = av. Queremos encontrar uma

aplicacdo j', tal que (j o j/)(v) = v. Considere entdo

g M = A M
) ~ 1l®u

note que,

(JojHw)=j1®v)=v
(' oNa®v)=7(aw)=1@a =a(l®@v) =a@v.

Logo, j o j' =id = j' o j. Portanto, A @ M ~ M. O
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Lema 8. Sejam M um A-médulo e L um ideal de A. Entao, existe o isomorfismo
M®A/L~M/LM.
Demonstracao. Defina
f: MxA/L — M/LM
(m,a+ L) — am+ LM.

Vamos verificar se f estd bem definida. Tome a + L,a’ + L € A/L tal que a+ L = a’ + L,

entdo a — a’ € L. Observe que
f(m,a+L)— f(m,d +L) = (am —a'm) + LM = (a — a’ym + LM,

como a—a’ € Lem € M, temos que (a—a')ym € LM. Assim, (a—a'Ym+LM =0+ LM,
ou seja, f estd bem definida.

Pelo Teorema 2, temos o seguinte diagrama comutativo:
MxA/L-2-M®A/L

fl e
27 )
M/LM

com f = jog. Assim j é a aplicagdo definida por j(m ® (a + L)) = am + LM. Agora

defina
jy v M/LM — M®A/L

(m+LM) — m®(1+1L).

Seja m —m’ € LM, entdo m = m' + Yajn;, onde aj € L en; € M. Assim,
j'(m+LM)—j(m'+ LM) = j/(Sajn;+ LM) = Sa;n;® (1+ L) = ¥n;® (Sa;+ L) = 0.

Note que
(joj)m+LM)=jme(1+L)=m-1+LM=m+LM

(f'oim®(a+L))=j'(am+LM)=am® (1+L)=m® (a+ L).

Logo, j o j' = j' o j. Portanto, M @ A/L ~ M/LM. O

A partir deste ponto, definiremos alguns conceitos fundamentais relacionados a

restricao e a extensao de escalares.

Definicao 15. Seja f : A — B um homomorfismo de anéis e seja N um B-modulo.
Podemos fornercer a N uma estrutura de A-modulo da seguinte maneira: dado a € A e
x € N, definimos o produto axz como f(a)x. Essa estrutura de A-médulo em N é chamada

de restricao por escalares. Em particular, f induz uma estrutura de A-médulo em B.

Observacao 10. Note que N, com tal definicdo, realmente é um A-modulo. Dados

a,a’ € Aex,y €N, temos
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L 12 := f(14)r = 1gw = x;

2. (a+d)x:= fla+d)x = fla)x + f(d)r = ax + d'z;
3. (ad)z := f(ad )z = af(d)x = a(d'z);

4 a(x+y) = fla)(@+y) = fla)z + fla)y = ax + ay.

Entao, N é A-mo6dulo. De maneira analoga, temos que B é A-modulo.

Proposigao 14. Suponha que N seja finitamente gerado como B-mddulo e que B seja
finitamente gerado como A-médulo. Entao, N é finitamente gerado como A-modulo.

Demonstracao. Sejam yi,¥y2, ...,y geradores de N sobre B, e x1,...,x, geradores de B
t

como A-moédulo. Entao, n € N pode ser escrito como Z bjy; e cada b; é escrito como
i=1

r
Z:lawl‘j Dai, . .
]:
n=>biy1+...+byr = (Z aljxj)yl +...+ (Z atjxj)yt
j=1 j=1

olhando N por meio de restricoes por escalares

t r t r
Yo airiyi =Y. > flaij)Ty;

i=1j=1 i=1j=1
Portanto, IV ¢é finitamente gerado como A-mdédulo. O

Definicao 16. Seja M um A-médulo. Como vimos, se existir um homomorfismo de
anéis f : A — B, entao B pode ser considerado como um A-médulo. Dessa forma,
podemos considerar o A-médulo Mp = B ® 4 M. Observe que Mp possui uma estrutura
de B-médulo definida por

bt @ x) = () @2

Vb,b' € B e Vo € M. Dizemos que o B-médulo Mp é obtido por extensdo de escalares.

Proposicao 15. Se M ¢ finitamente gerado como A-médulo, entdo Mp é finitamente

gerado como B-moddulo.

Demonstragdo. Sejam x1,. ..,z geradores de M como A-médulo. Seja m € Mp = B®y
M. Entao, existe b € B e pela Defini¢ao 16, temos

t

4
m=>Y a;(b@z;) = ab(l® ;).
1=1 1=1

Ou seja, os elementos (1 ® x;) geram Mp como B-médulo. Note que os coeficientes a;

estao sendo identificados como f(a;). O
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3.1 PROPRIEDADE EXATA DO PRODUTO TENSORIAL

Nesta subsecao, exploraremos as consequéncias da aplicacao do produto tensorial
a sequéncias exatas de homomorfismos de A-mdédulos. Antes de prosseguirmos, demons-
traremos o seguinte isomorfismo canonico entre A-médulos, o qual sera fundamental para

o desenvolvimento dos resultados subsequentes.

Proposicao 16. Sejam M, N e P médulos sobre um anel A, temos entdo que o médulo
Hom(M ® N, P) é isomorfo ao médulo Hom(M, Hom(N, P)).

Demonstragio. Consideremos a fungdo ¢ : Hom(M @ N, P) — Hom(M, Hom(N, P))

definida por:
o(f): M — Hom(N,P)

u = o(f)(u): N — P
v = flu®w)
Afirmamos que ¢ é um isomorfismo. Antes de demonstrar isso, é necessario verificar que
¢ esta bem definida como funcao. Para isso, comegaremos mostrando que, para cada
f € Hm(M ® N,P) eu € M, a aplicacao ¢(f)(u) : N — P é um homomorfismo. De

fato, sejam v1,v9 € N e a € A, temos:

o(f)(u)(avi+v2) = f(u®(avi+v2)) = af(u@vr)+ f(u®@ve) = ad(f)(u)(v1)+o(f)(w)(v2)

para todo u em M. Assim, ¢(f) : M — Hom(N, P) estd bem definida. Vamos agora
verificar que ¢(f) : M — Hom(N, P) é também um homomorfismo. Dados uy,us € M,
a€ Aeve N, temos:

o(f)(aur+ug)(v) = f((aur+u2)®v) = af(u1@v)+f(up®v) = ad(f)(u1)(v)+(f)(uz)(v)

logo ¢(f) é homomorfismo de M em Hom(N, P). Finalmente, verficaremos que ¢ é
homomorfismo de médulos. Sejam f, g € Hom(M ® N, P) e a € A. Entao, para todo
ueMeveN,

oaf + )W) =  (af +9)u®v)
—  afu®v)+g(u®0)
= ad(f)(u)(v) + (g)(w)(v)
= (@) + 6(9))(w)(v).

Por seguinte, vamos verificar a injetividade. Seja f € Ker(¢), ou seja, ¢(f) = 0. Entao,

para todo u € M, ¢(f)(u) =0, o que implica que

(o(f)(u)(v) = flu®v) =0, Vv € N.
Portanto, f(u®v) = 0, para todo u € M e v € N. Como os tensores u ® v geram M & N,

segue que f = 0. Logo, ¢ ¢ injetiva. Por fim, mostraremos que ¢ é sobrejetiva.
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Seja g € Hom(M, Hom(N, P)). Defina a aplicagao

G:MxN — P
(w,0) = g(u)(v).

Como ¢ é um homomorfismo, a aplicagdo § é bilinear. Assim, pelo Teorema 2, existe tinico

homomorfismo f: M ® N — P tal que o seguinte diagrama comuta
MxN—M®®N

gi e
P

deste modo,
flu®wv)=g(u,v) = g(u)(v), Vvu € M e v € N.
Logo, para todo u € M e v € N, temos entao:

g(w)(v) = flu®v) = o(f)(u)(v),
o que implica g(u) = ¢(f)(u), e portanto g = ¢(f). Assim, ¢ é sobrejetiva. Dessa forma,

temos o isomorfismo canonico
Hom(M @ N, P) ~ Hom(M, Hom(N, P)).
O

Na proposicao a seguir, demonstraremos que ao tensorizar uma sequéncia exata

curta a direita, ela permanece exata a direita.

Proposicao 17. Sejam M’ i> M2 M = 0 uma sequéncia exata de homomorfismos

de A-médulos e N um A-médulo qualquer. Entao, a sequéncia
MeoNI2 me N LY M e N -0
¢é exata.

Demonstracio. Suponha que a sequéncia M’ L M L M" — 0 é exata. Seja P um

A-moédulo arbitrario. Pela Proposicao 9, temos que a sequéncia
0 — Hom(M", P) — Hom(M, P) — Hom(M', P)

é exata. Agora, tomando um A-médulo qualquer N, podemos aplicar a Proposicao 10,

obtendo a exatidao da sequéncia:
0 — Hom(N, Hom(M", P)) — Hom(N, Hom(M, P)) — Hom(N, Hom(M', P)).
Contudo, vimos anteriormente que existem isomorfismos naturais:

Hom(N, Hom(M', P)) ~ Hom(M' ® N, P),
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Hom(N, Hom(M, P)) ~ Hom(M ® N, P),
Hom(N, Hom(M", P)) ~ Hom(M" & N, P).

Portanto, a sequéncia
0 — Hom(M" @ N,P) — Hom(M & N, P) = Hom(M' @ N, P)
é exata. Assim, pela Proposicao 9, concluimos que a sequéncia
MeNIZ Mo N LS M e N -0
é exata. O

Observacao 11. Em geral, a exatidao nao é preservada pelo produto tensorial. Ou seja,
se temos uma sequéncia exata de homomorfismos de A-médulos M’ — M — M” | entdo a
sequéncia M'@N — M®@N — M" ® N obtida ao tensorizar com um A-médulo arbitrario

N, pode nao ser exata. O exemplo a seguir ilustra essa falha de exatidao.

Exemplo 23. Considere A =7 e a sequéncia exata curta 0 — 7Z i> Z, onde f(x) =2z
para todo x € Z. Essa sequéncia é exata, pois f ¢ injetiva. Agora, tensorizando com o

modulo N = Zs, obtemos a sequéncia
05287 12 7.0 7,.

Vamos analisar a aplicagdo f ® 1. Para qualquer elemento © ® y € Z ® Zsg, temos
(fel)(zey)=2v@y=202y=20=0.

Portanto, f ®1 é o homomorfismo nulo. Contudo, o médulo Z ® Z9o nao é nulo, na verdade,
é isomorfo a Zo. Assim, Ker(f ® 1) = Z ® Zo ~ Zo # 0. Logo, f ® 1 nao é injetivo e
a sequéncia tensorizada nao é exata. Esse exemplo mostra que o produto tensorial pode

destruir a injetividade, e portanto nao preserva, em geral, a exatidao a esquerda.

Como vimos, ao tensorizar uma sequéncia exata de homomorfismos de A-médulos,
a exatidao nem sempre é preservada. No entanto, se toda sequéncia exata de A-mddulos
permanece exata apos ser tensorizada com um dado A-moédulo NV, entdo dizemos que N é

um moédulo plano.
Proposicao 18. As seguintes condig¢oes sao equivalentes, para um A-moédulo N:
7. N é plano;

ii. Se 0 — M’ — M — M" — 0 uma sequéncia exata qualquer de A-mdédulos, a
sequéncia tensorizada 0 = M' @ N - M @ N - M" ® N — 0 é exata,;

iii. Se f: M’ — M é injetiva, entdo f ®id: M' @ N — M ® N é injetiva.
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Demonstragao. 1) = iii):
Seja f : M" — M homomorfismo injetivo de A-médulos. Entdo, a sequéncia 0 — M’ i> M

é exata. Como N é plano, obtemos a sequéncia exata:

0= M oN L2 e N
Logo, f ® id é injetivo.
i) = ii):
Seja a sequéncia 0 — M’ i> M 2 M — 0 exata. Como f é injetiva e, por hipdtese, o

homomorfismo f ® id também é, e como g é sobrejetivo, pela Proposicao 17, a sequéncia

Jel

MoNIS e N2 Mo N =0

é exata.
i) = i):
Seja
fl f’L
—)le—)M Mi—|—1_>"'
uma sequéncia exata de A-modulos. Para cada i, defina N; := I'm(f;_1). Temos entao a

sequéncia curta exata:

0 N; 25 0t s Ny S0,
em que j; é a inclusio e f; é a restricdo de f;. Por hipStese, temos a sequéncia exata

fiwid

0= NN 22 o N I29 N o N .

Dessa forma, Im(j; ® id) = Ker(f; ® id). Queremos mostrar que Im(f;_q ® id) =
Ker(f; ® id).
Como f;o f;_1 =0, segue que

(fi ®@id)o(fi—1®id) = (fjo fi—1)® (idoid) = 0®id =0,

entdo Im(f;_1 ®id) C Ker(f; ® id).
Agora, seja u € Ker(f; ®id). Como f; coincide com f; em M;, temos

(fi ®id)(u) = (f; ®id)(u) = 0,
entdo u € ker(f; ® id) = Im(j; ® id). Logo, existe v € N; ® N tal que u = (j; ® id)(v).
Como N; = Im(f;_1), podemos escrever v = zr: wy ®@ vy, com wy = fi_1(uy), up € M;_q,
n; € N. Assim, =

r

u = (j; ®id) (Zfz (ug) ®Ul) Z fi—1up) ®UU_Z(fi—1 ® id)(u @ vy).

=1

O que mostra que u € I'm(f;_1 ®id). Portanto, Ker(f; ® id) C Im(f;_1 ® id). O
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Proposicao 19. Se N é um A-moddulo livre, entdao N é plano.

Demonstracio. Seja f : M’ — M um homomorfismo de A-médulos injetivo. Como N ¢é
livre, entao existe um isomorfismo de moédulos ¢ : N — A®L Pela Proposicao 13, existem

isomorfismos de A-modulos
VM RA® - (M@A)Yey: M®A® - (M e A)®
dados por:
V(W @ (a;)i) = (W' @ (a;);) e Y(u @ (a;)i) = (u @ (a;);),
para todo u € M, u' € M e (a;); € A®. Como M’ @ A~ M' e M ® A ~ M, entdo

existem isomorfismos
o (M @A) = (M)Pep: (Mo A)Y = (M),

tais que ¢ ((u;®a;)) = (a;u})ien € p((u;®a;)) = (a;u;). Considere o diagrama comutativo

Mo NN e N
idy @ idp®
M ® A@% M ® A®
’Y’ v
(M © I (0 @ a)e
' ®
'y Ly

Como f é injetivo, a aplicacdo f® também é injetiva. Além disso, todos os morfismos
verticais do diagrama acima sao isomorfismos. Como o diagrama comuta, segue que a

composicao f ®idy é injetiva. Portanto, pela Proposicao 18 N é um A-moédulo plano. [

Proposicdo 20. Seja A um anel e 0 — M’ i> M M" = 0 uma sequéncia exata de
moédulos, com M" plano.
1. Entdo,0 = M@ N - M ® N — M" ® N — 0 é exata para qualquer médulo N.

2. Entdo, M é plano se e somente se M’ é plano.

Demonstracio. 1. Como o produto tensorial é exato & direita, M @ N - M" @ N — 0 é

exata. Entao, nos resta mostrar que
0-MeNLMeN
¢é exata, nesse caso devemos mostrar que y € injetiva. Pela Proposi¢ao 7, item 3, a sequéncia

O%Ker(t)gA@ALN%O

L A® denota a soma direta de copias do anel A.
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¢é exata. Tensorizando as sequéncias e aplicando a Proposicao 17, obtemos as seguintes
sequéncias exatas:

M' @ Ker(t) ’8—/> M ® Ker(t) i> M" @ Ker(t) — 0,

0 M @ A®N By M@ A9N 24 Mg 48N 0,
sendo 3 injetiva, pois AP" ¢é plano (pela Proposicao 19);

0— M'"® Ker(t) = M" @ A®N,
e com « injetiva, pois M" é plano. Além disso, as sequéncias
M Ker(t) L5 M @ A®N - M @ N — 0,
M@ Ker(t) L5 M ® A®N 5 M@ N — 0

também sao exatas, pela Proposicao 17. Com isso, obtemos o seguinte diagrama comutativo

de médulos e homomorfismos:

M ® Ker(t) 2 M @ Ker(t) —= M" @ Ker(t) —0

I q la
00— M @ APA P M e AN o M'" @ AN 0

M N M@ N

0 0

A comutatividade do diagrama pode ser verificada diretamente. De fato, sejam ¢’ = id® h,
B =fxid, ff=id®@he = f®id. Entao, dados m' € M’ e x € Ker(t), temos

g (B'(m' @) =g'(f(m') @x) = f(m') @ h(z)
por outro lado,
Bf(m' @ x)) = B(m' @ h(x)) = f(m') @ h(x).

Assim, ¢/ (8'(m' @ z)) = B(f'(m' ® x)). Agora, sejam a =id®@ h, j = g®id, ¢ =id @ h
ead =g®id Dados m € M e a € Ker(t), temos

a(j(m®a)) = a(g(m) @ a) = g(m) ® h(a)
por outro lado,

o/(g'(m® a)) = o’ (m & h(a)) = g(m) ® h(a).
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Portanto, o diagrama é comutativo. Como M'@N = Coker(f') e M@N = Coker(q'), pela
Proposicao 8, podemos aplicar o Lema da Serpente (Proposigao 11), obtendo a sequéncia
exata Ker(a) — Coker(f') — Coker(g'). Como « é injetiva, temos Ker(a) = 0, e

portanto a sequéncia se reduz a:
0—-MeNLMeN.
Concluimos, assim, que 7 é injetiva. Portanto, a sequéncia
0—-M&N-—->MN-—-M'®@N -0

¢ exata.
2. Seja b’ : N’ — N um homomorfismo injetivo. Vamos tensorizar esse morfismo com os

modulos da sequéncia exata curta
0= M LM %m0,
Pelo item 1 da proposicao, as sequéncias
0—+M@N - MeN — M N -0,
0—-MN—->MN—-M' &N —0

sao exatas. Assim, obtemos o seguinte diagrama comutativo

0O—MeoN LMo N LMo N —0

R N

0—>M@N-—">MaN-—L>M"@N—0
vamos verificar a comutatividade do diagrama. Sejam 3’ = f®id, a =id® ', 8 = f ®id
ed =id®@h'. Dados m' € M' e n/ € N’
a(f'(m’ @n')) = a(f(m") @n) = f(m) @ I (n')
por outro lado,
Bl (m' @n')) = B(m’ @ K'(n')) = f(m) @ I'(n).
Portanto, o quadrado & esquerda comuta. Agora, sejam o = id®1, j = g®id, a = idQh
ej' =g®id. Dadosm € M en’ € N’
a(j(m®@n')) =" (g(m) @ n) = g(m) @ I'(n)
de outro modo,
Jlamen’)) =j'(me W (n) = g(m)® K@)

Logo, o quadrado a direita também comuta, e o diagrama é de fato comutativo.
=) Suponha que M é plano, entdo « é injetiva. Como o diagrama é comutativo, temos

ao B =pBod. Sejam e Ker(d'), ou seja, o/(m) = 0. Entao
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a(8'(m)) = p(a’(m)) = B(0) = 0.
Como «a ¢ injetiva, segue que '(m) = 0, ou seja, m € Ker(f'). Como ' é injetiva,
Ker(p") = 0, entdo m = 0. Logo, Ker(a’) = 0, ou seja, o/ é injetiva. Portanto, M’ é
plano.

<) Suponha que M’ é plano e o’ é injetiva. Como temos o diagrama comuta, podemos

aplicar o Lema da Serpente. Isso nos fornece a sequéncia exata
Ker(a') — Ker(a) — Ker(a").
Como M" é plano, o é injetiva e por hipétese o’ é injetiva. A sequéncia se reduz a
0 — Ker(a) — 0,

e concluimos que Ker(a) = 0, ou seja, a é injetiva. Portanto, M é plano.
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4 FUNTOR TOR

Chegamos ao capitulo principal deste trabalho, no qual trataremos de conceitos
fundamentais que sustentam a defini¢ao do funtor Tor. Iniciaremos com nog¢oes importantes
para o entendimento dessa defini¢do, que se baseia na tensorizacdo de uma resolucao
projetiva. Em seguida, apresentaremos as propriedades mais relevantes do funtor Tor,
com destaque para suas invariancias e seu comportamento diante da exatiddo. Além
disso, outras ferramentas serao introduzidas ao longo do capitulo, fornecendo o suporte

conceitual e técnico necessario para o desenvolvimento da teoria.

Definigao 17. Um complexo é uma sequéncia de homomorfismos de A-moddulos

dy, dy, Ay
Kot o — Kpyq —5 K & Ko b

tais que dy, o dy4+1 = 0, ou seja, Im(d,+1) C Ker(dy,), para todo n. Os homomorfismos
dy, sao chamados de diferenciais do complexo. A n-ésima homologia do complexo é
o A-médulo quociente Hy,(Ke) = Ker(dy)/Im(dy41). O complexo é dito exato quando
Hy(Ke) =0, para todo n.

Exemplo 24. Consideremos a seguinte sequéncia de Z-moédulo
—6
()

Para mostrar que este é um complexo, precisamos apenas mostrar que os produtos dos

2
Ke:0— 7 7228 2., 0

pares de matrizes adjacentes sao zero;

(3 2) () =0

Calculando os modulos de homologia em cada grau, obtemos

Ho(Ks) Ker(Z — 0) Z Z 0
0 o) = = = — = s
]m<Z2 (3 2 Z) <3,2>7Z Z
3 2
Ker <Z2 M Z) (_2) 7 7
3
H K. = = :7:Z7
1) (&) (Hz sz 7
Im |7z ~24 72
(%)
Ker |7 ~——% 72
0Z
Hy(K,) = = =0.
2(Ke) Im(0 — Z) 0Z

Note que as demais homologias H;(Ke) sao nulas, pelo fato que os M; = 0 para todo
1#£0,1,2.



Capitulo 4. Funtor Tor 49

Usualmente, também usaremos a notacao (Ke,ds), para deixar claro a diferencial
de um complexo, em vez de apenas K.

A versao dual de um complexo de A-mdédulos é denominada cocomplezxo.

Definicao 18. Um cocomplexo é uma sequéncia de homomorfismos de A-modulos

K®: ...y gn—1 ﬁ]{”ﬂ}(”“ ﬂ
tais que d" o d"~! = 0, para todo n. A n-ésima cohomologia do cocomplexo é o A-médulo
quociente H"(K®) = Ker(d")/Im(d"1). O cocomplexo é dito exato quando H" (K*) = 0,

para todo n.

As nogoes que discutiremos a seguir para complexos de A-mdédulos podem ser

definidas, de modo analogo, para cocomplexos.

Definicdo 19. Sejam K, e K. dois complexos de A-médulos. Um homomorfismo f :
Ko — K, de complexos ¢ uma sequéncia f = (fy)n de homomorfismos fp, : K, — KJ,,

tal que, para cada n, o diagrama a seguir ¢ comutativo:

dn
Ky — n—1

fnl lfnl
d/

Kl —" K/

n—1

Observagao 12. A sequéncia (idg, ), define o homomorfismo identidade f : Ko — Ko,
o qual denotaremos por idg,. Podemos, de forma natural, definir a composicao entre
homomorfismos de complexos. Mais precisamente, se f : K¢ — K, ¢ g : K, — K. sdo
homomorfismos de complexos, entdo a composigao go f = (gn o fn)n : Kn — K] é um

homomorfismo de complexos.

Observacao 13. Nao ¢ dificil verificar, que um homomorfismo f : K¢ — K. induz
homomorfismos fip : Hp(Ke) — Hyp(K)) definidos por fin(T) = fn(x). Note que faz
sentido definirmos fyy, dessa forma, pois, dado T = = + Im(dy4+1) € Hp(Ke), temos

x € Ker(dy). Como f torna os diagramas comutativos, obtemos

d%(fn(w)) = fn—1(dn(x)) =0,

de modo que f(z) € Ker(d,,). Portanto, fi, de fato aplica Hy(Ke) em Hy(KL). Agora,

verificaremos que estd bem definida. Sejam z,2' € Ker(dy,) tais que 7 = 2/. Entdo,

v — 12’ € Im(d,y1), de modo que existe y € K41 com dp11(y) = x — 2’. Como os

diagramas comutam, temos

1 (fnr1 (W) = fuldn1(y)) = fulz — 2') = fa(x) = fu(2),

assim, fn(z) — fu(2') € Im(d;, ). Portanto, fn(x) = fn(a').
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Defini¢do 20. Dois homomorfismos de complexos f, g : (Ke,de) — (K4, d,) sdo ditos

homotdpicos se, para cada n, existe um homomorfismo hy, : K, — K, 11 tal que
Jn—gn= d;1+1 o hp + hp—10dp.
Usamos a notagao f ~ g para indicar que f e g sao homotopicos.

Proposicio 21. Se f,g: (Ke,de) — (K., d,) siao homomorfismos homotépicos, entdo

fsn = gxn, para cada n.
Demonstracio. Sejam

fean: Hp(Ke) — Hp(KL) e  gwn: Hp(Ke) — Hp(KY)

T = fo(z) T = gn(x).

Devemos provar que fi(T) = g«n(T) para todo z € Hy(K,). Isso equivale a mostrar que

fa(x) = gn(x) € Im(d),1). Como x € Ker(dy) e, por hipdtese, f ~ g, temos

fu(@) = gn(x) = dpy 1 (hn(2)) + hn—1(dn(z)) = djy 41 (hn(@)) € Im(dy, ).

Assim, concluimos o que queriamos demonstrar. n

Definiciao 21. Dois complexos Ko ¢ KL sdo ditos homotopicamente equivalentes se
existem homomorfismos de complexos f : K¢ — K. e g : K, — K, tais que go f ~ id,
e fogn~idg:.

Proposic¢dao 22. Dois complexos (Ke,ds) e (K,,d,) que sio homotopicamente equiva-

lentes possuem as mesmas homologias, a menos de isomorfismo.

Demonstragio. Sejam f : Ko — K, e g : K, — Ko homomorfismos de complexos tais
que go f ~ udg, e fog ~ idg;. Entdo, existem homomorfismos hy : Kp — K;H_l e
h}, : K], — Kp+1 cumprindo

fnogn —idg; = dpyr0 h;z + h;z—l © d;r
Dado T € Hp(K,), tomamos um representante z € Ker(dy) e aplicamos a primeira
relagao:

gn(fn(@)) = idg, (x) = dpyy (hn (@) + hn-1(dn(2)).

Assim, gn(fn(2)) — 7 = dy 1 (hn(2)). Logo, gn(fa(@)) — = € Im(d),y), o que implica
gn(fn(z)) = T. De maneira andloga, demonstra-se que fip, © g«p, = id H, (k) Portanto,
concluimos que Hy,(Ke) ~ Hp(KL). O
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Definicao 22. Uma sequéncia de complexos

0o K LKk 5 K S0
é exata se, para cada n, a sequéncia

0o K LKk, B K" S0
¢é exata.

Observacao 14. Com isso, podemos definir um homomorfismo conector
On : Hn(KJ) — Hp—1(K,)
de forma que se obtenha a seguinte sequéncia exata longa
s Hy (10 2 (Ka) 22 1 (KY) 25 Hy g (K = -

Note que faz sentido definirmos ¢,, dessa forma. Para verificar isso, analisemos o

seguinte diagrama comutativo com linhas exatas

In dn

0 K], Ky Kl 0
E T ¥

fn—l gn—1
0—K} 1 == Kp 1=K —0
Dado T € Hy(KY), temos x € Ker(d])) C K]!. Sendo g, sobrejetiva, existe ky, € K, tal
que x = gp(ky). Além disso,

In—1(dn(kn)) = d%(gn(k’n)) =0

logo, dp(kp) € Ker(gn—1) = Im(f,—1). Assim, existe, e é unico pela injetividade de fy,_1,

/

n—1) = dn(kn). Precisamos mostrar agora que

um elemento k/,_; € K],_; tal que fp—1(k
k;z—l e K e'r(d%_l). De fato, pela comutatividade do diagrama e pela injetividade de f,,_92,

fr—a(dy, _1(ky_1)) = dp—1(fa—1(k},_1)) = dn—1(dn(kn)) = 0.

Logo, d. (k! _1) =0, eassim k/_; € Ker(d, _;). Portanto, é natural definirmos
& n—1\""n—1 n—1 n—1

Agora, vamos verificar que d,, estda bem definida. Inicialmente, precisamos mostrar que essa
construgao nao depende da escolha de kj. Suponha que também tenhamos z = gn(/;:n)

Seja p tnico elemento de K, _; tal que f,,_1(p) = dpn(kp). Como

kn — kn € Ker(gn) = Im(fn),
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existe tinico kl, € K/ tal que ky, — kp, = fn(kl). Pela comutatividade do diagrama, temos

Fa-1(dy(kp)) = dn(fa(ky,)) = dn(kn — kn) = fa—1(kn_1 — p).

Pela injetividade de f;,—1, concluimos que k], _;—p = d/,(k;,). Portanto, kI, _;—p € Im(d},).
De forma analoga, devemos mostrar que a construcao nao depende da escolha do repre-
sentante x. Sejam T, 2’ € Hy(K]) tais que T = 2/. Entéo, z — 2’ € Im(d)) ), logo, existe
kpoy o€ K)oy tal que dp (k) 1) = @ — a’. Supondo que x = gy(ky) e 2’ = gn(kn),
obtemos
gn(kn = kn) = gn(kn) — gn(kn) = = — 2’ = dn+1(kn+1)
Como gp,41 é sobrejetiva, existe k41 € Kp11 tal que gpny1(kpt1) = kZ—H' Note que
gn(kn = kn — dps1(kns1)) = gn(kn —kn) — 1 (gnt1 (knt1))
= dn+1(kn+1) dn+1(kn+1) 0.

Assim, ky, — kp — dpi1(kny1) € Ker(gn) = Im(fy). Portanto, existe k/, € K/, tal que
fa(kh) = kp — kn — dpt1(kpy1)- Seja y,y' € K/, definidos por fr—1(y) = dn(kn) e
fa-1(y) = dn(ky). Entao

Fr—1(dn(kp)) = dn(fn(ky)) = dn(kn — l;’n) = fa-1(y = ¥),
pela injetividade de f,,_1, concluimos d),(k,) =y — v/, ou seja, y — ¢’ € Im(d),).
Proposicao 23. Com as nocgoes anteriores, temos que o complexo
oo Hy(KL) 2% Hy(Ka) 225 Hy(KY) 22 Hyo (KD) —

é exato.

Demonstragao. Inicialmente, vamos mostrar que Im( fin) = Ker(gsn). A inclusao Im(fipn) C

Ker(gs«n) é imediata, pois temos I'm(fy) = Ker(gn). Assim, para qualquer T € Hy(K)),

gsn(fen(T)) = gn(fu(x)) = 0.

Para a inclusdo oposta, seja J € Ker(g«n). Entao, gn(y) € Im(d), 1), de modo que
existe k) € K, | satisfazendo gn(y) = d}},1(k], ;). Como g,41 é sobrejetiva, existe
kpn+1 € Kp41 tal que &7 11 = 9n+1(kpy1). Pela comutatividade do diagrama, temos

gn(dn—l—l(kn-i-l)) = d;”lb—kl(gn—l—l(kn—i-l)) = gn(y)
portanto, gn(y — dn41(kn+1)) = 0. Logo,

y = dny1(kny1) € Ker(gn) = Im(fn).

De modo que, existe tinico k], € K}, tal que y —dp11(kpt1) = fn(kl,). Assim, y— fn (k) €
Im(dp41), ou seja, y = fr(kl) em Hy(K,). Portanto, 5 € Im( fan).
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Agora, mostraremos que Im(g«n) = Ker(dy). Para a inclusao Im(gsn) C Ker(dy), seja
T € Hy(K,), com z € Ker(dy). Note que,

In—1(dn(z)) = d;;(gn(x)) =0,

o que implica que dy,(z) € Ker(gn—1) = Im(fn—1). Logo, existe tinico p € K/ _; tal que
fn—-1(p) = dn(x) =0, como f,_1 é injetiva temos p = 0. Portanto, d,,(g«n(T)) =p = 0.

Para a inclusdo oposta, seja T € Ker(d,). Entao, existe ky, € K tal que x = gn(kn),
e existe k,_y € K! 1 tal que dp(kn) = fn_1(k,_1). Como 6,(z) = k/, | = 0, temos

k! € Im(d},), ou seja, kI, _; = d;,(k},). Pela comutatividade do diagrama, temos

dn(fn(k7,1>> - fn—l(d;l(kél)) = dn(’%)

portanto, dp,(kn — fn(k,)) = 0, isto é, ky, — fn(k},) € Ker(dy). Como gp o f, = 0, temos

& = gn(x) = gn(kn — fn(ky))-
Logo, T = gun(kn — fn(k})). Concluindo que T € Im(gun)- -

Definigdo 23. Sejam (Ke,ds) ¢ (Le,d,) complexos de A-médulos. O produto tensorial
destes complexos K¢ ® Le € definido por

(Ko X Lo)n = @ Kp & Lq
pt+qg=n
juntamente com as diferenciais
r@y = dr)oy+ (-DPred(y).

Note que as diferenciais definidas asseguram que o produto tensorial forme um complexo.
De fato,

On-1(0n(x ®y)) = 1 (d(x) @y + (-1)Pr 2 d(y))
= Gp-1(d(x) @ y) + 01 (-2 @ d'(y))
= d(d(x)) @ y + ()P d(z) @ d'(y)
+ (= DPd(x) @ d'(y) + (~1)P e @ d'(d (y))
=0+ ()P d(z) @ d'(y) + (—1)Pd(x) ® d'(y) + 0 = 0.
Agora apresentaremos o conceito do funtor Tor e desenvolveremos resultados fun-
damentais a ele relacionados, que descrevem suas propriedades.
Definicao 24. Seja M um A-moédulo. Um complexo exato

Po:ooo—m Py 2 p, 2Py 2% M0,

onde cada P; é um médulo projetivo, é dito uma resolucgao projetiva de M. A resolucao

projetiva ¢é dita finita se existe n > 0 tal que P, # 0 e P; = 0, para todo i > n.
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Definicao 25. Seja o complexo de A-mdédulos projetivos
Po:--- =P, =P, 1—--—F—0

onde H;(Ps) =0, parai > 0 e Hy(Ps) = M. Nestes termos, chamamos P, de resolugao
projetiva deletada de M.

Proposicao 24. Todo A-mdédulo admite uma resolugao projetiva.

Demonstragio. Seja M um A-modulo. Vamos construir uma resolucao projetiva de M.
Inicialmente, vamos construir Fy e o homomorfismo Fy — M. Escolha um conjunto gerador
S = {m;|i € I'} de M. Defina Fy = € Ae;, um A-mdédulo livre com base {e;]i € I}. Em
seguida, defina o homomorfismo ¢OZ?IFO — M por ¢g(e;) = m;. Como S gera M, ¢g é
sobrejetivo e obtemos a sequéncia exata curta a direita Fj & M — 0.

Prosseguindo, vamos construir F; e o homomorfismo F| — Fj. Considere o Ker(¢p).

Assim, temos a sequéncia exata curta

0—>Ker(¢0)—>Foﬂ>M—>().

Escolha o conjunto gerador 7' = {z;|j € J} de Ker(¢g) e defina I} = b Afj, um
jed
A-médulo livre com base {fj[j € J}. Defina agora ¢1 : F} — Fy por ¢1(fj) = ;. Dessa

forma, a imagem de ¢1 é exatamente o ntcleo de ¢g, e obtemos a sequéncia exata
P1 %o
0—F — Fy— M —0.

Repetindo o procedimento para Ker(¢q), escolhemos um conjunto gerador e construimos
um moédulo livre F» com homomorfismo Fp — F7. Continuando indefinidamente, obtemos
a sequéncia

U DN Ny TN RN VN )

Por construcao, cada F; é livre, que por sua vez, ¢ projetivo e a sequéncia ¢ exata em

todos os termos. Portanto, M admite uma resolugao projetiva. O]

Definigdo 26. (Funtor covariante) Sejam A e A" anéis. Um funtor aditivo de A-médulos

para A’-médulos é entendido como sendo

F(h)

F=F(e): (M2 N)— (F(M) F(N)),

o qual, cada A-médulo M é levado a um A-médulo F(M) e cada A-homomorfismo
h : M — N élevado a um A’-homomorfismo F(h) : F(M) — F(N) tal que valem as
seguintes propriedades:

1. F(idyr) = idF(M), para cada A-mdédulo M;
2. F(loh) =F(l)o F(h), onde h € Hom(M,N) el € Hom(N, P);
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3. F(l+h)=F(l)+ F(h), onde h,l € Hom(M, N).
Proposicao 25. Considere A-mddulos M e N. Sejam ainda f € Hom(M,N),
Po:---—>P—-P—>F—>M-=—0
uma resolugao projetiva de M e
Co:+—>Cy—C1 —>Cyp—N—=0

um complexo exato. Entdo, existe um homomorfismo de complexos ¢ = () : Pe — Ce

tal que ¢_1 = f. Além disso, ¢ é tinico a menos de homotopia.

Demonstra¢io. Devemos construir ¢, : P, — ), de modo que o diagrama abaixo seja

comutativo
dn, dy, d d,
o> Py 5P, PPy M 0
Prn+1 \L@n \L@l i‘ﬂo J{f
1) On 1) 1)

o —Ch41 ntl Ch C1—=Cy—2>N 0
como dg € sobrejetiva, a existéncia de pq satisfazendo f o dy = dg o ¢ segue da projetivi-
dade de Fy. Suponhamos que ja foram construidos os homomorfismos g, ..., ¢n. Vamos

construir ¢,41. Por hipétese de inducao, temos

On © n = Pp—10dp.

Compondo ambos os lados a direita por d, 11, obtemos

dnowpodyt1 =pnp-10dpodyyr =0.

Assim, Im(ppody+1) C Ker(on) = Im(dp+1). Logo, considerando os homomorfismos ¢y, 0
dp+1: Ppe1 = Im(0p+1) € dpt1 - Cpe1 — Im(dp41), a existéncia de )41 satisfazendo
On+10 Yn+1 = ©n © dpy1 segue da projetividade de Py, 1.

Agora, vamos provar a unicidade de ¢ a menos de homotopia. Seja g = (gn)n : Poe — Co

um homomorfismo de complexos com g_1 = f. Assim, temos o diagrama comutativo

dn+1 dn dl do

J{gn+1 J{gn J{gl igo lf
5“ n
e = Un+1 = Cn i tee Cl il CO % N 0

por definicao de homotopia, devemos construir homomorfismos sy, : P, — C), 41 tais que

Pn — Gn = 5n+1 08y + Sp—1 0 dp.

Inicialmente, definimos s_1 : M — Cy como sendo o homomorfismo nulo. Nosso objetivo

agora é construir sg : Py — C1 satisfazendo ¢g — gg = 01 o sg. Note que

doo(wo—go) = fody— fody=0,
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de modo que Im(pg — go) C Ker(dg) = Im(d1). Assim, considerando os homomorfismos
w0 — g0 : Py — Im(d1) e 01 : C1 — Im(07), a existéncia de sg segue da projetividade de

Py. Suponhamos agora que ja foram construidos s, ..., s, satisfazendo
Ok =9k = Og+1 08k +5g—10dp 0 <k <n.
Nosso objetivo é construir s,,4+1 : P41 — Cp42 verificando

Pn+l — Gn+l1 = 5n+2 O Sp+41 + Spodps1

ou equivalentemente,

0n42 0 8pt1 = Pntl — Gntl — Sn © dpi1.
Note que

On+1° (Pn+1 — Int+1 — Sn o dpt1) = (Yn — gn — Opy1 0 Sp) 0 dpt1

= (sp—19dn)odpy1 = 0.

Logo, Im(¢p+1—9gnt1—snodpt1) C Ker(dy41) = Im(dp+2). Portanto, considerando os
homomorfismos ¢p41 — gn+1—sn0dp+1 1 Pat1 — Im(dp+2) € dng2 0 Cpiz2 — Im(dp42),

a existéncia de s, 1 segue da projetividade de P, 1. O

Corolario 1. Quaisquer duas resolugoes projetivas de um A-médulo de M sao homoto-

picamente equivalentes.

Demonstracao. Sejam P e Qe duas resolucoes projetivas de M. Pela proposicao anterior,
existem homomorfismos de complexos [ : Po — (e € g : Qe — Po tais que f_ 1 =g_1 =
idps. Pela unicidade garantida por essa mesma proposicao, concluimos que go f ~ idp, e

Jfog~idg,, ouseja, Pe e (Jo sd0 homotopicamente equivalentes. O]

Corolario 2. Sejam P, e Qe resolugdes projetivas de um A-moédulo M e F um funtor

aditivo. Entao, F/(Ps) e F(Qe) sdo homotopicamente equivalentes.

Demonstragdo. Suponha, sem perda de generalidade, que F' é um funtor covariante. Pelo
coroldrio anterior, existem homomorfismos f : Po — Qe € g : Qo — Po tais que fog ~ id),
ego f ~idp,. A aditividade de F' ¢ fundamental neste ponto, pois garante que I’ preserva
somas e diferencas de homomorfismos. Como a relagdo de homotopia entre complexos é
expressa por igualdades que envolvem somas de composi¢oes. Assim, a aditividade de F'
garante que F'(g) o F(f) ~ idp(p,) € F(f)o F(g) ~ idp(q,)- Logo, F(Ps) e F(Qe) sao

homotopicamente equivalentes. O

Definigao 27. Considere A-médulos M e N. Seja P, uma resolugao projetiva deletada
de M. Definimos
Tori{(M,N) = Hp(Ps @ N).
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Como o funtor — ® N ¢ aditivo na categoria dos A-médulos, e pelo Corolario 1, quaisquer
resolucoes projetivas de M sao homotopicamente equivalentes, segue da Proposicao 22
que os complexos resultantes possuem a mesma homologia. Assim, a definicao acima é
bem definida, independentemente da resolucao projetiva escolhida. Segue imediatamente
da definicao que Torél(M, N)=M®N e Tor(M,N) =0, se n < 0.

Corolario 3. Se M é um A-modulo projetivo, entao Tor;;l(M, N) =0, para todo n > 1.

Demonstrag¢io. Seja M um A-mddulo projetivo. Considere a resolugao projetiva
Po:-r 0 MM g

onde, como M é projetivo, todos os A-moédulos a esquerda de M na resolucao podem
ser tomados como nulos. Assim, ao aplicarmos o funtor — ® N, obtemos o complexo de

cadeias
(Po@N): -+ > M®N — 0,

cuja homologia ¢ nula em todos os graus positivos. Logo, concluimos que TOT;?(M ,N) =0,

para todo n > 1. O

Observagao 15. Dado f: M — N, considere resolugoes projetivas (Pe, de) € (Qe,de)
de M e N, respectivamente. Pela Proposicao 25, existe um homomorfismo de complexos

Ve : (Po,de) — (Qe,0e) tal que p_1 = f. Em particular, o diagrama abaixo é comutativo

dy, n
Py 2 p, P2y 0
l@nJrl i@n l@l l@o if
on, On 1) 1)
Q1 - Qn Q1 —=Qp—=N 0

Dado um A-médulo T', aplicando o funtor — ® 7" em cada linha do complexo acima e
tomando os homomorfismos induzidos nas homologias do complexo resultante, obtemos
morfismos Tor/ (M, T) — Tori{(N,T), que estiao bem definidos, pois e ¢ tinico a menos
de homotopia. Isto nos fornece a descricao completa dos funtores T° 07“;;1(—, T), para cada

n.

Lema 9. Considere M’ e M" com resolugoes projetivas (Pe, dy) € (Qe, dy). Suponha que
0— M’ i) M M =06 uma sequéncia exata. Entao, existe uma resolugao projetiva

Ce de M juntamente com uma sequéncia exata de complexos
0= Pe = Co — Qe — 0.
Demonstracio. Seja Cp, = Py, @& Qp. Isso nos fornece a sequéncia exata curta

0—=FP,—C,—Qp—0
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a qual é exata pelo Exemplo 22. Nosso proximo passo é definir as diferenciais em C,. Para

isso, considere o diagrama

d// d//
Q2 —> Q1 — Qo M 0

l l l lidMu
&V fod

PP, M2 M 0

1"
dg

pela Proposicao 25, existem tg : Qo — M e t,, : Qn — P,_1 que tornam o diagrama
acima comutativo. Definimos entao as diferenciais em Co por
dy : Co — M
(o,q0) = fody(po) +tolgo)

dp, : Ch — Ch—1
Prsan) = (dp(pn) + (=1)"tn(an), dy(gn))-

Verifiquemos que essas diferenciais definem de fato um complexo.

dn—l(dn(Pn, Qn)) :dn—l(d%<pn + (—1)ntn(Qn)7 d%(Qn))
=(dr—1(d(pn + (=1)"tn(gn)) + (=1)" e 1(dy (qn)), di—1 (dyy (4n)))
=((=1)"dp,_1(tn(gn)) + (=1)" tn-1(dy(qn)), 0) = (0,0).

Portanto, Ce é de fato um complexo. m

Definicao 28. Dizemos que uma sequéncia exata M Jy M"” — 0 cinde se existe
homomorfismo j : M"” — M tal que g o j = idys». Analogamente, a sequéncia exata
0— M i> M cinde se existe j’ : M — M’ tal que j'o f = id). Dizemos que a sequéncia
exata curta 0 — M’ L M 2 M" — 0 cinde se ela cinde em feemg.

Corolario 4. Seja 0 — M’ i) M 2y M — 0 uma sequéncia exata de A-modulos. Entao,

para cada A-mddulo N, existe uma sequéncia exata longa
A " Arag A At
- = Tory (M7, N) = Tory (M',N) = Tory (M,N) = Tory, ( M",N) — - --

Demonstracio. Tome resolucoes projetivas deletadas P, e PY de M’ e M", respectiva-
mente. Pelo Lema 9, existe uma resolucao projetiva deletada Pe de M, juntamente com a

sequéncia exata de complexos
0— P, — Py — P/ —0.

Além disso, para cada n, a sequéncia 0 — P}, i) P, — P! — 0 é exata. Como P}/ é
projetivo, essa sequéncia cinde. Em particular, pela Definicio 28, existe g : P, — P},
tal que g o f = idp . Consequentemente, considerando os homomorfismos induzidos
fON:P@N —-P,@Neg®N:P,®N — P, ®N, temos

(9@ N)o(f@N)=idpgn.
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Segue que f ® N é injetora, e portanto a sequéncia

0P N —=-P,®N —P/&N =0
¢é exata. Isso nos fornece uma sequéncia exata de complexos

0PN —=Ps@N—P/oN —0.
Logo, o resultado segue da Proposicao 23. [
Exemplo 25. Sejam [ e J ideais em um anel comutativo A. Entao,

Tor{{(AJI,A)J) ~ (INJ)/IJ,

e para todo ¢ > 1, Torﬁl(A/[,A/J) o~ TOTZA([,A/J).

Considere a sequéncia exata 0 — I — A — A/I — 0. Pelo Corolério 4, existe a
sequéncia exata longa
o= Tor{M (A, A)J) — Tor{"(A/I,A)J) = Torg\(I, A)J) — Tor{(A, A J) — Torg(A/I, A)J) — 0.
Como a sequéncia longa é exata, se tomarmos uma parte ela continuara sendo exata. Sa-
bemos que todo A-médulo sobre si mesmo é livre e, portanto, projetivo. Assim, pelo
Corolario 3, temos Torf(A, A/J) = 0. Dessa forma, ao considerarmos apenas uma parte

da sequéncia e utilizando a definicao do funtor Tor, a sequéncia exata longa se reduz a
0= Tor{"(A/I,A)J) 5 T@A)J — AR AlJ — AJT® AJJ — 0.

Como A/J é um A-modulo, segue que A ® A/J ~ A/J. Do Exemplo 8, temos os iso-
morfismos [ ® A/J ~1/1J e A/I® A/J ~ AJ/(I + J). Assim, temos a sequéncia exata
curta
0= TorMA/TAJT) S 11T L5 AJT = AJ(1+ ) = 0.

O homomorfismo f tem como nicleo o quociente (I N.J)/1J. De fato, seja a+IJ € I/1J,
com a € I. A imagem de a + I.J sob o homomorfismo f é a + J € A/J. Esse elemento
é nulo se, e somente se, a € J. Como a € [, isso implica a € I N J. Portanto, Ker(f) =
(I NJ)/IJ. Pela exatidao da sequéncia, temos Im(g) = Ker(f) e Ker(g) = Im(0 —
Tor{'(A/I,A/J)). Desse modo, usando o Teorema 1 temos

Tor{{(AJI,A)J) ~ (INJ)/IJ.

Para a parte final, vamos usar novamente o Corolario 4 para obtermos a seguinte sequéncia

exata longa
o= Torf 1 (A, A)J) = Torf | (AJI, A} J) = Torf (1, A} J) — Tor{ (A, A} J) — - --

Novamente vamos tomar uma parte da sequéncia e usar o fato que A é um A-médulo

projetivo, entao ficamos com a sequéncia exata

0 = Tord |(A/1,A)J) L5 TorA(1,A)7) — 0.
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Note que

Ker(f')= Im(0— Torf {(A/I,A}J)) =0

Im(f'y = Ker(Tor(I1,A)J) = 0) =Torf\(I,A}J).
Entdo, f’ é bijetiva. Portanto, Tor;il(A/I, AJJ) ~ TorZA([, AlJ).

Exemplo 26. Sejam x um elemento A-regular e M um A-médulo. Entao,

M/zM, i=0
Torf(Af(x), M) = (03 @), i=1
0, 7> 0.

Considere a sequéncia exata curta
0-A5 A A(z) = 0.

Pelo Corolario 4, temos a sequéncia exata longa
coo = Tor{Y(A, M) — Tor{(A/(x), M) — Tord"(A, M) = Torgl(A, M) — Torg\(A/(x), M) — 0.
Tomando uma parte da sequéncia, usando o Corolério 3 e a defini¢do de T'or, esta sequéncia

se reduz a
0— Tor{(A)(z),M) > A®@M — A® M — A/(z) ® M — 0.
Usando isomorfismos, temos a sequéncia exata
0 — Tor{"(A/(x), M) — M — M — M/(z)M — 0.

Portanto, concluimos que Tord (A/(x), M) ~ M/(x)M, Tor{'(A/(z), M) ~ (0 :ps z)

e para i > 1 temos Tor%A(A/(:v),M) = 0, porque a resolugdo projetiva de A/(x) tem

comprimento 1, e portanto o complexo tensorizado s6 tem homologia nos graus 0 e 1.
Definimos Tor;;l(M , V) a partir de uma resolugao projetiva de M. De modo andlogo,

se utilizarmos uma resolugao projetiva de N, obtemos o mesmo resultado.
Teorema 3. Considere A-médulos M e N e seja (Qe uma resolucao projetiva de V. Defina
Torf (M, N) = Hy(M ® Q).

Entao,
Tord(M, N) = TorA(M, N).
Em particular, Tor2 (M, N) = TorA(N, M).

Demonstragio. O resultado ¢ imediato se n < 0. Para n > 0, escolhemos médulos M7 e

Np de forma a obter as seguintes sequéncias exatas curtas:
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0—>M —-—FPy—-M—-0 e 0Ny —>Qyg— N —0.

Consideremos, entao, o diagrama comutativo a seguir, cujas linhas e colunas sao exatas:

TOTl(]Wl, Qo) =0 TOTl(]W, QQ) =0
Tori(My,N) Tori(M,N)
0 = Tor1(Py, N1) —> Tory(M, Ny) MyoN — —pye N Ma N 0
Jo s |
0 M ®Qy——=PRy®Q M Qo 0
M;® N Py N M®N 0
0

Note que as trés sequéncias que envolvem Tor sdo exatas pelo Corolario 4. A sequéncia
Mi@N—-> PN —->M®N —0

é exata pela Proposicao 17. As demais sequéncias sao exatas, pois resultam da tensorizacao
de sequéncias exatas por médulos projetivos. Pelo Lema da Serpente, obtemos a seguinte

sequéncia exata:
Ker(8) — Ker(y) — Coker(a) — Coker(5) — Coker(y) — 0.
Como [ ¢ injetiva, e pela Proposicao 8, temos a sequéncia exata
0—Tori{(M,N) - M @N - Py@N = M®N — 0.
Por outro lado, aplicando o Corolério 4, obtemos a sequéncia exata
0—=Tor{(M,N) > M{®N —- Py® N - M N — 0.

Portanto, conclui-se que T'orq (M, N) ~ Tori(M, N). Ainda pelo Lema da Serpente, temos
Tori(M,N) ~ Ker(a) e Tori(M,N) ~ Ker(f).
Logo,
Tor1(M,N) ~ Ker(a) = Ker(goa) = Ker(Bo f) = Ker(f) ~ Tori (M, N),
confirmando novamente que Torq (M, N) ~ Tor1(M, N). Agora tomando
My = Ker(Pp—1 — Pp—2) ¢ Np = Ker(Qn-1 — Qn—2),
e considerando as seguintes sequéncias exatas:

0—-M,—Py1—>PFPpo2—>--e0—=>Ny—=>Qpn-1—>Qpn_o2—---
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é possivel obter os mesmos isomorfismos para os Tor ja estabelecidos anteriormente.
Portanto, temos a cadeia de isomorfismos:
Tor{"(M, N) ~ Tor{!(M, N,,_1)
= TOTiLl<M> Nn—l)
~ Tor{{(My, Ny_9)

O

Corolario 5. Se M ou N for um A-médulo plano, entao Tar;;l(M ,N) = 0 para todo
n > 0. Em particular, se
0—+M-—=+N-—=-K—=0

é uma sequéncia exata e K é plano, entao a sequéncia
0> MIT->NSIT KT —=0

também é exata, para todo modulo 7.

Demonstracdo. A primeira igualdade segue imediatamente do teorema anterior. Quanto

ao segundo fato, basta considerar a sequéncia exata
o Torf K, T) > M®T 3 N®T > K®T —0
e usar o fato de que Tor‘fl(K, T)=0. ]

Corolario 6. Dado M um A-médulo, sdo equivalentes:
1. M é um A-mddulo plano;
2. Tor;?(M, N) =0, para todo médulo N e n > 0;
3. Torfl(M, N) =0, para todo médulo N.
Demonstracao. As implicacoes 1 = 2 e 2 = 3 s@o imediatas a partir do corolario anterior.

Para provar 3 = 1, seja f : N — K um homomorfismo injetivo. Entao, temos a sequéncia

exata
0— N — K — Coker(f) — 0.

a partir da qual se obtém a sequéncia exata longa
oo = Tor{' (M, Coker(f)) = M@ N — M@ K — 0

Pela hipétese, Torfl(M, Coker(f)) = 0. Logo, segue o resultado. O
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5 CONCLUSAO

Este trabalho teve como objetivo apresentar o funtor Tor, partindo do estudo dos
A-médulos e do produto tensorial, até alcancar sua construcao via resolugdes projetivas.
Ao longo do desenvolvimento, foi possivel compreender de forma mais profunda como esse
funtor surge naturalmente no contexto da Algebra Homoldgica.

Além disso, queremos destacar alguns de seus desdobramentos e aplicacoes em
outros ambientes. Pois, o funtor Tor aparece, por exemplo, na caracterizagdo de mddulos
planos e no calculo de alguns invariantes homoldgicos, como o posto do n-ésimo médulo
livre de uma resolucao livre minimal de M, quando A é um anel local. Aparece também
no calculo da dimensdo projetiva de um A-médulo M.

A realizacao deste estudo contribuiu significativamente para minha formagao aca-
démica, uma vez que exigiu o contato com conceitos avangados, muitas vezes presentes
apenas em cursos de pés-graduacgao. Essa experiéncia possibilitou nao apenas o aprofunda-
mento tedrico, mas também a consolidacao de uma postura investigativa diante de temas

mais abstratos.
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