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RESUMO

Neste trabalho, desenvolveremos um estudo na area da Algebra Comutativa, com foco nos
resultados relacionados a um tema especial conhecido como Base de Grobner. Os principais
topicos abordados incluem os anéis de polindomios em varias variaveis, destacando-se a
forma como podemos estabelecer uma ordem monomial e o algoritmo da divisdo no anel
K[z1,...,2y]. O conhecimento adquirido ao longo do primeiro capitulo servird como fun-
damento para o estudo dessa base. Em especial, analisaremos a importancia e a aplicagao
do algoritmo de Buchberger, utilizado para determinar uma Base de Grobner. Por fim,
buscaremos aplicar a teoria desenvolvida na resolucao de sistemas nao lineares, abordando
exemplos praticos como o problema da coloragdo de mapas e sistemas de malha rodoviaria

Palavras-chave: Ordem Monomial; Base de Grobner; Algoritmo de Buchberger;
Problema de Coloragao.



ABSTRACT

In this work, we will develop a study in the area of Commutative Algebra, focusing
on results related to a special topic known as the Grobner Basis. The main subjects
addressed include polynomial rings in several variables, highlighting how we can establish
a monomial order and the division algorithm in the ring K{z1,...,zy]. The knowledge
acquired throughout the first chapter will serve as the foundation for the study of this basis.
In particular, we will analyze the importance and application of Buchberger’s algorithm,
used to determine a Grobner Basis. Finally, we will seek to apply the developed theory
to the resolution of nonlinear systems, addressing practical examples such as the map
coloring problem and road network systems.

Keywords: Monomial Order; Grobner Basis; Buchberger’s Algorithm; Coloring
Problem.
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1 INTRODUCAO

Uma das ferramentas mais poderosas da Matematica é a resolugao de equacoes
algébricas. Em particular, a resolucao de equagoes lineares em n varidveis permite modelar
diversos problemas matematicos presentes no cotidiano.

Essas equagbes passaram a ser estudadas de forma sistemética em uma area espe-
cifica da &lgebra, denominada Algebra Linear. Tal estudo evidenciou que sistemas lineares
com n variaveis podem representar objetos geométricos em R, conhecidos como hiperpla-

nos. Os sistemas de equagoes lineares da forma

a;1T1 + a;oro + -+ -+ ajpry =0

foram amplamente desenvolvidos e compreendidos no a&mbito da Algebra Linear.
Entretanto, a compreensao do comportamento de sistemas de equacoes polinomiais

de grau superior a 1, isto é, sistemas de equagoes nao lineares do tipo

fi(ry, ..., mp)
In

0,
f2(x17"'7 ) 07

fm(xl, e ,xn) - O,

onde f; € Klz1,...,zy) para i = 1,...,m, ainda representava um grande desafio. Tais
sistemas envolvem conjuntos de pontos cujas relagoes algébricas sdo mais complexas e nao
podem ser tratadas pelos métodos lineares tradicionais.

Na segunda metade do século XX, sob a orientacao de Wolfgang Grobner (1899-1980),
em 1965, seu aluno de doutorado Bruno Buchberger desenvolveu a teoria de Bases de
Grobner. Sua tese tinha como objetivo determinar um método para encontrar uma base
para Kl[z1,...,zp]/I como um K-espago vetorial. Tal estudo possibilitou determinar se
um sistema de equagoes polinomiais possui solucao e, em caso afirmativo, como descrevé-la.
Neste trabalho, iremos usar a Base de Grobner para determinar as solugoes de sistemas
nao lineares.

O objetivo principal deste trabalho é entender as caracteristicas e propriedades
da Base de Grobner de um ideal I C K[xy,...,xy|. Além disso, vamos determinar, se
existirem, as solucoes de sistemas nao lineares. Para tanto, no capitulo 2 deste trabalho,
apresentaremos as caracteristicas gerais dos anéis de polinémios sobre um anel A. Além
disso, iremos apresentar o algoritmo da divisdo para polindémios em uma e em varias
variaveis. Isso serd necessario para refletirmos sobre as diferencas entre as duas divisoes.
Dentre outras coisas, iremos notar que a principal caracteristica advém de como definimos
uma ordenagao monomial no anel de polinémios.

No capitulo 3, abordaremos um tipo de ideal muito importante para o nosso estudo

introdutoério acerca da Base de Grobner, os ideais monomiais. Com eles, iremos entender
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o que vem a ser uma Base de Grobner de um ideal I no anel de polinémios. Além disso,
iremos aprender, através de um algoritmo denominado Algoritmo de Buchberger, como
determinar uma base de Grobner a partir de uma base geradora de um ideal 1.

No capitulo 4, por fim, faremos algumas aplicagoes de tudo o que foi construido.
Entre outras coisas, entenderemos como o uso da Base de Grobner nos fornece respostas
para a determinacao das solugoes de sistemas de equagoes polinomiais nao lineares. Isso
sera necessario para tratar dos problemas modelados no final do capitulo sobre o deslo-
camento de um trem em uma malha rodoviaria, solu¢ao para a coloragao do mapa do

Nordeste e, por fim, da coloragao do mapa das cidades circunvizinhas a Itabaiana-SE.
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2 ANEL DE POLINOMIOS

Neste capitulo, vamos apresentar os conceitos e resultados essenciais para entender
os anéis de polinémios. Entre outros tépicos, abordaremos suas propriedades e a ordem
que pode ser estabelecida entre monomios. Por fim, discutiremos a forma generalizada do

algoritmo de divisdo para polindmios com varias variaveis.

Convencgao: Para que possamos trabalhar todos os conceitos relacionados aos anéis de
polinémios e toda a teoria derivada do Capitulo 2, sempre que estivermos falando de um

anel A, este serda um anel comutativo e com unidade.

2.1 DE POLINOMIOS EM UMA VARIAVEL

Neste capitulo, vamos revisitar os resultados estudados em um curso basico de
Algebra na graduacao, buscaremos introduzir e estender a ideia de polindomios em uma

"varidvel"(ou "indeterminada") do tipo
Ft) = ant™ + an_1t" L+ art + ag
onde ap, . ..,ap sao elementos de um anel A.

Definicao 1. Uma sequéncia de elementos de um conjunto A é uma fungao a : N — A,

que associa cada nimero natural n a um elemento a, em A.

Escrevemos (ag, ..., an) ou simplesmente (ap),cN para indicar a sequéncia cujo

n-ésimo termo é a,.

Definigao 2. Seja (A, +, ) um anel. Uma sequéncia a : N — A tal que a; = 0 para todo

1 maior que um certo k € N, é chamada de polinomio em uma varidvel sobre A. Assim,

temos que um polinémio em uma variavel sobre A é da forma (ag,ay,...,a;,0,0,...),
onde ag, . .., a; sao chamados de coeficientes do polinomio.

Observagao 1. Nao se deve confundir a sequéncia (ap,),cn com o conjunto {a,...,an}.
Por exemplo, a sequéncia (7,7,7,...,7,...) ndo é o mesmo que {7}.

Defini¢ao 3. Seja p = (ay)pen um polindémio numa variavel sobre A. Caso ay, = 0 para
qualquer n em N, entdao dizemos que p é o polinémio identicamente nulo, e escrevemos

simplesmente p = 0.

Defini¢do 4. Dado um polinémio p # 0, chama-se grau de p ao maior m em N tal
que ay, # 0, e denotaremos por gr(p) = m para indicar que o grau de p é igual a m.

Chamaremos ay, de coeficiente lider do polinémio p.
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Caso m = 0, dizemos que p é um polinomio constante. nesse caso, temos que
p = (a,0,...,0) e podemos escrever p = a. A partir disso, podemos identificar o anel A
com um subconjunto do conjunto dos polinomios em uma variavel sobre A, é porque os
elementos de A sao polindmios constantes pertencentes a tal conjunto. Se o coeficiente
lider a,, = 1, dizemos que p é um polinomio monico.

Seja A’ o conjunto de todos os polindmios em uma variavel sobre A. Dados dois
elementos f = (ag,a1,...) e g = (by,b1,...) podemos definir as operagdes de soma e

produto, respectivamente, em A’ da seguinte forma:

+: AAxA — A
(fr9)  — > _(ai+0b)
1=0
Definimos o produto
Al x Al — A
(f,9) = D¢
1=0

1
onde ¢; = Z a;bi_;.
J=0

Observagao 2. Podemos verificar que (A’,+,-) é um anel com unidade. De fato, os
axiomas de anel podem ser rapidamente verificados, sendo que os elementos neutros da
soma (+) e da multiplicagao (-) sdo (0,0,0,...) e (1,0,0,...), respectivamente. Dado o
elemento (ag, ay,...,an,...), seu simétrico na soma é (—ag, —ay, ..., —an, ... ). Buscando

facilitar a notacao, definiremos o seguinte conjunto:

Definicdo 5. Chama-se A’ de anel de polinémios em uma varidvel onde

n .

A= {Zaixz;n €N, q; € A} .
=0

Iremos denotar o anel (A4’, +,-) por A[z]. O polinémio f € A’ serd denotado por f(x) €

Alz]. Além disso, o ' é chamado de mondmio, para todo i = 1,...,n, e o conjunto de

todos os mondmios de f(x) € A[z] é indicado por M(f).

Vamos indicar a unidade (1,0,0,...) de A por 1 = 2V, e, indutivamente, pode-se
tomar x" = (0,0,...,\l/n—i— 1,0,...). A partir dai, dado p = (a0, aq,...,an,0,0,...) €
A, podemos escrever p = ag+ajz! +- - -+a,z™. Com a Observagio 2, o conjunto Alx] é

um anel com unidade, onde a soma e o produto sao definidos como (f+g¢)(z) = f(x)+g(x)

e (f-g)(x) = f(z) - g(x), respectivamente.

Exemplo 1. Dados f(z),p(z) em Z[z] com f(z) = 2+ 2z + 322 + 23 e g(z) = = + 23

temos que sua soma e produto sao respectivamente:

(f + 9)(x) =2 + 3z + 322 + 223
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(f - 9)(x) = 2z + 227 + 52> + 3z* + 327 + 2.

Como ja haviamos mencionado, um ponto importante no anel A[x] é que ele carrega

algumas caracteristicas do anel A. Os resultados a seguir garantem essa afirmacao.
Teorema 1. Se A é um anel comutativo com unidade, entdo A[z] também é.

Demonstragio. Considere f(z) = a1 +---+apz™ e g(x) = b1+ - -+ bpa™ dois elementos

do anel A[z]. Nosso objetivo é mostar que (f - g)(z) = (g - f)(x). Assim

(f - 9)(@) = cngma™ + -+ 1z + ¢
onde

cg = (agbo) + (ag—1b1) + - + (aob) (1)
para k = 0,1,...,n + m. Como A é um anel comutativo, entdao podemos comutar os

elementos de (1) da seguinte forma

cr = (boag) + (brag—1) + - - - + (bao).

Assim, temos que

(f - 9)(@) = eminz™ ™ 4 ez + e = (g f)(x)
0 que prova o teorema. O
Corolario 1. Se A é um dominio de integridade, entdao A[z] também é.

Demonstragio. Considere f(x),g(x) dois elementos do anel A[x]. Pelo Teorema 1 sabe-
mos que Afz] é um anel comutativo com unidade. Suponha f(x) # 0 e g(x) # 0. Entao
existem ay, by, € A com ap, by, # 0, e n,m os maiores possiveis. Como o anel A é de

integridade anby, # 0. Logo,
(f - 9)(@) = cppma™ ™ + -+ + co.
Como cptm = anbm # 0, entao
(f - 9)(x) #0.
Portanto, A[x] é anel de integridade. O

Defini¢ao 6. Dado f(z) em Alz] da forma

1

f(@) = anz" +ap—12"" " + -+ a17 + ag

com ay # 0. Chamaremos de termo lider de f(z): t1(f) = apa™, o coeficiente lider de f(x):
cl(f) = ap, o mondmio lider de f(x): ml(f) = =™ onde n = gr(f(x)), que denotaremos

por gr(f) = n e teremos gr(f) = 0 se, e somente se, f(z) € A — {0}.
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Exemplo 2. Sejam f(z) = 522 + 4z + 8 e g(x) = 822 + 9 com f(z), g(z) € R[z], entdo

(f + 9)(z) = 132% + 4z + 17

(f - g)(z) = 402* + 3223 + 10922 + 367 + 72.

1. gr(f) =2,gr(9) = 2,er(f +9) = 2,81(f - 9) = &

2 = 522, tl(g) = 822, t1(f + g) = 1322, tI(f - g) = 402*

3 =5, cl():8,cl(f—|—g):13,cl(f-g):4();

4. ml(f) = 22, ml(g) = 2%, ml(f + g) = 2%, ml(f - g) = 2

5. M(f) = {x 7,1}, M(g) = {a?, 1}, M(f+g) = {a? z, 1}, M(f-g) = {a*, 23, 2%, 2, 1}.

Proposigao 1. Sejam f(x) e g(z) dois polindémios nao nulos em A[x] onde gr(f) =m e
gr(g) = n. Entdo, gr(f +g) < max{gr(f),gr(g)} e gr(fg) = gr(f) +er(g).

Demonstra¢io. Considere f(x Z azx e g(x Z b 27, Sem perda de generalidade,
] =0

suponha m > n, assim, temos que f(x ZcZ i, onde ¢; = a; + bi, ou seja,

¢m = am + by e como gr(g) = n < m temos que cm = am + 0 = am, e portanto

gr(f +g9) = m = max{gr(f),er(¢g)}. Por outro lado, se m = n pode acontecer que

¢m = am + by, = 0, ou seja, ay, = —byy, e portanto gr(f + ¢g) < max{gr(f),gr(g)}. Agora,

f(zx) - g(x) :ng:n cixi onde cpin = ambp # 0, ou seja, (f - 9)(x) = ambpz™ ™ + fo(x)
onde gr( fo) <27:no+ n e além disso ¢ = 0 para todo k > m + n, o que mostra a igualdade
gr(fg) = er(f) +er(g). -

Vamos convencionar que gr(0) = —oo e que para cada f(z) € A[x] ndo nulo, temos
que ml(f) = SEQ

Definigao 7. Seja A[x] um anel e f(z) € A[z] — {0}. Dizemos que a € A é raiz de f(z)
se f(a) =

Exemplo 3. Seja f(z) € Q[z] tal que f(z) = 722 — 4a + % Entao f tem como raizes os
nimeros racionais % e ﬁ sdo raizes de f(x), ja que f (%) =f (ﬁ) =0.

Observagao 3. Seja A um anel. Em alguns casos, podemos encontrar um polinémio
em Alz] que ndo possui raizes em A, mas sim em uma extensao de A. Por exemplo, o
polinémio p(x) = ?4+1e R[z] ndo possui raizes reais, mas tem como raizes os nimeros
complexos i e —i, que pertencem a C. Nessas condigoes, dizemos que ¢ e —¢ sao algébricos

sobre R, pois sao raizes de um polindémio com coeficientes reais.
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2.2 ALGORITMO DA DIVISAO EM K |z]

A partir deste ponto, consideraremos o anel A como sendo um corpo K, com as
operagoes habituais de soma e multiplicacao. Toda a teoria que sera abordada estara
centrada na seguinte questdao: em que condi¢do um polindémio nao nulo de K|z] divide

outro polinémio?

Definigao 8. Sejam f(z) e g(x) dois polinémios em K [z], dizemos que o polindémio f(x)

divide o polinémio g(x), se existir ¢(x) € Klz| tal que

Teorema 2 (Algoritmo da divisdo em Klz|). Sejam f(x),g(x) € K[z] e g(z) # 0. Entao

existem unicos ¢(x),r(z) € K|[z] tais que

f(x) = q(x) - g(x) +r(2) (2)
onde r(x) = 0 ou gr(r) < gr(g).

Demonstragio. Primeiro, vamos mostrar que vale a equacao (2). Para isso, sejam f(x) =
ag + arx + -+ + apx™ e g(xr) = by + byx + -+ + bypx™. Se f(x) = 0, basta tomar
q(z) = r(x) = 0. Suponha entdo f(z) # 0, com gr(f) = n. Caso n < m, basta tomar
q(z) =0er(x) = f(x). Assim, podemos assumir n > m.

Seja f1(x) o polinémio definido por:
fu(@) = f(@) = anby @™ - g(2) (3)
organizando os termos e fazendo a distributividade de g(z) em (3) temos
F(@) = anbpboa™ ™™ + anbp b1 4 apa™ + fi(x)

como o gr(f) = n, que por sua vez tem como coeficiente lider a, entdo temos que
gr(f1) < gr(f). Vamos aplicar o segundo principio de indugdo sobre o gr(f) = n para
demonstrar o teorema.

Sen =0, como n > m entdao m = 0, logo f(x) = ag # 0,g(x) = by # 0 e temos que
flz) = aobal -g(x), basta tomar ¢(z) = aobal er(x) =0, teremos f(z) = a0b61 by = ag.
Temos entdo o primeiro passo de inducao. Onde gr(f1) < gr(f) = n, podemos entdo

aplicar a hipdtese de indugao em f1(z). Ou seja, existem q(x),r1(z), tais que:

fi(z) = q1(x)g(x) + r1(z) (4)

em que r1(x) = 0 ou gr(ry) < gr(g). Vamos escrever a equagao (3) da seguinte forma

f(x) = anbpta™™ - g(x) + fi(a). (5)
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Substituindo fi(z) da equagao (4) na equagao (5) obtemos a equagao

f(x) = anby,'a" ™ - g(x) + [q1(x)g(x) + r1(2)] (6)

colocando g(z) em evidéncia e organizando os termos da equacao (6), obtemos

f() = [a1(x) + anbyy' e ™g(w) + 71 (2)

quando tomamos ¢(z) = ¢ () + apby, "™ e r1(x) = r(z), temos que

f(x) = q(x)g(z) + ()

onde r(x) = 0 ou gr(r) < gr(g). Assim, estd provada a equagao (2). A seguir, vamos
mostrar que ¢(x) e r(x) sdo unicamente determinados.
Sejam q1(x), g2(x),71(x) e ro(z) tais que:
f(@) = q(@)g(x) +r1(x) = g2(x)g(x) + ra(2) (7)
onde r;(x) = 0 ou gr(r;) < gr(g),i € {1,2}. Note que na equacao (7) podemos organizar

os termos e chegar em

[q1(7) — g2(x)]g(x) = ro(x) — r1(x), (8)

mas se q1(z) # g2(z) observamos em (8) que o grau do polinémio [q1(z) — g2(x)]g(x) é
maior do que, ou igual ao grau de g. Ainda em (8), temos que gr(r; —r2) < gr(g) ja que

gr(ry), gr(r2) < gr(g). O que gera um absurdo. Logo, ¢1(z) = ¢2(z) portanto

ri(z) = f(z) — qi(@)g(x) = f(2) = @2(x)g(x) = r2(z) (9)

concluimos por transitividade na equagao (9) que ri(z) = ro(x). Assim, esta provado o
teorema do algoritmo da divisdo para polindémios em K|x].
]

Exemplo 4. Considere o polinémio f(z) = 23 + 322 +x e g(x) = 2% +2 em Alz]. Vamos

fazer a divisao de f(x) por g(z) de acordo com o Teorema 2

23 +3x2+w‘ )

) g(z)=x+3
32 —T
—3z2 -6

r(z)=—x —6

assim, podemos escrever f(z) como no Teorema 2.

flo)=a3+32% + 2= (22 +2)- (2 +3)+ (—z —6).
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Defini¢ao 9. Seja A um anel, e A[z] o anel dos polindmios com coeficientes em A. Um

ideal J C Alz] é dito ideal principal se existe um polindémio p(z) € Alz] tal que:

J = (p(x)) ={/f(z) - p(x); f(x) € Alz]}.

Exemplo 5. Seja K = Q, o corpo dos niimeros racionais. Considere o polinémio f(z) =
22 +1 € Q[z]. O conjunto I = (f(z)) = {g(z)- (> +1) | g(z) € Q[z]} é um ideal principal
de Q[z], gerado por f(x). Note que x° + 23+ 22 +1 € I, j4 que podemos escreve-lo como
(23 +1)(22 +1).

Definicao 10. Um dominio de ideais principais ¢ um dominio de integridade D tal que

todo ideal de D é gerado por um unico elemento. Geralmente dizemos que D é DIP.

Teorema 3 ( K[z] é Dominio de Ideal Principal). Seja K um corpo. Entao, todo ideal

de K|[x] é principal.

Demonstragio. Seja J um ideal de K[z]. Se J = {0}, entdo J é gerado por 0. Suponha
entao que J # {0} e escolhemos p(z) em J tal que p(z) # 0 e gr(p) = n. Pelo principio
da boa ordem, vamos considerar n o menor grau possivel. Se p(z) = a constante diferente
de 0 entdo 1 = a- a1 € J e assim segue imediatamente que J = K [x] é gerado por 1.

Suponha agora que gr(p) > 0. Como p(z) € J, temos que K|[z] - p(x) C J. Agora,
vamos provar a inclusdo contréria, ou seja, J C Klz| - p(z) e isso demonstrara o teorema,
pois mostraremos que J serd gerado por p(z).

De fato, seja f(x) € J pelo Teorema 2 temos que existem ¢(z),r(z) € K[z] tais
que

f(z) = q(z)p(z) + r(z)
onde 7(x) = 0 ou gr(r) < gr(p). Agora, como f(x),p(x) € J segue que

r(z) = f(x) — q(x)p(z) € J

e pela minimalidade de nossa escolha para p(z) € J segue que r(z) = 0 e portanto, temos

f(x) = q(@)p(z) € K[z] - p(x)
como queriamos. O

Definicao 11. Seja f(x) € K[z] tal que gr(f) > 1. Dizemos que f(x) é um polinémio
irredutivel sobre o corpo K se toda vez que f(x) = g(x) - h(z), onde g(x),h(x) € K|x]
tivermos g(x) = a constante em K ou h(x) = b constante em K. Se f for ndo irredutivel

sobre K, diremos que f(x) é redutivel sobre K.

Exemplo 6. O polinémio f(z) = 22 + 1 é irredutivel sobre R. De fato, se pudéssemos
escrevé-lo como f(z) = g(x)h(x) com g(x), h(z) € R[z], entdo um dos fatores deveria ser
constante, pois f(z) ndo possui raizes reais. Por outro lado, f(z) é redutivel sobre C, ja

que nos complexos podemos escrever f(x) = (z —i)(x + 7).
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Defini¢ao 12. Um dominio D é um dominio de fatoragao tunica (DFU) se:
1. Todo elemento de D ndo nulo e nao unidade pode ser escrito como um produto de

rredutiveis de D

2. A fatoracao em irredutiveis é unica a menos de associados e da ordem em que

aparecem.

Teorema 4. Seja K um corpo. Entdo, todo polinomio f(z) € K[z] — {0} pode ser escrito
na forma

f@)=u-p1(x)- - pm(z)
onde u € K —{0} e p1(x),...,pm(z) sdo polinomios irredutiveis sobre K. (Nao necessari-
amente distintos). Mais ainda, essa expressdao é inica a menos da constante u e da ordem

dos polindémios p1(z),...,pm(x).

Demonstragio. Seja f(x) € K[z] — {0}. Vamos provar por indugdo sobre o gr(f) = n.

Se n =0, entdo f(z) = u constante nao nula. Assim, podemos assumir gr(f) =n
onde n > 1. Vamos supor pela hipétese do segundo principio de inducgao que todo polindémio
nao nulo de grau menor que n pode ser escrito na expressao desejada, e vamos demonstrar
que f(z) também pode ser escrito de tal forma.

Suponha, por absurdo, que f(z) nao possa ser escrito como produto de irredutiveis.
Entao, f(z) é um polinémio redutivel sobre K. Logo, pelo Teorema 2 existem g(z), h(z) €
K[z] onde 1 < gr(g) <n,1 < gr(h) < n tais que

f(x) = g(z)h(). (10)

Aplicando a hipdtese de indugao sobre g(z) e h(x)
g9(x) = ap1(x) - - - pr(x) (11)
onde a € K — {0} e p1(z),...,pr(x) sdo polindmios irredutiveis sobre K, e analogamente
h(x) = bpr41(x) -+ pm(2) (12)
onde b € K — {0} e pyy1(2),...,pm(z) sdo polindmios irredutiveis sobre K. Substituindo

as equagoes (11) e (12) na equagdo (10). Ficamos com

f(x) = api ($) e 'pr(l’) : bpr—&—l@) e 'Pm(m) (13)

em que u=ab € K —{0} e p1(x), ..., pm(z) sdo polinémios irredutiveis sobre K. Vamos

agora demonstrar a unicidade da expressao. Suponha entao que

f(@) =upi(z) - pm(z) = u'ph(2) -+ pls(x) (14)

onde u,u’ € K —{0} e p1(z),...,pm(x),py(x),...,pi(z) sdo polindmios irredutiveis sobre
K. Observe que na equacao (14) temos que p1(z) é fator do lado esquerdo, que por sua

vez ¢ igual ao lado direito, entao

pr(@)|ph (@) - pl(x)
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sabemos que todo elemento irredutivel em um dominio é um elemento primo. Por isso,
existe u; € K — {0} tal que p}(z) = u} - p1(x), nesse caso, dizemos que p}(x) e p1(x) sdo
associados em K[z]. Agora o teorema segue por indugao sobre m.

Se m =1 e py(x) ¢ irredutivel temos que necessariamente s = 1 onde pi(z) e pj(z)
sao associados em K|[z]. Suponha entdo que m > 1, pi(z) = u,pi(z) e sendo K[z] um

dominio de integridade temos que ao cancelar py(z) na equagio (14) ficamos com

upa () -+ pm(x) = wuiph () - pi—1 ()pig1(x) - ps(). (15)

Ao fazer o cancelamento em (15) segue que e o grau da equagdo fica menor que n, dai
segue pela hipétese de inducao que m = s e cada p} (x) estd associado com algum p;(x)

através de uma constante. O que demonstra o teorema. O

2.3 ANEL DE POLINOMIOS EM VARIAS VARIAVEIS

Comegamos este capitulo definindo e estendendo a nogao de anel de polinomios
em uma variavel. Agora, vamos estudar o anel de polindmios em varias variaveis. Uma
observacao simples e importante é que o anel de polindmios em varias variaveis também
carrega as caracteristicas do anel A. Observe que, se A é um dominio de integridade,
temos que o anel A[z(] é um dominio de integridade; por sua vez, usando o Corolario
1, o anel (A[x1])[ze2] também ¢é dominio de integridade. Com um argumento indutivo
sobre o niimero de variaveis, concluimos que o anel de polinémios em varias variaveis é

dominio de integridade. Assim, com o processo de acrescentar as variaveis mencionado

acima, podemos definir o que é um elemento do anel K[z, ..., zy).
Definigao 13. Seja K um corpo. um elemento f(z1,...,2y) nao nulo de K[zy,...,xy] é
da forma

flzy, ... xn) = Z oy H:Elal

acd =1
com o = (e, ...,ap) EN" aq € K e JCN"

Exemplo 7. Seja J = {(1,2),(3,1)} C N2, q,€ K, entdo de acordo com a defini¢do

acima podemos escrever f € K|x1,x3] da seguinte forma
_ 2 b3
f(z1,22) = axyxj + brjxs.

Convengao: Até entdo, estamos tratando os elementos de K[z] como p(x). Buscando

simplificar a notacao, sempre que nao houver confusao iremos denotar o polindémio
fz1,...,xy) de K|xq,...,2p] por f.

n

Defini¢ao 14. Um termo Klz1,...,zy] é um elemento da forma a, H xlal onde temos
1=1

que a = (a1,...,an) € N O elemento ay € K do termo é chamado de coeficiente desse
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n

termo e [] x?l é denominado mondmio. Chamamos de grau(total) do mondmio [] :c?’ 0
=1 =1
n n n
numero natural dado por Z a;, o qual denotaremos por gr H xf‘i = Z Q.
i=1 =1 ;
Sejam (k1,...,kp) € K™ e f € K[xy,...,2p] com
n .
f=2 aa ]
aeJ =1
denotaremos por
n
acdJ =1
Defini¢ao 15. Sejam f € K(z1,...,xp] e a = (a1,...an) € K™, diremos que a é um
zero de f se f(aq,...,an) =0.
Se f € K[x1,...,x,] é ndo nulo, vamos denotar por
n .
Mp(f) =< [ 2§ : aa #0
=1
o conjunto de todos os monoémios de f e chamaremos
n
gr(f) = max Za“ H:Ela’ e M, (f
o grau total de f.
Definicao 16. Sejam f, g € K|[z1,...,zy). Podemos definir as operagdes de soma K|[z1, ..., zy]
+: Klzy,...,xp| X K[z1,...,2] —> Klzy,..., xy)
n
(fag) — Z aﬂy‘l‘bfy Hllj'l
yeJUL 1=1
e o produto
Klzy,...,xn) X Klz1,...,25) —> Klzy,...,zn)
nm +5;
(f.9) — Zzaabﬁnxl J
peLl aeJ 1,j=1

com a+ 3 =+e J, L CN" finitos e aq, bg € K.
Como no caso de polindmios em uma indeterminada, constatamos igualmente que

gr(f +g) < max{gr(f),er(g)}

e também
gr(fg) = gr(f) +gr(g)
para f,g € K[x1,...,xp].
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Exemplo 8. Considere os polinomios f = 222y + 2y2 + 2 e ¢ = 32° + 22y + 2 em Rz, y].
Vamos calcular gr(f + g) e gr(fg)

f—l—g:3x3+3x2y+2y2+x+2;
fg= 6x5y + 32t + 2x4y2 + 6x3y2 + x3y + 2x2y3 + 4x2y + 2x + 4y2

onde podemos observar que,

gr(f +g) < max{gr(f),er(g)} = {3,3} =3

gr(fg) = gr(f) +gr(g) =3+ 3 =6.

2.4 ORDENS MONOMIAIS

Nosso principal objetivo, agora, é estender a divisao de polinomios vista no anel de
polinémios K|[z] para o conjunto K|[z1,...,zy]. Para isso, devemos analisar cada passo
do algoritmo, a fim de resolver todos os obstaculos que podem ser encontrados.

Para dar continuidade ao nosso trabalho, precisamos determinar o termo lider de
um polinémio f € Klxy,...,zy]. Isso se faz necessério, pois precisamos determinar a
ordem de um polinémio em relacao a outro. Além disso, precisamos generalizar o conceito

de coeficiente lider.

Defini¢ao 17. O conjunto de todos os monémios de K|[z1, ..., xy| serd denotado por

n .
M, = {Hmf‘z;al,...,anEN},
=1

onde x(l) .- 29 serd denotado por 1.

Em um primeiro contato com monoémios de Klzy,...,zy] é natural tentarmos
utilizar a mesma estratégia de ordenar mondémios usada em K|z]. Vejamos o seguinte

exemplo.

sando o conceito de grau que definimos em K{z| e, até mesmo, em Kzy,...,zy),
percebemos que os monémios em (16) tém o mesmo grau, o que nos deixa em duvida
sobre como ordena-los. Por conta de problemas como esse, é necessario estudarmos ordens
monomiais, tendo como objetivo determinar um maior elemento entre os monomios no anel
K[x1,...,xy,]. Para iniciar nossos estudos acerca dessas ordenagoes, precisamos relembrar

o conceito de relagdo de ordem em um conjunto.

Definigao 18. (Relag¢io de Ordem) Uma relagio de ordem, ou uma ordenagdo, sobre um

conjunto C' nao vazio é uma relagao < satisfazendo:
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1. ¢ 2 ¢ para todo c € C (propriedade reflexiva);

2. Se c1,c9 € C sao tais que ¢1 = cg e g =X c1, entdo ¢y = cy (propriedade anti-
simétrica);

3. Sejam c1,c0,c3 € C. Se ¢ X cg e cg = c3, entdo c1 =X c3 (propriedade transitiva).

Observagao 4. Se c1 =< c2, mas c1 # c2, entdo indicaremos c1 < 3.

Definicao 19. Uma relacao de ordem sobre o conjunto C' é total quando para todo
ai,as € C tivermos

alp <az,az < a1 ou a1 = a9.

Queremos definir uma relagao sobre M, que seja total, pois com ela teremos bem

definido o conceito de termo lider de um elemento f em K|[zy,...,zy] onde
n .
f: ZaaHQJ?ﬂ;ﬁO.
aced =1

Com efeito, podemos definir o mondmio lider ml(f) da seguinte forma

n .
ml(f) = max { H x?:ll} € M, (f)
1=1
onde o maximo é tomado com respeito a ordem = fixada e considerando o termo lider de
f, isto é, tI(f) = aq - ml(f).
Proposigao 2. Existe uma bijecao entre M,, e N".
Demonstracao. De fato, basta considerar a seguinte aplicacao

m; — i)

n
onde m; = [] 2§ e (i) = (a1, ..., aip). O
1=1

Definigao 20. Uma ordem monomial =< sobre M, é uma relacdo de ordem total que
satisfaz:

1. Se mq1, mg € M, sdo tais que m1 =< mg, entdo mims =< maomsg para todo ms € My,;
2. Todo subconjunto nao vazio de M, admite um menor elemento com respeito a <.
Na maioria dos casos ¢é dificil mostrar que existe uma relagdo monomial por conta

da segundo condicao da Definigao 20. Por isso, vamos usar o lema a seguir para nos

auxiliar nessa tarefa.
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Lema 1. Uma relacao de ordem < em K|[zy,..., x| é uma relagdo de ordem monomial

se, e somente se, qualquer sequéncia decrescente de monémios (com respeito a <)
mi = mg = m3 = -
é finita.

Demonstracao. Vamos provar a contrapositiva, ou seja: a condicao dois nao vaale se, e
somente se, houver uma sequéncia de monodmios estritamente decrescente infinita em
Klz1,...,2n)].

Se nao vale a condigao 2, entao existe um subconjunto S C K|x1,...,x,] que nao
possui um menor elemento. Agora, tomemos mq € S, e como mq nao é o menor elemento,
podemos encontrar mj = mg € S. Deste modo, como mg € S, entdo também nao é o
menor elemento, logo existe mg > mg € 5. Continuando dessa mesma forma, obtemos

uma sequéncia estritamente decrescente infinita
mi »>=m>=mg3>- --.

Por outro lado, seja m1 = mgo > m3 > --- uma sequéncia infinita e decrescente de
elementos de M,. Se considerarmos S = {m1, ma, m3, ...} # &, temos que o conjunto S

nao possui um menor elemento. O que prova o lema. O

n . n )

Defini¢ao 21. (Ordem lexicogrifica <r,) Dados dois mondmios H i e H SL’Zﬂ ' e My,
1=1 =1

dizemos que

n _ n ‘
[T a0 <p I "
=1 =1

n ) n .

se oy, = B para todo k € {1,...,n}, isto é, [] 8" =[] xiﬂl, ou existe i € {1,...,n} tal
=1 =1

que o; < 3; e aj = 3 para todo j < i. As varidveis r1,..., Ty sdo ordenadas na forma

lexicografica, isso é x1 = x2 = -+ = Tn.
Observagao 5. Com a Definicao 21 e o uso da bijecao na Proposigcao 2 temos que
(1,0,...,0) =1 (0,1,0,...,0) = -+ = (0,...,0,1).

Usamos a mesma ordem do dicionario, ou seja, determinamos o termo lider pela posicao

da variavel. Vejamos o exemplo a seguir

Exemplo 9. Considere os monomios x4, x?’yloooz, note que

xT .

xS y1000 z =7 4
Note que por maior que seja o expoente da variavel y, ela nao tem importancia desde que
o valor do expoente da variavel x do outro monomio seja maior.

Uma outra forma de observar a ordenagao de a4, 23y10902 ¢ usando a Proposicao

2 onde notamos que o = (3,1000,1) <7, 5 = (4,0,0)
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Proposicao 3. A ordem Lexicogréfica em K{z1,...,zy] é uma ordem monomial.

Demonstracao. Considere m1, mo € M, tal que
n n ﬁ
Q; i
mp = HIZ ,mo = sz e M,,.
1=1 1=1
Nosso objetivo é mostrar que <7, é uma ordem monomial. Para isso, vamos iniciar mos-
trando as condigoes de ordem da Definicao 18 e posteriormente fazer o uso do Lema

1.

Veja que = tem a propriedade reflexiva sobre Mj,, pois m1 = m7. Assim,

n n
I <o Tt
i=1 =1

Além disso, dados dois monomios tais que

o, i i Qa;
[T =0 [T e T1 2" = 1T =7 (17)
=1 =1 1=1 1=1
Entao,
n n 6
a; i

H T, = H ;. (18)
=1 =1

De fato, suponha que os monémios em (18) sejam diferentes, ou seja, existe pelo menos
um indice onde os expoentes sao distintos. Seja 7 o menor indice onde isso ocorre, caso

a; < B, entdo temos
n n ﬂ
Q; i
[T =0 [T =",
=1 i=1

mas nao poderiamos ter ao mesmo tempo

[T =p TL a5

=1 =1
o que contradiz a hipdtese na equacao (17). Analogamente, se B < aj, terfamos

n

n
[T <o I "
=1

i=1
mas nao poderiamos ter ao mesmo tempo

n

.0
Q; i
125" =0 I1 ="
=1 =1

o que também contradiz a hipdétese. Portanto, a tnica possibilidade é que os expoentes
sejam iguais. Ou seja, garantimos a iguadade em (18) e <y, é anti-simétrica. Agora suponha

que
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n

@ o B s Bi . Vi
12" = 1" e T1 " =2 I1 =" (19)

i=1 1=1 1=1 1=1

Se em algum dos casos ocorre a igualdade, obtemos o resultado de imediato

n n
Q; Vi
[T =0 [T ="
=1 i=1
Assumindo que nenhuma igualdade ocorra em (19), existem i, k € {1,..,n} tais que

a; < fB; e aj = [B; para todo j <

Br < Yk e B = para todo | < k.

Se i =k, entdo a; < ff; < v; e aj = B para todo j <i =k e [ = para todo | < k
como j < k segue que 3; = v;. Logo, aj = ~; para todo j < .

Se 1 < k temos que aj = f; = ~; para j < i, pois fj = 7 para todo | < k,
em particular [ = ¢. No indice i, temos que a; < 3; = ;, isso ocorre porque i < k, 0S
expoentes de 3 e v coincidem até o indice k, ou seja, 5; = ;.

Se k < 4, para [ < k por defini¢ao temos que ) = ; e como «; = f3; para todo
Jj <1i,onde k < i, temos ay = 3] = ~y; para todo [ < k. Observando a defini¢ao, no indice k
sabemos que [ < 7 € como k < i, ap = Bj. Logo, ay, = b1 < ;.. Concluimos garantindo

que qualquer uma dessas possibilidades nos permite encontrar

n

n
o2 Vi
I = 11 =
=1 =1
e portanto, <Xy é transitiva.

Se m1 =, mg, entao a, <, 5, ou seja, a, _g, -0 onde k ¢ a posigao da primeira
coordenada nao nula de m; — mg. Note que dado v € N (a+7v) — (B +7) = a — .
Assim, a primeira coordenada nao nula é novamente «, _g, ~0.

Por tltimo, vamos fazer o uso do Lema 1 para mostrar que a ordem lexografica é
uma ordem monomial. Suponha entdao que <y, nao seja ordem monomial. Pelo Lema 1

havera uma sequéncia estritamente decrescente infinita
mi > mo>r ms >y, -
de elementos em M,. V%Lmos mostrar que isso nos leva a uma contradicao.
Considere m; = ] #7" usando a Proposig¢ao 2 sabemos que a(i) = (a1, ..., ip)
1=0

¢ um vetor em ZZ. Pela de Defini¢ao 21, estas coordenadas formam uma sequéncia nao
crescente de nimeros inteiros nao negativos, portanto devem se estabilizar. Assim, existe

um k tal que a primeira coordenada de todos os a(i) com i > k é igual.
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A partir de «a(k), as segundas coordenadas determinam a ordem lexicografica e,
pelo mesmo motivo apresentado acima, formam uma sequéncia nao crescente de nimeros

inteiros nao negativos e, portanto, devem também estabilizar. Continuando esse processo,

que para algum [, a(l), a(l+1), . .., sdo todos iguais, que é um absurdo pois a(l) >, a(l+1).
Isto &, m; =1 mj 1. O
no . on
Definicao 22. (Ordem Reversa <p) Dados dois mondmios [] 2z e [] xiﬁl € M,
=1 1=1

dizemos que

n . n )
1 =g I] a8
=1 1=1

n _ n .
se ap = [, para todo k € {1,...,n}, isto é J[ 2" =[] xi’&, ou existe ¢ € {1,...,n} tal
1=1 =1
que 3; < a; e 3; = a; para todo j > i. As varidveis r1,..., Ty sdo ordenadas na forma

reversa, ou seja, Tn =R Tn_1 =R "' =R T1-

No caso da ordem reversa, usaremos a ordem reversa do dicionario, ou seja, de-
n_n 4

terminaremos o termo lider pela posicao da variavel de "z'até "a". Vejamos o seguinte

exemplo.

17,11 1978 27

Exemplo 10. Considere os mondémios z* 'y, note que

y2$1978 <n y11x17.
Por maior que seja o expoente da variavel x, ela nao tem importancia, desde que o
valor da variavel y do outro mondémio seja maior. Outro ponto é que, com a definicao de

ordem reversa, comparamos os monémios de forma "contraria'a ordem lexicografica.
Corolario 2. A ordem Reversa é uma ordem monomial.

A prova para mostrar que a ordem reversa ¢ uma ordem monomial é analoga a da
ordem lexicograficas. As propriedades fundamentais usadas na prova permanecem validas,

apenas mudando a regra de comparag¢ao entre monomios.

n ] n )
Defini¢ao 23. (Ordem lexicogrifica graduada <) Dados dois H it e H xfz € M,
1=1 i=1
dizemos que
n

(6% 1
I =% =rc 11 =;
=1 =1
Se

no noo
Logr| [T =) <er|(]] :CZ’-BZ ou;
1=1

=1
no noo_
2. gr | [[ 8| = er Hmfz e existe k € {1,...,n} tal que oy < Py e aj = B
=1 )

para Eodoj < k.
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Exemplo 11. Considere os monomios a:4, x?’yloooz, note que

x4 e CL’BleOOZ

veja agora que o valor da variavel x nao é relevante, tendo em vista que o grau total do

monomio z3y19%0z é 1004, enquanto o grau do polinémio z* tem seu grau igual a 4. Desta

forma, uma vez que 1004 > 4. Logo, 2% <7 23y10002.

Exemplo 12. Observe que, de acordo com a Definicao 23, quando o grau entre os
mondmios é o mesmo, iremos recorrer a ordem lexicografica como critério de ordenacao.
Vejamos o seguinte caso:

N SO
Ambos os monémios tém grau igual a 8, mas, de acordo com a ordem lexicografica,

zt - I 23, 0 que justifica a ordenacdo acima.

Como podemos perceber, as ordens dos monomios ¢ distinta de acordo com a
ordenagao que definimos para fazer a comparagao. Observe o seguinte exemplo, onde sao

feitas as ordenagoes considerando a ordem lexicografica, reversa e lexicografica graduada.

Exemplo 13. Considere os monémios

4.4 4.2 8

3 5,24 .2 3.2
Yz, Y Yy z2,r,TY

25 a7y 2" € Klr,y, 2]
Vamos fazer a ordenagdo dos monomios considerando as defini¢oes acima.

y422jL$2y322 jL iIZ’SyZ jL 1,43/4 jL x5y224 jL .1'8;
S<pytat <R 2ya® <p 2yPa? <p Ayt <p AP

8 5,24

3 4.2 2 3.9 4 4
Yz Ipq Y 22 LerTY " g Y g T g YR

Até entao, observamos que o grau total de um mondémio é uma caracteristica
importante para que possamos estabelecer uma ordem graduada. Também constatamos
o0 quanto uma ordem monomial é relevante para a continuidade do nosso estudo acerca
dos polinémios em varias variaveis. A seguir, vamos definir o conceito de multigrau, que,

posteriormente, serd muito 1til nas aplicagoes de uma base de Grobner.

Definicdo 24. Seja < uma ordem monomial qualquer e seja f € Klzy,...,zp] um

polinémio. Suponha que o termo lider de f, com respeito a ordem =, seja dado por

n
ml(f) = aq [] 27" = aaa®,
1=1
com aq #0ea=(ay,...,ap) € Z%;. Chamamos o vetor o de multigrau de f, denotado

por multigrau(f) = a.
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Exemplo 14. Considere o polinémio f = 4ay?z+422 — 5234+ 72222 € Rz, y, 2], de acordo
com a ordem lexicografica, temos que multigrau(f) = (3,0,0), em rela¢do a ordem reversa

multigrau(f) = (2,0, 2) e usando a ordem lexicogréfica graduada multigrau(f) = (2, 2,0).

Observacao 6. Geralmente, quando queremos nos referir ao multigrau de um polindémio

f € K[z1,...,2y) iremos usar a notagio ml(f) = z{'25? - 25" como ml(f) = X% onde
a = (ay,q,...,ay), ou seja, multigrau(f) = (a1, a9, ..., ap).
Proposigao 4. Sejam f, g € Klzq,...,zy] polindmios ndo-nulos. Entao,

1. multigrau(f - g) = multigrau(f) + multigrau(g);

2. Se f+ g # 0, entao multigrau(f + ¢g) < max{multigrau(f), multigrau(g)}.
Além disso, se multigrau(f) # multigrau(g) entao

multigrau(f + ¢) = max{multigrau(f), multigrau(g)}.

Demonstragio. Suponha, sem perda de generalidade que multigrau(f) = (aq,...,ay) e

multigrau(g) = (51, ..., Sm). Note que

(i) (£

aeN? =1 peN™ =1
m-+n
a;+05;
=Y Yy 1 A
aeN” BeNn
m-+n m-+n
=aby [] gth Za by H 2®ithi 4 Z Z ab; 1 2t
1=7=1 1=1j=2 1=1

Como ay + 1 > a; + fj para todo 1 <1 <n,1 < j <mearb; # 0, ja que K ¢é corpo
entao

multigrau(f - g) = multigrau(f) + multigrau(g).

Se f e g sado polindmios tais que f + g # 0, entdo multigrau(f + g) estd definido. Suponha

que multigrau(f) # multigrau(g). Nesse caso
n n m m B
(67} j
frg= 2 aa]l il + > aa J] 251y (20)
aeN”? i=1 aeN? =1

Como trata-se de uma soma, e multigrau(f) # multigrau(g), entao nao ha possibilidade

de cancelamento entre os termos lideres. Nesse caso
multigrau(f + ¢g) = max{multigrau(f), multigrau(g)}

Entretanto, se multigrau(f) = multigrau(g) temos que observar duas possibilidades. Pri-

meiro,

(i) t1(f) = —tl(g)-
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Nesse caso, os termos lideres se anulam e por isso
multigrau(f + ¢) < multigrau(f) = multigrau(g)
ou seja
multigrau(f + ¢) < max{multigrau(f), multigrau(g)}

O outro possivel caso é quando

(i) t1(f) # — t1(g).

Nesse caso, os termos lideres nao se anulam e pela equagao (20) segue que
multigrau(f + ¢g) = max{multigrau(f), multigrau(g)}.

O

Verificamos no Exemplo 13 acima que a ordenagao dos mondmios esté diretamente
ligada a ordem que escolhemos. E pensando nisso que surge a seguinte questao: a divisao
entre polindmios de mais de uma variavel mudara de acordo com a ordem escolhida? Essa e

outras questoes podem ser respondidas com o préximo teorema. Com ele, vamos generalizar

o Teorema 2. No caso geral, o objetivo é dividir f € K|z1,...,zp] por f1,..., fs, com
fi € K[z1,...,xy). Veremos que isso significa expressar f na forma f = q1 fi+- - -+qsfs+r,
onde os "quocientes'qy, ..., qs € 0 resto r pertencem a Kl[z,...,zy]. Essa possibilidade

é a maior diferenca entre o algoritmo apresentado no Teorema 2 e o préximo resultado.
Entretanto, sera necessario cuidado ao decidir como caracterizar o resto. E aqui que

usaremos as ordens monomiais.

2.5 ALGORITMO DA DIVISAO EM K[z, ..., 2]

Teorema 5. (Algoritmo da divisio em K|[z1,...,zy]|) Fixando uma ordem monomial < e
dados f,91,...,9s € K[z1,...,2p] com g; # 0 para todo i = 1,..., s, existem polindémios
q1,---,qs,7 € K[z1,..., 2] tais que
S
f= Z; aig;i +r
i=

com ml(g;) 1 m para todo m € M(r), para todoi =1,...,s.

Demonstracao. Para fazer a demonstracao desse teorema, vamos estabelecer um um algo-
ritmo, e justifica-lo posteriormente. Entao, considere o algoritmo abaixo:

Entrada: f,91,...,9s € K[z1,...,2p] com g; # 0 para todo i = 1,...,s. Defina

qi=:-=q:=r=0eh=f
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enquanto h # 0 faga, se existir i € {1,..., s} tal que ml(g;) | ml(h), entdo escolha o menor

indice 7 e faca

_ o ti(h)
¢ = ¢ + @7 (21)
_ ., tl(h)
h:=h-— tl(gi)gl' (22)
Caso contrario
r:=r+tl(h) (23)
h:=h —tl(h) (24)

Saida: q1,...,qs € Klz1,...,xp] tais que f = 25:1 qjg; + r,ml(g;) { m para todo
m € M(r) etodoi=1,...,s.

A primeira observagao que podemos fazer sobre o algoritmo acima, é que ele sempre
nos fornece uma resposta independente do valor dado a h, ja que estabelecemos condic¢oes
que no pior caso temos h = f. Assim, independente do valor de entrada em um ntimero
finito de passos teremos uma saida. Podemos ter essa garantia, pois sempre vamos redefinir
h de modo que seu mondémio lider m; vai satisfazer m; < m;_;, como pode ser observado

na equagao (22) sendo m;_1 o monémio lider de h no passo anteiro.

De fato, se existir ¢ € {1,...,s} tal que ml(g;) | ml(h), entdo temos obrigatoria-
mente que
t1(h) )
ml(h) > ml(h — gi |,
) (1= g

pois por (22) temos que m;_1 = m; onde m;_1 é o mondémio lider do passo anterior. Caso
contrario, temos que ml(h) > ml(h — tl(h)), como podemos ver em (24). Observando o
Lema 1, sabemos que toda sequéncia decrescente de mondémios é finita, portanto em
algum momento h = 0, como consequéncia o algoritmo finaliza.

Para entender como o algoritmo acima nos da uma resposta adequada, devemos

perceber que em cada passo do algorimo temos a igualdade

S
fIZq]‘gj-l-r—i—h. (25)
j=1
Para confirmar, iniciaremos com h = f,r = ¢; = 0 para todo ¢ = 1,...,s e note que assim
a afirmacao ¢é verdadeira.
Caso exista ¢ € {1,..., s} tal que ml(g;) | ml(h), entdo redefinimos
ti(h) t1(h)
q; por q; + e h por h — gi
' " tl(g:) t1(g;)”"

como vimos nas equagoes (21) e (22). Assim ficamos em (25) da seguinte forma

s t1(h) t1(h)
Y g+ (%’ + tl(%)) gi+7r+ (h - tl(gi)‘%) (26)

J=Li#i




Capitulo 2. Anel de Polinémios 32

organizando e colocando em evidéncia os termos na equagao (26), temos

5 tl(h)  tl(h) )
igi + 9, |+ ——~ — +
j=§7é1 e <q ) tlg))

cancelando os termos e fazendo as distributividades
S
Zq]‘gj—i-r—i—h:f.
j=1
Caso contrario, iremos redefinir r por r + tl(h), h por h — ti(h) e assim temos
S
> qigj + (r+t1(h)) + (b —ti(h))
j=1

ficando com

S
Zq]'gj—i-?"—{—h:f.
j=1

Assim, a equagao (25) verifica-se em todos os passos do procedimento feito. Como o

algorimto finaliza com h = 0, ap6s um ntmero finito de etapas obtemos
S
f=72>agj+r
J=1

Perceba que pela construgao do procedimento visto acima, temos ml(g;) t m para todo
m € M(r) e todo j = 1,...,s, j4 que se ml(g;)|m para algum i € {1,...,s} e para
todo m € M(r) bastava definir r = h assim, continuarfamos até h = 0. E isso prova o

teorema. ]

Observagao 7. Uma observagao importante, é que considerando uma ordem monomial
em Z% edados fegy,...,9s € K[z1,...,2p] usando o Teorema 5, ao dividir f por g;

temos que multigrau(f) > multigrau(q;g;) para todoi =1,...,n

A seguir, vamos mostrar que a ordem monomial usada é fundamental para entender
como funciona a divisdao de um polinémio por outro. Vejamos trés exemplos onde cada
um deles refere-se a uma ordem monomial e um quarto exemplo, onde mostraremos que

a depender da ordem a divisao tem resultados distintos.
Exemplo 15. Considere os polinémios
F=ayt v+t + 3y + 3 eg=93 + 22 € Rz, y].

Ordenando os polindémios na ordem lexicografica em seguida fazemos a divisao de f =
a4 23y + zy* + y3 por ¢ = 22 + ¢, Usando o Teorema 5 temos que f pode ser escrito

como f=q-g+r,assim
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r? +x3y +xy4+y3 z2 + y3
ot a2 2t zy— o0
x?’y —x2y3+xy4—l—y3

—ady —ayt

—:1:23/3 +y3
.232@/3 +y6
yo 4y

Logo, de acordo com o Teorema 5
f=6"tay—y’)- (@ +97) + (0 + o).
Exemplo 16. Considere os polinomios
f:y5+x4+2xy+:c3 eg:x2+y € Rz, y].

Vamos ordena-los com a ordem Lexicografica Graduada e calcular a divisao de f =
Yo+ ot 4 23 + 2zy por g = 22 + y. Entdo usando o Teorema 5, o polindmio f pode ser

escrito como f = q- g+ r, pois

y5 +at a3 +2x 2+ Y

—z —x2y 2+ — Y
y5 —z3 —:1:2y+2xy

—ady —xy
v’ —aty oy

22y 442
v tay 4y

Concluimos que:
f=@+r—y) @4y + @ +ry+°).

Exemplo 17. Considere os polindmios
F=y’+2°+ay’ eg=a+y* €Rlz,y

Vamos ordend-los com a ordem Reversa e calcular a divisio de f = y3 + y2z + #3 por

9=y +uz

y3 —l—y2:1:—|—$3 y2—|—x

—yP —zy y+x
2. _ 3

y'r —yx +x

—y2x +a?

—yx +:B3y+a:2
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entao usando o Teorema 5 f pode ser escrito como f = ¢ - g + r, concluimos que
f=@+a) @ +)+ (—yz+2° —27). (27)

Exemplo 18. Agora, consideremos os polinémios f e g do Exemplo 17. Ja sabemos pelo
Teorema 5 a resultante da divisao seguindo a ordem Reversa. Vejamos agora usando a

ordem Lexicografica
f=@"—ay’ +yt 47 @+ )+ (= -y (28)

Por 1ltimo, usando os mesmos polinomios do Exemplo 17, mas dessa vez usando a ordem

Lexicografica Graduada, teremos que
f=" —ay ) +2)+ (ya® +0° —2?) (29)

Uma observacao importante é que dividindo o polinémio f = y°+ 3+ zy2 por g =
r+y2 e Rlz,y], fica claro pelas igualdades (27), (28) e (29) que a divisao dependera

exclusivamente da ordem monomial escolhida. Podemos observar isso em mais exemplos

Precismos destacar um ponto importante no Teorema 5 envolvendo a equacao
(23). Note que em alguns casos precisamos mover o ml(h;) para o resto da divisdo para

executar a divisdo até o fim. Isso ira ficar claro no préximo exemplo.

Exemplo 19. Sejam f = 22y +zy? + 2,91 = 2y — 1 e g9 = y? — 1, vamos fazer a divisdo

de f por g1 e g9, respectivamente, usando a ordem lexicografica.

22y 4wy +y? ‘ ry —1

v
—r’y n=x+y
hi = :zcy2 +x +y2 g =1
—xy?
ho =x —i—y2 +y
h'2 = y2 +y
-2+ 1

r=ml(hy) +y +1

note que ml(ho) = = { ml(g1) = xy e ml(hg) = z { ml(go) = y2. Para que possamos
continuar a divisdo, usaremos a equagao (23) do Teorema 5 e devemos mover ml(hg) =

para o resto. Assim, conseguiremos fazer a divisdo e escrever
f=(+yay—D+ @G -1 -1+ (@+y+1)
Exemplo 20. Considere os polinomios
I 2 2 3 _ —
f=ay’+y +a"+y g1 =2y —z,92 =2 +y € Rz,y|.

Considerando a ordem lexicografica, vamos dividir f por g1 e g2 de acordo com o Teorema
5.
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2 a4y’ ‘ Yy —x
‘ Tty
—2? -y o=y +y
hi =azyd —ay +P+y° =
hy = xy? —zy +yP+y?
—xy?  tuy
hy=y> +y?

Observe que ml(g1) { ml(h3) e ml(g2) f ml(h3), logo f = q1g1 + g2g2 + 7, onde h3 = r, ou
seja,
f=W+y)(ay—a)+a(z+y)+ (4" + 7).
Agora vamos fazer a divisao de f por g1 e go respectivamente de acordo com a

ordem reversa. Observe

y3x —|—y3 +y2+x2 ‘ Yyr —x
‘ y+z
—yPr +y’e n=y*-1
h=vy® +yr+y* 2 =y +y
-3 -’z
heg =y +a?
—y?  —yx
hg = —yx +a°
yx —x
hy =22 -z

Logo, pelo Teorema 5

f=0-Dyr—2)+ @ +y)(y+2)+ (2 -2).

E importante observar que, pelo Exemplo 20, vimos que f pode ser escrito de
diferentes maneiras usando o Teorema 5. Também podemos notar que a maior diferenca
entre os Teoremas 2 e o Teorema 5 ¢é que, além de viabilizar a divisao por n divisores,
o teorema nao estabelece um resto unicamente determinado.

Além disso, uma caracteristica interessante do algoritmo da divisao em K[z é a
forma como ele resolve o problema de pertinéncia ideal. Isto é, se quisermos saber se
f € (g), basta dividir f por g. Caso r = 0, entao f(z) = q(x)g(z) e, portanto, f € (g).
Isso ocorre pela unicidade do resto no algoritmo da divisdo para polindémios em K|[z].

Naturalmente, surge o questionamento: obtemos algo semelhante para polinomios
em varias varidveis? Uma implicagdo é um corolario facil do Teorema 5: se, apds a divisao

de f por g1,...,gn, obtivermos um resto r = 0, entao

f=qg9+ - +auom
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de modo que f € ..., 0n). Assim, » = 0 é uma condicdo suficiente para pertinéncia
17 J 7
ideal.

No entanto, como o exemplo a seguir mostra, ao trocarmos a ordem dos divisores,
teremos uma diferenca na escrita de f, o que implicard em restos que nao sado unicamente
eterminados. Isso significa que, mesmo que . ao fazer a divisao de

det dos. I fi , € (91,---,9n), f d d
por gi, ..., gn, €m um primeiro contato, podemos ter r # 0, e s6 ao mudar a ordem dos

divisores possamos encontrar r = 0.

Exemplo 21. Seja gy =2y + 1, g9 =12 —1 ¢ K[z, y] com respeito a ordem lexicografica.

Dividindo f = zy® — z por g e g respectivamente:
F=y (@y+1)+0- (4> = 1)+ (—z—y).
Agora dividindo por g9 e g1 respectivamente:
f=z- (=140 (zy+1)+0.

O exemplo anterior mostra que f € (g1, ¢g2), apesar de o resto da divisao de f por
g1 e go ser diferente de zero.

Observamos que a escolha da ordem monomial, bem como a ordem dos divisores,
influencia diretamente o resultado do resto obtido. Por essa razao, a teoria desenvolvida
busca contornar tais dificuldades, isto é, saber se conseguimos um resto unicamente
determinado. No proximo capitulo, veremos que as Bases de Gribner possuem exatamente
essas “boas” propriedades, garantindo a obtenc¢ao de um resto tnico. Essa caracteristica
¢ fundamental para o problema de pertinéncia a um ideal, pois, dado um conjunto de
polinémios g1, ...,9, € K[x1,..., 2] tal que I = (g1,...,9n), serd possivel verificar, de

forma algoritmica, se um polinémio f € K|x1,...,x,] pertence ou nao a I.
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3 BASE DE GROBNER E SISTEMAS DE EQUACOES POLINOMIAIS

Neste capitulo, daremos continuidade ao estudo iniciado nos capitulos anteriores,
concentrando-nos em um tipo especial de ideal no anel de polinémios: os ideais monomiais.
A partir deles, construiremos o conceito central deste trabalho: a Base de Grobner. Essa
base, introduzida por Bruno Buchberger em 1965, constitui uma ferramenta essencial na
Algebra Comutativa e na Geometria Algébrica, permitindo tratar problemas relacionados
a resolucao de sistemas de equacoes polinomiais de maneira sistemética e algoritmica.

Um dos aspectos mais importantes dessa teoria ¢ a obtencao de um resto unicamente
determinado no processo de divisao de polinémios, independentemente da ordem em que
os divisores sao considerados. Tal propriedade garante consisténcia e eficiéncia nos calculos
algébricos, sendo um dos pilares que fundamentam a defini¢do e a utilidade das Bases de
Grobner.

Nosso objetivo é compreender como, a partir de um conjunto gerador de um ideal,
podemos determinar uma Base de Grébner utilizando o Algoritmo de Buchberger, além

de analisar as propriedades que garantem sua unicidade e aplicabilidade.

Convencgao: No nosso estudo acerca da Base de Grobner, sempre que nao houver

’ . . A . (67 (0]
divida, vamos nos referir ao monémio z3" - - - xp" por 2% onde a = (aq,...,an) € Z%

Definigao 25. Um ideal I C Klx1,...,zp] é um ideal monomial quando pode ser gerado

por mondémios.

Exemplo 22. O ideal I = <x3 —I—a:y4, y2> ¢é ideal monomial. Para tanto, basta observar que
I = <:U3, y2>. Observe que tomando f € I, entao f = (x3 + a:y4)gl + y2 g9, organizando os
termos e colocando em envidéncia, temos que f = m3gi + 12 ghonde g] =gy egh= zy2g1 +
g2 e portanto, I C (z3,42). Reciprocamente, tome f € (z3,42) entdo f = z3h1 + hoy?,
escrevendo 23 = (23 +2y*) — 22 (y?) podemos escrever f = [(#34+zy*) —zy?(y?)]h1 +y2ho
assim, tomando h} = hy e hf = —2y?h1 + hg temos que f = (23 + :Ey4)h’1 + y2h/2 €l e

portanto, segue a igualdade.

Observagao 8. Se I = (f1,..., fu),eJ ={(g1,...,gn)onde {f1,..., fnt S Je{g1,.-.,9n}
C I. Entao I = J.

2 zy, 239?) no anel

Exemplo 23. Considere dois ideais monomiais I = (z2, zy) e J = (z
k[x,y]. Vamos verificar que I = J.

Primeiramente, é claro que I C J, pois os geradores de I também estao em J.
Agora, para mostrar que J C I, basta observar que o monomio extra em .J, isto é, :E?’yQ,
pode ser escrito como:

2

Byt = a? oy =2 (x?).

Como 22 € I, entao z2 . (xy2) € I. Logo, x3y2 € I, o que implica que J C I. Portanto,
1=J.
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Lema 2. Seja I = (2 : a € A) um ideal monomial. Entao, um mondémio 2P pertence a

I se, e somente se, 2P & divisivel por x% para algum « € A.

Demonstragio. Considere que z” é divisivel por 2%, entdao 2 = 2% - 27 mas como z® € [

temos que z - 7 = 2P € I. Reciprocamente, seja 2 € I = (x%: o € A) entao

S
P = > hiz® (30)
1=1
onde h; € K[z1,...,zy] e a; € A. Escrevendo cada h; como soma de mondmios, temos

h; = 23?21 aijx%ﬂ’ . Assim a equacgao (30) pode ser escrita como

tl ts
x,B — (Z al]x’Yl]) xal + e _|_ (Z aij’}/é’]) xas.
j=1 J=1

Fazendo a distributibuicao, os produtos e agrupando os termos semelhantes da equacao

acima

S
2P = > ay, a7k (31)
k=1

onde a, € K.
Note que cada parcela do lado direito de (31) é divisivel por algum z® com «; € A.
Além disso, se o lado esquerdo da igualdade (31) é um mondmio, entdo o lado direito

também é. Assim, P = 271y, 2% se, e somente se, t = 1 e ay,, ou seja,

P =,

Como z% divide 27! entdo divide 27, o que conclui a demonstracao. O

Exemplo 24. O ideal J = (x + y) ndo é um ideal monomial, pois seu gerador x + y nao
é um monoémio. Suponha, por absurdo, que J = (x + y) seja um ideal monomial. Entdao
existe um conjunto de mondmios M = {myi,ma,...} tal que J = (m1,ma,...). Como
x+y€J, temosx+y=>;hym;, com h; € K[z,y|. Ezpandindo e agrupando termos, o
lado direito é uma soma de monomios. Pelo Lema 2, cada monomio do lado direito é
divisivel por algum m;. Como x e y sdo oS unicos monomios em x + vy, deve existir m;
que divide x e m; que divide y. Assim, x,y € J. Contudo, x ¢ (x +y), pois nao existe
f € Klz,y| tal que x = (x +y)f. De fato, se f fosse constante, teriamos x = c(x +y), o
que € impossivel, jda que o termo em y nao desaparece. Logo, obtemos uma contradicdo, e

portanto J = (x + y) ndo é um ideal monomial.

Lema 3. Seja I um ideal monomial, e seja f € K|x1,...,zy]. Entdo, as seguintes condigoes
sao equivalentes:
1. fel,

2. todo termo de f estd em I;
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3. f é uma combinacao linear com coeficientes em K de monoémios em 1.

Demonstragdo. Primeiro, vamos mostrar que 3 = 2. Seja f = a1x™ + - -+ + apx™ onde
a; € Kea; € ACZY%,comi=1,...,n. Como 2% € I, entao a;z* € I. Logo, todo
termo de f estd em [ .7Agora, mostraremos que 2 = 1. Claramente, se todo termo de f
estd em I, que por sua vez é um ideal, entao f deverd esta em I.

Por tultimo, mostraremos que 1 = 3. Seja f € I, entdo f = Y7 | hjz®, com

h; € K[z1,...,zy]. Escrevendo h; como soma de monémios e expandindo, temos:

tl ts
F= 20 aaa™ | 2 e [ 3 agga | 2
j=1 j=1

assim,

f= appz M 4o 4 altlx%tl M 4 astsm%’fsxas
como zViig® € [ paracadai=1,...,sej=1,...,ts temos que f é uma combinacao
linear com coeficientes em K de mondémios de I. O]

Corolario 3. Dois ideais monomiais sao iguais se, e somente se, eles contém os mesmos

monomios.

Demonstracao. Se os ideais sdo iguais, entao eles claramente contém os mesmos monomios.
Reciprocamente, se I e J sao dois ideais monomiais que contém os mesmos monomios,
tomemos f € I. Entao, pelo Lema 3, f é uma combinacao linear com coeficientes em
K de monomios em I. Mas, como I e J contém os mesmos monomios, f é também uma
combinacao linear com coeficientes em K de monomios em J. Ou seja, novamente pelo

Lema 3, concluimos que f € J. Analogamente, observamos que J C I.
]

Lema 4. (Lema de Dickson) Um ideal monomial I = (z® : a € A) C K[x1,..., 2] pode
ser escrito da forma I = (2, ... z%) onde a,...,as € A. Em particular, I tem um

conjunto finito de geradores.

Demonstracao. Provaremos por inducao em n. Para o caso inicial, tome n = 1, entao [
¢ gerado por monoémios de z{, com o € Z>(p. Tomando 3 como o menor elemento de A
teremos que J < «a, a € A e consequentemente, pelo Lema 2, x? divide todos os elemtentos
de I, pois z{ = x?xlf Logo I = <xf> Suponha agora que n > 1 e que o resultado é valido
para n — 1. Escreveremos as variaveis como 1, ..., x,_1,y de modo que os mondémios em
Klx1,...,2y_1,y] possam ser escritos na forma %% com a = (a1,...,ap_1) € Zgal e

ﬁ € Zzo.
Como I C K[x1,...,2y—1,y] é ideal monomial. Defina

J = (% : %" € I para algum m € Zx>()
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em K[z1,...,2p—1]. Cmo J é um ideal monomial de K[z1, ..., z,_1], aplicando a hip6tese

A .., x%). Por construcdo, para cada 1 <

de indugao J pode ser escrito como J = (x
i < s existe m; € Z> tal que x%y" € I, ja que cada £ € J. Defina m o maior dos m;.

Defina também mais m ideais, ou seja para cada 0 < k < m — 1, considere
Jp = (% : 2% e 1)

em Klzy,...,2y_1], note que pela hipdtese de inducao, temos que Jj possui um ntimero
finito de geradores.

Considere a seguinte afirmacao: I é gerado pelos monomios da seguinte lista:

J oo oy %y
Jo: a™, ..., x%o0
. o, m—1 ag . om—1
Im—_1: %y e, X Smely

perceba que todo monémio em [ é divisivel por algum monoémio da lista. Para justificar
esse fato, basta considerar um mondémio z%yP € I

1. Se p > m, entdao %P = (%™ )yP~"™, pela construcao de I, z% € J. Como

J = (%, ... x%), entdo existe y € N" tal que z¢ = x%z7. Logo, z%yP =
xigTyMyP= M = (x%y")zTyP~™ . Assim, z%yP é divisivel por um elemento da
lista.

2. Se 2%yP € I com p < m — 1, por construcdo, @ € Jy, como Jp = (1, ... x%s).

Entao, existe v € Z% tal que % = x%x7. Assim, x%yP = xixTyP = (a%iyP)z7.
O que implica que ;O‘yp é multiplo de z*%iyP pertence a lista. Portanto, z®yP é
divisivel por algum elemento da lista.

Assim, pelo Lema 2 os mondémios geram I, e pelo Corolario 3 implica que os
ideais sao iguais. O que prova nossa afirmacao.

Para completar a demonstracao, vamos mostrar que um conjunto finito de geradores
pode ser escolhido a partir de um dado conjunto de geradores do ideal. Seja [ = (x® :
a€A) C Klzy,...,rp) um ideal monomial. Queremos mostrar que I é gerado por algum
conjunto finito de monémios 2P € I onde cada B; pertencendo a A. Lembremos que pelo

argumento anterior, I tem um ntmero finito de geradores, ou seja
_ 1
I= <xﬁ ,...,:cﬁs>,

para certos monomios 2P e I. Como 2Pi € I = (x% : a € A), temos que pelo Lema 2,

cada 27 ¢ divisivel por % para algum «; € A e portanto,
P = h;x™

onde h; € K[x1,...,xp] parai=1,...,s. Assim, tomando f em I.
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Podemos escrever f da seguinte forma:

S S
F= agh =3 (ah;)a®
=1 =1
onde a;h; € K[x1,...,xy] e portanto, f € (x™ ... x%). Logo I = (z,... 2%), o que

conclui a demonstragao. ]

Corolério 4. Seja > uma relacio em ZZ, satisfazendo as seguintes condicoes:

1. > é uma ordem total em ZZ;

2. Sea>fey€Z) entao a+v > S +1.
Entao, > é uma boa ordem se, e somente se, « > 0 para todo a € Zg(} Onde 0 =
0,...,0) ez

Demonstracdo. Suponha que > é uma boa ordem e tome ag como o menor elemento de
%- Suponha por absurdo que 0 > ag, pelo item 2 da hipétese, teriamos que 0 + a >

ag_+ ap, ou seja ag > 2ap, o que é um absurdo, pois ag é o menor elemento de ZZ.
Portanto, o > 0. -

Reciprocamente, suponha que a > 0 para todo a € Z%, e seja A C Z%) nao vazio.
Tome I = (% : a € A), um ideal monomial, pelo Lema 4, se_gue que {x™,. N ,x%} com
a; € A, onde 1 <14 < s éum conjunto gerador de I. Sem perda de generalidade, suponha
af,...,as € Atal que a1 < ag < --- < ag. Mostremos agora que a1 € o menor elemento
de A. Note que % € I e pelo Lema 2 segue que algum z% divide z%, ou seja % = x%iz7,
para algum 27 € K|xq1,...,xp] e v € ZZ.

Podemos entao escrever a = o —lj 7 para algum v € ZZ%,. Como v > 0, pelo item 2
da hipdtese, temos -

a=o;+v>a; +0=0q; > a1.

Isso vale porque organizamos «; de forma crescente. Portanto, a; é o menor elemento de

A.
O

3.1 TEOREMA DA BASE DE HILBERT

O termo Noetheriano ¢ uma homenagem a mateméatica alema Emmy Noether cujas
contribuicbes matematicas revolucionaram a Algebra Abstrata. No presente capitulo,
iremos definir e caracterizar os Anéis Noetherianos. Ademais, iremos conhecer o Lema de
Zorn e o Teorema da Base de Hilbert bastante usados em diversas areas da matematica,

principalmente na teoria dos anéis e ideais.

Definicao 26. Uma sequéncia de ideais I, I9, I3, ..., Iy, ...de um anel A é chamada de

cadeia de ascendente de ideais se, para todo i, tivermos I; C I; 1.
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Lema 5. (Lema de Zorn) Se R = @ é um conjunto parcialmente ordenado tal que toda

cadeia em R tem cota superior em R, entdao R possui elemento maximal.

Tendo em vista que nosso objetivo referente ao Lema de Zorn ¢ a sua aplicagao, nao
iremos fazer sua prova. Caso o leitor tenha interesse, a demonstracao pode ser encontrada
em (HALMOS, 2001)

Teorema 6. Todo anel A # & possui algum ideal maximal.

Demonstragdo. Considere S como o conjunto de todos os ideais proprios de um anel A.
Ou seja, sao ideais que nao contém o elemento 1 4. Note que S # &, pois o ideal trivial
{0} € S. Sendo S ordenado pela inclusao usual, considere uma cadeia C' = {I} ¢, € S.
Como C é uma cadeia, para quaisquer «, 3 € L, temos I, C Ig ou Ig C I4. Defina

I = U Iy.
AEL
Note que I é um ideal proprio do anel A, pois é a uniao de ideais proprios de A onde os
ideais Iy formam uma cadeia de ideais. Além disso, I é uma cota superior para a cadeia
C no conjunto S. Portanto, pelo Lema de Zorn, S possui um elemento maximal. Nesse

contexto, A possui um ideal maximal. O

Definicao 27. (Anel Noetheriano) Um anel A é um anel Noetheriano se toda cadeia
ascendente de ideais de A
hchc---Cl,C--

¢é estacionaria, isto é, existe m > 0 tal que [, = [;, para todo j > m.
Exemplo 25. O anel Z dos niimeros inteiros ¢ um anel Noetheriano.

De fato, considere a seguinte cadeia ascendente de ideais de Z, ou seja,

(a1) C{ag) C--- Clap) C---

Com (a1) C (ag), temos que a1 = a9 - 1, ou seja, az | a;. Analogamente, (ag) C (a3) e,
portanto, ag = a3 - r9 e a3 | ag. Mas, como ag | aj e a3 | ag, entdo az | a1. Assim, até um
certo j € N, a; | a1. Como o conjunto de divisores de um ntmero inteiro é finito, temos

que, para algum m > 0, ocorre (am) = (a;), para todo j > m.

Exemplo 26. Considerando K um corpo. O anel de polinémios em infinitas variaveis
Klx1,...,2p,...] ndo é Noetheriano. De fato, basta tomar a seguinte cadeia ascendete

de ideais
(x1) € (@1, 22) €+ C{21, .. p-1) S (@1, 20) S - -

que claramente nao satisfaz a condicao de cadeia estacionaria.
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Teorema 7. Um anel A é Noetheriano se, e somente se, todo ideal de A é finitamente

gerado.

Demonstragdo. Seja I um ideal de A, como A é um anel Noetheriano, toda cadeia as-
cendente de ideais de A é estacionaria. A seguir, vamos mostrar que um ideal [ de A é
finitamente gerado. Para isso, defina como €2 o conjunto de todos os ideais finitamente
gerados de A. Note que € é ndo vazio, pois {0} € Q, Logo € possui um elemento maximal
Iy. Se I # Iy entao existe n € I tal que n ¢ Iy. Considere J = Iy + (n), assim temos que
J é finitamente gerado, pois todos os seus elementos sao formados de ideais finitamente
gerados, e além disso, Iy C J, o que é um absurdo, pois Iy é maximal e ndo deveria ter
outro conjunto contendo Ij.

Reciprocamente, queremos mostrar que a cadeia de ideais do anel A é estacionaria.
Dada uma cadeia ascendente de ideais Ip € [y € --- C I, C .-+, entdo M = U;2; Ip,
é um ideal de A. E importante observar que nem sempre a uniao de ideais de um anel
A é um ideal, mas, nesse caso, dados a,b € M, existem indices 7,j tais que a € I; e
b € I;. Como a cadeia ¢ crescente, temos I; C I; ou [; C I;; assim, ambos os elementos
pertencem a um mesmo ideal da cadeia, digamos I, e como [}, é ideal, as operacoes entre
a e b permanecem em [, C M. Como [, é finitamente gerado, existem x1,x2, ...,z tais
que sdo geradores de M, onde x; € Ip,, e seja n = max{ny,na,...,n,}. Dal segue que
cada x; pertence a I, pois I, C I, C --- C I, logo a cadeia ascendente ¢ estacionaria

e, portanto, A é um anel Noetheriano. n

Definigao 28. Seja I C Klzq,...,zy] um ideal diferente de {0}.

1. Denotamos por t1() o conjunto dos termos lideres dos elementos de 1. Assim,

tl(I) = {ca®:3 f €I com tl(f) = ca®};

2. Denotamos por (tl(1)) o ideal gerado pelos elementos de t1(I).

Proposicao 5. Seja I C K|zq,...,x,] um ideal.

1. (tI(I)) é um ideal monomial;

2. Existem g1, ..., g € I tais que (t1(1)) = (tl(g1),...,tl(g¢)).

Demonstragio. Primeiro, vamos mostrar o item 1. Os monomios lideres ml(g) dos elemen-
tos de g € I —{0} geram o ideal monomial (ml(g) : ¢ € I —{0}). Como tl(g) = cl(g)-ml(g),
temos que ml(g) e tl(g) sdo multiplos por uma constante nao nula, ou seja o ideal
(ml(g) : g € I —{0}) = (tl(1)). Diante da igualdade, concluimos que (tl(1)) é ideal
monomial.

Agora, provaremos o item 2. Como (tl(/)) é um ideal monomial gerado pelos
monomios ml(g) para g € I — {0}, pelo Lema 4 temos que (t1(1)) = (ml(g1),...,ml(g))

para um numero finito de polinémios g1, ..., g+ € I. Como ml(g;) é multiplo de tl(g;) por
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uma constante nao nula para cada i = 1,...,t, segue pelo Lema 2 que cada tl(g;) esta
em (tl(I)), ou seja concluimos que (t1(1)) = (tl(g1),...,tl(g¢))- O

Observagao 9. Seja I = (f1,..., ft), entdo (t1(f1),...,t1(fr)) e (t1(I)) podem ser ideais
diferentes. Para exemplificar, seja I = (f1, f2), tal que f1 = 3 —2xy e fo = 22y — 2% + .

Usando a ordem lexicografica graduada em R[z,y| temos

—y-(x3—2xy)+x-(x2y—2y2+x):x2

onde 22 € I. Assim, 22 = tl(x?) € (t1(I)). Porém, 2% ndo é divisivel por tl(f) = 23 e
nem por tl(f2) = z2y. Logo pelo Lema 2 temos que z2 ¢ (t1(f1), t1(f2)).

Teorema 8. (Base de Hilbert) Todo ideal I C K{z1,...,xy] possui um conjunto gerador
finito, isto é, I = (g1,...,¢¢) para g1,...,g¢ € 1. Em outras palavras, K[z1,...,zy] é um

anel Noetheriano.

Demonstragio. Se I = {0}, basta tomar o cojunto gerador com (0). Se I # (0) pela
Proposigao 5 existem g1, ..., g € I tais que (t1(1)) = (tl(g1), ..., tl(g¢)). Vamos mostrar
que I = (g1, ...,gt). De fato, para cada i, g; € I. Logo, (g1, ...,9t) C I. Reciprocamente,
seja f um polindmio em [ e divida f por ¢g1,...,g:. Pelo Teorema 5, obtemos uma

expressao da forma

f=an+ - +aqg+r, (32)

onde nenhum termo de r ¢é divisivel por algum tl(g1), ..., tl(gt). Vamos mostrar que r = 0,

ou seja f € I. Escrevendo de uma outra forma a equagao (32) temos

r=f—qg— " —qg

que nos mostra que r € I, ja que f € I e qug1 — - — qg+ € I. Se r # 0, entao
tl(r) € (t1(1)) = (tl(g1),...,tl(g¢)), e pelo Lema 2, segue que t1(r) deve ser divisivel por

algum tl(g;) com i =1,... ¢, o que contradiz o fato de r ser o resto da divisdo. Assim,
f=qan+ - +aqg
ou seja, f € (g1,...,g¢) e portanto I = (gq,...,gs)- ]

3.2 BASE DE GROBNER

Definigao 29. (Base de Grobner) Seja I um ideal de Klz1,...,zy). Dada uma ordem

monomial, um subconjunto G = {g1,...,9n} C I é uma Base de Grébner se

(th{g1), - -, tl{gn)) = (t1(1)).



Capitulo 3. Base de Grébner e Sistemas de equagoes polinomiais 45

Observacgao 10. Pela Proposicao 5, existe um ntimero finito de polinémios g1, ..., gt € I
tais que (t1(1)) = (t1(g1),...,tl(g¢)). Além disso, pelo Teorema da Base de Hilbert,
todo ideal de KJz1,...,zy] é finitamente gerado. Ademais, mostramos que o conjunto

gerador de I é G = {g1,...,9t}, que por sua vez, constitui uma base de Grobner para I.

Proposicao 6. Seja G = {g1, . . ., gn} uma base de Grobner para umideal I C K[x1, ..., xy]
eseja f € K|z, ...,zy). Entao existe um tnico r € K[z, ..., xy] satisfazendo as seguintes
propriedades:

1. Nenhum termo de r é divisivel pelos tl(g1), ..., t1(gn);

2. Existe g € I tal que f =g +r.
Em particular, r é o resto da divisdo de f por G idependentemente da ordem na qual os

elementos de G estao.

Demonstracao. Pelo Teorema 5, podemos escrever f = qig1 + - qngn + 7, com 7r
satisfazendo a condicdo do item 1. Se definirmos ¢ = q191 + - - - qgngn € I, entdo temos
que f = g+ r, o que mostra o item 2 onde garantimos existéncia de r. Para provar que
r é tinico, suponha que f = g+ r = ¢’ + 7’ satisfazendo simultaneamente 1 e 2. Entdo
r—r'=g—g €1,jiqueg,¢g € I. Suponha por absurdo que r # r’, entdo tl(r —1’) € I,
que por sua vez posstie uma base de Grébner, logo tl(r — ') € (t1(g1), ..., t1(gn)). Observe
que tl(r — ') = £t1(+') ou, ti(r —r’) = £tl(r), ou tl(r —7’) < t1(+'). E assim, pelo Lema

2, segue que tl(r — ') é divisivel por algum tl(g;), o que pelo item 1 é um absurdo. Logo,

r =1’ 0 que nos garante a unicidade de 7. O]
Corolario 5. Seja G = {g1, ..., gn} uma base de Grobner para o ideal I C K|x1,...,xp]
eseja f € K[z1,...,zy)|. Entdo f € I se, e somente se, o resto da divisao de f por todos

os elementos de G é zero.

Demonstracao. Considere a divisao de f por ¢g1,...,gn onde r = 0, entdo pelo Teorema
5, podemos expressar [ da seguinte forma: f = q191+---+qngn € I, jAque g1,...gn € L.
Reciprocamente, considere f = f +0 € [ satisfaz as duas condi¢oes da Proposicao 6, ou

seja, zero é o resto da divisao de f por g1,...,9n. O]

Definicao 30. Escrevemos 7F para o resto da divisao de f pela s-upla ordenada F' =
(f1,.--,fs). Se F' é uma base de Grobner para (f1,..., fs), entdo podemos tomar F' como

um conjunto (sem ordem em particular).

Nosso proximo objetivo é demonstrar o Algoritmo de Buchberger, que, por sua vez,
nos fornece ferramentas, através de um ntimero finito de passos, para estabelecer uma
base de Grobner para um conjunto I finitamente gerado. Além de outras coisas, vamos

definir a seguinte generalizacao de minimo multiplo comum.

Definig¢ao 31. Sejam f,g € K[z1,..., x| polindmios ndo nulos e uma ordem monomial
fixada.
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1. Se multigrau(f) = (aq,..., an) e multigrau(g) = (51, ..., Bn), tomey = (71, .., Vn),

Y2 .

onde ~; = max(a;, 5;) para todo i. Chamaremos de xiyle -z de minimo malti-

plo comum de ml(f) e ml(g), denotado por X7 = mme(ml(f), ml(g));
2. O S-polinomio de f e g é a combinacao
X7 X7

S(f,g)zﬁ-f—@-g

Observagao 11. Devemos tomar cuidado para nao confundir o mmec com o mondémio

lider que mencionamos na Observagao 6.

Exemplo 27. Seja f = 213y® — 2152 4+ 2 e g = 32180 + 42 € R[z,y] com respeito a
ordem lexicogréfica graduada, tl(f) = #1348, tl(g) = 3285 temos que v = (18,8), logo

s )_I18y8 ; 2188
)T 13,8 31846 7
1
5 1\ 2
2= ()0
1
— 20,2 4 46 §y4'

Observe que o S-polinomio S(f,g) é construido de uma forma que o ocorra o
cancelamento entre os termos lideres. O lema abaixo detalha esse tipo de cancelamento

de termos lideres.

Lema 6. Considere a soma .7 ¢;f;, onde ¢; € K e multigrau(f;) = 6 € ZZ para
todo ¢ = 1,...,s. Se multigrau (Zle czfl) < 0, entdao Y7 ;¢ f; ¢ uma comb_ina(;éo
linear com coeficientes em K dos S-polindmios S(fj, fi), para 1 < j,k < s. Além disso,
multigrau(S(fj, fx)) <0

Demonstragio. Para todo i € {1,... s} considere d; = cl(f;), de modo que ¢;d; é o

coeficiente lider de ¢; f;, onde multigrau(c; f;) = §. Note que

S

Zcifi =cidifi+ - +csdsfs (33)
=1
_ .01 Js : _ 01 Js :
onde ml(f;) = 271" ---x5°, ou seja, ¢;f; = dic;xy" - xs° + fi,, onde multigrau(f;,) < 6.
Denotaremos $‘151 e xﬁs por X% em que § = (01,...,05) € Zg. Assim, temos na equacao

(33) da seguinte forma
Clle(s + flo ++ CsdsX(S + fso
colocando X9 em evidéncia
S S
X6 (Z Cidi) + Z fio-
=1 i=1

Como por hipétese o multigrau da soma é menor que 9§, segue que >-7_ ¢;d; = 0.
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Considere p; = g;—: onde d; = cl(f;), ou seja, cl(p;) = 1. Considere a soma
S S
docifi=)_ cidipi (34)
1=1 1=1
reescrevendo o lado direito de (34) temos
crdipr — c1dip2 + c1dip2 + cadapa — cadop3 + cadaps + - - - + cs—1ds—1ps + Csdsps
colocando os termos em evidéncia, podemos escrever (34) da seguinte forma

S

S eif; =c1di(p1 — p2) + (e1dy + cada)(p2 — p3) + -+
i=1

(Cldl + -+ Cs—lds—1)<ps—1 - ps) + (Cldl + -+ Csds>ps~

Por construcao, t1(f;) = d; X°. Logo, mme(ml(f;), ml(f;)) = X9 e portanto

X0 X9
S(fjafk):m'fj—m‘fk
X0 X0
“axe i gxe
i fx
dij_% pj—0Dp

Usando o fato de que >-7_ ¢;d; = 0 temos (34) escrito da seguinte forma

S

Y cifi = crdiS(f1, f2) + (crdy + cad2)S(f2, f3) + -+ -+ (crdy + -+~ c5-1ds—1)S(fs—1, fs)
1=1
que ¢ uma combinacio linear de coeficientes em K e S-polinomios. Além disso, como p;
e pj; tém multigrau igual a 0 e coeficiente lider 1, entao multigrau(p; — pi) < 6, pois os

termos lideres vao se cancelar. Por esse mesmo motivo, multigrau(S(fj, fi)) < 9. O

De acordo com a Proposicao 6, dado G = g¢i,...,gs, uma base de Grébner,
ao fazer a divisao de f por todos os elementos de G, temos que o resto da divisao é
unicamente determinado. Além disso, dado I = (gq, ..., gs), e fazendo uso do Corolario
5, conseguimos determinar, de uma forma facil, se f pertence ou ndo a um ideal I.

Perceba que a facilidade nos calculos advém de saber que G é base de Grobner.
Contudo, além da Defini¢ao 29, nao sabemos ao certo identificar se um conjunto gerador
¢ ou nao uma base de Grobner. Muitas vezes, isso torna-se dificil. Por isso, apresentaremos

o proximo Teorema com o intuito de facilitar a identificagdo de uma base de Grobner.

Teorema 9. Seja [ um ideal polinomial. Entao a base G = {g1,...,¢9s} de I é uma base
de Grébner de I se, e somente se, para todo i # j, o resto da divisao de S(g;, g;) por

todos os elementos de G (em qualquer ordem) é zero.
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Demonstragdo. Seja G = {g1,...,gs} uma base de Grobner, notemos que S(g;, g;) é¢ uma
combinagao de elementos de G para todo ¢ # j, ou seja, aplicando o Teorema 5 e fazendo
a divisdo de S(g;, g;) por g1, .., gs, em qualquer ordem, obtemos o resto ¢ igual a zero.
Reciprocamente, seja f € I um polindmio nao nulo. Queremos mostrar que se
todos os S-polinomios tém resto zero quando dividido por todos os elementos de GG, entao
tl(f) € (tl(g1),...tl(gt)), ou seja G = {g1,..., gt} é uma base de Grobner para I.
Dado f € I ={g1,...,gs), existem polindémios h; € K[x1,...,xp] comi=1,... t

tais que
t
f=>_hig:. (35)
1=1
Pela Proposicao 4 temos
multigrau(f) = multigrau(h1gy + -+ - + htge) < 1maxt{multigrau(h,’gi)} (36)
<i<

Se a igualdade ndo ocorrer em (36) entdo deve ocorrer cancelamento dos termos
lideres. Usando o Lema 6, todo cancelamento dos termos lideres se da por S-polinomios,

entao podemos reescrever f € I em termos destes. Nosso objetivo agora é mostrar que
multigrau(f) = max{multigrau(h;g;)}.

Ou seja, vamos mostrar que tl(f) é divisivel por tl(g;) para algum . Dai, pelo Lema 2
teremos que tl(f) € (tl(g1),...tl(g¢)) e isso provard o teorema.

Considere f como em (35) e m(i) = multigrau(h;g;). Vamos considerar § =
max{m(1),...,m(t)}, ou seja, multigrau(f) < §. Considere agora todas as possiveis
formas de escrever f na equacao (35). Para cada possibilidade, temos  distinto. Porém,
como visto na Definicao 20, toda ordem monomial é uma boa ordenacao, e portanto,
podemos escolher uma expressao tal que § seja o minimo possivel, e verificar a igualdade
multigrau(f) = J, e assim mostraremos que t1(f) € (t1(g1),...,tl(g¢)).

Assim, suponha por absurdo que multigrau(f) < ¢ e escrevemos f conveniente-
mente de modo a isolar os termos de multigrau J, ou seja, vamos separar f em duas somas

da seguinte forma

f= Z hig; + Z higi

m(i)=0 m(i)<d

= > (8(hy) +h —tl(hi))gi + > higi
m(i)=0 m(i)<o

= Z t1(h;)g; + Z (h; —tl(h;))g; + Z h;g;. (37)
m(i)=4 m(i)=9 m(i)<o

Podemos observar que os termos que aparecem na segunda e terceira soma de (37) tém

multigrau < §, j4 que ao fazer h; — tl(h;) cancelard o tl(h;). E assim, como supomos
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multigrau(f) < ¢ implica que a primeira soma de (37) tem multigrau menor que ¢, ou

seja
multigrau [ > tl(h)g; | < 6. (38)
m(i)=0

Seja tl(h;) = ¢;z{'25? - - - 2™ onde denotaremos tal termo por ¢; X . Entdo,
Yoo tllh)gi= DY X%y (39)
m(i)=0 m(i)=0

note que (38) satisfaz a hipdtese do Lema 6, onde chamaremos, de acordo com tal Lema

fi = X%g;, e portanto, f; pode ser reescrito como uma combinacao de S-polinémio
S(X%gj, XUgp). Assim,

X0 X0
S(XYgj, XYgy) = Wl(gj) XY g5 — m - X gy,
X0kt X 0=k tVjk
I I (7S B
— YOk Xk g — ﬂ - Ok
tlg;) 7 tl(gx)
= X7 5(g;. g1) (40)

onde X7 = mmc(ml(g;), ml(gy)). Logo, pelo Lema 6 existem coeficientes cjj, € K tais

que substituindo f; = X% g; em (39) e usando (40) ficamos com

Moo tlh)gi= Y. XTS5 (g5, gp)- (41)
m(i)=0 m(i)=0

O préximo passo € usar nossa hipotese de que o resto da divisao de S (gj, Ji) por

g1, --- gt € zero. De acordo com o Teorema 5 temos que

t
S(95,91) = D GijkYir (42)
=1
onde g;j € K [z1,...,xy]. Além disso, pela Observagao 7 sabemos que
multigrau(g;jxg;) < multigrau(S(g;, gx)) (43)

para todo 7, k, j.

Indutivamente, isso mostra que, quando o resto da divisao é zero, podemos encontrar
uma expressao para S (gj, g) em termos dos elementos de GG, onde nem todo termo lider
se cancela, ji que, se houvesse o cancelamento, a desigualdade (43) seria estritamente

menor, gerando uma contradicao.
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Pensando no argumento destacado, multiplicaremos ambos os lados da equagao
or ~ 13k para obter
42) por X0~k p bt

0—
X %kSg k) mek‘gz

onde b;; = X 0=k q;jk- Assim, aplicando o Lema 6 podemos observar que
multigrau(b; ;1.9;) < multigrau(X‘s_WS(gj, gr))-

Onde por (40)
XOTUS (g7, 9) = S(XV g5, X gy)

e pelo Lema 6
multigrau(X‘S*W’“S(gj,gk)) = multigrau(S(X“g;, XY g)) < 6. (44)

Substituindo a informacdo encontrada na expressdo (44) acima e usando (41) e (42)

obtemos

o tlh)g = Y ¢ X 1S g5, gp)

m(i)=0 g,k

Z Cik (Z bz]kgz)
= Zwigi

onde concluimos que multigrau(w;g;) < d para todo 7.
Assim, substituindo >2,,,;)—s tl(h;)g; = >; wig; em (37), obtemos

f= Z wigi +>_(hi — tl(h;))gi + > higi

como combinagao dos polinémios g1, .. ., g, onde todos os termos tém multigrau menor que
J, o que é um absurdo, ja que contradiz a minimalidade de §. Ou seja, multigrau(f) = =
max{multigrau(h;g;)}, ou seja, tl( f) é divisivel por tl(g;). Dai, t1(f) € (tl(g1),. .., tl(g¢)).

O que completa a demonstracao. O

Exemplo 28. Sejaoideal I = <—:1c—|—z2, —y+23). Vamos mostrar, usando o Teorema acima
que G = {—z + 22, —y + 23} é uma base de Grobner considerando a ordem lexicogréfica.
Seja f = —x + 22 e g = —y + 23, onde multigrau(f) = (1,0, 0) e multigrau(g) = (0,1,0)
ou seja, mme(ml(f), ml(g)) = mme(z,y) = zy. Logo, o S-polinomio S(f,g) ¢ dado por

= :Ey . — ‘Ty .
D= )
= ek ) = 2 ()

=125 — yzQ.
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Como S(f,g) = 223 — y22, que por sua vez pode ser escrito como
S(f,g9) = —23(—x + 22) + 22(—y + 23) +0.

Temos que ao aplicarmos o Teorema 5 S(f, g) deixa resto igual a zero na divisao por

todos os elementos de G. Logo, pelo Teorema 9 G é uma base de Grobner.

3.3 ALGORITMO DE BUCHBERGER.

J& sabemos que, pela Proposicao 5 e pelo Teorema da Base de Hilbert, todo ideal
nao nulo I C kfzy,...,zy] tem uma base de Grobner. Até agora, com o Teorema 9,
conseguimos verificar se um conjunto gerador g, ..., gs ¢ ou nao uma base de Grobner,
apenas usando o resto da divisao de S(g;, g;)-

Nesta secao, apresentaremos o Algoritmo de Buchberger, que nos fornecerda uma
base de Grobner de um ideal I C K|zy,...,xy|. Para isso, vamos expandir o conjunto
original de geradores de I, adicionando os restos ndo nulos de S(g;, g;) até formar uma

base de Grobner, onde G = g1, ..., gs. Vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 29. Seja I = (g1,90) = (#?y — 1,2y> — x) € C[z,y] onde consideraremos
a ordem lexicografica. Temos que ml(g1) = 22y e ml(gy) = xy?, observe também que
multigrau(g;) = (2,1) e multigrau(gs) = (1,2), ou seja mme(ml(gy, ml(g2)) = 2242

Assim

2,2 2,2
Sl 0) = 5 Py = 1) = (e’ —a) = a® —y
Ao fazer a divisdo de S(g1,¢92) por G = {g1,92}, o resto é diferente de zero, ou seja
WG — 22 — y #£ 0, e consequentemente, G nio é uma base de Grébner. Porém, se
adicionarmos g3 = 2 — y a G, ou seja G3 = {g1, 92, 22— y} temos que WGS = 0.
Entretando, ) )
S(g1,93) = ;‘z(xzy —1) - %(fEQ —y)=y*—1

Fazendo as mesmas ponderagoes, temos que S(gl,gg)G3 = y2 — 1 # 0. Entdo
acrescentando g4 = y2 — 1 e denotando G4 = {g1, g2, g3, 4> — 1}. Note que S(g1, gg)G4 =0

(§
1:2 2 9(:23/2

Yy 2 2 2
S(g91,94) = (y"—1)— — (" —1)=a" -y =g3
( ) 2y ) y2( )

como S(g1,94) = g3 temos que S(gl,g4)G4 =0, ja que g3 € G4. Porém

:):2 2 5 x2y2 ) ) ;
S(92,93) = P (xy” —x) — = (" —y)=—a"+y
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onde S(go, g3)G4 = —22 + 4% £ 0. Assim, devemos adicionar g5 = —22 + ¢ e teremos

automaticamente que S(go, gg)G5 = 0. Note ainda que

=G

S(g2,94) =0 = S(g2,94) > = 0;

N

S
93,94) = 2% —y° = S(g3,91) "~ =0;

N

¢
= y(® — 1) =y%91 = S(g3,95) " =0;

N

(92, 94)
(93, 94)
(92, 95) = 5(94 95) = 2?10 = S(ga.g5) " = ;
(93,95) =
(91,95)

—
91, 95) =y —1—(y ~D(*+1) = (y* +1)gs = S(g1,95) " = 0.

N

Assim, pelo Teorema 9 G = {g1, 92, 93, 94, g5} é uma base de Grébner.

Teorema 10. (Algoritmo de Buchberger) Seja I = (f1,..., fs) # {0} um ideal de polino-
mios. Entao a base de Grobner para I pode ser construida em um nimero finito de passos
através do seguinte algoritmo:
Entrada: {¢1,...,9s} C K[z1,...,2p];
Defina Gy := @,G1 ={g1,...,9s} e :=1;
Enquanto G;_1 # G; faca
Se existir f, h € G;tais que o resto r da divisao de S(f, h) por G; é diferente
de de zero,
Entao G = G; U{r};
Senao Gjy1 = Gy;
1i=1+1
Saida: G := G; Base de Grobner para [.

Demonstracao. Caso, em algum momento, a condicional "Se", dada nos procedimentos do
algoritmo, for negativa, entao a proposicao anterior nos garante que GG; é uma Base de
Grobner para o ideal gerado por G; e, consequentemente, para I, uma vez que todos os
S-polinomios dos elementos de GG; deixam resto zero na divisao por todos os elementos de
G;.

Basta mostrar que o algoritmo termina com um numero finito de passos. Para isso,
suponha que o procedimento seja infinito. Nesse caso, teriamos uma sequéncia infinita de
conjuntos

GlCG2CCGiC

em que G; := G;41 é obtido a partir de G; pela adjungao de um elemento r # 0 tal que
ml(g;) t ml(r) para todo g € G;.

Desse modo, terfamos uma sequéncia infinita de ideais monomiais
(ml(Gy)) € (ml(G3)) S -+ S (ml(G)) S -+ (45)

No entanto, como (ml(G}.)) para todo k é um ideal de K[z1,...,zy], que por sua vez

¢ um anel Noetheriano, ndo podemos ter a cadeia ascendente infinita descrita em (45).
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Assim, existe ¢ € N tal que G; = G;41, e portanto o algoritmo finaliza em um ntmero

finito de passos. O

Em geral, bases de Grobner determinadas pelo Algoritmo de Buchberger sao maio-

res que o necessario. O lema a seguir mostra que podemos eliminar geradores desnecessa-

rios.
Lema 7. Seja G = {g1,...,9s} uma Base de Grobner do ideal I com respeito a uma
ordem monomial fixada. Se temos ml(g;) | ml(g;) em que i,j € {1,...,s} com i # j,

entdo H = G — {g;} ¢ ainda uma Base de Grobner para [.

Demonstragao. Seja f € I. Como G é uma Base de Grobner para I, existe g € G tal
que ml(gy) | ml(f). Se g;, # g;, entdo g, € H. Por outro lado, se g5, = g;, entdo como
ml(g;) | ml(g;) = ml(gy) e ml(gz) | ml(f) temos que ml(g;) | ml(f) e g; € H. Portanto,
de qualquer modo, dado f € I, existe g € H tal que ml(g) | ml(f), indicando assim, que
H ¢é uma Base de Groébner para [. O

Definigao 32. Fixada uma ordem monomial, dizemos que G é uma Base de Grobner

Minimal para um ideal I, se ml(g;) { ml(g;), para todo g;, g; € G com g; # g;.

Observe que, usando o Algoritmo de Buchberger e o Lema 7, podemos constituir
uma base de Grobner minimal para um determinado ideal nao nulo. Vamos considerar a

base de Grobner obtida no Exemplo 29 e encontrar uma a Base Minimal.

Exemplo 30. Seja G = {f1, f2, f3, f4, f5} uma base de Grébner obtida no Exemplo 29,
ou seja

G - {.Z‘Qy— 17xy2 _xax2 _yayQ - ]-7_'7;2 +y3}

Notemos que tl(f1) = 2%y = ytl(f3). Entdo pelo Lema 7 podemos retirar f1. Do mesmo
modo, podemos retirar fo e f5 pois tl(f2) = zy? = xt1(f4) e tl(f5) = —x2 = (=1) t1(f3).
Consequentemente,

fa=a®—y e fy=y*—1

forma uma base de Grobner minimal de I.

Defini¢ao 33. Uma Base de Grobner Minimal para um ideal I é chamada de Base de
Grobner Reduzida com respeito a uma ordem monomial, se os elementos de GG sdo monicos

e todo g € G, coincide com seu resto na divisdo por todos os elementos de G — {g}.

Exemplo 31. Vamos determinar Base de Grébner Reduzida para o conjunto G = {f; =
22y—1,fo=ay?—a, f3=a2—y, fa=vy>—1, f5 = —a? —I—y3} do Exemplo 30. Sabemos
que a Base de Grobner Minimal é H = {f3 = 22—y, fa =y — 1}. Como os polindémios
da base minimal sio ménicos e todo f; coincide com seu resto na divisdo por todos os

elementos de H, temos que H é uma Base de Grobner Reduzida.
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4 APLICACOES

Apds o desenvolvimento tedrico sobre anéis de polindmios, ordens monomiais e
Bases de Grobner, este capitulo tem como objetivo apresentar algumas de suas aplica-
¢oOes praticas. As Bases de Grobner constituem um instrumento fundamental no estudo
estrutural de ideais polinomiais e na resolucao de sistemas nao lineares.

Sua principal vantagem esta na capacidade de transformar sistemas de equacoes
polinomiais em formas mais simples, semelhantes ao escalonamento de sistemas lineares,
o que possibilita resolver problemas algébricos, geométricos e combinatérios de forma
sistematica e eficiente.

Neste capitulo, serao analisadas aplicagoes representativas dessa teoria, com énfase
na resolucao de sistemas de equacoes polinomiais e na modelagem de situacoes reais, como

o controle de trafego ferroviario e o problema da coloragao de mapas.

4.1 SISTEMAS DE EQUACOES POLINOMIAIS

Neste secao iremos conhecer o que é o espago afim, uma variedade algébrica e suas
propriedades. Para isso, vamos trabalhar com conjuntos de pontos em um espaco e ideais

de um anel de polinémios Klz1,...,zy].

Definicao 34. (Espaco afim) Seja K um corpo O espago afim n-dimensional sobre K é
definido por

Ay ={(a1,...,an);0; € K,i € {1,...,n}}.

s

Definicao 35. (Variedade algébrica) Seja K um corpo. Um subconjunto X C A% ¢é
dito uma wvariedade algébrica afim, ou simplesmente variedade algébrica se for o conjunto-

solucao de um sistema de equagoes:

filzy, ..., xp)

0
0

f2<x17"'7£[:n)

fm(z1,...,2p) =0
onde f1, fo,..., fm s@o polindmios no anel K[zy,...,zy)].
Seja S = {f1,..., fm}, podemos escrever o conjunto X da definigdo acima como
X =V(S)={(a1,...,an) € A%; f(a1,...,an) =0V f € S}

E notdvel que uma variedade algébrical

1" Dado o espago afim A%, a Topologia de Zariski é definida ao se considerar como fechados os conjuntos

de zeros de ideais de polinémios com coeficientes em k. Esses conjuntos, denotados por V(I), sdo
precisamente os subconjuntos de A% onde todos os polindmios de um ideal I se anulam. V(I) é
simplesmente a intersecdo dos conjuntos de zeros definidos por cada polindémio do sistema dado.
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Exemplo 32. Vamos determinar a variedade algébrica de S = {y2 —a3y— x2} C Rz, y].
Ou seja, queremos é determinar os pontos no espaco afim que zeram todos os polinémios
de S.

y2 . LE3 =0

Yy — 22 =0

resolvendo o sistema, observamos que y = 22, Assim, na primeira equagao obtemos at = 3.

Logo, resolvendo tal equagdo em R teremos que x =0 entao y =0 e, x = 1 entao y = 1.
Portanto, V(S) = {(0,0), (1,1)}. Neste caso, temos um conjunto finito de pontos.

Nesse caso, podemos ter um recorte geométrico da variedade acima.

2,,

—y :152
1.5 | —y? =23
1 1
0.5
I x\
1 05 2
05
_1 1

Figura 1 - V(32 — 23,y — 22)

Proposigao 7. Seja S um subconjunto de K|z, ..., zy] tal que I = (S). Entao, V(({S)) =
V(S).

Demonstragio. Seja P € V((S)), isto é, g(P) = 0 para todo g € (S) queremos mostrar
que P € V(S5). De fato, tome f € S, temos que f € (S) ja que f =1- f, por esse motivo
f(P) =0, ouseja P e S eassim V((S)) CV(S).

Reciprocamente, vamos mostrar que V(S) C V((S)). Para isso, tome P € V(S5),
além disso, considere f € (S), temos entao que f = hig1 + -+ + hpgn, onde h; €
Klxy,...,xnl e g1,...,gn € S com i € {1,...,n} Como P € V(S), entdo P anula todo
gi»i € {1,...,n}. Logo, aplicando

f(P) = (hlgl +"'+hn9n)(P)
= h1(P)g1(P) + -+ + hn(P)gn(P)
=hi(P)-0+---+hp(P)-0=0

logo, P € V((S)), j& que encontramos um polindémio em f € (S) que anula P. ]
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Exemplo 33. Se tomarmos o espaco afim A2, dado o ideal I = <x2 —y) C Rlz,y], temos
que V(1) C A]%Q representa uma parabola no plano bidimensional sobre R. Se, por outro

lado, considerarmos o ideal I = (zy — 1), entdao V(I) representa uma hipérbole em A]%Q.

Proposicao 8. Seja AZ um espago afim qualquer, entao sao satisfeitas as seguintes

propriedades:

1. Os conjuntos @ e A’ sdo variedades algébricas;
2. Seja I C J C Klzy,...,zy), entao V(J) C V(I);
3. Sejam I, J C K[x1,...,xp] entdo V(I)UV(J) =V(INJ).

Demonstracao. Queremos mostrar que os 3 itens acima sao verdadeiros. Para verificar
que @ é uma variedade, precisamos encontrar um ideal em k[x1,. .., x,] tal que V(I) = @.
Considere entdao I = (1), note que nenhum ponto no espago afim pode zerar qualquer
polindémio constante. Logo, V(I) = @. Analogamente, para mostrar que A}’ é um variedade,
considere J = (0}, note que qualquer ponto no espago afim zera o polinémio identicamente.
Portanto, V(J) = A%.

Por definicao, temos que V(J) = {(a1,...,an) € A% | f(a1,...,an) =0V f € J}.
Assim, tomando P € V(J), temos que f(P) = 0 para todo f € J. Como [ C J, em
particular f(P) = 0 para todo f € I. Portanto, todo ponto de V(J) é também zero de
todos os polindmios de I, ou seja, V(J) C V(I).

Observe agora que INJ C I, tal como I NJ C J. Isso significa que V(1) C V(INJ)
e, analogamente, que V(J) C V(I NJ). Assim, V(1) UV(J) C V(I N J). Reciprocamente,
tome P € V(INJ). Se P ¢ V(I), entao existe um polinémio f € I tal que f(P) # 0.
Para todo g € J, temos que h = f-g € I NJ, e portanto h(P) = f(P)g(P) = 0. Como
f(P) # 0, segue que g(P) = 0 para todo g € J, o que implica que P € V(J). Logo,
V(InJ)CyvI)uvJ).

]

Diante desses resultados, vamos centrar nosso estudo em como determinar o con-
junto solugdo de um sistema como o da Definicao 4.2. Observe que, para o caso em
que f; da Definicao 4.2 ¢ de grau total igual a 1, conseguimos, por métodos classicos, a

parametrizagao do sistema.

4.1.1 Solugao de um sistema de equagoes

No secao anterior, estabelecemos algumas condigoes para determinar um conjunto
gerador de Grobner de um ideal I C Klzy,...,zy]. Nessa se¢do, vamos mostrar como
podemos usar essas bases para resolver um sistema de equagoes polinomiais em varias
variaveis. De forma grosseira, nosso objetivo é transformar um sistema dado de equagoes
em varias variaveis em outro sistema equivalente, composto por equagoes com menos

variaveis.
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Para isso, precisamos entender que resolver um sistema com m equagoes

filz1,...,zp) == fm(z1,...,2y) =0 (46)
com f; € Klx1,...,zp] parai=1,... m.
Uma solugao para o sistema (46) é uma n-upla (aq,...,ap) € K™ tal que f;(a1,...,ap) =
0 para todoz=1,...,m.
Ao sistema (46) associamos o ideal I = (fy,..., f;). Estamos interessados em

responder as questao: O sistema adimite solugoes, ou seja, V(I) # @7 Note que estudar

uma solucao de um sistema de equagoes ¢, na verdade, entender a variedade algébrica

V().

Teorema 11. (Teorema dos Zeros de Hilbert-Versao Fraca) Seja K um corpo algebrica-

mente fechado, temos V(I) # @ para qualquer I C K|xq,...,xp].

Como nosso objetivo, em relagao ao Teorema dos Zeros de Hilbert acima, é apenas
discutir quando um sistema tem solugdo, nao iremos prova-lo. Para um aprofundamento
em um dos teoremas mais classicos da Geometria Algébrica, indicamos ao leitor sua
demonstragao em (HERNANDES, 2023).

Assim, um sistema terd solucao quando I # K|x1,...,xy], ouseja 1 ¢ I.

Exemplo 34. Vamos resolver, em C2 o sistema de equagoes

2 2
x4+ 2y =3

’ (47)
a:2+xy—l-y2:3

Inicialmente, vamos considerar o ideal
I = <x2+2y2 —3,x2+xy+y2—3>.

Notemos que a solucdo do sistema acima é simplesmente o conjunto de V(I). Pela proposi-
¢ao 7, sabemos que podemos determinar V(I) usando qualquer conjunto gerador de I, em
particular, uma base de Grobner. Considere F' = {f] = 2242023, fo = 22 +ay+y2— 3}
e usando o Algoritmo de Buchberger, vamos determinar uma base de Grébner para [.

Para isso, fixemos a ordem lexicografica. Observe que multigrau( f;) = multigrau(f2) =
(2,0). Entao,

(\}

2
X X
S(f1, f2) = ?(352 +2y* - 3) - ﬁ(ﬂﬂ +ay+y? —3) = —ay + ¢

e consequentemente, S(f1, fQ)F = —xy + y? # 0. Adicionando entdo o polinémio f3 =
—zy 4+ y% a F. Continuando a usar o Algoritmo de Buchberger, temos que
x2y 2

S(f1, f3) = ?(JEQ +2y? - 3) - f;;(—xy +y?) = ay? +2y° — 3y
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onde S(f1, fg)F = 3y% — 3y # 0, ou seja, devemos adicionar f4 = 3y3 — 3y a F. Efetuando
os calculos

%P 2 2 w?y? 3 2 5 3
S(f1, fa) = 2 (27 + 2y —3)—@(39 —3y) =27y +2y° — 3y

donde ao dividir S(f1, f1) por F, temos que S(f1, f4)F = 0. Além disso,
%y 2 2 %y 2 2 3
S(f2, f3) = —z (@ +ay+y” = 3) - _xy(—xy+y ) =2zy” +y° —3y

- F

onde S(fa2, f3)° = 0, analogamente
2.3 2,3
7Y 7y
S(fa. fa) = —5-(@* + oy +y* = 3) - 35 (3y° — 3y) = 2%y + ayt +y° — 3y°
R s
novamente, S(f2, f1)° = 0. Por ltimo,
3 3

_ Tty 2y _ Y a3 o o4
S(f3, f4) = xy( ry +y°) 3y3(3y 3y)=xy —y".

F

Com o ultimo calculo, chegamos que S(f1, f1) = S(fg,fg)F = S(fg,f4)F =
S(f3,f4)F = 0. O que mostra que F = {f1, f2, f3, fa} é uma base de Grobner para I.

Dessse modo, segue que o sistema (47) e o sistema

fi=a?+2y>—3=0
fo=a®+ay+y>—3
fa=—zy+y*=0
fa=3y* =3y

sao equivalentes, ou seja, tém o mesmo conjunto solucao. De f4 = 0 temos
3 _ 2 —
3y —3y=0 = y(y“—1)=0

donde concluimos que os possiveis valores de y sdo —1, 0 ou 1. Substituindo esses valores

nas outras equagoes do novo sistema, obtemos os pares (z,y) que sao solugoes, isto é
(—v/3,0), (v/3,0),(1,1), (=1, —1).

Observe que a ideia basica para resolugao do sistema consiste em duas etapas: Etapa um:
Buscar um gerador f; onde figure apenas uma varigvel (no exemplo anterior f; = 3y —3y).
Etapa dois: Uma vez encontradas as raizes da equagao mais simples f; = 0, extendemos

estas solugoes para a solugao do sistema original.
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4.2 BRACO MECANICO

Estudar conjuntos de solugoes de sistemas de equagdes polinomiais é algo interes-
sante, tanto do ponto de vista aplicado quanto do ponto de vista tedrico. Dentre outras
possibilidades, podemos considerar uma aplicagao do Teorema dos Zeros de Hilbert, que
busca relacionar conjuntos de pontos em K" com polindmios em k[z1,...,zy]. Em outras
palavras, o teorema estabelece uma conexao entre duas areas da algebra abstrata: os con-
juntos algébricos e os geométricos. Entretanto, nosso objetivo aqui é apresentar aplicacoes
da base tedrica que foi exposta até o momento.

Apresentamos um modelo simples de brago mecanico composto por duas hastes de

comprimento 1 e 2

A configuragdo do brago é completamente determinada pelas coordenadas (x,y)
e (z,w), como mostra a figura. Assim, se quisermos determinar todas as configuragoes
possiveis para esse brago mecanico, devemos determinar o conjunto solu¢ao do seguinte

sistema.

22+ 2 =4
(¢ =2+ (y—w)?=1
A resolugao de sistemas como o apresentado acima evidencia a relevancia da cor-
respondéncia entre ideais e variedades algébricas. Por meio da interpretagao geométrica
dos conjuntos de zeros de polindémios, ¢ possivel descrever todas as posi¢oes assumidas
pelo brago mecanico, o que ilustra de forma concreta a aplicacao da teoria algébrica de-
senvolvida. Assim, o estudo das solu¢oes polinomiais, mediado pelo Teorema dos Zeros
de Hilbert, permite transitar entre o campo algébrico e o geométrico, mostrando como
resultados tedricos abstratos podem ser utilizados para modelar e compreender fenémenos

reais.

4.3 CONTROLE DE TRAFEGO FERROVIARIO

Uma malha ferroviaria é um sistema de transporte composto por trilhos, trens e

estacoes, que interliga diferentes regioes por meio de linhas férreas. Essa infraestrutura é
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fundamental para o transporte de cargas e passageiros, contribuindo para a mobilidade e o
desenvolvimento economico de um pais. No Brasil, existem cerca de trinta mil quilémetros
de malha ferroviaria. Nosso objetivo aqui é controlar uma malha ferrovidria dada; isto é,
usando as bases de Grobner, iremos determinar se um trem pode partir de um ponto e
chegar em outro. Por "controlar', queremos dizer que podemos verificar se um trem pode
se locomover de forma segura, ou seja, sem colidir e chegando a um ponto sem passar por
sinais vermelhos.

Cada trecho da ferrovia sera denominado setor, onde cada setor estara entre sema-

foros ou desvios. Observe a situacao 1.

A3 4? .«tﬁ

Figura 2 — Situacao 1
em que devemos destacar os seguintes pontos

——

X; Indica que o setor z; da ferrovia nao esta ocupado por um trem.

—@—— Indica que o setor z; da ferrovia que estd ocupado por um trem.

X;
3 _| Xj Indica um desvio ativo do setor x; para o setor x; e de x; para x;, mas
X; ! inativo para o setor wy.
_ka_

®* .. % x; Indica um semaforo controlando o deslocamento do setor x; para o

Xio X setor x; com passagem proibida.
“¢> Indica um semaéforo controlando o deslocamento do setor x; para o
X, X, setor z; € o deslocamento do setor xj para o setor x; com passagem

proibida em ambas as direcoes.

Uma observagdo muito importante, é que de um setor para o outro vale a transi-
tividade, isso significa, que se é permitido o movimento, sem colisdo, desvio inativo ou
semaforos do setor z; para o setor xj, tal como do setor x; para o setor zj, entao podemos
ir do setor x; para o setor xj sem problemas. Apesar de ser uma informagao bastante
trivial, percebemos que um trem pode ir do setro z; para o setor z; a menos que alguma

das condigoes acorra:
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[. H4 um desvio inativo do setor x; para o setor x;

II. Ha um semaforo entre os setores z; e z; que proibe tal passagem

Observe que a condicao IT acima, se o seméforo controla apenas o setor x; para z;
entdo o movimento de x; para z; estd permitido. Podemos observar que na Situagao 1, os
trens que ocupam os setores ra9, 5 € Tg estao em posigoes seguras, isto é, sem risco de
colisdo ou sem ultrapssar sinais vermelhos. No entanto, vamos apresentar a Situacao 2 a

seguir onde isso nao ocorre

A3 <9 X6
®

X4 .J_Cs

Figura 3 — Situagao 2

Observe que existe uma situacao perigosa com possivel colisao no setor zg, ja que
o trem que estd no setor x9 pode se movimentar até o setor xg (onde temos um trem)
sem impedimentos. Com essas informagoes, vamos utilizar ferramentas algébricas para
modelar o problema de locomoc¢ao de uma locomotiva em uma malha ferroviaria M.

Vamos identificar cada trem por um niimero natural a # 0; vamos usar o polindémio
x; — a para indicar que o trem « estd localizado no setor x;. Pode acontecer de um trem
ter um numero elevado de vagoes e eventualmente ocupar dois setores distintos; ou seja,
podemos considerar z; —a e x; —a. Um ponto importante ¢ que considerar x; —a e x; — 3
com «a # [ representa uma situacao preocupante, pois indica que dois trens distintos
ocupam um mesmo setor, que, por sua vez, pode ocasionar uma colisdo.

O fato de que é possivel deslocar-se do setor z; para um setor consecutivo z;
serd indicado pelo polinémio x;(r; — r;). Analogamente, se tivermos a possibilidade de
locomogao em ambas as diregoes, vamos considerar (:Ej — z;) para indicar que podemos
ir de z; para ;.

Para nossa malha a seguir, vamos considerar que os trens ocupam apenas um setor
e que os semaforos sdo usados apenas para controlar passagens de um setor para o outro

em pontos da ferrovia onde ha um desvio.
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Figura 4 — Malha Ferroviaria M

Vamos agrupar os polindmios nos seguintes conjuntos

{ i T«
{xz‘(ﬂfi —zj),
{ (z; — xj)

8

o trem indicado por o € N esta no setor z;} ;

xj(z; — x;) : hd um desvio ativo entre x; e Ij} ;

»n NN
I

x; : h& um semaforo que proibe o deslocamento do setor z; para :17]-} .

Vamos definir o conjunto de todos os polinémios que representam a acessibilidade
de um setor a outro como H = L — S. Portanto, considerando a Malha M definida acima,

temos que o conjunto T é o conjunto dos polinémios

T={x1—1,27—2,210— 3,211 — 4,223 — 5}.

O conjunto L é o conjunto com os polinémios:

O conjunto S é o conjunto que tem os seguintes polinémios
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o x6(zg — r10) o u7(z7—wx14) e w9(wg — 24) o z11(z11 — 217)

o wi6(z16—x15) @ wo0(ro0 —x14) @  w22(222 — w24)

E finalmente, o conjunto H com os polinémios:

o =zi(z1 —13) e x3(zg—wx1) o wio(r10 — T6) o xo(x2 — 76)
o z6(zg — 12) o zyy(zia—a7) o w3(23—28) o uxg(zg—13)
o xy(z4— 19) o zg(zg—715) o wi5(T15—718) O wi7(T17 — 711)
o mi3(r13—218) o mis(r1s—713) o 715(715 —716) @ w16(716 — T22)
o (w22 —w16) @ wi4(T14 —720) ® wo(w20 —T23) @ wo3(w23 — T20)
o wo4(w24 — 722)

Proposicao 9. O trem «a localizado no setor z; pode se deslocar para o setor z; se, e
somente se
(L’j-CMEItI <H)+(xi—a>.

em que (H) denota o ideal gerado por H em Q[z1, ..., zy]

Demonstracao. De fato, suponha que o trem « localizado no setor x; pode se deslocar
para o setor ;. Assim, usando a transitividade da movimentagao na malha, podemos nos
ater ao caso em que T; € T sao setores consecutivos. Note que o trem pode se deslocar
de z; para x; se, e somente se xi(x; — a:j) € H. Temos assim que se, o deslocamento de

T; para T; é possivel entao z;(x; — xj), x; — a € I e consequentemente temos:

;(:Bi —zj+o)(r; —a) - ;[:Ei(zvi —zj)] el

Desenvolvendo a equagao acima, temos

« « « (0% (0% « (% «

Ou seja, z; —a € 1

Por outro lado, se z; — a € I, entao
zi(i —xj) = (zi —2j + a)(x; — a) —alz; — o) € (H) + (z; — a).

Como z; e rj sao setores consecutivos, devemos ter obrigatoriamente que x;(x; — ; ) € H,

e desse modo, podemos concluir que o trem a pode se deslocar de x; para z;. O
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Como foco da nossa aplicagdo é mostrar que um trem pode ir de um setor x; ao
setor zj, sem problemas, vamos mostrar que o trem 1, localizado no setor x1 pode acessar
o setor x1g. Para isso, de acordo com (HERNANDES, 2023) determinamos a seguinte
base de Grobner G para o ideal (H)+ (z1 — 1). Utilizando a ordem lexicografica graduada,

obtemos
2 2 2 2 2
r1—1, x5 —wowg, x2w6— Xf, T2X{p — TEL10, T2 — IR,
2 2 2 2 2
Ty — T4x9, TET10 — X109, L7T14 — T14, T8 — T15, L11X17 — 17,

2 2 2
13 — X13718, T13T18 — 18, L14 — T14T20, T15 — T22,

9 9
T16 — T22, THy — T20T23, T20T23 — 23, T2 — 1, x5y — w94

Usando o Teorema 5 podemos dividir 16 — 1 por GG, nesse caso, temos

r16 — 1 = 1(216 — r22) + 1(z22 — 1)

Assim, x16 — 1 € G C (H) + (1 — 1), temos que o trem 1 que ocupa o setor x1 pode se
deslocar até o setor x1g com as configuragoes de desvios e semaforos.

Por outro lado, o trem 1 que ocupa a posi¢ao x1 nao pode acessar o setor xaoy4.
Claramente podemos ver tal fato ao observarmos a Malha Ferroviaria, podemos constatar
que r94 — 1 ¢ G C (H) + (1 — 1), ja que o resto da divisao de x94 — 1 por todos os

elementos de G nao é nulo.

44 O PROBLEMA DAS 4 CORES DE GUTHRIE

Em 1852, logo apos ter concluido seus estudos no University College, em Londres, o
jovem matematico Francis Guthrie, enquanto coloria um mapa, tomava cuidado para nao
colorir com a mesma cor paises vizinhos que tivessem alguma linha de fronteira comum.
Notou entao que apenas quatro cores bastariam para colorir.

Recém-formado, Guthrie tentou provar, usando argumentos matematicos, que ape-
nas quatro cores seriam suficientes para colorir qualquer mapa. Pensando nisso, o jovem
apresentou o problema para seu professor De Morgan, que, por sua vez, argumentou que,
em qualquer mapa, nao existiam cinco paises tais que cada um tivesse fronteira com os
outros quatro; ou seja, em cada agrupamento de cinco paises, ao menos dois deles nao sao
vizinhos.

De Morgan passou o problema para seus alunos e colegas da universidade. Depois
de 26 anos, o problema formulado por Guthrie foi divulgado pela London Mathematical
Society. O problema ganhou relevancia e foi supostamente resolvido por Arthur Cayley.

Apesar de diversas tentativas feitas por renomados matematicos, o problema pro-
posto por Guthrie ficou em aberto por 120 anos, até que, em 1976, com ajuda computa-
cional, Kenneth Appel e Wolfgang Haken apresentaram uma prova para o teorema das
quatro cores; entretanto, foram necessarias mais de mil horas de uso de computadores

potentes para resolver o problema.
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Desse modo, muitos mateméaticos continuaram a buscar uma prova mais simples.
Apenas em 1994, depois de 142 anos, Paul D. Seymour apresentou uma prova que reduzia
a quantidade de calculos a niveis bastante aceitaveis para o problema de Guthrie, mas
sem dispensar o uso computacional.

Como observado por Guthrie, podemos colorir um mapa com quatro cores. Entre-
tanto, sob quais condi¢oes podemos colorir um mapa com apenas trés cores? Nessa secao,
apresentaremos como essa questao pode ser formulada por meio de equagoes polinomiais,

que, por sua vez, podem ser respondidas usando ferramentas da base de Grobner.

4.5 PROBLEMA DE COLORACAO DE MAPAS

O problema de coloragao de mapas é um dos temas mais classicos e fascinantes da
Matematica Discreta e da Teoria dos Grafos. Em termos gerais, consiste em determinar o
menor nimero de cores necessarias para colorir as regioes de um mapa de modo que regioes
adjacentes (ou seja, que compartilham uma fronteira comum) recebam cores distintas. Esse
tipo de problema, inicialmente proposto de forma intuitiva no século XIX, tornou-se um

importante campo de estudo por sua relevancia tanto tedrica quanto pratica.

4.5.1 O Problema de Coloracao do Nordeste

Queremos usar trés cores para colorir o mapa. Com o intuito de "algebrizar'o
problema, vamos representar cada cor por uma raiz cubica da unidade; ou seja, cada cor
serd uma raiz do polinémio f = 3 —1, e cada regiao sera representada por uma incognita

x;, que, por sua vez, pode assumir apenas um desses trés valores (cores) possiveis. Entao,
3

temos que x7 — 1 = 0 para todo ¢ = 1,...,n, onde n representa o nimero de regioes do
mapa.
E importante observar que duas regides vizinhas nao podem ter a mesma cor. Como

duas regioes vizinhas z; e z; sdo raizes da unidade, temos

x?—lzo e J:;’-—lzo

3 _

ou seja, Ty = a:;’ Logo,

arg’ — 3’ = (x; — x])(xlz +xiz; + sz) =0.
Como ; # x; (pois sdo regides vizinhas), temos
x%+xixj+x? =0
Assim, o problema de coloragdo de mapas usando trés cores se resume a obter as soluc¢oes

do seguinte sistema de equagoes polindmiais

3 _ ; .
x; —1=0, para 1 <17 < n;

) 2 in ..
Ty + iy +ai = 0, sempre que z; e x; forem regioes vizinhas.
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O Teorema Fundamental da Algebra assegura que todo polinémio nio constante
f € C[z] adimite gr(f) raizes, onde em alguns casos acontece a repeticao de raizes. Assim, o
polinémio f = x™ —1 adimite n raizes que denotaremos por wy, ..., w,_1 € C e chamamos
cada w; com 7 =0,...n — 1 de raiz n-ésimas da unidade.

As raizes n-ésimas da unidade sao distintas e sdo precisamenteos elementos do

V((:)sn—l)):{wk:cos <2]:L7T> +isin<2]:T>;k:0,...,n—1}.

Essa informacao serd importante para resolver a equacao 3:? — 1 = 0. Observemos agora o

conjunto

mapa da regiao do nordeste do Brasil. Considerando duas possibilidades

Maranhao
R. G do Norte

Figura 5 — Mapa do Nordeste brasileiro

A cada um dos nove estados que compdem esta regiao, vamos atribuir uma variavel

de Clz1,...,x9]. Defina, sem perda de generalidade que
1 :=Maranhao x9 = Piaui xrg :=Ceara
x4 :=Rio G. do Norte | x5 := Paraiba | zg := Pernambuco
x7 :=Alagoas xg := Sergipe xrg :=DBahia

Tabela 1 — Estados da Regiao Nordeste do Brasil

Mapa do Nordeste com z;,i =1,...,9
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Figura 6 — Estados do nordeste representados por variaveis x; com ¢ =1,...,9

Determinar se é possivel colorir o mapa acima com apenas trés cores € o mesmo

que determinar as solugdes, se existirem, do seguinte sistema de equagoes polinomiais.

° xif—lz()
° x%—le
) x%—le
° xi—lzo
° x%—le
° x%—le
° x%—le
° :1:%—120
. :cg—l:O

x%+x1x2+x%:0
x%+x2x6+x%:0
x§+x3x4+x£:0
x§+x3x6+x%:0
x§+x5x6+x%:0
x%+x6x9+xg:0
x%+x7x8~l—$§20
x%+x7x9+x3:0

x§+x8x9+x§:0

x%+x2x3+x§:0
x%+x2x9+x3:0
x§+x3x5+x%20
xi+x4x5+x%=0

x%—l—xgym—ka:%z()

Para isso, vamos determinar inicialmente uma base de Grobner GG para o ideal 1

cujos geradores sao os polindmios que compoem o sistema de equagoes acima. Para isso,

vamos usar o Algoritmo de Buchberger, visto no cdpitulo anterior. Devido ao ntimero

elevado de operacoes, utilizaremos o software Macaulay 2 com o seguinte script: script:

Macaulay2, version 1.25.06-1650-ga4e0c130e7-dirty (vanilla)

Type help to see useful commands

i1 : R = QQ[x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,x9, MonomialOrder => GRevLex];

i2 :
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I = ideal(

x1°3 - 1,

x172 + x1*x2 + x272,
x572 + xb*x6 + x672,
x2°3 - 1,

X272 + x2%x6 + x672,
X672 + x6*x7 + X772,
x3"3 - 1,

x372 + x3%x6 + x672,
X772 + x7*x8 + x872,
x4°3 - 1,

x372 + x3%x4 + x472,
X772 + x7*x9 + x972,
x6°3 - 1,

X672 + x6*xx9 + x972,
X272 + x2%x3 + x372,
x6°3 - 1,

X272 + x2*x9 + x972,
x372 + x3%x5 + x572,
x7°3 - 1,

x472 + x4%x5 + x572,

x872 + x8%x9 + x972,

02 : Ideal of R

i3 : G = gb I;
Assim, com ordenacgao lexicografica, uma base de Grobner para o ideal I é o
conjunto G tal que
3 2 2
ry — 1, 2§ + r8r9 + 0§, 27 + 18 + T9, T — 18, T5 + T8 + Ty,

T4 — X8, T3 — X9, T2+ X8 + T9, x% — X1T8 — T1X9 + TRTY

Desse modo, o sistema inicial é equivalente ao seguinte sistema
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23 —1=0
x%—i—xgxg—l—x%z()

r7+ 28+ 29 =0

g — 28 =0
x5+ a8 + 29 =0 (48)
g —x83 =20
3 —x9 =0

9+ 28+ 29 =0

;1:% — x128 — 2129 + 2879 = 0

2

Denotando por 1,w,w? como as raizes ctibicas da unidade, note que 1+ w + w? = 0 onde

as trés raizes sdo distintas. De fato pois 23 — 1 = 0, temos

Low=leos(F) v ()] e = foon(F) +om ()]
w = |cos | — isin (| — e w”=|cos|— isin (| —
’ 3 3 3 3
ou seja, as raizes cubicas da unidade sao 1,w = —% + 2@ ew? = —% — i@, onde segue
que
l+w+w?=0. (49)

Note que cada varidvel do sistema de equagdes polinomiais (48) é uma raiz cubica da
unidade, e cada uma destas raizes esta associada a uma cor que ira colorir o mapa.

Vamos agora determinar a solu¢do do sistema (48). Para comegar, observe que a
equacao x% — 1 =0 indica que podemos escolher qualquer raiz para xg; digamos zg = 1.
Como vimos, I% + x8x9 + x% indica que zg faz fronteira com zg, ou seja, ndo podemos
atribuir a cor 1 para zg; por isso, vamos tomar rg = w.

Conforme visto em (49), a equagdo x7 + g + r9 = 0 deve admitir solugdes entre as
raizes cibicas complexas da unidade; ou seja, x7, xg e xg devem assumir valores distintos,
e portanto devemos atribuir a cor w? para z7. O mesmo pode ser observado nas equagoes
x5+ 28+ 29 =0e x9 + x3 + 19 = 0. Assim, reservamos a cor w? para x9 e xs.

As equagoes g — xg = 0 e 4 — g = 0 nos informam que zg e r4 tém a mesma
cor que xg, ou seja, ambas tém a cor w. O mesmo fato ocorre em x3 — rg = 0, donde 1
assume o valor de x3.

Analisaremos agora a equagao
2
0 =21 — zr1208 — x129 + 2329 = (21 — 28)(x] — x9).

Note que temos as possibilidades z1 —xg = 0 ou 1 — g = 0. Isso significa que, podemos

colorir o estado x1 com a cor de xg ou com a cor de xg, ou seja, w ou 1 respectivamente.
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Baseado nas informacées que destacamos no texto acima, vamos atribuir as seguin-
tes cores para 1,w e w?:

2

1 := Vermelho, w := Roxo , w* := Amarelo

temos as seguintes coloragoes para o mapa da regiao do nordeste vamos ter dois casos

possiveis
r1=z4=x6=128 =w (Roxo) 4 =16 =x83 =w (Roxo)
T9 =5 = 17 = w? (Amarelo) ou T9 = x5 = x7 =w? (Amarelo)
r3 = Tg = (Vermelho) ry =x3=x9=1  (Vermelho)

Por fim, podemos apresentar os mapas coloridos conforme o sistema (48).

Figura 7 — Caso em que xg = x1 Figura 8 — Caso em que x9 = x1
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4.5.2 Problema de Coloracao de algumas ciadades do estado de Sergipe

Agora, vamos usar a mesma ideia para fazer a coloragao de algumas cidades do
estado de Sergipe. Vamos considerar nove cidades em uma regiao proxima, como podemos

ver no mapa abaixo e tentar colorir o mapa com trés cores. Isto é

3 _ ; .
r; —1=0, para 1 <1 < n;

2 2 in ..
Ty +wiry +af = 0, sempre que z; e x; forem regioes vizinhas.

Agora, vamos tentar usar as ferramentas no problema anterior para colorir as cidades a

seguir
-\
(X \/\\\/’7
N
\ Nossa Senhora
Aparecida
.
\
\
{ Ribeirépoles \
) y
= A%
% Macambira \_\\ — ’ \ 7\/L %/\
4\ il Malhador > DivinaPasto7/
‘\k B v
Campo do Riac’l@/ /
S0 Areia Branca .
v
Figura 9 — Mapa das cidades situadas nas proximidades de [tabaiana
A cada uma das doze cidades que compoem esta regiao, vamos atribuir uma variavel
de C[z1,...,212]. Defina, sem perda de generalidade que
x1 :=Itabaiana x9 := Campo do Brito xg :=Sao0 Domingos
x4 :=Macambira xs := Pedra Mole xg :=Frei Paulo
x7 :=Ribeirépoles | xg := Nossa Senhora Aparecida rg :=Malhador
x10 :=Areira Branca x11 := Riachuelo x192 :=Divina Pastora

Tabela 2 — Cidades da area circunvizinha a Itabaiana

Assim, podemos representar nosso mapa da seguinte forma:
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Figura 10 — Reigiao circuvizinha a Itabaiana representadas com z; com ¢ =1,...,12

Determinar se é possivel colorir o mapa acima com apenas trés cores é o mesmo

que determinar as solugoes, se existire, do seguinte sistema de equagoes polinomiais.

. x%—l:() ° x%+x1x2+x%:0 ° x%+x5x6+x%:()
° :):%—1:0 ° x%+x1x4+$?1:0 o x%+x6x7+x%:0
° x%—le ° x%+x1x6~l—x%20 o x%—irx@xg—l—xgzo
° mi—lzo ° x%+x1x7+x%:() . x%+$7x8+x§:0
o x%—le o x%+x1x9+xg:0 o x§+x9x10+x%0:o

° x%—le ° x%+$1x10+$%0=0 o x§+x9x11+x%1=0
° x§—1:0 ° x%+x2x3+x§=0 ° $%o+$10$11+$%1:0
° :p%—l:O . x%+x2x4+xi=0 ° 96%1+$11$12+90%2:0
° x3—1:0 ° :E%+932£B10+93%0:0

o xz{’Q—l:O o xi+x4x6+x%:0

A seguir, usando o software Macaulay 2 para determinar uma base de Grébner
F para o ideal J cujos geradores sdo os polindmios que compdem o sistema de equagoes

acima. Para isso, vamos usar o seguinte script:
Macaulay2, version 1.25.06-1650-ga4e0c130e7-dirty (vanilla)
Type help to see useful commands

il : R = QQ[x1,x2,x3,x4,x5,x6,%x7,%x8,x9,x10,x11,x12, MonomialOrder => GRevLex];
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i2 :
I = ideal(
x1°3 - 1,

x17°2 + x1*x2 + x272,
x572 + xb*x6 + x672,
x2°3 - 1,

x172 + x1*x4 + x472,
X672 + x6*%x7 + X772,
x3"3 - 1,

x17°2 + x1*x6 + x672,
X672 + x6%x8 + x872,
x4°3 - 1,

X172 + x1*x7 + X772,
X772 + x7*x8 + x872,
x6"3 - 1,

x172 + x1%x9 + x972,
x972 + x9*x10 + x1072,
x6°3 - 1,

x172 + x1*x10 + x1072,
X972 + x9*xx11 + x11°2,
x7°3 -1,

X272 + x2%x3 + x372,
x1072 + x10*x11 + x117°2,
x8°3 -1,

X272 + x2%x4 + x472,
x1172 + x11*x12 + x1272,
x9°3 - 1,

X272 + x2*xx10 + x10°2,
x10°3 - 1,

x372 + x3*x4 + x472,
x11°3 - 1,

x472 + x4%x5 + x572,
x12°3 - 1,

x472 + x4%x6 + x672

); 02 : Ideal of Ri3 : G = gb I;

Assim, considerando a ordem lexicografica, o conjunto F abaixo é uma base de

Grobner para o ideal J
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3
[ Lty L, x4 —®10 7 — 210, ¥1 — 11, 3 — 11, L5 — T11, L8 — T11, T9 + 10 + 11,

2 2 2 2
r9 + 210 + 211, Te + X10 + T11, TI1 + 11212 + 12, 19 + 10711 — T11212 — Z19

Desse modo, o sistema citado anteriormente tem o conjunto solucao os pontods de

V(F). Em outras palavras, queremos determinar a solu¢ao do sistema a seguir

g4 —x10=20
7 —x10=0

z1—211 =0

r3—x11 =0
r5 —x11 =20 (50)
rg —x11 =0

r9+ 210 +211 =0
r9o+x10+ 211 =0
6+ 210+ 211 =0

17%1 + z11712 + J}%Q =0

2 2
x{o T 10711 — T11212 — L9 = 0

Novamente, vamos denotar w,w? e 1 como raizes ctibicas da unidade, onde por (49)
sabemos que w + w? + 1 = 0. Assim, podemos fazer a seguinte anéllise do sistema (50)

Como cada x; com ¢ = 1,...,12 sao raizes cubicas da unidade, notamos que
x9 + x19 + x11 = 0 por (49) temos que x9,x1g e z1] assumem cores distintas, digamos

2 ¢ 210 = w. Por 29 + 210 + x11 = 0 e zg + 19 + 211 = 0 temos

11 = 1,29 = w
que 9 = Tg = Tg = w?. Além disso, xr1 = 3 = x5 = xg = x11 = 1 e também
x4 = x7 = x10 = w. Observe que na equagao a:%l + x11712 + x%2 = 0 obtemos x11 # 712,

ou seja, r12 # 1, digamos entao r12 = w. Logo, definindo
1 := Vermelho, w := Roxo , w? := Amarelo

temos as seguintes coloracoes para o mapa da regiao proxima a Itabaiana.

T10 =T12 =T4 = T7 = W (Roxo)
T9 = 26 = Tg = W’ (Amarelo)

r1=x11 =23 =x3 =25 =1 (Vermelho)

Que pode ser vista no mapa da seguinte forma:
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Figura 11 — Coloragao da regiao préxima a Itabaiana

Para finalizar nosso trabalho, precisamos destacar algo que até agora nao foi dito.
O que acontece quando nao conseguimos pintar o mapa com trés cores? Como isso aparece
em termos de equagoes polinomiais? No nosso mapa da regiao proxima a Itabaiana, vamos

acrescentar o municipio de Moita Bonita, onde difiniremos x13 := Moita Bonita.

Figura 12 — Cidades circunvizinhas a Itabaiana acrescida com o municipio x13 := Moita
Bonita
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Com ajuda da tabela, podemos perceber que Moita Bonita faz fronteira com trés
cidades do mapa, sao elas: Itabaiana, Ribeiropolis e Malhador. Em outras palavras, x13
faz fronteira com x1, x7 e xg, respectivamente. Isso significa que, para encontrarmos nossa
base de Grobner, deveriamos acrescentar as quatro equagoes a seguir aos geradores do

ideal J, junto com os geradores ja mencionados anteriormente.

233 —1=0

220 + 21371 + 22 =0
13 1341 1 (51)
:E%g + x13T7 + x% =0

x%g + z1329 + :L’g =0

Com o auxilio do Macauly 2, ao efetuar os célculos encontramos a seguinte resposta:
gens G
04: (1)
04:Matrix R'« R'
i5:

Isso significa que, quando definimos J como o ideal gerado por todos os polindmios
citados anteriormente, unidos com os polindémios de (51), e buscamos uma base de Grébner
através do software Macaulay2, o polindomio 1 estd na base de Grébner do ideal J. Logo,
pelo Teorema 11, o sistema nao tem solugao.

Portanto, quando adicionamos as equagoes referentes ao municipio de Moita Bonita,
ou seja, as equagoes de (51), temos V(J) = @. Logo, para colorir o mapa seriam necessarias
mais de trés cores.

Assim, chegamos ao fim de nossas observacoes sobre as aplicacoes da base de
Grobner na coloragdo de mapas. Vale destacar que algumas outras aplicagoes podem ser
vistas em (HERNANDES, 2023). Dentre elas, destaca-se um método de resolugao do

puzzle Sudoku, através de ferramentas parecidas com as que apresentamos aqui.
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