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Resumo da Dissertacao apresentada ao PROMAT /UFS como parte dos requisitos
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Prescricao de Curvaturas Gaussiana e Geodésica
em Superficies Compactas com Caracteristica de
Euler Nao Positiva

Junior Tavares de Santana

7 de marco de 2025

Orientador: Prof. Dr. Almir Rogério Silva Santos

Esta dissertagao, baseada no artigo [30], aborda o problema de prescrever curvatu-
ras Gaussiana e geodésica em uma superficie Riemanniana compacta com fronteira
(33, 9). O objetivo deste trabalho é, em linhas gerais, mostrar a existéncia de uma
métrica conforme § = e"g de modo que as curvaturas Gaussiana e geodésica com
respeito a métrica g sejam prescritas. O problema é reduzido a encontrar uma solu-
¢ao para uma equagao diferencial parcial eliptica de segunda ordem com condigoes
de fronteira. Além disso, o trabalho explora o funcional energia associado a esse
problema e suas propriedades variacionais, abordando questoes de coercividade e
existéncia de pontos de minimos. O estudo se concentra em diferentes cendrios,
os quais incluem os casos onde a caracteristica de Euler de ¥ é negativa e nula.
Além disso, existe uma funcao definida em 9% denotada por ® que desempenha
um papel fundamental no estudo. Quando ©(g) > 1 para algum ponto de 0%,
a analise revelou-se mais delicada. O trabalho utiliza conceitos de Geometria Ri-
emanniana, Analise Funcional e Equacoes Diferenciais Parciais para desenvolver
as demonstragoes dos teoremas principais. Além disso, métodos avancados como
analise de blow-up e o indice de Morse de solugoes sao empregados para lidar com

situacoes mais refinadas.

Palavras-chaves: Analise de Blow-Up, Curvatura Gaussiana, Curvatura Geodé-

sica, Métricas Conformes, Prescricdo de Curvaturas.
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Advisor: Prof. Dr. Almir Rogério Silva Santos

This dissertation, based on the article [30], addresses the problem of prescribing
Gaussian and geodesic curvatures on a compact Riemannian surface with boun-
dary (3, ¢). The main goal of this work is to prove, in broad terms, the existence
of a conformal metric § = e“g such that the Gaussian and geodesic curvatures
with respect to g are prescribed. The problem is reduced to finding a solution
for a second-order elliptic partial differential equation with boundary conditions.
Furthermore, the work explores the energy functional associated with this problem
and its variational properties, addressing issues of coercivity and the existence of
minimizers. The study focuses on different scenarios, including cases where the
Euler characteristic of ¥ is negative or zero. Additionally, there exists a function
defined on 0%, denoted by ®, which plays a fundamental role in the study. When
D(q) > 1 for some point ¢ € 9%, the analysis becomes more delicate. The work
employs concepts from Riemannian Geometry, Functional Analysis, and Partial
Differential Equations to develop the proofs of the main theorems. Moreover, ad-
vanced methods such as blow-up analysis and the Morse index of solutions are

used to handle more refined situations.

Keywords: Blow-Up Analysis, Gaussian Curvature, Geodesic Curvature, Confor-

mal Metrics, Curvature Prescription.
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Introducao

O problema de prescricao de curvaturas em variedades Riemannianas foi
inicialmente abordado por Berger em [5], que tratou da prescrigio da curvatura
Gaussiana em superficies fechadas com caracteristica de Euler negativa. Posterior-
mente, Kazdan e Warner expandiram a investigacao para a prescri¢cao de curvatu-
ras Gaussiana e escalar em variedades fechadas, obtendo resultados significativos
em [22, 23, 24, 25, 26]. Na década de 1990, Ding e Liu investigaram em [13] o
problema de prescrever a curvatura Gaussiana em superficies fechadas com ca-
racteristica de Euler negativa. Alguns tempo depois, na década de 2010, Borer,
Galimberti e Struwe redemonstraram o resultado de Ding e Liu em [6] e, em 2024,
Rodrigues [12] escreveu uma dissertacao de mestrado baseada neste trabalho. Mais
recentemente, no inicio desta década, Cruz-Blazquez et al estudaram o problema
de prescrever curvaturas escalar e média em variedades Riemannianas compactas
de dimensdo maior ou igual a 3 em [10]. Poucos anos depois, em 2024, Gomes [11]
escreveu uma dissertacao de mestrado baseada neste trabalho. Em particular, os
resultados obtidos em [10] sdo parecidos com os resultados obtidos em [30], levando
em conta que o primeiro trabalha com variedades de dimensao maior ou igual a
3 e o segundo trabalha com superficies. Consequentemente, esta dissertacao de

mestrado apresenta resultados parecidos com os expostos em [11].

Neste trabalho, consideramos uma superficie Riemanniana compacta com
fronteira, denotada por (X, g). As curvaturas Gaussiana e geodésica associadas a
meétrica g sao representadas, respectivamente, por K, e k4. O objetivo principal
é investigar o seguinte problema: dadas as fungbes suaves K € C®(X) e h €
C>*(0Y)), existe uma fungao suave u tal que K e h correspondam, respectivamente,
as curvaturas Gaussiana e geodésica associadas a métrica g := e"g? Nos resultados
principais deste trabalho, apresentaremos condigoes suficientes para fornecer uma

resposta parcial a essa questao.

Dada uma superficie compacta com fronteira (X, g) e uma métrica Rie-

manniana g = e*g conforme a ¢, é um resultado bem conhecido que as curvaturas
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Gaussiana e geodésica de g e g estao relacionadas pelas equagoes

—Aju+ 2K, =2Kgze", em X
ou w (1)
a—n + 2Ky = 2Kge2, em 0.

Aqui, K3 é a curvatura Gaussiana de g e k7 sua curvatura geodésica.

Neste trabalho, apresentaremos a solucao de [30] para

—Agu+ 2K, =2Ke", em X

O | oy = 2het em 0% )
— + 2K, = 2he? m

877 [ Y 9

onde K € C®(X), K < 0, h € C®(0%X) e ¥ tem caracteristica de Euler nio

positiva.

Integrando (2) e usando o Teorema de Gauss-Bonnet, obtemos

/Ke"dvg —i—/ hezdo, = 2mx (%),
s ox.

onde x(X) é a caracteristica de Euler. O que imp6e condi¢oes necesséarias para a
existéncia de solugdo para o problema de prescricao de curvatura. Por exemplo,
quando as fungoes K e h sdo positivas e x(X) < 0, ndo ha solugao para o problema
(3). Pois, se existisse uma métrica g tal que K fosse a curvatura Gaussiana e h
fosse a curvatura geodésica com respeito a métrica g, teriamos, pelo Teorema de

Gauss-Bonnet que

0< / Kdvg—i-/ hdog = 2mx(X) <0,
> %

o que é uma contradigao.

E uma consequéncia do Teorema 1 de [31] que a equacio (2) sempre possui
solugdo com K = sgnx(X) e h = 0, onde sgn(t) = 1, se t > 0, sgn(t) = —1,
se t < 0 e sgn(0) = 0. Dessa forma, como nosso problema ¢é conformemente
invariante, podemos considerar que a métrica inicial g possui curvatura geodésica

nula e curvatura Gaussiana K, = K = sgnx (X). Assim, a equacdo (2) passa a ser

—Agu + 2K =2Ke¥, em ¥

3
@ = 2hez, em 0%, )
on
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com K € C*(X) e h € C®(0%).

O problema (3) é a equacao de Euler-Lagrange do funcional energia [ :
H'(X) — R, definido como

1 ~ u
I(u) = / (5 IVal® + 2Ku = 20" doy, - 4/ hetdo, (4)
Py 2 [)))

ou seja, u é solugao de (3) se, e somente se, u é ponto critico de I.

Observe que, quando K < 0 e h > 0, os termos que possuem a exponencial
em (4) competem entre si, ja que eles possuem sinais opostos. Consequentemente,
nao é evidente se o funcional I é limitado inferiormente ou superiormente. Essa
questao é relevante, pois a limitagao de I é importante para a aplicacao de técni-
cas variacionais. Tais técnicas permitem buscar pontos de minimo ou maximo do

funcional I, o que, por sua vez, leva a obten¢ao de uma solucao para o problema
(3).
O quociente entre as curvaturas prescritas sera muito importante para es-

tudarmos o funcional energia I. Defina a func¢ao © : 0¥ — R como

D(w) = ——l (5)

Veremos posteriormente que, se D(p) < 1 para todo p € 9%, o funcional I é
limitado inferiormente, e portanto, podemos aplicar técnicas de minimizacao para
o funcional I. Porém, quando ®(p) > 1 para algum ponto p € J%, isso ja nao é

possivel, pois o funcional I é ilimitado inferiormente.

O primeiro resultado principal de [30] serda enunciado abaixo.

Teorema 1. Seja (3, g) uma superficie Riemanniana compacta com fronteira, com
X(X) <0, K, =—-1ery, =0. Sejam K € C®(X) e h € C*(09%) tais que K <0
e ®(p) <1 para todo p € 0X. Entao, existe uma métrica g = e*g com Kz = K e

kg =h. Se h <0, entdo a métrica g € unica.

A ideia da demonstracao deste teorema consiste em mostrar que o funcional
I ¢é limitado inferiormente, mostrando que I é coercivo. Dai, consideramos uma

sequéncia minimizante para o funcional / e mostramos que alguma subsequéncia
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converge para um ponto de minimo. Para a unicidade, mostramos que o funcional

I é estritamente convexo se h < 0.
O Teorema a seguir, também demonstrado em [30], esta relacionado com o

caso em que x (X) = 0.

Teorema 2. Seja (X, g) uma superficie Riemanniana compacta com fronteira,
com K, =k, =0. Sejam K € C*(X), K <0 e h e C®(0%) tais que

(a) ®(p) <1 para todo p € ¥;
(b) / h dog > 0.
)
Entao, existe uma métrica g = e"g tal que Kz = K e kg = h.

Novamente, a demonstracao do Teorema 2 consiste em mostrar que I é
limitado inferiormente e possui um ponto de minimo. Observe que tanto o Teorema
1 quanto o Teorema 2 possuem a hipdtese que ® < 1. Essa hipotese fez com que
as demonstracoes desses teoremas fossem menos arduas, se comparadas com o0s
proximos dois resultados. O teorema abaixo trata do caso em que © deixa de ser

estritamente menor que 1. Em contrapartida, precisamos assumir outras hipoteses.

Para simplificar a notacao, considere que ®, denota a derivada de ® na
direcao tangente ao longo de 0%. Enunciaremos agora o terceiro resultado principal
de [30].

Teorema 3. Seja (X, g) uma superficie Riemanniana compacta com fronteira tal
que K, =, = 0. Suponha que K € C*(X), h € C*(9%) sdo tais que K <0 e

(a) D(p) >1 para algum p € I3;
) | hdo<0;
o%

(¢c) D.(p) # 0 para todo p € 0% com D(p) = 1.

Entao, existe uma métrica g = e'g com Kz = K e kg = h.
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Aqui, ndo conseguimos garantir a existéncia de um minimo local para o
funcional energia I. A estratégia para a demonstracao do Teorema 3 consiste em
encontrar uma solugao para um problema perturbado, a qual serd uma solugao
do tipo de sela. Em seguida, serd feita uma analise de blow-up para extrair uma

subsequéncia convergente. Para isso, considere o seguinte problema

—Agu, + 2K, = 2K,e', em Y

) ) 6
Otn + 2h, = 2hpe 2, em 0%, ©)

onde K, K, € CY(X) e hy, h, € C*(0%) sdo tais que K,, = K, K, = K, h, — h
no sentido C.

Considere uma sequéncia (u,), de solugdes do problema (6) e defina o
conjunto singular relacionado a essa sequéncia (ou conjunto dos pontos de blow-

up) como
S={peX: existe (z,), em X com x, = p e u, (x,) = +00}. (7)

Esse conjunto serda bastante explorado em mnosso trabalho. Sob as hipdteses do

Teorema 3, mostraremos que este conjunto é vazio. Defina

Xn = / K,dv, + / hpdo,. (8)
by [

Observe que quando K,, = K, e k, = Ky, tem-se que x,, = 21x ().

O tltimo resultado da dissertagao, demonstrado em [30], serd enunciado a

seguir.

Teorema 4. Sejam (X, g) uma superficie Riemanniana compacta com fronteira e
(tun)n uma sequéncia de solugoes do problema (6). Considere o conjunto singular
S associado a essa sequéncia como definido em (7) e x, como em (8). Suponha

que K < 0. Sob essas hipoteses, as sequintes afirmagcoes sao verdadeiras:
(a) S C{pedX:D(p) >1}.
(b) Se (fz e“”dvg) é limitada, existe m € N tal que

S ={p1,....pm} C{p€IT:D(p) > 1}.
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Neste caso,

| K| et — Zﬁﬁpi e hne%n — Z(ﬁz + 2m)0,,,
i=1

i=1
com f; > 0, onde a convergéncia acima é no sentido de medida e 0,,¢ =
o(p;). Em particular, x, — 2wm.
(c) Se (fz eu"dvg)n ¢ ilimitada, existe uma medida positiva o em X tal que:
| K, | et hne's
=0 e ——— — Oy,
() f |K |6u" faz hn€7 ’dZ‘
(ii) suppo C {p € 90X : D(p) > 1 e D,(p) = 0}.

(d) Se existe m € N tal que ind(u,) < m para todo n € N, entdo S = Sy U S,

onde ind(uy,) € o indice de Morse,

So=SN{pedy:D(p) =1eD.(p) =0} e
Slz{pl,,pk}:Sﬂ{pG(?E@(p) > 1},

com k < m. Se, além disso, x, <0, entdo Sy € vazio.

A demonstracao do item (a) do Teorema 4 baseia-se no Principio Variacio-
nal de Ekeland, que permite concluir que uma funcao v, definida em R x (—ty, +00),

é nao positiva e satisfaz v(0) = 0. A partir dai, a prova é dividida em dois casos:

1. No primeiro caso, mostramos que to = 0, o que implica que p € 9.

2. No segundo caso, utilizamos o Principio do Maximo para obter uma contra-

digao, mostrando que nao pode existir um ponto de blow-up p ¢ 0%.

Além disso, o Teorema de Classificacao (Teorema 1.15.1) garante que D(p) > 1
para todo p € S.

Para o item (b) do Teorema 4, demonstramos que S C {p € 9% : D(p) > 1}
por meio de uma demonstragao por contradicao, utilizando o Teorema de Classi-

ficagdo (Teorema 1.15.1). Para garantir que S é finito, mostramos que cada ponto
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de blow-up esta associado a uma tunica bolha e que a quantidade de tais pon-
tos deve ser finita. Caso contrario, isso contradiria a hipétese de que a sequéncia
( 5 e dvg>n ¢ limitada. As convergéncias em medida mencionadas neste item sao
obtidas observando que, pelo Teorema de Classificacao (Teorema 1.15.1), cada
ponto de blow-up contribui com um termo do somatorio, uma vez que cada um

esta associado a uma tunica bolha.

O subitem (i) do item (c) ¢ demonstrado estabelecendo uma igualdade
especifica, dada em (3.35), e mostrando que um dos lados dessa igualdade decai a

zero numa certa ordem. Em seguida, consideramos dois casos:

o O suporte das fungoes esta contido no interior de X.

o O suporte das fungoes esta contido na fronteira de X.

O resultado segue da definicao de convergéncia fraca em medida e da igualdade
(3.35). Para o subitem (ii) do item (c), mostramos que uma determinada medida
é nula, o que implica que ©.(p) = 0 para todo p € suppo. O resultado segue da

inclusdo suppo C S e do item (a) do Teorema 4.

No item (d) do Teorema 4, demonstramos que, se a sequéncia (ind(u,))n
for limitada, entao a sequéncia ( fz eln dvg)n também serd limitada. Para isso,
utilizamos os lemas da Se¢ao 3.6. Além disso, para mostrar que Sy é vazio quando
Xn < 0, empregamos (3.65) da Proposi¢ao 3.6.2 e o item (b) do Lema 3.4.1 em

uma demonstracao por contradicao.

A dissertagao é baseada no artigo [30] e estd estruturada em trés capi-
tulos. No Capitulo 1, abordaremos ferramentas fundamentais que serao usadas
ao longo deste trabalho. Inicialmente, apresentaremos algumas notacoes e intro-
duziremos alguns conceitos essenciais da Geometria Riemanniana. Em seguida,
discutiremos defini¢oes relevantes da Analise Funcional, das Equacoes Diferenciais
Parciais (EDP’s) e Regularidade Eliptica. O capitulo também dedicard atengio
ao tema central da dissertacao, que é a Geometria Conforme, incluindo um breve
estudo do funcional energia e a apresentacao de resultados importantes do Calculo

Variacional.
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O Capitulo 2 da dissertagdo serd dedicado a demonstracao dos Teoremas
1, 2 e 3. As demonstragoes dos Teoremas 1 e 2 serdo conduzidas sob uma aborda-
gem variacional, utilizando os resultados discutidos até aquele ponto do trabalho.
Para a demonstragao do Teorema 3, sera necessario empregar resultados que serdao
apresentados no Capitulo 3, e também resultados citados no Capitulo 1, como o

Teorema do Passo da Montanha e o Método de Monotonicidade de Struwe.

No Capitulo 3, investigaremos o comportamento dos pontos de blow-up do
problema descrito em (6), que esté relacionado ao conjunto singular S definido em
(7). Este capitulo abordaré conceitos importantes, como o indice de Morse de uma
solugao, e fara uso de resultados do Calculo Variacional, incluindo o Principio Va-
riacional de Ekeland. O objetivo principal deste capitulo é demonstrar o Teorema
4.
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1 Preliminares

Este capitulo tem como objetivo fornecer as ferramentas e conceitos ne-
cessarios para a compreensao dos capitulos subsequentes. Inicialmente, fixaremos
algumas notagoes na Secao 1.1. Em seguida, nas Segoes 1.2, 1.3, 1.4, 1.5 e 1.6,
abordaremos conceitos fundamentais de Geometria Riemanniana. A geometria con-

forme sera brevemente discutida na Secao 1.7.

As Secoes 1.8, 1.9 e 1.10 sao dedicadas a elementos de Analise Funcio-
nal, com foco em espacos de funcgoes e resultados de regularidade eliptica. Na
Secao 1.11, exploraremos algumas desigualdades importantes que serao utilizadas

ao longo do trabalho.

Na Sec¢ao 1.12, estudaremos o funcional energia I. Mostraremos que, quando
D(p) > 1 para algum ponto p € %, o funcional energia é ilimitado inferiormente.
Em seguida, na Secao 1.13, definiremos o indice de Morse e, na Se¢ao 1.14, apresen-

taremos resultados variacionais relacionados ao Teorema do Passo da Montanha.

Por fim, na Segao 1.15, trataremos de um problema em R?, denominado
Problema Limite. Além disso, enunciaremos um resultado crucial para o desenvol-

vimento deste trabalho, o qual chamaremos de Teorema de Classificagao.

1.1 Notacoes

Com esta secdo, pretendemos tornar a compreensao do leitor mais facil
no que diz respeito as notagoes e defini¢oes usadas. Como veremos nas préoximas
secgoes, reservaremos o uso do simbolo Y para denotar uma superficie Riemanniana

compacta de dimensao 2.

e No decorrer deste trabalho, iremos abreviar somas tais como Zuiv’ para a
‘ i
forma u;v*, ou seja, indices repetidos em diferentes termos, aparecendo uma

vez acima outra abaixo, representam uma soma. Essa notacdo é conhecida

como notacao de Einstein para o somatério ou convencao de soma de Eins-
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tein. Geralmente, o indice varia de 1 a dimensao da variedade, que em nosso
caso é 2. Em momentos oportunos, poderemos fazer um abuso de notacao
ao interpretar como uma soma indices repetidos com ambos estando acima

ou abaixo, por exemplo Z W;V; = W;;.

(2

e Sejam M um conjunto e f: M — R uma func¢ao. Defina

S (p) =max{f(p),0} e f (p) =min{f(p),0}.

As fungoes f* e f~ sdo chamadas, respectivamente, de parte positiva e parte

negativa de f.

e R2 ={(s,t) eR?:¢>0}.

Sejam (X, g) uma superficie Riemanniana com fronteira, p € ¥ e r > 0.
Defina

e B(p)={zex:dp) <r}.
« Bf(p)=DB,(p)NZ, sep € L.
« I'v(p) = 0B (p) N O%.

« 0"B:(p) = 0B} (p) \ T':(p).

« Defina

B (0) = {(s.t) € B,(0) CR*: ¢ > 0}.

. A(O;T,R):{xeRi:r< || <R}.

e Sejam X um espaco topolégico e uma aplicagao f : X — R. Definimos o
suporte de f, denotado por supp f, como o fecho do conjunto dos pontos de

X que nao anulam f, isto é,

supp f = {z € X : f(z) # 0}.

e Sejam (X, d) um espago métrico e Y um subconjunto limitado de X. Defini-

mos o didmetro de Y como

diamY = sup d(z,y) < +o0.
z,yeyY
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e Definimos a média de uma funcao f : M — R como

fM fdv, = Uol(lw /M fdv,.

o Dado m € R, dizemos que uma fungao real f é da ordem O(|x|™) quando

x — 0 ou oo, e escrevemos f = O(|z|™), se existe 6 > 0 e C' > 0 tal que

|f| < Clz|™, para todo |z| < ¢ ou |z| > 5 respectivamente.

o Dizemos que f = o(|x|™) se

@)
z—0 |:L‘|m

1.2 Variedades Riemannianas

Nesta se¢ao abordaremos alguns conceitos de Geometria Riemanniana que
usaremos no decorrer deste trabalho. Usamos como principais referéncias os co-
nhecidos textos [14] e [27]. Comecemos com a defini¢do de métrica e variedade

Riemanniana.

Definicao 1.2.1. Seja M uma variedade suave com ou sem fronteira. Uma mé-
trica Riemanniana em M é um tensor suave g do tipo (2,0) tal que em cada
ponto p € M, a aplicacio associada g, : T,M x T,M — R é um produto in-
terno em T,M . Uma variedade Riemanniana é um par (M, g), onde M é uma

variedade suave e g € uma métrica Riemanniana em M.

Quando a métrica Riemanniana estd implicita, dizemos simplesmente que
M ¢é uma variedade Riemanniana. Além disso, dados u,v € T,M, é comum denotar
gp(u,v) como (u,u). O teorema a seguir nos diz que qualquer variedade suave pode

ser munida com uma métrica Riemanniana.

Teorema 1.2.2 (Existéncia de Métricas Riemannianas). Toda variedade suave M

com ou sem fronteira possui uma métrica Riemanniana.

Dada uma variedade Riemanniana orientada (M, g) de dimenséao n, existe

uma Unica n-forma diferencidvel dv,, chamada de forma de volume Riemanni-
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ana (ou elemento de volume) de M que satisfaz
dvg (Ela ceey En) = 1,

para todo referencial ortonormal local orientado (Ey, ..., E,) de M. Em coordena-

das, dv, pode ser escrita como

dvy, = \/@dx,

onde e |g| = det(g;;) e gi; sao as componentes da métrica ¢g nestas coordenadas.

Definimos a integral de uma funcao f : M — R como

/M fdv,.

Em particular, considerando f constante e igual a 1, o volume de uma variedade

Riemanniana compacta (M, g) é dado por
vol (M, g) :/ dv,.
M

Na definigao abaixo, X(M) denota o conjunto de todos os campos vetoriais

suaves definidos em M.

Definicao 1.2.3. Uma conexdo afim V em uma variedade suave M é uma

aplicagao
VX (M) x X (M) — X (M),
denotada por VxY =V (X,Y), tal que
(a) VxY éC>®(M)-linear em X, ou seja,

Vixitex,Y = fVx,Y +9Vx,Y, para todo f,g € C™ (M).

(b) VxY €éR-linear em Y, ou seja,

Vx (aY] +bYs) = aVxY) + bV xYs, para todo a,b € R.
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(c) V satisfaz a sequinte regra do produto

Vx (fY)=(Xf)Y + fVxY, para todo f € C* (M).

VxY ¢é chamada a derivada covariante de Y na direcio de X para a conexdo

V.

Teorema 1.2.4 (Conexao de Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana

(M, g), existe uma unica conexao afim V satisfazendo as condigoes:

(a) [X,Y] =VxY — VyX (simétrica);

(b)) Xg(Y,Z) =9 (VxY,Z)+ g (Y,VxZ) (compativel com a métrica).

A conexao dada pelo Teorema 1.2.4 é chamada de conexao de Levi-
Civita ou conexao Riemanniana. A menos que seja mencionado o contrario, a

partir daqui, serao consideradas apenas conexdes Riemannianas.

Os simbolos de Christoffel Ffj de uma conexao afim V sao definidos, em

um sistema de coordenadas, como

0 0
, 0 9
v«?i 0z; Y 0xy,

0 . Das defini¢oes de
al’i

Por simplicidade, podemos usar a notagao 0; para denotar

Ffj e gi; obtemos que

P?j = ;gkl (9igji + Ojgi — igij) »
onde (¢%) é a matriz inversa de (g;;).
Dada uma variedade Riemanniana (M, g) e uma conexao Riemanniana V,
a aplicagdo R: X (M) x X (M) x X (M) — X (M) definida como
R(X,)Y)Z :=VxVyZ -VyVxZ —-Vixy|Z (1.1)
é C™ (M )-multilinear em X, Y e Z. Suas componentes em coordenadas sdo dadas

por

R (8,, 83) 8k - Ri]kal
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E possivel mostrar que

Rl = 01 — ;T + T, I, — THTY,.

)

Podemos observar que R é um tensor do tipo (3,1). O tensor R definido em
(1.1) é chamado de endomorfismo curvatura da variedade Riemanniana (M, g).
Através da métrica g, definimos o tensor curvatura de (Riemann) Rm, do tipo
(4,0), como

Rm (XY, Z,W)=(R(X,Y)Z,W).
Em coordenadas,
Rijri = Rm(0;, 05,0, 0;) = Gim R
Terminamos esta se¢do com um resultado que revela algumas simetrias do
tensor curvatura:

Proposicao 1.2.5. Para quaisquer campos de vetores X, Y, Z, W tem-se que

(a) Rm(X,Y,Z,W)=—Rm(Y,X,Z,W).
(b) Bm (X,Y,Z,W) = —Rm (XY, W, Z).
(c) Rm(X,Y,Z,W) = Rm (Z,W,X,Y).

(d) Bm (X, Y, Z, W)+ Rm (Y, Z, X, W)+ Rm (Z,X,Y,W) =0 (primeira iden-
tidade de Bianchi).

O resultado a seguir é de suma importancia para esta dissertacao e serao

usados repetidamente no capitulo seguinte. Eles podem ser encontrados em [28].

Lema 1.2.6 (Lema de Simetria). Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e

A:(—¢,e) X [a,b] = M uma aplica¢io suave. Entao,
DsﬁtA = DtasA.
Além disso, para todo campo suave V' ao longo de A ((—e,€) X [a,b]), tem-se

D,D,V = DD,V + R(3,A, ), A)V.
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1.3 A Curvatura Gaussiana

Sejam M C M uma subvariedade de uma variedade suave M. Considere
XY ex(M)eX,Y e %(M) extensoes suaves de X e Y, respectivamente.
Decompondo \Y XY/ em suas componentes tangente e normal, respectivamente, ob-

temos

@XY: (VXY>T—|— (@X?)J— (1.2)

, ~ o aNT
E possivel mostrar que (V XY) independe das extensoes de X e Y. Assim, po-

demos simplesmente denotar as extensoes como os préprios X e Y.

Definicao 1.3.1. A segunda forma fundamental de M ¢ a aplicagio 11 :
X(M)xX(M)— NM, dada por

IT(X,Y):= (VxY) (1.3)
onde NM ¢ o fibrado normal de M.

Suponha que a dimensao de M é dim M — 1 e que existe um campo normal
N ao longo de M. A segunda forma fundamental escalar ¢ o tensor h do tipo
(2,0) definido como

h(X,Y)=({I(X,Y),N).

Uma propriedade importante é que I1 é simétrico. Consequentemente,
h(X,Y)=h(Y,X), para todo X, Y € X(M).
Segue da definicao da segunda forma fundamental que
IT1(X,)Y)=h(X,Y)N. (1.4)

Além disso, existe um campo tensorial A do tipo (1,1), que podemos pensar como

um endomorfismo de T'M, denominado de operador de forma de M, tal que

h(X’Y> = <X7A(Y)>7
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para todo X, Y € X (M). Desde que h é simétrico, A é autoadjunto, isto é,
(X, A(Y)) = (A(X),Y),

para todo X,Y € X (M). Observe que os sinais de h e A dependem da escolha de
N.De (1.2), (1.3) e (1.4), obtemos a férmula de Gauss para hipersuperficies,
dada por

VxY =VxY +h(X,Y)N.
Além disso, dados X,Y € X (M), usando que (Y, N) = 0, obtemos
(A(X),Y)=h(X,Y)=(VxV,N) == (VxN,Y). (1.5)
Como <@XN, N> = ;@X IN|> =0, segue que Vx N é tangente a M. Entao, (1.5)
implica que
A(X)=—VxN.

Agora considere M = R"'. Como Rm = 0 em R"™, a equagio de Gauss

para hipersuperficies em R"*! ¢

R (X,Y, Z W) =h(X,W)h(Y,Z)—h(X,Z)h(Y,W).

Em cada ponto p € M, o operador de forma A, : T,M — T,M é uma
transformacao linear auto-adjunta. Portanto, existe uma base ortonormal de auto-
vetores {ey, eq,...,e,} de T, M, ou seja, A, (e;) = k;e;, com k; € R. Chamamos os
autovalores k; de A, de curvaturas principais de M em p, e os correspondentes

autoespacos sao chamados de direg¢oes principais.

A curvatura Gaussiana de M em p é definida como

K(p)=det A, =ky-...- ky.

O célebre resultado que serd enunciado a seguir, pode ser visto em [27].
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Teorema 1.3.2 (Teorema Egregium de Gauss). Seja M C R3 uma superficie e
g a métrica induzida em M. Para todo ponto p € M e qualquer base {X,Y} de

T,M, a curvatura Gaussiana de M em p é dada por

_ Rm(XY,V.X)
TP -

(1.6)
Portanto, a curvatura Gaussiana é um invariante por isometrias de (M, g).

Com o teorema acima como motivagao, definimos a curvatura Gaussi-
ana de uma variedade Riemanniana (M, g) de dimensao 2 (nao necessariamente

mergulhada em R?) pela formula (1.6).

1.4 Geodésicas

Antes de definir a curvatura geodésica, definiremos um tipo especial de

curva, a qual inspira o nome desse tipo de curvatura.

Em geral, uma curva em uma variedade suave M é uma aplicagdo suave

~v:I — M, onde I C R é um intervalo.

Um campo vetorial ao longo de uma curva v : I — M ¢é uma
aplicagao suave V : I — T'M tal que V(t) € T,y M para todo t € I. Vamos
denotar por J () o espacgo dos campos de vetores ao longo de 7. Um exemplo de
campo de vetores ao longo de uma curva 7 é o seu vetor velocidade v'(t) € T, M
para todo t € I.

Dada uma curva v : [ — M e um campo vetorial X € X (M), obtemos

um campo vetorial suave V' ao longo de v fazendo V() := X ).

Um campo vetorial V' ao longo de uma curva v é dito estendivel se existe
um campo vetorial X definido em uma vizinhanga de «y (1) tal que V() = X,
para todo t € I. Como ¢ possivel encontrar uma curva v : I — M tal que existem
to, t1 € I distintos com 7(tg) = v(t1) e v/ (to) # 7' (t1), temos que nem todo campo
vetorial ao longo de uma curva é estendivel (pois, neste caso, 7/ (tg) = V(tg) #
V(t1) = 7' (t1) e, para qualquer X € X (M) temos que X,0) = Xy@1y))-
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Considere que V ¢é a conexao Riemanniana em uma variedade Riemanniana
(M, g). E um resultado bem conhecido que, para cada curva v : I — M, V

determina um tnico operador

que satisfaz as seguintes propriedades

(a) Linearidade sobre R:

Dy (aV +bW) = aD;V + bD,W, para todo a,b € R.

(b) Regra do Produto:

D, (fV) = f'V + D,V, para toda f € C*(I).

(c) Se V é estendivel, entao qualquer extensao V de V satisfaz

DV (t) = V,y/(t)f/.

Definimos o campo vetorial D;y" ao longo de uma curva v em M como a
aceleragao de v. Uma curva é uma geodésica se sua aceleracao ¢ nula, ou seja,
D' = 0 para todo t. O teorema a seguir, que pode ser encontrado em [14], garante

a existéncia e unicidade de geodésicas.

Teorema 1.4.1 (Existéncia e Unicidade de Geodésicas). Seja (M, g) uma vari-
edade Riemanniana. Dados p € M, v € T,M ety € R, existem um intervalo
aberto I C R contendo ty e uma geodésica v : I — M satisfazendo v(ty) = p
e v (tg) = v. Além disso, duas geodésicas com essas mesmas condi¢oes coincidem

em seus dominios em comum.

1.5 A Curvatura Geodésica

Na se¢ao anterior discutimos um pouco sobre um tipo de curvas especial-

mente importante para a Geometria Diferencial: as geodésicas. Agora definiremos
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uma curvatura que guarda estreita relagao com as geodésicas, nao sendo atoa que

ela recebe o nome de curvatura geodésica.

Seja (2, g) uma variedade Riemanniana orientada de dimensao 2. Considere
que vy é uma curva parametrizada por comprimento de arco. Dessa forma, existe
um tnico campo vetorial unitario N ao longo de « tal que {7'(s), N(s)} é uma
base ortonormal orientada de T',5)M para todo s. A curvatura geodésica k, de

~ em pontos suaves de v é definida como

kg(s) = (D57 (s), N(s)) -

Como |7/(s)| = 1, segue que Dyy/(s) é ortogonal a 7/(s). Logo, podemos escrever
Dyv'(s) = ky(s)N(s). Dessa forma, uma curva é geodésica se, e somente se, sua

curvatura geodésica é identicamente nula.

1.6 Operadores Diferenciaveis

Nesta secao definiremos alguns operadores diferenciaveis bem conhecidos,

que serao bastante usados no decorrer do texto.

Definigao 1.6.1. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana com ou sem fronteira
e f € C®(M). Defina o gradiente de f, denotado por V,f, como o unico campo

vetorial que satisfaz
para todo X € X (M).

Em coordenadas, temos que

_ iy 9f 0

V,f

Definicao 1.6.2. Defina o operador divergente div, : X (M) — C™ (M)

como

divy X = try (Y — Vy X).
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Em coordenadas,

divy X = g9 (Ve X, 0;) = 0" +v'T; = —=0; (UZ |g|> ,

Vgl

com X = v'0;.

Defini¢ao 1.6.3. O Laplaciano de uma fungio f € C™ (M) com respeito a

métrica g, denotado por Ayf, € definido como

A, f =div, (V,f).
Em coordenadas, o Laplaciano é dado por

N —— (Vislg"2:) = > (0 - T30) (1.7)
9] k=1

A menos que seja dito explicitamente o contrario, a partir daqui, usaremos
Vf e Af para denotar, respectivamente, o gradiente e o laplaciano na métrica

euclidiana (denotada por ¢).

Agora apresentaremos um resultado que serd usado frequentemente neste

texto.

Teorema 1.6.4 (Teorema da Divergéncia). Seja (M, g) uma variedade Rieman-

niana orientada. Se X é um campo vetorial suave com suporte compacto e f €
C> (M) entao
/ fdingdvg:—/ (Vof, X)dv, + f{(X, N) dop,
M oM oM

onde N € o campo vetorial normal unitario apontando para fora ao longo de OM

e h é a métrica Riemanniana induzida em OM .

1.7 Geometria Conforme

Definigao 1.7.1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Uma métrica Rieman-
niana § € conforme a g se existe uma fungdo positiva diferencidvel f : M — R tal

que g = fg. FEssa funcao f é chamada de fator conforme.
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Observe que a relagao
g ~ g se, e somente se, g é conforme a g

¢ uma relacao de equivaléncia. Denotamos por [g] a classe (familia) de métricas

conformes a g em M.

Além disso, dadas duas superficies Riemannianas (M, g) e (N,g), as mé-
tricas ¢ e g sao conformemente equivalentes se existe um difeomorfismo F' :

M — N e uma funcao suave ¢ : M — R estritamente positiva, tal que
F*g = e%g.

Aqui, F*g representa o pullback da métrica g por F, ou seja, F*g é a métrica em

M obtida ao puxar g de N via F.

E conhecido que dada uma superficie Riemanniana compacta (X, g), para
cada ponto p € 3, existe uma vizinhanca coordenada U tal que a métrica g nessas
coordenadas é conforme a métrica Euclidiana, ou seja, g = €0 em U, onde § é a

métrica Euclidiana em Ri.

O seguinte resultado é bem conhecido e muito importante para nossos es-

tudos.

Teorema 1.7.2. Sejam g e g duas métricas Riemannianas em uma superficie X
tais que g = e%g, para alguma funcdao suave u definida em . Entdo,

—Agu+ 2K, =2Kze", em X

du u

— + 2K, = 2Kgez, em 0.

nyg
Onde K, e Kg sao as curvaturas Gaussianas das métricas g e g, respectivamente,
e Kg € Ky sGo as curvaturas geodésicas de OX com respeito das métricas g e g,

respectivamente.

Uma consequéncia do Teorema 1 de [31] é o seguinte resultado:

Proposicao 1.7.3. Seja (3,9) uma superficie Riemanniana compacta. Entao
existe u € C™ (X) tal que a curvatura Gaussiana é igual a K e a curvatura geodé-

sica h € identicamente nula, onde

K=0sex(X)=0, K=—-1sex(¥)<0, K=1sex(X)=1.



1.8. ANALISE FUNCIONAL E EDP’S 23

A solucdao € unica a menos de uma constante mo primeiro caso, unica no

sequndo caso, e unica a menos de uma transformacao de Mobius no terceiro caso.

Dessa forma, sempre podemos assumir que a métrica g é a métrica dada

pela Proposicao 1.7.3.

1.8 Analise Funcional e EDP’s

Aqui, descreveremos sobre fatos de Anélise Funcional e Equacgoes Diferen-

ciais Parciais. Maiores detalhes podem ser vistos em [7] e [2].

Definicao 1.8.1. Seja (X, || - ||) um espago vetorial normado. Defina uma métrica
d em X como d(x,y) = ||z —y||. Dizemos que (X, || -||) é um espago de Banach

se o (X,d) é completo.

Definicao 1.8.2. Seja X um espaco com produto interno. Dizemos que X € um
espago de Hilbert quando X € um espaco de Banach com a norma proveniente do

produto interno.

Definigcao 1.8.3. Seja X um espago de Hilbert. Uma sequéncia (x,), em X

converge fracamente para x, e denotamos como x, — x, se
(@n,y) = (z,9),
para todo y € X.
Lema 1.8.4. Se x, — x em um espaco de Hilbert, entao
||| < liminf ||z,||.

Definicao 1.8.5. Seja T : X — Y um operador linear entre espacos de Banach.

T é dita compacta se para todo compacto A C X, temos que T(A) C'Y é compacto

em Y.

Lema 1.8.6. Seja H um espago de Hilbert e X um espagco de Banach tal que
H C X seja uma inclusao compacta, ou seja, a aplicagio inclusio i : H — X
¢ compacta. Entao, dada uma sequéncia limitada (z,), em H existem uma sub-

sequéncia (T,, ) € v € H tais que x,, —x em H e x, — x em X.
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O resultado a seguir pode ser encontrado na Segao 8 de [2].

Teorema 1.8.7 (Principio do Maximo). Sejam (M, g) uma variedade Riemanni-
ana compacta, X € X (M) e h € C* (M) ndo positiva. Suponha que u € C* (M)

satisfaz
Agu+ (X, Vu) + h(z)u > 0.
Seu < m, ondem >0, entao

(a) u=m, ou

(b) u(z) < m, para todo x € M.
Além disso, se p € OM, u é continua e u(p) = m > 0, entao a derivada normal
para fora em p, se existir, satisfaz ‘g—:;(p) > 0, desde que p pertenca da fronteira de

uma bola contida em M. Mais ainda, se h = 0, a mesma conclusao é verdadeira

para m < 0.

1.9 Espacos de Funcoes

Esta secdo ird abordar alguns espagos vetoriais que serao usados do decorrer
deste trabalho. Em particular, ela servira de suporte para a secao seguinte. Para
mais detalhes, ver [4] e [16].

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Para cada 1 < p < oo, defina o

espago

Lp(M):{u:M—>R:/M|u|pdvg<oo}/~,

onde a relacao de equivaléncia ~ é tal que duas fungoes sao equivalentes se elas

sdo iguais a menos de um conjunto de medida nula. A norma || - ||z» ¢ definida

1
ol = ( [ dvg) -
M

CcOo1mo
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Antes de definir o espago L (M), precisamos definir o supremo essencial

de uma funcao u : M — R:

ess supu = inf {c € R: a medida p({p € M : u(p) > c}) =0}.

Definimos o espago L™ (M) como
L® (M) ={u:M — R : ||ul]|p~ < 00},
com a norma || - ||z~ dada por

||| L = ess sup |ul.

Dentre todos os espagos LP (M), com 1 < p < oo, 0 espago L? (M) possui
a propriedade especial de somente ele ser um espago de Hilbert quando munido

com o produto interno

(u,v)Qz/ uvdvyg,
M

que induz a norma || - || z2.

Dadas fungoes u € LP (M) e v € L1 (M) comlgp,q<ooe]l?+%:1,a

Desigualdade de Ho6lder é um resultado bastante conhecido que nos diz que

lwvllr < Jlullze o]l za-

Sejam 1 < p < co e k > 0 inteiro. O espago de Sobolev WP (M) é o

completamento do espago C*° (M) em LP (M) com a norma

k v
lellr = (Z/ ’vju‘pdvg) |
=17 M

Usualmente, denotamos o espago W*? (M) como H* (M). Trabalharemos bastante

com o espago de Sobolev H! (M), munido com a norma

||u||§,1:/Mu2dvg+/M|vgu|2dvg.
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E um fato conhecido que uma funcao u € Wh» (M) se, e somente se, as derivadas

de u existem, a menos de um conjunto de medida nula, até a ordem k e

u, |Vul, ...,

Vhu| € 17 (M).

O espago H] (M) ¢ o completamento de Cy (M) com respeito a norma
| - |lg1, onde Cy (M) é o conjunto das fungoes C*° (M) com suporte compacto

contido no interior de M.

1.10 Regularidade Eliptica

Nesta se¢ao, apresentaremos alguns resultados relacionados a regularidade

eliptica.

Defini¢ao 1.10.1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Um operador di-
ferencidvel linear A de ordem 2m em M, escrito em rela¢ao a uma carta coor-

denada (U, ), é uma expressao da forma
2m
Au) = Zail...ilvil---vilu,

=0

onde a;, 4, sio fungoes suaves em U e u € C*™ (M). Os termos de maior ordem,
que sao os termos de ordem 2m, sao chamados de termos lider (assumindo que
aom € nao nulo). Dizemos que o operador A € eliptico em um ponto x € U se existe
Az) > 1, tal que

[P M) ™ < @iy Wi Wi, < M) 0],

para todos os vetores w. O operador A é uniformemente eliptico em U se é

possivel escolher A(x) constante.

Teorema 1.10.2 (Mergulhos de Sobolev). Seja (M, g) uma variedade Riemanni-

ana compacta de dimensdao n. Entdo

_np_ n /e . ,
(a) WFP (M) C L+, se 1 <k < » (inclusdo continua).

(b) Whv (M) C CO (M), a =1— ., sep>n (inclusdo continua).
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(c) WFP (M) C C* 1Y (M), para todo k > 1.
(d) Se kp > n, entdo

WP (M) c C* 52 (M) (inclusio continua).
(e) Se w € WFP (M) para todo k > 1, entdo u € C* (M).

Em [9], encontramos o seguinte resultado:

Teorema 1.10.3. Seja (3, g) uma superficie Riemanniana compacta com fron-
teira. Entdo, o traco do operador u € HY(X) — ulyy € LP(9X) € continuo e

compacto, para 1 < p < o0.

Teorema 1.10.4 (Teorema de Compacidade). Seja M uma variedade diferencid-

vel de dimensao n.

(a) WEa(M) C L"(M), se + >

1k (Inclusdo continua,).
q n

(b) Sen >3, entao W*4(M) cC L' (M), para + > é— E (Inclusdo compacta).

(c) Sen =2, entio W"? (M) CC LP, para todo 1 < p < co. (Inclusdo com-
pacta).

(d) Whn (M) cC C*(M), se 2 <=2 ¢ a € (0,1). (Inclusdo compacta).

1
q

Além disso, segundo a secao 3.2 de [9], se (3, g) é uma superficie com bordo,
entdo o operador trago, que associa uma fungdo u € H' (X) a ul,y € LP (9%), ¢

continuo e compacto, para todo 1 < p < oo.

Proposicao 1.10.5 (Desigualdade de Poincaré). Seja (M, g) uma variedade Rie-

manniana de dimensdao n. Entao, existe C' > 0 tal que

2
/ <u—][ u) dvggC/ IV ul? du,,
M M M

para toda uw € H* (M).
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O resultado a seguir é uma versao mais geral da proposi¢do acima no con-
texto em que estamos trabalhando, superficies compactas, ele pode ser encontrado

na segao 3.2 de [9].

Teorema 1.10.6 (Desigualdade de Sobolev-Poincaré). Seja (3, g) uma superficie

compacta. Entao, para qualquer 1 < p < 400, existe C' > 0, que depende somente

</E u—]éupdvg>; §C</2|Vgu|2>;,

para toda v € H' (X).

de X e p, tal que

1.11 Desigualdades importantes

Lema 1.11.1 (Desigualdade de Young). Sejam p,q € R positivos tais que %Jr% =
1. Para quaisquer a,b € R nao negativos e £ > 0, vale
P

1
ab < >-aP + —b.
P q&4

Lema 1.11.2 (Desigualdade de Jensen). Sejam (M, g) uma variedade Rieman-

niana, f : M — R uma funcao integravel e ¢ : R — R uma funcao conveza.

Entao,
1 1
7 (voz (1) /Mf d”Q) = bl (M) /M"” © Jvy.

O resultado a seguir nos fornece algumas desigualdades importantes, conhe-

cidas como desigualdades de Moser-Trudinger, esse resultado pode ser encontrado
nos Corolarios 3.5 e 3.7 de [9].

Teorema 1.11.3. Seja (X, g) uma superficie compacta. Existem constantes Cy, Cy €

R, dependendo somente de X2, tal que

1
(a) log/ e'dv, < 16/ IV ul” + Cy, para todo u € H ().
b T Jn

1
(b) log/ e'dv, < 877/ IV ul” dv, —|—][u+01, para todo u € H' (X2).
> 2 >
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1
(c) log/ e'do, < / IV ul? —I—][ u+ Cy, para todo u € H' (X).
0% am Js %

Também usaremos o seguinte resultado classico da teoria de medida e in-

tegracao:

Lema 1.11.4 (Lema de Fatou). Sejam p uma medida e (u,), uma sequéncia de

funcoes mensurdveis nao negativas. Entao,

/(lim inf f,,) dp < lim inf/fndu.

1.12 O Funcional Energia

Sejam (X, g) uma superficie Riemanniana, K € C* (X) e h € C* (0%). Se
g ¢ uma métrica Riemanniana em ¥ tal que g = e"g, para alguma funcao suave u,
com curvatura Gaussiana e geodésica K e h, respectivamente, do Teorema 1.7.2,

temos

—Agju+ 2K, =2Ke", em X

1.8
Ou | 2ky = 2he?, em 9% (18)
on

Defina o funcional energia I : H' (3) — R como
1 v
I(v) = / < IV u* 4+ 2K,0 — 2K6”) dvg + 2/ (ngv - 2h65> doy.
£ \2 ox.
Note que, dados u,v € H* (X), temos

—| I(u+tv) = / ((Vgau, V) + 2K0 — 2Kve") dvg + 2/ (/-@g - he%) vdoy.
dt s o

t=0

I(u + tv) =
=0
0,Vv € H (2). Além disso, se u € H' (X)) satisfaz essa condigdo, dizemos que u é

d
Isso implica que se u é solugdo Riemanniana de (1.8), entdao —

uma solugao fraca de (1.8). Em particular, da teoria de regularidade eliptica, u é

suave.

Para o lema a seguir, considere um ponto p em 9.
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Seja ¢ = p+qan(p), onde n é o vetor normal e unitario apontando para fora
ao longo de 0% e ¢o > 0 pequeno o suficiente para que ¢ pertenca a uma extensao

regular de X.

Dado um parametro p tal que pd(x,q) > 1 para todo x € X, defina as

funcoes

42
SR le) s ).

Pug:2—R Puq = Pug — l0g | K]. (1.9)

Lema 1.12.1. Seja p € 9% tal que D(p) > 1 e seja I : H' (X) — R, definido por

1 o u
I(u) = / (|Vgu|2 +2Ku — 2Ke“> dv, — 4/ he2doy.
5 \2 ox

Entao, supondo K < 0, existe go > 0 tal que
1 1

Pu,q
I(puq) — —00 e / e 2 do, = +00 quando j1 N\ = —.
(Pra) % ! dp.a) @

Onde ¢, foi definida em (1.9).

Demonstracao. Inicialmente, note que

[ (@pq) = /E |V g @rual® + 2f(¢mq - 2K6¢“’q> dvg — 4/82 he%dag

Pu,q _ log|K]|

<1

2
1 -

[ (L9 + 2y 2t i, s [ 4,
1
(5

[
- L |
— / ‘V@uqu +2K@, 4+ Qesﬁu,q) dv, — 4/ 76%&79
- o \/@
1 % b
= / (Q‘V(‘b%q’Q +2K¢,q + Qew,q) dv, — 4 ©€%dag.
. 0%

Observe que

|vg§5ﬂ,q|2 = ‘Vg%qu + ‘Vg log ‘KH2 - 2<V990u,q7 V,log |K|>
< |vg§0u7q’2 + |Vg log |K||2 + 2|Vg90u,q‘|vg log |K||.

Da desigualdade de Young (Lema 1.11.1), temos que

1
2|V 4l Vglog K| < 2€‘Vg90u,q|2 + @|V9 log |K|’2-
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Dessa forma,
- 1
|Vg‘pu,q‘2 < ‘Vg%qu + |V log ‘KH2 + 2€|V990W1‘2 + @|V9 log |KH2
1
= (14+29)|Vual? + (1 55 ) IV, log K.

Logo,

1 1
2/E|v¢u7q’2dvg < (2 +5) /E Veppql*dvg + C-, (1.10)

1 1
onde C, = 5 (1 + 852> /2 |V, log | K||*dv,.

8m(1+ 0s(1) + O(g3))

[/ 12qs — 1

Afirmacao 1.12.2. / V0,4 dv, < +C.
s

Note que

/|vg¢u,q‘2dvg :/ ’vg¢u,q|2dvg+/ |<Pu7q’2dvg'
by I\B(148)g, () B(145)qy (@)NE

Usando a defini¢ao de ¢, 4, para todo x € ¥, obtemos

— (,LL2d2<$, Q) _ 1)2 8/L4vgd2(56, q)
Vo) = ‘ 412 (12d2(x,q) — 1)
2 Vo)l 42d@,q)|V,d(x,q)
MR 1 RB(rg) 1

< R e
= 2R 1
pois |Vyd(z,q)| <1 e pd(x,q) > 1.
Considere coordenadas normais centradas em ¢ e note que

dUg = (1 + O(q;))dl’, d(q,[E) = |[L’|, para x € B(l+5)q2(Q) n.

Além disso, por (1.11) temos

2
/ V0.4l dvg S/
B(146)q5 (9)NE B,

(1+6)qz

164 |2
0
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onde

B(JE+5)QQ (0> - {‘T = B(1+5)q2 (O) F X > 5(]2}

em coordenadas normais centradas em ¢. Note que nestas coordenadas, o ponto p

corresponde ao ponto (0, gz).

Como & € B(146),(0), entdo p|z| < 1+05(1) quando p — q%. Dessa forma,
de (1.12), obtemos que

16| z|?
/ Vooualny < [ S g
B(14.6)g, (@)NZ B(+1+5)q2(0) Y .
2
)
< 16(1 + 05(1) 4+ O(g3)) / —_dx.
? Bgm‘u(o) (p2]z]? —1)2

(1.13)

Como estamos interessados em integrar sobre a regido correspondente a
B(116)gonx, precisamos integrar a regiao de B(i14)4,(q) que situa-se acima do seg-
mento de reta que passa por p. Vamos usar a Figura 1 para determinar os limi-

tes de integragdo em coordenadas polares. Note que o angulo deve variar de «

=

a2

e A —

q

Figura 1 — Figura usada para auxiliar na obten¢ao dos limites de integragao.

a m — a. Mas, devido a simetria do problema, vamos considerar o angulo vari-
m .. .
ando de a a 5 e multiplicar a integral por 2. Para calcular «, basta perceber que
7 1
(1+0)g2  1+90

sina = . Donde segue que o = arcsin . Além disso, para

1
+9
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deduzir os valores que r pode assumir, basta observar que, para cada angulo 6,

sinf = 2. Donde obtemos que r = 2 Dessa forma,

r sin 6
(1+4)q 120
P dpdo. (1.14)
/;(t-&-é) (:U’ |$’2 - 1 /arcsm /;“m 1)
Fazendo a mudanca de varidveis t = u?p* — 1, obtemos que dt = 2u2pdp e, conse-
quentemente,
(140)q 2
/ / i dpdd
arCSln 51n9 )
(1+6 2/1, a5 2-1 dtdo
N / Lt t?
arcsin m Sln2(9) —
B 1 _
_ 2 i (1252)2 2(]% 1 de
T 2 L A
arcsin o sinZ(0)
2 1 2 in%(0
:—/ R 1d9+/ Sl()ede
arcsinl—_‘l_s ( + ) w=qz — aurcsmlT_(s :u Q2 — Sl ( )
us 92 9
< / : %d& (1.15)
arcsin 735 ﬂ q2 — sin (9)

Pois p1go > 1 implica (1 + 60)?uqs —1 > (1 +6)* — 1. E assim,

1 1

O v omeg—1 " a+op—1

Donde,

Wl

1 m 1 1
< <(=-— i = C(9).
0—/mm( T opeg 10 S <2 msmué) axoz—1_ 0

14
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Além disso,

us

£ . 2 0
/ 2 sin®( )2 a0
arcsin 1= /‘L q2 — sin (0)

< % —1 df
o »/arcsm /4L q - SIDQ(Q)

1+

SR {aretan ("'qu%_l tan(@))] 2

gz

s 1
arcsin T+

1 Vg —1 1
= (;T — arctan (M tan (arcsin i ))) )

fig2/ 12q3 — 1 Ha2 0
< T . (1.16)

w1

Onde na pentltima linha usamos que lim tan(d) = 400 e lim arctan(d) = z
AN 6—+oco 2

NG Hq2 1+4
aproxima de zero com valores maiores que zero.

12q3 — 1 1
E, na ultima linha, usamos que lim arctan | —— tan (arcsm ) se

Logo, de (1.13), (1.14), (1.15) e (1.16), obtemos que

2
/ Vol < 1601+ 0s(1) + O(cH) [
B(14.6)g9 (0)NE

Ju

—  dx.
(2l = 1>2 !

+
(1+5) ©)
2g2

< 32(1 + 0s(1) + O(q3) / dpd9

sin 0 9
1+§

§1a1+%()+0@9x/ &n@) o+ C

arcsin —— :u q — sin (9)

1+6

87 (1 + 05(1) + O(g3))
f1g21/ 123 — 1
Observe que para todo x € ¥\ B(144)4,(¢), temos que

d(x,q) = (14 0)qe.

< +C (1.17)

Dai,
1 1 1
< <
pPd*(z,q) =1 = (14+0)2p%¢3 —1 = (140)? —

(1.18)
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pois pu2qs > 1.
Usando (1.11) e (1.18), temos que

dptd(z,q)  _ Aptd(z,q)

<
|Vg¢u,q(x)| > Mgdg(l,7q) 1= (1 +5)2 1’

para todo x € 3\ B(144)4,(q). Donde segue que

/ Vioualdy < C10) (119
E\B(1468)¢5 (@)

De (1.17) e (1.19), segue que

(14 05(1) + O(q2
g/ 123 — 1

8
wam%%s D) 4 o).

Provando a Afirmacao 1.12.2.

2
Afirmacdo 1.12.3. /ewdug < 2m1E0@) L o).

> pgan/ 12q — 1

Sabemos que

/e“"“’qdvg :/ e‘p”’qdvg—i—/ e?raduy,.
= B(146)ge (@)NZ E\B(1168)q5 (9)

Pela definigao de ¢, 4, obtemos

2

log(%)
eﬂou,q d/Ug — e (p (z,9)—1) dvg
B(145)qy (@)NZ B(146)ge (@)NZ

J =
B(146)¢y (0)NE (Mde(‘ru q) - 1)2

dvy. (1.20)

Assim como na prova da afirmacao anterior, passando para coordenadas normais

centradas em ¢ e identificando ¢ com a origem de R?, temos que

/ v, < 4(1+ O(d) Ca—
Vg S q2 s e—— M 1
By, s (2d? (2, q) — 1) ! Bl 510 ©) (2 [z]* — 1)2

(1.21)
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Por (1.20), (1.21), (1.14), (1.15) e (1.16), segue que

4p?
e idvg :/ dv,
/B;(1+5)q2 (q)ﬂE B(1+5)q2 (q)ﬂE (/"L2d2<x7 q) - 1)2
2
M
Bl 4 5)4,(0) (p?[x]* = 1)

m(1+0(g3))

2pqa0/ 12g3 — 1

_ 2(1+ 0(g}))

[/ p2q3 — 1

Se x € ¥\ B(144)4,(q), temos que

<4

(1.22)

d(x,q) > (14 0)qo.

Dai,

2 2

ePmal®) — Au < du ,
(Pd*(z,q) = 1)* = ((1+0)*%q3 — 1)7

para todo x € 3\ B146),(q)-

Como vamos fazer p N\, qiz, podemos supor q%

4u2§§—§e

> o> qiz. Dessa forma,

16
ePemady, < vol (X \ Bi+s)a,(q)) -
/E\qug(@ T @B((1+0)2 - 1) (5\ Busn(0)

Assim,
/ efemady, < C(0). (1.23)
S\B(146)q5 (0)

Portanto, de (1.22) e (1.23), segue que

2
/€<Pu,qdvg < 27T(1 + O(QQ)) + C((S),
by

[/ p2gs — 1

provando a Afirmagao 1.12.3.
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2
Afirmacio 1.12.4./ De5'do, > min D——n 1+ O(1).

) T Bup®noE f202

Primeiro, dividimos a integral como

Pr,q

/ @e%dag :/ ©€¢”’q2d0g+/ De 2 doy.
% Bg, (p)NOS O\ Bg, (p)

Desde que ©(z) > min ®(x) para todo x € B, (p) N 0%, temos que
By, (p)NOT

Pr,q

P.q . 9
De 2 do, > min_ D(z) e 2 do,.
7= By, (p)P0% g
By, (p)NO% a2 (P) BBq2 (p)NOS

Pela definigao de ¢, 4, temos que

2

1
2
: log | —y—y iy
/ ev’éngg - / eog(w%?(z,q)fl)?) do,
By (p)NOT Bpg, (p)nos

_ / 2u
BBq2(p)ﬁ82 /’L2d2($7 q) - 1

dog.

Passando para coordenadas normais, temos que

/ 2u J /q2 21 p
I o S S )
Ba, (p)NOS prd?(z,q) —1 7 L (a4 g5) -1

q2 4
= / 20,2 M2 dry,
o MA(rt+g3) -1
pois em coordenadas normais d*(z,q) = d*(z,p) + d*(p,q) = 2 + ¢3, onde z =
(1’1, O)

Fazendo a mudancga de varidveis y = pz; e considerando ¢® = p?q3 —1 > 0,

obtemos

q2 4# Hq2 dy 4 e
Yo 5 dry =4 ——— = —arctan () )
o W(zi+4q3)—1 0o Yyt ¢
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Observe que na primeira desigualdade estamos considerando p suficientemente

préoximo de é? pois

T
lim arctan _ M2 = —.
N\gs

Dessa forma, obtemos

q2 4 4
[t [
o H(rt+4q3)—1 g3 —1 23 — 1

4 T
pg3—1 2
2T
>
12qs — 1

Logo,

PH,q . Pu,q
/ e 2 do, > min @/ e 2 dog
By, (p)NOX
By, (p)nox 92 By, (p)Nox

q2 4
= min 9 / Y, K 5 dxq
By, )nos — Jo  pA(a1 +q3) — 1
2
~__+0o(). (1.24)

Vit — 1

Por outro lado, se z € 0¥\ B, (p), temos que

v

D(x) > inf  D(y).

~ yed%\By, (p)

Como d*(z,q) = d*(p,q) + d*(z,p) e d(p,q) = ¢, temos que d*(z,q) > 2¢3 sempre
que x € 0¥\ By, (p). Dai,

e%qu) = 2 < 21 <2u < i,
prd¥(r,q) =1 7 2p%¢3 =17 7 T g
1
para todo x € 03\ By, (p). Na segunda desigualdade, utilizamos que p > — e,
a2
2
na terceira desigualdade, utilizamos o fato de podermos supor que u < —, ja que
q2

1
N —-
q2
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A desigualdade acima implica que
/ ¢ 5tdo, < C. (1.25)
8E\Bq2(p)
Logo, por (1.24) e (1.25), segue que
@e%dag :/ @e%dag +/ @e%dag
% Bg, (p)NOS OX\Bgy (p)
> min D)+ C
min T)—F— ,
- IEBqQ(p)ﬂaE /‘LQq% _ 1
provando a Afirmacao 1.12.4.
Afirmacdo 1.12.5. / K@, qdv, < C.
b
Considere ¢ := diam (X) + g2 e observe que, para todo x € X, vale
d(z,q) < d(z,p) +d(p,q) < diam (X) + g2 = c.
Dai, como podemos supor p < q%, obtemos que
1 1
2(e,q) — 12~ (12 _ )
’ (% -1
E usando o fato de q% < i, podemos concluir que
42 4
2d2(x, q) — 1)2 Z 2 (4c? ’
(lu »q q5 (g — )
para todo x € ¥. Donde segue que
4
meq(x) Z lOg 2T N (126)
i (5 —1)

para todo x € X. Portanto,

K@Mdvg = /Ef( (Ppuq —log|K|) dy,
K

/goﬂ,qdvg+ <—/ f(log|K\dvg>
> >

3 4 5
S K/ log QT d'Ug — / Klog |K|d'Ug
= a3 (* - ) x

4
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onde a peniltima desigualdade é consequéncia de (1.26) e por K ser menor que

zero. Isto prova a Afirmacao 1.12.5.

Finalmente, de (1.10) e das Afirmagoes 1.12.2, 1.12.3, 1.12.4 e 1.12.5, temos

que
; | R .
I (Pg) = <2|Vggou7q| +2K @4+ 2e ) do, —4 | De 7 do,,
z 5

1 )
< (2 + 5) / Vo, |2dv, + C. +2 / R ,qdv,
> >

+2/e¢“’qdvg—4/ C‘De dag
= %
< (Lyo) Bt + 0 | tn Ol

T T T

~ min D o)

By, (p)NOY. / 123 — 1

(47T + 8me + 41 + 05(1) + O(g3) — 87 min ’D) +0(1)

By, (p)NOX

(5 +0s5(1) + O(q3) — b) + O(1).

Sendo que em usamos o fato de puga > 1 na terceira desigualdade. Além disso,
na tltima igualdade, usamos a continuidade de © e o fato de ©®(p) > 1 para

considerar ¢ pequeno o suficiente de modo que min D (x) > 1, ou ainda,
€ Bg, (p)NOX

min _ D(x) =1+b, com b > 0.
€ By, (p)NOT

Fazendo €, § e ¢ pequenos o suficiente para € + 05(1) + O(¢3) < b, obtemos

que
lim 7(p,,) < lim _ s (6 +05(1) + O(g3) — b) +O(1) = —o0.
a0 a2 — 1

Ou seja,

lim 1 —00. 1.27
et (Squ) ( )

a2
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Como @4 = ¢uq — log | K|, usamos (1.24) e (1.25) para obter

Pu,q 1 Pu,q 1 Pu,g
e 2 do :/ e 2 do, > min —— / e 2 do
/az " Jos K] ! re@z./|K(x>| o% !
> min —i— O(1),
TEOS \/]K |\/’u
Assim,
lim e et da > min lim +00.

it Jo — zeds \/7 NS m

Isto é,
) Pu.q
lim e 2 dvy, = 400.
1
M\‘E
Concluimos a demonstracao do lema. O]

1.13 O Indice de Morse

Retomando a discussao iniciada na sec¢do anterior, defina a forma quadré-
tica @ : H' (X) — R como
d2

Qv) == P
t=0

I(u+tv) = / (|ngl2 - 2Kv2e“) dvg — / hetdo,. (1.28)
s ox

A partir da analise real, sabemos que, se ty € um ponto de minimo local de
uma fungdo suave f, entdao f’(ty) = 0 e f”(ty) > 0. Nesse contexto, o funcional @
desempenha um papel analogo a segunda derivada do funcional energia I, sendo
associado a solu¢ao u de (1.8), que é um ponto critico de I. Portanto, a defini¢ao
a seguir é motivada pela busca de caracterizar o comportamento de uma solugao
de um problema do tipo (1.8), no sentido de avaliar em que medida ela se afasta

de ser um ponto de minimo do funcional energia.

Definig¢ao 1.13.1. O indice de Morse de uma solu¢io v de (1.8) é definido como

ind(v) = sup {dim (E): EC H, (]Ri) espago vetorial com Q) < 0,V € E} :
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Defina F : H' () \ {0} — R como
py 1 QW

2 / vzdvg
)

Uma funciao v € H' (X) \ {0} é ponto critico de F' se, e somente se, 7

t1)) = 0 para todo ¢ € H' (X)), ou seja,

(Vgv, Vgb) — 2Kvipe”) dvy — / hve? da,
o5

F(v+ty) :/E

t=0 / v?dv,
b
/ vdu,
s
2
< / devg>
2

Desta forma, quando v € C? (2), tem-se que

—Q(v)

/ (—Agv — 2Kve" — 2F (v)v) dv, — / (gv — hve;> Ydo,
by o% Ui

o Fv+t)) =

_ 2
t=0 / vdu,
b

= 0.

Onde a segunda igualdade é consequéncia do Teorema da Divergéncia (Teorema
1.6.4) e da definigao de F.

Portanto, obtemos o seguinte problema de autovalor

Agv+2Kve' +Av =0, emX

1.29
@ = hve%, em 0%, ( )

o
onde \ = 2F(v).

Isso implica que o ind(v) conta o nimero de autovalores negativos de (1.29)

(com multiplicidade).
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1.14 O Teorema do Passo da Montanha

Nesta secao, abordaremos algumas defini¢oes e resultados que estao rela-
cionados com o Teorema do Passo da Montanha, que veremos adiante. Para mais

detalhes, recomendamos ler [8] e [1].

Definicao 1.14.1. Seja (X, || - ||) um espago de Banach. Dizemos que um funci-
onal I € C* (X,R) possui a geometria do passo da montanha se I1(0) =0 e

ele satisfaz as sequintes propriedades:

(a) Ezistem e >0 e d > 0 tais que I(u) > ¢ sempre que ||ul| = 9d;

(b) Existe v e X, com ||v|| > 6, tal que I(v) < 0.

Suponha que I possui a geometria do passo da montanha e seja
I'={yeC(0,1],X) :7(0) =0 e (1) = v}

o conjunto dos caminhos que liga a origem a v € X dado pelo item (b) da defini¢ao
acima. O valor ¢ definido como

;= inf I 1.
¢ = Inf max (v()) >0 (1.30)

é chamado de nivel do passo da montanha do funcional 1.

Definigao 1.14.2. Sejam X um espaco de Banach e I € C* (X, R). Dizemos que
uma sequéncia (u,), em X € uma sequéncia de Palais-Smale do funcional I
se (I(uy)), € limitada e I'(u,) — 0 em X*, quando n — 4o00. Onde X* € o espago

dual de X, ou seja, o espaco dos funcionais lineares continuos L : X — R.

Observe que se (I(uy)),, é limitada, podemos obter uma subsequéncia con-
vergente. Desta forma, quando assumirmos que uma sequéncia é de Palais-Smale,

ja iremos supor que existe a € R tal que I(u,) — a, quando n — +o0.

Definigdo 1.14.3. Sejam X um espago de Banach e I € C'(X,R). Dizemos
que o funcional I satisfaz a condi¢do de Palais-Smale se toda sequéncia de

Palais-Smale de I possui uma subsequéncia convergente em X.
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Teorema 1.14.4 (Passo da Montanha). Suponha que o funcional I € C' (X;R)
possui a geometria do passo da montanha. Seja ¢ € R como definido em (1.30) e
suponha que toda sequéncia (uy), de Palais-Smale em X satisfazendo I(u,) — ¢

possui uma subsequéncia convergente. Entao existe x € X tal que I[(xz) = c e

I'(x) = 0.

O resultado a seguir pode ser encontrado como o Teorema 1.1 de [20].

Teorema 1.14.5 (Monotonicidade de Struwe). Sejam X um espaco de Banach
e J C Rt um intervalo. Considere uma familia (I1,) de funcionais de classe

C!' (X;R) da forma

aeJ

I,(u) = A(u) — aB(u), para todo « € J, (1.31)

onde A(u) > 0 ou B(u) > 0 para todo u € X e tais que A(u) — +00 ou B(u) —
+oo quando ||u|| = +00. Assuma que I, possui a geometria do passo da montanha
para todo o € J, e denote por ¢, o nivel do passo da montanha de I, definido em

(1.30). Entdo, para quase todo o € J existe uma sequéncia (uy), em X tal que

(a) I,(un) = co;
(b) I'(u,) — 0 em X*, ¢;
(c) (un), € limitada.
Em [30] é argumentado que o resultado acima continua vélido se conside-
rarmos [, = A(u) + aB(u) em (1.31).

O seguinte resultado pode ser encontrado como o Corolédrio 1 de [17].

Proposicao 1.14.6. Sejam H um espaco de Hilbert, ¢ : H — R de classe C? e

u,v € H tais que:

max {¢(u), p(v)} < c:= ;Ielg Juax ¢ (v(#)),

onde

F:={yeC(0,1;H):v(0) =u e y(1) = v}.
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Suponha que ¢ e ¢" sio Holder continuas em uma vizinhanga de {¢ = c}. Entdo,

existe uma sequéncia (z,), em H tal que

(a) lim p(z,) = ¢;
(b) lim ¢'(x,) = 0;

(¢) Para cada n, se (¢" (z,)u,u) < —1||u||? para toda u em um subespago E de
H, entio dim(F) < 1.

1.15 O Problema Limite
Seja u € C'*°(X) uma solucao de

—Agu+ 2K, =2Ke", em X

1.32
Ou + 2k, = 2he?, em 0. (1:32)
on

Onde K € C* (X) e h € C* (0%). Para cada p € 0% fixado, considere um sistema

de coordenadas normais centradas em p definidas em B; (0) para algum r > 0.
Dado A > 0, defina

va(x) = u(Ax) + 2log(A) para = € Bg (0), (1.33)
onde B} (0) = Bz (0) NR.

Lembre-se de (1.7) que
Agu=—=0; (Mg”aju) = ¢"0,0;u + (|g|g)8ju.

V0al
@\/@9“
9]

Para simplificar a notacdo, faga FV = ———. De (1.33), segue que

¥

;jvr(z) = Adju (Ax)

8i8jv,\ ($) = )\QQ@U(/\:U)
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Assim,
Ayu(Ax) = A 2g"7 (\z) 9;0;05(x) + A\ F7 (Ax) Ojvx ().
Consequentemente,
—Agu (Ax) + 2K, (A1) = —=\*g"7 (A\2)0,0;v\(z) — X' F7 (\x) Qjux(2) + 2K, (A\z) .
Além disso,
QD) _ \=2,ua(@)

De (1.32) obtemos

—g" (A\x) 8;0;ur () — AF? (Ax) Ojux(2) + 202K, (\x) = 2K (A\z) e (1.34)

para todo x € B%“ (0).

Observe que, quando A — 0, temos que B%“(O) —R2, e g7 (A\z) — ¢7(0) =
d;7. Admita que

vy — vem Cf, (Ri)
quando A — 0. Dessa forma, fazendo A — 0, obtemos da equagao (1.34) que
—Av =2K(0)e’ em R?. (1.35)

Agora analisaremos (1.32) na fronteira. Note que

ovy 0 u(rz)
- fd —_— — 2 2
on (x) )\anu (Ax) = 2\h (Az) e

— 2Xkg (M) = 2h (\x) 5

— 2Xkg (M),
para todo x € B%“(O). Assim como no caso anterior, estamos supondo que

vy — v em CF (Ri) .
Dessa forma, fazendo A — 0, obtemos que

ov v
o= 2h(0)e2 em OR?. (1.36)
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Portanto, com as equagoes (1.35) e (1.36), obtemos que o problema limite
é dado por
—Av = 2Ke’ em Ri

@ = 2he? em OR?,
In

(1.37)

com K e h constantes.

Note que se v é uma solugao de (1.37), entao vy (x) = v(Azr)+2log A também

¢ uma solugao, para todo A > 0.
O resultado a seguir, que pode ser encontrado em [18] e [33], classifica todas
as solugoes de (1.37).

Teorema 1.15.1 (Teorema de Classificacdo). Defina © = ﬁ As sequinte afir-

magoes sao verdadeiras:

(a) Se ® < 1, entdo (1.37) nao admite nenhuma solugao.

(b) Se® =1, as unicas solugoes de (1.37) sdo dadas por:

ua(s,t) = 2log ( ) —log |K|, A>0. (1.38)

I+ Mt

(¢c) Se® > 1, existe um holomorfismo localmente univalente ¢ : R2 — Dp C H?,
onde Dy é um disco de raio R contido no disco de Poincaré H?, de modo

que a curvatura geodésica em Dy seja ® e

v(z) = 2log (%) —log | K]|.

Lembramos que H? € o disco unitdrio em C equipado com a métrica —szdz.
(1-12?)

Além disso, ¢ € uma aplicagdo Mébius se, e somente se,

/ e’dr < 400 ou / e2dl < +oo. (1.39)
R OR2

Neste caso, podemos escrever v como:

2
(5 —s0)2 + (t+ to)? — N2

u(s,1) = 2log ( ) ~log|K], (1.40)
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onde A\ >0, sg € R, to =D\, Além disso,

/ |K|e™dz = B, / he®dl = B + 2, (1.41)
R2 8Ri

com

h
=21 | —=—-1].
0 (x/ h* + K >
Observagao 1.15.2. Observe, no item (c) do Teorema acima, que se (1.39) ¢é
verdadeiro, entdao (1.41) também se verifica. Isso implica que ambas as integrais

em (1.39) sao finitas. Assim, sempre que estivermos no caso ® > 1 e assumirmos

a validade de (1.39), também teremos que

I

Vale ressalvar que é comum chamar as solu¢oes do Teorema de Classificagao
(Teorema 1.15.1) de bolhas.

e'dr < oo e / ezdl < oo.
2 aRZ
= +
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2 Resultados de Existencia e Unicidade

de Solucoes

Iniciaremos este capitulo apresentando um resultado de rigidez na Secao
2.1, o qual, de certa forma, justifica a hipétese sobre ® nos Teoremas 1, 2 e 3.
As Segoes 2.2, 2.3 e 2.4 serdao dedicadas, respectivamente, as demonstragoes dos

Teoremas 1, 2 e 3, juntamente com seus resultados auxiliares.

2.1 Um Teorema de Rigidez

Sejam (X, g) uma superficie Riemanniana, 7 : [0, L] — ¥ uma curva para-
metrizada por comprimento de arco e A : (—¢,¢) x [0, L] — 3 uma variagao de 7y

tal que A(0,t) = ~y(t). Defina o campo variacional de A como

V(t) = 8,A(0,1)

((s) = /O 0,A(s, )] dt.

Observacao 2.1.1. F um fato bem conhecido que dado um campo vetorial V ao
longo de v, existe uma variacio A cujo campo variacional é V. De fato, basta

considerar

A(s,t) = exp. ) (sV (1)) -

Lema 2.1.2. A primeira variagcio de { é

) = - / (V (), D () dt + (V') (L) — (V,+') (0),

para todo campo vetorial V' ao longo de .
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Demonstracao. De um céalculo direto, temos

(s) = /0 W(s,ﬂdt, 2.1)

Observe que, pelo Lema de Simetria (Lema 1.2.6), temos que
DsatA<S, t) = DtasA<S, t)
Dai,

(D;0,A, 9,A) (5,1) = (D0, A, 8,A) (s, 1)
= 0, (0,A, 0,A) (5, 1) — (0, A, DD, A) (s, 1). (2.2)

Substituindo (2.2) em (2.1) e fazendo s = 0, obtemos

£0) = - / (V (), D () dt + (Vo) (L) — (Vo) (0),
com V(t) = 0;A(0,1). O

Agora suponha que v minimiza a distancia entre duas curvas fechadas dis-
juntas. O Lema 2.1.2 implica que Dy’ = 0, ou seja, v é uma geodésica, e vy encontra

as curvas ortogonalmente.

Lema 2.1.3. Suponha que v : [0, L] — ¥ minimiza a distincia entre duas curvas
fechadas disjuntas e |y'| = 1. Seja A uma variagio cujo campo variacional V é

ortogonal a ~'. Entao,

00) = (D044 0,00 + [ ()= K5) b

OndeV = fN, f:[0,L] — R € diferencidvel e N é um campo normal unitdrio ao

longo de .
Demonstra¢io. Um célculo direto, de (2.1), resulta em

L
0"(0) = / ({(DuD:0 A, 0,A) + | DDA — (D0, A, 0, A)?) (0, t)dt. (2.3)
0
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Pelo Lema de Simetria (Lema 1.2.6), sabemos que
D,D,0,A = DyD;0;A = D;D,0,A + R (0:A, 0;A) 0:A. (2.4)
Além disso, como v é uma geodésica, temos que D;0;A(0,t) = Dyy/'(t) = 0. Dai,
L L
/ (DDA, 3, A) (0, )dt — / 0, (D.0, A, 9,A) (0, £)dt (2.5)
0 0
= (Dyd,A,0,A) (0, 1)1 . (2.6)
Pelo Teorema 1.3.2, temos

(R(0:A,0,A) 0, A, 0,A) (0,1) = =K (|0, A[" |0, A]> — (9.4, 0,4)°) (0,4)  (2.7)
=K (V= (V,?)*) () (2.8)
= —K |V[*(#), (2.9)

onde K (t) = K(A(0,t)). Dessa forma, de (2.3), (2.4), (2.5) e (2.7), obtemos
L
0"(0) = (Dy0,A, 9, A) (0,)|5 + / (|D38tA|2 —(D,0,A, 8, A)* — K|V|2) (0, t)dt.
0
(2.10)

Novamente pelo Lema de Simetria (Lema 1.2.6), temos que
DsatA(O, t) - Dt(?SA(O, t) - DtV(t)

Seja N um campo tangente unitdrio ao longo de « tal que (N,v') = 0. Como
{+/(t),N(t)} forma uma base ortonormal de T’,;)% para cada t e Dy’ = 0, segue
que D;N = 0. Assim, V = fN, para alguma fungao diferencidvel f : [0,L] — R e
D,V = f'N. Além disso,

(D50, A, 0,A) (0,1) = (D9, A, 0,A) (0,1) = (D,V,~') = 0.

De (2.10), temos

£0) = (D.2.A4) 0,005 + [ () = K2



2.1. UM TEOREMA DE RIGIDEZ 52

Corolario 2.1.4. Sob as condigoes do lema anterior, para a variagio A(s,t) =
XDy (1) (sf(t)N(t)), tem-se que

L
0"(0) = /O ((f)? = Kf?)dt >0,
para toda fungio f € C* ([0, L]).

Demonstragio. De fato, basta ver que s — A(s,t) é uma geodésica para todo ¢
fixo. ]

As hipdteses nos Teoremas 1, 2 e 3 sdo naturais em vista do resultado que
sera enunciado abaixo. Vale a pena ressaltar que as hipdteses a seguir sobre as
fungoes K e h no Teorema 2.1.5 sdo mais fortes do que simplesmente supor que

D(p) > 1 para todo ponto em J%, pois, neste teorema, assumimos que mg% h(z) >
S

max \/ | K~ (p)].

peEY

Teorema 2.1.5. Sejam (X, g) uma superficie Riemanniana compacta com fron-
teira 0%, h a curvatura geodésica de 0% e K a curvatura Gaussiana de 3. Suponha

que

h(z) > \/|K~=(p)| para todo x € 0%, p € ¥.

Entdo X € homeomorfa a um disco.

Demonstracdo. Suponha por absurdo que ¥ nao é homeomorfa a um disco. Vamos

dividir a demonstracao em dois possiveis casos:
Caso 1. 0¥ nao é conexa.

Sejam Ay uma componente conexa de 9% e v uma curva minimizando a

distancia entre Ag e 93 \ Ay, ou seja, v atinge o seguinte infimo
inf {{(c) : : [0, L] = 3, (0) € Ap, (L) € 0%\ Ao},

onde £(a) é o comprimento da curva «. Podemos assumir que v : [0, L] — ¥ esta

parametrizada por comprimento de arco com p = (0) e ¢ = y(L).
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Considere uma vizinhanga O C ¥ de ([0, L]) e defina A; C O como a

curva paralela a Ay a uma distancia [ € [0, L], isto é,
AN={x €0 :d(z,\) =1},

onde d denota a distancia em . Para uma melhor compreensao deste caso, veja a

Figura 2.

Figura 2 — Figura usada para ilustrar a situagdo do Caso 1.

Afirmacao. A; é uma curva regular se O é suficientemente pequeno.

De fato, seja ¢ : (—¢,e) — Ag, com € > 0 e ¢(0) = p, uma parametrizacao
por comprimento de arco. Denote o vetor normal a Ay no ponto ¢(s) por n(s).

Vamos assumir que a orientagao ¢ escolhida de modo que +'(0) = n(0).

Defina uma aplicacio A : (—¢,¢)x[0, L] — X como A(s,t) = expy,) (tn(s)).

Por simplicidade, também denotaremos 74(t) := A(s,t). Note que A(0,t) = ~(¢)
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Iremos mostrar que
0sA(0,t) # 0, para todo t € [0, L] .
Para isso, suponha por absurdo que existe £ € (0, L] tal que

9,A(0,7) = 0.

Defina o campo variacional de A como V (t) = 9,A(0,t). Dai, V(0) = ¢'(0)
e V(t)=0.

Por defini¢ao, v minimiza o comprimento entre um ponto de Ay e um ponto

de 0%\ Ag. Consequentemente,
0'0)=0 e [('(0) >0,
onde
L L
)= [ huolde= [ ot ol
0 0
Defina J = 07 + K e considere o problema de autovalor
J(f)+Af =0, em (0, L)
£1(0) = (L) =0,
O menor autovalor desse problema é
Ao = inf Q(f),

onde
L
-y a

2 L
/ f2dt
0

e o {nfimo é sobre todas as fungdes nao nulas f € H' ([0, L]) com f'(0) = f'(L) =0
Do Corolario 2.1.4, A\g > 0. Além disso, se ¢ é uma autofuncado associada a M\,
entdo Ao = Q (¢). E claro que Q(f) = Q(|f|) para toda funcio ndo nula. Entdo,
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podemos supor ¢y > 0. Pelo Principio do Maximo (Teorema 1.8.7), segue que
¢o > 0em (0,L).

Defina a fungdo 9(t) := (9;A4(0,t), N(t)). Como D:0;A = 0 e D;N = 0,
segue do Lema 1.2.6 que

8t'l/)(t) = <Dt88A(07 t)? N(t»

OF(t) = (D, D0, A0, t), N(t)) = (D, Dyd,A(0,t), N(t))
= (D;D,0,A(0,t) — R (9,A(0,t),8,A(0,t)) 8,A(0, ), N (t))
= —Rm (0,A(0,1),0,A(0,1), 8, A(0,¢), N (t))
= —Rm ()N (2),7'(t),7 (1), N(t))
= () K(R),

ja que {7/, N} é uma base ortonormal. Logo,
(07 +K)v=0.

Observe que

1(0) = (0,A(0,0), N(0)) = (¢'(0), ¢'(0)) = 1,
pois N(0) = ¢'(0) = 9;A(0,0). Além disso, como V(t) = 0;A(0,t) = fN(t), e
D;N = 0, entao

Também podemos observar, tendo 9,A(0,#) = 0 por hipétese, que () = 0. Se
Ao = 0, teriamos que ¢ e ¥ sdao solugoes de

0"+ K8 =0

0'(0) = 0.

Dai, ¢ e 1 seriam colineares. O que é uma contradigao, pois ¢o > 0 em (0, L) e
¥(t) = 0. Logo, \g > 0.
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Como (0) = 1, %(#) = 0 e ¢9 > 0 em (0, L), podemos escolher € > 0 tal

que

inf (¢o — ) = 0.

Além disso, desde que [0, ] é compacto, esse infimo ¢ atingido em algum ¢, € [0,].

Entao,
(97 + K) (60 — £t) (o) > 0. (2.11)
Como (0?2 + K)1p =0, \g >0 e ¢y > 0 em (0, L) , temos
(97 + K) (60 — e) = (07 + K) ¢o = —Aodho < 0 em (0, L)
o que é uma contradigdo com (2.11). Logo,

0sA(0,t) # 0, para todo t € [0, L] .

O Teorema da funcao Inversa nos garante a existéncia de ¢ > 0 de modo
que a aplicagdo A : (—¢,¢) x [0, L] — ¥ seja um difeomorfismo sobre sua imagem.

Dessa forma, A; é regular se O C A ((—¢,¢) x [0, L]), provando a afirmagdo.

Como, para cada s € (—¢,¢), t — A(s,t) é uma geodésica, segue que, na

imagem de A, podemos considerar a métrica
A*g = dt* + f?ds?, (2.12)
com f(s,t) = |0sA(s,t)|. Dessa forma, usando o Lema 1.2.6, obtemos
0 f(s,0) = (D05 A(s,0),0:A(s,0)) = (Ds0:A(s,0),0:A(s,0))
05 (04A(s,0),0:A(s,0)) — (0, A(s,0), DsOsA(s,0))

— (0:A(s,0), Ds¢'(s))
—(n(s ()>

Seja yi(s) 1= A(s,t) para cada t € [0,L] e as(u) = w(s(u)) = A(s{u),t) uma

A(
), D

parametriza¢ao por comprimento de arco de ;. Note que s'(u) = ———— e

iG]
b O0A(s, 1)
) = B, A(s )
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Dai,

D0, A(s,1) o () — 0sA(s,t)
—[05A(s, 1) |0.A(s, 1)
_ D,0,A(s,t) 0sA(s, 1)

B |83A(8,t>|2 B |83A(8,t>|3 <85A(87t)7DsasA(3,t)> .

Doy (u) (0sA(s,t), DsOsA(s,t)) s’ (u)

Assim, a curvatura geodésica ao longo da curva =, é dada por
(N*(u), Ds0sA(s(u), 1))

0:A(s(u), 1)
(Ds01 A, 0,A)

Kg(s(u),t) = — <Nt(u), Dua;(u)> = —

(0:A, D505 A)

= —W(S(U)7t) = —W(s(u),t)
D,d,A, 0,A 10,0, A
- 2O s, 1) = 5 2 s,
f@f) (@f)
= — s(u),t) =—1 — | (s(u),?).
() 0= (%) st
Observe que, na terceira igualdade, utilizamos que < 0; A, ST ¢ uma base orto-

normal para T4 2. Na quarta igualdade, utilizamos que 9, (0;A, 0,A) = 0. E, a

quinta igualdade segue do Lema de Simetria (Lema 1.2.6).

Isto é,

Fg = — o (2.13)

0, A
Agora, como {@A, f} forma uma base ortonormal para T2, temos que a

curvatura gaussiana no ponto A(s,t), denotada por K(s,t), é dada por

o f

Pela definigao de f em (2.12), sabemos que

K(s,t) = Rm (&A, %, %, 8tA> (s,t). (2.14)

fOif = (D0, A, 0,A) .



2.1. UM TEOREMA DE RIGIDEZ 58

Derivado em relagao a t em ambos os lados da igualdade acima e usando o Lema

1.2.6 na segunda igualdade, temos que
(0)* + O f = (DiDidsA, 0,A) + (D,0,A, Dy0, A)
= (DsD0; A, 0sA) + Rm (0, A, 05 A, 0, A, 0;A) + ]Dt85A|2
= — 2K + | D9, Al . (2.15)

Onde usamos D;0;A = 0 e a equagao (2.14) na terceira igualdade. Por outro lado,

observe que

(0:f)" = W - <Dt83A, (D tasA’f%A> 83A> . (2.16)
Considere fungoes a e b tais que
D,0sA = a0y A + bO,A.
Como (0, A, 0;A) = 0 e D;0,A(s,t) =0, temos que
(D05 A, 0, A) = — (0, A, D;0A) = 0.
O que implica em a = 0. Dessa forma,
b|8,A|* = (D0, A, 9,A) .
Donde segue que
- <Dtas}42, 0,4)
Ou seja,
D,0,A = W&A.
Substituindo a equagdo acima na equagao (2.16), obtemos
(0uf)" = DDAl
Assim, usando a equagao acima em (2.15), inferimos que
K(s,t) = —@(s,t). (2.17)
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Agora, usando a hipotese de que inf k;, > sup /|K~| e as equagoes (2.13)

e (2.17), obtemos que

O f atzf o f 2
at““:at<‘f> -

A desigualdade acima implica que x4 é crescente em relagao a t. Em particular,

:K+m§:K++K*+m§>o.

kq(0, L) > k4(0,0) = h(p). (2.18)

Por outro lado, como  minimiza a distancia de Ay a 9% \ Ay, a curva Ay,
tangencia 0% \ Ag no ponto ¢ = y(L). Donde segue que —h(q) > k4(0, L). Dali,
por (2.18), temos que h(p) < k4(0,L) < —h(g). Mas como h(z) > 0, para todo

x € 0%, obtemos uma contradicao.

Caso 2. 0% é conexo.

<>

p ox

Figura 3 — Figura usada para ilustrar a situagao do Caso 2.

Denote por ¥ a superficie obtida através da identificacdo de 0¥ com um
ponto. Se ¥ ndo é homeomorfa a um disco, entdao X nao é homeomorfa a uma esfera.
Consequentemente, ¥ nao ¢ simplesmente conexa. Como ¥ nao é simplesmente

conexa, o infimo
inf {{(y) :v:[0,L] = %, {v(0),7(L)} C 9%, [7] ndo é trivial }

¢ positivo. Onde [v]| denota a classe de homotopia de 7. Sabendo que esse infimo é
atingido, podemos usar argumentos analogos aos usados no Caso 1 para encontrar

uma contradigao. O
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2.2 Demonstracao do Teorema 1

Nesta secao, apresentamos a demonstracao do Teorema 1 por meio de um
estudo variacional do funcional energia. O objetivo é mostrar que, sob as hipéteses
do Teorema 1, o funcional energia I é coercivo, ou seja,

lim  I(u) = oo,
llull 1 =00

e, consequentemente, é limitado inferiormente.

Para isso, utilizamos o Lema 2.2.1 (apresentado adiante), a Desigualdade
de Jensen (Lema 1.11.2) e a hipdtese de que D(p) < 1 para todo p € 9%. Esses ele-
mentos permitem deduzir a desigualdade (2.25) (cuja demonstragao serd fornecida

posteriormente), da qual se conclui a coercividade do funcional .

Em seguida, consideramos uma sequéncia minimizante para [ e demonstra-
mos que seu infimo é atingido em H'(X). A unicidade da solucao decorre da estrita
convexidade de I quando h < 0. Além disso, o Lema 2.2.1 a seguir estabelece uma
desigualdade fundamental para demonstrar a coercividade de I no contexto do

Teorema 1.

Como visto na introdugao desta dissertagdo, o problema de garantir a exis-
téncia de uma métrica g conforme a g, de modo que as fungoes K € C®(X) e
h € C*(0%) sejam curvaturas prescritas, é resumido a resolver a seguinte equagao

diferencial parcial:

—Agu + 2K = 2Ke*, em Y

2.19
8—u = 2hez, em 0%, ( )
on

onde K = K, é constante, K € C® (X), K <0 e h € C> (9%).

Antes do préoximo resultado, lembre-se que © : 0¥ — R foi definido em (5)

Cco1mo

Defina ® = max {DT(z) : € 90X}, onde DT denota a parte positiva de D.
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Lema 2.2.1. Para qualquer e > 0, existem C' > 0 e a(e) > 0 tais que

u — 1
4/ hetdo, < (D +5>/ (|Vgu|2+2|K|e“> dvg+€20/ etdv, + C(e),
ox £ \2 s
onde K <0 e®(p) <1 para todo p € 0X.

Demonstracdo. Considere {qﬁj} _, uma particdo da unidade finita de 93 tal que

para todo j tem-se que diam (supp ¢;) < ¢ para algum § > 0 fixado.

Para cada j € {1,...,n}, denote

M; = supp ¢;.

Seja N um campo vetorial suave em ¥ tal que N(z) = v(z) em 0% e |[N(x)| < 1,

onde v é normal a 90X .

Note que

¢]e2dag / e? (N, v)do, = / div, (que%N) dv,

/ $se% divy N + <62vg¢J + 05tV Nﬂ dv,

u

ez {( 9?5, N) + ¢;divy N + §¢J (Vqu, Nﬂ dvg

I
M\

u 1 u
< C/e2dvg+/e2lvgu]¢jdvg. (2.20)
> 2 Js

Sendo que na primeira igualdade usamos que N = v em 0%, na segunda igualdade

aplicamos o Teorema da Divergéncia (Teorema 1.6.4) e, na tltima desigualdade,

C' =max {((Vy0;, N) + ¢;divy N) (z);2 € X} e (Vgu, N) < [Vyu|[N| < [Vgul.
Defina h; = sup {hf’(x)} Se o didmetro de M; é pequeno o suficiente,

(JCGMJ‘
temos que

h; < (5—1— 5) |K(z)| paratodo z € M;. (2.21)
De fato, a funcdo f : 9% — R definida por f(z) = —42_ é continua, e f(z) =

S K ()]
h@) <« <D e
K ()]
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Note que

Substituindo (2.20) na desigualdade acima, obtemos que

4/ ezd Zh /e2dag+/e2|Vu|¢jdvg (2.22)
o = 2 Js

Usando (2.21), obtemos que

4/ hezdoy <4 h; [C'/ e2do, + /62|Vu|¢jdvg]
0% j=1 b 2 by

<4C (Zhj)/egdag @+5 22/\/ |pje2 |Vuldv,
=1 =

do, + (D +e) Z( /|K|<;S] e"dv, + /¢J|vuy dvg>
ox j=1
u 1
= C’/ e2do, + ®+8 ( | K |e“dv, + /|Vu| dvg>. (2.23)
2

Veja que usamos a Desigualdade de Young (Lema 1.11.1) na segunda desigualdade,

com & = ﬂa—r\/gjezeb—\/gﬂ/Vu

Usando novamente a D651gualdade de Young (Lema 1.11.1) para a = 1

b=ez, e considerando & = L, obtemos que

ez < — + 22,
— &2

Donde segue que

w 1
/e2dag < 882/dag+2€2/e“dag.
> > 5

Usamos as equagoes (2.22) e (2.23) para concluir que

1
4/ hetdo, < (©+5>/ <|Vgu|2—l—2|K|e“> dvg+a(€)/e”dvg+0(5),
ox 2 >

62
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Agora, apresentaremos a demonstragdo dada em [30] para o principal re-

sultado desta secao.

Teorema 2.2.2 (Teorema 1). Seja (X, g) uma superficie Riemanniana compacta
com fronteira, com x(X) < 0, K, = —1 e s, = 0. Sejam K € C®(X) e h €
C>(0%) tais que K <0 e D (p) < 1 para todo p € OX. Entdo, existe uma métrica

g=c"g com Kg=K e ky=h. Seh <0, entdo a métrica g € unica.

Demonstracio. Por hipdtese, temos que D = max {@*(x)} < 1, entao podemos
fAS

escolher € > 0 tal que ® +¢ < 1 —¢. Substituindo essa desigualdade no Lema 2.2.1

e usando (4), temos que

1 u
I(u) = / <2|Vgu|2 —ou— 2Ke“) dv, — 4/ het do,
> ox.
1
> / <2|Vgu|2 —2u — 2K6“) dvg
2
— 1
— (@ + 5) / <|Vgu\2 + 2\K|e“) dv, — 520/ etdv, — C(e)
2 \2 5

1 N
> / <|Vgu|2 +2Ku+ (2|K| - 520) e“) dv,
n \2

1
(- 5)/ (2\vgu\2 4 z\meu) dv, — C(c)
)
_ /E (‘;\vguﬁ + (2¢]K| - 2C) e + 2fcu) dv, — C(e), (2.24)
onde usamos o Lema 2.2.1 na primeira desigualdade e, na segunda desigualdade,

usamos que ® +e < 1 —¢.

Vamos verificar a coercividade de I. Para isso, como K < 0, escolha ¢ > 0
suficientemente pequeno, de modo que 2¢ inf | K| — £2C > 0.
Seja (u,,), uma sequéncia em H' (X) tal que ||uy, || — 00. Como ||u,||3: =

lunllZz + IV gtnl|Z2, entdo |Jun |72 = 00 ou | Vyun|Z2 — oo
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Fazendo b = 2einf |K| — €2C e d = 2| K|, de (2.24) obtemos
I(up) > / (;|V9un|2 + (25|K| - 520) e’ + 2[~(un> dv, — C.
s

2/g\VgunPdvg—i—b/e“”dvg—d/un dv, — C
5 2 s >

> / %|Vgun|2dvg + b vol () ewa(s) Joun vy _ d/ un dvg —C. (2.25)
) s

Sendo que na primeira linha usamos (2.24), a terceira linha segue da Desigualdade
de Jensen (Lema 1.11.2).

Dessa forma, se ||V u,|| 2 = +00, por (2.25) segue que I(u,) — +o0.

Agora considere o caso em que ||u, ||z — +00. Da Desigualdade de Poincaré

(Teorema 1.10.6), temos que

2
/ (un — ][ Up dvg> dv, < C ||Vgun||i2 )
5 5

Desenvolvendo o lado esquerdo da desigualdade acima, obtemos que

2
/ (un — ][ undvg> dvy = / uZdv, — 2 (7[ Up dvg> / Uy, dvg
s p) 2 s )
2
+ (7[ Uy, dvg> / dvg
) )
1
= uidv —21}0[2<][undv> /undv
/z I &) S 7] vol (B) Js g
2
+vol (¥) (7[ U, dvg>
b
2
= / u? dv, — vol (%) (][ Un, dvg> .
s s

2
lualle < OV gtal32 + vol () (f 0, dvg> -

Dai,

Entéo, ||Vgup||z2 — 400 ou fy,u, — +00. Se ||V |12 — 400, recaimos no caso
acima e concluimos que I(u,) — 400. Caso f,u, — 400, via (2.25) segue que

I(uy,) = +00.
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Logo, I ¢é coercivo.

Como I é coercivo, I é limitado inferiormente. Dessa forma, podemos con-

siderar uma sequéncia minimizante (u,), de I em H' (X), ou seja,

I(u,) — a:= inf I(u).
(u) ¢ uElHnl(E) (u)

Observe que, como (uy,), ¢ minimizante para I, |I(u,)| < +oo para todo

n € N. Assim, como I é coercivo, temos que (u,), ¢ limitada em H' (3).

Do item (c) do Teorema 1.10.4, temos que a aplicagdo inclusdo H'(X) —
L?(X) é compacta. Do Lema 1.8.6, segue que existem uma subsequéncia de (uy,),,

que iremos denotar como a prépria (uy, )., € ug € H' (2) tais que
u, = ugem H'(X) e u, = ugem L* (). (2.26)
Pelo Lema 1.8.4, isso implica que
[[uo[Fr < liminf [|uy, |13 (2.27)
De (2.27), temos que
llwollz + [[Vuollrz < liminf ||u, |22 + Iminf |V, || 2. (2.28)

Usando a Desigualdade de Holder, obtemos

/ 1 (un — up),, dvg
)

O que implica que /
b

< Clun — w32 — 0. (2.29)

Uy, dvg — / uy dvg. Além disso,
>

/ K (" —€e") dv,
s

<c / (e — e™) d,
by

1
. d tup+(1—t)u
_O/z/o 7 (e O)dtdvg

1
= C/(un - uo)/ etunt=Duo gt gy, (2.30)
> 0
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Como [tu, + (1 —t) ug| < |u,| + |uol, t € [0, 1], temos que

C/(un — up) /1 elunt1=0uo gt qy, < C/(un — ug)eltn Tl gy, (2.31)
s 0 >
Pela Desigualdade de Hélder, inferimos que
C/Z(un — ug)el" ol dy, < Oy, — w3, /2 elunl+2luol gy (2.32)
Como (u,), ¢ limitada em H' (X), obtemos que
/Evg (2]t + 2 uo|*) dvy < C'e /2(2 |tn| + 2 o] )2 dvy < C.
Obtemos do Teorema 1.11.3 que
/ e2lunl+2uol gy < O (2.33)
s
Segue de (2.30), (2.31), (2.32), (2.33) e de (2.29) que

< C'|un — uol3, — 0.

/ K (" —e") dv,
s

Donde,
/ Ke"dv, — / Ke"dv,. (2.34)
b )
De maneira analoga ao caso acima, concluimos que
/ he%do, — | he?do, (2.35)
% %
Usando (2.26) e (2.28), obtemos que
[Vguoll 2 < liminf ||Vgu,|| . . (2.36)

Logo, por (2.29), (2.34), (2.35) e (2.36), segue que

1 u
I(ug) = §||Vguo||%2 - 2/2 (ug + Ke") dvg — 4/(92 he? do,

1 B
< lim inf <2vaunlliz - 2/ (un + Ke™) dvg — 4/ h62> s
5 >

0
< liminf I(uy,)

= a.
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Assim, I(up) = a := inf I e, consequentemente, [ atinge seu infimo.
Portanto, o problema (2.19) admite solugao.

Agora, para cada u,v € H! (X), note que

d2
) I(u+tv) = / (|V v]? — 2K6“112 dvg / he"v*do,
t=0 ) %
:/(|Vu|2+2|K|e dv, — / he'v*do,,
> ox.
pois K < 0.

Dessa forma, se h < 0, entao
d2

— | I(u+tv) >0,
dt?|,_,

para todo v € H! (¥) nao nulo.

Portanto, neste caso, I é estritamente convexo e, consequentemente, o pro-

blema (2.19) admite tnica solucao. O

2.3 Demonstracao do Teorema 2

Em linhas gerais, a demonstragao do Teorema 2 segue a mesma abordagem
da demonstracao do Teorema 1. No entanto, ao contrario do que ocorre no Teorema
1, nao provamos que o funcional energia I é coercivo sob as hipéteses do Teorema

2. Apesar disso, mostramos que ele é limitado inferiormente.

Para isso, utilizamos o fato de que D (p) < 1 para todo p € 9% e aplicamos

o Lema 1.12.1 para obter a estimativa
I(u) > —C(e), Yue H(D),

onde C(e) é uma constante dependente de ¢ > 0 suficientemente pequeno. Além

disso, usando a hipétese [ hdo, > 0, mostramos que inf I < 0.
)

Para concluir a demonstracao, consideramos uma sequéncia minimizante

(un)n para I em H'(X) e utilizamos a desigualdade de Poincaré (Teorema 1.10.6),
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o Teorema 1.10.4 e o Lema 1.8.6 para obter que (u,), ¢ limitada em H'(X). A

conclusao deste teorema segue de maneira andloga a do Teorema 1.

Recapitulando, estamos interessados em encontrar uma solucao para o se-
guinte problema:
—Agju=2Ke", emX
ou
877 =
Onde K € C> (X), K <0e h e C>(0Y%).

2hez, em 0.

Apresentaremos abaixo a demonstragao de [30] para o Teorema 2.

Teorema 2.3.1 (Teorema 2). Seja (X, g) uma superficie Riemanniana compacta
com fronteira, com K, = ky = 0. Sejam K € C*(X), K <0 e h € C*(0%) tais

que
(a) ®(p) <1 para todo p € ¥;
(b) h dog > 0.
o%
Entao, existe uma métrica g = e"g tal que Kz = K e kg = h.

Demonstragdo. Inicialmente, note que (4) e o Lema 2.2.1 implicam que

1 Y
I(u) = /2 <2|Vgu\2 — 2Ke“> dv, — 4/82 hezdo,
1 — 1
> /E (5IVal? — 2K ) do, — (D +<) /E (5IVaul? + 21K e ) d,

— 520/ e'dv, — C(e).
s

Desde que ®(p) < 1, para todo p € 03, podemos supor € > 0 suficientemente
pequeno de modo que D + ¢ < 1 — e. Com isso, usando a desigualdade acima,

temos que

1 1
1<u)2/ (|Vgu|2—2Ke“> dvg—(l—a)/ <|Vgu]2+2]K]e“) dv,
b 2 by 2
2

—€ C/e“dvg—C(e).
s
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Dai, usando que K < 0 implica —K = |K|, obtemos
I(u) > /z (;|Vgu]2 + (26\[(\ - 520) e“) dvg — C(e).
Seja e > 0 tal que e2C' < 2einf |K|. Assim,
I(w) > /Z IVl + (221K - 2C) ] oy - O0) 2 ~Cle). (237
Isso implica que I é limitado inferiormente.

Agora observe que inf I < 0. De fato, considere u = —c¢, com ¢ > 0 cons-

I(—c)=¢¢ (/ 2| K |dv, —465/ hdag>
% ox

é negativo para c suficientemente grande, ja que / hdo, > 0.
%

Seja (uy,), uma sequéncia minimizante para I. Por (2.37),

tante. Entao,

d+1> /E (;|vgun|2 + (2¢|K| - £2C) e“”) dvy— C(e) > —=C(e),  (2.38)
onde d = sup I (u,,) < 400, ja que (u,), é minimizante.

Dessa forma, ( s |Vgun|2> é limitada.Vamos mostrar que ( s un) é limi-
n n
tada.

Do Teorema 1.10.6, temos que

2
/ (un - ][ un) dvg < O/ |vgun|2dvg, (239)
2 % b

que ¢ limitado. Além disso,

2
/ Vy <un - ][ un> dvg = / \Vgun\deg
5 ) )

¢ limitado. Logo, (un — f5 un) ¢ limitada em H' ().

Do item (c) do Teorema 1.10.4, temos que a inclusio H'(X) — LY(X) é
compacta. Do Lema 1.8.6, segue que existem u € H' (X) e uma subsequéncia de
(Un)n, que iremos denotar como a propria (uy,),, tais que

un—][undvgéuemHl(E) e un—][ U, doy, —wem L' ().
s %
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2.8. DEMONSTRACAO DO TEOREMA 2

De maneira andloga ao que foi feito para mostrar (2.34) e (2.35), inferimos que

_ un—f5, un T
|K| et fstn 5 |K|e” em L' (D) e he( fren) — hez em L' (0%). (2.40)

Se fy, undvy — +00, usamos (2.40) para obter
/ |K|etn = efs “"dvg/ | K |etn—foindva gy, — o0,
2 s
Por (2.37), isso implica que I(u,) — 4+00. O que é uma contradigdo, pois

(tn)n € minimizante para 1.
Agora, considere o caso em que ch: updvy — —00. Observe que

un, fE undvug un—fz undvg
/ he2doy =e 2 / he™ 2 dog — 0.
0% ox

Dessa forma, usando a convergéncia acima e a defini¢cao de I, teriamos que

1 up
lim 7 (u,) = lim [/ (2|Vgun|2 - 2Ke“"> dv, — 4/ he2d091
ox

1
= lim/ (|Vgun|2 - 2Ke“") dv,
» \2

>0,

ja que K < 0. Ou seja,
lim inf 7 (u,,) > 0.
Mas isso contradiz o fato de I(—c) < 0 para c¢ suficientemente grande.

Dessa forma, (fz un> e (||Vgun||Lz(g)) sao limitadas. Segue de (2.39) que

2
ltnllZags) < ClIV gt 2agsy + vol () (f ) |

Dali, (uy),, ¢ limitada em L? (X). Assim, (u,), ¢ limitada em H' (X). Donde, pelo
item (c) do Teorema 1.10.4 e pelo Lema 1.8.6, segue que, a menos de subsequéncia,

u, = ugem H' (X) e wu, — ugem L?(X),

para alguma fungdo ug € H' (X). Com o mesmo argumento ao usado na demons-
O

tragdo do Teorema 1, concluimos que o infimo de [ é atingido.
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2.4 Demonstracao do Teorema 3

Relembre que, no contexto do Teorema 3, estamos interessados em resolver

o problema

Agju=2Ke", em X

2.41
a—u = QhG%, em 0%, ( )
on

onde K € C*(X), K < 0eh € C®(0%). Além disso, ®(p) > 1 para algum
p € 0X. Lembre-se também que o funcional energia I associado a (2.41) é dado

por

1 u
I(u) = / ( IV ul® — 2K6“> dv, — 4/ hexdo,.
s \2 ox.

Pelo Lema 1.12.1, se D(p) > 1 para algum p € X, entdo existe uma

sequéncia (u,), em H' (X) tal que
I(u,) = —00 e / e do, — 400.
ox

Dessa forma, o funcional energia nao é limitado inferiormente, o que impede a
aplicacao da mesma estratégia utilizada nos Teoremas 1 e 2. Além disso, encontrar

diretamente solugoes para o problema (2.41) pode ser uma tarefa desafiadora.

Para contornar essa dificuldade, consideraremos um problema perturbado
(a saber, o problema (2.48), que serd introduzido posteriormente) que converge
para (2.41). Mostraremos que é possivel obter solugoes do tipo sela para (2.48).
Assim, para cada g,, > 0, encontramos uma solugao u,, de (2.48) e, ao fazer &, — 0,

garantimos que alguma subsequéncia de (u, ), converge para uma solugao de (2.41).

Lema 2.4.1. Seja (X, g) uma superficie Riemanniana compacta com fronteira tal
que K, = k;, = 0. Suponha que K € C®(X) e h € C*(X) sdo tais que K <0 e
h do, < 0. Entdo, existem e >0 e d > 0 tais que
%

I(u) > ¢ para todo u € H' (X) com ezdo, = 0.
%
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2.4. DEMONSTRACAO DO TEOREMA 3

Demonstragao. Considere a seguinte afirmagao

Afirmacgao. Para qualquer § > 0, o infimo

as = inf {[(u);uEHl () com egdagzé}
ox

¢ atingido.
De fato, usando a Desigualdade de Jensen (Lema 1.11.2) na dltima linha

note que

/< |Vgu|2+2|K|e“) dvg—4/ hezdo,
ox

/( \Vgu\2+2\K\e“> dvg—4maxh/ e2do,
> 0%

v

/ ( |V, u|* + 2min |K\e“> dvg, — 40 max h
(2.42)

/ |V ul|*dv, + 2 min | K |vol () e7i® Foudvs _ g5 max h

Logo, as # —oo para cada 6 > 0.
Seja (u,), uma sequéncia minimizante para I sobre o conjunto

{ueﬂl (2);/ eédag—(s}.

10)>

Por (2.42), a sequéncia (/ \Vgun|2dvg> é limitada.
) n
Vamos mostrar que (uy), é limitada em L? (3). Para isso, usamos a Desi-

gualdade de Poincaré para ver que (un — £ un) é limitada em L?* (X). Além disso
desde que (|V,uy,|) ¢ limitada em L?(X), segue que (‘Vg (un fs undvg) Dn é li-
s undvg) é limitada em H' (X).

mitada em L? (X). Logo, (un
Pelo item (c) do Teorema 1.10.4 e pelo Lema 1.8.6, passando para uma

subsequéncia se necessario, existe u € H' () tal que

un—][undvg—\uemHl(E) e un—][undvg%uele(E)
s s

Como na demonstracao do Teorema 1, temos
(2.43)

'u.nff un dv T
S e em LN(OY).

un=fgundvg _y ¥ o [} (X)) e e
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Observe que

un fx undvg un—fs, undvg
O<5:/ e = 73 / e 2 doyg. (2.44)
ox

un—f undv
Se fi undvy — +00, de (2.44) terfamos / e gdag — 0, contradi-
%
zendo (2.43). De modo andlogo, mostra-se que nao podemos ter fz Updvg — —00.

Logo, (fz undvg)n é limitada.

Da Desigualdade de Poincaré, temos que

2
/uidvg < C/ IV yu, > dv, + vol () (7[ undvg> .
s s )

Donde segue que (uy), ¢ limitada em L? ().

Assim, (uy), é limitada em H' (X). Do Teorema 1.10.4 e do Lema 1.8.6,
existe ug € H' () tal que

u, =~ ugem H' (X) e wu, —ugem L' (X).
Dessa forma, temos que
|lwol| g < limvinf ||uw, || g1 (2.45)
Além disso, também temos
el s e em LN(Y) e eF — e? em L' (0%).
Como u,, — ug em L? (), segue de (2.45) que

1V guollr2 < liminf ||V u,| 2.

Assim, temos que

1 1LO
I(uo) :/ <|Vguo|2 —|—2|K|€“°> dv, —4/ he= do,
n\2 o%

]. Un
< lim inf (/ (\Vgun|2 + 2|K|e“n) dvy — 4/ he2dag>
n \2 )>

= Q.
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Pela definigdo de a; segue que I(ug) = a5 e a afirmagao esta provada.

Suponha por absurdo que para cada e > 0 e § > 0, existe u. s € H (X) tal

que

I(ucs5) <ee / e'*doy = 0.
ox

Em particular, existe (u,), em H' (X) tal que

liminf I(u,) <0e / e do, — 0. (2.46)
0%

Usando (2.46) e a definigdo de I, concluimos que / |V u,|*dv, — 0. Como con-
=

sequéncia disso e da Desigualdade de Poincaré, temos que u, — fz U, — 0 em
H'(X). Donde segue que

unffz undvg
he 2 dog — hdog < 0.
ox ox

Assim,

1 .
I(u,) = /Z <2|Vgun!2 + 2[K]e“”> dvg — 4/82 he2 do,
> un un—fs un
> —4622/ he™ 2 do,
o%
> 0,

para n suficientemente grande. O que é uma contradigdo com (2.46). Portando,

obtemos o resultado. O

Proposicao 2.4.2. Seja (3, g) wma superficie Riemanniana compacta com fron-
teira tal que K, = Kk, = 0. Suponha que K € C®(X) e h € C®(0%X) sao tais

que K < 0, / h doy, < 0 e ®(p) > 1 para algum p € 0X. Entdo existem
oy
ug,u; € H' (X) tais

inf max {7 (v(t))} > max {I(ug), I(u1)} > 0,

~v€er te€l0,1]

onde T'={v:10,1] = H'(X) continua ;y(0) = ug,y(1) = u; }.
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Demonstragdo. Usando o Lema 2.4.1, existem € > 0 e § > 0 tais que
I(u) > ¢ para todo u € H' (¥) com e2do, = 4. (2.47)
o%

Escolha uma constante ¢ > 0 grande o suficiente para que

I(—c) = 2/ |K|e“dv, —/ he™%do, € <0, 5) e / e 2do, < 0.
> o 2 o

Defina ug = —c. Pelo Lema 1.12.1, existe u; € H! (X) tal que
I(u) <0 e / e%ldag > 0.
o%

Pelo Teorema do Valor Intermedidrio, para qualquer v € T, existe ¢, € (0, 1) tal

(tg)
/ e 2 do, =0.
ox

max {1 ((t)} = 1 (1(t) > & > 5 > (=) = I(uo).

t€[0,1]

que

De (2.47), segue que

Como I(uy) < 0, segue que

inf max {7 (v(¢))} > max {I(up), I(uy)} > 0.

€T t€0,1]
m
Para a préxima proposicao, considere o seguinte problema:
€ 2K +¢
TR e T ¢
ou  2h (2.48)
— = ez, em 0.
on 142

1
OndeKECl(Z)eheCl(aZ),comK<OeO<5<5.

Defina o funcional I, : H' (X) — R como
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onde
1 u
I(u) = / (2 IV ul® — 2K6“> dv, — 4/ hezdo,
2 ox.
e
J(u) = / (]Vgu|2 +e* — u) dv,.
>
Note que
d 2K +¢ €
Y Lutt) = V) — “_
at|_ Tt /E<<V9“ Vol = T v 1+25) ‘

2 u
- hvezd
1+25/592 ve2doy,

O que implica que um ponto critico de I. é uma solucao fraca de (2.48). Além

disso, quando € — 0, o problema (2.48) tende para

—Agju=2Ke", emX

2.49
@ = Qhe%, em 0X. ( )
on

Dessa forma, queremos encontrar uma solucao de (2.49) encontrando uma solucao
u. de (2.48) e entdo mostrar que u. converge a uma solugdo de (2.49) quando

e — 0.

Para o préximo resultado, lembre-se que ©.(q) denota a derivada tangente

de © no ponto g € 9%.

Proposicao 2.4.3. Seja (3, g) uma superficie Riemanniana compacta com fron-

teira tal que Ky = kg = 0. Suponha que
(i) ©(p) > 1 para algum p € 0%;
(ii) hdo, < 0;
o%
(7ii) ©,(q) # 0 para q € 0¥ com D(q) = 1.

Entdo, existe uma sequéncia (g,), com &, \, 0 e solucoes (uy), de (2.48). Além

disso, ind(u,) < 1 para todo n € N.
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Demonstragio. Com o mesmo argumento utilizado para mostrar a coercividade de

I no Teorema 1, mostra-se que J é coercivo em H' (3).

Para algum gy > 0 e € € (0,&), podemos imitar a prova da Proposigao

2.4.2 para encontrar ug,u; € H' (X)) tais que

¢ = inf max I (vy(t)) > max {I.(ug), [(u1)} + 9 > 0, (2.50)
~vel' t€]0,1]

onde ¢ > 0 é fixado e

= {yeC([0.1;H'(£)):7(0) = uo,7(1) =}

Segue do Teorema 1.14.5 que, para quase todo € € (0,gp), existe uma sequéncia
de Palais-Smale limitada (u,), tal que I.(u,) — c.. Como na demonstracao do
Teorema 2, mostramos que (u,),, possui uma subsequéncia convergente em H' (X).

Como o limite é um ponto critico de I, segue que (2.48) possui uma solugao. []

O teorema abaixo é um dos principais resultados desta dissertagao, também

encontrado em [30]. Ele estéd relacionado ao caso em que x(X) = 0.

Teorema 2.4.4 (Teorema 3). Seja (X, g) uma superficie Riemanniana compacta
com fronteira tal que x(¥) = 0 e K, = Kk, = 0. Suponha que K € C*®(X),
h € C*(0%) sao tais que K <0 e

(a) ®(p) >1 para algum p € 0%;
(b) h do < 0;
ox.
(¢) ©,(q) # 0 para todo q € ¥ com D(q) = 1.
Entao, existe uma métrica g = e"g com Kz = K e kg = h.

Demonstragio. Considere a sequéncia (uy,), de solugdes de (2.48) dada pela Pro-

posicao 2.4.3, com &, \ 0. Note que

- ~ g
= [ K. hdo, = — | —"du, <0,
X /2 Ug+/az % /2 120,
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~ £ ~
de K,, = ——— e h, = 0.
onde 1_2€ne

Pelo Teorema 4, o conjunto dos pontos de blow-up S da sequéncia (u,)s,
pertence ao conjunto {p € 0¥ : D(p) > 1}. Pelo item (d) do Teorema 4, temos
S =10, ja que D(q) # 0 para todo ¢ € 0¥ com D(q) = 1. Isso implica que existe
C > 0 tal que

u, < C, para todon € N.

Multiplicando a primeira equagao de (2.48) por u,, segue do Teorema da

Divergéncia (Teorema 1.6.4) que

1 un
/ |V gt |* dvg = ——— [/ (2K +¢e,) €' —ep) updvg + 2/ hunezdag] :
) 1 —2e, |Js %

Como u, < C, segue que (fz |Vgun]2 dvg) ¢ limitada.

Pela Desigualdade de Poincaré (Teorema 1.10.6) e da limitagao de

(fz |V gt | dvg)n, segue que

2
/ (un — ][ undvg> dv, < C’/ |Vgun]2 dv, < C.
s b b

Assim, (un — f5 undvg> é limitada em H' (¥). Como antes, segue que

(un — £y undvg> converge em H' (X) para alguma w € H! (¥).

Suponha por contradi¢ao que inf u,, — —oo. Entao, como (u,), ¢ limitada

superiormente, fz updv, — —oo. Consequentemente,

eln — eun—fE und’ugefz Undvg 0.

Por (2.49), isso implica que w é harmdnica em ¥ e 8—w = 0 em 0X. Da convergéncia
Ui

de (un — £y undvg> para w segue que [, wdv, = 0. Dal,

/E IV w|? dv, = —/EwAgwdvg =0,

o que implica que w é constante. Como / wdvy, = 0, segue que w = 0. Porém, do
5
que foi feito anteriormente, temos que I.(u,) — 0, o que contradiz (2.50). Logo,

|un| < C. Da teoria de regularidade eliptica, segue que (uy,),, converge para alguma

solucao suave de (2.49). O
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3 Analise de Blow-Up

Dedicaremos nossos esforcos neste capitulo para demonstrar o Teorema 4.
Inicialmente, vamos estudar um resultado que nos auxiliard a demonstrar lemas
importantes para nosso objetivo principal, na Secao 3.1. Em seguida, iniciaremos
uma discussao sobre o conjunto dos pontos de blow-up (também chamado de con-
junto singular) na Se¢ao 3.2, onde o item (a) do Teorema 4 serda demonstrado. Dal,
na Secao 3.3, mostraremos um exemplo de que o conjunto dos pontos de blow-up
pode ser infinito. Dando prosseguimento, mostraremos alguns lemas auxiliares na
Secao 3.4. A Secao 3.5 fornece resultados que garantem a veracidade do item (c)
do Teorema 4. Por fim, concluiremos a demonstragao do resultado principal deste

capitulo com os itens (b) e (d), na Secao 3.6.

3.1 Indice de Morse das Solucdes do Problema Limite

Neste capitulo, estudaremos o indice de Morse das solu¢oes do problema
limite (veja a Segdo 1.15):
—Ay = 2Ke¥, em R%

g;f = QhG%,em OR? ’

(3.1)

onde K < 0 e h sdo constantes. As solugoes deste problema sao dadas pelo Teorema
1.15.1.

Inicialmente, note que se ¢ é uma solugao de (3.1), entdo v = ¢ + log | K|

é solucao do problema

—Av = —2¢’, em R}
0 v 3.2
A 2Dez, em OR?, (3:2)
an
onde ® = ——. Além disso, os indices de Morse destas soluctes sio iguais. Desta

VK

forma, iremos analisar o problema (3.2).
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Da Secao 1.12, temos que o funcional energia associado a (3.2) é dado por

1= [

Da Secao 1.13, sabemos que, para calcular o indice de Morse de uma solugao de

1
(2|V@/}|2+26¢> dw—4©/ e dl.

2 2
+ ORY

(3.2), precisamos estudar a forma quadratica

Q) = / (Vo2 +20%) du—D [ wieral (3.3)
RQ

2
+ OR%,

onde ¢ € H} (Ri), o conjunto das fungdes com suporte compacto (ndo necessari-

amente nulas na fronteira de R?).

Teorema 3.1.1. Seja v uma solugao do problema (3.2).

(a) Se ® =1, entao ind(v) = 0. Neste caso, dizemos que v € estdvel;

(b) Se ® > 1, entdo: Se (1.39) é satisfeita, entio ind(v) = 1. Caso contrdrio,
ind(v) = 400.

Demonstrag¢io. Para provar o item (a), seguiremos a ideia da prova da Proposigao
1.2.1 de [15]. Para isso, usando o item (b) do Teorema 1.15.1, considere uma solucao

vy da forma,

or(s,1) :210g< A )

1+ At

Observe que vy (s, %) = 0. Como vy(s,t) = v1 (A(s,t))+2log A, podemos assumir
A= 1

Observe que (s, t) = ¥(t) = (1 + ¢)~' é uma autofuncio associada ao

autovalor nulo do problema (1.29), ou seja,

—AY +

2 — 0, em R
a0’ o (3.4)

— = 1, em ORZ.
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De fato,

01 » 1
5z =21+ =2y

Ay = (1+1)2

e, em ORZ.

oY
(9777 - <V1/J,T]> = <(07 _1)7 (O’ _1)> =1= 1/}(870)

Usando equacao (3.4) e aplicando o Teorema da Divergéncia (Teorema 1.6.4) segue,
para toda ¢ € C2 (Ri), que

o= [
RQ

1 ) 02 O
Ri<<vw > <1+t>2*”>d”“"‘/aR2 o™

2 1
_ 2 (Vi) V Vi|? + 2 2>dg:—/ 2l
/Ri( # 2’ | (1+t>2¢ aRisO

1 ?
<_M+ T +t>2w> v

2

? 1
Y Vel +2 2>dx—/ 2dl
S| vel - Ziou ot ae [ o

N
< [ (GIvek e 96 = Siver s 2l ao [ g
~ Jrz \9? (1+1)? ORZ
:/ IV|? +2 2302> dx—/ YAl

R t) IRZ.

=Q

—

©).

Onde as duas desigualdades seguem das Desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young,
respectivamente. E, na terceira igualdade, usamos a equacao (3.4). Com isso, o item

(a) estd provado.
Agora mostraremos o item (b). Seja v uma solugao de (3.2).

Seja ¢ o holomorfismo localmente univalente do item (c¢) do Teorema 1.15.1.
Compondo com uma isometria de H?, podemos supor, sem perda de generalidade,
que ¢ (Ri) é um disco Dy C H? centrado na origem e raio R > 0. Lembre-se que

H? corresponde ao modelo do disco de Poincaré que é o disco unitario em R? com

, . 4
a métrica gz = ﬁ& = @U(S, onde u = lOg <(1_|x|2)2> .
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Assim, as variedades Riemannianas (R3,€0) e (Dg, gg2) sao isométricas,
cuja isometria é dada por ¢, e possuem curvatura Gaussiana —1 e curvatura ge-
odésica ®. Com isso, o indice de v é igual ao indice da fun¢ao nula na variedade
(Dg, gu2). Desta forma, vamos estudar o funcional (1.28), que nesta situagio passa
a ser

Qr() = /DR (‘ngw‘? + 1/}2) dvg., — D deagHQ.

0Dg

4

(1—s2)2
- 2 i o -

guz = po. Como ’V9H21/J‘ = g 0ip0p = p! |V1/,|27 dvg,, = pdx e do, , = \/pdl,

segue que

Escreva p(s) = e p(z) = p(|z]), para todo z € Dg. Note que

Qr (¥) = /D (Ve +2¢%) de —D [ w*V/pdl.

ODpg
Dessa forma, o problema de autovalor associado (1.29) é dado por

—AY 4+ 2pp = M), em Dpg

g:/; — D, em dDx.

(3.5)

Agora, vamos mostrar que R = ©—+v/®? — 1. Paraisso, defina vy : [0,27R| —
Dpg por v(t) = R (cos (%) ,sin (%)) Dessa forma,

70 = (=n () 0 (7))

D' (t) =+"(t) = }1% (— cos (;) , —sin (;)) = —};v(t).

Além disso, o campo normal N ao longo de v apontando para dentro é dado por

1
N (v(t) = —=~(t
((8) = =5(0)
Consequentemente,
k (D ! N) = l
6 — tY s - R7



3.1. INDICE DE MORSE DAS SOLUCOES DO PROBLEMA LIMITE 83

onde ks denota a curvatura geodésica da curva vy com respeito a métrica euclidiana.

Note que

B 4x
1 —af?

Vu

x
e a normal a Di apontando para fora de D é dada por ok

Assim, a derivada normal de u é dada por

0 x AR
o= (VR ST
pois estamos calculando ao longo de dDpg, onde |z| = R.

Como g2 = €*d, segue do Teorema 1.7.2

AR +3_© 4
1-R2 R "~ 1-R%

Dai, obtemos que

1+ R

0 2R

Logo,

R=2-Vv®2-1<1.

Afirmagao 1. dim {¢ € H' (Dg) : Qr(¢)) < 0} = 1.

. T ,

Seja fi(x) = 1_7‘;15’2 Dal,
ofy  1+at—23 0Ofi  2xmy O*fi 2xy (xf + 3 — 3x3)
Orr  (I—|a)*’ Owma  (1—|zP)* 02f  (1—[|zP)®
Ofi 2wy (B3 —ai+1)

o~ (1—[oP)

Assim,
0? 0? 8x 4 T .
Afy = J1 i 1 L o5(a) .

= = =2
or? 013 (1—|zP2)®  T(1—|zP2)?1— |z
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Além disso,

of 1 1
87771 = (Vfi,n) = mm <<1 + i - x§=2$1$2> g ($17$2)>
1 1 1+ R x 2
s 1 2) —
2l (1= o2 k) =S o ri-

= 20,/p(z) f1(z).

Portanto, f; é uma autofungao de (3.5) associada ao autovalor A = 0. Analoga-

x / Ve ~ .
mente, mostra-se que fo(x) = ] |2 E também ¢é uma autofungdo associada a
— |z
A=0.
Lembre-se que o Laplaciano euclidiano em coordenadas polares (r, ) é dado
por

1 1
A =0+ =0, + Ay
"oy r2

Sejam {e;} as autofungdes do Laplaciano no circulo unitdrio S' associadas aos
autovalores {\;}, ou seja, Age; + A\je; = 0. Note que \g =0, \y = =1e \; > 1
quando ¢ > 2.

Seja 1) uma solugdo de (3.5). Dai, se escrevos ¢(r, 0) = > 1;(r)e;(6), tem-se
i=0

(e %w; — (N +2p(r) = MNy; =0, em Dpg
Vi(R) = D4/p(R)¢i(R), em 0Dp,

para todo i = 0,1,2,.... Note que fi(r,0) = a(r)d;, onde a(r) = | ! 5 € solugao
—r
da EDO com A = 0 e \; = 1. Isso implica que existe uma tinica soluc¢ao radialmente

simétrica de (3.5), a menos das condigbes de fronteira.

Vamos verificar que

1)

Sl

v(x)

é uma dessas solugoes.
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Desde que 0 < R < 1, 7 é limitada em Dpg. Agora, note que

0y 4xq 0y 4z

o0x, (1 . |a:\2)2’ Oz (1 _ ’x|2)27
9%y  4@Bai—a3+1) Py 4(3x3—ai+1)

ox? (1 _ ]x|2)3 T2 (1 B |x|2)3

Dessa forma,
—A’Y + ﬁ'Y = O, em DR.

Além disso, em 0Dp tem-se

@—<V )= (4 x z\_y R 2R 2 1+ R?
=\ = (1-R)* R/ (1-R)* 1+R1-R?1-R?

on
= 3;\/p (R)7-

Logo, v satisfaz

—Avy+2py =0, em Dpg
oy 1
o 5\/0(3)% em ODg.

Dessa forma, Qr(y) = 0, onde
o A 2 2~ . i 2 /=
Qr (V) = /DR (|v1/}| + 29 p) dr — 8DR¢ Vadl.

Além disso, observe que Qr < Qg. Logo,
Qr () <0.

Dessa forma, temos que dim {w c H! (ER) :Qr(Y) < 0} > 1. Porém, se
essa desigualdade fosse estrita, terfamos que o autoespago associado ao autovalor
nulo teria dimensao maior que 1. Mas esse autoespaco é o das fungoes radialmente
simétricas, as quais correspondem as funcoes constantes em S'. Donde segue a

Afirmacao 1.

Veja que esta afirmacao nao é suficiente para provar o primeiro caso do

item (b) deste teorema, pois precisamos considerar fungdes em H} <Ri)
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Agora, defina ¢ : R2 — R como

Y ="y00, (3.7)

onde v foi definida em (3.6) e ¢ : R2 — Di C H? é a aplicagao definida no
Teorema 1.15.1. Note que v satisfaz

5A¢ +2e) =0, em R? 38)
w 1 v '
877” B EOQQ@D, em OR?'_

A afirmacio a seguir completa a prova do primeiro caso do item (b) deste

teorema.
Afirmagao 2. Se (1.39) é satisfeita, entao ind(v) = 1.

De fato, desde que ¢ (Ri) = Dr e R < 1, segue que ¢ ¢ limitada em R,
Como, por hipétese, e’ € L* (Ri) ouez € L' (aRi) e, como ¢ tem limite no
infinito, podemos encontrar fungdes com suporte compacto ¢ tais que @ (¢) < 0.

Consequentemente, ind(v) > 1.

Suponha por absurdo que ind(v) > 1. Entdo, podemos encontrar um su-
bespago bidimensional E de C§° (]R%r) em que Q < 0 em E. Desde que ¢ é uma

isometria, considere o subespago bidimensional Er C C§° (Dg) definido como
Ep={¢o¢ " : (€ E},
que satisfaz Qg (é) < 0, para toda é € Er. Mas isso é uma contradicao com a
Afirmagao 1. Portanto, concluimos que ind(v) = 1.
Afirmacao 3. Se (1.39) nao é satisfeita, entao ind(v) = +oo.
Pela Observacgao 1.15.2, podemos supor que / e2dl = +o00 e / e'dr =
IORZ. R?
+00. A estratégia usada para mostrar que ind(v) = +o00 consiste em mostrar que

existem func¢des com suporte disjuntos de modo que () em cada uma dessas fungoes

seja positivo.

Considere M, fixado e M > 2M, qualquer. Escolha uma funcio corte nao
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negativa o, tal que

0, sex € Bj,(0)
pu(r) =41, sex e A0;2My, M) (3.9)
0, sexeR:\ B, 0

R2

+

onde C' é uma constante que nao depende de M, ja que |Vey| < r~t. Multiplique
(3.8) por 1p3,, com v definida em (3.7), e integre em ambos os lados da igualdade

para obter

/ (—¢¢2Aw + 2e”w2@2> dr = 0.
R

2
+
Aplicando o Teorema da Divergéncia (Teorema 1.6.4) na equagao acima e usando

novamente (3.8), temos que

/R ((Ve, V (Vi) + 2¢"03,00?) da — L[ 2ra—o. (3.10)

d D Jow
Agora, note que
V (You) = vVou + euVip.
Dai,
IV (Wean)* = 02 [V + @3 VI + 200m (Vi Veor) (3.11)
Além disso,
V (¥kr) = 20en Ve + 03, V.

Donde,

(V. V (V) = 200u (Yo, Viour) + 0% V0. (3.12)
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Substituindo (3.12) em (3.11), obtemos

IV ()P = (V. V (v, )) + ¥* [Veou* (3.13)

Substituindo (3.13) em (3.10), chegamos a

v 1 2
[ wentdn= [ (7 ol +20 on e = 5 [ ondt

: or3
Somando e subtraindo 2 f oR2 ez (Y M)2 dl na equacao acima e usando a defini¢ao
+
de @) dada em (3.3), temos que

1

/Ri W [Voul” de = Q (o) + <© — @) /BR2+ e% (wipnr) dl.

Ou seja,

Q (Vou) = /R2 ¢2|V90M|2d37_ (9 N $> /311@2 ‘

1 v
Observe que (@ — ) > 0, desde que ® > 1. Além disso, como f(mg ez = 400
+

wle

(WPM)Q dl.

D
e fR2 )? \V¢M|2dx é limitado, podemos escolher M > 0 grande o suficiente de
+

modo que

Q (You) <0.

Repetindo o mesmo argumento com M fazendo o papel de My, podemos encon-
trar ¢y, definida como em (3.9) com suporte disjunto a ¢y, com Q (Y, ) < 0.
Logo, existem infinitas fungdes suaves com suportes compactos e disjuntos (¢ar,),,
satisfazendo @ (¢Yns,) < 0. Portando, ind(v) = 4o0. O

3.2 O Conjunto Singular

Lembre de (6) que estamos tratando do seguinte problema:

—Agu, + 2K, = 2K,e",  em X
- . (3.14)
—— 4+ 2h,, = 2h,e 2, em 0%,
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onde f(n, ﬁn, K, h, sao funcoes C* tais que K, — f(, K, - K, an — h no sentido
C'. Daqui por diante, considere uma sequéncia (u,), de solugoes de (3.14). Além
disso, a menos que seja dito explicitamente o contrario, estamos supondo K < 0.

Lembre-se que o conjunto singular é definido em (7) como
S={peX: existe (z,), em X com z, = p e u, (z,) = +oo} (3.15)
A fim de o usarmos na proposi¢ao seguinte, considere o seguinte resultado
do célculo variacional que pode ser encontrado na Segao 5 do Capitulo 1 de [32]:

Teorema 3.2.1 (Principio Variacional de Ekeland). Seja (X, d) um espago mé-
trico completo e considere uma fungao ¢ : X — (—o0,+00] que é semicontinua
inferiormente, limitada por baixo e ndo identicamente +00. Sejam e >0 e A > 0

dados e seja x € X tal que p(z) < in)f( ©(y) + €. Entdo, existe x. € X tal que
ye

(a) ¢ (x:) <o (2);

(b) d(z.,z) < A;
(c) v(z:) < (2) + $d (2, 2) para todo z # ..

A proposigao a seguir implica no item (a) do Teorema 4.
Proposicao 3.2.2. O conjunto S definido em (3.15) satisfaz

Sc{peodX:®(p) >1}.

Demonstragio. Seja p € S. E conhecido que em uma vizinhanca de p, a métrica ¢
pode ser escrita como g = e"9, onde § é a métrica Euclidiana. Assim, o problema
passa a ser no conjunto B, onde B = B, (0) C R% (se p € 9%) ou B = B,(0) C R?

(se p € int (X)), com a métrica candnica, onde p é associado a origem.
Considere uma sequéncia (y,), em B tal que
Yn — 0 € uy (y,) — 400,

e defina

7un(yn)
€, =€ 2
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Para cada n € N fixado, aplique o Teorema 3.2.1 com

U

_In
p=e 2 e AN=./e,,
para encontrar uma sequéncia (z,,), em B tal que

(a) e~ uninl e’ungyn), o que implica uy, (Yn) < uy, (T,);

(c)

—un(on) _“n(z)

e 2 <e 2 H.\/elr, — 2, (3.16)

para todo z # x,.

Desde que y, — 0 e u, (y,) — +00, temos como consequéncia de (a) e (b) que

Uy, (x,) = +00 e x,, — 0, respectivamente.

Agora, defina

_un(ﬂfn)

op =€ — 0, B, =Bz (r,)N B, (3.17)

Un () = Uy, (0pz + ) + 210g 0y, (3.18)

para x € B, := %Bn. Observe que

un (2n)

U, (0) = uy, (x,) + 2loge™ 2~ = 0. (3.19)

Afirmacao. Dados quaisquer R > 0 e ¢ > 0, se n for suficientemente grande,

temos
vn(x) < e (3.20)
para todo 2 € B com |z| < R.

De fato, se 0 < |z — x,| < R0y, entdo

_ un (zn)

(1— VanR) e ™5™ < (1— EnR) (e” el — z|)
< (1= VER) (5 4 yEgRe 8

< (1 - EnR) (1 + EnR) e~

_ un (2)

<e Tz, (3.21)
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un (yn)

para n suficientemente grande, pois R é fixado e e,, = e~ 2 — 0. Observe que
a primeira e segunda desigualdades seguem, respectivamente, de (3.16) e do fato
de |z — x,| < §, R. Assim, (3.21) implica

un(2) < up (x,) —2log (1 — /e, R), (3.22)

se |z — x| < Roy.

Dai, se |z| < R, temos que

v (2) Up (0p2 + x,) + 2l0g b,
<ty (2a) — 2log (1 — VEnR) — 2log e 5™
—log (1 — V&, R)

< g,

para n suficientemente grande. Com a primeira desigualdade sendo dada por (3.22)
e pelo fato de |0,z + x, — x,| = d,]2| < §,R. Ja a ultima desigualdade é dada
pelo fato de log (1 — @R) < 0 e limlog (1 — @R) = 0, pois €, — 0 quando
n — +o00. Provando a afirmacao.

Agora, iremos considerar dois casos:
Caso 1. assando para uma subsequéncia,

d (25, T+(0))

; — 1o >0, (3.23)

onde
Lo(p) = {(s,t) € 9B (p) : t = 0}

~ 1
Obtemos, para todo x € B, = 5—Bn, de (3.14) que

—Av,(z) = =02 Au, (6,2 + )
= 202K, (0 4 xp,) €' Oret®) _ 952 [ (5,2 + 2,,)
= 22180 [¢ (O + ) glin(Onztzn) _ 2(5,2Lf(n (O + )
= 2K, (0p + 2,) €9 — 202K, (0, + 2,) .
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Além disso, em '), = B, N {(s, 0) € Ri}, temos que

Ovn
on

ou,, un(naton)

(x) = 0, 5 (O + x) = 20phy (0pz + x,) € 2 —28,h,, (O + x3)
n
= 2h, (6,2 + x,) evnT(z) — 258, (O + ) -
Dessa forma, v,, satisfaz
8vn vn

B + 28, I, (0nT + ) = 2hy, (O + 27) €2, em I,
n

—Av,, + 2521?“ (O + ) = 2K, (0 + x,) €™, em B,

Usando (3.20) e estimativas de regularidade eliptica, obtemos, a menos de

uma subsequéncia, que
v, = vem Cp (R x (—tg, +00)).

Além disso, por meio de um calculo parecido com o feito na Secao 1.15, temos que

v ¢ uma solucao da equacao

—Av =2K(0)e’, em R x (—ty,+00)

3.24
9o _ 2h(0)ez, em t = —tp. (3:24)

Pelo Teorema 1.15.1, sabemos que o problema acima admite solugao somente se
D(0) > 1.

De (3.20), obtemos que v < 0. Além disso, a partir de (3.19), temos que
v(0) = 0. Aplicando o Principio do Maximo (Teorema 1.8.7), concluimos que
0 € R x {—tp}. Isso implica que to = 0. De (3.23), temos

d (2, 7(0)) = 0 (dn) -

Dai, p € 0%.
d(zn,1'(0))
O

Nessa situacdo, By, definido em (3.17), exaure todo R?. Seguindo de ma-

Caso 2. — 400, quando n — 400.

neira analoga ao caso anterior, temos que

v, — vem Cp, (Rz) .
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Além disso, v satisfaz a equacao

—Av = K(0)e’, em R* (3.25)

Considere a restrigao de v a B,.(0) C R% Lembre de que v < 0 e v(0) = 0.
Pela equagdo (3.25), sabemos que Av > 0 em B,(0), j4 que K(0) < 0. Aplicando
o Principio do Maximo (Teorema 1.8.7), concluimos que v nao pode atingir seu
maximo em B, (0). Em particular, isso implica que v(0) < 0, o que contraria o fato

de que v(0) = 0. Portanto, o Caso 2 nao pode ocorrer.

Assim, concluimos que p € 9% e que D(p) > 1, como querfamos demons-
trar. ]

3.3 Exemplo de Infinitos Pontos de Blow-Up

Posteriormente, veremos, por meio do Lema 3.6.1 e da Proposicao 3.6.2,
que, se a sequéncia ( / e“”dvg> for limitada, entdo o conjunto dos pontos de
Y n

blow-up S seré finito. No entanto, o exemplo a seguir demonstra que esse conjunto,

também chamado de conjunto singular, nem sempre ¢é finito.

Considere o problema

—Au = —2¢e", em A(0;7, 1)

OU | o ohyet —1

op T 2= 2mer, em lz|=1 | (3.26)
ou 2

2 —9h.eb =
an 1 2€2, em |z| =7

Onde hy e hy sdo constantes reais. A classificagdo das solugoes explicitas do pro-
blema (3.26) ¢ dada em [21].

Exemplo 1. Por um calculo direto, para cada A ¢ [0, —2logr], as fungoes

ur(z) = log (W (A —|—4210g |a:|)2>

A\ + log r?
sao solugoes do problema (3.26) com hy = - © hy = |)\L2§::2’
hi=1ehy=—1,se A\<0,eh; =—1ehy=1, A > —2logr. Note que se |z| =1,

. Em particular,
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4
entdao uy(z) = log 55 e, se |z| = r, entdo uy(z) = log (TQ()\+210gr)2>' Assim,
lim uy () = 400, no caso em que x| =1e lim wy(z) = 400, no caso em que
A—0 A——2logr

lz| = 7.

Dessa forma, o conjunto dos pontos de blow-up é JA(0;r, 1), que é um

conjunto infinito.

Note que, neste caso, a sequéncia ( / e!rn dx) nao é limitada. De
A(0;r,1) n

™ 1 1
e rdr = 4/ / dpdf
/A(O;r,l) o Jr p(An+2logp)?

1 1
—or
T <2logr—i—/\n )\n> — oo,

fato,

se A, 0 ou )\, \ —2log.

3.4 Lemas Auxiliares

Lema 3.4.1. Seja (uy,), uma sequéncia de solugoes de (3.14). Entdo,
(a) Para qualquer q € (1,2), / ‘Vgu;’q dv, < O(1);
2

2
(b) Se, além disso, xn, <0 (veja (8)), entdo / ‘Vgu;’ dvg < O(1);
b
(¢) Para qualquer M C X compacto com M NS =), temos que:
sup u, — infu, = O(1) e / |V gt |* dvy = O(1).
M M M
Aqui u,, = min {u,,0}.

Demonstracao. Defina uma funcao w : R — R tal que
t, set <0
=1, set > 1;

(3.27)
w'(t) > 0, paratodot € R;

w”(t) <0, paratodoteR.
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Para cada n € N, defina w, := wouwu, : ¥ — R. Observe que V, w,(r) =
W' (U (1)) Vgun (2) € Vawy (2) = " (tn (2))V gtun (2) @V gtin () + 0" (un () Vi, (2).

Dal, como Ajw, = ter]wn, segue de (3.14) que

Ayw, = w" (uy,) |Vgun|2 + w' (un) Agup
=" (un) [Vygun|* + 20 (u) (K = Kpe™)

em Y. Além disso,

ou ~ u
=w' (uy) — = =2w (up) by + 20 (Uy,) hpe 2 .
= (1) 5% = 2 (1) o+ 20 (1)

ow,,

Ou seja, cada w, satisfaz

_Agwn = —w" (un) |vgun|2 — 2w’ (u”) (Kn + |Kn|eun) , em

ow u ~
" =2w (uy) (hne® — hy), em O0X.
o, = 20" (un) ( )

De (3.28) e lembrando que w!! < 0, temos que
0< — / w"” (un) |V | dug
>

_ /E [~ g + 20 (uy) (R + Kl )] dug

=2 /2 w' (uy,) (Kn + ]K,Je“") — 2/(9 w' (uy,) (hneT — hn) dvg

s
<C.

(3.28)

Onde a segunda igualdade foi obtida usando o Teorema da Divergéncia (Teorema

1.6.4) e a equacao (3.28). Na ultima desigualdade, usamos a definigdo de w dada

em (3.27) para garantir que w’ (u,) = 0 sempre que u, > 1. Assim, os termos

que envolvem a exponencial de u,, sdo controlados. Além disso, (f(n) e (K,), sao
n

limitadas.

Consequentemente, o lado direito da primeira equacao de (3.28) é limitada

em L' (X)) e o lado direito da segunda equacdo ¢ limitada em L> (9%). Pela teoria

de regularidade eliptica, segue que

/ IV wal? < O(1),
>
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para todo ¢ € (1,2). Da definigdo de w,, segue o item (a).
Agora provaremos o item (b).

Multiplicando (6) por w,, e integrando, obtemos que

duy, -
/(Vgu;,vgunﬂlvg —/ u;udag—l—Q/u;Kndvg = Z/UT_LKne“”dvg.
b os | Ong by b

Usando a segunda equagao de (3.14) e observando que / <Vgu;,Vgun> dv, =

=
/ 'Vgu;r dvg, obtemos
2

/2 “Vgu;‘z + 2u;; (f(n + |Kn]e“")} dv, = 2/82 u,, (hne%" - Bn) do,.

~ _ _ ¥n . . . . _
Como as fungio u,, e*" e u, e2 sdo limitadas em L> ( pois quando u,, > 0, u,, = 0),

temos que

/ ‘Vgu;fdvg = -2 l/ K,u, dv, —i—/ ﬁnundag] +0(1). (3.29)
> 2 0%

/ K, <un — ][ u;dvg> dvg u, — ][ u,, dvg

2 2 s

U, — ][ U,
s

< O|Vou],

=C (/ ‘Vgu;‘qdvg>q
=

< O(1). (3.30)

Note que

< 1Kl

q

<C

q

Onde a primeira desigualdade segue da desigualdade de Holder, a segunda segue
de K,, — K, a terceira deve-se a desigualdade de Poincaré, na pentiltima usamos

que g € (1,2) e, na ultima, usamos o item (a). Analogamente,

(s f)

<0(1). (3.31)
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Além disso, colocando fy,u, em evidéncia e usando a defini¢do de x, em (8),

obtemos

—2 l/ f(ndvgfu; —i—/ ﬁndag][ugl = —2an u, <0, (3.32)
> > 0% > >

pois x, <0 e fyu, <O0.

Logo, escrevendo u, = (u; — f5 u;) + £, uy,, segue, de (3.30), (3.31) e
(3.32), que

/ 'Vgu;rdvg = -2 [/ K,u;, dv, —|—/ Bnu;dag] +0(1)
s s ox
= -2 [/f(n<u;—][u;>dvg+/ Bn<u;—][u;>dag
s s ox s
+/ ~ndvg][u; +/ Bndag][u;] +0(1)
s 2 ox 2
<0(1).

Como queriamos demonstrar.
Agora provaremos (c).

Podemos assumir que M = B,(p), com By.(p) NS = . Além disso,

(1) Bur(p) Cint (%) ou;

(2) p e ox.

Passando o problema para uma bola na métrica Euclidiana, temos que g = €0
em By (0) C R? ou Bj,(0) C R%. Desta forma, a fun¢do v, = u, + v satisfaz a

equacao
—Auv, = f, em By,.(0),
no caso (1). Ou

—Av, = f,, em B} (0)

ov,
877] = hn; em aBi;(O),
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no caso (2). Aqui, f,, := 2K,e" —2¢"(K, — K,) e hy, := 2h,e* —e2(h, — r,) sdo
fungoes limitadas em L, ja que By, (0) NS = 0 ou By, (0) NS = @, conforme for
o caso. Como By,.(p) NS = 0, pela definigdo de S, temos que existe C' > 0 tal que
u, < C em By, (p), para todo n € N.

De maneira andloga a demonstragao do item (a), obtemos que

/2 |ngn|qdvg = 0(1),

para todo ¢ € [1,2), onde v, = min {u,, C}.

Agora, defina @, = u,, — fBZ'r (p) Un- Da Desigualdade de Poincaré (Teorema
1.10.6) tem-se que i, é limitada em L7 (By,(p)), para todo ¢’ > 1. No caso (1),
—At, = f, com f, € L* (Bs.(0)). Dai, pelos Teoremas 8.17 e 8.3 de [19], segue
o resultado. No caso (2), o resultado segue do Teorema 5.36 e do Lema 5.51 de

[29]. O
Lema 3.4.2. Seja u uma solugdo de
~Ayu+2K =2Ke", em . (3.33)

Entdo, dado qualquer campo vetorial F : ¥ — T, temos que

/8 4k (F) + 2(Vg.0) (Vg ) = 9 (Fo0)] do

= /E 4K (Vgu, F) + 4e" ((V, K, F) + Kdiv F) + 2DF (Vqu, Vyu)

— |V yul’ div, F} dvy.
Demonstracao. Inicialmente, note que

div, (2 (Vyu, F) Vyu — |V ul’ F)
= 2(Vy (Vou, ), Vgu) +2(Vgu, F) Agu — (V| Vgul®, F) = |Vyul* div, F.

Dai,

2(Vgu, F) Agu = divy (2(Vyu, F) Vyu — [Veul* F) = 2(Vy (Vgu, F), Vyu)
+ (Vg [Vgul*, F) + |V qul* div, F.
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Calculemos —2 (V, (V,u, F) ,Vgu>—|—<Vg IV ul?, F> em um referencial ortonormal
local {e;}. Como V,u = Z&iuei e F' = F'9;, temos que (Vyu, F) = F'Q;u. Dai,

obtemos
Vo (Vou, F) = 0 (F'ou) e = (0uF'0u + F'0p0pu) ey
Donde segue que

(Vo (Vgu, F) ,Vyu) = 3 0 (OF 0+ F'o,0u) .
l

Além disso, desde que (Vyu, Vyu) = > (8ju)2, temos que

J
V4 (Vgu, Vgu) = 20;u0,0jue;. Dessa forma,

(Vg (Vyu, Vu) , F) =23 F'o;uddu.
J

Logo,
—2(Vy (Vgu, F) , Vyu) + (Vy (Vou,Vu) , F) = =23 O F'O;udju
k
=: —2DF (Vyu,V,u). (3.34)
Com isso, obtemos a seguinte identidade:

284u(Vy, F) = divg (2(Vyu, F) Vyu —[Veul* F)
— 2DF (Vgu, Vyu) + |V ul* div, F.

Integrando e usando o Teorema da Divergéncia, obtemos que
2 /Z Agu (Vu, F) dv, = /E divy (2(Vyu, F) Vgu — [Vyul* F) du
- 2/EDF (Vau, Vgu)dvog + /2 \Vul’ div, Fdu,
= /az <2 (Vau, F)Vyu — |Vaul’ F, V> dvg

- 2/ DF (Vgyu,V u)dy, +/ IV ul* div, Fdv,.
s s
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Por outro lado, de (3.33) temos que

=

2/ Agu(Vou, F)dvo, =4 (Vou, Fydv, —4 [ Ke"(V,u, F)dv,
s

K (Vgu, F)dv, — 4

(V,e", KF) dv,

RV u, F)dv, +4 | e*div, (KF)—4 / K (F.v)
ox

K(Vyu,Fydv, +4 | ¢ ((V,K,F) + Kdiv, F)dv,

m\m\m\m\

|
I

H
\tﬂ\tﬂ\tﬂ\:tﬂ\

'K (F,v).
o

Igualando as identidades acima, concluimos que
/ [4Ke" (F,v) +2(Fu,0) (Vu, F) — Vyul? (F, )] do,
0%
_ / (4K (Vyu, F) + 4¢* ((V, K, F) + Kdiv F) +2DF (Vu, V yu)
b

— |V ul? div, F} du,.

3.5 Caso de Massa llimitada

Lembre-se que estamos considerando uma sequéncia de solugoes (uy,), do
problema (3.14), com K < 0. Vale ressaltar que, doravante, vamos considerar

Xn < 0, com Y, definida em (8). Do Teorema de Gauss-Bonnet, segue que

:/Kne“”dvg—l—/ hpe'# do, = 2mx(%).
s %

Defina

Pn ::/ hneu;dag:/ | Ky |e“dv, + O(1).
ox. 2

Suponha que p, — oco. Passando para uma subsequéncia se necessario, obtemos

que

(2) pp'hne® = o
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(b) o, [Knle — &,

onde o e ¢ sao medidas unitarias positivas definidas em 0% e 3, respectivamente.

As convergéncias fracas acima sao no sentido de medidas, isto é,

lim @pglhne%ﬂdag = / wdo
"0 oy ox.
para toda ¢ € C'(9%). A convergéncia de £ é andloga.

Proposigao 3.5.1. Temos que ﬂmt(z) =0elyn=0.

Demonstragio. Fixe ¢ € C?(X). Multiplicando (3.14) por ¢ e usando o Teorema

da Divergéncia (Teorema 1.6.4), temos que

Ou, 0
/2 (PAgu, — unAyo) dvy, = /az (gb 81;7 — u”f)fj) doyg.

Dai,

2/2 (]Kn|e“" + R’n> pdv, — 2/8

(hne® = hn) ¢do, = /E un A ydu,

o}0)
— Uy ——do,. 3.35
/82 8’)7 g ( )

Vamos estimar o lado direito levando em conta a parte positiva e a parte

by

negativa de u,, lembrando que elas sdo definidas por u,; = max {u,,0} e u, =

min {u,, 0}, respectivamente. Note que u, = u} +u, e

9¢
ul Ao dv —/ uf—do
/z T Jos mon Y

onde C = sup |A,¢| e Cy = sup ’%’
by ox |On

< Cl/uf{dvg—i-Cg/ utdoy, (3.36)
> o%

Da Desigualdade de Jensen (Lema 1.11.2), sabemos que

/u:dvg < Clog/ et dvg + C.
> >

. . log(t+ B
Note que, para A, B constantes (ou fungoes limitadas), tl}er gt(~|—A) =



3.5. CASO DE MASSA ILIMITADA 102

Dessa forma, considerando X = ¥y, + X, com 3y, = {p € 3;u,(p) < 0}
e Yo, = {p € ¥ : u,(p) > 0}, obtemos que

+ +
/ u, dvg / u, dvg,
p) )

Pr / | K| e dvy 4+ O(1)
b

C’log/ e“zdvg +C

IN

o
min |K,| [ e*dv, + O(1)
s

C’log/ e“idvg +C
2271

C/ e“zdvg +C/ e“idvg +0(1)
Eln E2n

Clog/ e“idvg +C
< 2271,

C/ e“idvg +0(1)
Yon
—0 (3.37)

quando n — +o00. Onde, na primeira desigualdade, usamos o fato de K, — K,
K <0.

De maneira analoga, concluimos que

+
/ u, dvg,
ox

Pn

— 0

quando n — +o00. Logo,

: + + _
nEIJIrloo (Cl/zundvg + CQ /62 undag> =0.

Assim, de (3.36), segue que

/u:quﬁ dvg—/ u:%dag
s 0% U

=0 (pn) - (3.38)
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Além disso,

n
_ _ - _\ 99
u, — 1 u, | Ayodv —/ (un—][un> —do
/2< ][E ) o9t % by on -’
SC’(/ u;—][u;dvg—k/ ug—][u;dag>,
b s ) b

0
onde C' = max {sup |Ay@|, sup 'agb'} Segue do Teorema 1.10.3, do Teorema de
) ox | On

Poincaré (Teorema 1.10.6) e do item (b) do Lema 3.4.1 que

9¢
u, A pdv —/ u, —do
/2 s on " On 7

De (3.38) e (3.39) segue que

¢
Up A pdv —/ Uy —do
/2 7 ! oz On I

Se supp ¢ C int(X), de (3.35) e de (3.40), temos que

<C (/ |vgu;\2dug>2 <0(1). (3.39)

= o(pn)- (3.40)

pnl/ | K| e pdvg — 0.
s

Donde segue que 5|mt(2) = 0. De maneira andloga, se supp ¢ C 0%, (3.35) e (3.40)

implicam em

— 0.

pt / | K |e pdvg — pyt / hne'? ¢do,
b)) 0%
Logo, |5 = 0. O

Proposicao 3.5.2. Temos que suppo C {p € 0% : ©,(p) = 0}.

Demonstrag¢io. Seja Ay uma componente conexa de 9% tal que o A, 7 0, € con-
sidere uma vizinhanca suave X5 de Ay em Y. E conhecido que podemos passar,
via uma aplicagdo conforme, para um problema no anel A (0;r,1) para algum
0 < r < 1, a qual identificamos Ag com 0;B(0). Assim, podemos escrever g = e"4,

para alguma funcao suave v em A(0;r,1).
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Defina w,, := u,, +v e g, = e*"d = e"g. Sabemos que u,, satisfaz (3.14) e

—Agu, + 2K, = 2K, ", em X
ou,,

on

+ 2Ky = 2Ky, €%, em 0X.
De (3.14) e da equagao acima inferimos que

2K, = e (2Kne" — 2K, + 2K, ) = 2K, + 2¢7" (K, — K,) . (3.41)

g

Além disso, w,, satisfaz

—Aw, = 2K, e", em A(0;r,1)

ow, o 3.42
Un 2Kg,€72 em 0A(0;7,1). (3.42)

Substituindo (3.41) em (3.42), obtemos
—Aw, + 2K, = 2K,e"", (3.43)
onde K, = e° (f(n — Kg) ¢ uma funcao suave para cada n € N. De maneira

analoga, concluimos que

owy,

2y, = 2hpe’ 2, 3.44
n + e ( )

onde h,, = e? (ﬁn — hg> é uma funcao suave para cada n € N.
De (3.43) e (3.44), obtemos que as fun¢oes w,, satisfazem

—Aw, + 2K, = 2K,e*", em A (0;7,1)
ow,,

on

A wn (3.45)
+ 2h, = 2h,e2 em Ag,

Considere uma funcao analitica f : Ay = R e F': Ay — C definida por
F(p) = f(p)7(p), onde 7 é o vetor tangente unitario. Para r suficientemente
proximo de 1, podemos estender F' analiticamente para uma fungdao holomorfa
F: A(0;7,1) — C. Defina F(p) = F(p)o(p), onde ¢ é uma funcio corte ¢ tal que
p=1em A(0;r9,1) e p=0em A(0;7r,7r1), com r < ry < 1.
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Vamos aplicar o Lema 3.4.2 com A(0;r, 1) no lugar de X e F no lugar de
F. Como 0A (0;7,1) = dB,(0) UdB,(0) e F se anula em A (0;7,7), segue que

| [ (B 2 () (Vo F) = [ (o)

- o
-1,

[4[( e (

ow
%<w%fw+wwﬂﬂm]

o (V1) = [V {770

ow, e s
—2 /A 0 a“j? fwy). =4 /A 0 f (hoe™® = o) (wn), (3.46)

ja que (1,m) = 0 e w, satisfaz (3.45).

Como F é holomorfa, F' satisfaz as Equagoes de Cauchy-Riemann. Isso im-
plica 01 F! = 0,F? e O, F' = —0, F?%. Usando (3.34) e o explicitado neste paragrafo,

segue que

= (%Flvlwnvlwn + 81F2Vanvlwn
+ (92F1V1wnvgwn + aQFZVanVQUJn

1
= alFl (vlanQUJn —+ VanVQUJn) = 5 (81F1 + 82F2) |an|2
1
= —div F |[Vu,|?,
2
ou seja,
2DF (Vw,, Vw,) — div F |Vw,|* = 0. (3.47)
Dai,
/ 4R, (T, F) + 46" (VK F) + Ky div F) + 2DF (Va,, Va,)
A(0:79,1)
—div F \anﬂ dx

_ / 4K, (Vw,, F) + 4" ((VK,, F) + K, div F)| dz. (3.48)
A(0:7,1)
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Agora, mostraremos que
/ 4K, (Vwy, F') + 4" ((VK,, F) + K, div F') + 2DF (Vw,, Vu,)
A(0:r1,r0)

— div F [Vw,|*] dz = O(1). (3.49)

De fato, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, a Desigualdade de
Holder, a convergéncia C' de (Kn> e aplicando o item (c) do Lema 3.4.1 no

conjunto compacto A (0;r1,79), obtemos que

/ (f(n <ngn, F> + 2DF (Vw,, Vw,) — 2div F |an|2) dx
A(0;71,70)

< C/ IV w,|* dz = O(1). (3.50)
A(0;71,7r0)

Além disso, desde A (0,71, r9) é um compacto que nao intersecta 9%, a Proposicao

3.2.2 garante que (wy,), é limitada em A (0,7,79). Dessa forma,

/ e ((VK,, F) + K div F) dz < 0/ e"rdz = O(1).  (3.51)
A(0,r1,r0) A(0,71,70)

De (3.50) e (3.51) segue (3.49). Portanto, pela definicio de F', por (3.48) e (3.49),

temos que
/A on) (4K, (Y, ) + 4 ((VE, F) + K, div F) + 2DF (Vw,, Vu,)
—div F |V’wn|2} dx

_ / (4K, (Vu,, F) + 46" (VK F) + K, div F)| dz + O(1).  (3.52)
A(0:ro,1)
Aplicando o Lema 3.4.2 a F' e usando (3.46) e (3.52), obtemos que
4 / F (hae® = hy) (w,), = / 4K, (Vw,, F) + 4" (VK,, F)
Ao A(0370,1)
VK, div F)] dz + O(1). (3.53)

Agora, analisaremos o termo

/ AK, (Vwy, F) dz = / 4K, (Vw, + Vw,, F) dz.
A(0;70,1) A(0;70,1)
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Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, a Desigualdade de Holder, a conver-

géncia de R'n, e o Lema 3.4.1, obtemos que
/ 4Kn<Vw;,F>dx§C/ ‘Vw;‘dx
A(0370,1) A(05r0,1)

2
< C/ |V, | de = O(1).
A(0;70,1)
Além disso, usando o Teorema 1.6.4, temos que

4 /A . K, (Vw!, F) dx

<4 K,w! (Fn) dl|

/A - w; div (K, F) dz +

+4 ’/ K,w! (F,n) dl’
{lel=ro}

/A - wt div (KnF) dz +

+0(1).

Ao

<4

Rt (F.) cu|
Ao

Onde a segunda igualdade segue pela Proposicao 3.2.2, que nos diz que o conjunto

{|z| = ro} ndo possui pontos de blow-up, ji que é um compacto que nao intersecta

0%. Além disso, como (K,,), converge no sentido de C*, ([A(n> também converge
n

no sentido de C!. Daf,

4 / K, (Vwy, Fyde| <4| [ Kyw! (F,n) dl’ +4 / w; div (K, F) do
A(0;70,1) Ao A(0;r0,1)
+0(1)
§C</ wjdl—i—/ widaz)%—O(l)
Ao A(0;70,1)
=0(pn).

Onde, na segunda desigualdade, usamos o mesmo argumento usado em (3.37), na

demonstracao da Proposicao 3.5.1. Logo,

/ 4K, (Vw,, F) dv, = o (py) . (3.54)
A(0;r0,1)
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Agora, para quaisquer fungoes suaves ¢ e 1, note que

/A o, = /A (T oy = /A (V) do,
- / (Y, (9) — WV, 7) do,
= | ¢ (V07 do, + / (V, (pt) . 7) do,
Ao Ao
= rd g rd 9
Yo dog + /A 0 (o), do

=— [ Yo.do,.
Ao

Onde usamos o Teorema Fundamental do Calculo na ultima igualdade. Dessa

5 fha (wy) doy = /A fh, (w; - 7£ wTZ)T
:_/AO (7). <w;_]iow;) ao,.

Dai, usando a Desigualdade de Holder, o Lema 3.4.1 e a Desigualdade de Poincaré

(Teorema 1.10.6), obtemos

forma,

fha, (w;) dog| < C/ w,, —][ w, | dog
Ao T Ao Ao
2
SC’/ w;—][ w, | do, = O(1).
Ao Ao
Logo,
/ fha (wy)_dog = O(1).
Ao T
De maneira andloga ao feito em (3.37), segue que
Fhy, (wj{)Tdag =o0(pn) -
Ao
Assim,
Fha (wp), dog = 0 (pn). (3.55)

Ao



3.5. CASO DE MASSA ILIMITADA 109

Por (3.53), (3.54) e (3.55), segue que

Fhae' (w,). do, = / e ((VK,, F) + K, div F) dv, + 0 (p) . (3.56)

Ag A(O:To,l)

Note que

Fhne (wy)._do, = 2/ fha (€%) doy = —2/ (fhn). e doy,
Ao T AO

Ao

= -2 /AO (fThn +f (hn)T) eandUg

hn Wn

_ 9 / (fT + f()T> he do,. (3.57)
Ao hn

Veja que podemos considerar h, no denominador, pois, para todo p € supp o,

D(p) > 1. Isso implica que h(p) > 1. Como a sequéncia (h,,), converge para h em

C', podemos supor que h,(p) > 0 para n suficientemente grande. Considere um

referencial ortonormal {7,n}. Dai, divF = O, F' + 0,F? = 20, F' = 2f,. Assim,

obtemos

[ e (VR Py + Kadiv Fyde, = [ (£ (), 2K ) ey,
A(0:r,1)

A(0:rp,1)

_ . (Kn)‘r o W,
N /A(U:ro,l) < f Kn 2fT> |Kn| ‘ dvg.
(3.58)

Onde, na ultima igualdade usamos que K < 0 e a convergéncia em C* de (K,,),,

para K.

Usando (3.56), a Proposi¢ao 3.5.1 e o comentario logo acima dela, ao dividir

(3.57) e (3.58) por p,, e passar o limite, obtemos que

—2/A0 (f#f%) daz/AO (—f[;g—zﬁ) do.

Apo6s manipulagoes algébricas, temos que

h, K
277 27 fdo = 0,
J 5 %)
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para toda fungao analitica f : Ay — R. Como o conjunto das fungoes analiticas é

denso no conjunto das fungoes continuas, segue que

h K,

2-- — —T =0,
h K
em supp o. Através de um calculo direto, verificamos que
D h: K,
2—=2—— —.
D h K
Consequentemente,
QT(p) = 07
para todo p € suppo. O

3.6 Demonstracao do Teorema 4

Nesta secao, consideremos as sequéncias (uy),,, (Zn),, (6n), € (vn),, onde
(un)n ¢ uma sequéncia de solugoes de (3.14). Assim como na Proposi¢ao 3.2.2; a
sequéncia (z,), satisfaz z,, — 0, com 6, = e~ 2 e v, (x) = Uup(dpx + ) + 210g b,
para r € B, = Br(z,) N B (0). A partir dessa proposi¢ao, obtemos que S C
{p € 93 : ©(p) > 1}. Consequentemente, podemos decompor S como S = SyUSj,
onde Sp =SN{D=1}eS;=5SN{D > 1}.

Lema 3.6.1. Assuma que a sequéncia (/ e“”dvg> ¢ limitada. Entao,
X n

Sc{peodX:D(p) >1}.

Demonstragdo. Seja p € S. Fazendo a mudanca de varidveis ¢ = 6§,y + x,, temos

/ e'rdv, > / e'rdv, = / e @ /g| (z)da
s B (p) B (0)

— / eun(5ny+$n)+2 log 6, |g’ (5ny + :L‘n)dy

que

B

- / @ flgnl (9)dy, (3.50)
By
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~ 1
onde B, = ?B%(xn)ﬂBj(O), Un(Y) = U (0py+x,)+210g 0, € g (y) = g(Sny~+1a4).

Pelo Lema de Fatou (Lema 1.11.4) segue que

liminf/ e”"\/|gn|dy:liminf/ Xéne“”\/|gn|dy2/ liminf x5 €™\/|gn|dy

= / e’dx, (3.60)
R

2
+

onde v é uma solugao do problema limite (3.24). Assim, por (3.59) e (3.60), temos

I

Suponha por absurdo que ®(p) = 1. Entao, v é da forma (1.38) dada pelo

que

e”da:ﬁ/e“”dvg. (3.61)
>

2
+

Teorema de Classificagdo (Teorema 1.15.1). Isso implica que

/ e'dr = +oo,
R

2
+
o que, conforme a desigualdade (3.61), contradiz a hipdtese de que a sequéncia

</ e“”dvg> seja limitada. Portanto, ©(p) > 1. O
z n

Os proximos lemas serao provados visando obter o resultado que sera enun-
ciado abaixo.

Proposicao 3.6.2. Seja (u,), uma sequéncia de solugoes de (3.14), sob as condi-

coes do Teorema 4. Suponha que

(/ e“"dvg> ou (ind(uy)), € limitada. (3.62)
Y n

Entao, o conjunto dos pontos de blow-up S pode ser expresso como S = Sy U Sy,

com:

So=SN{pedxX:D(p)=1eD.(p) =0},
S1=Ap1, -, pm} =5SN{pe€ X :D(p) > 1}.

Além disso, as sequintes sentencas sdo verdadeiras:
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(a) Se p € Sy, existem A\, — +00 e x, — p, tais que d (r,,0%) =0 (\,) e
un(s,t) = vy, (0,t) + 0,(1), y € Bys, (zn), (3.63)
onde vy, € a solugio dada em (1.38), t = d (y,0%).

(b) Sep e Sy, existem (sp,t,) — 0 e A\, — 0 tais que

2\,
(s — sn)2 + (t+ tn)2 - A2

un (5,1) = 2log ( ) +0(1), (3.64)

em B (p) C RZ com d(p,p;) > 2r para qualquer j = 1,...,m, com p # pj,

onde (s,t) sao coordenadas isotérmicas centradas em p. Além disso,

- 1
Votn(z) = —4——L 4o ( 2) , (3.65)
|z — pl |z — pl

em B (p)\ By 1o, 1 (p)-

(¢) Se xn <0 (veja (8)), entao Sy é vazio.

Para evitar repeticoes exaustivas, assuma as hipdteses da proposi¢ao acima

nos proximos lemas.

Lema 3.6.3. Sob as hipéteses da Proposicao 3.6.2, o conjunto S; = SN{p € 90X : D(p) > 1}
¢ finito. Além disso, para cada p € Sy e para cada bolha v em p, (Ri,e”é) tem

volume finito.

Demonstracao. Como na demonstragao da Proposicao 3.5.2, pela equivaléncia con-
forme, considere a fungao w,, := u, + vy que satisfaz (3.45), porém em B;"(0), para
algum r > 0 suficientemente pequeno. Aqui vy é a funcao dada pela equivaléncia
conforme, isto é, g = €0 em B (0). Defina v,(z) = w, (d,z + ,) + 2logd,.

Assim, como fizemos na Secao 1.15, cada v, satisfaz

—Av, + 262K, (6,7 + ) = 2K, (6,2 + x,) e’, em B,

%vn + 20,1 (O + ) = 20y, (62 + ) e, em [,
n
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onde K,, € C1(X) e h, € C'(9%) sdo fungdes que convergem em C'. Como na
demonstracao da Proposicao 3.2.2, a menos de uma subsequéncia, podemos supor

que v, — v em C7, (R%), onde v satisfaz (3.24) com to = 0.

Lembre-se da Sec¢ao 3.1 que o indice de Morse de cada u,, é dado por
ind(u,) = sup {dz'm (E):EC H' (X) e Q, <0 em E} :
onde @, é a forma quadratica dada por

Quw) = [ (90l + 208 e 0?)doy = [ et v,

ox

Note que (3.62) implica que /
%2
contrério, assim com feito em (3.61), segue do Lema de Fatou (Lema 1.11.4) que

e'dr < > e / e2dxr < oo. Pois, caso
oR?

/ e’dr < lim e dv,.
R2 x

Consequentemente,

Pela demonstragao do item (b) do Teorema 3.1.1, podemos encontrar fun-

gf)es U1, ... Yy, definidas em RZ, com suportes compactos e disjuntos em B, =
5—BT+(O) N Bg(xn), tais que

= [ (v aient) i - Y [ oo,

2
+ R

paratodoi=1,..,m + 1.
Defina

1/Jzn(95) =1 (z gfn) .

Note que, para n suficientemente grande, as funcoes v¥; ,,’s tém suportes compactos
) ) i,n

e disjuntos em B;(0). Dessa forma,



3.6. DEMONSTRACAO DO TEOREMA 114

Qi) = [ (ol + 2080 02, ) oy~ [ et 2o,

ox

/ <|V91/}i,n|2 +2 |Kn| @unwzn) dl)g — / hneuTn1/}anUg
B (p) I'r(p)

:/ (67@’0(1) ‘vwl,n(x)P + Q‘Kn<x>’eun($) 1277,(:6)> e’l)o(x)dl.
B (0) )

vo (@)

—/ hn(:v)eunT(x) ? (w)e” 2 dl
r,(0) ’
— [ (Vi) + 2R @] O (@) d
B (0)
[ @
r,.(0) ’

onde w,, = u, + vy, como observado no inicio desta demonstracao. Fazendo y =

r—

Tn’ obtemos que z = 8,y + ., dz = §2dy e, no termo de fronteira, ds = §,dl.
n

Assim,

Qn(in) = /B (IVi ()7 + 21 K (Y, + @) |ern Wont ) t2108 02 () ) dy

wn (ydn+an)+2logdn

AR R R e

= [ (VR + 2 + e V00 dy

vn (y)

—/ hn(y5n+a:n)1/)i2(y5n+a:n)e 2 (s
i

Dai, temos que

Qn(%):/w (IVeil? + 21K (p)le"s?) dy—h(p)/ e342ds + on(1)

2
+ OR%.

<a;+op(l), i=1,...,m+1,

ja que D(p) > 1 implica que —h(p) < _II;((;J))\_ Como as fungoes v;,, possuem
suportes compactos e disjuntos para n suficientemente grande e parai = 1,...,m+

1, concluimos que ind(u,) > m+1. Assim, como m é um ntimero natural arbitrario,

isso implica que a sequéncia (ind(u,)),, ¢ ilimitada, o que contraria nossa hipétese
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de que (3.62) seja verdadeira. Logo, R% com a métrica e”7¢ tem volume finito,

onde v, é o limite da sequéncia associada a cada ponto de blow-up p € S;.

Agora mostraremos que Sy é finito. Inicialmente, para cada p € Si, note

que

h(p) __hp) 1 _ P
VRO +KE VKL -1 220) -1

|K

Dai, se existe uma sequéncia (g,), em S; tal que D(g,) — 1, o quociente acima
tende a 4+00. Como ® é uma fun¢do continua em um conjunto compacto, segue

que ® ¢ limitada. Dessa forma, existe § > 0 tal que

o ( hp) - 1) >4, (3.66)
h?(p) + K(p)

para cada p € Si.

Pela primeira parte da demonstracao deste lema, para cada p € S, pode-
mos considerar uma bolha v tal que o volume de ¥ com a métrica €d é finito.
Pelo Teorema de Classifica¢ao (Teorema 1.15.1), por (3.66) e através de um célculo

andlogo ao usado para obter (3.61), temos

h
liminf/ | K| e dvg > / |K (p)|e’dx = 2w ( (v) — 1) >0,
B (p) B3 h*(p) + K(p)

+

para algum 6 > 0 fixado e r > 0 suficientemente pequeno. Se S; fosse infinito,

poderiamos construir uma sequéncia (pg), em S;. Dessa forma,

lim inf / | K, e dvg > Zliminf/ |K,le"dvg > > 6 =400, (3.67)
RG> B}, (x)

k=1 k=1

onde rp, — 0 s@o tais que as bolas B,, (px) sdo disjuntos. Porém, isso contradiz
(3.62). Portanto, S ¢é finito. O

O préximo resultado pode ser encontrado em [30, Lema 7.4].

Lema 3.6.4. Seja p € S;. Entao, existem constantes fizadas C,r > 0 tais que

/ erdvy < C / e%"dgg <C, u, = —o0 em OB,(p) N X.
B (p)NT By (p)No%
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Lema 3.6.5. Sob as condigcoes da Proposicao 3.6.2, o comportamento assintotico
dado em (3.63) e (3.64) vale. Além disso, se x, <0 (veja (8)), entdo Sy € vazio.

Demonstragdo. Inicialmente, suponha que p € Sy. Considere v,, dada por (3.18).

Assim, do caso 1 da demonstragao da Proposicao 3.2.2, veja pagina 91, temos que
v, — v em CF (RY),

onde v é dada por (1.38), ou seja,

A
T /\t> —log |K(p)|, para algum A > 0.

ux(s,t) = 2log (

~ 1
Note que v, estd definida em B, = 6—35 (xn) N B (0). Ao realizar a mudanga de

variavel y = 0,,& + x,, obtemos de (3.18) que

tn(y) = v (y - x") ~2log6, = vy (y - x”) — 2log 6, + on(1)

Py
~ 2o (1 wgl(t_x%)) Clog |K ()| + 0n(1)

A
= 2log <1+)\5nlt> — log |[K(p)| + 0,(1).

Na tltima igualdade, utilizamos o fato de que d(z,,[+(0)) = o(d,), conforme

demonstrado na Proposicao 3.2.2. Dessa forma,

un(y) = v, (y) + on(1),

com \, = \d,;! = +00 e y € By, (2,). O que conclui a demonstragao do item (a)

da Proposicao 3.6.2.

Agora, considere que p € S;. Inicialmente, vamos mostrar que cada ponto
de blow-up tem somente uma bolha. A principio, observe que a quantidade de
bolhas associadas a um ponto de blow-up p é finita, pois, caso contrario, com um

argumento analogo ao usado em (3.67), teriamos que

lim inf / e""dv, = 400,
>
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o que contradiz (3.62). Assim, a quantidade de bolhas associadas ¢é finita. Vamos

mostrar que ha somente uma bolha associada a cada ponto de blow-up p € 5j.

Em uma vizinhanca de p, a métrica g pode ser escrita como g = €', onde
d é a métrica Euclidiana. Assim como em (3.45), podemos considerar que u, esta
definida no conjunto B;7(0) C R? com a métrica candnica, onde p é associado a
origem, e satisfaz a equacao
—Au, + 2K, = 2K,e"*", em B (0)

) N (3.68)
— +2h, = 2h,e 2, em I',(0),

onde as sequéncias (K,), e (hy)n convergem para funcoes K € C(BF(0)) e
h € C>(dB;(0)), respectivamente.

Seja m € N a quantidade de bolhas associadas a p. Por (1.41) dada pelo

Teorema de Classificacao (Teorema 1.15.1), temos que

/ | Ky le"dvy, — mpB e / hpe 3 doy, — m(B + 2r), (3.69)
B (p) Ir(p)

onde

Escolha r > 0 tal que B;(0) NS = {0}. Aplicando o Lema 3.4.2, com
F(z) = x em Bf(0), temos que

/{)B+(o) [4Kne“" (2,0) + 2 (Viy, ) (Vi V) — |Vu,|* (z, 1/)} dx

_ / AR (V1) + 8K et 4 (VE, 2) ] da (3.70)
BT (0)

Pois, neste caso, DF (Vu,, Vu,) = |Vu,|* e div F = 2. Agora, vamos decompor
a integral na fronteira em I',.(0) e 07 B,(0). Para isso, note que, em I'.(0), temos

que (x,v) =0 e n = v. Usando (3.68), obtemos que
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/ [4Kne”” (2,0) + 2 (Viy, ) (Vi V) — |[Vu,|* (z, 1/>} dl
(0

- 2/ Vi, z) 2l
I'(0) on

= 4/ {hne%n (Vg ) — hp (Vi :c)} dl. (3.71)
r,(0)

Além disso, como x = rv em 07 B,(0), neste caso, temos que (x,v) = r. Dali,

T T

(Vup, v) (Vup, z) = <Vun, ::> (Vgup, ) =
Entao,

/ {4Kne“” (2,0) + 2 (Viy, ) (Vi V) — |Vu,|* (z, u)} dl.
0+ B,.(0)

Vi, )\
= r/ 4K, e"" + 2 << “ $>> - ]Vun|2
8+ B,.(0) r

Por (3.70), (3.71) e (3.72), segue que

dl. (3.72)

2
+ r/ AK e + 2 <W> — |Vun|?| dl
8+ B,.(0) r

_ / AR (V) + 8K 4 (VEG ) ] da (3.73)
BT‘ (0)

Desde que (k,,),, é limitada e |z| <7 em B, (0), segue da Desigualdade de
Cauchy-Schwarz e do Lema 3.6.4 que

/ (VEK,,x)e" < 7“/ |\VK,|e"dz = O(r). (3.74)
B/ (0)

B (0)

Analogamente, obtemos que

/ (Vhy,z)e3dl = O(r). (3.75)
I,(0)
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Agora, note que

4/ hpe (Vu,, ) = 8/ hn, <Veu2", >dl

I,(0) I,(0)
= 8/1“T(0) h, (div (eTx) — 67) dl
:S/FT(O)h div (e%2) dl - /MO)h e dl

/ (Vh,,z)e Tl
I'v(0)

8 / e dl. (3.76)
(0)

= {Shne%"xl

Onde, na ultima igualdade, utilizamos o Teorema da Divergéncia 1.6.4. Além disso,

o Lema 3.6.4 nos diz que u,, = —oo em 90 B,(0). Dali,

r

{hne%nxl]

T

—0 e / Kpe""dx — 0, quando n — +oo0. (3.77)
0+ B,(0)

Da teoria de equagoes diferenciais parciais, existem fungoes v,, tais que

—Av, + 2K, = 2K,e*, em B;}(0)

Ovy, i
= 4 9h, = 2h,e T em I',(0) (3.78)
on
v, =0, em 07 B,.(0).
Defi = U, — v, — inf . De (3. .
efina w,, = u, — v, 6+1£,.(0) u,. De (3.68) e (3.78), segue que
Aw, =0, em B (0)
dwy,
(;“‘:] —0, em T, (0)
w, = u, — inf w,, em 0TB,(0).
o+ By (0)

Pela formula de representacao de Green para v, (ver demonstragao do Teorema

1.6 em [3]), sabemos que

A

1
we) === [ logle | (2Ka(w)e ) — 2R, (1) dy
T JBt©0)

1 .
- / o log [z — y| (2hn(y)e" V) — 2h,(y)) dy + Gn(x), (3.79)
I'v(0
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onde (G, (z)), é uniformemente limitada.

Agora, defina a funcao

¢, = u, — inf u,, em B (0). (3.80)
B(0)
Note que ¢, > 0. Pelo item (c) do Lema 3.4.1 e pela representacao de Green para

¢On, temos que

A

1
oula) = =1 [ oglo— yl (2Kaly)e ) 26, 1) dy
B (0)

T

1 N
- / ( )log |z — y| (2hn(y)e“”(y) — 2hn(y)) dy + O(1).
(0

™

Usando a ideia da demonstracdo do Teorema 1.6 em [3], mais especificamente, no
Passo 2, que usa o Principio do Maximo e uma férmula de representagao de Green,

e usando o Passo 3 da demonstracao deste mesmo Teorema, conclui-se que
¢n — ¢ = —4mlog|z| + ¢ uniformemente em C* (B;"(O) \ {0}) :

onde ¢ € C?(B;(0)). Segue da definicao de ¢, em (3.80) que Vu, = Vo,.
Dessa forma, derivando a expressao acima e usando a convergéncia uniforme em

C?(B;(0) \ {0}), obtemos que

YV, = Ve, — —4m|‘75|2 + V.
xXr

Dai,
(Vup,z) — —4dm + (Vo, z) . (3.81)
e
16m? 8m 16m? _
‘vun’2_> 2 —T(x,g0>+]ch[2: B +O(T 1)'
r r r
Consequentemente,

r/ |Vu,|?dl = 16m>7 4 O(r). (3.82)
9+ B, (0)
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Aqui, utilizamos que o comprimento de 07 B,.(0) é igual a 7r. Outra consequéncia
de (3.81) é que

(Vun, z)\>  16m?  8m (Vo,2)>  16m? .
( . — 2 — TT <VSO, .T> + 2 = 2 + O(T )
Donde segue que
2
i / <W> dl = 32m*r + O(r). (3.83)
9t B,.(0) r

Novamente, utilizamos que o comprimento de 9% B,.(0) é igual a mr para obter a

expressao acima.

A

Como (Kn> e (ﬁn) sao limitadas, e |z| < r em 0B (0), podemos usar
(3.81) para inferir que

K, (Vu,,z)de < Cr = O(r). (3.84)
Bf(0)

E também,
/ Py (Vi ) dz = O(r). (3.85)
T.-(0)

Substituindo (3.76) em (3.73), temos que

r N

—8/ (Vhy,, x) e“z”dZ—s/ hneuzndl—zl/ B (Vi ) dl
- I',-(0) I (0) +(0)

2
+ 7’/ 4K e" 42 <W> — |Vu,|?| dl
o+ B,(0) r

_ / (4R, (Vun, )+ 8Koe" + 4 (VE,,z) ] da.
B (0)

[8hneu7nz1}

Fazendo n — oo e r — 0 segue de (3.69), (3.74), (3.75), (3.76), (3.77), (3.82),
(3.83), (3.84) e (3.85) que

16m?*m — 8(8 + 2m)m = —83m.

Assim, m(m — 1) = 0. Como o item (b) do Teorema de Classificacdo (Teorema
1.15.1) garante a existéncia de ao menos uma bolha, concluimos que m = 1.

Portanto, para cada ponto de blow-up p € S;, ha somente uma bolha.
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Estamos agora preocupados com estimativas pontuais para as fungoes u,,,
ou seja, (3.64). Para isso, basta seguir os argumentos para a demonstra¢ao do Teo-
rema 1.6 em [3], que utiliza a férmula de representacao de Green e uma identidade
de tipo de Pohozaev. Levando em conta o problema limite dado em (3.24) com

to = 0, para a fungao v, definida em (3.18), obtém-se

vn(s,t) = 2log <(S o) +2(?+ )7 = )\%> + O(1).

~ 1
Lembre-se que v,, estd definida em B, = 5—35 (xn) N B (0). Através da

mudanga de varidveis y = 0, + z,, de (3.18), temos que

un(y) = vy (y ; xn) —2logd,, = vy (y ; x") —2logd, +O(1)

oI\G~1
= 2log - )\i’éfﬁ + O(l)
(L5 = 50)2 + (U550 + 1g)% — N
2M\0,
e <(y1 — Ty, — 0n50)” + (Y* — 2}, + Onlo)? — (5n/\0)2> +ow),

1_ 1,2 2 _
onde (y 5 xn’y 5 m") =Y 5 T 6 A > 0. Como z, = (z},22) = 0, temos que

2\,
(s —sp)2+ (t+1t,)2 — A2

un(y) = 2log +O(1),

com s, = xL + 0,80, tn = =22 + duto, An = Ipho e y = (s,t) € B;%n(O). Desta
forma, obtemos (3.64). Como s, t, e d, tendem a zero, com 6> tendendo a zero

mais rapido que 9, segue que

2\,
un(y) = 2log e +O(1), (3.86)
X 1 A A
para |y| > 4, log 5. Note que, se [y| > 6,log —, entdo — < — 0. Donde
" On’ o> = Togo,1

segue que
un(Q) — —00, em B+( ) \Bénlogé (O)

Ou seja, para n suficientemente, u,, < 0 em B;(0) \ Bén log -  (0).
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A estimativa do gradiente de u, é obtida seguindo a mesma ideia usada

para concluir (3.86). Dessa forma, conclui-se que

Y 1
Vu,(y) = _4W +o <|y|2> , em BF(0)\ Bg; logﬁ(0). (3.87)

O que prova (3.65).

Por fim, mostraremos o item (c¢) da Proposi¢ao 3.6.2. Suponha por absurdo
que existe p € S;. Desde que u, < 0 em B (0) \ By | - (0), obtemos de (3.87)
n 10, Sn

que

2
/ V| dy:/ V| dy
B (0\B7 (0) B (0)\B (0)

on log i én log i

16 1 1
= T2 “+ o0 e +o0 T dﬂf,
Bj(o)\B;n g L (@) |y |y Y]

1
onde o termo de ordem o <4> ¢ nao negativo. Dali, escolha ng suficientemente
|yl
1 1
grande, de modo que o <|y!4> +o0 <|y|3) >0 em B;;O 10g%(0) By 1og$(0)7 para
n > ng. Consequentemente,
2 1
/ ‘Vu;‘ dy > 16/ Ty
BYO\BL |, (0) srons Y]
In logm on logm

1 1
—l—/ [o <4> —|—0<3>] dx
B (0)\B* . (0 |yl Y|

6n0 log W

> —16m log ((5n log ;) + O(1).

Assim,

/ ‘Vu;fdx% +00.
B (0)

Mas isso contradiz o item (b) do Lema 3.4.1, caso x, < 0. Neste caso, S é

vazio. ]

Com o lema a seguir, concluimos a demonstragao da Proposicao 3.6.2.
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Lema 3.6.6. Se p € S, entio ©.(p) = 0.

Demonstragio. Suponha por absurdo que existe p € Sy tal que ©.(p) # 0. Neste
caso, p € 0% é um ponto isolado de Sy. Pelo Lema 3.6.3, temos que S; é finito.
Dessa forma, existe r > 0 tal que B;"(p) NS = {p}. Em uma uma vizinhanca de p,
temos que g = e"9, onde 9 é a métrica Euclidiana. Dessa forma, o problema passa
a ser no conjunto B (0) C R% com a métrica candnica, de modo que a origem
é o unico ponto de blow-up em B;(0). Pelo Teorema de Classificacdo (Teorema

1.15.1), temos que cada bolha v dos pontos de Sy sdo da forma (1.38). Dai,

I

Isso implica que p, — +00, onde p,, é definido como

e’de = +o0 e / e2dl = +oo.
OR2,

2
+

Pn = / hpe'# do, = / | Ky |e* dv, + O(1) — oo.
T (p) B (p)

De maneira analoga ao que foi feito no inicio da Secao 3.5, considere uma medida
unitaria positiva o definida em I';(p), de modo que p; lh,e — o, no sentido
de medida. Dai, seguindo como na demonstracao da Proposicao 3.5.2, mas agora
restringido-se ao conjunto B (p), onde p é o tinico ponto de blow-up desse conjunto,

obtém-se que
suppo C {q € I'+(p) : D-(q) = 0}.
Também sabemos que suppo C S. Assim,
suppo C SN{qg eT.(p): D.(q) =0}.

Como o é uma medida unitaria positiva e p é o tinico ponto de blow-up de I',.(p),

segue que supp o = {p}. Portanto, ®,(p) = 0. ]

Como a demonstragao do Teorema 4 esta bastante dispersa neste capitulo,

vamos a resumir citando os principais resultados que resultaram neste teorema.

Demonstra¢io do Teorema 4. A Proposi¢do 3.2.2 implica o item (a). O item (b)

segue do Lema 3.6.1 e da demonstracao do Lema 3.6.5, mais especificamente, de
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um argumento analogo ao usado em (3.69). Obtemos o item (c) da discussao feita
na Secao 3.5, mais especificamente, das Proposi¢oes 3.5.1 e 3.5.2. A Proposicao

3.6.2 finaliza a demonstragao do Teorema 4 fornecendo o item (d). ]
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