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RESUMO

Esta monografia tem como foco o estudo do Teorema de Gelfond-Schneider, um dos re-
sultados mais marcantes da teoria dos nimeros transcendentais, cuja demonstracao solu-
cionou o sétimo problema de Hilbert. O texto conduz o leitor por uma jornada gradual de
conceitos fundamentais, abordando desde as nog¢oes de niimeros algébricos e transcenden-
tais até resultados classicos, como o Teorema de Liouville, a transcendéncia de constantes
notéveis (como e e 7) e o Teorema de Hermite-Lindemann. Em seguida, apresenta os
métodos e resultados auxiliares que sustentam a demonstracdo de Gelfond e Schneider,
explorando também consequéncias e aplicacoes do teorema, como a caracterizagao da
transcendéncia de diversas poténcias algébricas. Dessa forma, o trabalho busca nao ape-
nas expor a prova desse resultado, mas também contextualizar sua importancia para a
consolidagao da teoria da transcendéncia e para a resolucao de problemas abertos da ma-

tematica moderna.

Palavras-chave: Teorema de Gelfond-Schneider, niimeros transcendentais, teoria dos

numeros, sétimo problema de Hilbert.



ABSTRACT

This monograph focuses on the study of the Gelfond-Schneider Theorem, one of the most
remarkable results in the theory of transcendental numbers, whose proof solved Hilbert’s
seventh problem. The text guides the reader through a gradual journey of fundamental
concepts, ranging from the notions of algebraic and transcendental numbers to classical
results, such as Liouville’s Theorem, the transcendence of notable constants (such as e and
7), and the Hermite-Lindemann Theorem. Then, it presents the methods and auxiliary
results that underpin the proof by Gelfond and Schneider, also exploring consequences
and applications of the theorem, such as the characterization of the transcendence of va-
rious algebraic powers. Thus, this work aims not only to present the proof of this result
but also to contextualize its importance for the consolidation of transcendence theory and

for solving open problems in modern mathematics.

Keywords: Gelfond-Schneider Theorem, transcendental numbers, number theory, Hil-

bert’s seventh problem.
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Introducao

O estudo dos nimeros transcendentes constitui um dos ramos mais fascinantes e
desafiadores da teoria dos niimeros, pois rompe com a intui¢do e amplia os horizontes do
conhecimento matematico desde o século XIX. Um nimero transcendente é aquele que
nao ¢ raiz de nenhum polindémio nao nulo com coeficientes inteiros, diferenciando-se dos
numeros algébricos, que sdo precisamente as solugdes dessas equagdes. A investigagao
acerca desses nimeros comecgou a ganhar solidez com Joseph Liouville, que forneceu os
primeiros exemplos explicitos de transcendentais. Posteriormente, avancos decisivos fo-
ram alcancados por Charles Hermite e Ferdinand von Lindemann, ao demonstrarem a

transcendéncia das constantes fundamentais e e 7, respectivamente.

Nesse cenario, surge o Teorema de Gelfond-Schneider, que solucionou uma das
célebres questoes propostas por David Hilbert em sua lista de 1900: o sétimo problema,
relativo & natureza da expressio a’, quando a e b sdo nimeros algébricos, com a # 0,1 e b
irracional. O resultado, provado independentemente por Gelfond e Schneider na década

b ¢ sempre transcendente. Esse teorema nio

de 1930, estabelece que, sob tais condicoes, a
apenas generaliza descobertas anteriores — como a transcendéncia de e —, mas também

abriu caminho para métodos mais robustos na teoria da transcendéncia.

Para alcancar a compreensao desse resultado, esta monografia percorre um ca-
minho progressivo. O Capitulo 1 apresenta conceitos preliminares, como extensoes de
corpos, o Lema de Gauss e medidas de irracionalidade, essenciais para a fundamentacao
tedrica. O Capitulo 2 explora em detalhe os niimeros algébricos e transcendentes, abor-
dando o Teorema de Liouville, a transcendéncia de e e m, e culminando no Teorema de
Hermite-Lindemann, um marco na area. Por fim, o Capitulo 3 dedica-se ao Teorema de
Gelfond-Schneider, expondo os resultados auxiliares, sua demonstracao e algumas de suas

consequéncias, incluindo exemplos notaveis de poténcias transcendentais.

Assim, o presente trabalho busca ndo apenas apresentar a prova desse teorema,
mas também contextualizar sua relevancia historica e matematica, evidenciando sua con-
tribuicdo para a consolidagao da teoria da transcendéncia como um campo central da

matematica moderna.



Capitulo 1
Resultados Preliminares

Neste captitulo iremos tratar de conceitos de estruturas algébricas que sao funda-
mentais para a teoria dos niimeros transcendentes e para a demonstracao do Teorema de
Gelfond-Schneider. Alguns destes conceitos podem ser encontrados nas referéncias [20] ,
[10] e [8].

1.1 Extensao de corpos

Definicao 1.1.1. Dados dois corpos L e K, dizemos que L é uma extensao de K, quando

K for um subcorpo de L. Neste caso, consideramos L como um K-espaco vetorial L.

Defini¢ao 1.1.2. Dizemos que a € L é algébrico sobre K se existe P(x) € K|[z]— {0} tal

que P(«a) = 0. Caso contrario « é dito transcendente sobre K.

Se a € K, claramente, « é algébrico sobre K, pois é raiz de P(z) =z —«a , com
P(x) e K[x]. Se para todo a € L|K, a ¢ algébrico sobre K entdo L|K ¢ dito ser uma

extensao algébrica.

Definigao 1.1.3. Seja o € L|K, com « algébrico sobre K e seja P(x) um polinémio
monico, de menor grau tal que P(«a) = 0. Pela minimalidade do grau segue de maneira
clara que P(x) é o unico polindmio ménico irredutivel em K[z] tal que P(a) =0, o qual

denotaremos por P, k.
Definicao 1.1.4. Se a € L|K definimos K|a] = {P(«a): P(z) € K[z]}.

Exemplo 1.1.1. Se a = y/2¢e€ L =R >Q = K. Vamos mostrar que K[a] = Q[v2] =
{a+bv2:a,be Q}. De fato, pela definicio m temos Q[v/2] = {P(v/2) : P(z) € Q[x]}.
Como P(z) € Q[z] segue pelo algoritmo da divisao que existe R(z),T'(z) € Q(z) tais que
P(z) = T(x)(2%> —2) + R(z), onde R(z) = a+ bz com a,be Q, e daf, vem que P(y/2) =
R(W2)=a+bV2, a,beQ.
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Observacao 1.1.1. Seja L|K extensao e a € L. Definimos:

k(@ - {29 fge KTl gt 20},

como sendo o corpo gerado por a sobre K. Dali, temos que:
« Se « é algébrico sobre K: K[a| = K(a)

e Se « é transcendente sobre K: K|a] < K(a),
onde K[o] = K[z] e K(a) = K(x)

Logo, K|a] = K(a) < « é algébrico sobre K.

Teorema 1.1.1. Se ae L|K e se ¢ : K[z] — L é definida por ¢(f(z)) = f(«), entao ¢ é

um homomorfismo tal que:
(i) Imyp = K|o|, K € K|a] < L;
(ii) « é transcendente sobre K < ker(y)) = {0} ;

(ili) Se « é algébrico sobre K e seu polindmio minimal P, g entao ker(¢) = K[z Py x

¢ um ideal maximal de K|z];

(iv) K[a]/ker(s) = K[a].
Demonstragio. (i) Suponha € Im1, por defini¢ao isso nos diz que:

B =1(f(x))

Para algum f(x) € K[z], mas isso implica que 8 = f(«), ou seja, f € K[a];
(ii) Iremos demonstrar a primeira parte do item (ii) usando a contrapositiva, se ker(1)) #

{0}, entdao « é algébrico.

Se ker(v)) # 0, entdo existe f(x) € K[z]— {0} tal que ¢)(f(z)) =0 e por definigao,
f(a) =0. Logo, « é algébrico.

Agora para a segunda parte do item (ii): Se « é algébrico, entao ker(v) # {0}.

Se « é algébrico, entdao f(a) =0, com f(x)e K[z]—{0}. Assim, ¢(f(z)) =0=
f() € ker(1), logo ker(y) # {0};

(ili) Primeiro mostraremos que ker(¢)) = K|[z]- P, i, ou seja, ker(¢)) é um de ideal prin-

cipal gerado por P, g
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o ker(¢) c K[z]- Py
Tome f(z) € ker(v) e f(a) =0, como P, g ¢é o polinémio minimal ménico e
irredutivel, temos que P, g divide todo polindmio em K|[z| tal que « é raiz,

entao pelo algoritmo da divisao euclidiana
f(CL’) = Pa7K : Q(17>

Com ¢(z) € K|[z] e assim temos que f(x) e K[z]- Py k

o K[x]-Pax < ker(¢))
Tome g(z) € K|x]|- Py i, entao g(z) = q1(x) - Pa,x com qi(z) € K[z]. Fazendo
T = « temos

9(a) = q(a).Po k()

Como « é algébrico isso nos diz que g(a) = 0. Assim, g(z) € ker(¢)). Portanto,

ker(¢)) = K[z]- P, k por inclusao de conjuntos.

Considere J um ideal de K[z] tal que J 2 K[z]- P, i, tome f(x)e J, tal que f(x)
nao esteja no ideal gerado por P, g de a. Como P, k ¢ irredutivel, tem-se que
mdc(Py i, f(x)) = 1. Pelo teorema de Bézout E| existem h(x),g(x) € K|x], tais que

h(z)- Pok +9(x) f(x) =1,

mas isso implica que qualquer polindmio de K[x] pode ser escrito como s(x) =
s(x)h(z) - Py + s(z)g(z)- f(z), donde s(x) € J, pois P, x e f(x) pertencem a J.
Logo, o tunico ideal de K[z] que contém K[z]- P, x = ker(¢), mas nao é igual a ele,

¢ o proprio K|x];
Pelo primeiro teorema dos isomorfismos temos que:
K|[z]/ker(¢)) ~ Im).

E pelo item (i) K[z]/ker(v) ~ K|a].

O

Corolario 1.1.2. Se «, 5 € L| K sao raizes de um mesmo polinémio irredutivel sobre K,

entdo K(«) e K(f) sao corpos isomorfos.

Demonstragio. Por hipétese segue que P, g = P3 i e pelos itens (iii) e (iv) do teorema

1Seja K um corpo e sejam f(x),g(x) € K[z] polinémios ndo ambos nulos. Se d(z) = mdc(f(z),g(z)),
entdo existem polinoémios ¢(x),h(z) € K[x] tais que: q(z)f(z) + h(z)g(x) = d(x)



CAPITULO 1. RESULTADOS PRELIMINARES 5
[I.1.1] temos que:

Klz]- Py g =ker(¢v) = K[z]- Ps i
além disso, K (a) ~ K[z]/ker(v) ~ K(3),. i

Proposicao 1.1.3. Seja L| K extensao, e o€ L algébrico sobre K. Se o grau do polinémio
P, ik é n, entdo: a) para todo f(z)e€ K[xz], f(a) pode ser expresso de modo tnico na
forma f(a) =ag+aja+--+ap,—1a" ! onde a;e K. b) Se K =Z,={0,1,...,p— 1} entdo

K(a)) é um corpo contendo exatamente p™ elementos.

Demonstragio. a) Seja P, k() o polindmio minimal de « sobre K, com deg P, g = n.

Dado f(z) € K|x], pelo algoritmo da divisdo existem ¢(z),r(x) € K[z] tais que:
f(x) =q(x)Porx(z)+r(x), com r(z)=0ou degr(z)<n.

Avaliando em « e usando P, g (o) = 0, obtemos f(a) = r(«). Como 0r(z) <n, podemos

escrever:

r(z)=ag+ar+ - +ap_ 12" = f(a) =ag+ara+--+a, 10"t

Para a unicidade, suponha que

fla)=ag+ara+ 4 ap10" " =bg+bra+ - +by_1a" L
Definindo q(x) = (ag—bo) + (a1 —b1)x +- -+ (a@n_1—bp—1)2" L, temos g(a) =0 e degq(x) <
n. Como P, i ¢ o polindmio minimal de grau n, segue que ¢(z) =0, logo a; = b; para
todo 1.

b) Pelo item (a), todo elemento de K («) se escreve de forma tinica como

ap+ara+-+ap_1a"t a€ Zp.
Como cada a; pode assumir p valores e ha n coeficientes, ha exatamente p™ elementos em
K(«). Além disso, como P, g ¢ irredutivel (por ser minimal), o ideal (P, i) ¢ maximal
em K|z], logo K(a) = K|[z]/(Pa,x) ¢ um corpo.
O

Defini¢ao 1.1.5. O grau da extensao L|K, denotada por [L: K|, é igual a dimensao de
L como K-espago vetorial. Dizemos que B é uma base da extensdao L|K, quando B é base

do K-espago vetorial L.

Proposigao 1.1.4 (Multiplicidade do grau). Sejam K, L e M corpos tais que K € L < M.
Entao [M : K| =[M : L].|L: K], onde cada extensao possui grau finito.
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Demonstrag¢io. Seja vi,...,v, uma base de M sobre L (onde r = [M : L]) e seja uy, ..., us

uma base de L sobre K (onde s = [L: K]). Vamos provar que:

1=1,...,r
Bz{vi-uj: ' },
j=1,...,s

¢ uma base de M com rs elementos, sobre K e isto demonstra a proposi¢ao. Primeiramente
vamos provar que 3 ¢ um conjunto L.I. em M sobre K. Se ;e K,\1<i<r,1<j<se

Zi’ ;Qijviug = 0. Podemos escrever essa equacao do seguinte modo:
(an1ug + agoug + -+ + aqstis)vr + - + (U] + Qpotg + -+ - + Qs ) vy = 0.

Ora como os u;’s estao em L segue, pela independéncia linear dos v;’s em M sobre L,
que:

QU] + o + -+ st =0

Uy + Qoo + -+ + apstg = 0.

Agora como os «;;’s estdo em K segue pela independéncia linear dos u;’s em L sobre K
que cada a;; =0 onde 1 <i<7,1<j<s. Assim 3 ¢ um conjunto L.I. de M sobre K.
Agora vamos provar que  é um conjunto gerador de M sobre K. De fato, seja ye M.

Sendo v1,...,v, uma base de M sobre L existem \i,...,\, € L tais que,
Y= A01+ -+ A\,

Sendo cada A\; € L e uq,...,us uma base de L sobre K existe o;je K, 1 <i<71,1<j<s
tais que,

)\i = Q;1U] + QU9 + -+ + QiglUs.

Dai segue imediatamente que,
Yy = Z Qi ViU;j -
@]

Portanto, $ é uma base de M sobre K com rs = [M : L]-[L : K| elementos, logo [M :
K|=[M:L]-[L:K]. o

Teorema 1.1.5. Sejam L|K uma extensao e « € L algébrico sobre K de grau n. Entao
[K(a): K]=ne{l,a,...,a" '} é uma base L|K.

Demonstragio. Seja o€ L|K um elemento algébrico sobre K tal que o grau de 0P, g = n.

Vimos pela proposi¢ao que todo elemento K («) pode ser escrito de modo tinico como

combinacdo linear sobre K de 1,a,...,a" !, Assim, 1,a,...,a" ! é uma base de K[a]

sobre K e isto nos diz que [K(«) : K] =n. i
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Teorema 1.1.6. Sejam L|K uma extensao e awe L. Entdo « é algébrico sobre K se e s6
se [K(a): K] < .

Demonstragcao. Suponha « é algébrico sobre K. Pelo teorema temos
[K(o): K| = 0Py x <n <.

Suponha [K (a): K| =n. Pelo teorema|l.1.5, {1,c,...,a" 1} é base da extensio K ()| K.
Em particular, é um conjunto linearmente independente maximal sobre K. Assim, existem

ao,...,a,—1,0, € K, nao todos nulos, tais que
ag+aro+ - +apa”™ =0,
mostrando que « é algébrico sobre K. O

Assim, se K é um corpo de ntimeros algébricos (isto é, uma extensao finita de Q)
e 6 um elemento de K. Entao todo elemento € Q(6) pode ser unicamente representado

como um polinémio em 6 coeficientes em Q, isto é,
B=ao+al0+ +a,_10""', a;€Q,

onde n = [Q(0) : Q].

Além disso, podemos facilmente generalizar esse fato da seguinte maneira: sejam
K um corpo de ntiimeros algébricos e 61, ...,05 elementos de K. Entao para todo elemento

B eQ(b,...,0s), temos

g =f(bh,...,05), onde f(x1,...,25)€Qlx1,...,25].

O conjunto dos niimeros algébricos é denotado por Q e, para simplificar em alguns
momentos, T denotard o conjunto dos niimeros transcendentes. Mostraremos a seguir que

o conjunto dos nimeros algébricos forma um corpo.
Proposicao 1.1.7. Dados a e be Q, temos:
(i) atbeQ;
(i) a-beQ;
(iii) Se a # 0, entdo a~' e Q.

Demonstra¢io. (i) Como a e b sdo algébricos, entdo [Q(a,b) : Q] < oo, mas Q(a+b) <
Q(a,b), logo [Q(a=£b): Q] < w e portanto a +be Q;
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(ii) Note que Q(a-b) = Q(a,b). Dai, [Q(a-b): Q] < o0 e entdao a-be Q;

(iii) E s6 observar que Q(a) = Q(a~!), portanto [Q(a™1) : Q] = [Q(a) : Q]. Dai ' € Q.

O

O fato de Q ser denso em R garante também a densidade de Q em R. Se denotarmos
Q,, como o conjunto dos algébricos de grau m, temos em particular que Q; = Q. Assim,

o proximo resultado fornece uma informacao mais forte.

Proposigao 1.1.8. Para todo m > 1, o conjunto Q,,, ¢ denso em R.

Demonstragio. Defina o conjunto Py, := {Q(1+ %/2): Q € Q}. Note que tal conjunto é

denso em R, pois se (a,b) € R, entdo existe um @) € Q no intervalo ( %ﬁ) Portanto

a
1+ W20 1+
Pmn(a,b) # . Agora, o resultado segue pois 14 x/p é raiz de P(x) = (r—1)" —p que

é irredutivel sobre Q, visto que P(x + 1) é irredutivel pelo critério de Eisenstein ﬂ ]

A seguir forneceremos algumas defini¢oes e resultados mais técnicos sobre exten-

soes algébricas.

Defini¢ao 1.1.6. Um polinémio P(z1,...,x,) € A[z1,...,2,], onde A é um anel, é cha-

mado simétrico ou fungao simétrica em x1,...,x, se

P(x1,...,2n) = P(Ta1)s-- 5 Tam));

para toda permutacao « € Sy, onde S, é o conjunto das permutagdes do conjunto {1,...,n}.

Para cada, 1 < k <n, o polindmio

Uk(ﬁl,...,ﬁn)Z Z Ljy Lig -+ Ty
1<ii<io<-<ip<n

é simétrico em x1,...,x, e é chamado de k-ésima fungao simétrica elementar.

Exemplo 1.1.2. A funcio P(z,y) = 2% + 12 é simétrica e além disso pode ser escrita da

seguinte forma:

e 01=2I+Y

e 02 =21y

2Seja P(x) = apx™ +---+ag um polindmio com coeficientes inteiros. Se existe p primo, tal que: (i)
plag,a1,....an-1; (i) p 1 an; (iii) p* 1 ao.
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e note que
(z+y)? =2°+ 22y + 9>

Portanto,
P(z,y) = 2>+ = (x+y)? —2zy = 0} — 209,

Teorema 1.1.9 (Teorema Fundamental das Fungdes Simétricas). Seja P uma fungio

simétrica em n varidveis com coeficientes em A. Entao existe v € Alx1,...,x,] tal que
P(xy,...,xn) = 0(01(z1,. ., 2n), .y on (X1, Tp)),
onde o1 (x1,...,2p),...,00(21,...,2,) estdo definidos [1.1.6]

Demonstracao. Vamos proceder por inducao no niimero de variaveis e no grau do polino-

mio.

Caso base: Para n =1, as unicas fung¢oes simétricas sao os polindmios em x1, e

01 = x1, entao o resultado ¢ trivial com ¢ = P.
Passo indutivo: Suponha o teorema valido para n — 1 variaveis.

Seja P(z1,...,oy) um polinémio simétrico. Considere P como polinémio em

com coeficientes em A[z1,...,x,-1]:

P(zy,...,x,) = Z Qk(xl,...,a:n_l)a:ﬁ.
k=0

Como P é simétrico, cada @ também é simétrico nas variaveis x1,...,z,—1 (pois

a simetria é preservada quando fixamos uma variavel).

Pela hipdtese de inducao, existem polindmios ¢ tais que:
Qk(q’.la s 7‘1.77,71) = ?ﬁk(al(%l, s 7$n71>7 s 70-77,71(3717 s 73:7171))-

Agora, note que as fungoes simétricas elementares em n — 1 variaveis podem ser

expressas em termos das func¢oes simétricas em n variaveis:

oi(z1,. .y Tpn—1) = 0i(T1,...,2n) —Tpoi—1(x1,...,xp—1) parai=1,...,n—1.
Substituindo, obtemos:
m
P(xy,...,xy) = Z Ui(01 — Tp,00 — Tpo1, ..., On—1 *:Bnan_g)xﬁ,
k=0

onde 0; = 0(x1,...,xp).
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Esta expressao pode ser vista como um polinémio em x,, com coeficientes que sao

polindmios nas fungoes simétricas elementares. Como z,, é raiz do polinémio:

" — ot ot 2 — o (1), = 0,

k
n

k

com k > n usando esta relacao, expressando z,

podemos reduzir qualquer poténcia x

n—1
n

como combinacao polinomial de 1, x,, z2 com coeficientes que sdo polinémios

O

em oi1,...,0n.

Assim, apos esta reducgao, obtemos:
n—1
P(zy,...,2y) = Z Ri(o1,...,00)z],
Jj=0

onde cada R; ¢ um polinémio com coeficientes em A.

Agora, como P é simétrico, ele deve ser invariante por permutagoes das variaveis.
Em particular, se trocarmos x,, por qualquer outra variavel z;, a expressao deve permane-
cer a mesma. Isso forca que todos os coeficientes R; para j = 1 devem ser identicamente

nulos, pois caso contrario a expressao nao seria simétrica.

Portanto, temos:
P(z1,...,2n) = Ro(01,...,00).

Tomando ¢ = Ry, obtemos o resultado desejado:

P(z1,...,xn) = @(o1(x1,...;x0), ... yop(T1,.. ., x)).
Assim, concluimos a demonstragao. O
Proposicao 1.1.10. Sejam f1,..., [, raizes de um polinémio

f(z) =ba" + 2™ - tep,

com coeficientes inteiros. Se P(z1,...,2,) € Q[x1,...,x,] é simétrico, entdao P(f1,...,0,) €
Q. Além disso, se P(x1,...,2,) € Z[x1,...,2,] € OP =t entdo b'P(By,...,5,) € Z.

Demonstragio. (1* parte) Pelo Teorema Fundamental das Fungoes Simétricas, existe

o(x1,...,xn) € Q[z1,...,24,] tal que
P(z1,...,20) = @(o1(x1,...;20), . yon(x1, ..., 2p)),

logo
P(ﬂla"‘aﬁn) = 90(0'1(617--'a6n)7~-70n(517---76n>)-
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Por outro lado, como S, ..., B, raizes de f(z) =bx" +c1z™ 1 +---+¢,, entdo o; (P, ..., fn) =
(—1)"% € Q (as chamadas relagoes de Girard). Dai P(f1,...,5,) € Q.
(2% parte) Se P(x1,...,z,) é um polindmio simétrico com coeficientes inteiros, entao pelo

Teorema [1.1.9]

P(z1,...,20) = @(o1(x1,...;20), .o yon(x1, ... 2p)), (1.1.1)

onde p(z1,...,2,) € Z|21,...,Ty], assim

(1, Xy) = Zamxzf i,
(i)

onde a(;) € Z. Por[l.1.1} o grau de ¢ é ¢, isto &, max;{i1 + - +inlag; # 0} =t. Por outro
lado, 0;(B1,...,0n) = (—1)1%. Aplicando a igualdade para (31,..., 3y, obtemos:

P(B1,..-,0n) = w(01(B1,-- -, Bn), - on(B1, -+, Bn))
=Y la@o1(Br B o (Brs o )

onde m = i1 + 2i9 + - - - + n1,,. Portanto,

btP(ﬁl, .. ’Bn) = Z(_1)mbt_(i1+“.+in)a(z‘)cil o Ci{b.
(4)

Como t =iy + -+ + iy, para todo multi-indice (i), entao

V'P(By,...,0n) €Z.

Assim, concluimos a demonstragao. O

Teorema 1.1.11 (Teorema do Elemento Primitivo). Se a1, ag, ..., as sdo algébricos sobre

Q, entao existe 7y algébrico sobre Q, tal que

QI}Y] = Q(O{IaO{Qa"was)'

Demonstracio. Vamos proceder por indugdo no numero de elementos. O caso s =1 é

trivial (tomamos v = ay).

Suponhamos o resultado valido para s —1 elementos. Entao existe 8 algébrico
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sobre Q tal que:
Q(B) = Q(au, ..., a5-1)

Agora precisamos mostrar que existe v algébrico sobre Q tal que:
Q(’Y) = Q(/Ba as)'

Sejam f(z) e g(x) os polindbmios minimos de e ay sobre Q, respectivamente.

Sejam 3 = (31, 02,...,Om as raizes de f(x) e ag = 51,52, .., Qg as raizes de g(x).

Como Q ¢ infinito, existe c € Q tal que:

c;«éM paratodoi=1,....mej=2,...,n.
Qg — Qg

Definimos:

v = [+ cas.

Claramente, 7 € Q(8,a5), logo Q() < Q(B,a).

Agora vamos mostrar que a; € Q(v). Considere os polindmios:
h(x) = f(y—cx) € Q) x].

Note que:
has) = f(y —cas) = f(B) = 0.

Mas h(as;) = f(7—cas;) para j # 1. Pela escolha de ¢, temos que v — cog; # 5
para todo %, pois:

¥ —casj = 4 cos —cag; =+ clas —as;).

Se B+ c(as — a;) = B; para algum i, entao c = %, o que contradiz a escolha

de c.

Portanto, h(cy;) # 0 para j # 1, e assim o € a Unica raiz comum de g(x) e h(x). O
méaximo divisor comum de g(z) e h(x) em Q(7)[z] é entdo (z — as), logo x — s € Q(7)[z],

o que implica que a; € Q(v).

Como = —cag e ambos v e ag estdo em Q(7), segue que 5 € Q(v). Portanto:
Q(ﬁa as) = Q(’Y)

Concluimos que Q(v) = Q(8,as) = Q(a,...,a5), e v é algébrico sobre Q pois é
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elemento de uma extensao algébrica. ]

Defini¢ao 1.1.7. Uma extensao algébrica Q(0)|Q é chamada normal se todo polinémio

em Q[x] que tem pelo menos uma raiz em Q(), tiver todas as raizes em Q(6).

Por exemplo, a extensdo Q(1/2)|Q é normal, mas a extensio Q(+/2)|Q ndo é, ja que
V/2(1414/3)/2 é raiz de 2 —2, mas nao pertence a Q(+/2).

Proposicao 1.1.12. Sejam «g,,...,as numeros algébricos, entdo existe 6 algébrico tal

que

Q(0) o Q(ay,...,as)
e Q(0)|Q é normal.

Demonstracao. Pela proposicao |1.1.7] existe v algébrico sobre Q tal que

Q) =Q(aq,...,as).

Considere P, o polindmio minimal de 7. Sejam v = ~v1,...,7, as m raizes de P, .
7,Q v Y= g 7,Q

Aplicando novamente a proposicao [I.1.7]} temos que existe 6 algébrico tal que

Q(0) =Q(1,---,7s) 2 Q(y) = Q(a,. .., as).

Resta-nos provar que Q(6)|Q é normal. De fato, considere g(x) € Q[x] irredutivel e monico,

com uma raiz a € Q(f), ou seja g = P, g(9). Queremos mostrar que toda raiz de g(z)

pertence a Q(#). Como a€Q(f) =Q(v1,...,vm), entdo existe um polinémio f(x1,...,2m,)€
Qlz1,...,xm] tal que o= f(71,...,%m). Defina entao o seguinte polindémio:
G@)= ] (= FOo@y Vo) (1.1.2)
OESm

onde o € Sy,. Portanto, 0G = m! e os coeficientes de G(z) sdo fungoes simétricas em
{f(Ve(1)s+ -+ Yo(m)) }oes,,- Por outro lado, quando permutamos {v1,...,7m} temos que
{f(Vo(1)s s Vo(m)) }oes,, fica invariante. Logo os coeficientes de G(z) sdo fungdes simé-
tricas em 71,...,7m, € pela Proposicao sao racionais, dai G(z) € Q[z] e G(a) = 0.
Segue-se entdo que g(x) | G(x), isto é, G(z) = g(x)h(x) para algum h(z) € Q[z]. Sejam

a=aj,...,a; as raizes de g(z) entao
G(a;) = g(aj)h(a;) =0, Vje{l,...,l}.

Dai a; é raiz de G(z) para todo j € {1,...,l}. Olhando para|l.1.2} observe que, para todo
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je{l,...,m}, existe ¢ € S, tal que

aj = f (%(1),--‘,75(7,1)) € Q(0).
Portanto, Q(#)|Q é normal. 5

Lembremos que os conjugados sobre Q, de um nimero algébrico v sao as raizes
do polindmio minimal de v sobre Q. Comumente nos referimos aos conjugados sobre Q

apenas por conjugados. Agora definiremos um novo tipo de conjugacao.

Definicao 1.1.8. Seja Q(A)|Q uma extensao algébrica. Dado v € Q(#) temos que v = h(f)
onde h(z) e Q[x] e dh <n—1. Sejam 6 = 1) 03 .. §") as n raizes do polinémio mini-

mal de 0 sobre Q entdo v =~1) 42 Al

") sdo chamados conjugados de ~ sobre Q(6)

ou Q(#)-conjugados de v, onde

Nao ¢é dificil provar que o grau da extensio Q(v/2++/3)|Q é 4 e assim 1,/2+

V3, (vV2+4/3)%, (vV2++4/3)3 é base dessa extensdo. Como +(v/2++/3), +(v/2—+/3) sdo os
conjugados de v/2 + /3, entao

S (VEEVE)+ S (VIE VB =D
~OIVIEVE)] + [ (VEEVE)P = V2

Uma explicacao mais geral para esse fato serd apresentada na proposicao [1.2.2] A

seguir mostraremos mais resultados sobre extensoes algébricas.

1.2 Mais resultados sobre extensoes algébricas

Os pré-requisitos necessarios para esta secao incluem resultados sobre a teoria de
Galois, cuja defini¢ao formal pode ser encontrada em [20]. Assumiremos familiaridade do

leitor com esses topicos.

Proposicao 1.2.1. Sejam « e [ nimeros algébricos em um corpo K de grau n sobre
os racionais. Se os conjugados de « sobre K sao a = a®.a@ ol e os de 8 sdo
B =50 32 30 Entdo os conjugados de a+ f e «a.f sao da forma o) 4 gk ¢

a®) ) para 1 < k < n, respectivamente.

Demonstragio. Como [K : Q] = n, entdo existe § € K tal que K = Q(6), logo a = h(f) e
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f=g(f) onde h(z) = Z;:Ol a;z!, g(x) = Z;:& bz’ com aj,bj € Q. Portanto,

n—1 n—1
a+tf=) (aj+b;)0’ = F(z),onde F(x)=» (aj+bj)a’.
=0 J=0

Dai, para i€ {1,...,n}

—_

(a4 8 = F(BD) = 3 (a; +5;)(6V) = h(6) + (6) = al) + 5.
=0

3

<.

O caso - 3 é analogo. O

Note que v tem n conjugados sobre Q(6) e m conjugados sobre Q, onde m | n. A

relacao entre os dois conceitos de conjugacao ¢ estabelecido na préxima proposicao.

Proposigao 1.2.2. (i) Os conjugados de y sobre Q(6) sao os conjugados sobre Q todos

repetidos ;- vezes;
(ii) v € Q se e s6 se todos seus conjugados sobre Q(#) sao iguais;

(iii) Q(v) = Q(#) se e 86 se todos os conjugados de v sobre Q(f) sao distintos.

Demonstragio. (i) Seja f(x) o polindmio minimo de y sobre Q, que tem grau d = [Q(7) :

Q]. Seus conjugados sobre Q sdo as d raizes distintas de f(z).

Por temos:

logo, d = n/m.

Considere a ac¢do do grupo de Galois G = Gal(Q(f)/Q) sobre v. O estabilizador
de v é isomorfo a Gal(Q(#)/Q(7)), que tem ordem m. Pelo Teorema da Orbita-
Estabilizador EL a 6rbita de 7 sob a acdo de G tem tamanho |G|/|Est(v)| =n/m =d.
Isso significa que existem exatamente d valores distintos no conjunto {o(v) | o € G},
e cada um desses valores é atingido exatamente m vezes (pois |G| =n =d-m). Estes

valores sao, por defini¢do, os conjugados de v sobre Q;
(ii) Se v€Q, entao v é fixo por todo automorfismo o € Gal(Q(6)/Q). Portanto, o(y) =~
para todo o.

Se o(v) = para todo o € Gal(Q(#)/Q), entao 7 pertence ao corpo fixo de G. Como

Q(#)/Q é uma extensao de Galois, o corpo fixo é exatamente Q. Logo, v € Q;

3Seja G’ um grupo finito agindo em um conjunto X. Para qualquer x € X, temos: |G| = |G -z|- |G|
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(iii) Se Q(y) =Q(#), entao [Q(7) : Q] = n. Portanto, o polindémio minimo de 7 sobre Q

tem grau n, o que significa que v tem n conjugados distintos sobre Q.

Se v tem n conjugados distintos sobre Q, entdao [Q(y) : Q] = n. Como Q(vy) < Q(#)
e [Q(0) : Q] = n, segue que Q(v) = Q(0).

O

Defini¢ao 1.2.1. Sejam K|Q uma extensao. Um ntumero a € K é dito inteiro algébrico

se for raiz de um polindémio moénico com coeficientes inteiros.

Defini¢ao 1.2.2. Seja Q(6)|Q uma extensao algébrica de grau n, entdao N(a) (a norma

de ) é definida como o produto dos conjugados de a sobre Q(9).
Proposicao 1.2.3. Sejam «, 3 € Q(#), entao:
(i) N(ap) = N(a)-N(B);
(ii) N(a)=0se e sbdse a=0;
(iii) Se « é inteiro algébrico, entdao N(«) € Z;

(iv) Se a é racional, entao N(«a) = a".

Demonstra¢io. (i) Pela proposicao [1.2.1} temos que

N(aB) = (aB)D(aB)@ ... (aB)™ = (aPpW)(aP @) . (o™ pM)
— oM@ oM. g0 ) — N(a). N(B);

(ii) Se a = 0 claramente N (a) = 0. Suponha que N(a) =0, como N(a) = oV

entdo (¥ = 0 para algum i€ {1,...,n}, mas
n—1
ald) = Z aj(g(i))j'
j=0

Logo, a1 =az = --- = a, = 0 e portanto a = Z;:& ajej =0;

(iii) Sendo « inteiro algébrico, o polinémio minimal de « tem coeficientes inteiros. Seja

P tal polinémio,

P(z)=a2"+a1z"+ - +ap_1x+a,, com a;€Z.
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Temos,
P(z) = (z—a)(z—a?) .. (z—a™)
=" — Jl(a,a@), . ,oz(”))mn_l +
+ (=) "on(a,a? o).
Dai, a; = (—1)iai(a,a(2), ...,al™) O resultado entdo segue-se pois

N(OZ) = gn(a,a@),,,.’a(”)) = (*1)nan EZ;

(iv) Se o€ Q entdo o = h(A) onde h(x) = a. Dai, o) = h(#)) = o, para 1 <i < n.
Portanto, N(a) = aMa@ ) = o),

O

E fécil ver que (i), (ii) e (44) sdo validos para a defini¢do de norma, como o produto
dos conjugados «.

Seja Q(6)|Q extensao algébrica. Um conjunto de inteiros algébricos {a1,...,an} é
chamado base integral de Q(0), se todo a € Q(), inteiro algébrico, pode ser escrito de

forma tnica como

a=bja;+---+bya,, beZ.

O discriminante de uma base {aq,...,a,} de Q(0)|Q é definido por

2
agl) agl) ay

Alaq,...,an] = | det : R ;
agn) agn) ol

(2)

onde ;" ¢ o i-ésimo conjugado de a;, para 1 <i<n.
Proposigao 1.2.4. Se o é um ntimero algébrico, entdo existe r € Z* tal que ra é inteiro
algébrico.

Demonstracdo. Seja a um numero algébrico. Entao existe um polindémio minimal mdnico

sobre Q:
f@)=a"+apn_12" - +ar+ay €Q[x].

Multiplicando pelo minimo multiplo comum (MMC) dos denominadores dos coeficientes
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a;, obtemos um polinémio primitivo em Z[x]:

n—1

g(z) =cpa" +cp1a" + -+ ar+c  €Z[z),

onde ¢, # 0 e ged(cy,...,c0) = 1. Agora, considere r = ¢, (o coeficiente lider de g). Vamos
mostrar que ra € inteiro algébrico.

Substitua x por Y ho polinémio g(z) e multiplique ambos os lados por 7.
T

1(2) (B ves () o (B

ety + (Cn )y ey g™ = 0.
Fazendo (= ra = c,a, temos que [ satisfaz:

A"+ (C”_l/c”)rﬁn_l +ot (Cl/cn)rn_lﬁ + (CO/cn)Tn = 0.
Como todos os ¢; sdo inteiros e r = ¢, os coeficientes tornam-se inteiros:
p"+ Cn—lﬁn_l + Cn—2cn6n_2 +-+ 0102_25 + C()CZ_1 = 0.
Portanto, f = ra é raiz de um polindmio mdnico com coeficientes inteiros, ou seja, é um

inteiro algébrico. O
Definicao 1.2.3. Se K ¢é uma extensao finita de Q, seu anel de inteiros Ok ¢ definido
como:
Ok = {a e K | a é inteiro algébrico sobre Z}
A seguir vamos enunciar alguns resultados classicos e tteis sobre base integral.

Proposicao 1.2.5. Toda base integral é base.

Demonstragio. Seja K um corpo de niimeros com anel de inteiros O, e seja {1, ag,. .., a,}

uma base integral de O

Geragao de K sobre Q: Como Ok =Zay + -+ -+ Zay, todo S € K ¢é da forma = ¢
com a € Ok, be Z\{0}. Entao:

c &
a=cia;+- - +cpapy (CZ'GZ) = 6:%a1+"'+fan 7

logo {a1,...,ap} gera K sobre Q.

Independéncia linear sobre Q: Suponha gia + -+ + ¢pay, = 0 com ¢; € Q. Multipli-
cando por d € Z tal que dg; € Z:

(dg1)oy + -+ + (dgn) e, = 0.



CAPITULO 1. RESULTADOS PRELIMINARES 19

Como a base é linearmente independente sobre Z, temos dg; = 0 e assim ¢; = 0. Logo, é

linearmente independente sobre Q. Portanto, {aq,...,a,} é uma base de K sobre Q O

Proposicao 1.2.6. Todo corpo de niimeros algébricos tem pelo menos uma base integral

Demonstrag¢io. Seja K um corpo de ntimeros algébricos de grau n = [K : Q], e seja Ok

seu anel de inteiros.

Afirmagao: O é um Z-médulo livre de posto n [1]
Como K ¢é uma extensao finita de Q, existe uma base {ay,a2,...,a,} de K sobre Q.
Multiplicando por um inteiro adequado, podemos assumir que «; € Ok para todo i. Além
disso, Ok é um submoddulo do Z-médulo livre gerado por {aj,as,...,a,}. Como Z é
um anel principal, todo submédulo de um Z-médulo livre é livre. Portanto, Ok é um
Z-mo6dulo livre de posto m < n. Mas Ok gera K sobre Q (pois todo elemento de K é da
forma a/d para algum a€ Ok e d€ Z), logo m = n. Assim, O é um Z-mbdulo livre de
posto n. Agora mostraremos a existéncia da base integral. Seja {wi,ws,...,w,} uma base

de Ok como Z-mddulo. Entao:
e Geracgao: Para todo a € O, existem ci,co,...,c, €Z tais que

o = Clwy + Cowg + -+ + CpWp, .-

« Independéncia linear: Se
clwi +cowa + -+ cpwp, =0 com ¢; € Z,
entao c; =cg=---=c¢, =0.

Portanto, {wi,ws,...,w,} é uma base integral de K. Assim, todo corpo de ntmeros
algébricos K possui um anel de inteiros Ok que é um Z-mo6dulo livre de posto n = [K : Q].
Assim, existe uma base {wi,ws,...,wy} de Ok sobre Z, que é por definigdo uma base

integral de K. O

1.3 Lema de Gauss

Lema 1.3.1 (Lema de Gauss). Seja f(z) € Z[z] tal que f(z) é irredutivel sobre Z entao
f(z) é irredutivel sobre Q.

4Um Z-médulo é essencialmente um grupo abeliano com uma multiplicacio por escalar definida sobre
o conjunto dos inteiros. As defini¢bes de Z-mddulo livre e posto sdo derivadas das definicbes base e
dimensao de espacos vetoriais sobre os inteiros.
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Demonstra¢io. Suponhamos que f(x) seja irredutivel sobre Z mas f(x) = g(x)-h(z), onde
g(x),h(z) e Q[x] e 1 < dg(x),0h(x) < df.

Claramente existe inteiro positivo m tal que m- f(x) = g1(z) - h1(x), onde ¢1(x),hi(x) €
Z[z]. Assim temos,

gi(x) =ap+aix+---+ax",a; €Z
hl(w) =bo+b1$+"-+bs$3,bjez

Suponhamos agora que p | m, p primo. Vamos provar que p | a; para todo i€ {1,...,r}
ou p | b; para todo j e {1,...,s}. De fato, se existem i€ {1,...,7} e j€ {1,...,s} tais que
pta; e ptbj, consideremos i e j menores possiveis com esta propriedade. Ora, como p |m

temos que p divide o coeficiente de 2'*7 do polindémio mf(x) = g1(z) - h1(z), isto é,
p| (bO‘ai+j+b1 -a2~+j_1+...+bj-a¢+...+b¢+j_1 ~a1+bi+j-a0).

Pela nossa escolha de i e j temos que p divide cada parcela, exceto b; - a;, do coeficiente
de 27 de g1 () hy(z).

Como p divide toda a expressdo, segue também que p | b;j-a; e como p é um nimero
primo temos que p | b; ou p| a;, que é uma contradicdo. Assim, se p primo, p | m entdo
p | a; para todo i€ {1,...,r} ou p|b; para todo j € {1,...,s}. Sem perda de generalidade,
suponhamos que p | a; para todo i € {1,2,...,r}. Assim, g1(x) =p-go(x) onde go(x) € Z|x],
€ se m = p-mq temos

p-m1f(z)=p-g2(x)-hi(x)
mi f(x) = ga(x) - h1(z).

Como o ntmero de fatores primos de m é finito, prosseguindo no argumento acima (ou

por indugao sobre o niimero de fatores primos de m) chegaremos a:
F(z) = " (@) - h*(z) onde,

g*(x),h*(x) e Z[x]

e g*(z) e h*(x) sdo multiplos racionais de g(x) e h(x), respectivamente, contradizendo a
irredutibilidade de f(z) sobre Z. o

1.4 Uma medida de irracionalidade

A demonstracdo da irracionalidade de um certo nimero é apenas a “ponta do
iceberg” de varios outros problemas relacionados. Um deles é saber quao esse niimero é

irracional. Mais precisamente, a medida de irracionalidade para um ntmero irracional «
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é uma fungdo positiva e estritamente decrescente f(x), para z > 1, e tal que

> f(q),

p
a_i
q

para todo nimero racional %, com g > 1. Ou seja, essa fungao mede o comportamento da
distancia entre o e qualquer racional.

Para exemplificarmos, encontraremos uma medida de irracionalidade para /2. Definimos
g(x)=22-2el=[vV2-1,v2+1]. Seja £eQ,comg=>1. SeL ¢, entdo |\@—§| >1> q%.
Para o caso % € I, usamos o Teorema do Valor Médioﬂ para o intervalo fechado com

extremos v/2 e g. Assim, existe ¢ no interior desse intervalo, tal que

p p
9(V2)~g <> =9'(C) <\/§— > ,
q q
onde, como usual, ¢’ denota a derivada da funcao g. Portanto

9(%)
20

-t

Agora é suficiente notar que | g(§)| > q% e que ¢ <+/2+ 1, para obtermos

‘ﬁ_p‘ i 2<ﬁ1+1>q2'

q

Dai, a desigualdade acima ¢é valida para todo P Q e, desse modo, a funcdo f(z) =

——L ¢ uma medida de irracionalidade para /2.

2(v/2+1)z2

°Se a funcdo f:[a,b] — R é continua em [a,b] e derivavel em (a,b), entdo existe ¢ € (a,b) tal que

f(b) = fla) = f(§)(b—a).



Capitulo 2

Numeros Algébricos e

Transcendentes

Neste captitulo iremos estudar propriedades aritméticas, algébricas e analiticas dos

numeros algébricos e transcendentes.

2.1 Numeros Algébricos e Transcendentes

Defini¢ao 2.1.1. Seja L|K uma extensao de corpos. Dizemos que « é algébrico sobre K
se 3f(x) € K[z] —{0} tal que f(a)=0. Caso contrario « é dito transcendente sobre K.

Mais geralmente, os nimeros aq,...,a, € L sdo ditos algebricamente dependentes sobre
K, se existe f(x)€ K|zy,...,2,], ndo nulo, tal que f(aq,...,a,) =0. Caso contrario,
at,...,ap sao chamados algebricamente independentes sobre K.

Dizemos simplesmente que um nimero complexo ¢é algébrico, quando for algébrico

sobre Q. Numeros nao algébricos sao chamados transcendentes.

Exemplo 2.1.1. i,4/24++/3 e cos Toog T+ ¢8en g5 Sao algébricos, pois sdo raizes, respecti-

vamente, de 22+ 1,24 — 1022 + 1 e 22012 — 1,

O conjunto dos ntimeros algébricos é denotado Q e, para simplificar em alguns
momentos, T denotard o conjunto dos ntmeros transcendentes. Relembramos que um

conjunto ¢ chamado enumeravel se tem a mesma cardinalidade de N.

Proposicao 2.1.1. O conjunto dos niimeros algébricos é enumeravel.

Demonstragio. Dado P(x) = ag+ajx+ -+ apz™, o conjunto das raizes de P é denotado

por Rp. Note que Rp tem no maximo n elementos. Para todo n € N, existe apenas

22
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uma quantidade enumeravel de polinémios, em Q[z], com grau n. De fato, considere
X, ={Q€eQ[z]:0Q =n}. Tome ¢:Qx---xQ* —> X, dada por:
| ——

n+1 cépias
Y(ag,ai,...,an) = ag+ a1z + - + apz”,
note que 1 é bijecao. Como Q x --- x Q* é enumeravel, segue-se que X,, também o é.

Definimos A, = |Jyp_,, Rp. Pelos comentarios feitos anteriormente e pelo fato de que a

uniao enumeravel de conjuntos finitos é enumeravel, segue-se que A,, é enumeravel. Agora

Q=4

neN

é s6 observar que

Dai Q é enumeravel (pois é escrito como a unido enumeravel de enumeraveis). m]

Um conjunto A < R" tem medida (de Lebesgue) nula, e escrevemos m(A) = 0, se

para todo € > 0, existe uma quantidade enumeravel de bolas abertas (B,,), tais que
Q0
Ac| By e Y u(B
neN n=1

onde, v é o volume do conjunto. Note que o volume é o comprimento e a area deste
conjunto, quando ¢t = 1,2, respectivamente.

Dizemos que uma propriedade é satisfeita por quase todos os ntimeros complexos, se o
subconjunto de C que nao satisfaz tal propriedade tem medida nula.

A proposicao a seguir da a natureza quantitativa dos niimeros transcendentes.

Proposigao 2.1.2. Quase todos os niimeros sao transcendentes.

Demonstragio. Devemos provar que m(Q) = 0. De fato, dado € > 0, como Q é enumeravel,

entdo podemos considerar Q = {ay,as,...}. Defina entdo as bolas abertas

3¢

1
B,={z€C:|z—ay| <ry}, onde ry,=— .y
n

Claramente, Q c UB,,, além disso,
& 3e & 1
( 2
() < St - St %52
n=1 n=1

neN
3w _e.
“2\e ) 2°°¢

5 _ \'® -2 _ n°
Segue-se entdo o resultado, onde usamos ((2) = »,,_;n~“ = % . Nesse caso, dizemos que

o conjunto dos numeros transcendentes tem medida total em C, isto é, m(T) = co. ]
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2.2 Teorema de Liouville

A ideia do matemaético Liouville para construir ntimeros transcendentes era “in-
génua”, mas eficaz: encontrar uma propriedade que é satisfeita por todos os algébricos.

Depois, bastava construir um niimero que nao satisfizesse tal propriedade.

Teorema 2.2.1 (Liouville). Seja a uma raiz real de um polindmio irredutivel P(x) € Z|z]

de grau n > 2. Entao existe uma constante positiva c, tal que

> Lo (2.2.1)

para todo racional %. Uma escolha conveniente para essa constante é

1
Co i= 2.2.2
T T s PO 222
Demonstra¢io. Com a escolha de ¢, em , se tivermos |a —£| > 1, o teorema ¢é vdlido

pois 1> f]—%. Para o caso |o— §| < 1, observe que, como P(x) é irredutivel sobre Z, ele serd
irredutivel sobre Q pelo lema de Gauss e assim P(£) # 0, o que implica [¢"P(2)[ > 1,

visto que q”P(g) ¢ inteiro nao nulo. Pelo teorema do valor médio, existe ¢t € R entre v e

(0)-fro-r () --2

p‘ 1 1 Ca

%), tal que

Portanto,

= - T
LLHP)) T ¢+ maxy_g <1 [P(D)]) "
p_

onde usamos que ]t—a| E—al<1.
Observe que, por , a fun(;éo f(z) = & ¢ uma medida de irracionalidade para a. O

o —

Exemplo 2.2.1. Alguns valores particulares de ¢, sao:

23 _ 1
‘W3 T 3 ¢ VB T T o021 1643

2.2.1 Numeros de Liouville

Como o conjunto dos ntimeros racionais ¢ denso na real real, entao todo nimero
real pode ser aproximado por racionais. No entanto, existem algumas aproximagoes que

sao mais efetivas, onde podemos estimar de fato o erro da aproximagao.

Definicao 2.2.1. Um ntmero real o é aproximével na ordem n por racionais, se existirem

uma constante C' > 0 e uma sequéncia (‘Z 2);j=1 de racionais distintos, com ¢; > 1 e (pj,q;) =
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1 tais que
; C
R Py (2.2.3)
4j 4;
para todo j > 1.
Exemplo 2.2.2. Seja o niimero
Q0
o= Z 10~ = 0.1100010000000000000000010000. .. (2.2.4)

k=1

consideremos a sucessao de racionais definida por:

vy d —K!
= 2 107+,
Ui =

Temos, pois

‘ Z 1 : 1 : + 2.2.5
j <4 108 10U+ 10G+2)=G+nr " ) (2:2.5)
k=j+1

A expressao em parénteses é majorada por

10 102 97

Logo, o ultimo membro de ¢ majorada por

1 10 - 1
(109710 9 (1077
e portanto
(% 1
a——| < T
Uj (103')3

i . , , . .
e como u; = 107", segue-se que a definido em ¢ um numero de Liouville.

Podemos dizer que um nimero real é bem aproximado por racionais se é aproxima-
vel na ordem n por racionais, este resultado é conhecido como Teorema da aproximagao
de Dirichlet, que pode ser encontrado em [3]. Se € R é um ntmero irracional, entao

existem infinitos racionais %, com q = 1, tais que

Este é um dos resultados fundamentais em aproximacao diofantina, em um certo sentido, o

Teorema de Liouville diz que um niimero algébrico irracional nao pode ser bem aproximado
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por racionais. Portanto, Liouville construiu uma classe de ntimeros que sdo muito bem

aproximados por racionais.

Definicao 2.2.2. Um nimero real a é chamado de niimero de Liouville se existir uma
b

sequéncia de racionais (?) j=1, com g; > 1, tal que
J

1 .
< —, paratodo j=>1.
qj /

75

O conjunto dos nimeros de Liouville é denotado por L.

Proposicao 2.2.2. A sequéncia (g;);j>1 ¢ ilimitada.

Demonstrag¢do. Suponha o contrario, entao existe M > 0, tal que ¢; < M, para todo j > 1.

Como | — %| < 1, obtemos
sl = lgjel <lgja—pil < g,

o que implica uma limitacdo para (p;);>1, pois |p;| < (la|+1)M. Mas isso contraria o

fato de a sequéncia (%)j>1 ser infinita. o
J

Corolario 2.2.3. Todo ntimero de Liouville é irracional.

Demonstracdo. Suponha por absurdo que ]?; € Q é numero de Liouville. Entao existem

infinitos %, diferentes de %, tais que
J

1ol _m|_ ’qu_qu‘ > L
1l g 94 |ala;
Assim qﬁ-'*l < |q|, contrariando a ilimitacao de (g;);. -

Teorema 2.2.4. Todo ntimero de Liouville é transcendente.

Demonstragao. Pelo corolario [2.2.3] um ntimero de Liouville a nao pode ser racional. Dai

suponha que « ¢ algébrico de grau n > 1. Entao pelo Teorema segue-se que a relagao

2.2.1|serd valida para todo niimero racional. Em particular, para os %-Z_' da Definicao [2.2.2]

assim, teriamos

C ; 1
—= < o <.

Dali, qg < i, para todo 7 > 1, contrariando a ilimitagao da sequéncia (q~]7 ~");. Portanto

a nao pode ser algébrico. O
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2.3 Transcendéncia de e

Antes da demonstracao propriamente dita, vamos abordar dois pequenos lemas

que serao uteis no decorrer do processo.

Lema 2.3.1. Seja f(z) um polindmio com coeficientes inteiros e seja p um nimero inteiro

positivo menor que o grau de f(x). Entdo, para i > p

i (5om)

¢ um polindmio com coeficientes inteiros e divisiveis por p.

Demonstracio. Uma vez que a derivada é um operador linear é suficiente mostrarmos que

dd;i <(pa—j]1)‘> ’

tem coeficiente inteiro e divisivel por p. Se tivermos ¢ > j esta derivada sera nula

e nao ha nada a mostrar, por isso vamos considerar apenas o caso i < j. Lembrando que

d

T = nz" ! podemos estabelecer, de maneira recursiva, o seguinte resultado:

d 7 _ 7! i
dxi(<p—1>!>‘<j—z'>!<p—1>! o

j!

Vamos mostrar que ——+—-— é um ntmero inteiro e divisivel por p. Com efeito
(=0)!(p—1)! ’

temos:

4! B 41!
G- p-1!  G=)il(p-1)"

Mas (]_17,:),1, = (z) é um dos coeficientes do desenvolvimento de (a + b)’ sendo por-

tanto um nimero inteiro, digamos k. Agora, lembrando que ¢ > p podemos escrever:

! k-i-(i—1)(t—2)(i—3)---p(p—1)!
(=) p—1)! (p—1)!
Logo, .
d" ([ flx)
det \ (p—1)!)"’
¢ um polinémio com coeficientes inteiros e divisiveis por p. O

Lema 2.3.2. Considere a sequéncia {a,} definida por:
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" :e”np(M)p
T

onde M é uma constante e n é um inteiro positivo. Entao

lim a, = 0.
p—0
~ . o8] 7
Demonstragio. Para provar esse Lema vamos usar o seguinte fato: Se )., b, é conver-
~ . . , . o0
gente entao lim,,_,4 b, = 0. Com isso é suficiente mostrarmos que Zp:1 a, converge. Para

isto temos que,

LemnP(MY? & e (n - M)P L (M - p+1 L
e'n e(n n)
Sy Sy SOt S,
2o A ey O & pe
Pelo teste da razao é suficiente mostrarmos que lim, Cp“ < 1. Calculemos este
limite:
nM)P+2 ! nM
lim |2 = lim (nM) : L = lim —=0<1.
=0 ¢ =0l (p+1)! (nM)PH1]  poop+1
Assim a série converge e temos que lim,_, a, = 0. O

Observagao 2.3.1. Considere f(x) um polinémio de grau r com coeficientes reais. Seja

F(z) = f(x)+ fV (@) + fO(z) + fOa) +-+ fO (), (2.3.1)
onde f()(z) representa a i-ésima derivada de f(z) em relacio a z. Dai, temos que,

dci (e_xF(:E)) _ e_mf(l)(l’) _ G_xf(x) + e—xf(2)(l,> i e_xf(l)(l’) bt

e T f @) —e T D @) + e U () — e T U (2),

Efetuando todos os cancelamentos e lembrando que f('+1) )(x) = 0 teremos a seguinte

relagao:

d , _ .

. (e™"F(x)) = —e " f(x). (2.3.2)
Uma vez que F'(x) é um polindmio e a fungao exponencial é infinitamente derivavel

podemos afirmar que e~ * F'(z) também é infinitamente derivavel e portanto vale o Teorema

do Valor Médio em qualquer intervalo da reta. Em particular, se tomarmos o intervalo
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[0,k], k > 0, teremos:
e *F(k)— F(0) = —ke ™" £ (k6),),

onde #; é um numero real que depende de k e estd entre 0 e 1. Multiplicando esta tltima
igualdade por e*, obtemos:
F(k)—e*F(0) = —kek0=0%) £ (0, (2.3.3)

Defina agora
er = F(k) —e"F(0) = —ke*1=0%) £ (kg),). (2.3.4)

Com isso, vamos agora expor a demonstracdo da transcendéncia do nimero de
Euler.

Teorema 2.3.3. O ntmero de Euler é transcendente.

Demonstragcao. Vamos supor por absurdo, que e seja um niimero algébrico. Entao existem

constantes inteiras cg, c1, c2, c3,- -+ ,cy tais que,

2

€+ Cn_1€" 0™ 24+ cre+ o = 0. (2.3.5)

Podemos supor sem perda de generalidade que cy > 0. Observe agora que dado

polinémio F' citado na observacao [2.3.1}
cier = a1l (1) —e1eF(0);

coea = o F(2) — coe® F(0);

czez = c3F(3) — 3’ F(0);

Cnén = cnF'(n) —cpe F(0).
Somando todas essas igualdades teremos:
cre1+coeg+cges+ -+ epen =1 F(1) +coF(2)+ -+ ¢, F(n)— B,

onde = F(0)(cie + cae? + czed 4+ ---cpe™). Mas, por m, podemos concluir que 3 =

—coF'(0) e portanto ficamos somente com:

C1€1 4 co6a + cges+ -+ e = o F(0) + 1 F(1) + o F(2) + -+ ¢, F(n). (2.3.6)

Uma vez que f(z) é um polindmio qualquer, vamos continuar nossa argumentacao
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fazendo

= P H1-2)2-2)-- (n—2a)]
o) = g =) =) (o)

onde p é um nimero primo tal que p >n e p > ¢g. Note que

1-2)2-2)3—2)---(n—2) zn!—i—Zdjxj, com dj;eZ.

E portanto

p(n+1)—1

f()—(?' pxp1+ > W com b;eZ (2.3.7)
Jj=p

Observe que  =1,2,3,4,--- ,n é raiz de multiplicidade p do polindémio f(z). Dal

teremos que:

fl@)=fY@) = fA@) = = fP V(@) =0, para x=1,2,3,---,n. (2.3.8)

Aplicando o resultado do Lema ao polindémio f(z) podemos concluir que, para

r=1,2,3,-,n, fO)(x), fED(z), ... fEFD=1) () assume somente valores multiplos de
p. Podemos aﬁrmar que F(z) é miltiplo de p para z = 1,2,3, -+ ,n e portanto
AF(1)+cF(2)+c3F(3)+-+c, F(n), (2.3.9)

¢ multiplo de p. Olhemos agora para F'(0), observe inicialmente que z = 0 é uma raiz de

multiplicidade p — 1 do polinémio f(z). Deste fato segue que

£(0) = fD0) =--. = =2 (0) = 0. (2.3.10)

Para 1> p, f (i)(O) ¢ um multiplo de p, pelo Lema . Porém, da relacao m,
temos que f(p_l)(()) = (n!)P. Uma vez que p > n e p é primo, podemos concluir que p nao
divide (n!)? e portanto f (P=1)(0) ¢ um nimero nao divisivel por p. Agora note que F (0) é
uma soma de inteiros, onde todos eles, exceto um sao divisiveis por p. Logo p nao divide

F(0) e, uma vez que p > ¢y, p nao divide ¢gF'(0) e podemos finalmente afirmar que

coF(0)+caF(1)+cF(2)+--+c, F(n), (2.3.11)

¢ um numero inteiro nao divisivel por p.

Guardemos esta informacao e trabalharemos agora o lado esquerdo da equacgao
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2.3.6] Recordemos a defini¢ao abaixo dada por:

e = —ke" ) f(k6));

_ 1 _
ep = —ke"(! "Um(kek)p LI = kO] 2= kO] - |n— kO[]

Em virtude da definicao de f(x) teremos entao:

HF(1-61)

lex| = (p—1)! RPOR (11— K| [2— Kb - [n— Kb[]7.

Agora observe que, como 0 <k <ne(0 <60, <1, paratodoieZ tal que 0 <i<n

vale a seguinte relacao:

i — kOy| < |i] + |kOg| < 2n.
E desta ultima desigualdade segue que
11— kO] [2 = kOg| - In— kOk|]P < (2"n™)P = (M)P, (2.3.12)
onde M = 2"n"™ é uma constante. Como k< n e 0 <@, <1 teremos:
(1) k(1—6y) <n(1—0)<n = 00 <en:
(i) kP < nP;
(iii) 7" < 1.
Destas trés desigualdades e da desigualdade [2.3.12| nos permite escrever

e™nP (M)P
(p—1)!

Sabendo que o conjunto dos nimeros primos ¢ infinito e em virtude do Lema

le| < para k< n.

2.3.2) podemos fazer com que os termos €’s sejam tao préximos de zero quanto se queira.

Portanto podemos afirmar que:

|c1€1 + co€a + c3€3 + - + Cpey| < 1, (2.3.13)
para p suficientemente grande.

Em virtude da igualdade 2.3.6] e de 2.3.11], a parcela da esquerda na ultima desi-

gualdade deve ser um numero inteiro. Como ela é menor do que 1 devemos ter cje; +

Co€9 + c3€3 + -+ + cp€, = 0. Portanto, concluimos que
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COF(O) + ClF(l) + CQF(2) +---+ an(n) = 0.

O que implica que p divide

[coF'(0) +c1 F(1)+c2F(2) + -+ cpF(n)].

Mas isso ¢ um absurdo, pois vai contra o resultado [2.3.11, O absurdo se da pelo
fato de termos considerado o nimero e como sendo algébrico. Logo, o nimero e é trans-

cendente. O

2.4 Transcendéncia de 7

Teorema 2.4.1. O ntmero 7 é transcendente.

Demonstragiao. Suponhamos por absurdo, que 7 seja algébrico. Entao, i também sera
algébrico, por ser o produto de dois algébricos. Dai temos que 7 é raiz de um polinémio
com coeficientes inteiros. Sejam «aq = im, a2, ag, -+ ,q,, as raizes deste polindémio. Da

igualdade de Euler ™ + 1 = 0, segue que:

n m
0=[J(e¥+1)=K+> €,
j=1 J=1

onde K e N e 31,582,083, -, Pn sd0 nimeros nao nulos expressos por:
ai, 1<i<n (2.4.1)
aitaj, 1<i<j<n (2.4.2)
a1+ + -+ o, (2.4.3)

e ke N é obtido agrupando a soma dos termos cujos expoentes sao nulos.

Os numeros fS1,532,03, -, Bm dados anteriormente sao as raizes de um polindmio
R(z) = cx™ + ¢pp12™ 1 + -+ 12 + o de coeficientes inteiros. Tomando um primo p
genérico e s = m(p— 1), definamos:
CS

f(x) = m:cp* (R(x))P. (2.4.4)

O grau de f é s+ p. Definamos também:
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F(a) = fa)+ (@) +f @)+ + [ @), (24.5)
que assim como [2.3.2] satisfaz:

&) = (o),

donde: N
e "F(x)—F(0) = —J e tf(t)dt.

0

Usando uma mudanca de varidvel ¢ = Az (onde A é varidvel e x é fixo):

1
Flz)— " F(0) = —a J 07 £ (\z) .

0
Somando as igualdades para x = (31, 32,33, -, Bm, obtemos:
m m 1
Y IF(B) +kF(0) == B f eV F(NB;)d. (2.4.6)
=1 j=1 0

Observando que em Bj é raiz de f(z) de multiplicidade p, chegamos a conclusao que:

0<t<p = if(t)(ﬁj)zo.
i=1

J

Se t > p, apenas a p-ésima derivada de R(x) no ponto x = 3; é nao nula. Deri-
vando p vezes o polinémio R(z) neste ponto, teremos um coeficiente p! que cancelara o
denominador (p—1)! de f(z), deixando p vezes um polindémio com coeficientes inteiros
calculado em ;. O que implica que c% Ji (B;) é um polinémio em [; com coeficientes
. . o e s . 2’ . m t ’ . ’ .
inteiros divisiveis por p. Além disso, >’ j=1.f ( )(ﬁj) ¢ simétrico nos f; de grau menor ou
igual a s. Dai, devido ao coeficiente ¢, este polinémio é de coeficientes inteiros e grau

menor ou igual a s. Portanto:

m

p<t = Z f(t)(ﬁj) =pk; com k;eZ.
j=1
Examinaremos agora F/(0). Notamos que f®(0)=0se t <p—2, f®1(0) =c*ch e fO(0)
é um inteiro divisivel por p se p <'t.
Portanto, o termo em ¢ da forma Kp+kcSch com K inteiro, e tal expressao é

inteira. Tomando p > max {k,|c|,|co|}, conseguimos em um termo nao divisivel por
p, (pois, kc*ch ndao pode ser divisivel), e, logo, ndo nulo. De obtemos:
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S P
)] < A g,
(p—1)!

que segue se tomarmos m; = maxo<i<i |[R(AF;)|. Portanto:

Z ’ﬂj‘p C’ ‘m]‘pB’ (247)

j=1

| Zﬂgf (=23 £(\g;)d)| <

onde B = sup; S(l) ’e(lfA)ﬁj}d)\.

Ora, o lado esquerdo da equagao é positivo e o lado direito tende a zero
quando p — o0, o que é um absurdo. Como supomos que 7 era algébrico, chegamos numa

contradi¢ao. Logo, 7 ¢ transcendente. ]

2.5 Teorema de Hermite-Lindemann

Os primeiros numeros transcendentes foram exibidos por Liouville, no entanto tais
exemplos eram um tanto “artificiais”. Porém, com a demonstracao de Cantor de que
quase todos os numeros sao transcendentes, parecia razoavel mostrar de maneira mais
“concreta” exemplos de ntimeros conhecidos que sao transcendentes. Em 1873, Hermite
provou que e € transcendente, e, em 1882, Lindemann estendeu o método para provar que
7 também é transcendente, além disso, mostrou que a transcendéncia de e e 7 sdo casos
especiais de um teorema bem mais geral. Esse teorema é conhecido como Teorema de
Hermite-Lindemann.

Teorema 2.5.1 (Hermite-Lindemann). Se ai,...,a,, sdo nimeros algébricos distintos,
entao €™ ..., e*" sao linearmente independentes sobre o corpo dos niimeros algébricos.

Exemplo 2.5.1. Suponha a; =1 e ay = /2 (ambos algébricos e distintos). entdo, e! e
eV? sio linearmente independentes sobre Q. Isso significa que ndo existe c1,c € Q nao

nulos tais que:

V2 _ .

cie—+ coe

- . ; 2
Se tal relagao existisse, poderiamos escrever e = —ZeV2,
C1

Quando m =2, a1 =0 e as = a € Q, nao nulo, entdo obtemos o seguinte caso

particular.
Corolario 2.5.2. Se « ¢ algébrico nao nulo, entao e™ é transcendente.

Proposicao 2.5.3. Os seguintes nimeros sao transcendentes:
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(a) e
(b) sena, cosa, tana, senha, cosha, tanha para todo « e@*;
(c) m;

(d) loga, arcsena, e em geral as fungoes inversas daquelas do item 2. para todo a €

Qa¢{0,1}.

Demonstragio. (a) Para provar basta fazer a = 1 no coroldrio [2.5.2}

(b) Utilizando a férmula de Euler ' = cosz +isenx, para x € R. Note que,

2i(sena)e’ + (—1)e"™ +e " =0
2(cosa)e? + (—1)e 4 (—1)e ™ =0
(itana —1)e' + (itana + 1)e " =0
2(senha)e’ + (—1)e® +e % =0
2(cosha)e? + (—1)e® + (=1)e @ =0
(tana—1)e® + (tana+1) =0

Supondo a # 0 entao i # 0. Portanto, pelo Teorema [2.5.1},
senq, cosa, tana, senha, cosha, tanh«

sdo numeros transcendentes;

, . ~ . b~ 5 , ;
(c) Se 7 fosse algébrico, entdao im € Q . Logo, '™ é transcendente, mas '™ = —1. Por-

tanto, m é transcendente;

(d) Suponha que loga € Q". Do segundo item temos que €°8® é transcendente, mas
€8 — o € Q, essa contradicdo mostra que loga € T. Agora, por contradicdo, supo-

nha 6 = arcsen« é algébrico. Entao pela definigdo o = sen(f) podemos escrever

ei@ o e—i@
o = 4.
21

multiplicando ambos os lados por 2i, rearranjando e depois multiplicando por e

i = e — e,
e — e _2i0 =0;

e —1—2iae = 0. (2.5.1)
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0

Esta é uma equagdo polinomial em e com coeficientes algébricos. Aplicando o

Teorema [2.5.1| na equagao temos uma relagdao polinomial nao trivial satisfeita

9 o que implicaria que € é algébrico, porém, isso contradiz o corolario m,

por e
pois supomos que 6 é algébrico. De modo analogo, podemos mostrar que as fungoes

inversas de 2. sdo transcendentes.

O

O teorema de Hermite-Lindemann visto acima é uma versio “forte” de outro teo-

rema também conhecido como Teorema de Lindemann-Weierstrass.

Teorema 2.5.4 (Hermite-Weierstrass). Se aq,...,q,, sdo nimeros algébricos distintos,

entao €™, ... e sao linearmente independentes sobre Q.

Recordando que um subconjunto £ < C é denso, se todo subconjunto aberto de C
intersepta £. Em outras palavras, o conjunto £ ¢ em certo sentido “onipresente” no plano
complexo. O conjunto dos pontos algébricos (isto é, pares ordenados com coordenadas
algébricas reais, ou equivalentemente Q) é denso em C (isomorfo & R%2. No entanto, pelo
teorema de Lindemann, o conjunto G := {(z,e") : x > 0} ndo tem pontos algébricos. Em

outros termos, os pontos de G escorregam por entre o conjunto denso Q sem “toca-lo”.



Capitulo 3
Teorema de Gelfond-Schneider

Neste capitulo abordaremos o teorema demonstrado por Alexander Gelfond (1934)
e, independentemente, por Theodor Schneider (1935). Além disso, apresentaremos con-

sequéncias e resultados relacionados a poténcias transcendentes.

3.1 Resultados auxiliares

Em 1900, durante o Congresso Internacional de Matematica realizado em Paris,
David Hilbert apresentou uma célebre lista com 23 problemas (ver Apéndice . A época,
todos eram questoes em aberto, muitas das quais exerceram profunda influéncia sobre o
desenvolvimento da matematica no século XX. O sétimo problema de Hilbert trata da
natureza transcendente de poténcias algébricas. Antes, porém, de expor e demonstrar o
teorema de Gelfond-Schneider, é necessario apresentar alguns resultados preliminares que

servirao de base para a demonstracao.

Proposicao 3.1.1. Considere a matriz

1 m p% pﬁ_l

1 po p2 pt*1
v=|

1 p th piil

com entradas p} na j-ésima linha e (1+4a)-ésima coluna, com j=1,2,....tea=0,1,...,t—1.

Essa matriz conhecida como matriz de Vandermonde tem o determinante dado por:

det(V') = H (pr —pj)-

1<j<k<t

37
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Demonstracao. Vamos mostrar por inducao que o determinante da matriz de Vander-

monde ¢ dado por:

det(V') = H (pr —pj)-

1<j<k<t

Caso base: n =2

V=

I p
] oo det(V)=po—p= [] j—p)
L p2 1<i<j<2

Passo indutivo: Suponha vélido para n— 1, ou seja:

TR
det| : 1 i = ] -
_ I<i<j<n—1
1 po1 ... p73 IS
Considere o polindémio:

1 p P o

P(z) = det :
1 pp1 p2y ... pii
1 p p? ... xnt

Temos que, P(x) é polinomio de grau <n—1 em z, e o coeficiente de "1 é det(V},_1) =
g

H1§i<]<n—1<xj - 33@')- Logo,

n—1
P@):( 11 (%-qw>.fﬂx—xm.
1<t 1 k=1

Avaliando em x = x,:

det(V) = P(axn) = [ (a;—).

1<i<j<n

Assim, concluimos a demonstragao. O

Corolario 3.1.2. A matriz de Vandermonde tem determinante nulo se e somente se existe

J # k com p; = pg.
Demonstragio. Se det(V') = 0, entdo pelo menos um dos fatores (py —p;) deve ser zero.
Isso implica que existe pelo menos um par (j,k) com j # k tal que py = p;.

Agora, nos resta mostrar que: Se existem j # k com p; = py, entao det(V) =0. Se

pj = Pk para j # k, entdo a matriz V' tem duas linhas idénticas (a linha j e a linha k).
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Sabemos que, se uma matriz tem duas linhas iguais, seu determinante é zero. Portanto,
det(V) = 0. o

Lema 3.1.3. Considere as m equagoes em n incognitas
a1 +agato + ... +appxn, =0, k=1,...m, (3.1.1)

onde a;; € Z e 0 <m <n. Seja A um inteiro positivo tal que A > |a;;| para todo i e j.
Entao existe uma solugdo nao trivial z1,x9,...,z, de (xi€Z,1 <i<n) tal que

lzj| <1+ (nA)am, j=1,2,...n.

Demonstragao. Denote yj por ap1x1 + ara®s + ...+ appxy, entao todo ponto z = (ml, To,... ,xn)
corresponde a um ponto y = (y1,vy2,...,Ym). Um ponto z é dito reticulado se suas coorde-
nadas x; sao nimeros inteiros. Observe que se z ¢ reticulado, entao seu correspondente
y também o é. Seja ¢ um inteiro positivo, especificado posteriormente. Considere o cubo
n-dimensional C' definido por |z;| <g¢, j=1,...,n. Note que existem (2¢+1)" pontos

reticulados em C'. Para os correspondentes y, temos:

n n n
Y| = ATl < Z lag||z;| < Z Aq = nAqg.
J=1 j=1 j=1
Portanto, existem no méximo 2nAq + 1 possibilidades para y;. Como k =1,...,m entao

temos (2nAq+ 1)" pontos reticulados dentro do cubo m-dimensional D, que tém todas as
suas coordenadas em médulo < nAg. Mostraremos que existem mais pontos reticulados
em C do que correspondentes em D, dai existem pontos reticulados em D que tém dois

correspondentes distintos em C. De fato, basta-nos mostrar que
(2¢+1)" > (2nAq+1)™. (3.1.2)

Considere o intervalo [ = [(nA)ﬁ —1,(nA)mm + 1) com comprimento 2, logo existe

um namero par em . Seja ¢ o Unico inteiro positivo tal que

(nA)mm —1 <2 < (nA)mm +1. (3.1.3)
A primeira parte da desigualdade implica

(nA)™ < (2 +1)"™.
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Temos entao,

(2nAgq+1)™ = (nA)™ (Qq + n;) < (nA)™(2¢ +1)™

<(2¢+1D)""(2g+1)™ = (2¢+1)".

Segue-se que existe um ponto reticulado y € D imagem dos pontos 2’ = (2},...,2]) e

" = (af,...,2)). Defina x = 2/ —2”; isto é, x = (x1,...,2,) onde z; = 2, —z} 1 <i<n.

Como 2’ # 2" entdo x # 0 e

ap1T1 + oo+ Ay = ap () — ) + . apn (2], — 2))
= (ap 2] + ... + apnx)) — (g2} + ... + appal)

=y—y=0, para k=1,....,m.
Além disso, por [3.1.3
;| = |2 — | < ||+ |2 <2¢ <1+ (nd)wm

O

Observagao 3.1.1. Seja a € K um ntimero algébrico. A altura de «, denotada por ||/,
é 0 méximo entre os valores absolutos dos conjugados de a. Pela proposi¢ao [1.2.1], temos

que

e+ Bl < llaf[ +]5]]
Bl < el - 115]]

Lema 3.1.4. Considere as p equagdes em ¢ incognitas
ak1C1+ozk2§2+...+oquCq=O, k= 1,...,]), (3.1.4)

onde os coeficientes «;; € K sao inteiros algébricos e [K : Q] =n. Assuma que 0 <p<gqe
A >1tal que A > ||oy;|| para todos 4, j. Entdo existe uma constante positiva ¢ dependendo
de K, mas independente de «;j,p,q tal que o sistema tem uma solucao nao trivial

C1,C2,...,(q em inteiros sobre K, satisfazendo
Gl < e+ cleqA)TF, k=1,...q

Demonstragio. Seja f31,..., 5, uma base integral de K|Q. Se « é inteiro sobre K entao

existem gi,...,g, € Z tal que a é escrito de forma tinica como

a=qgi1B1+ -+ gnln. (3.1.5)
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Denote os conjugados de « (sobre K) por a = a(l),a@), . ,a(") ede g por B; = 53('1)75]('2)7 . ,6](-”)
para j = 1,...,n. Passando o i-ésimo conjugado na igualdade [3.1.5] obtemos pela propo-
sigao [L2T}

o =gy g, 80 i=1,... 0. (3.1.6)
Considere

al) 59) 57(11) g1

A= |, B= o G=]
e PO "

As igualdades em tém a seguinte forma matricial:
BG = A. (3.1.7)

Por outro lado, como {31,...,,} é base integral, entdo (det B)? = A[f1,...,5,] # 0. Dai

det B # 0 e portanto existe B~! (matriz inversa de B) que denotaremos por

fu Pz ... DB
B-1_ Por Paz ... Pon
ﬁnl BnZ cee 5nn

onde os 3;; s6 dependem das entradas de B. Multiplicando a igualdade a

esquerda por B~!, obtemos:

511 612 51n Oz(l)

G=BA istoé 91 _ 5?1 5?2 Bon E
o 5;11 5;12 5nn o
Portanto,
gj = BinaM + B0 P+ 4 80™ =1, n,
e entao

951 < 1Bj1lla D]+ + [Bjulla®™ | < (18711 + -+ [Bpul)llal] < el

onde, c¢1 = lrgjaécnﬂbjﬂ + -+ |bjnl} + 1.
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Observe que ¢; depende de K mas independe de «. Portanto,
951 <callel] (G=1,...,n). (3.1.8)

Sendo (;, para i =1,2,...,q inteiros algébricos satisfazendo |3.1.4] podemos escrevé-los em

termos da base integral,
n
G = injﬁj, i=1,...,q
j=1

O problema entdo ¢é determinar o comportamento dos nimeros inteiros z;;. Por

0= Za/ﬂ(’l ZZZ‘Z]O&MBJ (3.1.9)

i=1j=

temos

Usando que o produto de inteiros algébricos resulta em um inteiro algébrico, entao ay;3;

é inteiro algébrico. Portanto,
n
O‘klﬁjzzmkzﬂ“ﬁra k:1a>p7 i=1,....¢; j=1,....n, (3110)

voltando a|3.1.9, obtemos

) 21 (Z 2 %mkm> Br.

i=1j=
Como {f1,...,5,} é linearmente independente sobre Q, temos
0= sz”m’“ﬂ“ k=1,....p; r=1,...,n, (3.1.11)
i=1j=

ou seja, temos um sistema de pn equagoes com gn incognitas. Para aplicar o lema |3.1.3],
basta-nos entao majorar os niimeros my;;.. Por|3.1.10[e pelo mesmo argumento empregado

para concluir a desigualdade em [3.1.8] deduzimos que

Imuije| < erllariBi]| < allarlll18;]] < c1Al|8j]] < c24,
onde co é uma constante positiva que satisfaz:
Co = ClHﬁjH e cAcZ.

Podemos entao aplicar o lema [3.1.3] ao sistema [3.1.11] Portanto, existe uma solugdo nao
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trivial x;; em inteiros algébricos sobre K tais que
|z < 1+ (qncﬂl)ﬁ =1+ (ncqu)ﬁ.
Por outro lado, (; = Z?zl zi;3;. Dal,
1Gill < . max |51 (1 + (ne2q 4)77). (3.112)

Considere ¢ uma constante positiva tal que ¢ = n||f;|| (j=1,...,n) e ¢ = ncy. Portanto,
¢ 86 depende de K, e, voltando a [3.1.12] concluimos que

16l < - max |31 + - max]|3;1] (ne2q )77 < e+ c(eqA) 7.
J J
Como {z;j:i=1,...,¢;5 =1,...,n} # {0} entdo um dos ¢; # 0. Segue-se entdo o resultado.

O

3.2 O teorema e algumas consequéncias

Por fim, temos todas as ferramentas necessarias para provar o teorema de Gelfond-

Schneider.

Teorema 3.2.1 (Gelfond-Schneider). Seja e Q@ —{0,1} e € Q— Q. Entdo o é trans-

cendente.

Demonstracdo. A demonstracio seguird por absurdo supondo que o é um nimero al-
gébrico. Suponha por absurdo que o é algébrico. Escreva v = o = %198 ¢ portanto
K :=Q(a, 3,7) é uma extensao finita de Q. Definimos h,m € N tais que h é o grau da
extensao finita K sobre Q e m = 2h+ 3. Note que h (e portanto m) estd fixo a partir de
agora, pois «, [ e 7 sdo dados. A seguir, introduziremos parametros auxiliares ¢, n, t
que dependerao de m, mas onde ¢ pode ser escolhido arbitrariamente grande. Defina os

numeros ¢,n,t € N tais que
q>4m?, n=q¢*/2m e t=q¢>=2mn, n>q. (3.2.1)

Isso serd crucial mais adiante, pois a contradigao surgird ao tomar ¢ suficientemente grande

(e, consequentemente, n e t grandes). Definamos também p1,p9,. .., p; como
(r+kB)loga, para r=12,...,q; k=1,2,...,q, (3.2.2)

em alguma ordem. Nao precisamos especificar exatamente os p;’s. Considere a fun¢ao
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abaixo .
F(z) = Z njers, (3.2.3)

j=1
onde 71, n2,...,m sdo inteiros algébricos sobre K que serdo especificados a posteriori.

Note que F'(z) é uma fungao holomorfa (isto é, tem derivada em todo o plano complexo).
O que queremos agora é mostrar que F'(z) estd bem definida e estabelecer condigoes para
que possamos aplicar o lema a funcao. Queremos escolher os 1; nao todos nulos, de
modo que F'(z) tenha zeros de ordem pelo menos n em cada ponto inteiro b= 1,...,m.

Isso corresponde a impor as condic¢oes:

F9%) =0, b=1,...,m, a=0,1,....,n—1.

Cada par (b,a) fornece uma equacao linear homogénea nas incognitas 7y, ..., 7.
Temos m valores de b e n valores de a, totalizando mn equagoes. Como t = 2mn (pois
t = ¢> = 2mn), o ntimero de incégnitas é maior que o niimero de equacdes. Portanto, o
sistema admite uma solu¢do nao trivial (ny,...,n¢) € K', a qual pode ser escolhida com
coeficientes de altura controlada pelo lema [3.1.4 Fazendo a a-ésima derivada de F(z) e

igualando a zero temos:
t

FU(z) = Y mjple =0,

j=1
aplicando a fungdao em z = b temos
t
F@(b) = > nple = 0. (3.2.4)
j=1

Por [3.2.2] temos que os coeficientes

( ) ( )a . eb(r—l—kﬁ)loga

( ) ( )a . a/brakﬂb
— (r+kB)*(loga)®-a’ (a’)k?

( )*(loga)® - a4 (3.2.5)
Note que (loga) é transcendente (Teorema de Hermite-Lindemann). Porém, como que-

remos utilizar o lema que exige coeficientes inteiros algébricos iremos “limpar” os

coeficientes, primeiro eliminando o fator (loga)®. Multiplicando por (loga)™® temos
(r+kB)*- ", (3.2.6)

Precisamos agora converter os coeficientes algébricos em inteiros algébricos. Para isso
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usaremos a proposicao para obter um inteiro racional ¢; > 0 tal que c1a, ¢15 e c17y

sejam inteiros algébricos. Dai, precisamos de uma poténcia de ¢; suficientemente grande

1 » . .
para “limpar” todos os possiveis denominadores que aparecem quando elevamos «, 3 e y

a varias poténcias e os multiplicamos. Vamos analisar cada poténcia de

e Em .

O expoente maximo de « é br e como r < g e b < m, temos que br < mgq. Portanto

para “limpar” o precisamos de pelo menos mq fatores de o para cobrir todos os

abr,

e« Em "}/bk

O expoente méaximo de v é bk e como b < m e k < ¢, temos que bk < mgq, ou seja,

precisamos de pelo menos mq fatores de 7.

« Em (r+EkpB)%.

Expandindo temos

(r+kB)" :Za:<> “(kB)",

o termo com maior poténcia de 5 é quando i = a: (k)% = k%%, o expoente maximo

de f é “a”, como a =0,...,n—1 temos que para “limpar” 3¢ precisamos de pelo

menos n fatores.

Portanto, temos

mq+mq+n =2mq-+n.

Multiplicando por 62 9 temos que

A" (4 kB)® - bR, (3.2.7)

é um inteiro algébrico. Agora precisamos encontrar um limitante para os conjugados de

sobre K. Usando a observagao [3.1.1| note que

[+ kBI < ||+ [[K]]-[1B]]
<q+4ql|Bll = q(1+[|B])).

Defina cp = max{||c|l,||v]|,1+||5]|}. Assim, ¢z independe de n,q,t e note que como

q(1+[[8l]) < gez
rb
|

N

la”|| < ¢’

1] < 8,
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temos que

[ (r + kB)* - M| < e e (ges)”

<c 2mq+n gmcgm(qCQ)n _ chq-l—ncgmq(qcz)n

= (c1c9)" (clcg)quq".

Como ¢% = 2mn, entdo ¢ = v/2mn e assim

Logo,
(c1c2)"[(c12)?™]9(v/2m)™ - /2. (3.2.8)

Defina c3 = (c1c2)?™+1\/2m para fazermos a seguinte limitacdo
2
™ (r + k)" - oM < " (n > q),

onde c3 independe de n. Finalmente pelo lema [3.1.4] concluimos que o sistema com mn

equagoes e 2mn incognitas
™" (loga) " F ) (b) = 0,
coma=0,....,n—1eb=1,...,m tem solugao nao trivial n; em inteiros algébricos com

l|n;]] < e+ c(chncgn”/Q)% — ¢+ c(2mncin™?)
— ¢+ 2¢mncin™/?

< 3mncin™?,

onde ¢ depende de K mas independe de n. Como 2" >n > g > m, entdo ¢ <n—1, logo

¢* < (n—1)% note que 4" > (n—1)? > ¢. Portanto, 4" > mn, dai

l|n;]] < 34" AnM? = 3¢%(4es) "'V

<2, (3.2.9)

onde ¢4 = 12c¢%¢3 (usamos que 3c? < (3¢?)™, pois ¢ pode ser tomado maior que 1). Agora
F(z) estad completamente definida. Considere agora o seguinte lema

Lema 3.2.2. Existem p>n e 1 < B < m tais que F(“)(b) =0, para a =0,...,p—1,
b=1,...,me FP)(B) #0.
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Demonstragao. Se tal inteiro p existe, entao da construcao que fizemos anteriormente em
temos que para encontrarmos uma ordem em que a derivada ¢é diferente de zero, nos
pontos de B, essa ordem tem que ser maior que n. Logo é suficiente provar que existe
a=0,...,t—1comt>n tal que F(“)(l) # 0. Vamos supor por contradi¢cao que F(“)(l) =0
para todo a =0,...,t—1 dai,

t
a b
D migse’ = 0.
J=1
.
Como 7;’s nao sao todos nulos, temos que

t
0 = det(pje™) = det(pf) - nepj,
j=1

como e’/ # () para qualquer p; entao temos que det(p?) = 0 que ¢ exatamente o determi-

nante de Vandermonde e pelo corolario temos que ps = p; para algum s # [, logo
(rs+ ksp)loga = (r;+ ki 8) log a,
como loga # 0 temos que:

rs+ksB=r+kp= (ks_kl>6 =Ts—T,

logo,
_Ts—Ty
/8 - k‘s _ k’l’
e [ seria racional, o que é uma contradi¢do. Portanto, existe algum a =0,...,t—1 com
t>n tal que F(@)(1) £ 0. |

Usando o lema anterior definimos o seguinte nimero nao nulo

¢ = (loga) PF(B)

t
an(r—kkﬁ)paBrka. (3.2.10)
j=1

Agora usaremos a defini¢ao para o seguinte lema

Lema 3.2.3. Existe uma constante positiva C , independente de n e p tal que
IN(Q =7,
onde N(¢) é a norma de ¢ no corpo de nimeros K = Q(«, 3,7).

. . 2
Demonstracio. Note que, semelhante ao que fizemos anteriormente, temos que c’f+ mac
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é um inteiro algébrico, pois (r + kB)PaP"yB* & um polinémio sobre a, 3 e v com grau

p+ Br+ Bk <p+2mgq, jique B<merk<gq Comoq<n<pentao
I < FEI (o _ 2 (onde o5 — 27,
Como p > q entao p = ¢+ s, para algum s e N e assim,
BC = TP ¢ = I 2 hbomaams ¢ _ Bms(pHmag),

Portanto, cf¢ também é inteiro algébrico. Por (ii) e (iii) na proposicio [1.2.3] N(cE(¢) € Z*.

Segue-se dos outros itens da proposicao que
L<|N(EQ| = N(cB)- N(Q) = IN()] - [N ()] = &"[N()].

Dali,
N =C,

onde C' = cg. Observe que C independe de n e p. O

Agora provaremos um lema que sera crucial para a demonstracao do teorema

Lema 3.2.4. Existe uma constante positiva ¢, independente de n e p, tal que
I¢]] < &p”.
Demonstragio. Por [3.2.10] temos

<] <t-mjax{|!77jH'H?‘+kﬁHp-HaHBT'HvHBk}-

Agora, g <n <pet=2mn < 2n? < 2" para n suficientemente grande. Usando m
e substituindo r, k, 5, |||, [|7]| e 1+ ||5]| pelos seus méximos ¢, ¢, m, ca2, c2 e ca,

respectivamente, obtemos:

1¢] < 2°efn™qP ey e

< PERPPAESE = 24k PR 2P (3.2.11)
Por outro lado, ¢ = 2mn entao

& = (V2m)PnP? < (V2m)PpP? e ™2 < pPl?,
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aplicando essa desigualdade em [3.2.11},

1¢] < (2eacy ™y 2gP

< (2eack PR (VoMY = &y
onde &= 2¢/2me e T, o

Pelo lema [3.2.2} a funcdo inteira F'(z) tem zeros, de ordem pelo menos p nos pontos

z=1,...,m. Portanto S(z) definida a seguir também é funcao inteira.

—plF(z ﬁ ﬁ (3.2.12)

°“®'
Ll
U:]»—‘

Podemos expandir F(z) em série de Taylor em torno de z = B EI,

p+k ( B)p—l—k
(p+Fk)!

F(z) = F(p)(B i (3.2.13)

Pois, como F(z) tem zeros de ordem pelo menos p, entdao F(B) = F'(B) =F"(B) =+ =
F®=1(B) = 0. Substituindo em [3.2.12} obtemos:

S(z) =p! (F(p)(B)(Z—B)P + i Fe+k)(B) (2 — p+k> ﬁ H .
! = |

P! k=1 (p+F) b=1
substituindo [[;~,(z — )77 = L. ! temos:
= (=B [lpepz-bP '
_ [ ro)(p FErR(B)(z=B)P™*\  [[up(B-b)"
(F (B =By 'Z o (= BPP Iy p(z— 0P
Dali,
[[:5(B - o FOR(B) (2 — B)F [ [ (B —b)P
SRS e Ve v T o

Fazendo z = B em S(z) temos que S(B) = FP)(B). Dai, como ¢ = (loga) PF®)(B),
entao

¢ = (loga)™"5(B).

LF(z) = F(B)+ F'(B)(z— B) +
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Pela férmula Integral de Cauchy (ver [4], p.84), temos:

)= 5|+

dz,

onde C' 6 uma curva simples fechada ] em torno de z = B.
Vamos considerar C' o circulo |z = £. Note que,

>—=——> =2m>m > B.

p_.n q 4m?
¢ q 2m~ 2m

Segue-se que z = B est4 no interior do disco cujo bordo é C (isto é, [z| < L). Sabemos
que se u € C, entao |e"| < elul , portanto, para todo z no circulo |z| = g,

) ) 4
|ezp]‘ < 6|zp]| < eq(Q+Q\5|)|loga| — ep(1+|ﬂ|)\10g0t|

= (eUHIBDNogalyp — 2

onde ¢4 = e(1+|5|)“0g0‘|_

Observe que cg independe de n e p. Por e3.2.9, temos

t t
F(=)| =| X mie™ | < Y Injlle™”| < tefncf
j=1 j=1
<EBE (<2
= (2c406)7p?, (3.2.14)
onde ¢7 = 2c4cg. Também, para b=1, 2,...,m,

z—b =]z - b =L —m= 2.
q q
Dali,
9 p
2 —b| P < <q> . (3.2.15)

p

2A curva a: [a,b] — C ¢ dita fechada, se a(a) = a(b). Se a funcdo « for injetiva (executando a
possibilidade de a curva ser fechada), a curva é chamada de simples.

3)eu| = |e®||e™], onde e tem médulo 1 e e* > 0, logo |e*| = e*. Como el*l = eV#*+¥*  Agsim,

2 2 .
e < eVT YT pois x < /22 +y?
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Aplicando 3.2.12 [3.2.14] & [3.2.15] obtemos

P
onde cg = <C72m(2m)7§ [To=1 |B —b|> :
b#B

N

Como p! < pP e — < —, pois n < p, concluimos que

p o Wn

1S(2)| < &pPpin2 < hpPpip 2

(3—m)
= ™ (3.2.16)

para todo z no circulo C. Por outro lado,

S(z)
z—B

1
€l < [loga|™-|S(B)[ = [loga| ™~ U dz‘-
T™\|Jc

Como o comprimento do caminho de integracao é 27% ﬁ, podemos aplicar |3.2.15| e |3.2.16|

4Sejam U um subconjunto de C, [a,b] = R um intervalo compacto com a < b, 7 : [a,b] — U um caminho
de classe C! por partes, cuja imagem I":= v([a,b]) é um compacto e g: U — C uma funcio continua.
Defina:

b
M(g,7) :=supflg(z)]: z€ T}, L(y):= J Y (6)]dt,

onde /() é o comprimento de . Entéo:

Lg(z) dz

Além disso, como I' é compacto e g é continua em U DT, temos M(g,v) = max,er |g(z)] < co.

< M(g,7)-4(7)-
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para escrever

p(3—m) 2
<—|logoz| p27rpcpp 2
q p
o pG- 1y, pE=m)
= 2|loga|Pckp 7 <(208|10goz| Pp 2 (com 2<2P)

p(3—m)
_Cpp 2 ’

onde cg = 2cg|loga|~! e independe de n e p. Portanto,

_ p(3=m) _
NI =ICHEP e < (¢l < chp 7 (@)
= cppp( P ol D=1 (com  m = 2h+3)

= (co@ NYPp PP TP = (e10)Pp 7,
onde ¢j9 = co@® 1. Por outro lado, pelo lema | temos,
CP<INQ)|<dop P =dp?>CP = Ceig>p,

C e ¢y sao constantes que nao dependem de n e p. No entanto, essa desigualdade nao
se verifica se escolhermos um n suficientemente grande, pois p = n, ou seja, ha uma

contradicdo. Portanto, o é transcendente. O
~ . , \/5 . \/§ ~
Observacgao 3.2.1. Imediatamente, os ntimeros 2V2,i’ e /2"~ sao transcendentes

Observacao 3.2.2. Ao contrario do caso real, a funcdo exponencial complexa (e* ou

#+2kTi — 0% para todo

exp(z)) nao tem inversa em C, visto que nao é injetiva. De fato, e
z € C. Por esse motivo, uma funcao logaritmo seria multivaluada. Mais precisamente, se

z € C, entao
logz = log|z| +i(arg(z) + 2km), paratodo keZ,

onde arg(z), chamado argumento z = a + bi, é a medida do angulo entre os vetores (1,0)
e (a,b), onde consideramos a medida positiva quando é medido no sentido contréario aos
ponteiros do relégio. Por esta razio, i' = e'1°8% = e*(%)”, k € Z. Para corrigir esse pro-
blema, iremos restringir o dominio da fun¢ao exponencial a conjuntos onde ela é injetiva,

como por exemplo a “faixa”:
Q={a+bieC:—m<b<m}.

xp : Q — & invertiv inv ¢ inci .
Nesse caso e Q — C* é invertivel e sua inversa é chamado de ramo principal do lo
garitmo. Assim, o valor de o, serd definido como #1968  onde log : C* — Q é o ramo

principal do logaritmo.
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O teorema de Gelfond-Schneider encerrou a questao sobre a natureza aritmética
da potenciacio de dois algébricos, visto que se a € {0,1} ou se 3 € Q, entdo o é algébrico.

uma formulagdo equivalente do Teorema de Gelfond-Schneider é a seguinte.
Teorema 3.2.5. Se a e vy sao algébricos nao nulos, com « # 1, entao

Invy
/8: 177
no

¢ um numero racional ou é transcendente.

Demonstragdo. Provemos a equivaléncia de ambos os teoremas.

Suponhamos que se verificam as hipdoteses do Teorema [3.2.5) mas 8 é um nimero
algébrico irracional. Da definicio de S resulta que o = ~, e aplicando o Teorema de
Gelfond-Schneider obtemos que v é transcendente, contradizendo a hipétese. Portanto,
o Teorema de Gelfond-Schneider implica o Teorema [3.2.5. Reciprocamente, se a e 3

verificam as hipéteses de Gelfond-Schneider, mas o = 4 é um nimero algébrico, entdo

e, pelo Teorema [3.2.5], 5 é racional ou transcendente, novamente contradizendo a hipétese.
O

Agora, passaremos para algumas consequéncias interessantes.

Corolario 3.2.6. Sejam a1, a9, 1, P2 nimeros algébricos, nao nulos, com logag, logas

linearmente independentes sobre Q. Entao
B1logag + Balogae # 0

Demonstragcao. Suponha por absurdo que existem «q, g, 31, B2, satisfazendo as hipoteses

do corolario e tais que

Bilogay + falogag = 0. (3.2.17)
Portanto,
B b _ log ap
By logay’
— 5 b
implicando que a9 = oy 2 ¢ pelo teorema de Gelfond-Schneider, = € Q. Entéo existe

B2
p € Q tal que B1 = pfBs. Substituindo em [3.2.17, obtemos

plogay +logas =0,
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contrariando a independéncia linear de logaq,logas sobre Q. Logo,

Brlogay + falogag # 0.

O

Exemplo 3.2.1. O ntmero é transcendente. Para ver isto, note que log2 e log3

log 2

sdo linearmente independentes sobre Q. Caso contrario, 2% = 3% para alguns inteiros a, b,
log 3 —

o que contradiz o Teorema Fundamental da Aritmética. Assim, se oa2 ~ © € Q, entao
0g

teriamos log3 — alog2 = 0, contrariando o corolario anterior.

Corolario 3.2.7. e™ ¢é transcendente.

Demonstragio. Como e™ = —1 (relagio de Euler), entdo (e™)~¢ = (—1)7%, logo e™ =

(—1)~% ¢ transcendente pelo Teorema de Gelfond-Schneider. m]

Observacao 3.2.3. €™ é conhecido como a constante de Gelfond

O resultado seguinte implica diretamente os teoremas de Gelfond-Schneider e
Hermite-Lindemann. Foi demonstrado por Lang [I0] em 1966 como um aperfeicoamento
de um resultado similar atribuido a Schneider, razao pela qual é conhecido como Teorema

de Schneider-Lang.

Para enunciar o teorema, precisamos ainda do seguinte:

Teorema 3.2.8. Dados a1,...,a, € Q, existe 3 € Q tal que

Q(ai,...,an) =Q(B).

Definicao 3.2.1. Sejam fi,..., f,, fungdes analiticas em um dominio D < C e K um
subcorpo de C. Dizemos que f1,..., f, sdo algebricamente independentes sobre K se nao

existe polindmio nao nulo P € K|xy,...,z,] tal que
P(fi(2),...,fn(2)) =0 para todo z€ D.
Caso contrario, elas sdo algebricamente dependentes sobre K.

A demonstragao do Teorema [3.2.8 pode ser encontrada em [I].

Teorema 3.2.9 (Schneider-Lang, versao com elemento primitivo). Sejam «ay,...,q;, ni-
meros algébricos e seja

KzQ(al,...,an).

Sejam f1,..., fy funcoes meromorfas de ordem finita em C tais que:
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1. Para cada k=1,..., N, a derivada f/(z) pertence ao anel K[fi(z),...,fn(2)];

2. Pelo menos duas das fungoes, digamos f, e fi,, sao algebricamente independentes
sobre K.

Sejam pi,p2 as ordens de fx, e fk,, respectivamente. Pelo teorema [3.2.8| existe
f e K tal que K = Q(f). Entao existem no maximo

deg(8) - (p1 + p2)

pontos distintos w € C tais que f;(w) € K para todoi=1,...,N.

Deduzamos o Teorema de Hermite-Lindemann utilizando o Teorema de Schneider-
Lang. Suponhamos, por absurdo, que e® seja algébrico para algum a € Q\{0}. Definamos
o corpo K = Q(a,e®) e as fungodes f1(z) =z e fa(z) = e®*. Verificam-se as hipoteses do
Teorema de Schneider-Lang: (i) as derivadas sao fi(z) =1e f5(z) = ae®® = afa(z), que sdo
polinémios em fi, fo com coeficientes em K (ii) f1 e f2 s@o algebricamente independentes
sobre K (iii) ambas tém ordem finita (p1 =1 e p2 = |a|/(27)). Pelo teorema [3.2.8] existe
pe K tal que K =Q(f), e o Teorema de Schneider-Lang garante entdo que existem no
maximo deg(3)(p1 + p2) pontos w € C com fi(w), fo(w) € K. Contudo, para todo inteiro
neN, temos fi(n) =neQc K e fa(n) = (e*)" € K, o que fornece infinitos tais pontos,

que é uma contradi¢ao. Portanto, e® é transcendente.

Analogamente, deduzimos o Teorema de Gelfond-Schneider. Suponhamos, por
absurdo, que o seja algébrico, com o € Q\{0,1} e B Q\Q. Consideremos o corpo K =
Q(a, B,a”) e as funcdes fi(z) = €% e fo(z) = ¢%*. Novamente valem as hipéteses: as
derivadas sdo f1(z) = f1(2) e f5(z) = Bf2(2) (polindmios em f1, fo sobre K); f1 e fo sdao
algebricamente independentes sobre K; ambas tém ordem p; = pa = 1. Seja fye K um
elemento primitivo tal que K = Q(fy). Pelo Teorema de Schneider-Lang, o nimero de
pontos w com fi(w), fo(w) € K é limitado por deg(fy)(p1 + p2). Entretanto, para cada
n € N, tomando w, = nlna (fixado um ramo do logaritmo), obtemos fi(wy,) = a™ € K
e fa(w,) = (&®)" € K, produzindo infinitos pontos distintos gerando uma contradicio.

Logo, o é transcendente.

3.3 Combinacgoes lineares de Logaritmos

A seguir apresentaremos uma generalizagdo do Teorema de Gelfond-Schneider,
demonstrada pelo matematico Alan Baker [2] em 1966. Através deste teorema, Baker
conseguiu demonstrar a independéncia algébrica sobre Q dos logaritmos de n nimeros

algébricos, desde que estes logaritmos sejam linearmente independentes sobre Q. Em
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toda esta secdo, trabalhamos com um ramo fixado da fungdo logaritmo complexo. Os

resultados de transcendéncia permanecem validos independentemente da escolha do ramo

Teorema 3.3.1 (Baker). Se a,...,q;, sao numeros algébricos nao nulos e os seus logarit-
mos In(aq),...,In(a,) sdo linearmente independentes sobre Q, entdao 1,In(aq),...,In(ay,)

sao linearmente independentes sobre Q.

A demonstracao do Teorema acima é, ainda que consideravelmente mais complexa,
semelhante a do Teorema de Gelfond-Schneider. Consiste em supor a existéncia de nu-

meros algébricos 5y, 51, ..., 8y, com pelo menos um deles nao nulo, tais que

Bo+ Piln(ay) + -+ Bpln(ay,) = 0.

A contradigdo busca-se propondo uma fungao auxiliar complexa ¢ (neste caso, ¢ é uma
fungao de vérias varidveis complexas) e encontrando limites para os valores de ¢ e suas
derivadas. O passo final consiste em provar que pelo menos uma das desigualdades dadas

pelos limites de ¢ nao pode verificar-se sob o inicialmente suposto.

No que respeita & teoria dos nimeros transcendentes, o Teorema tem os

seguintes resultados como principais consequéncias.

Teorema 3.3.2. Sejam aj,...,a, € Q\{0} e Bo,51,...,8, € Q com By # 0. Suponha que

os logaritmos Inaq,...,Inq, sejam linearmente independentes sobre Q. Entao
Bo+ SrIn(aq) + -+ fpIn(ay,) # 0.
Demonstraciao. Suponha, por contradi¢ao, que

Bo+ SrIn(aq) + -+ fpIn(ay,) = 0.

Podemos reescrever como
—Bo = pPr1In(ar) + -+ Bnln(ay).

Pelo Teorema de Baker (Teorema na forma forte), se Inay,...,Ina, sdo li-
nearmente independentes sobre Q, entao 1,Inaq,...,Inq, sao linearmente independentes
sobre Q.

Mas a equacao acima ¢ exatamente uma relacao de dependéncia linear sobre Q entre
L,Inag,...,lnay,, com coeficientes (—Bg, 51,...,0n) € Qnﬂ nao todos nulos (pois Gy # 0).

Isso contradiz a independéncia linear sobre Q. Portanto, a soma nao pode ser zero. O

Teorema 3.3.3. Se ai,...,an,50,81,...,0, € Q sao tais que aj, # 0 para k=1,...,n,
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entao

Bo+ SrIn(aq) + -+ Bpln(ay,)

é transcendente.
Demonstracao. Denote
v =B+ pPiln(ar) + -+ Bnln(ay).

Suponha, por absurdo, que v seja um nimero algébrico.

Escreva a equacao como

Bo—~+ Biln(ar) + -+ Bpln(ay,) = 0.

Esta ¢ uma relacao linear sobre Q entre 1,In(ay), . ..,In(ay,), com coeficientes (8o —~, B1,-- -, 0n) €
=n+1
Q .
Se os logaritmos In(a1),...,In(q,) forem linearmente independentes sobre Q, entao
pelo Teorema de Baker, 1,In(aq),...,In(ay,) sio linearmente independentes sobre Q, o que

contradiz a existéncia da relagdo acima (ja que [y —~ # 0 porque v é algébrico e [y

também, mas a relacao exige igualdade).

Se, por outro lado, os logaritmos forem linearmente dependentes sobre Q, existe
uma relagao nao trivial

q1 ln(al) Tt ln(an) =0,

com ¢; € Q nao todos nulos. Entao podemos reduzir o nimero de logaritmos na expressao
de v (substituindo um deles em fungdo dos outros) e repetir o argumento com menos
variaveis, eventualmente chegando a uma contradi¢gao com o caso de independéncia linear

sobre Q, que ja tratamos.

Portanto, v nao pode ser algébrico; logo, ¢ transcendente. ]

Corolario 3.3.4. 7 +In(«) é transcendente se o # 0 é um ntimero algébrico.

Demonstracio. Da igualdade e’™ = —1 obtemos 7 = %ln(—l) = —iln(—1) (recordemos que
trabalhamos com algum ramo da fungao logaritmo no plano complexo). Pelo Teorema

B3.3,

m+In(a) = —iln(—1) + In(«a)
é um numero transcendente. O

Teorema 3.3.5. eﬂoa?l ---aPr ¢ transcendente se ary,...,an, 30,51, .., 8, s40 nimeros

algébricos nao nulos.
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B
1

Demonstragio. Se supusermos que a = eq ~~a§" é algébrico, entao

In(a) = B1In(a) = -+ = BpIn(an) = By

é um numero algébrico nao nulo, contradizendo o Teorema |3.3.2] O

Corolario 3.3.6. e®™ 7 ¢ transcendente se o e § sdo nimeros algébricos, com 3 # 0.

Demonstragio. Novamente fazemos uso da expressao m = —iln(—1). Aplicando o Teorema

3.3.5,, obtemos que

6o¢7r+ﬁ _ e—ialn(—l)eﬂ _ eﬁ(_l)—ia

¢ um numero transcendente. O
3.4 Numeros algébricos como poténcias de transcendentes
Um problema recreacional na matematica é o de escrever nimeros “comportados”

(ex. naturais, inteiros) como combinac¢do de nimeros “complicados” (ex. irracionais,

complexos). Por exemplo

2=\ Var vl 2y 1ol = V3 e,

Em particular, a ultima identidade acima mostra como o niimero natural 2 pode ser escrito
como poténcia de dois transcendentes (consequéncia do Teorema de Hermite-Lindemann).
Este fato parece contrariar um pouco a logica. O teorema de Gelfond-Schneider diz que
a potenciagdo de nimeros “comportados” (ex. algébricos) é transcendente, a menos de
casos triviais. Portanto, somos levados a crer que a potenciagao de transcendentes (com-
plicados) deveria ser um ndimero “complicado”, que nao é o caso. Na verdade tudo é
possivel na natureza aritmética de z", quando pelo menos um desses nimeros é trans-
cendente. Podemos passar para outra outra pergunta: existe algum ntmero algébrico da
forma t', com t transcendente? Seria razodvel, conjecturar que a resposta é “ Nao 7, pois

log 2

isso condiz com o fato de ser esperado que os nimeros e, 7™, (log2) sejam transcen-

dentes. No entanto, a resposta é “Sim” e é uma consequéncia imediata do Teorema de
Gelfond-Schneider.
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z w z" | Natureza aritmética
log3/log2 3 algébrica
2 | v/2log3/log2 3v2 transcendente
2v2 v2log3/log2 | 9 algébrica
e s e’ transcendente
V2 V2 4 algébrica
V2 2 4 transcendente

Tabela 3.1: Possibilidades para z* quando z ou w é transcendente

O Teorema de Gelfond-Schneider representa uma conquista notavel na teoria dos
numeros transcendentais. Sua demonstracdo combina ideias profundas de analise com-
plexa, teoria dos nuimeros e algebra, ilustrando a interconexao entre diferentes areas da
matematica. A seguir temos mais um resultado que é consequéncia do teorema de Gelfond-

Schneider.

Lema 3.4.1. Se Q é racional, ndo inteiro, entdo Q% é algébrico, ndo racional.

Demonstrag¢io. Para o caso @ > 0, escreva Q@ = a/be Q, com a,beN e mdc(a,b) =1. O

nimero Q¥ é algébrico, pois é raiz de z® — Q% = 0.

Suponha, por contradicio, que Q% = m/n € Q, com mdc(m,n) = 1. Entdo:

()" =2 ) () oot

Seja d = mdc(a®,b*). Como mdc(a,b) =1, temos mdc(a®,b*) = 1, logo d = 1. Portanto,
a® | mP e b* | nb. Existe um primo p tal que p | b. Seja v,(b) =7 =1 a valoracio p-adica
de P| b. Entdo vy(b*) = ar. De b* | n’, temos vy(n’) = b-vp(n) = ar. Logo vy(n) = 4.
Como vp(n) deve ser inteiro, b | ar. Mas mdc(a,b) = 1, entdo b |, o que é impossivel pois

r = vp(b) < b. Contradicao.

Para ) <0, o argumento procede como na demonstragao original. O

Uma consequéncia imediata do Lema e do Teorema de Gelfond-Schneider é
que QQQ ¢ transcendente, para todo @ € Q\Z.

Spara um primo p e n € Z\{0}, v,(n) é o maior inteiro k tal que p* | n.



Capitulo 4
Conclusao

A trajetoria percorrida ao longo desta monografia permitiu uma imersao no Teo-
rema de Gelfond-Schneider, um dos resultados mais elegantes e influentes da teoria dos
numeros do século XX. Mais do que compreender sua formulacao e demonstracao, foi
possivel situd-lo em seu contexto historico, apreciar a engenhosidade de seus métodos e

reconhecer suas repercussoes no desenvolvimento da matematica moderna.

O teorema, ao estabelecer a transcendéncia de ntimeros da forma o, quando a é
algébrico distinto de 0 e 1 e 3 é algébrico irracional, representou uma solugao definitiva ao
sétimo problema de Hilbert, encerrando uma questao em aberto por mais de trés décadas.
Sua demonstragao, realizada independentemente por Gelfond e Schneider, uniu técnicas
de analise complexa, dlgebra e teoria dos niimeros de forma brilhante, marcando um ponto

de virada na teoria da transcendéncia.

Além de exemplos notaveis como 2V2 ¢ €™, o teorema abriu caminho para novas
linhas de investigagao, culminando nos avancos de Alan Baker sobre formas logaritmicas
lineares, reconhecidos com a Medalha Fields. Esses desdobramentos evidenciam que con-
quistas aparentemente abstratas possuem nao apenas uma beleza intrinseca, mas também

aplicagoes em areas como ciéncia da computagao e criptografia.

Em perspectiva mais ampla, a resolugdo do problema de Hilbert ilustra como
questoes bem formuladas podem estimular décadas de pesquisa e conduzir a descobertas
duradouras. O Teorema de Gelfond-Schneider permanece como um testemunho da forca

criativa da matematica, unindo rigor técnico e profundidade conceitual.

Por fim, espera-se que este trabalho tenha contribuido nao apenas para a compre-
ensao deste resultado especifico, mas também para reforcar a convicgao de que a mate-
matica, ao buscar a verdade abstrata, revela padroes fundamentais que ampliam nossa
compreensao tanto do universo matematico quanto do mundo que procuramos descrever

por meio dos nimeros.
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Apéndice A

Biografias dos Matematicos

ALEXANDER OSIPOVICH GELFOND

Dados Basicos:

» Nascimento: 24 de outubro de 1906 em Sao Petersburgo

e Falecimento: 7 de novembro de 1968 em Moscou

Formacao:
« Universidade Estatal de Moscou (1927)

o Orientadores: Aleksandr Khinchin e Vyacheslaw Stepa-
nov

Contribuicoes Principais:

e Teorema de Gelfond-Schneider
Fonte: MacTutor (2025) . i .
e Teoria dos niimeros transcendentais

e Resolugdo do Sétimo Problema de Hilbert

Reconhecimentos:
 Prémio Lenin (1954)

e Professor da Universidade Estatal de Moscou

Tabela A.1: Dados biograficos essenciais de Alexander Gelfond

Biografia Detalhada de Alexander Gelfond

O pai de Aleksandr Osipovich Gelfond era Osip Isaacovich Gelfond, um médico que
também tinha interesse em filosofia. Gelfond entrou na Faculdade de Fisica e Matemética

da Universidade Estadual de Moscou em 1924 e concluiu seus estudos de graduagao em

63



APENDICE A. BIOGRAFIAS DOS MATEMATICOS 64

1927. Ele entao comegou a pesquisar sob a supervisao de Aleksandr Khinchin e Vyacheslaw

Stepanov e concluiu seus estudos de pos-graduagao em 1930.

Durante 1929-30, ele lecionou matematica na Faculdade Tecnolégica de Moscou,
mas ja havia publicado alguns artigos importantes: "As propriedades aritméticas de fun-
¢oes inteiras'(1929); "Numeros transcendentais'(1929); e "Um esbogo da histéria e do
estado atual da teoria dos nimeros transcendentais'(1930). O segundo desses artigos de
1929 continha a palestra que Gelfond deu no Primeiro Congresso de Matematica da Uniao

realizado em Kharkov em 1930.

Esses artigos de Gelfond representam um grande passo a frente no estudo de nu-
meros transcendentais. O primeiro dos artigos examina o crescimento de uma funcao
inteira que assume valores inteiros para argumentos inteiros. No segundo dos artigos de
1929, Gelfond aplicou esse resultado para provar que certos nimeros sao transcendentais,

resolvendo assim um caso especial do Sétimo Problema de Hilbert.

Gelfond descreve a visita de quatro meses que fez em 1930 a Alemanha, onde passou
um tempo em Berlim e Gottingen. Ele foi particularmente influenciado por Hilbert, Siegel
e Landau durante sua visita. Apds seu retorno a Riussia, Gelfond ensinou matematica a
partir de 1931 na Universidade Estadual de Moscou, onde ocupou cadeiras de analise,
teoria dos ntimeros e historia da matematica. A partir de 1933, ele também trabalhou no

Instituto de Matematica da Academia Russa de Ciéncias.

Gelfond desenvolveu técnicas basicas no estudo de nimeros transcendentais, ou
seja, nimeros que nao sao a solucdo de uma equacao algébrica com coeficientes racio-
nais. Além de seu importante trabalho na teoria dos nimeros transcendentais, Gelfond
fez contribuigoes significativas para a teoria da interpolacao e a aproximacao de funcoes
de uma variavel complexa. Ele também contribuiu para o estudo de equacoes diferenciais

e equagoes integrais e a histéria da matematica.

Fonte: O’CONNOR, J. J.; ROBERTSON, E. F. Alexander Osipovich Gel-
fond. MacTutor History of Mathematics Archive. Disponivel em: https://mathshistory.
st-andrews.ac.uk/Biographies/Gelfond/. Acesso em: 17 set. 2025.
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THEODOR SCHNEIDE

Dados Basicos:

o Nascimento: 7 de maio de 1911 em Frankfurt am Main,

Alemanha

« Falecimento: 31 de outubro de 1988 em Zahringen, Frei-

burg, Alemanha
Formacao:
o Universidade de Frankfurt (1929)

e Orientador: Carl Ludwig Siegel

Contribuic¢oes Principais:

e Teorema de Gelfond-Schneider

Fonte: MacTut . , .
onte: MacTutor (2025) Teoria dos nimeros transcendentais

Funcoes abelianas e elipticas

Equacgoes diofantinas

Reconhecimentos:
« Professor na Universidade de Freiburg
e Membro da Academia de Ciéncias de Heidelberg

e Influéncia fundamental na teoria dos nimeros

Tabela A.2: Dados biograficos essenciais de Theodor Schneider

Biografia Detalhada de Theodor Schneider

Theodor Schneider foi um matematico alemao nascido em Frankfurt am Main.
Estudou matemética na Universidade de Frankfurt, onde foi profundamente influenciado

por Carl Ludwig Siegel, tornando-se seu orientando de doutorado.

Em 1934, Schneider completou seu doutorado com a tese "Transcendenzuntersu-
chungen periodischer Funktionen'(Investigagoes de Transcendéncia de Fungoes Periddi-
cas), que ja demonstrava seu talento excepcional para a teoria dos nimeros transcenden-

tais.
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Em 1935, de forma independente e simultanea ao matematico russo Alexander
Gelfond, Schneider provou o que ficou conhecido como o Teorema de Gelfond-Schneider.
Este teorema estabelece que se a é um niimero algébrico diferente de 0 e 1, e b é um nimero
irracional algébrico, entdo a’ é transcendente. Este resultado resolveu completamente o

sétimo problema de Hilbert, um dos 23 problemas propostos por David Hilbert em 1900.

Schneider continuou sua carreira académica na Universidade de Frankfurt antes
de se tornar professor na Universidade de Freiburg, onde lecionou por muitos anos. Suas
pesquisas se estenderam além da teoria dos nimeros transcendentais, incluindo signifi-
cantes contribuigoes para a teoria das funcoes abelianas, fun¢des modulares e equacoes

diofantinas.

Durante sua carreira, Schneider orientou varios estudantes que também se tor-
naram importantes matematicos, perpetuando sua influéncia na area. Sua abordagem

rigorosa e métodos analiticos profundos caracterizaram seu estilo matematico.

Theodor Schneider faleceu em Freiburg em 1988, deixando um legado duradouro
na teoria dos nimeros e andalise matematica. Seu trabalho continua sendo fundamental

para o estudo de niimeros transcendentais e suas aplicagoes.

Fonte: O’'CONNOR, J. J.; ROBERTSON, E. F. Theodor Schneider. MacTutor
History of Mathematics Archive. Disponivel em: https://mathshistory.st-andrews.
ac.uk/Biographies/Schneider/. Acesso em: 17 set. 2025.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Schneider/
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Apéndice B

Problemas de Hilbert

1. Hipo6tese do Continuo
Nao existe nenhum conjunto cuja cardinalidade esteja estritamente entre a dos nimeros

inteiros e a dos nimeros reais.

2. Provar a consisténcia dos axiomas da aritmética

Demonstrar que os axiomas da aritmética sdo consistentes.

3. Problema da decomposicao de poliedros
Dados dois poliedros de igual volume, é sempre possivel cortar o primeiro em um

numero finito de poliedros que podem ser remontados para formar o segundo?

4. Problema da geometria: retas como distancia mais curta

Construir todas as geometrias métricas em que as retas sao as geodésicas.

5. Grupos de Lie sem suposicao de diferenciabilidade

Sao os grupos de Lie automaticamente grupos analiticos?

6. Axiomatizagao da fisica

Axiomatizar as partes da fisica em que a matematica é predominante.

7. Irracionalidade e transcendéncia de certos niimeros
Se a é algébrico e diferente de 0 e 1, e b é algébrico irracional, entdo a’ é transcendente?

(Resolvido pelo Teorema de Gelfond-Schneider)

8. Problemas sobre nimeros primos

Inclui a Hipétese de Riemann e a Conjectura de Goldbach.

9. Lei da reciprocidade geral em corpos numéricos

Encontrar a lei mais geral de reciprocidade em qualquer corpo numeérico.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Problema da decidibilidade de equacgoes diofantinas
Encontrar um algoritmo que determine se uma equagao diofantina tem solugao. (Re-

solvido negativamente por Matiyasevich)

Formas quadraticas com coeficientes algébricos

Classificacao de formas quadréticas com coeficientes numéricos algébricos.

Extensao do teorema de Kronecker-Weber

Estender o teorema de Kronecker-Weber a corpos numeéricos arbitrarios.

Impossibilidade de resolver equacgoes de 72 grau com funcoes de apenas dois
argumentos
Provar a impossibilidade de resolver a equacao geral de 72 grau com funcoes de apenas

dois argumentos.

Provar a finitude de certos sistemas de fungoes

Provar que certos sistemas completos de func¢oes sao finitos.

Fundamentos rigorosos do calculo enumerativo de Schubert

Estabelecer bases rigorosas para o calculo enumerativo de Schubert.

Topologia de curvas e superficies algébricas

Problemas sobre a topologia de curvas e superficies algébricas reais.

Expressao de formas definidas como somas de quadrados
Uma funcao racional definida positiva pode sempre ser representada como uma soma

de quadrados de fungoes racionais?

Existéncia de poliedros nao regulares que preenchem o espaco
Existem poliedros anisoédricos? Construir um espaco preenchido por poliedros con-

gruentes que nao sejam regulares.

Analiticidade das solugoes de equacgoes diferenciais

Sao as solugoes das equagdes variacionais sempre analiticas?

Problema geral de valores de contorno

O problema de valores de contorno para equacoes diferenciais elipticas tem solugoes?

Prova da existéncia de equacgoes diferenciais lineares com grupo de mono-
dromia prescrito
Provar que sempre existe uma equagao diferencial linear de Fuchs com singularidades

e grupo de monodromia prescritos.

Uniformizacao por fungoées automorficas

Uniformizacao de relagoes analiticas por meio de fun¢oes automorficas.
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23. Extensao dos métodos do calculo das variagoes

Desenvolver os métodos do calculo das variagoes.

Alguns problemas foram completamente resolvidos, outros parcialmente resolvidos,
e alguns permanecem em aberto. O impacto destes problemas na mateméatica do século

XX foi profundo, inspirando geragoes de matematicos.

» Resolvidos: 1 (parcialmente), 2 (parcialmente), 3, 5, 7, 9, 10, 11, 13, 14, 15, 17,
18, 19, 21, 22

e Parcialmente resolvidos: 4, 6, 8, 12, 16, 23

« Nao resolvidos: 20 (considerado muito vago)
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