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Resumo

Este trabalho tem por objetivo analisar as sizigias de um médulo sobre um anel comutativo,
enfatizando a estrutura e as propriedades do mddulo de sizigias. Partindo da defini¢do e caracteriza-
cdo das relagdes lineares ndo triviais entre geradores, demonstra-se como essas estruturas permitem
mensurar o afastamento de um médulo em relacdo a condicio de ser livre. A pesquisa contempla
o estudo de propriedades e comportamentos das sizigias, bem como suas implica¢des para a com-
preensdo das estruturas modulares no contexto da dlgebra comutativa. Sdo apresentados exemplos
que ilustram e fundamentam os resultados teéricos, de modo a oferecer uma abordagem clara sobre

o tema.

Palavras-chave: Moédulo livre; Sizigia; Resolucdo Livre.



Abstract

This work aims to analyze the syzygies of a module over a commutative ring, emphasizing the
structure and properties of the syzygies module. Starting from the definition and characterization
of nontrivial linear relations between generators, we demonstrate how these structures allow us
to measure the distance of a module from the condition of being free. The research includes the
study of the properties and behavior of syzygies, as well as their implications for understanding
modular structures in the context of commutative algebra. Examples are presented to illustrate and

substantiate the theoretical results, thus providing a clear approach to the topic.

Keywords: Free module; Syzygy; Free Resolution.
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Introducao

Uma generalizacdo natural do conceito de espago vetorial é a de modulo. Enquanto, em um espaco
vetorial, os escalares sdo elementos de um corpo; na definicdo de médulo, supomos apenas que 0s
escalares pertencem a um anel comutativo com identidade. Essa flexibilizacio na escolha do anel de
escalares abre caminho para possibilidades teéricas mais amplas, porém, também mais complexas

e desafiadoras.

Parte substancial dessa complexidade decorre do fato de que, em muitos médulos, qualquer
conjunto de geradores satisfaz relacdes lineares ndo triviais, o que impede a existéncia de base
e, consequentemente, a representacdo tnica de seus elementos. Essas relacdes sdo denominadas
sizigias e o conjunto de todas elas constitui o chamado mddulo de sizigias. De forma intuitiva,
pode-se entender esse médulo como uma medida do afastamento em relagdo a condicdo de ser

livre, isto €, de possuir uma base.

O estudo das sizigias, no entanto, ndo se encerra em um tnico passo. O médulo de sizigias,
que pode ser finitamente gerado e, portanto, pode possuir suas proprias sizigias e, assim, sucessiva-
mente. Este processo iterativo de andlise das relagdes entre geradores estd na base da construgdo das
resolugoes livres, uma ferramenta central da dlgebra comutativa. Uma resolucio livre decompde a
estrutura de um moédulo complexo em uma sequéncia exata de médulos livres, que sdo mais simples

de compreender.

O objetivo deste trabalho €, portanto, investigar formalmente o conceito de sizigia no contexto
da dlgebra comutativa. Para alcancar tal objetivo, o texto foi organizado em quatro capitulos. Os
Capitulos 1 e 2 sao dedicados as preliminares, se¢des nas quais revisamos conceitos essenciais da
teoria de anéis, como ideais e homomorfismos, que constituem o alicerce para o desenvolvimento
subsequente. No Capitulo 3, introduzimos a teoria de médulos, com énfase nos médulos livres e
nos moédulos noetherianos, que s@o importantes para a compreensio das relagdes entre geradores.

Por ultimo, o Capitulo 4 aborda o tema central deste trabalho. Nele, o conceito de sizigia é
formalmente definido, e ¢ ilustrado com exemplos. As sequéncias exatas sdo introduzidas como a
ferramentas para descrever a relagao entre um maédulo, seus geradores e suas sizigias, culminando na
defini¢do e construgdo de resolucdes livres. Desse modo, este trabalho busca ndo apenas apresentar
uma andlise tedrica, mas também contribuir para uma compreensio das conexdes entre sizigias

e outras dreas da matemdtica, como a geometria algébrica, oferecendo uma base para trabalhos



futuros.
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Capitulo 1

Preliminares

Nesta secdo, abordaremos a estrutura de anéis e seus subanéis, apresentando conceitos e resultados
que servirdo de base para o restante do trabalho. O estudo desses objetos é fundamental para a
dlgebra comutativa, pois grande parte das construcdes e resultados posteriores, como a teoria de
modulos e o célculo de sizigias, baseia-se nas propriedades dos anéis e de suas subestruturas.

1.1 A estrutura de anel

Definiciao 1.1.1. Um anel é um grupo aditivo R, munido de uma multiplicagcdo
R x R— R,(a,b) — ab

satisfazendo:
(ab)e = a(be), c(a+b) =ca+ cb,(a+b)c=ac+ be (1.1)

para todo a, b, cem R.
Dizemos que um anel R é comutativo se a multiplicagdo é comutativa, ou seja,

ab = ba (1.2)

paracadaa,b € R.
Dizemos que um anel R € anel com identidade se existe 1 € R tal que

la=al =a (1.3)

paracadaa € R.

Observacao 1.1.2. Neste texto, estaremos interessados apenas nos anéis comutativos com iden-

tidade. Assim, para efeito de facilitacdo da escrita, cometeremos o abuso de linguagem de usar
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apenas a palavra "anel"para designar um anel comutativo com identidade.

Exemplo 1.1.3. Os conjuntos Z, Q, R e C, tdo familiares desde o ensino elementar, sdo exemplos

fundamentais de anéis quando considerados com suas operacdes usuais de adicao e multiplicacao.

Exemplo 1.1.4 (Anel de residuos médulo n). Seja n > 1 um nimero inteiro. Dados a,b € Z,
dizemos que a é congruente a b médulo n se n divide a — b. Pode-se mostrar que esta € uma relagio

de equivaléncia em Z. Denotaremos a classe de equivaléncia de um elemento a € Z por @, ou seja,
a={beZ|b=a (modn)}.

O conjunto quociente de Z por essa relagdo é denotado por Z,, = {a | a € Z}. Pode ser deduzido
que o conjunto Z, é completamente determinado pelas classes dos restos da divisdo por n. Em
outras palavras,

Zn =1{0,1,...,n—1}.

Definimos as operagdes de adi¢do e multiplicagdo em Z,, da seguinte maneira:

‘=a+b e a-b:=ab.

(ol

a+

Essas operacdes estdo bem definidas, ou seja, o resultado ndo depende da escolha dos representantes
a e b, e conferem a Z,, a estrutura de um anel.

O anel Z,, ndo apenas ilustra a aplicacdo de conceitos fundamentais como relagdes de equi-
valéncia e operagdes sobre classes, mas também serve como uma ponte natural entre a aritmética
elementar e a dlgebra abstrata. Além disso, devido a sua estrutura finita, Z,, ¢ um dos exemplos

preferidos no estudo de anéis.

Exemplo 1.1.5 (Anel das fun¢des de um conjunto em um anel). Seja X um conjunto ndo vazio e
R um anel. Denotamos o conjunto de todas as fun¢des de X em R por F(X, R). Dados f,g €

F(X, R), definimos as operag¢des de adi¢do e multiplica¢do ponto a ponto da seguinte maneira:

(f+9)(x) = flx) +g(x) e (fg)(x):= f(x)g(x).

Essas operagdes estdo bem definidas, ou seja, os resultados pertencem novamente a F'(X, R) e

conferem a F'(X, R) estrutura de anel. Nesse anel, o elemento neutro da adi¢do € a fungdo nula
0(xz):=0 paratodoz € X,

enquanto a identidade multiplicativa é a funcio constante
1(z):=1 paratodoz € X.
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Exemplo 1.1.6. Seja R um anel. Um polindmio em n varidveis x1, . . ., z, com coeficientes em R
¢ uma soma

f — E a]gﬁ?l . e :Eg”

aeNn

onde os a, pertencem a R e sdo distintos de zero apenas para uma quantidade finita de indices a.

Dizemos que dois polindmios

f= E agxt Tyt e g= E box{t -z

a€eNn a€eNn

sdo iguais se a, = b, para cada o € N™. Dados dois polindmios

_ al [0} _ aq [e%
f= E agxyt oyt e g= E boxit -y

aeNn aeN"

definimos:

f+g= Z (g + b))zt -z
aeN"

fg= Z cyx]t--x)r, emque ¢y = Z aabg.
yEN™ a+pB=y
E possivel verificar que f + g e g f também s@o polindmios em n varidveis com coeficientes em R.
De fato, € possivel mostrar que o conjunto de todos os polindmios em n varidveis com coeficientes
em R munido das opera¢des acima € um anel, chamado anel de polinomios em n varidveis com co-
eficientes em R. Denotamos este anel por Rz, ..., 2,]. Vale destacar que o zero de R[z1, . .., Zy)
é o polindmio tal que todos os coeficientes sdo iguais a zero e que a identidade de R[x1, ..., zy,] é 0

polindmio em que o coeficiente da n-upla nula de N™ € 1 e os demais coeficientes sdo iguais a zero.

Observacio 1.1.7. O conjunto M,,x,,(R), formado por todas as matrizes quadradas de ordem n com
entradas reais, ¢ um exemplo cldssico e bastante familiar de estrutura algébrica. Com as operacgdes

usuais de adicdo e multiplicacdo de matrizes:
n
A+ B= (aij + bij) e AB= Zaikbkj ,
k=1

M« (R) constitui um anel com identidade. No entanto, para n > 2, a multiplicagdo de matrizes
ndo € comutativa, ou seja, em geral AB # BA. Apesar de sua relevincia e do fato de ser um
exemplo recorrente desde a educagdo bdsica, ndo estamos interessados nesse tipo de anel neste

trabalho, pois restringiremos nossa andlise apenas aos anéis comutativos.
Proposicio 1.1.8. Seja R um anel. Entdo, R = {0} se, e somente se, 1 = 0.
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Demonstrag¢do. Suponha que R = {0}. Como R € anel, entdo a identidade 1 coincide com 0.

Reciprocamente, como R € anel a inclusdo {0} C R é 6bvia. Considere a € R. Assim,
a=al=a0=0.

Portanto, R C {0}, e a demonstragio se verifica. O

Observacao 1.1.9. Daqui em diante, estaremos desconsiderando anéis como o da proposi¢do ante-

rior. Ou seja, sempre que nos referirmos a um anel estara subentendido que 1 # 0.

1.2 Subanéis

Sempre que definimos uma estrutura algébrica, € conveniente também definirmos o conceito de su-
bestrutura, ou seja, um subconjunto que, com as operacdes herdadas, também forma uma estrutura

do mesmo tipo. Com base nisso, apresentaremos a seguir a estrutura de subanel.
Definicao 1.2.1. Seja S um subconjunto de um anel R. Dizemos que .S € subanel de R se:
1 —-1,1€S8;
(i) S é fechado em relacdo as operagdes de adigdo e multiplicac¢do de R.

Observacao 1.2.2. A condigdo (ii) garante que as operacdes de adicdo e multiplicagdo de R perma-
necem bem definidas em R. Ja a condicdo (i) assegura que S contém os elementos neutros e seus
opostos, de modo que, com as operacdes herdadas de R, o conjunto S também possui estrutura de

anel.

Exemplo 1.2.3. Os conjuntos Z,Q, R e C, que vimos anteriormente formam uma cadeia de inclu-

sdes, na qual cada conjunto € subanel do seguinte:
7ZCcQcCcRcC.

Exemplo 1.2.4. Seja F/(R, R) o conjunto de todas as fun¢des de R em R, dizemos que uma fungio
f : R — R é derivdvel se existe a sua derivada f’(x) para todo € R. Mais geralmente, dizemos
que f € de classe C*, com k € N, se admite derivadas continuas até a ordem k. Por fim, uma funcdo
€ de classe C'™° se admite derivadas continuas de todas as ordens.

Essas fun¢des formam subconjuntos importantes de F'(R, R) e que naturalmente possuem es-
trutura de subanéis, pois sdo fechados sob as operacdes de adicdo e multiplicacdo ponto a ponto e

contém os elementos —1 e 1. Assim, temos a seguinte cadeia de subanéis:
C*(R,R) C --- € C*(R,R) c C}(R,R) C F(R,R).
Cada conjunto da cadeia representa um subanel do préximo.
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Exemplo 1.2.5. O conjunto dos inteiros Gaussianos é definido pela seguinte igualdade:
Z[i] == {a+bi|abeZ, i*=—1}.

Podemos verificar facilmente que Z[i] é um subanel de C, munido com as operagdes usuais de

adigdo e multiplicacdo de C.

Exemplo 1.2.6. Seja R um anel. Um polindmio

f — E a]gﬁ?l . e :Eg”

aeNn
de R[z1,...,xy,) é dito constante se a, = 0 para cada n-upla ndo nula @ € N”. O conjunto de
todos os polindmios constantes de R[x1, ..., zy] é um subanel de R[z1,...,x,]. Ele se identifica
naturalmente com R e é dessa maneira que enxergamos R como subanel de R[z1,. .., Zy].

1.3 Divisores de zero e o conceito de dominio de integridade

Definicao 1.3.1. Seja R um anel. Dizemos que um elemento a € R € divisor de zero de R, se existe

b € A ndo nulo tal que ab = 0.

Exemplo 1.3.2. Sejam f, g € F(X, R) fun¢des definidas pelas seguintes regras:

0, sex=0 )L, sex=0
f(gg)_{ 1, sex#0 © g(x)_{o, sex #0 14

Observe que ambas as funcdes sdo diferentes de zero. Contudo,

(fg9)(x) = f(z)g(x) =0 paratodoz € R.

Ou seja, o produto fg é a fungdo nula. Portanto, f e g sdo divisores de zero do anel F(X, R).
Esse exemplo € interessante porque mostra que, mesmo em anéis formados por objetos familia-

res como fung¢des, podem existir elementos nao nulos cujo produto € nulo.

Definicao 1.3.3. Dizemos que um anel D € um dominio de integridade (ou simplesmente dominio)

se, dados quaisquer a,b € D, tais que ab = O entdo a = O ou b = 0.

Ou seja, um dominio é um anel que ndo possui divisores de zero ndo nulo. Essa propriedade

garante um comportamento mais préximo do que ocorre nos inteiros Z.

Exemplo 1.3.4. Os conjuntos Z, Q, R e C com suas operacdes usuais de adi¢cdo e multiplicagdo sdo

exemplos de dominios.
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Proposicao 1.3.5. Se S é subanel de um dominio R entdo S é dominio.

Demonstragcdo. Como R é um dominio de integridade, temos que R é um anel comutativo com
identidade e ndo possui divisores de zero.

Agora, seja .S C R um subanel. Entdo .S herda de R a comutatividade e o elemento identidade.
Resta verificar que S também néo tem divisores de zero.

De fato, se a,b € S satisfazem ab = 0 em S, essa igualdade também vale em R, pois as
operagdes em S sao restricdes das operacdes em R. Mas como R é dominio, disso segue que a = 0
oub=0.

Portanto, S ndo possui divisores de zero e € um dominio de integridade. O
Proposicio 1.3.6. Se R é um dominio entdo o anel de polinémios R[x1, ..., x,] é um dominio.
Demonstracdo. Ver [3l, Proposition 156]. O

1.4 Elementos invertiveis e o conceito de corpo

Definicao 1.4.1. Seja R um anel. Dizemos que a € R ¢é invertivel em R se existe b € R tal que
ab=1.

Proposicao 1.4.2. O inverso multiplicativo de um elemento invertivel é tinico. Além disso, temos
(aH 1t =a.

Demonstracdo. Suponha que b e ¢ sdo ambos inversos de a, isto €, ab = 1 e ac = 1. Queremos

mostrar que b = c. De fato:
b=b-1=b-(ac)=(ba)-c=1-c=c.
Logo, o inverso de a € dnico. O

Denotaremos o conjunto de todos os elementos invertiveis de R por R*, também chamado de

conjunto das unidades de R.

Exemplo 1.4.3. Apresentamos agora alguns exemplos de conjuntos de unidades em anéis bem

conhecidos:

1. Em Z, temos Z* = {—1, 1}, pois sdo os tnicos inteiros que possuem inversos também intei-

ros.

2. No anel dos nimeros racionais, Q* = Q \ {0}, ja que todo racional ndo nulo possui inverso

racional.
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3. De modo andlogo, R* = R\ {0} e C* = C\ {0}, pois os elementos ndo nulos desses anéis

também admitem inversos neles mesmos.

Esses exemplos ilustram como o conjunto das unidades varia conforme a estrutura do anel em

questao.

Definicao 1.4.4. Um anel R € chamado de corpo se todo elemento ndo nulo de R ¢ invertivel em

R. Ou seja, um anel R é corpo se, e somente se, R* = R\{0}.

Exemplo 1.4.5. Os conjuntos Q, R e C com suas operacgdes usuais de adi¢do e multiplicacio sdo

exemplos de corpos.

Observacao 1.4.6. Note que, o anel Z nao é um corpo. De fato, os tinicos elementos invertiveis em
Zsdao —1e1,ouseja, Z* = {—1,1}.

Proposicao 1.4.7. Se R é corpo, entdo R é dominio.

Demonstracdo. Sejam a,b € R tais que ab = 0. Suponha a # 0. Como R é um corpo, entdo a

1

admite inverso multiplicativo, isto &, existe a=! € R tal que a~'a = 1. Multiplicando ambos os

lados da igualdade ab = 0 & esquerda por a~ !, obtemos:
a Yab) =a"t-0.
Pela associatividade da multiplicagdo, temos:
(ala)b=0 = 1-b=0.

Logo, b = 0. Portanto, se ab = 0, entdo a = 0 ou b = 0, o que mostra que R ndo possui divisores

de zero. Assim, R € um dominio. O

Observacao 1.4.8. Note que a reciproca nio é verdadeira, embora todo corpo seja um dominio, o

contrdrio nem sempre ocorre, como foi observado em (1.4.6).

1.5 Ideais e o conceito de dominio de ideais principais

Definicao 1.5.1. Seja R um anel. Um subconjunto I C R é chamado de ideal de R se satisfaz as

seguintes propriedades:
1. 0 e I;
2. sea,be Il,entioa+b € I;

3.sea € Rebel,entioab € I.
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Observacéo 1.5.2. Todo anel R admite ao menos dois ideais: o ideal {0} e o préprio anel R. Esses

sdo chamados de ideais triviais de R.

Exemplo 1.5.3. Seja F'(R, R) o conjunto das fungdes de R em R, com operagdes definidas ponto a

ponto. Consideremos o subconjunto
I={feFR,R)| f(m)=0}.
Mostraremos que / é um ideal de F'(R, R).

(i) A fungdo nula pertence a I, pois 0(w) = 0.
(ii) Se f,g € I, entdo (f 4+ g)(m) = f(7) +g(mr) =04+ 0=0,logo f +g € I.

(iii) Seh € F(R,R)e f € I,entdo (hf)(m) = h(w)- f(r) =h(m)-0=0,logo hf € I.
Como [ satisfaz todas as condi¢des, concluimos que se trata de um ideal de F'(R, R).

Exemplo 1.5.4. Seja S C R um subconjunto néo vazio qualquer de um anel R. O ideal gerado por

S € definido por:

(S) = {Zaisi\neN,aiER, sieS}.

i=1

Mostraremos que (.5) ¢ um ideal de R.

(i) O elemento nulo pertence a (S), pois 0 = »_ 0 - s;, no qual s é um elemento qualquer de S

(que € ndo vazio).

(ii)) Sex = > a;s;ey =) b;s; pertencem a (S), entdo

r+y= Zaisi + ZbiSi = Z(ai +b;i)si € (9).
(iii) Ser € Rex = a;s; € (S), entdo

re = TZGiSi = Z(’FCLZ')SZ' € (9).

Assim, (.5) satisfaz as propriedades de ideal.

O ideal do exemplo anterior é chamado de ideal gerado pelo conjunto S. Quando S € finito,
digamos S = {si,...,s,}, denotamos o ideal por (si,...,s,) e dizemos que ele é finitamente
gerado. Em particular, se o ideal é gerado por um tnico elemento s € R, ou seja, da forma (s),

dizemos que se trata de um ideal principal.
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Definicao 1.5.5. Seja R um dominio. Dizemos que R é um dominio de ideais principais se todo

ideal de R € principal.
Proposicao 1.5.6. O dominio dos niimeros inteiros 7. é um dominio de ideais principais.

Demonstragdo. Se I = {0}, entdo I = (0) e nada hd a provar. Suponha I # {0}. Considere o
conjunto S = {s € I | s > 0}. Como I # {0}, existe algum inteiro ndo nulo em I e, portanto, S #
(). Pelo principio da boa ordem, S possui um menor elemento; denote-o por n > 0. Mostraremos
que I = (n). Primeiro, como n € I e I ¢ ideal, para todo k € Z temos kn € I, logo (n) C I. Para

a inclusdo oposta, seja a € I. Fazendo a divisdo euclidiana de a por n, existem g, € Z com
a=qn+r, 0<r<n.

Como a,qn € I (poisn € [ e I é ideal), segue que r = a — gn € I. Pela escolha de n como o

menor positivo em I, a condi¢do 0 < r < n implica r = 0. Logo a = ¢qn € (n). O

Proposicao 1.5.7. Um anel de polindmios em uma iinica varidvel com coeficientes em um corpo é

um dominio de ideais principais.

Demonstragdo. Seja k um corpo e considere o anel k[z]. Primeiro observamos que k[z] é um
dominio de integridade, pois k € corpo e o anel de polindmios sobre um corpo é dominio.

Seja I C k[z] um ideal. Se I = {0} entdo I = (0) € principal. Suponha I # {0} e escolha
f € I ndo nulo com o menor grau entre todos os polindmios ndo nulos de / (essa escolha € possivel;
pois, 0s graus sdo nimeros inteiros nao negativos).

Tomemos um polinémio arbitrdrio g € I. Pelo algoritmo da divisdo em k|[x] (que existe porque

k € um corpo), existem tnicos polindmios ¢, r € k[z] tais que
g=fq+r com r=0ougr(r) < gr(f).

Como f,q € I eg € I, segue que r = g — fq € I. Pela minimalidade de gr(f), a tnica
possibilidade é » = 0. Assim g = — fq, ou seja, g € (f).

Portanto I C (f). A inclusdo inversa (f) C I é 6bvia; pois, f € I. Logo I = (f), mostrando
que [ é principal.

Como [ era um ideal arbitrario de k[x], concluimos que todo ideal de k[z] é principal, isto é,

k[x] € um dominio de ideais principais. O

1.6 Ideais primos e maximais

Definicao 1.6.1. Sejam R um anel e / um ideal de R que esta propriamente contido em R.

(a) Dizemos que [ ¢ ideal primo de R se ab € I, com a,b € R, implicara € T ou b € [.
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(b) Dizemos que I € ideal maximal de R se para cada ideal J de R tal que I C J C R tivermos
I=JouJ=R.

Os conceitos de ideal primo e maximal estdo relacionados da seguinte maneira
Proposicao 1.6.2. Todo ideal maximal é ideal primo.

Demonstragdo. Seja R um anel e seja I C R um ideal maximal. Queremos mostrar que / é primo,
ou seja, se a,b € R sdo tais que ab € I, entdo a € I ou b € I. Suponha, que ab € I, mas a ¢ I.
Devemos mostrar que b € I. Consideremos o ideal J = {m 4+ ra | m € I, r € R}. Note que
I C J,poisa € J masa ¢ I. Pela maximalidade de I, temos que J = R. Assim, 1 € J, ou seja,
existem m € I e r € R tais que:

1=m+ra.

Multiplicando ambos os lados por b, temos:
b=0b-1=0b(m+ra)=bm + rab.

Como [ é ideal e m,ab € I entdo bm € I e rab € I. Também do fato de I ser ideal segue que
b=bm+rabel. O

Exemplo 1.6.3. Seja D um dominio. Mostraremos que o ideal P = {0} é um ideal primo de D.
De fato, seja a, b € D tais que ab € P = {0}, ou seja, ab = 0. Como D é um dominio, isso implica
que a = 0 ou b = 0. Portanto, a € Poub € P. Logo, P = {0} satisfaz a condi¢@o da defini¢do de

ideal primo, e assim concluimos que {0} é um ideal primo de D.

Exemplo 1.6.4. Seja Z o anel dos inteiros. Consideremos o ideal (5) = {5k | k € Z}. Afirmamos
que (5) é um ideal maximal de Z. De fato, se J é um ideal de Z tal que (5) C J C Z, entdo J = (d)
para algum divisor d de 5, jd que todo ideal de Z ¢ principal. Como os tnicos divisores positivos
de 5sdo 1 e 5, temos que J = (5) ou J = (1) = Z. Logo, (5) ndo estd contido propriamente em

nenhum ideal que ndo seja o anel inteiro Z, o que mostra que (5) é maximal.
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Capitulo 2

Anéis quocientes e homomorfismos de

anéis

A partir desta capitulo, passaremos a explorar uma nova perspectiva, a de estabelecer relagdes entre
diferentes anéis. Para isso, introduziremos um conceito fundamental, o de homomorfismo de anéis.
A ideia central de um homomorfismo € permitir a comparagdo entre distintas estruturas algébricas,
por meio de uma aplicagdo que preserve as operacdes de adicdo e multiplicacdo e respeitando a

identidade do anel.

2.1 Anéis quocientes

Definicao 2.1.1. Seja R um anel e I C R um ideal de R. Dizemos que dois elementos a,b € R sdo

congruentes modulo I sea — b € 1.
Escrevemos a = b (mod ) para dizer que a é congruente a b médulo /.
Proposicao 2.1.2. Congruéncia moédulo 1 define uma relacdo de equivaléncia em R.

Demonstragdo. Paracadaa € Rtemosa —a =0 € I;1ogo, a = a (mod I). Isso nos mostra que
congruéncia é uma relacdo reflexiva.

Para a simetria, suponha a,b € R tais que a = b (mod I), entdio a — b € I. Como I é um
ideal,(—1)(a —b) =b—a € I. Logo, b =a (mod I).

Finalmente, para provar a transitividade, suponha a,b,c € Rtaiquea = b (mod I)e b = ¢
(mod I). Entdoa—b € I eb—c € I. Como [ é fechado sob adigdo, segue que: (a—b)+ (b—c) =
a—cé€l.Logoa=c (modI). O

A classe de equivaléncia de um elemento de R pela relacdo de congruéncia médulo I serd
denotada por @ ou (a + I). O espago quociente de R pela relagdo de congruéncia médulo I serd
denotado por R/1.
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Definimos operagdes de adi¢éo e multiplicacdo em R/I da seguinte maneira:

a+b:=a+b e a-b:=ab.

Essas operacdes estdo bem definidas, ou seja, o resultado ndo dependem da escolha dos represen-

tantes das classes. Em outras palavras, se ¢ = a’ (mod I) e b =’ (mod I), entdo:
atb=d +V (modI) e ab=d't (modI),

oque garante que a + b =a’ + b e ab = a'V'.
E possivel verificar que o conjunto R/I, com as operagdes definidas anteriormente, forma um

anel. Nesse contexto, valem as seguintes observacoes:

(i) 0 é o elemento neutro da adi¢do em R/I.

(i) O inverso aditivo de @ em R/ é dado por —a, poisa + —a = a — a = 0;
(iii) A identidade multiplicativa de R/I € o elemento 1, jd que 1 -a@ = @ paratodo a € R.
Teorema 2.1.3. Seja R um anel e I um ideal de R. Entdo:

(i) O anel R/I é dominio se, e somente se, I for um ideal primo;

(ii) O anel R/I é corpo se, e somente se, I for um ideal maximal.

Demonstragdo. (i) Suponha que I seja um ideal primo de R. Vamos mostrar que R/I é um do-
minio. Sejam @,b € R/I tais que @ - b = 0. Isso significa que ab € I. Como I é primo, temos
a€loubcI,ouseja, a=0oub=0.Logo, R/I ndo possui divisores de zero, e portanto é um
dominio. Reciprocamente, suponha que R/I é um dominio. Se ab € I, entdo @- b = 0, e como nio
h4 divisores de zero em R/I, temos @ = 0 oub = 0, isto é, a € [ ou b € I. Portanto, I é um ideal
primo.

(ii) Suponha que I seja um ideal maximal. Vamos provar que R/I é um corpo. Sejaa € R/I
coma # 0, ou seja, a ¢ I. Como I é maximal, o ideal gerado por I e a € igual a R. Assim, existem
1 € I er € Rtais que:

1=14ra.

Igualando as classes:

l=it+ra=i+7-a=04+7-a=7-a.

Logo, @ admite inverso em R/I, e como isso vale para todo elemento néo nulo, R/I é um corpo.
Reciprocamente, suponha que R/I é um corpo. Suponha, por absurdo, que exista um ideal J de R
talque I C J C R. Sejaa € J\ I. Entdo @ # 0, e como R/ é corpo, @ € invertivel. Assim, existe
7€ R/ItalqueT-a@ = 1, o que implicaque ra — 1 € I C J. Como ra € J e J é ideal, entdo
1 € J, e portanto J = R, o que contradiz J C R. Portanto, I € maximal. O
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2.2 Homomorfismo de anéis

Definicao 2.2.1. Sejam R e S anéis. Uma aplicag¢do ¢ : R — S é chamada de homomorfismo de
anéis se,

p(a+b) = p(a) + ¢(b) e p(ab) = p(a)p(b)
para todos a,b € Re p(1) = 1.

Exemplo 2.2.2. Seja R um anel. Temos os seguintes exemplos bésicos de homomorfismos:

1. A aplicagdo identidade idr : R — R definida por idr(a) = a, para todo a € R, é um

homomorfismo de anéis.

2. Seja I um ideal de R. A aplicagdo m : R — R/I definida por 7(a) = @ é também um

homomorfismo de anéis, chamado de projecdo candnica.

2.2.1 Niucleo e imagem de um homomorfismo

Seja ¢ : R — S um homomorfismo de anéis. O niicleo de ¢, denotado por Ker(y), é o conjunto

formado por todos os elementos de 12 que sdo enviados em 0 por ¢, isto &,
ker (p) ={a € R|p(a)=0} C A.

A imagem de ¢, denotada por Im(¢), é o conjunto de todos os elementos de S que podem ser

escritos como (a) para algum a € R, isto é,
Im(¢p) ={p(a) e S|lac R} CS.

O conjunto Im ¢ mede a sobrejetividade do homomorfismo. Mais adiante, veremos que o ndcleo

Ker ¢ estd relacionado a injetividade de .

Exemplo 2.2.3. Considere o homomorfismo de anéis ¢ : Z — Z;, definido por:
¢(n) =7 (md k),
isto é, ¢(n) é a classe de equivaléncia de n médulo k. Temos
Im(g) = {6(n) € Zy, | n € Z} = Z,
pois toda classe 7 € Zg, com 0 < r < k, possui um representante inteiro. O nicleo de ¢ é dado por
ker () ={ne€Z|p(n)=0}={neZ|k|n}=kZ.
Ou seja, o niicleo € o ideal (k) de Z.
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Proposicao 2.2.4. Seja ¢ : R — S um homomorfismo de anéis. Entdo:
(a) Im ¢ é subanel de S;
(b) ker ¢ ¢ ideal de R.

Demonstragdo. (a) Vamos verificar que Im ¢ satisfaz as condi¢des para ser um subanel de S. Como
¢ é homomorfismo de anéis, temos que ¢(1) = 1 e ¢(0) = ¢(1 + (—1)) = ¢(1) + ¢(—1). Mas

também, como ¢ é homomorfismo, ¢(0) = 0. Logo,

0= (1) + ¢(~1) = 1+ o(~1),

donde segue que ¢(—1) é o inverso aditivo de 1, isto é, ¢(—1) = —1. Logo os elementos 1 e —1
pertencem a imagem de ¢. Sejam b; = ¢(a1) e by = ¢(az), com aj,as € R. A aplicagdo ¢

preserva as operagoes, entao:
bi + b2 = ¢(a1) + ¢(az) = d(a1 + az),

b1 - by = ¢(a1) - paz) = ¢(araz).

Como ay + ay e ajag pertencem a R, segue que ¢(aj + az) e ¢(ajaz) pertencem a imagem de ¢.
Assim, Im ¢ € fechada em relacdo a adi¢do e a multiplicagdo. Logo, Im ¢ € um subanel de .S.

(b) Agora, vamos mostrar que o niicleo de ¢, forma um ideal de R. Temos que ¢(0) = 0, entdo
0 € ker ¢. Se x,y € ker ¢, entdo ¢p(x) = ¢(y) = 0. Como ¢ preserva a adi¢do:

Pz +y)=9(x) +¢y) =0+0=0,

logo, x +y € Ker ¢. Sejar € Re z € Ker ¢. Como ¢ é homomorfismo, temos:

assim, rz € Ker ¢. Portanto, Ker ¢ satisfaz todas as condi¢des para ser um ideal de R. O

Proposicao 2.2.5. Seja ¢ : R — S um homomorfismo de anéis. Entdo, ¢ € injetora se, e somente
se, ker ¢ = {0}.

Demonstrag¢do. Suponha que ¢ é injetora. Se = € ker ¢, entdo ¢(z) = 0 = ¢(0). Pela injetividade,
segue que * = 0. Logo, ker ¢ = {0}. Reciprocamente, suponha agora que ker ¢ = {0} e que
¢(a) = ¢(b) para alguns a, b € R. Entdo:

dla—b) =¢(a) —p(b) =0 = a—beckerg.
Mas como ker ¢ = {0}, entdo a — b = 0, isto &, a = b. Logo, ¢ € injetora. O
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2.2.2 Isomorfismo de anéis

Definicao 2.2.6. Sejam R e S anéis. Um homomorfismo ¢ : R — S ¢ dito isomorfismo de anéis

se for bijetor.

Exemplo 2.2.7. Seja R um anel. A aplicacio identidade
idg: R — R, idg(x) =z, paratodoz € R,

€ um isomorfismo de anéis. De fato, idp é homomorfismo, pois preserva as operagdes de adigdo e
multiplicac¢do, além disso, idg(1) = 1 e é, claramente, bijetora.

Proposicdo 2.2.8. Seja ¢ : R — S um isomorfismo de anéis. Entdo, ¢~ : S — R também o é.

Demonstragdo. Sabemos que a inversa de uma bije¢io também é uma bijecio. Assim, ¢~ é uma
aplicagio bijetora de S em R. Resta verificar que ¢~! é um homomorfismo de anéis, isto é, que
ela preserva a identidade, a adi¢do e a multiplicagdo. Como ¢ é homomorfismo, temos ¢(1) = 1.

Aplicando ¢! dos dois lados, obtemos:

¢ (1) = ¢ o (1) =idr(1) = 1.

Portanto, ¢! preserva a identidade do anel. Suponha agora a’, ¥’ € S. Como ¢ é bijetora, existem
a,b € Rtais que a’ = ¢(a) et = ¢(b). Entdo:

¢~ +V) = ¢ ((a) + ¢(b)) = ¢~ (dla+ b)) =idr(a+b) =a+b=¢ () + ¢ (V).
Da mesma forma, temos:
¢~ (') = ¢~ ((a)p(b) = ¢~ (¢(ab)) = idr(ab) = ab = ¢~ (a')p~ ' (V).

Portanto, ¢~! preserva as operacdes e a identidade do anel, além de ser bijetora. Logo, é um

1somorfismo de anéis. O

Teorema 2.2.9 (Primeiro Teorema dos Isomorfismos). Seja ¢ : R — S um homomorfismo de

anéis. Entdo, existe um tinico homomorfismo injetor ¢ : R /ker ¢ — S tal que o diagrama

| &

R/ker ¢

comuta. Além disso, temos um isomorfismo de anéis:
R/ker ¢ ~ Im ¢.
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Demonstragdo. Seja ¢ : R — S um homomorfismo de anéis. Definimos a aplicagéo
¢:R/kerp — S, (@) := ¢(a), a € R.

Primeiro, verificamos que ¢ estd bem definida. Se @ = @/, entdo a — a’ € ker ¢, o que implica
#¢(a—a') = 0. Assim, ¢(a) = ¢(a’),logo ¢(@) = ¢(a’). Mostremos agora que ¢ é homomorfismo.

Para todo a,b € R, tem-se

?(@+0b) = ¢la+b) = p(a+b) = ¢la) + ¢(b) = ¢(@) + ¢(b),

#(@-b) = p(ab) = ¢(ab) = ¢(a)p(b) = $(a) - $(b).
Além disso, como ¢(1) = 1, segue que ¢(1) = 1. Logo, ¢ é um homomorfismo de anéis. A

injetividade é imediata: se ¢(@) = 0, entdo ¢(a) = 0, ou seja, a € ker ¢, e portanto @ = 0. Seja

agora m : R — R/ker ¢ a proje¢do candnica, dada por 7(a) = a. Para todo a € R temos

(¢ om)(a) = ¢(a) = ¢(a),

isto é, ¢ = ¢ o 7, 0 que mostra a comutatividade do diagrama. Por fim, notemos que

Im(¢) = {¢(@) | a € R} = {¢(a) | a € R} = Im(¢).

Concluimos, portanto, que ¢ é um homomorfismo injetor de R/ker ¢ em S, com imagem igual a
Im(¢). Assim,
R/ker ¢ ~ Im(9)

como desejado O

O Primeiro Teorema dos Isomorfismos pode ser usado para caracterizar ideais importantes em
anéis de polindmios. Um exemplo é o homomorfismo de avaliacdo, que nos permite provar que o

ideal gerado pela varidvel = € primo no anel de polindmios R[z].

Proposicao 2.2.10. Seja R um dominio de integridade. Entdo, o ideal principal (x) é um ideal

primo no anel de polindmios R|x].

Demonstragdo. Para provar este resultado, definimos um homomorfismo sobrejetor ¢ : R[z] — Re
usamos o Primeiro Teorema dos Isomorfismos para analisar a estrutura do anel quociente R[z]/(x).

Considere a aplicagdo ¢ : R[z] — R tal que



Se f(z) = apx™ + -+ - 4+ a1 + agp, entdo ¢(f(x)) = ap. Essa aplicagdo é um homomorfismo de
anéis sobrejetor, pois para qualquer € R, o polindmio constante f(z) = r é mapeado para r.

O niicleo de ¢ é o conjunto de todos os polindmios f(z) € R|x] tais que f(0) = 0. Um
polinémio satisfaz esta condicao se, e somente se, seu termo constante for nulo, o que significa que

0 polindmio € um multiplo de x. Portanto, o nicleo € o ideal principal gerado por x:
ker (¢) = (z).

Pelo Primeiro Teorema dos Isomorfismos, temos o isomorfismo R[z]/ker (¢) ~ Im(¢). Como
Im(¢) = R, obtemos:
R[z]/{x) ~ R.

Por hipétese, o anel R é um dominio de integridade. Como o anel quociente R[x|/(x) é iso-
morfo a R, ele também deve ser um dominio de integridade. Aplicando (2.1.3) ao nosso caso,

concluimos que o ideal (x) é um ideal primo em R[z]. O
Teorema 2.2.11 (Segundo teorema dos isomorfismos). Seja R um anel e I C J ideais de R. Entdo,
(R/I)/(J/I)~R/J.

Demonstragdo. Sejam R um anel e I C J ideais de R. Definimos a aplica¢do
v:R/IT — R/J, pola+I)=a+ J.

Queremos mostrar que ¢ é bem definida e ¢ um homomorfismo cujo niicleo é J/I. Sea+1 = b+ 1
entioa —b € I. ComoI C J,seguea—b € J,logoa+J =b+ J. Assim p(a+ 1) = b+ 1I).

Para a,b € R temos,

go((a+[)+(b+])):<p((a—|—b)+I):(a+b)+J:(a+J)+(b+J),
o((a+ )b+ 1)) =¢((ab)+1I)=(ab) +J = (a+ J)(b+ J).

E também ¢(1+I) = 1+ J. Portanto ¢ é homomorfismo de anéis. Agora iremos calcular o niicleo

de ¢. Primeiro, se a + I € ker ¢ entdo
ola+I)=a+J =0+,

ousejaa € J. Logoa+ I € J/I, mostrando ker ¢ C .J/I. Reciprocamente, se a + I € J/I entdo
a € J e portanto
pla+I)=a+J =0+,

isto é a + I € kerp. Assim ker p = J/I. Pelo Teorema (2.2.9), (R/I)/ker ¢ = Im . Como
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ker ¢ = J/I e ¢ é sobrejetora, obtemos
(BR/D)/(J/T) = R/ J.

O

Definicao 2.2.12. Seja D um dominio, e sejam a, b € D. Dizemos que b divide a em D e denotamos

por b | a se existe ¢ € D tal que a = be. Caso contrario, escrevemos b 1 a, ou seja, b ndo divide a.

Definicao 2.2.13. Seja D um dominioe a,b € D, com a # 0 ou b # 0. Um mdximo divisor comum

de a e b, ou simplesmente mdc(a, b), é um elemento d € D que satisfaz:
l.d|aed|b;
2. sed étalqued |aed | b, entdod | d.

Definicdo 2.2.14. Seja D um dominio. Dois elementos a,b € D \ {0} sdo ditos associados se

existe u € D* tal que a = ub.

Observacao 2.2.15. Se o maximo divisor comum de dois elementos existe, ele € tinico a menos de

associados.

Proposicao 2.2.16. Se D é um dominio de ideais principais, entdo, quaisquer que sejam a,b € D

ndo ambos nulos, o mdc(a, b) sempre existe.

Demonstragcdo. Como D € um dominio de ideais principais, temos que o ideal gerado por a e b é
principal, isto é, (a,b) = (d) para algum d € D. Em particular, a,b € (d), o que implica que d | a
ed|b. Agora,sejad € Dtalqued | aed |b. Entdo existem [,k € D tais que a = Id' e b = kd'.

Como d € (a,b), existem z,y € D com d = ax + by. Substituindo as expressdes de a e b, obtemos:
d= (Id)z + (kd)y = (lz + ky)d',

0 que mostra que d’ | d. Assim, d satisfaz a defini¢do de méximo divisor comum de a e b. O

2.3 Dominio de fatoracao anica

Definicao 2.3.1. Seja p um elemento ndo nulo e ndo invertivel de um dominio D.

(a) Dizemos que p € irredutivel em D se p = ab, com a,b € D, implicar que a ou b é invertivel

em D.
(b) Dizemos que p é primo em D se p|lab, com b € D, implicar que p|a ou p|b

Os conceitos de elemento irredutivel e primo estdo relacionados da seguinte maneira
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Proposicao 2.3.2. Seja p um elemento primo em um dominio D. Entdo p é irredutivel em D.

Demonstrag¢do. Suponha que p = ab para certos a,b € D. Obviamente, p|p. Assim, p | ab. Da
primalidade de p segue que p | a ou p | b. Sem perda de generalidade, suponha que p | a. Entdo

existe [ € D tal que a = [p. Substituindo na igualdade inicial p = ab, obtemos
p = (lp)b=1(pb).
Como D é um dominio e p # 0, podemos cancelar p dos dois lados, obtendo
1=10b.

Isso mostra que b € inversivel em D. Logo, sempre que p = ab, um dos fatores € invertivel em D.

Portanto, p € irredutivel em D. |

Proposicio 2.3.3. Seja D um dominio. Entdo, um elemento p € D \ {0} € primo se, e somente se,

o ideal (p) é um ideal primo.

Demonstragdo. (=) Suponha que p seja primo em D. Queremos mostrar que (p) € um ideal primo.
Seja ab € (p), com a,b € D. Isso significa que existe ¢ € D tal que ab = pe. Assim, p | ab. Como
p € primo, segue que p | aoup | b. Sep | a, entdo a € (p); se p | b, entdo b € (p). Portanto, (p)
satisfaz a condicdo de ideal primo.

Observacdo: se p for unidade, entdo (p) = D e ndo € ideal préprio; por isso, exige na defini¢do
de elemento primo que p seja ndo nulo e diferente da unidade.

(<) Suponha agora que (p) seja um ideal primo. Primeiro notemos que (p) # D, pois um ideal
primo € préprio; portanto p ndo é unidade. Além disso, p # 0, pois se p = 0 entdo (p) = (0) e (0)
sempre é um ideal primo em um dominio, inclusive, esse fato foi mostrado em (I.6.3), o que ndo é
0 caso aqui; assim, na hipétese usual, p # 0. Seja a,b € D tal que p | ab, isto é, ab € (p). Como
(p) é primo, temos a € (p) oub € (p). Em ambos os casos conclui-se que p | @ ou p | b. Portanto p

¢ um elemento primo. Juntando as duas implica¢des, obtemos a equivaléncia desejada. O

Definicao 2.3.4. Dizemos que um dominio D é um dominio de fatoracdo tinica ( denotado por
DFU) se todo elemento a € D\ D*, a # 0, pode ser escrito como um produto finito de elementos
irredutiveis, isto €,

a=pip2- - Pr,
com p; irredutivel para todo :.

Além disso, tal fatoracao € tinica no seguinte sentido: se

a=pip2---pPpr € Qa=4q142- (s,
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em que todos p; e g; sdo irredutiveis, entdo r = s e, a menos de reordenacdo dos fatores, cada p; €

associado a ¢;, isto é, p; = u;q; para alguma unidade u; € D*.

Exemplo 2.3.5. O anel Z é um DFU, pois todo inteiro ndo nulo e diferente da unidade admite

fatoracdo Unica em niimeros primos (a menos de sinal). Por exemplo:
30=2-3-5=(-5)-(—2)-3,

em que as duas fatorag¢des diferem apenas por unidades (£1).
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Capitulo 3

Modulos

Um conceito fundamental em toda dlgebra comutativa € o de médulo. Nesta etapa, destacaremos
os principais aspectos da teoria de mddulos que serdo relevantes para o desenvolvimento das in-
vestigagOes propostas neste trabalho, fornecendo a base tedrica necessdria para a compreensao dos

resultados que virdo a seguir.

3.1 Definicao e Exemplos de Mddulos

Definicao 3.1.1. Seja R um anel. Um mddulo sobre R (ou simplesmente, R-mddulo) é um grupo

abeliano M, com operacio denotada por +, e com uma multiplicacio por escalar
RxM—M (a,x)— ax
satisfazendo:
(ab)x = a(bz), (a+b)x = ax + bz, a(z+y) =ax +ay, lx =x (3.1)

para qualquer a, b € R e para qualquer z,y € M.

Observacao 3.1.2. Notemos que 0s espagos vetoriais sdo mddulos sobre os corpos. Assim, a teoria

de moédulos é uma generalizacao da teoria dos espagos vetoriais.

Exemplo 3.1.3. Seja n um ndmero inteiro positivo. Denotamos o conjunto de todas as n-uplas

ordenadas de elementos de R por R™, ou seja,
R" ={(a1,...,ap) |a; € R, 1 <i<n}.
Nesse conjunto, a adi¢do € definida coordenada a coordenada:
(aty...,an) 4+ (b1,...,by) = (a1 + b1, ..., an + by),
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e a multiplicagdo por escalar r € R é dada por
r(ay,...,an) = (ray,...,ray).
Com essas operacdes ¢ possivel verificar que R™ é um R-mddulo.

Exemplo 3.1.4. Seja R um anel. O conjunto M,,x,(R) de todas as matrizes m x n com entradas
em [, munido da adi¢@o usual de matrizes e da multiplicacdo por escalar feita elemento a elemento,

€ um R-mddulo.

Exemplo 3.1.5. O anel de polindmios R[x1,...,Z,], com a adi¢do usual de polindbmios e a multi-

plicacdo por escalar dada pela multiplicacdo usual por elementos de R, € um R-mddulo.

Exemplo 3.1.6. Seja I um ideal de um anel R. O anel quociente R/I possui uma estrutura natural

de R-mddulo. A adi¢do é a usual, e a multiplicacdo por escalar € dada por
rle+1)=re+1

paratodor € Rex + 1 € R/I.

3.2 Submoédulos

Definicao 3.2.1. Seja M um R-mddulo. Um subconjunto N C M é chamado de R-submodulo ou

simplesmente submodulo de M se:
@ 0€e N;
(i) v+ av € N, paratodo a € R e para todos u,v € N.

Exemplo 3.2.2. Seja M um R-médulo. Os conjuntos {0} e M sdo submddulos de M, sendo

chamados de submddulos triviais.

Exemplo 3.2.3. Todo anel R pode ser visto como um R-mdédulo sobre si mesmo, onde as operagdes
de adi¢do e multiplicacdo por escalar coincidem com a adi¢do e multiplicagdo de IR como anel.

Nesse caso, os submédulos de R sdo exatamente os ideais de R.

Exemplo 3.2.4. Seja [ um ideal de um anel R e M um mdédulo sobre R. O subconjunto
IM={ajx1+ - +az,|reEN a; € lex; € M}

¢ um submddulo de M.
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3.3 Modulos quocientes

Seja M um R-médulo e N C M um submédulo. Dados elementos x,y € M, dizemos que x é
congruente a y médulo N se x —y € N. Pode-se verificar, que essa relacdo é de equivaléncia.
A classe de equivaléncia de um elemento x de M por essa relacdo é denotada por = ou = + N. O

conjunto de todas as classes é denotado por M /N. Definimos em M /N as seguintes operacdes

r+y:=z+y, e a-T:=ax, a € R.
Estas operagdes estao bem definidas e conferem a M /N a estrutura de R-mddulo, chamado mddulo
quociente de M por N. E importante destacar os seguintes fatos sobre 0 médulo quociente M /N :

(i) O zero de M/N corresponde a classe do 0 de M. Mais geralmente, temos que 0 = T se, e

somente se, r € N.

(ii) Para qualquer z € M, a classe —x é inverso aditivo de T.

Teorema 3.3.1 (Correspondéncia de Mdédulos). Sejam M um R-modulo e N C M um submdodulo.
Existe uma bijecdo entre os submdédulos de M/N e os submédulos de M que contém N. Em
particular, todo submddulo de M /N é da forma N'/N, onde N’ é um submédulo de M que contém
N.

Demonstracdo. Ver [l1, Theorem 11.4.3]. O

3.4 Homomorfismos de Modulos

Definicao 3.4.1. Sejam M e N dois R-mddulos. Uma aplicagdo f : M — N chama-se homo-

morfismo de R-maodulos, se

fle+y)=Ff@)+fly) e flar) =af(z)

paracadax,y € M e paracadaa € R.

Exemplo 3.4.2. Sejam M um R-mdédulo e N um R-submddulo de M. A funcdo inclusdo, definida
por
i:N— M, i(z)=muz,

¢ um homomorfismo de R-méddulos.

Exemplo 3.4.3. Seja M um mddulo sobre um anel R e N um submddulo de M. A aplicagdo
m: M — M/N, xz—T
¢ um homomorfismo de médulos, chamado de projecdo canénica de M sobre M /N.
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Definicao 3.4.4. Uma fungédo f : M — N entre dois R-médulos M e N é chamada isomorfismo
de M em N se f for um homomorfismo bijetor.

Dizemos que dois R-médulos M e N sdo isomorfos se existe um isomorfismo entre eles e

denotamos esse fato pela notacao M = N.

Exemplo 3.4.5. O homomorfismo identidade idy; : M — M &, obviamente, um isomorfismo.

3.4.1 Nucleo e imagem de um homomorfismo

De maneira andloga ao que ocorre na teoria de anéis, também na teoria de médulos podemos as-
sociar a um homomorfismo as no¢des de niicleo e imagem. Esses dois conceitos tém o papel de
analisar as propriedades do homomorfismo. O niicleo estd diretamente relacionado a injetividade,
enquanto a imagem mede a sobrejetividade da aplicacdo.

Sejam M e N dois R-médulos e f : M — N um homomorfismo de R-médulos. O niicleo e a

imagem de f sdo, respectivamente, os seguintes conjuntos:
kerf={zeM|f(x)=0} e Imf={ye N|y= f(z), paraalgunx € M}.

Proposicao 3.4.6. Sejam M e N dois R-mddulos e f : M — N um homomorfismo. Entdo,

(i) ker f é submodulo de M.

(ii) Im f é submddulo de N.
Demonstracdo. (i) Como f é homomorfismo,
f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0).

Subtraindo f(0) em ambos os lados, obtemos f(0) = 0. Logo, 0 € Ker(f).
Sex,y € Ker(f)er € R,entdo f(z) =0e f(y) = 0. Assim,

flatry)=f@)+rfy) =0+r-0=0,

o que implica = + ry € ker (f). Portanto, ker (f) é submddulo de M.
(ii) Pelo célculo anterior, f(0) = 0. Logo, 0 € Im(f).
Sejam r € Re u,v € Im(f). Entdo, existem x,y € M tais que u = f(z) ev = f(y). Assim:

utrv=f(z)+rf(y) = flz+ry) € Im(f).

Portanto, Im(f) é submédulo de N. O

Proposicao 3.4.7. Sejam M e N dois R-mddulos e f : M — N um homomorfismo. Entdo, f é

injetora se, e somente se, ker f = {0}.
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Demonstragdo. Suponha que f € injetora. Dado = € ker f temos
f(x) = 0= f(0).

Da injetividade de f segue que x = 0. Logo, ker f = {0}.

Reciprocamente, suponhamos que ker f = {0}. Dados x,y € M tais que f(x) = f(y) temos
que f(z) — f(y) = 0. Como f é homomorfismo temos f(z — y) = 0. Logo, x — y € ker f = {0}.
Desse modo,

z—y=0.

Equivalentemente, x = y. Portanto, f € injetora. O

Teorema 3.4.8 (Primeiro Teorema dos Isomorfismos). Seja f : M — N um homomorfismo de

R-modulos. Entdo
M/ker (f) = Tm(f).
Demonstracdo. Ver [[1, Theorem 11.4.2]. O

Teorema 3.4.9 (Segundo Teorema dos Isomorfismos). Seja M um R-modulo, e sejam N, L C M

submodulos. Entdo
(N+L)/L =2 N/(NNL).

Demonstracdo. Ver [[1, Theorem 11.4.2]. O

3.5 Conjunto de geradores

Definiciao 3.5.1. Seja M um R-médulo e vy,...,v,, € M. Dados ry,...,ry, € R, chamamos a
expressao

U1+ T Um
de combinacdo linear dos elementos v, . . ., v, com coeficientes em R.

Seja S C M um subconjunto de um R-médulo M. Denotamos por (S) o conjunto formado por

todas as combinacdes lineares de elementos de S' com coeficientes em R.
Proposicio 3.5.2. O conjunto (S) é um submddulo de M.

Demonstracdo. Observe inicialmente que
O-v9+---+0-v,=0.

Logo, 0 € (S). Sejam agora z,y € (S) e r € R. Por defini¢do, existem vy,...,v5 € S e

coeficientes aq, ..., a; € R tais que
r=aivy + -+ agv.
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Analogamente, existem w1, ..., w; € S e coeficientes by, ...,b; € R tais que
Yy =Dbrwy + -+ brwy.
Entao,
r+ry =aivy + -+ apvg + r(brwy + - - - + bwy)
=av; + -+ agvg + (rby)wy + - -+ + (rby)wy,

que ¢ uma combinagdo linear de elementos de S. Logo, x + ry € (S). Assim, (S) é submddulo de
M. O

Todo submddulo N de M é da forma N = () para algum subconjunto S de N. Chamamos (.5)
de submdédulo gerado por S. Se M = (S), dizemos que S é um conjunto de geradores do R-médulo
M. Além disso, se S = {v1,...,vn}, escrevemos (vy, ..., vy,) em vez de (S). Dizemos também

que um R-médulo M é finitamente gerado se existem vy, . .., vy, € M tais que (v, ..., vmy,) = M.

Definicao 3.5.3. Seja M um R-mdédulo. Dizemos que um subconjunto S C M € linearmente

independente se para quaisquer 11, ...,7y, € M evy,..., v, € Rtais que
rvr+ -+ rmum =0

tem-se que 1y = - - - = 7, = 0. Caso contrario, dizemos que S é linearmente dependente.

3.6 Modulos Livres

Um conceito central na teoria de médulos é o de modulo livre. De maneira andloga ao caso dos
espacos vetoriais sobre corpos, um médulo livre é aquele que possui uma base, isto €, um conjunto

de geradores linearmente independente.

Definicao 3.6.1. Seja M um R-mddulo. Dizemos que M é um R-mddulo livre se M possui uma

base.

Exemplo 3.6.2. Paracada 1 < ¢ < n, denotemos por e; a n-upla de R" cuja ¢-€sima coordenada é
1 a as demais sdo iguais a zero. O conjunto {eq,...,e,} é uma base para o R™. Assim, R" é um

modulo livre.

Exemplo 3.6.3. O anel R[x] é um R-mddulo livre. Uma base para este R-médulo é o conjunto
{1,2,2% 2%,...}.

No préximo exemplo veremos que para um anel R que ndo é corpo sempre existird um R-

modulo que ndo € livre.
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Exemplo 3.6.4. Seja R um anel que nio é um corpo. Entdo existe um ideal I de R que nio € trivial.
Considere 0 R médulo R/I. Suponha S um subconjunto ndo vazio de R/I e a um elemento ndo

nulo de /. Para um elemento o« + I de S temos
ala+1)=0.

Isso nos dd uma combinacdo linear ndo trivial dos elementos de S, mostrando que .S € linearmente
dependente. Isso nos mostra que qualquer conjunto ndo vazio de R/I é linearmente dependente.

Logo. R/I ndo possui base e, portanto, nao € livre.

Proposicao 3.6.5. Seja M um R-mddulo livre. Quaisquer duas bases de M tem a mesma cardina-
lidade.

Demonstragdo. Ver [, Proposition 14.2.6 (b)]. O
Devido a essa proposicao temos a seguinte defini¢ao

Definicao 3.6.6. Seja M um R-mddulo livre. A cardinalidade de uma base de M (e, portanto, todas
as bases de M) é chamada de posro de M.

Exemplo 3.6.7. Pelo Exemplo concluimos que R™ é um R-mddulo livre de posto n.

Proposicao 3.6.8. Seja M um R-modulo e uq, . ..,u, € M. Dado um R-mddulo livre F' de posto

n com base {ei1, ..., ey}, existe um tinico homomorfismo de R-médulos ® : F — M tal que
®(e;) = u;paratodoi=1,...,n.
Demonstragdo. Existéncia: Como F' € livre de posto n com base {e1, ..., ey}, todo v € F admite

uma unica escrita

v=rie1+ -+ rpen, 1€ R.

Definimos
O(v) :=riug + - + TRUy.

Essa aplicac@o é bem definida e é linear pela construgéo, logo ¢ um homomorfismo com ®(e;) = u;
paratodot =1,...,n.
Unicidade: Suponha agora ¥ : F' — M ser um homomorfismo com ¥(e;) = u; para todo

1=1,...,n.Dadov = rie; + - -- + rpey,, segue pelo fato de ¥ ser homomorfismo que
U(w)=r¥(er) + - +rn¥(en) =rius + - - + rpuy, = O(v).

Portanto, ® = W. O

Observacao 3.6.9. Homomorfismos entre 2-mddulos livres de postos finitos podem ser represen-

tados por matrizes, de modo anélogo as transformacdes lineares entre espacos vetoriais.
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Sejam F' e G dois R-médulos livres de postos finitos e seja f : F' — G um homomorfismo de
R-médulos. Suponha que B = {e;...e,} e B’ = {€] ... €}, } sdo bases para F' e G, respectiva-
mente. Para cada elemento e; da base de F', calculamos sua imagem f(e;) em G através de f. Em
particular, cada f(e;) pode ser escrito de forma tnica como uma combinagao linear dos elementos

da base B’ com coeficientes em R. Precisamente,

f(el) = CL116/1 =+ a21e/2 + -+ amle;n

f(e2) = a12€] + ageh + -+ + amael,

flen) = aine| + agnehy + -+ + amnel,

cada a;; € R. A matriz [f]B' := (a; ;) é chamada de representacdo matricial do homomorfismo

f com respeito as bases B e B’. De acordo com a Proposicao [3.6.8] 0 homomorifismo f é com-

pletamente determinado pela matriz [f]2. Observe que [f]5 € uma matriz de ordem m x n cuja

a j-ésima coluna da matriz é composta pelos coeficientes da imagem do j-ésimo elemento da base,

f(ej)-

Exemplo 3.6.10. Seja R = k|[x, y] o anel de polindmios em duas varidveis com coeficientes em um

corpo k e seja f : R? — R3 o homommorfismo dado por

f(p.q) = (py, px + qy, qx).

Denotemos por B = {e1, e2} a base candnica de R? e por B’ = {¢], €}, ¢4} a base candnica de R>.
Calculando a imagem dos elementos da base canonica B de R? e escrevendo-os como combinagio

linear da base B’, temos:
f(el) = f(l,O) = (y,x,O) = ye{l + 1’6’2 + Oeg

f(e2) = f(0,1) = (0,y,z) = 0} + ye5 + wej

Dai, a matriz de f em relagfo as bases candnicas B e B’ é:
y 0
B/
fle == v
0 =z

3.7 Modulos Noetherianos

Definicao 3.7.1. Um R-médulo M é dito Noetheriano se todo submddulo de M € finitamente ge-

rado. Um anel R € dito Noetheriano se o for como R-moédulo (ou seja, todo ideal de R € finitamente
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gerado).

Exemplo 3.7.2. Todo dominio de ideais principais € um anel Noetheriano. Em particular, dominios

euclidianos, corpos e o anel dos inteiros sao anéis Noetherianos.

Exemplo 3.7.3. Todo anel finito é Noetheriano.

Exemplo 3.7.4. Se M é R-médulo Noetheriano e N é submdédulo Noetheriano entdo M /N é R-

moédulo Noetheriano.

Teorema 3.7.5 (Caracterizacdo dos Mdédulos Noetherianos). Seja A um anel e M um A-mddulo.

Sdo equivalentes:

(1) M é Noetheriano.

(i1) Toda cadeia ascendente de submodulos de M se estabiliza.

(iii) Toda familia ndo vazia de submodulos de M possui um elemento maximal com respeito a

inclusdo.

Demonstracdo. Ver [[1, Definition 2.1 e Theorem 2.9]. O

Exemplo 3.7.6. Seja F'(R,R) o anel das fun¢des de R em R. Para cada inteiro positivo n, defina I,
em F'(R,R), como sendo o conjunto das fun¢des f em F (R, R) tal que f(x) = 0 para todo = > n.
Pode-se verificar que [,, é ideal de F'(R,R). A cadeia ascendente

11CIQC[3C"'
ndo estabiliza. De fato, para cada inteiro positivo n temos que a fungao

x—(n+1) ,x<n+1
fo1(z) =
0 ,r>n+1

pertence a I,, 11 mas ndo pertence a [,,. Portanto, F'(R, R) ndo é Noetheriano.
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Figura 3.1: Gréfico das fungdes f2, f3, f1 em F(R,R). Cada fun¢do anula-se apés © = n + 1,

mostrando que a cadeia I; C I, C I3 C --- ndo estabiliza.

Proposicao 3.7.7. Se R é um anel Noetheriano e M é um R-modulo finitamente gerado, entdo M

é Noetheriano.
Demonstracdo. Ver [4), Proposition 1.4] O

Teorema 3.7.8 (Teorema da base de Hilbert). Se R ¢ um anel Noetheriano, entdo o anel de polino-

mios R[x1, ..., xy,) também o é.

Demonstragdo. Ver [[1, Theorem 2.11 e Corollary 2.13]. O
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Capitulo 4
Sizigias

No estudo da dlgebra comutativa e, em particular, na teoria de médulos, surge naturalmente a neces-
sidade de compreender ndo apenas como um conjunto de elementos gera um médulo, mas também
quais sdo as relagdes existentes entre esses geradores. Essas relagdes, que expressam combinacgdes
lineares dos geradores que resultam no elemento nulo, de maneira mais formal, sdo chamadas sizi-
gias. A andlise das sizigias permite investigar a estrutura interna de um médulo com mais profundi-
dade, indo além da simples descricdo por um conjunto de geradores. Esse estudo estd intimamente
ligado a construcdo de resolucdes livres. Além de sua importincia tedrica, o conceito de sizigias
encontra aplicagdes em vdrias dreas. O objetivo deste capitulo € introduzir formalmente o conceito
de sizigia, apresentar exemplos e estabelecer ferramentas para seu cdlculo no contexto de médulos

sobre anéis comutativos.

4.1 Definicao e Exemplos de Sizigias

Sejam R um anel, M um R-médulo finitamente gerado ¢ G = {g1,...,gm} um conjunto de

geradores para M. Considere o homomorfismo sobrejetor
¢:R™ - M, e; — g;.
Dadov = av1e1 + - -+ + apem € R™ temos
P(v) = 191 + -+ + OG-

Dizemos que v = («, ..., quy,) € sizigia de M com respeito ao conjunto de geradores G se v €
ker ¢, ou seja,

a1g1 + -+ + amGm = 0.
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Chamamos o nucleo de ¢ de mddulo de sizigias do R-mddulo M com respeito ao conjunto de gera-
dores G e o denotamos por Syzq(M). Em particular, segue do primeiro teorema dos isomorfismos

a seguinte representacdo para o médulo M
M ~ R™/Syzqo(M).

Gracas a esse homomorfismo, podemos estudar M em termos do R-médulo livre R™ e do seu sub-
modulo Syzq (M ). Uma questdo natural nesse contexto é como descrever os geradores de Syz(M).
Tipicamente, essa € uma questao de natureza muito dificil. A seguir, apresentamos um exemplo bas-

tante ilustrativo.

Exemplo 4.1.1. Para qualquer ideal I gerado por um conjunto G = {f1,..., fi,} em um anel co-
mutativo R, podemos encontrar um conjunto de sizigias de forma imediata. Essas relacdes surgem
diretamente da propriedade comutativa da multiplicacdo do anel (f;f; = f;fi). Para qualquer par

de indices 1 <14 < j < m, a seguinte relacdo é sempre verdadeira:
(=fi)fi+ (f)f;=0

Essa relagdo corresponde a uma sizigia em R™. Se considerarmos a base candnica G =
{e1,...,em} de R™, onde cada e; é uma n-upla com 1 na k-ésima posi¢do e 0 nas demais, po-

demos escrever esta sizigia da seguinte maneira:

3ij = —Jei + fie;.

Essa sizigia tem o elemento — f; na ¢-ésima posi¢do, f; na j-€ésima posicdo, e zeros em todas as
outras. Por exemplo,
— m
3ij = (07"'7_fj7"-7fi7-"a0) e R™.

Essas sizigias, que existem para qualquer ideal, sdo conhecidas como sizigias de Koszul. Elas

formam o primeiro conjunto de relagdes que se pode identificar entre os geradores de um ideal.

Exemplo 4.1.2. Seja R = k[x,y] o anel de polindmios em duas varidveis sobre um corpo K e
considere o ideal I gerado pelo conjunto G = {z,y}. Vamos calcular um conjunto de geradores

para o médulo de sizigias Syzq (). Definimos o homomorfismo
$:R*—> 1, e —x, ey,
o qual, para um par arbitrario (a, b) € R2, é dado por
¢(a,b) = azx + by.
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Observemos que

(—y)-z+(x)-y=—yr+ay=0,

ou seja, 31,2 = (—y, x) pertence a Syzq/([). Assim,
(31,2) € Syzg(I).

Mostremos agora a inclusdo contraria. Seja 3 = (p, ¢) € Syzg([). Por defini¢do, temos
pr +qy = 0. 4.1

Equivalentemente,

PT = —qy. (4.2)

Como (y) é um ideal primo em R e z ¢ (y), a equagdo (.2) implica que g € (x). Logo, existe
u € Rtal que
q = uzx. (4.3)

Substituindo (@.3) em (4.2), obtemos
pr = —uxy,
e como z é nao nulo em R, podemos cancelar x, obtendo
p=—uy. (4.4)
Portanto, a sizigia 3 pode ser escrita como
3=, 0) = (—uy,ux) = u(=y, =) = u312-

Logo, 3 € (31,2). Assim, concluimos que
Syzg(I) = (31,2)-

Exemplo 4.1.3. Seja R = k[z,y] um anel de polindmios em duas varidveis com coeficientes em
um corpo k e I o ideal gerado pelo conjunto G = {z?, xy,y?}. Vamos calcular um conjunto
de geradores para o médulo de sizigias Syz; (/). Nosso objetivo é estudar o médulo de sizigias

Syzq/(I). Definimos 0 homomorfismo
bR -1, e a2 ey, e3>y
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o qual, para (a, b, c¢) € R3, é dado por
#(a,b,c) = ax® + bry + cy.
As relacdes triviais de Koszul entre os geradores 2, zy, y> produzem as seguintes sizigias:

312 = (_xya ':U2> 0)7 31,3 = (—927 Oa ':U2>7 32,3 = (07 —927 xy)

Portanto, temos

(31,2,31,3,32,3) € Syzg(I).

Entretanto, diferentemente dos exemplos anteriores, essas sizigias de Koszul ndo geram todo o

mdédulo de sizigias. De fato, considere ¢ = (—y, x, 0). Temos que
(—y)-2* +z-2y+0-y> = -2’y + 2%y = 0,

logo ¢ € Syzg(I). Contudo, diferentemente do exemplo anterior, essas sizigias de Koszul ndo

geram todo o médulo de sizigias. Por exemplo,
q=(-y ,0)
¢ uma sizigia de I, pois
(—y)z® + (@)zy + (0)y* = —a®y + 2%y = 0.

No entanto, ¢ ndo pode ser escrito como uma combinagdo linear das sizigias de Koszul.

Suponha, por contradi¢do, que ¢ pertenca ao submoddulo gerado pelas sizigias de Koszul. Entao,

existiriam polindmios «, 3,7 € k[x, y] tais que:
g=a-32+0 513+7 323
Escrevendo a primeira coordenada desta equacgdo, teriamos:
—y = a(~ay) + B(—y*) +(0) = —azy — By*.

Isso implica que ax + Sy = 1, em particular, os termos independentes em ambos os lados

devem ser iguais, donde seguiria que 1 = 0, o que € um absurdo. Assim, concluimos que
Syza(I) & (31.2:31.3,32,3),
isto é, as sizigias de Koszul ndo sdo suficientes para gerar todo o médulo de sizigias neste caso.
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Exemplo 4.1.4. Seja R = k[z,y, z] um anel de polindmios em trés varidveis com coeficientes em
um corpo k e I o ideal gerado pelo conjunto G = {yz,xz, zy}.Vamos calcular um conjunto de

geradores para o médulo de sizigias Syzq (/). Primeiro consideramos o homomorfismo
6:R*—>1, el yz ez, e3> Ty,
o qual, para um (a, b, ¢) € R? arbitrdrio, é dado por
o(a,b,c) = ayz + brz + cxy.
Observemos que
—z-yz+y-zz+0-2y=0 e O-yz—y-zz+2 -2y =0.

Concluimos entdo dessas duas igualdades que 31 = (—z,¥,0) e 32 = (0, —y, z) pertencem a
Syzq(I). Em particular,
(31,32) € Syza([).

Iremos mostrar aqui que esta inclusdo é uma igualdade. Para isso, considere 3 = (a,b,c) €

Syzq(I). Entdo, ayz + brz + cxy = 0. Equivalentemente,
ayz = —x(bz + cy) 4.5)
Como zx é elemento primo de R segue que
a = px (4.6)

para algum p € R. Substituindo essa expressdo de a em (4.5)) e efetuando os devidos cancelamentos

obtemos pyz = —bz — cy. Mas, essa igualdade pode ser reescrita como
bz = —y(pz + ¢) 4.7)
Dessa igualdade e da primalidade de y em R segue que
b=qy (4.8)

para algum ¢ € R. Substituindo essa expressdo de b em (4.7)) e efetuando cancelamentos obtemos
qz = —pz — ¢, Ou sgja,
c=—(g+p)z (4.9)
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Assim, das equacdes (@.6), [.8) e (4.9) obtemos:
3= (a,b,¢) = (pr,qy, —(¢ +p)2) = —ps1 — 432
Logo, 3 € (31, 32). Portanto,

Syza(I) = (31,32)-

Exemplo 4.1.5. Seja R = k[z,y, 2] um anel de polindmios em trés varidveis com coeficientes
em um corpo k e I o ideal gerado pelo conjunto G = {x,y, z}. Vamos calcular um conjunto de

geradores para o médulo de sizigias Syzq (/). Primeiro consideramos o homomorfismo
bR —1I, ez ey, ez 2z,
o qual, para um (a, b, ¢) € R? arbitrdrio, é dado por
¢(a,b,c) = ax + by + cz.
Observemos que
Oz—2y+y-2=0, —2-z24+0.-y+z2z-2=0 ¢ —y-z+2-y+0-2=0.

Concluimos entdo dessas trés igualdades que 31 = (0, —2,¥), 32 = (—2,0,2) e 33 = (—y,2,0)

pertencem a Syz (/). Em particular,

(31,32,33) € Syzg(1).

Iremos mostrar que esta inclusdo é uma igualdade. Para isso, considere 3 = (a,b,c) € Syzq(I).

Entdo, ax + by + cz = 0. Equivalentemente,
ax = —by — cz (4.10)

Como (y, z) é um ideal primo em R e = ¢ (y, z), a equagdo (4.10) implica que a € (y, z). Assim,
existem polindmios p, ¢ € R tais que
a=py+qz. 4.11)

Substituindo essa expressdo de a na relagdo de sizigia original, temos (py + gz)x + by + ¢z = 0.

Reorganizando os termos, obtemos
y(pr +b) = —z(qzr + ). (4.12)
Como y e z sdo elementos primos distintos em 2, a igualdade implica que y deve dividir
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(g + ¢). Portanto, existe um polindmio r € R tal que
qxr 4+ c =ry. (4.13)

Substituindo @.13) em @.12)), temos y(pz + b) = —z(ry). Como R é um dominio, podemos

cancelar y para obter px + b = —rz. Agora, podemos expressar b e ¢ em termos de p, q, r:
b=—pr—rz 4.14)
cC=T1Y—qT (4.15)

Reunindo as equagdes (4.11), (4.14) e @.13)), temos:

3= (a,b,¢) = (py + qz, —px — 72,7y — q2)
= T(O’ *Zvy) - Q(*Zvoa x) fp(fy,x, O)
=T31 — 432 — P33-

LOgO’ 3 € <51732)33>' Portanto,
Syza () = (31,32, 33)-

Para qualquer ideal I gerado por um conjunto G = {fi,..., fi,} em um anel comutativo R,
sempre existem as chamadas sizigias de Koszul, construidas a partir da comutatividade do produto
fifj = fjfi- Em alguns casos, essas sizigias sdo suficientes para gerar todo o médulo de sizigias.

A saber, no exemplo #.1.2), o qual o ideal
I'=(z,y) € K[z,y],

tem o médulo de sizigias gerado exatamente pela sizigia de Koszul (—y, z). Todavia, em outros

casos, as sizigias de Koszul ndo bastam. Isso ocorre, como vimos no exemplo (4.1.3)), para o ideal
I = (2? 2y,y?) C Kz, y],
em que o mddulo de sizigias contém elementos como
qg=(—y,z,0) e w=(0,—y,x),

0s quais ndo pertencem ao submoédulo gerado apenas pelas sizigias de Koszul. Nesse caso, € ne-
cessdrio adicionar geradores extras para descrever Syz (/) por completo. Sistemas computacional
especializados, como o Macaulay?2, sdo projetados exatamente para este fim. Utilizando implemen-
tagcdes do Algoritmo de Buchberger para calcular uma Base de Grobner do ideal, o Macaulay?2 pode

determinar de forma algoritmica um conjunto de geradores para o médulo de sizigias.
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4.2 Sequéncias Exatas

As sequéncias exatas constituem uma ferramenta central na dlgebra comutativa, permitindo descre-

ver a relagdo entre diferentes médulos através de homomorfismos encadeados.

Definicao 4.2.1. Uma sequéncia de homomorfismos de R-mddulos
di di—l
---—)Mi+1 — M; — M;—y — ---
€ chamada de sequéncia exata se, para todo ¢, tivermos
Im(dz) = Ker(di_l).

Isso significa que, em cada termo da sequéncia, a imagem do homomorfismo que chega nele coin-

cide com o nicleo do homomorfismo que sai dele.

Sejam M e N R-médulos.

O simbolo M — 0 representa 0 homomorfismo nulo de M para o médulo nulo, que envia
todo elemento de M para 0. J4 0 — M representa o tinico homomorfismo possivel do médulo
nulo para M, que envia 0 em 0.

Uma sequéncia do tipo M £y N — 0 é exata no ponto N se, e somente se, ¢ € sobrejetiva.
De fato, a exatiddo nesse ponto significa que Im(p) = Ker(0), mas o nicleo do homomorfismo
N — 0 é o préprio N, logo Ker(0) = N, e portanto Im () = N.

Uma sequéncia do tipo 0 — M ., N é exata no ponto M se, e somente se, ¢ € injetiva. De
fato, a exatiddo nesse ponto exige que Im(0) = Ker(¢), mas a imagem do homomorfismo 0 — M

¢ o conjunto {0}, logo a condigéo se reduz a Ker(¢) = {0}.

4.3 Sequéncias Exatas Curtas

Definicao 4.3.1. Sejam M, N, P R-médulos. Dizemos que:

A sequéncia exata 0 —» M By N B, p g chamada de sequéncia exata curta a esquerda.
Neste caso, a exatiddo no primeiro termo significa que d; € injetiva.

A sequéncia exata M B, N %, p 4 0 & chamada de sequéncia exata curta a direita. A
exatiddo no ultimo termo implica que dj € sobrejetiva.

A sequéncia exata 0 — M B, N %oy p 0 é chamada de sequéncia exata curta. Aqui, a
exatiddo no primeiro termo garante que d; € injetiva, e a exatiddo no dltimo termo garante que dg é

sobrejetiva. Além disso, a exatiddo no termo do meio implica que im(d;) = ker (dp).

Exemplo 4.3.2. Seja M um R-médulo e N um R-submddulo de M. A sequéncia
0— N-5 M- M/N—0

50



¢ uma sequéncia exata curta. Aqui, ¢ é o homomorfismo inclusdo i(n) = n, que é claramente
injetivo; ja m € a projegdo candnica m(m) = m + N, que é sobrejetiva porque toda classe m + N
tem representante em M. A exatiddo em N significa que Im(0) = Ker(i), o que é verdadeiro; pois,
Ker(i) = {0}; a exatiddo em M significa que Im(i) = Ker(), e de fato Ker(w) = N; e, por fim,
a exatiddo em M /N significa que Im(7) = Ker(0) = M/N.

Teorema 4.3.3. Seja

dp— d d
0— M, == M,_; — - 5 M =% My —0

uma sequéncia exata de K-espacos vetoriais de dimensdo finita. Entdo,

n
> (~1)" dim(M;) = 0.
i=0
Demonstragdo. A sequéncia é exata, logo, para cada i temos: Im(d;) = Ker(d;—1), em que, por
convencdo, d_j e d,, sdo os homomorfismos nulos das extremidades. Pelo Teorema do Nucleo e

Imagem para espacgos vetoriais, sabemos que:
dim(M;) = dim(Ker(d;)) + dim(Im(d;)).
Substituindo Im(d;) = Ker(d;_1), obtemos:
dim(M;) = dim(Ker(d;)) + dim(Ker(d;—1)).

Agora, somamos essa igualdade parai = 0,1,...,n. O termo dim(Ker(d;—;)) com i > 0 apa-
rece novamente como dim(Ker(d;)) na linha seguinte, fazendo com que a soma de todas as linhas
produza cancelamentos simétricos. Nas extremidades, Ker(d_1) = My e Ker(d,) = M,, ja que
os mapas das extremidades sdo nulos. Com essa contagem, ao reorganizar os termos, obtemos
exatamente dim(My) — dim(M;) + dim(Msy) — -+ - + (—1)" dim(M,,) = 0. Ou seja,

n

> (~1)" dim(M;) = 0.

=0

4.4 Resolucoes Livres

As resolugdes livres sdo ferramentas fundamentais na dlgebra comutativa. A ideia central é descre-
ver um médulo como um quociente de um médulo livre, e depois descrever o niicleo desse quociente

também como um quociente de um médulo livre, e assim por diante.
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Definicao 4.4.1. Seja M um R-médulo. Uma resolucdo livre de M € uma sequéncia exata de
R-médulos
Fyio— M 5y % 0

em que cada F; € R-modulo livre. F,, € finita se F; € diferente de zero somente para uma quantidade

finita de indices .
Proposicao 4.4.2. Todo R-mddulo admite uma resolugdo livre.

Demonstracdo. Seja M um R-moédulo. Vamos construir uma resolugao livre de M.

Construcdo de Fj e do mapa Fy — M. Escolha um conjunto gerador S = {m; | i € I} de M.

Defina
Fy = @ Re;,
iel
0 R-médulo livre com base {¢; | i € I'}. Defina g : Fy — M por pp(e;) = m;. Como S gera M,
o € sobrejetivo.

Construgdo de F e do mapa F} — Fy. Considere ker (). Temos a sequéncia exata curta
0 — ker (o) — Fo 2% M — 0.

Escolha um conjunto gerador ' = {z; | j € J} de ker (¢g) e defina

Fy = @Rfj,

jeJ

o R-médulo livre com base {f; | j € J}. Defina ¢; : Fy — Fy por p1(f;) = ;.

Continuagdo do processo. Repetimos o procedimento: para ker (1), escolnemos um conjunto
gerador e construimos um moédulo livre F5 com um mapa o : F» — Fj. Continuando indefinida-
mente, obtemos

i BB RS RS M —0.

Por construgdo, cada F; é livre e a sequéncia € exata em todos os termos. Portanto, M admite

uma resolugdo livre. O

Exemplo 4.4.3. Seja o ideal I = (2%, 2y) no anel R = k[r,y], em que k é um corpo. Uma
resolucao livre de I é dada por

—X x2 x
0 N R (y» ) R2 ( ’ y)

I —0,

em que o médulo R? & livre, gerado pelos vetores (1,0) e (0,1), que correspondem aos geradores
22 e zy de I. O mapeamento R> — I envia (1,0) — 22 e (0,1) ~ zy. Assim, sua matriz

associada é (22, zy). O mapeamento R — R? é dado pela matriz (y, —), que traduz a relagio
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y - x? = —x - 2y ou, equivalentemente,

y -2 —x-xy=0.

Essa relacdo € precisamente a primeira sizigia entre os geradores de I. Dessa forma, a sequéncia

acima € exata, e os mddulos envolvidos sao livres, caracterizando uma resolucdo livre de I.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

O presente trabalho teve como principal objetivo introduzir as ferramentas fundamentais da dlgebra
comutativa necessdarias para o estudo das sizigias. Nos Capitulos 1 e 2, exploramos as estruturas de
anéis, ideais e anéis residuais, que servem de alicerce para a constru¢io de conceitos mais comple-
x0s. A seguir, no Capitulo 3, avancamos para a teoria de médulos, com foco especial nos médulos
livres e nos mddulos noetherianos, que sdo categorias essenciais para a compreensdo das relagcdes
entre geradores.

No Capitulo 4, o conceito central de sizigia foi formalmente definido como a relacio linear
ndo trivial entre os geradores de um mddulo. Demonstramos que o médulo de sizigias atua como
uma medida do quio distante um mddulo estd de ser livre, oferecendo uma visao mais profunda
de sua estrutura interna. Concluimos nossa andlise com o conceito de resolucdes livres e provamos
que todo mddulo possui uma resolucdo livre. As resolucdes livres sdo ferramentas poderosas que
permitem decompor a complexidade de um mddulo em uma sequéncia de mddulos livres mais
simples.

Em suma, este trabalho estabeleceu a base tedrica para a compreensio da estrutura de um mé-
dulo para além de seu conjunto de geradores. O estudo das sizigias e das resolucdes livres oferece
um ponto de partida crucial para investigagdes futuras em dreas como a geometria algébrica, no qual

a complexidade das relagdes entre geradores € um tema central.
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