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RESUMO

Esta monografia visa a tratar da estrutura dos corpos de nimeros e de seus anéis de inteiros, com foco
no grupo de classes; mais especificamente, com o objetivo de estudar a sua cardinalidade, procedendo
da fundamentacao algébrica as construgdes analiticas. Como aplicagdes, mostramos férmulas para o
numero de classes em tipos de corpos de nimeros essenciais para a Teoria Algébrica dos NUumeros:
0S corpos ciclotdmicos, e os corpos quadraticos.

Palavras-chave: Corpos de numeros, grupo de classes, anel de inteiros, teoria dos nimeros.



ABSTRACT

This monograph aims to address the structure of number fields and their ring of integers, focusing on the
class group. More specifically, it aims to study its order, proceeding from the algebraic basis to analytical
constructions. As applications of the theory, we study the class group of two types of fields, which are
essential to Algebraic Number Theory: the cyclotomic fields and quadratic fields.

Keywords: Number Fields, class group, ring of integers, number theory.
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Introducao

Uma das motivagdes centrais da Teoria Algébrica dos Numeros é o estudo de como proprie-
dades aritméticas classicas, observadas inicialmente no dominio dos inteiros Z, se comportam quando
o contexto é ampliado. Ao passar dos inteiros para estruturas mais gerais, no nosso caso, anéis de
inteiros de corpos de numeros, muitas dessas propriedades deixam de ser universais, revelando novas
sutilezas e levantando questdes fundamentais sobre a natureza da aritmética nesses ambientes. Esse
processo de generalizacdo exige o desenvolvimento de ferramentas capazes de descrever e organizar
os fendbmenos que emergem nesse quadro mais geral.

Um dos exemplos mais marcantes dessa mudanga de comportamento ocorre com a fatoracédo
unica em elementos primos, propriedade central dos ndmeros inteiros que nem sempre se preserva
em anéis de inteiros arbitrarios. Este fato é crucial para o aperfeicoamento de técnicas de solugao
para problemas diofantinos usando conceitos de divisibilidade (comegamos o primeiro capitulo com o
exemplo da equacao p = 22 + y2, com p primo), pois frequentemente o estudo de um determinado anel
de inteiros € uma ferramenta poderosa na solugéo de tais problemas. Esta propriedade, porém, nao se
perde por si sé, mas como consequéncia de outra tdo fundamental quanto, mas ndo tao notada: todo
ideal de Z é principal, ou, na denominacgao padrao, Z € um dominio de ideais principais. Visando nao
apenas a determinar quando um certo anel de inteiros € um dominio de ideais principais ou ndo, mas
também medir o qual distante ele esta de sé-lo, surge o grupo de classes, 0 nosso principal objeto de
estudo, cuja cardinalidade queremos, num certo sentido, determinar.

Nosso caminho é dividido em duas etapas, sugeridas pelos titulos dos capitulos: a algébrica
e a analitica. Nao que uma se separe da outra de forma completamente independente. O Capitulo
1 fornece as ferramentas e resultados essenciais separadamente, o Capitulo 2 as junta numa Unica
férmula. No que tange aos capitulos, o Capitulo 1 tem como protagonista o anel de inteiros, a ideia que
generaliza o anel dos inteiros racionais para corpos de nimeros. Discutimos neles sobre a nocao de di-
visibilidade, sobre as propriedades do seus ideais e, a partir disso, definimos 0 nosso objeto de estudo,
o grupo de classes. Ao final do capitulo, damos uma aplicagdo da teoria em corpos ciclotémicos. Para
este, adotamos a ordem e as notacdes da referéncia [6][Chapter 1]. Ja no Capitulo 2, o protagonista
torna-se uma generalizacdo de uma das fungdes mais conhecidas da matematica: a fungéo zeta de
Riemann, que, no nosso caso, generaliza-se para a fungao Zeta de Dedekind. Discutimos as propri-
edades analiticas desta fungédo nas primeiras duas segdes e, na terceira, obtemos o nosso principal
resultado: uma formula que nos permite, quando nao calcular, ao menos estimar a ordem do grupo
de classes. Como adendo, deixamos duas sec¢des, que aplicam esta férmula para os ja menciona-
dos corpos ciclotdmicos, e para os corpos quadraticos. Para este, temos [2][Chapter 5] como principal
referéncia.

Assim sendo, este trabalho ndo é s6 um estudo de um objeto da teoria dos nimeros, mas
também uma amostra do que os pensares algébrico e analitico podem fazer juntos, e ndo apenas
separados.
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Capitulo 1

Parte algébrica.

1.1 Inteiros gaussianos.

Dado um numero primo p diferente de 2, como saber se podemos escrevé-lo como soma de
dois quadrados? Um indicio de que talvez o possamos é se tivermos p = 1 mod 4. De fato, como
todos os quadrados médulo 4 serdo congruentes a 0, ou a 1, e ndo podemos ter a primeira opgéao, para
p impar, é claroque p =1 mod 4 é uma condicio necessaria. O que nao é tao claro é o surpreendente
fato de ela também ser suficiente.

Teorema 1.1.1. Seja p um numero primo diferente de 2, tem-se

p=ad’+b>coma,beZ <p=1 mod 4.

A prova deste Teorema depende do fato de que, no anel
Z[i) = {a+bi| a,b € Z},

a equagao p = 22 + y? reescreve-se como p = (z + iy)(z — iy).
Proposicao 1.1.1. O anel Z[i] é um dominio euclidiano com a fungdo Z[i] — NU{0} dada por o — |x|?.

Em particular, Z[i] é um dominio de fatoragdo unica.

Demonstracdo. Sejam « e € Z[i], queremos mostrar a existéncia de v, p € Z[i], p # 0, tais que
o =B+ p, com |p|*> < B>

E mais que suficiente encontrar ~ tal que
(0.4
— —q| <1
‘ p ‘

E definir p como o — 3. Como Z[i] € um reticulado em Q(%) (gerado pelos vetores 1 e i) e % pertence

. . . L . 08
a alguma malha do reticulado, tomemos v como sendo o ponto do reticulado mais proximo de —. Ora,

p

. L 2 .
& menos da metade da diagonal da malha, isto €, menos de g que é menordoque 1. [

p

Voltando a prova do Teorema 1.1.1, restringimos o problema a provar que um primo p = 1

~ dista de

9
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mod 4 n&o permanece primo em Z[i]. De fato, suponhamos que temos isto provado. Seja
p=ap,
com «, B & Z[i]* e p primo. Definimos a norma de um elemento z = = + iy como sendo
N(z +iy) = (z +iy)(x —iy) = 2> +y* = |2|*.
Pela férmula, vemos que N é multiplicativa e, portanto
p=ap = p* = N(x)N(B).

Por outro lado, «, § ¢ Z[i]* implica N(«), N(f) # 1. Pela fatoragdo Unica em Z, temos N(«) = N(B) =
p. Ora, se « = a + bi é tal que N(«) = p, uma fatoragéo trivial de p em Z[i] &

oa® = (a + bi)(a — bi) = N(x) = a® + b* = p.

Portanto, se um primo inteiro ndo é primo em Z[i], ele é a norma de algum elemento de Z[i], donde é
soma de dois quadrados.

Seja agora p = 1 + 4n, com n € N. Note que = = (2n)! € solugédo da congruéncia

2

—1=2° mod p.

De fato, o Teorema de Wilson nos diz —1 = (p — 1)! mod p, portanto,
—1=(1-2-.-20)[(p—D(p—2)...(p — 2n)] = (2n)!(=1)*"(2n)! = [(2n)!]* mod p.

Desta ultima igualdade, temos p|(z* + 1) em Z, que implica p|(z + i)(x — i), em Z[i]. Mas os nimeros
Tyt sequer sao inteiros gaussianos, donde p divide um produto, sem dividir nenhum de seus fatores,
p P

logo, nao é primo.

Este exemplo, que consiste em resolver a equagao p = 2% + y?, mostra como questdes apa-
rentemente elementares sobre inteiros podem nos levar a questdes sobre divisibilidade em dominios
maiores, e serve como um prélogo do que estamos para fazer: estudar uma teoria de divisibilidade para
anéis mais gerais (na verdade trataremos principalmente de dominios, mas muitas consideracées su-
pdem apenas anéis). Nesse sentido, dois subconjuntos do dominio devem ser encontrados: o conjunto
dos seus primos, e o conjunto das suas unidades. No nosso exemplo concreto, as caracterizagbes sao
relativamente simples.

A proposicéo abaixo descreve o grupo das unidades Z[i]; e € uma consequéncia direta de
estas serem exatamente os elementos de norma 1. Este fato, por sua vez, da-se porque a norma de
um elemento nao-nulo de Z[:] é um inteiro positivo, e, pela multiplicatividade, temos N(ab) > N(a),
qualquer que seja b ndo-nulo. Supondo a uma unidade de Z[i], temos 1 = N(1) = N(a"ta) > N(a), €
portanto temos N(a) = 1. Reciprocamente, se N(a) = 1, temos que @ é o inverso multiplicativo de «, €,
portanto, a € uma unidade.

Proposicdo 1.1.2. Z[i]* = {£1, £i}.

O Teorema abaixo responde quem s&o todos os primos de Z[i]. Antes de demonstra-lo, relem-
bremos do seguinte conceito.
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Defini¢ao 1.1.1. Dois elementos a e b de um anel comutativo com unidade A s&o ditos associados se
a=c¢cb,come € A*.

Teorema 1.1.2. Os primos de Z[i] sdo, a menos de associados:

1) =1+
2) m=a+bi coma?® +b*>=p, sendop primoep =1 mod 4.

3) ™ = p, onde p é primo inteiro e p =3 mod 4.

Demonstracdo. Se 7 ¢ satisfaz 1) ou 2), entdo 7 = «f3 implica p = N(7w) = N(«)N(f), com p primo.
Mas, se «, § € Z[i], entdo N(«), N(f) € Z; donde um destes dois Ultimos é igual a 1 e, portanto, « ou
B é unidade de Z[i].

Sen =p=3 mod4, entdo p = ap = p> = N(«x)N(B); se nem « nem B é unidade de Z[i],
entdo N(«x) = N(f3) = p, o que implicaria p =1 mod 4.

Seja m um elemento primo de Z[i]. Dado que N (7)) = 77 = p1pa ... pn, COM p; primo. Dai, como
7 é primo, e 7 divide o produto p;p- ... p,, tem-se «|p, para p = p;. Mas entdo N(r)|p? = N(mw) = pou
N(m) = p*

Se N(n) = p, entdo m = a + bi = a® + b*> = p. Portanto, se p = 2, = é associado de 1 + i, ou
satisfaz as condi¢des de 2), caso contrario.

Se N(n) = p?, entdo = é associado a p, nesse caso, p = 2 ou p = 1 mod 4 implicaria p =
(a + bi)(a — bi) com a, b € Z, e a0 menos um desses fatores dividiria =, sem ser, no entanto, uma
unidade. 0

Note que a proposicao também responde a questdo de como um certo primo inteiro p fatora-se
em Z[i]. Temos 2 = (1 +4)(1 — i), p = (a + bi)(a — bi), com a®> + b*> = p, se p =1 mod 4 e p primo de
Zl[i], caso p = 3 mod 4. Generalizar esta questao também sera um tépico importante deste trabalho.

Note também que os inteiros gaussianos desempenham no corpo
Qi) ={a+bi] a,b € Q}

0 mesmo papel que Z desempenha em Q. Podemos entio vé-los como "os inteiros de Q[:]". No entanto,
esta nogéo de integralidade s6 faz sentido tomando como base os elementos 1 e i (relembremos que
Q(4) é um espaco vetorial de dimensdo 2 sobre Q, ou, como dizemos, uma extensdo quadratica).
Podemos, no entanto, fornecer uma caracterizagao que independe de escolhas de base.

Proposicdo 1.1.3. Z[i] = {a € Q(i)| 3 a,b € Z tal que &* + ax+ b = 0}

Demonstragdo. Podemos construir um polinémio z2 + ax + b que tenha um zero no elemento ¢ + di
de Q(i) simplesmente tomando a = —2c e b = ¢ + d*. Logo, se c e d sdo inteiros, também o0 sdo a e
b. Reciprocamente, como 4b = (2¢)? + (2d)? e ¢ = _7& com a € Z, temos (2¢)? = (2d)? = 0 mod 4,
donde o denominador de d é, no maximo, 2. Utilizando, novamente, que os inteiros mddulo 4 sdo 0 ou
1, temos que c e d sao inteiros. O

Esta proposicao leva-nos a seguinte generalizagéo.

Defini¢ao 1.1.2. Seja K|Q (ou K O Q) uma extenséo finita de corpos. Dizemos que K é um corpo de
numeros algébricos, ou apenas corpo de numeros. Um elemento a de K é dito ser um inteiro algébrico,
ou apenas um inteiro de K, se f(a) = 0, para algum f(x) € Z[x] ménico. O conjunto dos inteiros de K
€ chamado o anel de inteiros de K.
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No nosso exemplo, obtivemos uma completa descrigcdo das unidades e dos primos do anel de
inteiros de Q(4¢). No entanto, os métodos utilizados para Q(:) ndo funcionam em geral. Por exemplo,
Q(v5) = {a + bV/5| a,b € Q} também é um corpo de nimeros. Porém, a fungdo correspondente a
norma neste corpo, dada por N (a+bv/5) = a? — 5b%, ndo o torna um dominio euclidiano. Para lidar com
anéis de inteiros de corpos de nimeros mais gerais, precisaremos de mais ferramentas.

1.2 Integralidade

Ressaltamos que, neste trabalho, a palavra anel sempre significa anel comutativo com unidade.

Definicao 1.2.1. Seja A C B uma extensao de anéis. Um elemento b € B é dito ser inteiro sobre A se
f(b) =0, para algum f(x) € Alx] mbnico. Dizemos que o anel B é inteiro sobre A se todos os seus
elementos sdo inteiros sobre A.

Gostariamos de que o conjunto dos elementos de B que sao inteiros sobre A fosse fechado
para as operacoes de B, ou seja, fechado para a soma e o produto. lIsto é, felizmente, verdade.
Contudo, ndo é nada imediato, e depende de uma reinterpretacdo da nocao de integralidade, que,
inclusive, depende também do resultado abaixo, que vem da Algebra Linear.

Lema 1.2.1. Sejam A uma matriz (r x r) com entradas num anel e A* = ((—1)"7 det A;;) a sua matriz
adjunta. Tem-se
AA* = A" A =det A- L.

Além disso, para x = (z1,...,x,) um vetor arbitrdrio com entradas neste mesmo anel, tem-se
Ax =0=det A-2 =0.

Proposicao 1.2.1. Finitos elementos b, ...,b, € B s&o inteiros sobre A se, e somente se, Alby, ..., b,]
é um A—mddulo finitamente gerado.

Demonstracdo. Seja b € B inteiro sobre A e f(x) € A[z] um polindbmio ménico de grau n > 1, tal que
f(b) = 0. Pelo algoritmo da divisdo de polinbmios, podemos escrever qualquer g(z) € A[z] como

g(x) = q(x) f(x) + r(2), deg(r(z)) <n.
Dai, temos
gb) =r(b) =ap+arb+ - +a,_1b""", a; € 4;

disso se conclui que 1,b,...,b" ! é um sistema de geradores de A[b].

Suponhamos o resultado provado para todo inteiro positivo menor ou igual an — 1, onde n > 1.
Desde que b, € inteiro sobre A, tem-se b,, inteiro sobre R = A[by,...,b,_1]. Se &, ..., & formam um
sistema de geradores para R (por hipotese de indugdo, existe um tal sistema, com r < o0), f(z) €

Alz] C R[] é tal que f(b,) = 0 e deg(f(z)) = p, entdo &y, ...&, 1,by, ..., bP~t formam um sistema de
geradores para R[b,| = Alby, ..., b,]. Temos entdo provada a primeira implicagao.
Assumamos agora que Alby,...,b,] € finitamente gerado e que wy,...w, € um sistema de

geradores. Seja b € Alby,...,b,] arbitrario, tem-se

r
bw; = E aijwj, Qi € A.
Jj=1
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No conjunto das matrizes r x r com entradas em A[by,...,b,], consideremos a matriz bI — (a;;), a
igualdade acima nos diz que
w1
(I = (ai;)) | + | =0,
Wr
donde
w1
det(b[ — (au)) =0.
Wr

Portanto, temos det (bl — (a;;))w; =0, parai =1,...,r. Mas entdo o polindmio f(t) = det(tl — (ai;)) é
monico, pertence a At] e tem b como raiz, donde b é inteiro sobre A. O

Desta proposicao, obtemos que, se b1,...,b, séo inteiros sobre A, entdo qualquer elemento b
de A[by,...,b,] também o é, pois A[by,...,b,,b] também sera um A-médulo finitamente gerado. Em
particular, obtemos que, se b, e b, sdo inteiros sobre A, também o sdo b; + b € biby. Podemos também
mostrar a seguinte proposi¢ao.

Proposicao 1.2.2. Sejam A C B C C duas extensées de anéis. Se C é inteiro sobre B e B ¢é inteiro
sobre A, entdo C é inteiro sobre A.

Demonstragdo. Tomemos c € C' e ¢™ +bic" ! +---+ by, comb; € B. Seja R = Alby,...,b,]. Teremos
R[c] como um R-modulo finitamente gerado. Se B é inteiro sobre A, entdo, em particular, cada b;
¢ inteiro sobre A, donde R[c] também é finitamente gerado como um A-moédulo e, pela proposi¢éao
anterior, ¢ € inteiro sobre A. O

Do que acabamos de provar, temos que o0 conjunto
A = {b € B| b é inteiro sobre A}

€ um subanel de B. Chamamos este subanel o fecho integral de A em B. Dizemos que A é integral-
mente fechado em B se A = A. Se A for um dominio, com corpo de fragdes K, entdo o fecho integral
Ade Aem K é chamado a normalizagdo de A. Quando estivermos nos referindo a este fecho integral
e tivermos A = A, diremos apenas que A é integralmente fechado.

Tratemos desta Ultima situagédo especifica, isto é, quando temos A um dominio, K o seu corpo
de fragdes, e A integralmente fechado. Sejam L|K uma extensao finita e B o fecho integral de A em
L. Sely,...,l; € L sado inteiros sobre B, entdo, para cada [;, obtemos um polinbmio moénico com
coeficientes em B, que tem [; como um zero. Agrupando todos os coeficientes desses tais polinbmios
numa sequéncia finita «4, ..., «,, e denotando 2 = Afw, ..., ], temos, pela Proposi¢céo 1.2.1 que
Ally, ..., 1] € um A-modulo finitamente gerado. Ocorre que 2 € um A-mdédulo finitamente gerado, e,
portanto, também o é A[l4,...,lx]. Como temos A[l1,...,lk] = Alor, ..., 0tm, b1, ..., 1], entdo Iy, ... 1
sao0 todos inteiros sobre A, e temos B integralmente fechado em L.

Proposicao 1.2.3. Cada elemento B € L é da forma

combe Beac A.
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Demonstracao. De fato, se
a7tﬁn+"'+a16+a0207

coma; € Aea, # 0, entdo b = a, é inteiro sobre A, pois podemos multiplicar a equagio para 3 por
an~! e obter
(anB)" +...a (anB) + a6 =0.

O

Observacao 1.2.1. E dtil observar que, como A é integralmente fechado, um elemento 3 € L é inteiro
sobre A se, e somente se, seu polinbmio minimal (sobre K ) pertence a Alzx].

Duas fungdes aparecem como ferramentas poderosas no estudo dos inteiros de L.

Definicao 1.2.2. O trago e a norma de um elemento x € L s&o, respectivamente, o trago e o determi-
nante da transformacgéo linear
mye: L — L, — zx,

como um K —espago vetorial. S4o denotados, respectivamente, por Trp |k € Ny, .

Uma outra forma de definir o trago e a norma, é como os coeficientes a; € a,, no polindmio
caracteristico
fo(t) = det(tld — my) = t" — art" ' + -+ (=1)"an

de m,. Além disso, como (m, + m,) = ms; + m, € mg, = m, o m,, obtemos homomorfismos
Y Y Yy )
TI'LIK L — K, NL\K LY — K*7

como grupos aditivos e multiplicativos.

No caso de L|K ser uma extensdo separavel, obtemos uma interpretagédo do trago e da norma,
em termos da teoria de Galois.

Proposicdo 1.2.4. Se L|K é uma extensdo separavel e o : L — K percorre todos os K-monomorfis-
mos de L em K, o fecho algébrico de K, entdo:

i) fu(t) =11, (t = o(x)).
i) Tr(o) =5, o(ex).
i) N(x) =11, o(x).
Demonstragcdo. Afirmamos que o polindmio caracteristico f, satisfaz
fo(t) = pa(t)?, comd = [L : K(a)],

onde ¢ (t) € o polinbmio minimal de « sobre K.

De fato, escrevamos
Palt) ="+ et 4

Tem-se que 1, «,...,x™~! formam uma base para K (o), visto como K-espago vetorial. Se z1,..., 24
formam uma base de L, visto como K(«) espago vetorial, entdo xy,z1«x, ..., z10™ L xo, ... wga™ 1
formam uma base para L, visto como K espaco vetorial. Apliquemos m, nos elementos desta base,
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temos
ziod L, j<m-—1.

-
ma(z; ) L
—CmTi — Cp—1T; X — -+ —crx; T, g =m — 1.

Em coordenadas, temos

m(i—1)+5+1

m(i—1)4j T .
T 0,..., 1 ,eee,0), j<m-—1.
mu(0,..., 1 ,...,0)= (1)t it
T .
0,..., —¢m ,---,—¢1,0,...,0), j=m—1.

Disto se conclui que a matriz de m, na base supracitada é diagonal por blocos, cada bloco sendo igual

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1
—Cm —Cm—-1 —Cpm-2 - —C

Ora, o polindmio caracteristico desta matriz & justamente ¢ (t), donde fica claro que f(t) = @« (t)%.

Seja agora H(L|K) o conjunto dos K-monomorfismos de L em K. Como a extensdo L|K é
separavel, a extensdo L| K («) também é separavel, donde a relagéo

oc~T S o(a) =T()

particiona H(L|K) em m classes de equivaléncia, cada uma com d elementos, dai, se o1, ..., 0, for-
mam um sistema de representantes de classes, tem-se

fat) = pal) = [[¢ —ai@) =] [T ¢ -7 =" [I -olx).
=1 1=17~0o; geH(L|K)

Os outros dois itens seguem diretamente do primeiro. |

Corolario 1.2.1. Numa torre de extensées finitas M |L|K, com M|K separavel, tem-se

Trae = Trrjg o Tragn, Naupg = Nipjx © N

Demonstracao. O conjunto dos K-monomorfismos de M num fecho algébrico de K, denotado por
Homp (M, K), é particionado pela seguinte relagéo

oc~TES ol =T|L

em m = [L : K] classes de equivaléncia. Se o, ..., 0, definem um sistema de representantes dessas
classes, entdo Homg (L, K) = {o;|z|i = 1,...,m} e, portanto

Trag (@ Z Z ox = ZTI"J Mo, L(0iT Zngr]\ﬂL = Trp g (Trag (7).

1=1 o~0;
(Il

Defini¢ao 1.2.3. Dada uma base w4, ..., «, da extensdo separavel L| K, definimos o seu discriminante
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como
d(oq, ceay O(n) = det((aiocj))2,

em que o; varia sobre todos os K -monomorfismos de L num fecho algébrico K de K.
A matriz (Trp x (x;;)) é o produto das matrizes (o, x;)" € (0«;), donde podemos escrever
d((Xl, ey (Xn) = det(TrL‘K(ocicxj)).

Caso tenhamos uma base do tipo 1,6,...,0" !, entdo a matriz que define o determinante é a matriz de
Vandermonde

1 6, ... g1
1 6y ... 0371
16, ... 61

(em que 6; = 0;0) cujo determinante é

11065 —6:)?,

i<j
obtido ao multiplicar as (n — 1) primeiras colunas por 6; = 6 e subtrai-las cada uma da seguinte.

Proposicao 1.2.5. O discriminante de uma base de uma extensao separavel é sempre ndo-nulo. Além
disso (x,y) — Trp x (vy) define uma forma bilinear ndo-degenerada de L, como K -espago vetorial.

Demonstragcédo. A bilinearidade de Tr(zy) € suficientemente clara, mostremos apenas que é nao-
degenerada. Sendo ¢ um elemento primitivo de L| K, isto é, tal que L = K (), tem-se que 1,6, ...,0"~!
é uma base com respeito a qual a forma é dada pela matriz M = (Trp (6°16771)); j—
portanto, ndo-degenerada, pois

.....

det M = d(1,0,....6"~) = [](6; - 6.)> #0,

i<J
em vista de 0; = 0,0 # 0, se o; # 1d.

Como provamos do decorrer do que antecede que o discriminante da base 1,6,...,6"" 1 é
nao-nulo, o discriminante de uma base arbitraria sera igual a det M multiplicado pelo quadrado do
determinante de uma matriz de mudanca de base, que é ndo-nulo. |

Voltemos agora ao dominio A, com corpo de fragbes K, integralmente fechado e com fecho
integral em L (com L|K extens&o finita e separavel) dado por B. Como todos os conjugados de um
elemento inteiro sobre A sdo também inteiros sobre A, temos

TrL|K(x),NL‘K(x) € A, Vx € B.
Além disso, para o grupo de unidades B*, temos
x € B" & N(x) e A™.

De fato, a primeira implicag&o é trivial e, se N(z)a =1,coma € A, entdo x (a [or14 o(a:)) = 1, donde
r € B*.

O resultado a seguir nos mostra uma boa utilidade do discriminante.
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Lema 1.2.2. Sgja oy, ..., «, uma base de L|K contida em B, cujo discriminante é d. Temos

dB C Aoy + ... Ax,.

Demonstracdo. Basta notar que, se « = a;; + -+ + a,x, € B, com a; € K, entdo 0s a;’s sdo
solugbes do sistema linear definido por

TI‘L|K(OCiOC) = ZTI'L\K((XZ'(Xj)aj-
J

Ora, como Try x(x) € A, para x inteiro sobre A, entdo os a;’s sdo quocientes de elementos de A pelo
determinante det(Trz & (o;;)), que é igual a d, donde do € A, pelo Lema 1.2.1. O

Definicao 1.2.4. Um sistema de elementos w1, ...,w, € B tal que todo b € B pode ser unicamente
escrito na forma

b=ajw +...apwy,

coma; € A, é chamado uma base integral de B sobre A, ou apenas uma A-base de B.

Note que, se tal base existe, entdo ela &€ também uma base de L|K, pois independéncia linear
sobre A implica a independéncia linear sobre K e a Proposi¢édo 1.2.3 nos garante que ela também gera
a extensdo. Nao podemos, no entanto, mostrar que tal base existe em geral; por outro lado, no caso
em que A € um dominio de ideais principais (por vezes escrito D.I.P.), temos um resultado mais geral.
Para prova-lo, porém, precisaremos da

Proposicéao 1.2.6. Se M é um mddulo finitamente gerado sobre um dominio de ideais principais, entao
todo submddulo de M é finitamente gerado.

Esta proposicédo é um caso particular da Proposigéo 6.2 da referéncia [1], cuja prova omitiremos.

Proposicao 1.2.7. Se L|K é finita e separavel e A é um D.I.P., entdo todo B-mddulo finitamente gerado
M # 0 contido em L, também dito B-submddulo de L, é um A-mddulo livre de poston = [L : K|, o que
denotamos por rank(M) = n. Em particular, B admite uma base integral sobre A.

Demonstracdo. Sendo «y,...,«, uma base de L|K, multiplicando-os por um elemento de A, se
necessario, ver Proposicédo 1.2.3, podemos supor «; € B. PeloLema 1.2.2,temosdB C Ao+ - -+ Ay,
em que d é o discriminante da base «y, ..., «,, em particular, rank(B) < [L : K]. Por outro lado, um
sistema de geradores de B como um A-mddulo € também um sistema de geradores de L. como um
K-mbédulo (também pela Proposigdo 1.2.3); como L|K nao pode ser gerada por menos de [L : K]
elementos, entdo temos rank(B) = [L : K].

Seja agora p1, - . ., i UM sistema de geradores do B-mdédulo M # 0. Mais uma vez, utilizando
a Proposicéo 1.2.3, podemos obter a € A tal que ap; € B, qualquer que seja i, de modo que aM C B.
Portanto,
adM CdB C Ax; + ... Ax,.

Pela Proposicao 1.2.6, temos que adM é finitamente gerado, e livre, visto que Ax; + ... Ax, € livre,
donde M também satisfaz essas condicdes. Finalmente,

[L: K] = rank(M) < rank(M) = rank(adM) < rank(Ao; + ... Aw,) = [L : K].
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A partir de agora, ao invés de falarmos "uma base integral de B sobre A", falaremos apenas
"uma base integral de L|K". Como tais bases podem ser dificeis de produzir, o resultado abaixo é util.

Proposicao 1.2.8. Sejam L e L' duas extensées de Galois do corpo K, {w1,...,w,} € {w},...,w,,}
bases de L|K e L'|K, respectivamente, de discriminantes d e d’. Suponha LN L' = K. Entdo ® =

{wiwli =1,...,n;5 = 1,...,m} € uma base para LL' (o corpo gerado pela unido L U L') e d(D) =
dm,d/n.
Demonstracao.

Como os elementos de LL’ sdo somas finitas de produtos zy, comz € Ley € L/, entdo D é
de fato um conjunto gerador do espago vetorial LL'|K. Visto que L|K e L'|K sdo extensdes de Galois
eLNL = K,tem-se que & : Gal(LL'|K) — Gal(L|K) x Gal(L'|K), dado por ¢ — (o|L,0|r), €
um homomorfismo de grupos. Caso &(o) = (Id,Id), sendo [ um elemento de LL’, podemos escrever
[ =) cijwiw}, com ¢;; € K. Dai, temos

o() =Y olcij)o(w)o(w)) =Y cjwiw =1,

donde o = Id e S é injetivo. Além disso, se (o0,7) € Gal(L|K) x Gal(L'|K), entdo o e T podem ser
estendidos a automorfismos de um fecho algébrico fixado K de K, digamos & e 7. Temos as seguintes
relacoes

Qr

|k =6lonr = Tloar = 7k = 1d,
6(L)y=Le7(L')= L', pois L|K e L'|K sdo normais.

Com isso, podemos definir o K-automorfismo ~ de LL’' dado pela agdo combinada de ¢ e 7, que
satisfaz &(y) = (o, 7). Portanto, G é sobrejetivo. Como a imagem de & tem nm elementos, entdo
[LL : K] =|Gal(LL'|K)| = nm, donde © é uma base de LL'|K.

Quanto ao discriminante da base D, pelo que foi dito acima, ele é o quadrado do determi-
nante da matriz nm x nm dada por M = (oyw;niwj), com Gal(LL'|L") = {o1,...,0,} € Gal(LL'|L) =
{71,...,™m}, donde se tem Gal(LL'|K) = {o17;}. Ora, a matriz M pode ser vista como uma matriz
m x m, com entradas ((, j) iguais ao produto Qrw}, sendo () a matriz (oxw;). Isto &, podemos escrever

2

2
/ !
Ianlel Ianlem

Q 0
0 @
det M? = det ) det

0o . . Q Inanmwll ce me’:n
Escrevamos Tiw; = a;; € A = (a;;), note que a primeira linha de A é igual a

(an 0o ... 0 a2 ... QAim 0o ... 0),

havendo sempre n — 1 zeros entre ay; € a;(;+1). Note que, se trocarmos a segunda coluna de A pela
n + 1-ésima, a terceira pela 2n + 1-ésima, e assim por diante até a m-ésima, obtemos a linha

(CLH a2 o Q1 0o ... O)

Note que, fazendo isso, criamos um bloco n x m, composto pelos m primeiros termos da linha acima, e
mais n — 1 linhas nulas, além disso, todos os termos da primeira linha apés a1,, sdo 0. Olhemos agora
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para a n + 1-ésima linha da nova matriz, ela € igual a

(a21 a9 a9m 0 0)

Trocando a segunda linha com a segunda coluna, temos um novo bloco n x m, composto pelas duas
primeiras linhas da matriz A e n — 2 linhas nulas, além disso, todos os termos na segunda linha apés
asm 880 0. Continuando este processo até trocarmos a m-ésima linha pela (m — 1)n 4+ 1—ésima linha,
obtemos um bloco que coincide com a matriz A, seguido a direita de um bloco m x n nulo, e abaixo por
um bloco nulo de tamanho m(n—1) x m. Executando 0 mesmo processo com a matriz do bloco restante
repetidas vezes, chegamos a uma matriz diagonal por blocos, cujos blocos sao todos iguais a A, cada
um dos quais precisou de 2(n — 1) trocas para ser construido, disso se conclui que o determinante da
matriz

Inxnmiw) ... Inxnmiwl,
InxnTmw} ... TmWh,
€ (det A)". Portanto, temos
d(®)=d"d™.

O

A nossa aplicacéo de maior interesse destes resultados sobre integralidade consiste no fecho
integral O C K de Z, em que K € um corpo de numeros. Pela Proposicao 1.2.7, todo O x-modulo
contido K admite uma Z-base «;, ..., «,. Como matrizes de mudanca base de Z-mddulos tém deter-
minante +1, entdo, dado um Z-mddulo a C K, dado por uma base «y, ..., «,, podemos definir

d(a) =d(ou,..., o)

como o discriminante do médulo a. Em especial,
Definicao 1.2.5. O discriminante de uma base integral da extensdo K|Q é chamado discriminante de
K, e pode ser denotado por di, Dx ou D(K).

Em geral, vale o resultado abaixo.

Proposicao 1.2.9. Se a C o’ sdo dois O i -mddulos contidos em K, entdo a é um subgrupo de indice
finito de o', e vale
d(a) = |a’/a|?d(a).

Esta proposigéao é um corolario direto do lema abaixo.

Lema 1.2.3. Sejam M, um grupo abeliano livre, de posto n e M um subgrupo que também é de posto
n. Tem-se que |My/M| é finito e igual ao médulo do determinante de qualquer matriz de mudanga de
base de M, para M.

De fato, pois um Z-mddulo finitamente gerado pode ser visto como um grupo abeliano finita-
mente gerado. Este ultimo lema, por sua vez, € uma consequéncia do Teorema abaixo.

Teorema 1.2.1. Seja M um grupo abeliano livre de posto r. Entdo todo subgrupo N de M é livre e
de posto s < r. Além disso, existe uma base {1, ..., u.} de M e inteiros positivos a4, . . ., «, tais que
{11, .., € uma base de N.

Com efeito, o médulo do dito determinante ndo varia com mudancas de base. A prova deste
ultimo Teorema encontra-se em [8][theorem 1.16].
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1.3 lIdeais

Assim como ocorre em Z, qualquer elemento ndo-nulo do anel de inteiros O que ndo seja
uma unidade admite uma fatoracao em irredutiveis (que, neste contexto, podem também ser chamados
primos). De fato, se « # 0 ndo é ele proprio irredutivel, entdo & = 8, com § e v ndo-unidades, donde
temos

1 < [Nkol(B)| < [Ngo(a)], 1 < [Nkjo(y)| < [Nkjg(e)l;

portanto, podemos provar a decomposi¢cao em fatores primos argumentando por indugdo na norma
(que é um inteiro, para um elemento do anel de inteiros). No entanto, tal fatoragédo nem sempre € Unica.
Por exemplo, no anel de inteiros Z[/5] de Q(v/—5), temos

2.3=6=(14+v=5)(1 - V=)

A ideia agora é contornar este problema com uma nova teoria de divisibilidade, na qual substituiremos
os elementos de O pelos seus ideais.

De comecgo, fagamos algumas consideragdes sobre a estrutura de Ok
Definicao 1.3.1. Um anel é dito noetheriano se todos os seus ideais sdo finitamente gerados.
Teorema 1.3.1. O anel Ok é noetheriano, integralmente fechado e todo ideal primo p # 0 é maximal.
Demonstracao. O fato de Ok ser noetheriano decorre da Proposigao 1.2.6. Desde que Ok € o fecho
integral de Z em K, tem-se que O é integralmente fechado.

Seja p um ideal primo ndo-nulo de D x. Tem-se que p N Z é um ideal primo de Z, isto €, da
forma pZ, com p um primo inteiro. Seja agora y € p, tem-se

y " +ay" 4+ +a, =0, coma; € 7.

Ora, reduzindo esta ultima equag¢éo mddulo p, concluimos que a,, = 0 mod p. Seja agora x um ele-
mento arbitrario de O . Novamente, x satisfaz uma equagao

2™ 4+ bz™ 4. b, =0, b € 7.
substituindo = por [ + h onde h € p, e b; por r; + pk;, com k; € Z, tem-se
0=(1+h)"4 (ri+pk)(I+R)™ "+ r, +pky =™+ 0™+ .. .r,, modp,

donde os elementos do dominio O = D /p séo todos algébricos sobre k = Z/pZ. Portanto, O resulta
de adjuntar a k£ uma quantidade finita de elementos algébricos. Como k& € um corpo, entdo O também
€ corpo, € isto finaliza a prova. O

O lema abaixo € por vezes Util, em vista de Oy ser noetheriano.

Lema 1.3.1. Um anel é noetheriano se, e somente se, toda cadeia ascendente de ideais é estacionaria.

Demonstracdo. Seja R um anel e I um ideal de R, que néo é finitamente gerado. Tomemos um
elemento a € I, se (a) # I, entdo tomamos as € I = (a3) e consideramos I; = (aq,az), que é também
um ideal de R, contido em I. Continuando indutivamente este processo, construimos uma cadeia
ascendente

LELCLC - ChL S,
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violando o fato de toda cadeia ascendente de ideais de R ser estacionaria.

Reciprocamente, se todo ideal de R é finitamente gerado, tomemos I; C I, C ... uma cadeia
ascendente de ideais. Seja J = |J.—, I,. Tem-se que J é um ideal e, por hipétese, é finitamente

n=1-""n
gerado. Seja ay,...,a, um sistema de geradores, com a; € Iy,. Tomando N = max{Iy,}, temos
a; € Iy, qualquer que seja i. Mas, entdo, vale 7 C Iy, donde J = Iy. Logo, paran > N, tem-se I, = 7J,
donde R é noetheriano. ]

As propriedades estabelecidas pelo Teorema 1.3.1 s&o o alicerce da teoria de divisibilidade que
estamos para expor. Esta foi desenvolvida primeiramente por Dedekind, o que motiva a

Definicao 1.3.2. Um dominio de Dedekind € um dominio noetheriano, integralmente fechado, no qual
qual todo ideal primo ndo-nulo é maximal.
Primeiramente, trabalharemos com um dominio de Dedekind arbitrario O, ao invés de Og.

Utilizaremos, via de regra, Ok, ou apenas £, para o0 anel de inteiros de um corpo de nimeros.

Defini¢ao 1.3.3. Sendo a e b dois ideais de O, dizemos que a|b (Ié-se a divide b) se b C a. Definimos
a soma dos ideais a e b como
{a+b:aca,beb}

Por fim, definimos o seu produto como
<00
ab:{Zaibi:aiea,bieb}.
i=1

E imediato que a + b é também o menor ideal contendo a e b, isto &, o seu maximo divisor
comum. Da mesma forma, temos a N b como o seu minimo multiplo comum. Nosso objetivo é mostrar
que, com a soma e o produto de ideais, temos o0 que os elementos de O podem néo ter: a fatoragao
Unica.

Lema 1.3.2. Para todo ideal a # 0 de O existem ideais primos ndo-nulos p1, . .., p, tais que

pl...pnga.

Demonstracdo. Seja 91 o conjunto dos ideais de O que nao satisfazem a dita propriedade. Supo-
nhamos que M # (. Do fato de toda cadeia ascendente de ideais de O ser estacionaria, deduz-se
que, com a relacdo de ordem induzida pela inclusao, todo subconjunto totalmente ordenado de 9t tem
uma cota superior. Pelo Lema de Zorn, 9t possui um elemento maximal a. Ora, a ndo pode ser um
ideal primo. Por definicdo, existem elementos by, b, € O tais que b1by € a, mas by,bs ¢ a. Definamos
a; = (b1) +aeay = (b2) +a. Teremos a C a1, a C az, mas a,a, C a. Pela maximalidade de a, a; € a3
precisam conter ao menos um produto de ideais primos; isto, porém, implicaria que a contém o produto
desses produtos, o que é uma contradi¢éo. O

Este lema foi o primeiro passo na dire¢édo do nosso objetivo, o segundo é o lema abaixo.

Lema 1.3.3. Sejap um ideal primo de O, defina
p ' ={recK|xpC O}
Tem-se ap~—! # a, para todo ideal a # 0.

Demonstragcado. Sejama € p — {0} e p;...p, C (a) C p, com r 0 menor natural possivel. Se p; ¢ p,
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para todo 7, entdo existem a;’s em cada p; — p, tais que a; . .. a, € p, 0 que € uma contradicao, visto que
p é primo. Dito isso, ao menos um dos p; esta contido em p, digamos p;. Visto que p; € um ideal primo,
tem-se p; = p. Visto que pa,....p, Z (a), existe b € po,...,p, tal que b ¢ aO, donde a=1b ¢ O. Por
outro lado, bp = bp; C (a), donde a~'bp C O = a~1b € p~L. Concluimos, portanto, que p~—* # O.

Seja agora a um ideal e «;, . .., &, um sistema de geradores. Assumamos ap~! = a. Teremos

S pfl = TX; = Z(lij&j, coma;; € 0.
J

Sendo A a matriz (zd;; — a;;), tem-se

X1
Al | =0=(detA)a; =0,V

Kn

pelo Lema 1.2.1. Mas O é um dominio, logo, isso s6 pode acontecer se det A = 0. Portanto, x € uma
raiz do polindmio f(t) = det(td;; — a;;) € O[t]. Como, por defini¢do, tem-se O C p~*, disso se conclui
p—l — D O

Agora podemos, finalmente, provar o resultado a que visdvamos.

Teorema 1.3.2. Todo ideal de O, diferente de (0) e (1), admite uma fatoragdo Unica, a menos de
reordenacdo, na forma

a=Pp1...Pn,

em que p; € um ideal primo ndo-nulo de O.

Demonstracado. Existéncia. Seja Mt o conjunto dos ideais diferentes de (0) e (1) que ndo admitem
uma fatoragdo em ideais primos. Suponhamos 9t # (). Por um argumento analogo ao da prova do
Lema 1.3.2, concluimos que existe um elemento maximal a € 9. Como O é noetheriano, a esta
contido em algum ideal maximal p. Dai, temos

OCp'=aCap ' Cpp ' CO.

Por outro lado, a C ap~t ep C pp~! C O, pelo Lema 1.3.3. Como p € um ideal maximal, deve

=

valer pp~! = . Ora, a € maximal em 9 e a # p, donde ap~! # O; de fato, se ap~! = O, entdo
a=ap 'p = Op = p, violando as hipéteses sobre a. Portanto, o ideal ap~! admite uma fatoragdo em
ideais primos, donde também a admite, pois se tem a = ap~'p = p; ... p,-p.

Unicidade. Para um ideal primo p, vale
abCp=aCpoubCp,

ou, noutras palavras,
pla ou plb.

Sejam
a=p1...pr=49q1...qs

duas fatoragdes de a em ideais primos. Entéo p;|q;, para algum ¢, digamos q; = q;. Dado que g € primo
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e, portanto, maximal, tem-se q; = p;. Multiplicando por p~!, obtemos

Po...Pr=10q2...(s.

Prosseguindo indutivamente, obtemos r = s e, portanto, apés uma possivel renumeracao, tem-se
p; = q4, para todo i. O

Agrupando juntos os ideais que se repetem na fatoracdo (note que o produto entre ideais é
comutativo), obtemos uma representagéo de um ideal a # 0 como

T
a=]]py. comy; > 0.
i=1
Se o ideal a em questao for principal e a for um de seus geradores, escrevemos a = (a). Ao escrevemos
gue dois ideais a e b sdo coprimos, isto €, o seu maximo divisor comum € (1) = O, escreveremos
(a,b) =1,a0invésdea+ b = 0.

Se a; e a, séo ideais coprimos, entao
aias = ap MNas.

Com efeito, a;a; C a;Nay éimediato. Sejaa € a,Naz, cOMO a;+a; = O, temos (a,+az)(a) = O(a) = (a);
como (a, + az)(a) = a;(a) + a,(a), € ambas as parcelas sao ideais contidos em a; as, temos a inclusédo
reversa. O resultado para uma quantidade n arbitraria de ideais coprimos segue facilmente por inducéo.

Portanto, se O for um dominio de Dedekind que também é um dominio de fatoragédo Unica,
sendo p um ideal primo de ©, tome um elemento = € p. Se 7 ndo € irredutivel, entdo (7) C (m),
em que 7 |m. Argumentando igualmente com m; e prosseguindo indutivamente, obtemos, por O ser
noetheriano, que p contém um elemento irredutivel r,,. Como, num dominio de fatoragdo Unica, todo
elemento irredutivel é primo, entdo o ideal gerado por =, também é primo, e portanto maximal, donde
T, gera p, e todo ideal primo de O é principal, logo, todo ideal de O é principal. Que todo dominio de
ideais principais € um dominio de fatoragdo Unica € um resultado classico. Portanto, um dominio de
Dedekind é um dominio de fatoragdo Unica se, e somente se, for um dominio de ideais principais. Isto
sera de muita importancia daqui para a frente.

O resultado abaixo € mais geral, e vale para qualquer anel (comutativo com unidade).

Lema 1.3.4 (Teorema chinés dos restos). Sejam O um anel, A, ..., A, C O ideais tais que A; + A; =
O, sempre quei # j, e = (., A;. Entdo

0)T = é O/ A;.

i=1

Demonstragado. Consideremos o homomorfismo definido por

n

U:0— é(’)//lq;, U(a) = @(a mod A;).

i=1 =1

Tem-se ker ¥ = B. Resta mostrar que ¥ é sobrejetivo. Suponhamos primeiro n = 2. Visto que existem
a1 € az, tais que
a1 € A1, as € Ay ear +as =1,

tem-se que, se X = x; @ x5 € A; & Ay, entdo ¥ (zqas + z2a1) = X.
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Para o caso geral, afirmamos
A; + ﬂ .Aj =0.
i
De fato, para cada j # i, existe u; dv; € A; ® A;, tal que u; +v; = 1. Ao expandir os termos do produto

[T +vy),
j
cada termo sera da forma (alguma colegéo de u;’s)(alguma colegdo de v;’s). Se algum u; aparece no
termo, entdo ele pertence a A;, se nenhum aparece, pertence a ﬂ#i A;. Portanto, tem-se

1=]]u +v;) € Ai+ ) A,
J j#i

donde a afirmacao fica provada.

Da afirmacao, portanto, temos que, para cada i, podemos tomar y; tal que
y; =1 mod A;, y, =0 mod A;, com j # i.

Disso se concluique, se X =z1 ®z2 @ -+~ Dz, € P, O/ A;, entdo U(z1ys + - + 2nyn) = X. O

Queremos agora introduzir uma nogao de inverso multiplicativo para os ideais de um dominio
de Dedekind O.

Definicao 1.3.4. Um ideal fracionario do corpo de fragbes K de um dominio de Dedekind O é um
O-submddulo de K finitamente gerado. A multiplicagdo entre ideais fracionarios é definida do mesmo
modo com que definimos a multiplicacdo de ideais de O

A caracterizacao abaixo é util para a prova que queremos fazer.

Proposicao 1.3.1. Um O-submddulo a de K é um ideal fracionario se, e somente se, existe c € O — {0}
tal que ca C O.

Demonstracé@o. Seja a um O-submddulo de K finitamente gerado, isto é a = @,_; ;0, z; € K. Visto

que K € o corpo de fragdes de O, entdo podemos escrever x; = %, com a;, b; € O e b; # 0. Definindo
c=0by...b., temos '

T

ca=a=Pa][p)0c0

i=1  j#i

Reciprocamente, suponhamos ca C O, com ¢ € O — {0}, € a um O-submédulo de K. Seja
0o € O, tem-se oca = c(oa) C ca, donde ca € um ideal de ©. Como O é noetheriano, o Lema 1.3.1
implica que ca é finitamente gerado como um ideal de O, o que equivale a ser finitamente gerado como
um O-submédulo de K. O

Proposicao 1.3.2. O conjunto dos ideais fracionarios de K formam um grupo, o grupo ideal Ji de K.
A identidade deste grupo € o elemento (1) = O, e oinverso de a € Ji €

a!'={zr € K|za CO}.

Demonstracao. A associatividade e a comutatividade sao claras da definicdo de produtos de ideais.
Além disso a(1) = a. Seja p um ideal primo de ©. O Lema 1.3.3 nos dizque p C pp~*, donde pp~—! = O,
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visto que p é maximal. Portanto, se a = p; ...p, € um ideal inteiro, entdo b = p;*...p 1 é um inverso
de a. Reciprocamente, se ba = O, entdo b C a~! e za C O implica zab C b; esta Ultima implica = € b,
posto que ab = O. Temos entdo provado que b = a~!.

Sejam agora a um ideal fracionario qualquer e ¢ € O — {0} tal que ca C O. Visto que ¢ 'a~! é
o inverso de ca, temos aa~! = (ca)(ca)~! = O. O

Corolario 1.3.1. Todo ideal fracionario a tem uma tnica fatoragdo na forma
a= H p”(p)7
p

em que v(p) € Z e v(p) = 0, a menos de uma quantidade finita de ideais y.

Demonstracédo. Todo ideal fracionario a pode ser escrito como um quociente a = b/c de dois ideais b
e cde O. O Teorema 1.3.2 nos diz que b e ¢ possuem fatoracdes em ideais primos, donde derivamos
a fatoragao de a, como afirmada no corolario. Desde que a fatoragéo € Unica para b e ¢, ela também é
Unica para a O

Dizemos que um ideal fracionario a € principal se a = aO, com a € K. Os ideais fracionarios
principais formam um subgrupo do grupo ideal, denotado por P;. E a partir destes dois grupos que se
define 0 nosso objeto de maior interesse.

Defini¢ao 1.3.5. O grupo de classes do corpo K, denotado por Cly, é o quociente J [ Pk .
O grupo de classes, junto do grupo das unidades O*, completa a sequéncia exata
10" K" — Jgx—Clg —1.
a—aO

O grupo de classes mede o quanto o mapa a — aO tende a expandir os elementos. Explicamo-lo: se,
por exemplo, |Cl| = 2, entdo um ideal fracionario arbitrario tem 50% de chance de ser principal; se, no
entanto, |Clk| = 100, terd apenas 1%. Por outro lado, o grupo das unidades O* mede o quanto este
mapa tende a contrair os elementos, visto que a© = aO, qualquer que seja ¢ € O*. Infelizmente, em
se tratando de dominios de Dedekind arbitrarios e seus corpos de fragées, ndo temos absolutamente
nenhum controle sobre a estrutura destes grupos. Porém, para corpos de nimeros e seus anéis de
inteiros, algumas finitudes importantes podem ser estabelecidas. Para tanto, precisaremos reinterpre-
tar, novamente, os elementos de um corpo de numeros. Desta vez, como pontos num reticulado num
R-espaco vetorial.

1.4 Reticulados

Definicao 1.4.1. Seja V um R-espaco vetorial de dimensdon e E = {ey,...,en} (m < n) um subcon-
junto linearmente independente de V. O conjunto 9t das combinagées lineares inteiras dos vetores de
E é dito um reticulado de dimensdo m em V' ; o conjunto E é dito uma base de 9. Caso m = n, isto é,
caso E também seja uma base de V', dizemos que 9t é completo, sendo incompleto, caso contrario.

Exatamente como acontecia com Z-mddulos (pois reticulados também o sao), dois conjuntos
linearmente independentes {ey,...,en}, {f1,--., fm} geram o mesmo reticulado se, e somente se, séo
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conectados por uma matriz unimodular, isto é

f1 €1
-:CE’

fm €m

com C uma matriz inteira, de determinante +1.

Nao nos é conveniente que a nossa Unica definicdo de reticulado dependa de uma escolha de
base. Precisamos, portanto, de uma caracterizacao que independa de tal escolha. Facilmente se nota
que os reticulados estao contidos na classe dos subgrupos de R™, queremos mostrar agora que eles
estao contidos numa classe mais especifica: a dos subgrupos discretos. Lembremos que, na estrutura
métrica padrao de R", isto é, com a distancia entre dois vetores z, y definida por d(z,y) = ||x — y||, em
que ||z|| = v/(z,z) e (-,-) denota o produto interno canénico, um conjunto é dito discreto quando sua
interse¢ao com qualquer bola B(r) = {y € R™ : ||z|| < r} centrada na origem é finito.

Lema 1.4.1. Como um subconjunto de R™, um reticulado 9 é discreto.

Demonstracdao. Se 9 for um reticulado incompleto, podemos completar a sua base a uma base
de R™, teremos 9t como um subgrupo do reticulado determinado por essa base. Dito isso, podemos
restringir nossa demonstragéo a reticulados completos. Seja {ey,...,e,} uma base de M, tomemos
2 um vetor ndo-nulo no complemento ortogonal do subespaco gerado por {es,...,e,}. Ndo podemos
ter (x,e;) = 0, donde podemos definir o vetor f; = (z,e;) 'z, que também pertence ao complemento
ortogonal supracitado e satisfaz (f1,e;) = 1. Procedendo desta forma para cada i de 1 a n, formamos
um conjunto de vetores {f1,..., f»} tal que

1 i=j
<fi76j> = ) )
0 i#j

Sejaz=ajer +...,ane, € MNB(r). Temos ||z|| < r e ar = (z, fx), para k = 1,...,n. A desigualdade

de Cauchy-Schwartz nos da
lak| = [z, fi)l < |21 - [ fell < rllfell

Como a ultima expresséo a direita ndo depende de z, hé finitas possibilidades para ax, € 0 lema esté
provado. O

Abaixo, seguem algumas definigdes e resultados importantes sobre reticulados.

Definicao 1.4.2. Sejam X C R", com X # () e z € R™. O translado de X por = é o conjunto dos pontos
na formax + z, comzx € X, e é denotado por X + z

Definicao 1.4.3. Seja {ey,...,e,} uma base de um reticulado 9. O conjunto dos pontos na forma
oae; + -+ mem, com o, € [0,1)

é dito um paralelepipedo fundamental do reticulado 9.

Lema 1.4.2. Seja T um paralelepipedo fundamental de um reticulado completo 9. O mapa
2T, =T+z z€M,

satisfaz:
T.=T, & z="2,
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2# 2 =T, NT, =1,

U T, = R™.

zeM

Demonstracdo. Digamos que a base usada para construir T seja {e1, ... e, }.
Sejax = xje1 + -+ - + x,e, UM elemento arbitrario de R™. Definamos k; maior inteiro menor que «;,
para cada i. Temos «; = k; + f3;, em que 0 < 3; < 1. Dai, temos

r=(Bre1 + -+ Bnen) + (krer + -+ + knen).
O ponto (kie; + -+ + kne,) pertence a M. Como a escrita o; = k; + B; € Unica, cada ponto z € £5¢
pertence a um unico T, o que finaliza a prova. |

Lema 1.4.3. Para todo r > 0, tem-se que o conjunto {z| T, N B(r) # 0} é finito.

Demonstracao. Utilizemos a mesma notacdo da demonstracdo anterior.
Tomemos d = ||e1|| + -+ + ||en]|- S€ u = ctier + -+ - + e, € T, entdo

llul] < callex]] + -+ anllen|] < d.
Se z € um ponto na intersegdo de T, com B(r), entdao z = u + z,comu € T e z € M. Logo,
2]l < [l=[| + || = ull <r+d e zeB(r).

Pelo Lema 1.4.1, ha finitos z possiveis, portanto, pelo Lema 1.4.2, ha finitos T, possiveis. O

Enfim, temos a caracterizagdo que desejavamos.

Lema 1.4.4. Todo subgrupo discreto de R™ é um reticulado.

Demonstracao. Denotemos por & o subespaco de gerado por M. Digamos m = dim &. Sejam
{e1,...,ex} uma base de & e M, o reticulado determinado por esta base. Como todos os e;’s sdo
combinagdes lineares inteiras de elementos de M, temos que My € um subgrupo de 9. Como cada
elemento de 9t pode ser escrito como = = u, + z,, em que z, € My e u, € T, 0 paralelepipedo
fundamental de 91, construido através da base acima, temos u, € 9, para todo z em 9. Visto que
T é limitado e 9 é discreto, existe em 2t um conjunto finito de representantes de classe médulo 9ty
dois a dois ndo congruentes; ou seja, |t/9My| = k < oo. Pelo Teorema de Lagrange, aplicado ao grupo
M/My, temos kx € My, qualquer que seja = € M. Mas entdo M é um subgrupo do reticulado gerado

pelos vetores k~le; ...k~ te,,. Pelo Teorema 1.2.1, M tem uma base {fi,..., fi}, com [ < m. Visto
que os vetores ey, . .., e, s@0 linearmente independentes sobre R e M, C M, os vetores fi,..., f; sS40
linearmente independentes sobre R. Portanto, 9t é um reticulado. O

A seguir, damos critério para decidir se um reticulado €, ou ndo, completo.

Teorema 1.4.1. Um reticulado 9t de R™ é completo se, e somente se, existe um conjunto limitado
UcCR"talqueR" =, cqn U + 2.

Demonstracdao. O Lema 1.4.2 nos diz que podemos tomar U como um paralelepipedo fundamental
de 9M, caso este seja completo. Demonstremos a volta por contraposicdo. Sejam 9t um reticulado
incompleto e U € R™ um conjunto limitado arbitrario. Visto que U ¢é limitado, existe algum namero real
positivo r, tal que ||u|| < r, para todo u € U. Visto que 9 é incompleto, o subespago M, gerado por I
€ um subespaco proprio. Dai temos que o complemento ortogonal M’ possui um vetor ndo-nulo, donde
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possui vetores de comprimento arbitrariamente grandes. Seja y' € M’ tal que ||y’|| > r. Se tivéssemos
Yy =u+z,emqueu e U e z € M, adesigualdade de Cauchy-Schwartz nos daria

ly'[17 = /s = ' u) < lyll - Nl < rllyll = llyll <7,

uma contradicao. O

Seja agora (-,-) : V x V — R qualquer forma bilinear simétrica positivamente definida de um
espaco euclidiano V' de dimenséo n (podendo, inclusive, ser V.= R" e (-, -) o produto interno candnico).
Podemos estabelecer em V uma nog&o de volume. Nao entraremos em muitos detalhes quanto a isso,
deixamos porém, a referéncia [3][chapter 1]. O volume do cubo unitario

Dy = {x1€1 + ... 7Tpen| T; €10,1)}

gerado por uma base ortonormal ey, ..., e, por vol(®y) = 1, Se vy,...,v, S80 vetores linearmente
independentes em V, entdo o cubo unitario gerado por eles é definido por

O = {z1v1 + ... 2pvn|T; €10,1)}

e seu volume é
vol(®) = | det A]

em que A = (a;;) € a matriz de mudanca de base de ey, ..., e, para vi, ..., v,. Como temos

((vi,v5))ij = Zaikajz<ek,ez> = <Z aikajk> = AAL.
.. k

k,l
ij

Podemos, portanto, escrever
vol(®) = | det((v;, v;))|2.

Seja T o reticulado gerado por vy, ...,v,. Temos & como um de seus paralelepipedos fundamentais, e
definimos
vol(T") = vol(®).

Como as matrizes de mudanca de base de um reticulado tém determinante +1, esta definicdo ndo
depende da escolha de base.

O volume de um conjunto "arbitrario" X é definido como a integral

| Idettwi ol
X

Também néo entraremos em detalhes sobre a finitude ou infinitude desta integral. Em nossas aplica-
¢bes, o conjunto X sera sempre "suficientemente amigavel", quase sempre caracterizado por desigual-
dades simples, de modo que esta integral pode ser tomada como a integral de Riemman. Além disso,
em vista do Lema 1.4.2, podemos cobrir qualquer conjunto limitado por uma unido finita de translados
de um paralelepipedo fundamental de um reticulado completo 91, o que inclui os retangulos da defini-
¢ao da integral de Riemmann. Utilizando esta ideia, sendo » > 0 um numero real, A = vol(9) e N(a)

~ ~ . 1 1\"
a fungdo que conta quantos pontos de a9t estdo contidos em X, como vol (Tsm> = <r) vol(9M),

temos A
vol(X) = lim N(r)—

r—00 rn
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Passamos agora ao Teorema mais importante desta secao. Porém, antes de enuncia-lo, defini-
mos alguns conceitos.

Definicao 1.4.4. Um subconjunto X de V é dito simétrico se, para todo x € X, tem-se —x € X. E é
chamado convexo se, dados x,y € X, 0 segmento de reta {ty + (1 — t)z|t € [0,1]} esta contido em X .

Teorema 1.4.2 (do espago convexo de Minkowski.). Sejam 9 um reticulado completo no espacgo V,
A = vol(9M) e X um conjunto limitado, simétrico e convexo de volume vol(X) > 2"A. Existe um
elemento ndo-nulo de 9t em X.

Demonstracdao. Afirmamos inicialmente que, se Y C V é um conjunto limitado cujos translados
Y, =Y + z por vetores do reticulado 2t sdo dois a dois disjuntos, ento vol(Y) < A.

De fato, consideremos T um paralelepipedo fundamental de 9. Pelo Lema 1.4.2, temos Y =
U_.con T--, dai
vol(Y) = ZVOI(Y NT_,) =vol (T N (U Yz)) < vol(T).

Sey=u—z,comycYeuecT, entdoy+zeT,evice-versa;logo,temos Y NT_, =Y, NT. Portanto

vol(Y) = ) vol(Y. NT).
zeM

Dado que os translados Y. séo disjuntos dois a dois, as interse¢des Y, N T também o sdo, donde o
lado direito dessa igualdade é a soma de volumes de subconjuntos de T', que ndo pode ser maior que
vol(T'), pelo que a afirmagéo fica provada.

2 2

1 . C . .
ter todos os translados §X + z dois a dois disjuntos. Disto se tem que existem z1, x5 € X, 21,20 € M,
tais que

. 1 I ~
Voltemo-nos agora a prova do Teorema. Dado que vol (X) = — vol(X) > A, ndo podemos

1 1
2’1#22851’14’21:5:1724’22,

donde
1 1
Z1 — k9 = 51’2 — 51‘1.
Do fato de X ser simétrico e convexo, tem-se
1 1 1 1
T2 — 571 = ;o2 + S (—71).

2 2 2 2
Donde 0 # z; — 25 € M N X. O

Para simplificar as notagdes de resultados posteriores, trocaremos a tradicional notagéo vol(X),
que mantivemos nesta secao, para apenas v(X).

1.5 Teoria de Minkowski

Para esta secao, consideremos K um corpo de numeros de grau n, isto é [K : Q] = n < co. A
notagcéo Gal(M|P) € usada para significar o grupo de Galois da extenséo M |P.

Seja K¢ =[], C, em que ][ C é o C-espaco vetorial das uplas de elementos de C indexados
pelos monomorfismos 7 : K — C. Definamos

J: K — K¢, Ja = (1a),.
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Podemos equipar K¢ com um produto escalar hermitiano, dado por
<'T7 y> = Z TrYr.

O termo hermitiano se deve as seguintes propriedades, satisfeitas por H(z,y) = (z,y): H(ax + by, z) =
aH(xz,z)+bH(y, 2), H(z,y) = H(y,z), H(xz,x) > 0, se z # 0; todas facilmente verificadas.

Tem-se Gal(C|R) = {Id, ¢}, em que € é a conjugagao complexa. A acédo de ¢ sobre os ele-
mentos de ¢ é definida por z, — Z=. Definimos Ky = [[. C* como sendo o subconjunto de K¢ fixo por
Gal(C|R), isto é, fixo por €. Tem-se, portanto, (z;), € Kr < 2z, = Z7 = Z; = 27.

Afirmamos que Kr é um R-espago vetorial de dimensé&o finita. De fato, sendo a,b € R e
(2:)r, (22)T € K¢, tem-se az, + bz, = aZz; + bz = az=+ bz=. Além disso, uma base de Ky € claramente
dada pelo o conjunto dos elementos de K tais que z, = 1 e z, = 0, para 7 # p, com p percorrendo
todos os 7’s reais, unido com o conjunto dos elementos nas formas z, = zz = 1, 0U 2, = i, 25 = —i, €
zr = 0, para T # o, onde o percorre todos 0s 7’s complexos.

Visto que Ta = Ta, qualquer que seja a € K, temos Ja € Kg, para todo a € K. Além disso,
podemos definir a fungéo Tr : Kr — R dada por )z, (visto que z. + 27 € R); denotando por Trx|g @
fungéo trago do corpo K, temos Tr o J = Trg p. Temos entdo o mapa comutativo

J
K Kr
Trg |0 ‘Tr
Id
Q———R

A restricdo de (-,-) a Kr x Kg define um produto escalar em K, isto é: (z,y) = (y,z) = >y, =
Z‘r Yrdr = ZT Yrxr € <y,CL‘> = <$7y> = ZT Yr&r = Z?y?m? = <‘T7y>; a relagéo <$7$> 7é 01 para x # 0, é
herdada diretamente de K. A métrica associada a esse produto escalar € chamada métrica candnica
de Kg.

Defini¢ao 1.5.1. Chamamos o espaco Kr 0 espaco de Minkowski associado ao corpo K.

A proposi¢do abaixo nos fornece uma escrita mais conveniente para o espag¢o de Minkowski.
Para facilitar a notagao, sejam p1, ..., ps 0s monomorfismos reais de K (cuja imagem esta contida em
R) € 01,07 .. .04, 07 0S seus monomorfismos complexos, de modo que s + 2t = n

Proposicao 1.5.1. A transformagédo

fiKe = [[R=R"*

dada por

fl@) = (zp,...,2p,,Rexs, , Imz,,, ..., Rex,,, Ima,,)
€ um isomorfismo. Este isomorfismo transforma o produto escalar (x,y) em (xz,y) = > & (fz)-(fy)-,

onde x, =1,ser éreal, e x, =2, seT é complexo,

Demonstracao. Visto que as fungdes Re e Im sdo R-lineares, segue-se imediatamente que f é uma
transformacéo linear. Claramente se tem ker f = {0}, donde f € um isomorfismo. O restante se conclui
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de

Ty) =Y @l = pryp + Z ToVo + 15Y5) pryp + 2ZRexaya =
Z:prp +2 Z Rex,Imy, + 2 Z Imz,y,
:Z(XT fﬂ? T fy)-r

O

O produto escalar (z,y) transfere a métrica canénica de K para R**2t. O volume definido a
partir de (z,y) (denotado por ') difere do obtido a partir do produto interno canénico de R**+2¢ (aqui
chamado volume de Lebesgue) por um fator 2¢; isto é, se X € Kg, f(X) € suaimagem por f em Rs+2¢,
v(X) é o volume de X na métrica candnica e v (f(X)) € o volume de Lebesgue de f(X) entao

v(X) = (f(X)) = 2'vL(f(X)).
Neste trabalho, usaremos sistematicamente a métrica candnica.

A proposigao abaixo relaciona os ideais de £ x aos reticulados do espago de Minkowski.

Proposicao 1.5.2. Seja a um ideal ndo-nulo de Oy. EntdoT = Ja é um reticulado completo de Kg.
Além disso, tem-se
) = V]dk||OK/al

Demonstracao. Do fato de a ser um ideal de Ok e, mais particularmente, um subgrupo de Ok, deduz-
se que a € um Z-moddulo livre de posto menor ou igual a n = [K : Q]. Para todo = ndo nulo pertencente
a a, tem-se que zO é submédulo de a, de posto n, donde a também tem posto n. Seja «, ..., «, uma
Z-base de a. Tem-se Ja=ZJ 1 + -+ + ZJ .

Seja 11, ..., 7, alguma enumeracao dos monomorfismos de K para C. Pela Proposicao 1.2.9,
sabemos que a matriz A = (m )1 Satisfaz

d(a) = det A* = |D g /a|*dx.

Por outro lado, ela também satisfaz

- (Z TiO(lﬁO(k> = (T, Tow)).

Ik

Portanto, temos
|det A] = | det((T o, T i)

Visto que v(T") = | det A|, temos o resultado provado. O

Esta proposi¢éo nos permite provar o Teorema abaixo, que serd uma ferramenta bastante util
mais adiante.

Teorema 1.5.1. Sejam a um ideal ndo-nulo de Ok e {c.; ™ monomorfismo de K para C} um conjunto
de numeros reais positivos tais que ¢, = c= €

ITe-> (3) " Vidliow/al
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Entéo, existe a € a — {0}, tal que |Ta| < ¢,, qualquer que seja 7.

Demonstragédo. O conjunto X = {(z;),;|2-| < ¢.} é convexo e simétrico. Podemos computar o seu
volume através do isomorfismo f. Tem-se v(X) = 2'v(f(X)), onde f(X) é dado por

{(mT) € HR||J;p| < Cp a2 +aZ < c?,}

T

Este volume, por sua vez, é dado por

c1 Cps
/ dwpl'"/ dxpé//dmgld:(;o_l. //dwatdmat
_c —Cpg <c2

z2 +ac <c2

__os, t
—27THCT.
T

Obtemos, entao

’U(X)_Q‘H_fﬂ'fHC > 25Tty f /|d 1Ok /al =2"(T)

Aplicando o Teorema 1.4.2, temos que existe um ponto Ja € X N Ja, com a # 0, e isto finaliza a prova.
(I

Convém também expormos uma versao multiplicativa da teoria de Minkowski. Se restringirmos
J a K*, obtemos um homomorfismo de grupos de K* para K¢ = [[. C*. A conjugacao complexa ¢
age em K¢ do modo que ja definimos. Definindo a fungdo N : K¢ — C* dada por (z;), — []., 2, temos
outro homomorfismo de grupos. Verifica-se que N o J : K — C* coincide com a norma Ng/q.

Definimos [ : C* — R por z — In |z|. Temos que ! € um homomorfismo de grupos sobrejetivo.
Além disso, ! induz um homomomorfismo sobrejetivo £ : K& — [].R. Podemos ainda restringir a
funcdo Tr a [ ], R, e obteremos o diagrama comutativo

ko —I ke LR

Nk N Tr
Id !

Q* Cc* R

A acdode ¢ em ] Rreduz-se a z; — 27 Temos

(L(z)2)r = (]2 ]))r = (n]z2]) = L(z0)s,

donde a agdo de ¢ comuta com L e z € [[_R é fixo por € se, e somente se, a sua pré-imagem por £
também é. Ora, o subconjunto de K¢ fixo por € é justamente K. Também temos

)T)ZHZT HZT:>N ZTT HZT_ TT)

donde a acdo de ¢ também comuta com N. Além disso, se (z;), € Kg, entdo N((z;),) € R*. Visto
que imagem de 7 esta sempre contida em Kg, tem-se JK* C Kg, € podemos reescrever o diagrama
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acima como
g —7 K —5 I, R*
NK\Q N Tr
Id l
Q* R* R

emque [, R* é o subgrupo
{(ZT)T € HR|ZT = ZT} .

Sejam ps, ..., ps todos os 7’s reais e 01,571, ...,0:,0; todos os pares de 7’'s complexos. Com
esta enumeracgao, podemos escrever

[Ir=]]®=]]®>
T 14 o
donde obtemos []. R* como o subgrupo

HR x {((z,7)5)s|z € R}.

Identificando cada tupla (z,z) com o nimero real 2z, obtemos um isomorfismo ¢ : [[, Rt —
Rs*t, Identificando £ com g o £, e Tr com Tr o g, obtemos o diagrama

K J K £ R+t
Nkjo N Tr
I (N S B
no qual £ e Tr se escrevem como
L(z:)r = (In|zp |y, ]2, [, 10|20, %, ..., In |20, %)
© s+t

Tr(x) = Z Z;.

Note que, se = = Ly, entéo

You I - |y, [7) = In [N (y)].

Te(x) =) Infysl + Y nlyol® = |y, | ... |y,
P o
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1.6 O numero de classes

Queremos aplicar a teoria de Minkowski para mostrar que |Clx| < oo, sempre que K € um
corpo de numeros. Para tanto, seja a # 0 um ideal de O, consideramos a sua norma absoluta

N(a) = Ok /al.
Pela Proposigédo 1.2.9, este indice é finito e, caso a seja um ideal principal (a), entdo

De fato, se wi, . ..,w, é uma Z—base de Ok, entdo aws, ..., aw, é uma Z—base de a. Se A = (a;;) é a
matriz de mudancga de base tal que aw; = Z;;l a;jw;. Pelo Lema 1.2.3, temos | det A| = |Ox /al e, por
definigdo, det A = Nk|g(a).

Proposicédo 1.6.1. Sea =[];_, v}’ é a fatoracdo em ideais primos do ideal a C O, entdo
N(a) = [ 9pa)™.
=1

Demonstracdo. Sendo p; e p; sao ideais primos distintos de O, temos p;+p; = Ok, donde 1 € p;+p;.
Sendo m,n > 1 nimeros naturais, elevando esta Ultima equagcdo a N > m,n e usando bindmio de
Newton, temos 1 € pi’ + p’*. Desse modo, o Lema 1.3.4 nos permite concluir

DK/Cl = @DK/pivi.
=1

Podemos, portanto, reduzir a prova ao caso a = p¥, com p um ideal primo.

Afirmamos que, na sequéncia
2
p2p 229",

cada ideal é distinto do seguinte e cada quociente p?/pit!t é um O /p-espago vetorial de dimensao
1. A primeira parte se deduz da fatoragdo Unica. Seja a € p* — ptt e b = (a) + p**l. Tem-se
p’ D b D pitl. Por outro lado, b # p implicaria que p~ib é um divisor proprio de p = p‘tip~¢, que
¢ um ideal primo. Portanto, tem-se b = p’. Ou seja, qualquer elemento de p; pode ser escrito como
a soma de um elemento de (a) com um elemento de p**!, donde todo elemento do grupo quociente
p’/pit! é da forma ka, com k € Ok. Se k € p, entdo ka € p'*! e ka = 0. Definindo, portanto, ka = ka,
em que k € Dk /p (aqui estamos usando a mesma notagédo para uma classe em O /p e um dos seus
representantes), temos p?/p*t! como um Ok /p-espago vetorial e {a} como um conjunto gerador, logo,
uma base.

Provada a afirmagéo, temos p/p**! = O, /p. Podemos, portanto, concluir

1O/p%| = 19/pllp/p?] .. [p" /P = (DK :p)(P : p%) ... (""" 1 p) = N(p)".

Esta proposi¢ao implica diretamente na multiplicatividade da norma absoluta, isto é

MN(ab) = N(a)MN(b).
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Podemos, portanto, estender 91 a um homomorfismo

MN:Jg > R
definido em todos os ideais fracionarios a = [, p**, v, € Z. O proximo lema € uma ferramenta impor-
tantissima na prova da finitude do grupo de classes.

Lema 1.6.1. Para fodo ideal a # 0 de O, existe a € a — {0}, tal que
T\ —t
N < () Vidx(a)
Demonstracdo. Dado um ¢ > 0, escolhamos numeros reais ¢, € R~g, com ¢, = ¢7, tais que

[Ter=(5) Vidaon +2,

O Teorema 1.5.1 nos diz que existe a € a — {0}, satisfazendo |7a| < ¢,. Ora, 0 conjunto
X ={z € Kg| |z <c¢;}

¢ limitado; como Ja é discreto, sua intersegdo com X é um conjunto finito. Como, para cada ¢ > 0,
obtemos um a € a — {0}, tal que Ja € X, deve existir a € a — {0} tal que

Nia(@| = [Tiral < (5) " Vidwn(a).

O

Teorema 1.6.1. O grupo de classes Clx = Ji/Px € finito. Sua ordem h = (Jx : Px) € chamada
numero de classes de K.

Demonstracdao. Afirmamos que, para cada primo p € Z, o conjunto de ideais primos p de Ok, tais
que p NZ = pZ é finito. Mais do que isso, se é ndo-vazio, entdo estes ideais sdo justamente os ideais
primos que dividem o ideal (p) = pO k.

De fato, se p N Z = pZ, entdo p € p, logo, tem-se p|(p). Reciprocamente, se p|(p), entédo
pZ = (p)NZ C pNZ = qZ, com g primo, donde p = ¢. Visto que a fatoracdo em ideais primos tem
sempre um namero finito de fatores, existem apenas finitos ideais primos satisfazendo p N Z = pZ.

Se p é um ideal primo de Ok, entdo Ok /p é uma extensao finita de Z/pZ (p N Z = pZ) e,
portanto,
N(p) = [Ox/p| =p’.

Visto que a quantidade de pares (p, f), com p e f inteiros positivos, satisfazendo p < C, com C uma
constante positiva, é finita, tem-se que existe uma quantidade finita de ideais primos de O, com norma
limitada.

Como todo ideal de O admite uma unica fatoragdo como produto de ideais primos e a norma
€ multiplicativa, também sao finitos os ideais de O que possuem norma limitada.

Seja [a] uma classe em Clx, queremos mostrar que existe a; € [a], tal que

N(ay) < M = (g)_t Vdx].
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A Proposicao 1.3.1 e o Teorema 1.5.1 nos fornecem elementos v € Ok — {0} e « # 0, tais que
b=va"'COk,xcbe
[ Nijo()|9(b) ™" = N(ab™") < M,

pelo Lema 1.6.1. Podemos tomar a; = oy~ 'a e finalizar a prova. O

1.7 O Teorema das unidades de Dirichlet.

O nosso objetivo nesta secao é estudar a estrutura do grupo das unidades de O k. Considere-
mos 0 homomorfismo £ no diagrama (construido na Secéo 1.5),

K* K [1, R*
Nk N Tr
Id !
Q* R* R

Chamamos a imagem LK} o espaco logaritmico de K. Se ¢ € K*, escrevemos l(¢) = (L o J)z.
Chamamos I(¢) a representagéo logaritmica de e.

Notemos que, sendo e £ € O% 0 mapa ¢ — I(¢) ndo é injetivo. De fato, se ¢ € uma raiz da
unidade, entdo o médulo de qualquer o(¢) é 1, se 0 : K — C é um monomorfismo, de modo que
l(e) = 0. Dai, o primeiro passo para utilizarmos o mapa ¢ — I(¢) no estudo da estrutura do grupo de
unidades de O3, é discutirmos a estrutura do seu nucleo.

Consideremos o € O3, um elemento do nucleo de o — [(x), que denotaremos por W. Como a
imagem J9O k é um reticulado em K e a condigéo I(x) = 0 equivale a

loi(o)| =1,i=1...,5+1,

em que o; percorre todos os monomorfismos reais de K para C, e um de cada par de monomorfismos
complexos conjugados. O Lema 1.4.1 nos diz que W é finito.

Para todo « € W, temos «* € W, para todo inteiro positivo k. Como W é finito, temos o = o,
com k e [ inteiros positivos e [ > k, donde o' =% = 1, e « é uma raiz da unidade. Além disso, como
{1,-1} c W, temos que a ordem de W é par. Tem-se, além disso, que W é ciclico ( [7][chapter 1,
section 1.2, theorem 2]). Portanto, temos o seguinte:

Teorema 1.7.1. O grupo das unidades de O i que satisfazem l(c) = 0 é ciclico e de ordem par. Como
um conjunto, esse grupo consiste nas raizes da unidade de K contidas em O .

Tendo concluido este passo, denotaremos por & o conjunto [(O}). Visto que N(e) = %1, para
e € D%, temos In|N(e)| = 0. Portanto, vale

s+t

Z l,(&) =0.

Se & é o subespacgo de R*** dos vetores que possuem a soma das coordenadas nulas, temos que
® C 6, adimensdo de & é portanto s +¢ — 1.

Proposicao 1.7.1. & é um reticulado.
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Demonstracdao. O Lema 1.4.4 nos dispensa de mostrar mais do que a discricdo de &. Sejar > 0e
suponhamos i(¢) € B(r). Se py,...,ps S&0 0s monomorfismos reais de K para C, e 01,07, ...,0:, 0y,
de modo que [K : Q] = n = s+ 2t, temos

1(6) < 1) < NE = e) < r.

Esta Ultima desigualdade nos da
lp(e)| <€, k=1,...,s,

oj(e)] <e2j=1,...,t

Logo, temos que J9O%; é um subconjunto limitado do Espaco de Minkowski. Visto que J9O3, esta
contido no reticulado J9O , existem finitos vetores (). O

Dado que & é um reticulado no subespago &, temos o seguinte:

Proposicao 1.7.2. & é um reticulado de dimensao menor ou igual a s +t¢ — 1.

Queremos mostrar que & € um reticulado completo em &, isto é, que sua dimensédo € s+t — 1.
Visto que isto implicaria que grupo das unidades de O é o produto direto do grupo ciclico u(K),
das raizes da unidades de K, e um grupo abeliano de posto s + ¢ — 1, cujo sistema de geradores sera
chamado sistema de unidades fundamentais de K. Porém, para prova-lo, precisaremos do lema abaixo

Lema 1.7.1. A menos de associados, ha apenas finitos elementos de D com uma dada norma
Nkjo(x) = a.

Demonstracado. Para a € Z, a > 1, existe em cada classe do grupo quociente Ok /(a), a menos de
associados, apenas finitos «’s tais que |N ()| = |[Ng|g(e)| = a. De fato, se B = « + av, v € O, é tal
que [N ()| = [N(B)], entao
x N(B)
— =41+ —y
B p

pois, substituindo  na expressao para o seu polinbmio minimal

€O

¢p(t) =" = Tr(B)t" ™ + - + (=1)"N(B),
N(B) g =1+ @7 € Ok. Portanto, p é
associado de «. Assim, a menos de associados, hd no maximo |Ok/(a)| elementos de norma +a. O

obtemos que € 9. Por um argumento analogo, obtemos

Teorema 1.7.2 (das unidades de Dirichlet). Toda unidade « de O € unicamente escrita na forma

e=C(Celt...epr

<Cry

emquer =s+t—1,a;, €Z,&; € O} € é uma raiz da unidade de O .

Demonstracdo. Como j& dissemos, queremos provar que [(O%,) é completo em &. Utilizando o Teo-
rema 1.4.1, queremos encontrar um conjunto limitado U, tal que os seus translados por representagdes
logaritmicas de O3, cubram totalmente &. Notemos que um ponto « de Kj é tal que I(x) € & se, e
somente se |[N(«)| = 1.

Denotemos S o conjunto de todos os pontos = € Ky que satisfazem |N(z)| = 1. Se um ponto
z = (z.); € Kg satisfaz N(z) = £1, com |z,,| < C,i=1,...,se|z,,| < VC, j=1,...,t, para algum
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C > 1,entédo lx(z) < InC, em que I, € a k-ésima coordenada da representagao logaritmica; e temos

() == Li(z)>—(s+t—1)InC,
ik
donde, se X, € um conjunto limitado em S, entéo I(X,) também o é em &. Queremos mostrar que 0s
produtos (7¢)X, cobrem S, para algum subconjunto limitado X,.

Seja y € S arbitrario, e seja M = JO%. O determinante da transformagéo = — yx é N(y); e
como y € S, entdo é +£1. Como os volumes de 9t e y9t sd@o iguais, isto é, iguais a A.

Escolhamos CT’S tais que
Q= f_t dg | N(O = f_t d
|TICT> D) |[dx | M(OK) D) |dk|.

Denotemos X o conjunto dos pontos tais que |z.| < ¢,. O Teorema 1.5.1 nos diz que existe um ponto
ndo-nulo z = y(Jx) € X, « € Og. Como N(z) = N(y)N(x) = £N(x) e [N(2)| < [[,¢r = @Q,
IN(e)] < Q.

O Lema 1.7.1 nos diz que somente finitos elementos n&o dois a dois associados de O podem
ter norma com valor absoluto menor do que Q. Fixemos «4,...,any € Ok tais que qualquer outro
B € Ok de norma menor que @ é associado de algum deles. Dai, temos o« = x;e, em que € € O7.
Podemos escrever y como

y=(Ja )z = (Jo; ) (Je)z € X.

Definamos N
Xo=5n (U oncf) .
i=1
Deyex € S, temos onc;l € S, logo XJua; ' € X,. Da equagéo obtida para y resulta y € X, Je*.
Como y foi escolhido arbitrariamente, segue-se que S é completamente coberto pelos produtos X, Je
e, por tanto, como I(S) = &, temos que & é completamente coberto pelos translados I(Xy) + I(e). O

Usaremos o resto desta sec¢éo para definir um importante nimero associado a um corpo de
ndmeros K. Identificando [[, Rt = R*** (ver Segdo 1.5), o subespago & torna-se ele préprio um
R-espago de dimensao finita. Podemos, portanto, falar do volume v(1(9%)). Sejam e1,...,&,, 7 =
s+t — 1, um sistema de unidades fundamentais e ® o paralelepipedo fundamental de /(O%,), gerado

por i(e1),...,l(e.). O vetor
1

vVs+t

€ ortogonal a todos eles e tem comprimento 1. O volume de ® é igual ao volume do paralelepipedo
fundamental gerado por Iy, l(¢1),...,1(¢,). Este Gltimo volume, porém, é igual a

(1,...,1) € R5H!

lo =

l01 l(El)l l(57~)1
+ det : : :

lO(s+t) 1(51)s+t l<<€r)s+t

Somando todas as linhas a uma fixada, por exemplo, a primeira, esta tera todas as entradas nulas,
exceto pela primeira, que igualara /s + t, obtemos, portanto a

Proposicao 1.7.3. O volume de um paralelepipedo fundamental de 1(O%,) é dado por

Vs+tR,
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em que R é um dos menores de postor = s+t — 1 da matriz

l(fl)l l(€r)1

l(£1)s+t l(£7‘)s+t

Este numero é chamado o regulador do corpo K

1.8 Extensoes de dominios de Dedekind

Sendo K um corpo de numeros, todo ideal primo p de O contém um ndmero primo. Mais
do que isso, tem-se p N Z = pZ, com p um numero primo. Nesta secdo, estudaremos como o ideal
gerado pelo primo p se fatora em primos de D (as vezes, por abuso, dizemos apenas primos de
K). Iniciaremos, porém, com um dominio de Dedekind o genérico, ao invés de Z, e, ao invés de O,
tomaremos O, o fecho integral de © em seu corpo de fragoes.

Proposicao 1.8.1. Sejam o um dominio de Dedekind com corpo de fragbes K, L|K uma extensdo
finita e separavel, O o fecho integral de o em L. Tem-se que O é um dominio de Dedekind.

Demonstracgéo. Visto que O é o fecho integral de o em L, entdo O é integralmente fechado em L. Se
B é um ideal primo ndo-nulo de O, entdo p = B N o é um ideal primo de o. Substituindo Z por o e
raciocinando como na prova do Teorema 1.3.1, obtemos que o dominio O/ € uma extensao algébrica
de o/p. Ora, se O nédo fosse um corpo, entdo teria um ideal primo ndo-nulo que, intersectado com o/p,
resultaria num ideal primo nao-nulo de o/p, um absurdo. Logo, 9% é ideal maximal de O.

Seja {«y,...,a,} uma base de L|K contida em O, de discriminante d. Sabemos que d # 0 e
dO C > a0, donde d 'y, ...,d 1o, gera O como um o-mddulo. Se M é um ideal de O, entdo M
também é um o-mddulo finitamente gerado. Ora, se x4, ..., z, € um sistema de geradores de M como
o-médulo, entdo {d'o;z;li = 1,...n;5 = 1,...,r} define um sistema de geradores de M como um
O-modulo. Dai, tem-se que todo ideal de © é um O-moédulo finitamente gerado e o Lema 1.3.1 finaliza
a prova. (]

Sejam o, O, K e L como no resultado anterior e p um ideal primo de o. Tomemos 7 € p — p>
(p # 0). Teremos 7o = pa, em que a ¢ p. Como p também é maximal, temos p + a = 0. Escrevendo
l=b+s,combepesca obtemos s & pe sp C pa=mno. Nao podemos, portanto, ter pO = O; pois
isto implicaria sO C spO C pa® C 7O, donde s = mx, comxz € O N K = o, que implica s € 7o C p.
Tem-se, portanto, pO # O, para todo ideal primo de o.

Assim como quando tinhamos o = Z, temos que todo ideal primo p de o decompde-se em O
de uma unica forma como
pO =B ... B,

com B; um ideal primo de O; além disso, os ideais 9B; sdo exatamente os ideais primos de O que
satisfazem
BNo=np.

Definicao 1.8.1. Sep é um ideal primo de o e} é um ideal primo de O tal que

Pno=p,
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dizemos que 3 esta acima de p. Além disso, cada expoente e; da fatoragao
pO = WS B
sdo chamados indices de ramificacédo de B; e
[O/B; : 0/p]
€ chamado o grau de inércia de B; sobre p.

Os f;’s e 0s e;’s assim definidos estao relacionados por uma lei surpreendente.

Proposicao 1.8.2. Seja L|K uma extensdo separavel. A seguinte identidade vale
ieifi =n=[L: K]
=1
Demonstracao. Pelo Teorema chinés dos restos, a igualdade
O/p0O = @ 0/B°
i=1

nos diz que o o/p-espago vetorial O/pO é soma direta dos o/p-espacgos vetoriais O/B¢. Denotemos
o/p = k. E suficiente mostrar

dimg O/pO = n e dimy O/B% = fie;.

Para provar a primeira, sejam wq,...,w,, representantes de classes wr,...,u&,, que formam
uma base de O/pO. Queremos mostrar que wy, . . ., w,, formam uma base de L|K.

Suponhamos que se tenha

ai1wi + ... Gpwm =0,

coma; € o e a; # 0, para algum i. Seja a o ideal (aq,...,a,) de 0. O Lema 1.3.3 nos diz que podemos
tomar a € a~! tal que @ € a~'p, 0 que implica aa € p. Temos, portanto, que nem todos os elementos
aa; € o pertencem a p. No entanto a congruéncia

aaiwi + -+ + atpwn, =0 mod p

nao pode ser satisfeita, se nem todos os a; # 0, para algum ¢, uma contradigdo. Dai fica provado que
{w1,...,wn} € um conjunto linearmente independente sobre K.

Sejam agora M e N os o-modulos ow; + - - - + ow,, € O/M, respectivamente. O supradito nos
mostra que O = M + pO, donde pN = N. Como L|K é separavel, tem-se que O e N sdo o-modulos
finitamente gerados. Seja «q,...,xs um sistema de geradores de N, visto que pN = poy + ... pas,

temos .
X; = Z Q5 O(j,
Jj=1

com a;; € p. Definamos A = (a;5);; — I, em que I é a matriz identidade s x s, e seja B a matriz adjunta
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de A. Temos
%61
A| | =0eBA=(detA)l.
s
Segue-se dai
X1 X1
0= BA =det A ,
s Kg

donde dN = 0, que implica dO C M. Por outro lado, cada entrada de A € 0 ou —1 mod p, sendo
—1 apenas aquelas que estiverem na diagonal principal, donde det A = (—1)®* mod p, que implica
det A # 0. Posto que cada elemento de L é da forma é comleOeke K,e L =dL,temos que todo
elemento de L é da forma

by b
a T g e
com b;, k; € K. Fica, portanto, provado que {w1,...,w,} € um conjunto gerador de L|K; como este

conjunto é linearmente independente sobre K, ele é uma base de L|K.

Provemos agora a segunda afirmagao. Temos a seguinte cadeia descendente
O/BE DB/BY D ... DBV /BE D 0.

Cada quociente B? /B¢, bem como o quociente O/B{" é um K-espago vetorial. Consideremos o
homomorfismo
£:0 = BP/BI €(a) = ax,

emquep = 1,2...,¢; — 1 e x € B? — BP~1. Temos que ker{ = B;. Além disso, temos que B é
o méaximo divisor comum entre «©O e BP', donde B = «O + BT, Dai, obtemos B? /BYH! = 0,
donde se conclui que £ é sobrejetivo. Concluimos, portanto, que, para qualquer p, vale

BP /BT = 0/8,,

e, portanto, dimg B /BPT! = dimg O/B; = f;.

Na cadeia descendente acima, podemos quocientar cada termo na forma B?/B{’ pelo seu
posterior, obtemos um quociente na forma ‘Bf/%f“, comp =1,2...,e; — 1. Consideremos o mapa
candnico O/B;* — (O/B;")/(B/B;") = O/B,;, o Teorema do nucleo e da imagem nos fornece

dim g O/%fl = dimg O/%Z + dimg %Z/%fl = f; + dimg %l/%fl
Considerando agora o mapa candnico B; /B — (B,;/B5) /(B2 /B%) = B, /B? = O/B,, obtemos
dimg B, /B¢ = f; + dimg B /B = dimg O/BS = 2f; + dim BF /B

Continuando este processo, obtemos

ei—l

dim O/B7 = Z Ji=eifi

j=o
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Suponha agora que temos uma extensao separavel L| K dada por um elemento primitivo 6 € O,
com polinédmio minimal
p(z) € ofz].

Podemos demonstrar um resultado parcial sobre a natureza da fatoragao de pO. Parcial, porque exclui
um numero finito de ideais, aqueles que nao sao coprimos com o condutor de olf]

§F={axe O] xO C o[f]}.
Observacao 1.8.1. Visto que L = K(6) e O é um o—mddulo finitamente gerado, ndo podemos ter
§=0.

Proposicao 1.8.3. Sejap um ideal primo de o coprimo com o condutor § de o[f]. Seja também
p(x) = [ [ i)™
=1

a fatoragcdo em fatores irredutiveis do polinémio p(x) € o/plx], obtido a partir do polinbmio minimal
p(z) € o[z] de 8 via redugdo mdédulo p, com cada p;(x) € o[x] mbnico. Tem-se que os ideais primos de
O sobre p sédo

B; = pO +p;(0)0, i=1,...,r.

Além disso, f; = degp;(z) e
pO = [ B¢
i=1
Demonstracdo. Escrevamos O’ = o[f] e © = o/p. Visto que F e pO sdo coprimos, temos §+pO = O.
Se fO C o[f], com { € §, entdo - 1 € 0]f], donde § C O’ e, portanto, pO + O’ = O. Dai, temos que
a restricdo do homomorfismo candnico O — O/pO a O’ é um homomorfismo sobrejetivo, cujo nlcleo
é pO N O'. Se z pertence a este nucleo, entdo, por um lado, = = g(¢), com degg;(x) <n =[L: K] =
degp(z) e gi(x) € p[z], e, por outro lado, = = f;(6), com f € o[x]. Como a escrita de qualquer elemento

de L na forma h(6), com degh(z) < n e h(z) € K[z] € Unica, temos f = g, que implica pO N O’ = pO'.
Dai, pelo primeiro Teorema do isomorfismo, temos

O’ /p0' = O/p0O.
O homomorfismo representado pelo mapa
ola) " ofpfa) "D G013

€ um homomorfismo sobrejetivo. Como podemos representar f(x) como f(x) + p[z], 0 nicleo
deste homomorfismo é o conjunto

{f(z) € ofz]| f(z) +plz] € (p(x) + plz])} = pla] + (p(2)).

Visto que O = 0(0) = o[z]/(p(x)) = {f(z) + (p(x))| f(z) € o[z]}, temos que 0 homomorfismo f(x) +
(p(x)) — f(z) + ((p(z)) + p[z]) é sobrejetivo, e tem nlcleo exatamente igual a p[z]. Donde O’ /pO’ =
o[z]/(p(x)). Temos, portanto, a cadeia de isomorfismos

O/p0 = O'/p0O" = 0[z]/(p(x)).
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Em vista da fatoragdo de p(x), o Teorema chinés dos restos nos da

R =0lz]/(p(z)) = B;_, 0lx]/ (ps(x))*".

Visto que (p;(x))|(p;(x))¢*, o Teorema da correspondéncia nos diz que p;(z)[0[z]/(p;(x))%] € um ideal
primo de o[z]/(p;(x))*, donde p,(x) R também é um ideal primo de R. Por outro lado, os ideais primos
de R = O[x]/(p(x)) sdo justamente os ideais primos de o[z] que dividem (p(z)), que sdo exatamente
os ideais gerados pelos polindmios irredutiveis que dividem p(z). Concluimos, portanto, que os ideais
primos de R séo os ideais principais p,(z)R = (p;(z)).

Tendo em vista que f(z) — f(6) € um isomorfismo de R para O = O/pO, temos, a corres-
pondéncia entre ideais € preservada, donde os ideais primos B, de O sio as pré-imagens dos ideais
(p;(z)) por este isomorfismo, isto é B; = (p;(0) + pO)O. Se degp,(r) = d, entdo {1,0,...,0%" 1} é uma
O-base de O/%B;, como o-espago vetorial, em particular, tem-se [O : B;] = deg p, ().

Por outro lado, ao ideal B; de O corresponde o ideal B; = pO + p;(#)O de O, pelo mapa cand-

nico O — O/pO. Como estes ideais contém pO e correspondem aos ideais primos de O, novamente, 0
Teorema da correspondéncia nos diz que cada 9; € um ideal primo de O, além disso, tem-se B,No = p.

Por fim, temos

O/B; = (0/p0)/(B:/p0) = O/B; = R/(p;(2)) = Ola]/(pi(x)),

donde

fi=10/%B;: O] = [Olx]/(pi(x)) : O = degp,(x).
Como a pré-imagem de (0) = (p(z)) = N;_, (7;(z))* pelo isomorfismo O — R é pO, temos

T

pO = (B5 = [[ B¢
i=1 i=1
Visto que p(z) = [[;_, p;(z)%, temos >_'_, e;f; = n = [L : K], donde os B,’s sdo exatamente os ideais
primos de O sobre p, e finalizamos a demonstracao. a

Defini¢ao 1.8.2. Dizemos que o ideal primo p decompébe-se totalmente em L se, na decomposicao
pO =PI ... Py,

temos r = [L : K] (isto é, e; = f; = 1, pela Proposigdo 1.8.2). Dizemos que p ndo se decompée se
r = 1. O ideal B3; € dito ndo-ramificado sobre o see; =1 e O/B;|o/p € separavel. Caso contrario (isto
€ see; # 1 ouO/PB;lo/p ndo é separavel), dizemos que B; é ramificado. Caso f; = 1, isto é, caso
O/PB; = o/p, B, é dito totalmente ramificado. O ideal primo p é dito ndo-ramificado se todos 0s B3;’s
s&o ndo-ramificados, sendo ramificado, caso contrario. A extensdo L|K é dita ndo-ramificada se todos
0s ideais primos de o sdo ndo-ramificados em L.

Apesar do destaque que o caso em que p € ramificado recebe na definicao anterior, este é uma
excegdo. Com efeito, temos a
Proposicao 1.8.4. Se L|K é separavel, entdo ha somente finitos ideais primos de K que sdo ramifica-

dosem L.

Demonstracdo. Seja ¢ € L um elemento primitivo da extensao L|K, com polindmio minimal p(X) €
o[z], de grau n. Seja também p um ideal primo de o, coprimo com o condutor §. Consideremos o
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discriminante
d=d(1,0,....0" ") =](6: —0;)* €O
1<j

de p(z). Pela Proposigao 1.8.3, tem-se que os indices de ramificagdo e; de quaisquer ideais primos da
fatoragéo de p serdo iguais a 1 se, e somente se, todo polindémio irredutivel p,(z) € (o/p)[z] da fatoragéo
de p(x) aparecer com exponente 1. Ora, se p for coprimo com (d), entdo d = d mod p certamente ndo é
zero em o/p, 0 que implica que p(x) ndo tem raizes multiplas. Ora, se p ndo tem raizes mdltiplas, entédo
nenhum polinémio irredutivel pode dividi-lo, quando elevado a qualquer poténcia maior que 1. Como na
prova da proposigdo anterior, temos O/%B; = (o/p)[x]/(p;(x)) = (0/p)(0), em que § = 0 mod p. 0

1.9 Teoria de ramificacao de Hilbert

A questao da decomposicdo em primos numa extenséo finita L|K torna-se bem mais rica se
assumirmos que L|K é uma extens&do de Galois (ou seja, que além de finita e separavel, ela & também
normal). Isto porque os ideais primos de o estdo sujeitos a acdo do grupo de Galois G = Gal(L|K) =
G(L|K).

Dado a € O (0 anel de inteiros de L), tem-se ca € O, qualquer que seja o € G (ca é sempre
um conjugado de a). Em outras palavras, G age em O. Se % é um ideal primo de O sobre p, também
0 é o*B. De fato, co(by) + do(b2) = o(cby + dbe) € 0B, para by,b2 € B e ¢,d € o (G fixa K, portanto
fixa 0), donde 0B é um ideal de O. Sejam a,b € O tais que ab € oB. Temos o~ (a)o~1(b) € B e,
como B é um ideal primo, o~!(a) ou o ~1(b) € B; aplicando o, temos que o8 é um ideal primo. Por fim,
como o fixa o, temos 0B N o = B N o = p. Dizemos que o ideal o8 € um conjugado de B. A proxima
proposicao estabelece que, se conhecemos G e apenas um ideal primo 95 sobre p, entdo conhecemos
todos os outros.

Proposicao 1.9.1. O grupo de Galois G(L|K) age transitivamente no conjunto dos ideais primos de O
sobre um mesmo ideal primo p de o, isto &, fixando um destes ideais B, todos os outros sdo a imagem
de B via algum o € G(L|K).

Demonstracéo. Consideremos o ideal B = [[, (1 x) o8- Seja B’ um ideal primo de O sobre p. Se
B’ #£ 0B, qualquer que seja o, entédo P é coprimo com B’, donde B’ +P = O e, portanto, existe z € O
tal que

z=0 mod B ezx=1 modoB, Vo.

Visto que a norma Ny, x (z) = [[,cq(r)x) o € um elemento de o, entdo = € B’ N o = p (por hipdtese).
Por outro lado, aplicando o~ em x ¢ o5, para cada o, obtemos que ox ¢ B, qualquer que seja o.
Como B é um ideal primo, esta Gltima conclus&o nos diz que Ny k(z) = [[, 00 € BNo = p, que é
uma contradicao. O

Proposicao 1.9.2. Seja ‘B um ideal primo de O sobre p, um ideal primo de o. Valem:

) Gy ={o € G(LIK)|ocB = B} é subgrupo de G(L|K).

ii) Se Zy € o corpo intermediario de L|K fixado por G, entao
p decompébe-se totalmente & Zy = L < Gy = {1d},

p ndo se decompbe < Zy = K & Gy = G(L|K).
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iii) Se B é um ideal primo conjugado de 93, entdo

Gy = 0Gypo L.

Demonstragédo. i) De fato, tomando o, € Gy, tem-se B = 0 1 (0B) = 0 1B e B0B = B(cB) =
BB = 9B,

i1) E suficiente mostrar que o nimero de ideais primos distintos que dividem p® ¢é igual a
|G/Gs|, com G = G(L|K). Ora, a Proposi¢gao 1.9.1 nos diz que um ideal primo J sobre p é diferente
de B se, e somente se, J = 0B, com o € G — Gy. Dai, tomando um sistema de representantes das
classes de G/G«x e fazendo o percorrer todos estes representantes, obtemos todos os ideais primos
distintos sobre p.

1i1) Com efeito, se 7 € G, entao

1

TE€Gyps &T0B=0B<0 r0cGy o 70Guo L.

O

Definicdo 1.9.1. O subgrupo Gy da proposi¢ao anterior é chamado o grupo de decomposicdo de 5
sobre K. O corpo Zyx é chamado o corpo de decomposicao de B sobre K.

Um outro ganho do caso galoisiano é a

Proposicao 1.9.3. Sejam L|K uma extensao de Galois, o o anel de inteiros de K e O o anel de inteiros
de L. Seja também p um ideal primo de o. Os indices de ramificagdo e; da fatoracdo em ideais primos

pO =B .. B,

bem como os graus de inércia
Ji =[0/B; : 0/y],

néo dependem de i. Em outras palavras, e; =ce f; = f,parai=1,...,r.

Demonstragdo. Escrevamos B; = 9B, de modo que qualquer 95, possa ser escrito como ¢;%, para
algum o; € G = G(L|K). Note que

:0/8 — O/o;B, O(x+B) =0,z + 0B,

€ um isomorfismo de corpos. Com efeito, a aditividade, a multiplicatividade e a sobrejetividade sao
triviais, se = € ker @, entdo
o, € 0B & x €8,

donde temos a injetividade.
Temos, portanto,

fi=10/B;:0/p] =[0/0:B:O/p] =[0/B :0/p] = [.

Verifica-se facilmente que
BP|pO < 0,(BP)|0;(pO).
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Por outro lado, visto que o; fixa O, tem-se
ai(B?)|os(pO) & 0:(B)?[pO,

donde o expoente de B; é igual ao expoente de B = B, para todo . |

A igualdade dos indices de ramificacdo no caso galoisiano é bastante Util, pois nos permite
escrever a decomposicao de qualquer ideal primo p em O na forma

pO = H o5 | .
c€G/Gp

A proposigéo abaixo nos mostra a relagéo entre e, f, Zon € Gss.

Proposicao 1.9.4. Seja B, = BN Zy 0 ideal primo de Zy sob B. Tem-se

i) B é o unico ideal primo de L sobre 5 ;.

i) 9B tem indice de ramificagcdo e e grau de inércia f sobre Zsy.

iii) Os indices de ramificagdo e graus de inércia de 8 ; sobre K sio todos iguais a 1.
Demonstracao. ) Visto que G(L|Zy) = G, a Proposi¢édo 1.9.1 nos diz ideais primos sobre 98, séo
0s 0B, para o € G, mas estes sdo todos iguais a 5.

Temos, pela Proposi¢éo 1.8.2, que n = [L : K] = efr, onde r é a quantidade de ideais primos
distintos da forma ¢;%, com ¢ € G = G(L|K), que é igual a |G/Gx|. Por outro lado, L| K extenséo de
Galois nos fornece |G| = n, donde

n
|Gss]

n=ef = [L: Zp] = |Ga| =ef.

Sejam ¢’ e ¢” os indices de ramificacdo de B sobre Zy e de B4 sobre K, respectivamente. Se
Os é 0 anel de inteiros de Zy, entao

pOg = B4 (alguns outros ideais ).
Em vista de B,0 = B¢, obtemos
pO = B°¢"(alguns outros ideais ).
Ora, a Proposicao 1.9.3 implica e = ¢’¢”. A identidade analoga para os graus de inércia vem de

f=10/B:0/p] =[0/B: On/B][On/Bz:O/p] = f'f".

A Proposicédo 1.8.2 aplicada a Bz nos diz que [L : Zy] = €'f’. Esta tltima, em conjunto com
as identidades obtidas acima, implicam e’ = e, ' = f, ¢” = f” =1, donde i) e 4i7) ficam provadas. O

Podemos ainda dar uma interpretacdo do indice de ramificagéo e e do grau de inércia f com
um maior viés a teoria de grupos. Visto que cO = O e ¢B = B, para o € G, todo o € Gy induz um
automorfismo

7:0/B8—0/B,a mod B~ oca modB

do corpo residual O /8.
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Proposicéao 1.9.5. A extensdo O/%B|o/p é normal e admite um homomorfismo sobrejetivo

Gy — G(O/Blo/y).

Demonstracdo. Visto que o grau de inércia de B, sobre K é 1, temos Oz /B, = o/p, e podemos
considerar Zy = K, que equivale a Gy = G(L|K) = G. Sejam 6§ € O tal que § = § mod B, f(x),
respectivamente, g(x), o polinbmio minimal de # sobre K, respectivamente, de 6 sobre o/p. Temos que
0 é umaraiz de F(z) = f(z) mod p. Logo, g(x) divide f(z) em (o/p)[z]. Visto que L|K é normal, f(z)
decompde-se em fatores lineares sobre O. Portanto, f(z) decompde-se em fatores lineares sobre o/p,
donde g(z) também admite tal fatoragéo; isto prova que O/%B|o/p é uma extensdo normal.

Seja agora § um elemento primitivo da maior extenséo intermediaria separavel de O/%B|o/p e
7 € G(O/Blo/p) = G(o/p(0)|o/p).

Como &6 é uma raiz de g(z), logo de f(x), existe ¢’ € O tal que f(¢') = 0e ¢ =50 mod B.
Por outro lado, existe o € G tal que #' = o6. Por fim, 06 = 0 mod B implica que 0 homomorfismo em
questéo leva o em 7; isto conclui a sobrejetividade. O

Defini¢ao 1.9.2. O nucleo Is do homomorfismo
Gs — G(O/Blo/p)
€ chamado o grupo de inércia de % sobre K. O corpo
Ty ={z € Llox =xVo € Ip}
é chamado o corpo de inércia de 8 sobre K.

As propriedades de I e T estdo expressas na

Proposicao 1.9.6. A extensao T|Zx € normal e
G(Tw|Z») = G(O/Blo/p, G(L|Ty) = Is.
Além disso, se O/%B|o/p € separavel, tem-se
Us|=[L:Tyg]=e, |Gp/Is|=[Tn: Zs]=f.
Ainda neste caso, se B é ideal primo de de Ty abaixo de B:

i) O indice de ramificacdo de 5 sobre B € e € 0 seu grau de inércia é 1.

i) O indice de ramificagcdo de B sobre B, €1, e 0 seu grau de inércia é f.

Demonstracao. A normalidade e os isomorfismos ndo carecem de prova e as duas outras afirmacdes
seguem de |G| = ef. Note que G(L|Txs) = Iy implica que I também é o grupo de inércia de B
sobre T, donde a Proposi¢do 1.9.4 aplicada a extensao L|Ts nos diz que G(O/B|Or/Br) = {Id},
donde O/%B = Or/Br. Aplicando a Proposicdo 1.8.2, os dois Ultimos itens seguem-se. O
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1.10 Corpos ciclotomicos

Balanceemos a abstragédo dos resultados e conceitos até entdo desenvolvidos com uma apli-
cagao um pouco mais concreta. Dentre todos os corpos de numeros, os corpos da forma Q(¢), com ¢
uma raiz n-ésima primitiva da unidade, chamados corpos ciclotdmicos, ocupam um papel de destaque.
Nesta secao, utilizaremos as ideias da teoria geral para estuda-los.

Comecemos por determinar o anel de inteiros de Q(¢). Para tanto, precisaremos do
Lema 1.10.1. Sejam n = ¥ uma poténcia de primo, ( uma n-ésima raiz primitiva da unidadee A = 1—(.

Entéo o ideal principal (\) = A\, em que O é o anel de inteiros de Q((), € um ideal primo sobre IZ tal
que [D/(X\) : Z/IZ) = 1, isto é, o grau de inércia de \ sobre Q é 1. Além disso, temos

1D =MN%d=[Q(): Q] =¢l")=1""1(1-1),

com o a fungdo phi de Euler. Isto, por sua vez, implica que a base 1,¢, ..., ¢4 de Q(¢)|Q tem discri-
minante
d(IJCa v 7<d71) = :I:lsa S = luil(l/l -V — 1)

Demonstracado. O polinémio minimal de ¢ sobre Q é o n-ésimo polinémio ciclotémico

p
zt —1
On(t) = Fmr—y

l’U*]

. ) +xl”’l(l—2) +odx 4 1.
Além disso, como este também serd o polindmio minimal de qualquer outra raiz n-ésima primitiva da
unidade, e estas séo da forma ¢?, com mdc(g,n) = 1, podemos substituir z = 1 em ¢,,(z) e obter

= J[ a-¢. (1.1)

gE[Z/nZ]*

1— (9
Por outro lado, temos 1 — (9 = £,4(1 — (), com e, = 17<

— =14+(+---+¢971 € O. Tomando ¢’ € Z tal

que g¢' =1 mod n, temos

L 1=¢ 11—
9 1—-¢9 1-¢9

5 =14+ 4+ D 9,

Ou seja, ¢, € O*. Substituindo na igualdade para [/, obtemos

= ( 11 gg) M) = 10 = (A1) = (M)
9€|

Z/nZ)*

Como d = [Q(¢) : Q], devemos ter necessariamente () primo, pois, havendo ideais primos py,...,p,
tais que (\) = p7* ...p¢", a Proposicdo 1.8.2 nos daria }_;_, e; f; = 1, em que f; s&o os graus de inércia
de p; sobre IZ, donde ¢; = f; = 1, para algum i e e; = 0, para os demais i’s, donde (\) = py, e portanto
€ um ideal primo, cujo grau de inércia é 1.

Sejam agora (1 = ¢, ..., (s 0s conjugados de ¢. Denotando por ¢,(z) a derivada do polindmio
bn(x) = (x — (1) -+ (x — (), obtemos

o, (2) = [[(= = Q5 + (& = C)alx) = 6 () = [[(= = ©);

J#i i
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e, portanto,
d

d(1,¢,....¢ ) =TI = ) = [ 4n(G) = Naoya(@, ().

i#j i=1

Diferenciando a equacao

e substituindo = = ¢, obtemos
(€ =D (¢) =1"¢,

emqueé = Cl"_l, que € uma [-ésima raiz primitiva da unidade. Por outro lado, em vista de o produto em
(1.1) ser o produto de uma renumeragéo dos ¢;’s, temos Ng(¢)o(§ —1) = £, donde, pelo Corolario 1.2.1

Noo)le(§ — 1) = NaeieWalae (€ — 1)) = Nag)e ( 11 o€ - 1)) -
0€Gal(Q(0)]0(E))

B v—1 v—1
Noe)e(€ — 1)[@(5)4@(4)1 = Noe)o(€ — 1)1 —

Visto que ¢~! tem norma +1, obtemos
d(1,¢,..., ¢ = £Ng(oy g (¢ (Q)) = £ =D = e,

O anel de inteiros de Q(¢) para n arbitrario é determinado na proposigao abaixo.

Proposic¢édo 1.10.1. Uma Z-base do anel de inteiros de Q(¢) é dada por 1,¢,...,¢% 1, comd = p(n).
Em particular
OD=7Z+Z(+ -+ 2 =Z[(]

Demonstracao. Provamos primeiro no caso em que n é uma poténcia de primo /. Neste caso, o
Lema 1.10.1 nos fornece d(1,¢,...,¢%!) = I°, dai, pelo Lema 1.2.2

°9O C Z[¢] C O.

O mesmo Lema 1.10.1 diz que O/\O = Z/IZ, donde concluimos © = Z+ A9. Com maior razao, entao,
temos
Z[C]+ A0 = 9O.

Multiplicando por ) e substituindo AO = A\?9 + AZ[¢] em © = Z + A9, obtemos \2O + Z[¢] = O.

Continuando indutivamente este processo, obtemos \'O + Z[¢] = O, para t > 1. Fazendo
t = sp(l), obtemos, novamente, pelo Lema 1.10.1,

O =MD+ Z[¢] =1°0 + Z[¢] = Z[¢).

n

Sejaagoran =17",...,I¥". O elemento ¢; = (lz‘ é uma [;*-ésima raiz primitiva da unidade e

Q(¢) =Q(¢&) --- Q&)

Com efeito, a inclusédo da direita para a esquerda é trivial, pois cada ¢; € uma poténcia de ¢. Tendo em
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vista que g € coprimo com TR para qualquer i # j, existem inteiros a4, ..., a,, tais que
7 ]

7

n n L
alllTl—i-...a,nF:lé(:HQ’y
r i=1

0 que prova a outra incluséo.

Para cada i = 1,...,r, os elementos 1,@,...,(141'*1, em que d; = (") formam uma base
de Q(¢;)|Q, cujo discriminante é £I;*. Estes discriminantes sdo todos dois a dois coprimos, donde o
Proposicdo 1.2.8 nos diz que os produtos C{l,. .., ¢Ir,comj; = 0,...,d; — 1 formam uma base integral
de Q(¢)|Q (como a fungdo ¢ é multiplicativa em inteiros coprimos, esta base tem p(n) elementos).
Como cada um destes elementos é uma poténcia de ¢, qualquer x € © pode ser escrito como f(¢),
com f € Z[z]. Tendo em vista que o polinbmio minimal m, de ¢ sobre Q tem grau ¢(n), f pode ser
reduzido (médulo m.) a um polindmio de grau menor ou igual a ¢(n) — 1. Obtemos, portanto, uma
representacéo

a=ag+arl+-+ag_1¢"",

emqued=¢(n)—1. O

Sabendo que Z[(] € o anel de inteiros de Q(¢), podemos agora explicitar uma lei de decompo-
sicao para os numeros primos p em ideais primos de Z[(], cuja simplicidade é de se impressionar.

Proposicéo 1.10.2. Sejan =[], 5imo p'»(M), com v,(n) 0 expoente da maior poténcia de p que divide
n. Para cada p, seja f,, o menor natural tal que

n

fP =
p’» =1 mod ROk

Se ( é uma n-ésima raiz primitiva da unidade, e Z[(] é o anel de inteiros de Q((), temos

PZIC) = (p1. .. )7 @),
em que p1, ..., p, S80 ideais primos distintos e [Z[(]/p; : Z/pZ] = f.

Demonstracao. Denotemos O = Z[(], o condutor de O é todo o anel de inteiros, logo, podemos aplicar
a Proposigéo 1.8.3, e obter que, para cada p, f; = [O/p; : Z/pZ] = degpi(x), com f(x) = f(x) mod pe
Pi(x) um fator irredutivel de ¢, (x). Escrevamos n = p’»(™m. Se ¢; percorre todas as m-ésimas raizes
primitivas da unidade e n; percorre todas as p*»(™)-ésimas, temos que o produto &7, percorre todas as
n-ésimas raizes primitivas da unidade, donde podemos escrever

dn(x) = [[ (= — &my)-

,J

Por outro lado, em O/p (p = p;, para algum i) tem-se 27" — 1 = (z — 1)P"""", substituindo = = 7,
temos 7; =1 mod p. COMo ¢, (x) tem grau o (p*» (™)), tem-se

on(z) = [J(@ = &)7@"") = 6,(2)?@ ™) mod p.

i

Em particular, temos a congruéncia

On(x) = ¢m(x)W(”vp(")) mod p.
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Note que, se [O/p : Z/pZ] = f, entdo todo = € O/p satisfaz =1, pois p/ — 1 é a cardinalidade
do grupo multiplicativo de O/p. Logo, se v,(n) = 0 (0 que é verdade para todo p, a menos de uma
quantidade finita), como z™ — 1 e nz"~! ndo tém nenhuma raiz em comum, temos que ™ — 1 mod p
nao tem raizes multiplas. Temos, portanto, que o mapa canénico © — O/p determina uma bijegéo
entre as n-ésimas raizes primitivas da unidade de O e as de O/p; de fato, se ( é uma n—ésima raiz
primitiva da unidade, também sua imagem ¢ mod p devera sé-lo, pois o contrario implicaria ¢ mod p
ser uma raiz de z" — 1, com r um divisor proprio de n, contradizendo o fato de =™ — 1 ter n raizes
distintas em O/p. Além disso, sendo F, o corpo finito de ¢ elementos, temos que F, tem uma raiz m-
ésima primitiva da unidade se, e somente se, m|q — 1, pois I}, € ciclico, de ordem ¢ — 1. Como n = m no
caso que estamos considerando, temos f, = min{f € N| p/ =1 mod n}, que é precisamente o grau
da menor extenséo de Z/pZ que contém a raiz n-ésima primitiva da unidade ¢ mod p. Concluimos,
entdo, que o corpo finito de p/» elementos é o corpo de fatoragéo de ¢,,(x). Como este polinémio divide
2™ —1 mod p, que ndo tém raizes multiplas, temos que, se

¢ (2) = Pi(2) ... Pr()

¢ a fatoragéo de ¢, (z) em irredutiveis sobre Z/pZ, entdo cada p;(z) serd o polinémio minimal de alguma
n-ésima raiz primitiva da unidade de F s, , cujo grau sera f,.

Se, por fim, tivermos v,(n) > 1, entdo, como p ndo divide m, 0 mesmo argumento mostrara
que ¢, (z) se fatora como um produto de polindémios irredutiveis sobre Z/pZ, todos de grau igual a
min{f € N|p/ =1 mod m} = f,; e isto finda a demonstragéo. O

O corolério abaixo enfatiza dois casos especiais da lei de decomposicao.

Corolario 1.10.1. Seja ( uma raiz n—ésima primitiva da unidade. Um nidmero primo p é ramificado em
Q(¢) se, e somente se,
n=0 mod p,

com a excegdo do caso p = 2 = mdc(4,n). Um numero primo p # 2 decompbe-se totalmente em Q(()
se, e somente se,

p=1 mod n.

Demonstracdo. Escrevendo n = p’»(™m, a Proposi¢do 1.10.2 nos diz que, se p se ramifica em ideais
p1...pr. Como p(n) = @(p¥»(™M)p(m), a Proposicéo 1.8.2 nos da

rfp = p(m).

Ora, para que p se ramifique, como cada ideal primo p; tem indice de ramificacéo igual a o(p*»(™), é
necessario e suficiente ¢ (p’»(™)) > 1, 0 que ocorre sempre que p # 2 € v,(n) > 1,0up = 2 € v,(n) > 1.
Se p se decompde totalmente, temos (n) ideais primos sobre p, isto é, r = [Q(¢) : Q] = ¢(n), a
equagao anterior nos obriga a admitir f, =1 e n =m. |
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Capitulo 2

Parte analitica

2.1 Dominios fundamentais e a funcao Zeta de Dedekind

O objetivo deste capitulo é demonstrar e aplicar uma férmula que, quando nao nos permite
calcular com exatiddo, permite-nos ao menos estimar o nimero de classes i de um corpo de nUmeros
K de grau s + 2t, sendo s 0 numero de monomorfismos reais de K para C e t 0 nUmero de pares de
monomorfismos complexos conjugados. Para tanto, usaremos extensivamente as representacbes J
el em Kr = RsT2 e R**! definidas na Segéo 1.5, que chamamos, respectivamente, representagdo
geométrica e representagdo logaritmica. Mantemos a notagéo [(a) para a representacédo logaritmica;
entretanto, usamos z(a), ao invés de Ja. Por abuso de notagdo, denotaremos por apenas N(a) e N(a)
a norma absoluta do ideal a, definida na Se¢éo 1.6 por 91(a), e a norma do elemento a € K, definida
na Seg¢éo 1.2 por Nk|g(a). Dito isso, introduzamos um dos conceitos que nomeiam esta segao.

Definicao 2.1.1. A fungdo Zeta de Dedekind do corpo K aplicada ao numero real s > 1 é a série

1
CK(S) = Z N(a)s'

a ideal de © i

No caso K = Q, e O = Z, chamamos (g a funcdo Zeta de Riemman, e escrevemos apenas ((s), em
lugar de (g(s).

Claro que, para justificar o nome "funcao”, precisamos mostrar que tal série define uma fungao
em R+, isto é, precisamos mostrar que (x (s) converge, para s > 1. Mostraremos ainda mais do que
isso, porém, precisamos de mais alguns conceitos e resultados.

Defini¢ao 2.1.2. Seja m o numero de raizes da unidade contidas em K. Um subconjunto X de Ky €
dito um dominio fundamental de K se ele consiste dos pontos x, tais que

1) N(z) #0.

2) Na representacdo
l(.%‘) = fl* + gll(gl) + .. 'frl(gr)a

coml* =(1,...,1,2,...,2), totalizando s componentes 1 e t componentes 2, 1, ...,e, Um sistema
de unidades fundamentais de K, temos 0 < ¢; < 1

2 . ~
3) 0 <argz < —W, emquezx, =z,,,casos=0,ex, =z >0,casos>1 (verofinal da Secéo 1.5).
m

53
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Seja &£ um real positivo e = € K}, temos
[(&x) = In&l™ +1(z),

donde os vetores I(£x) e I(x) tém os mesmos coeficientes para l(eq), . ..,1l(g;). Como N(z) = "N (z),
N(z) #0,arglx, = argzy, entdo z € X = &x € X. Em outras palavras, X é um cone em R™ (note que
X contém ao menos o raio gerado por z(1)).

Lema 2.1.1. Sejay € Kj. Existe uma unica representacdo de y na forma zxz(c), come € Oj; e
pertencente ao dominio fundamental X .

Demonstragédo. Sejamey,..., e, um sistema de unidades fundamentais de K e m o nimero de raizes
da unidade de O . Sabemos que, na representacao logaritmica, podemos escrever

I(y) =N"+AMler) + -+ Acl(er).

Escrevamos \; = k; + &, com k; € Z e & € [0,1). Tomemos a unidade 1 = &% ... cFr e 2z = ya(n~1),
temos

1(2) = 1y) + 1Y) = NFHAl(er) + -+ AA(ey) —kal(er) — - — kl(er) = Nk +E11(e1) + -+ &:(g,).

. . 2kmt 2 . .
Se ¢ = arg z1, existe uminteiro k talque 0 < p — — < T Visto que os monomorfismos ¢; : K — C
m m

levam m-ésimas raizes da unidade em m-ésimas raizes da unidade, tomemos ¢ a raiz da unidade

2k 2k - 2k
tal que 01(¢) = cos—7T + isin —ﬂ. Definindo # = zx(¢%), obtemos argx; = argz; — —ﬂ, donde
m m m

2k . - . L
argry € {0, mn) Como o produto é definido coordenada a coordenada, € claro que N(z) # 0, além

disso, I(z) = I(z) = l(y), donde z € X. Por fim, temos
y = za(n) = zx(CF)a(n) = za(e),

com e = n¢k.

Suponhamos zz(e) = a2’z (), teremos I(x) — l(2') = I(¢’) — I(e). Os coeficientes de i(eq), ...,
l(e,) no lado direito séo s&o inteiros, enquanto que os do lado esquerdo sdo ndo negativos e menores
do que 1. Concluimos, portanto, que estes coeficientes precisam ser zero, donde ¢ e &’ diferem por uma

- . . . , 27
m-ésima raiz da unidade ¢. Dai, concluimos que = = 2/z({), € como argxy,arga) € [O, ) temos
m

27 . L. . . , 2k

argo1(() < oot mas o1(¢) € uma m-ésima raiz da unidade, logo, seu argumento é da forma —T[, com
m

k=0,1,2,...,m — 1. Portanto, temos argoi({) =0e ( = 1. O

Teorema 2.1.1. Cada y € K* possui um unico associado cuja representagcdo geomeétrica pertence ao
dominio fundamental X .

Demonstracdo. Usando o Lema 2.1.1, escrevamos z(y) = xz(e). Definindo o = ye~!, temos
z(a) = z € X. Reciprocamente, se « € um associado de y cuja representagdo geométrica pertence
a X, podemos escrever z(y) = z(a)z(e), com ¢ uma unidade. Temos, portanto, que « € unicamente
determinado pela escrita do Lema 2.1.1, que é Unica. O

O proximo resultado, apesar de aparentemente desconectado do nosso objetivo, resulta num
dos termos que ha de aparecer na formula que buscamos.

Lema 2.1.2. O volume do conjunto T, dos pontos = do dominio fundamental X que satisfazem |N (z)| <
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1 é finito, e igual a
'R
==

Demonstracdo. Em cada raio contido em X, isto €, em cada conjunto da forma (0, co)z, com z € X,
h& um e apenas um elemento cuja norma é igual a 1 (a saber, N(x)~'z). Denotemos o conjunto desses
tais elementos por S. A partir de agora, consideraremos T' como 0 conjunto dos elementos na forma
Es,emque € (0,1]eseS.

Sabemos que todo elemento = € R™ com coordenadas ndo-nulas se escreve na forma

EF +&l(er) +...&l(er), §,&G R

A soma das coordenadas da representacdo logaritmica de = na base canénica de R+t é igual a
In|N(z)|. Por outro lado, utilizando a representagdo acima, esta soma é

s+t r r s+t
(s+20E+ D> &liles) =n+ > Y &li(e)) _n§+ZgJ (Zl 5j>

=1 j=1 j=11:i=1

=né.

Concluindo que ¢ = M Se z € S,temos que I(x) = &l(e1) + ... & (er), com & € [0,1). Disto se
segue que as coordenad%s dos pontos de S em sua representagao logaritmica sao limitadas, digamos
l;(z) < p, com p > 0. Temos, portanto, |zx| < e?, paral < k < s, e |ag| < et,paras+1 <k < s+t
Dai, tanto S quanto 7" s&o limitados.

Qualquer transformacéo linear invertivel multiplica o volume de um conjunto pelo médulo do

seu determinante. Se a transformacdo em questédo é z — zx(e), com £ uma unidade de O, entdo o
volume é multiplicado por |N(z(¢))| = |[N(g)| = 1, donde esta transformagao preserva volumes.

Consideremos ¢ a m-ésima raiz da unidade de Ok tal que o1(¢) = cos %ﬂ +isin %ﬂ Definamos
os conjuntos Ty, em que k = 0,1,...,m — 1, como as imagens de T pela transformagéo = ~ zz(¢*).
Se um dos seus volumes existe, entdo v(T") existe, e temos v(T}) = v(T), para qualquer k. Temos as
seguintes propriedades

N (22(¢7))| = [N ()],

l(za(¢Ch)) = U(z),

27tk
arg(zz(¢*))1 = argzy + e

Pela definicdo de dominio fundamental, estas propriedades nos dizem que T} é dado por

(1) N(z) € (0,1].
(2) Os coeficientes &, pertencem ao intervalo [0, 1)

2nk 2m(k + 1
(3) arga; € [W, 7'[(+)> )
m m
Concluimos, portanto, que os 7}’s s&o dois a dois disjuntos e sua unido | J,, 7} € definida por retirar a

terceira das trés condigbes acima.

Seja T" o conjunto dos pontos = € |J, T} tais que z; > 0, para i = 1,...,s. Fixemos uma
escolha de s nimeros 41, ..., d5, em que §; = £1. Sendo 2 o ponto (41,...,ds;1,...,1), a transformagéo
linear x — 0x preserva volume. Visto haver 2° destas tais transformacdes, aplicamos cada uma a 77,
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obtendo assim 2° conjuntos dois a dois disjuntos, cuja unido é |J, 7%. Se T’ tem um volume ndo-nulo
finito v, seguir-se-a

o(T) = . (2.1)

Novamente, sendo =z € R™ com coordenadas ndo-nulas, a representacao logaritmica nos da
e, r .
Li(x) = gjan(X)\ +;€klj(€k) (J=1,...,8+1),

emquee; =1,se1 <j<s,ee; =2,ses+1<j<s+t. Escrevendo as coordenadas ., ; na forma
y; + iz;, podemos fazer a mudanga de variaveis

Tk = Pk, k=1,...,s

yj:ps+jCOS¢j, zj:ps+jsin(,z5j, jil,...,t

A matriz jacobiana desta mudanca de variaveis é

I, 0 -+ 0
0 B -+ 0

J=1. . . s
0 O B;

em que I, é aidentidade s x s e, paracadaj=1,...,t,

B, - (cos O;  —Ps+j sinqﬁj) ’

sing;  ps4;COS P

portanto, temos det J = H;:1 ps+j. Como l;(x) = lnpjf (lembremos que ix(z) = In|zx| € que |z, =
lpjll cos; + ising;| = |p;|) € N(z) = Hp;’, em termos das variaveis p1,. .., ps+t, ¢1,-- -, P, Obtemos
que T fica definido pelas condi¢des

I) P> O7"'aps+t > 05 Hp;7 S 1.
i) Em cada equagao
e; €; e; :
Inp;’ = ;7 In (H pj'7) + kalj(sk),
k=1
os coeficientes ¢, pertencem ao intervalo [0, 1).

Notemos que tais condi¢cdes ndo nos dizem nada sobre 0s ¢;’s. Podemos, entéo, toma-los no intervalo

[0,27). Definimos uma nova mudancga de variaveis, agora das variaveis p1, ..., ps4++ para &,&1,...,&,
pela férmula
) €, "
Inp? =21 Li(ek). 2.2
npj =2 n§+;€m(5k) (22)

Somando todas estas equagdes e usando
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obtemos
s+t

=11y
j=1
Em termos das novas varidveis, o conjunto 7" é determinado por ¢ € (0,1] e & € [0,1). Verifica-se

Opi _ P Opi _ Piy
9¢ " ng 06, ¢

donde a matriz jacobiana de 2.2 é

I I
Zé %1(61) pzll( )
J =
Brt Ehlepe(er) o EElag(er)
€1 11(81) te ll(er)
_ P11 Ps+t . i .
né&2t
Es+tt ls+t(€1) ce l5+t(67‘)

Somando todas as linhas desta Ultima matriz a primeira e utilizando as equagbes de 2.3, obtemos o
regulador R do corpo K. Dai, temos

R

detJ = —.
2tp1a <oy Ps+t

Concluimos, portanto, que o volume v de T’ é finito, pois podemos computa-lo como segue

V= / -~/dm1 o dxgdyrdzy ... dysdzy
T/

= / c /ps—&-l e ps+tdp1 N dps+td¢1 e d¢t
T/

=2'r’ / : '/dEt J(Psg1 - psye)dédEy ... dE,
=m'R.
Substituindo » em 2.1, finalmente obtemos

25 R
o(T) = —

2.2 O principio de Dirichlet

Os nossos resultados sobre a funcéo Zeta de Dedekind (x serdo consequéncias do seguinte
Teorema de Dirichlet sobre séries mais gerais. A sua prova ndo é das mais simples, mas isto é com-
pensado pela simplicidade que fornece ao corolario que o sucede.

Teorema 2.2.1. Segja X um cone em R™ que ndo contém a origem, e F : X — R uma fung&o continua
satisfazendo as seguintes propriedades:
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i)
F(z) >0, Y x; (2.4)

ii)
£E>0, € X = F(éx) =¢"F(x); (2.5)

i)
v(T={z € X|F(z) <1}) = v < o0 (2.6)

sejam também 9 um reticulado em R™, A o volume de um dos seus paralelepipedos fundamentais e
Cr(s) a série

()= Y o @7)

Temos que (r converge paras > 1 e

lim (s — 1){r(s) =

v
s—1t A

(2.8)

Antes da demonstragdo, notemos que o conjunto dos pontos de X tais que F(z) = 1 inter-
secta cada raio de X em exatamente um ponto e divide o cone em dois conjuntos, sendo um deles um
conjunto limitado com volume nao-nulo, do qual ele proprio é a fronteira. Além disso, se tivermos de
antem&o um conjunto limitado, com volume néo-nulo, podemos facilmente definir a funcdo F', simples-
mente definindo F' = 1 neste conjunto e impondo 2.5.

= AL ) .
Demonstragdo. Para r > 0, denotemos 91, = »~ 9. Temos v(IM,.) = g Visto que 2, é também
um reticulado e T' é limitado, podemos definir N(r) = o nUmero de pontos de 9, pertencentes a T'.
Pelas consideragdes que seguem a definicdo de volume, temos

A N
v=o(T) = lim N2 = A tim 20

r—00 rm r—oo 1M

Consideremos agora o conjunto 7. O nimero de pontos de 9t pertencentes a T € também igual a
N(rye,comoT = {z € X|F(z) < 1} evale 25, temos N(r) = M nNrT| = {z € X|F(z) < r"}|.
Visto que M = Z™, com m < n entdo M é enumeravel, e podemos construir uma sequéncia (z), com
x, € MN X, tal que

0< F(z1) < F(zg) <-+- < Fzg) < ...

1

Definamos ry := F(xx)=. Temos que todos os pontos z1,.. .,z pertencem a r,T, donde N(ry) > k.
Por outro lado, para £ > 0, 0 ponto xj, ndo pertence a (r, — )T, donde N (r; —¢) < k. Temos, portanto,
a seguinte desigualdade

N(rp —e) <k < N(rg).

o - R —e)" . 1
Multiplicando o ultimo termo a esquerda por Lgin e os demais por —, obtemos
(r —e)mry ry
N(ry —¢) <rk —5)” < k < N(rg)
(re —e)” T e Ty
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Tomando o limite quando k — oo, isto €, quando r, — oo, obtemos

lim ko il
hooo Fag) A

k* s - .
Como limy_yoo =——— = (3) # 0, entdo, para k suficientemente grande, podemos tomar ——— <
F(:rk)s A F(ar)®
v

«Z) + 6) , para algum &6 > 0. O teste da comparagdo com a série que define ((s) nos da a

convergéncia de (r, quando s > 1.

Novamente, para k suficientemente grande (k > k), temos
(X)) %< 7am < ((3)+9)%

ko—1 1
Elevando a s > 1 e somando todos os termos, com k > ko, € usando que ((s) — > ;% T 2 h=ko %S
converge, obtemos

<z—e>sz,;§i;) (Lee) > L

k=ko k=ko k=ko

1
Sabemos que lim;_,;+ (s Mol — — 0, bem como lim,_,q+ (s — 1) 350! = 0; 0 primeiro
k=1 k‘ k=1 F( )

- . 1 .
limite nos diz que lim,_,+ (s—1) 3-,2, i 1, donde, para s em intervalos da forma (1,1+6), com & > 0

. - oo 1
suficientemente pequeno, a série > ;~, Fla)s

(z)®

tendendo, respectivamente a 2 oe)e (2 te , a medida que & — 0. Dai, somando Z
A A k=1

em todos os termos da desigualdade e multiplicando-a por (s — 1), obtemos

é limitada, com os limitantes inferiores e superiores

1
Fzy)®

X & <lim inf (s~ 1x(s) <lim sup (s =1k (s) € X+

Como ¢ é arbitrario, temos liminf, ,1+(s — 1)(x(s) = limsup,_,;+ (s — 1){x(s) = % e isto finaliza a
demonstragao. O
Corolario 2.2.1. Se 9 é o reticulado gerado pelas representacbes geométricas de um ideal a de Oy,

com K um corpo de numeros de graun e X é um dominio fundamental, entéo, para s > 1,

. 1 v
lim (s —1) Z N(a:)"":Z’

—1+
s zeMNX

com A o volume de um paralelepipedo fundamental de 9t e v 0 volume do conjuntoT = {z € X|N(x) <

1.

Demonstracdo. Basta notar que N(z(x)) = N(«x) satisfaz 2.4,2.5e 2.6 O

2.3 A féormula de Euler e a férmula para o numero de classes

O Teorema abaixo tem um papel central em tudo o que o sucede. Ele nos diz que conhecer a
fungéo (x equivale a conhecer o comportamento de N(p), quando p percorre os ideais primos de O .
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Teorema 2.3.1 (Férmula de Euler). Para s > 1, vale a equagéo

em que p percorre todos os ideais primos de O k.

Demonstracédo. Qualquer que seja p o ideal primo, o termo — € a soma dos termos de uma

1—N(p)
progressao geomeétrica com razao menor que 1 em mdédulo, dai, temos

1 =1
17Nmﬂ‘ggmmw
Sejam p4, ..., p, todos os ideais primos cujas normas ndo excedem um certo natural N. Multiplicando

as somas obtidas para cada p;, obtemos uma soma cujos termos sdo todos os nlimeros na forma
— . isto &, a série obtida de (x(s), retirando-lhe todos os termos da forma ———, com a
N(py'...pr)* , , o Nl
divisivel por algum ideal de norma maior que N. Ou seja, para um natural N arbitrario, temos

1
H w < Cr(s)

Fazendo N — oo, temos a primeira desigualdade.
1
a)<M N(a)s’

dos termos W’ com a divisivel por algum ideal primo p, tal que N(p) < M, que é precisamente o

1
produto [ ],y <m ToNp basta fazer M — oc. O

A desigualdade inversa é obtida a partir da soma ZN( que esté contida na soma

Enfim, temos o resultado que almejavamos desde o inicio do capitulo.

Teorema 2.3.2. Seja K um corpo de numeros e (i (s) a fungdo

1
(s =2 gy
em que a percorre todos os ideais de O . Vale a igualdade

s+t ot
i (5= (e = (20,

em que R é o regulador de K, D é o discriminante de O i, m € o numero de raizes da unidade de O i
eh= |Cl K ‘ .

Demonstracao. Primeiro dividimos a série que representa (x (s) na forma

1
CK(S): Z Z N(a)s'

CeClg aeC

Na classe C~*!, escolhamos um ideal a’ contido em O (cuja existéncia é garantida pela Proposi-
¢ao 1.3.1) para cada a € C, o produto aa’ € um ideal principal («), com « € K. A correspondéncia
a — (or) € uma bijegao entre ideais de Oy da classe C e ideais principais contidos em C~! contidos
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em «o'. Pelas propriedades da norma, temos
N(a)N(a) = [N(«)].

Dai, concluimos

1 N 1
2 e N X

(), x€a’

Note que a soma acima nao varia com o elemento «, mas com o ideal («), como dois elementos oy
e ap geram o mesmo ideal principal se, e somente se, a; = ose, cOm ¢ € D%, isto é, se eles sdo
associados, podemos tomar a soma anterior com « percorrendo um sistema de representantes das
classes de associados de o'

Pelo Teorema 2.1.1, reescrevemos

1 1
2 VT~ 2 NG

(x), xe€a’ zeMNX

em que M é o reticulado obtido de o’ pela representacdo geométrica, e X é um dominio fundamental
em Kg.

Pelo coroléario Coroléario 2.2.1, temos

. 1 . 1 v
lim (S_l)ZCW: lim (s —1) Z W:Z

—1+ —1t
s s TEMNX

25’ R P
Comowv = e A =2"'N(a")\/|D|, obtemos
1 25Tt R
lim (s —1) = .
s—1+ :xe;TX |N(1’)|5 m,/|D|
Donde
2s+t tR 28+t tR
lim (s — 1)Cx(s) = lim (s —1) > n :< T )
s 1+ s—1+ cect,e M |D| ma/ ‘D‘

2.4 O numero de classes de um corpo ciclotémico

Nesta secao, exploraremos um dos casos em que se pode dar uma férmula explicita para o
numero de classes: o caso em que K = Q(¢), com ¢ uma m-ésima raiz primitiva da unidade. Para isto,
precisaremos da nogao de caractere numérico médulo m, da qual tratamos propriamente em A.3.

Definicdo 2.4.1. Sendo x* : [Z/mZ]* — C* um homomorfismo de grupos, um caractere numérico
mddulo m € a fungdo multiplicativa sobre os inteiros obtida a partir das relagdes x(a) = x*(a), se
(a,m)=1, ex(a) =0, se (a,m) > 1.

Definicado 2.4.2. A L-série do caractere x € o produto

Lis,x) = ][] <1—X(p))_l.

S
p primo p
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Por um argumento analogo ao usado na prova do Teorema 2.3.1, apenas usando a multiplica-
tividade e comutatividade do caractere y, podemos justificar o nome série, e escrever

L(s,x) = Z Xr(:)

Esta Ultima série também é chamada a série de Dirichlet do caractere x. A convergéncia de L(s,x) é
justificada pelo resultado abaixo.

Lema 2.4.1. Se a sequéncia de nimeros complexos (a,)nen € tal que A, = """, a,, € limitada, entdo
a série

converge para s > 0. Se o > 0, entao esta convergéncia é uniforme em [0, 00) (isto é, f é continua
s X(n)

neste intervalo). Em particular, L(s,x) = >~ e é continua em (0, c0), para x # Xo-

~ . g 1
Demonstracao. Fixemos o > 0. Para e > 0 arbitrario, podemos tomar n, tal que — < ¢, qualquer que
n
seja n > ng. Note que isso vale para qualquer s > . Tomemos M > N > ng, temos

= = r =k S, kD)
Ay An +1‘“A (1 1 )
= s s kE\7s s | "
M N = ks (k+1)
M—1 1 1 . An M
Ora, a soma ),y Ak (/? — m) é igual a e T e Sendo C' > 0 tal que |Ax| < C, pela
desigualdade triangular, temos
M
an, C c 1 1 2C
- — = 2
> < 3t w\Ns L=2C e,

como ¢ é arbitrario, o que acabamos de provar as primeira e segunda afirmacées do resultado. Para a
ultima, note que, se G é um grupo finito de ordem m e x € um caractere nao trivial de G, entdo, tomando
h € G tal que x(h) # 1, temos

X)) x(9) =Y x(h)x(9) =D x(9) = > _ xlg) =0.

geG geqG geG geG

Tomando G = [Z/mZ]* e x um caractere numérico médulo m, temos > x(k) = 0, se k percorre um
sistema completo de residuos médulo m. Dai, escrevendo n = gm + r, com 0 < r < m, donde
(n)

|An| = >5_1 Ix(k)] <m, donde L(s, x) = >_ -, = satisfaz todas as propriedades desejadas. O

n=1 ns

Podemos agora alcangar o nosso objetivo.

. 2w .. 27 L. . . . .
Teorema 2.4.1. Sejam ( = cos — + isin — uma m-ésima raiz primitiva da unidade, a um inteiro e
m m
X # xo um caractere numérico modulo m. Defina

0= Y, x(@)¢.

z mod m
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Entéo, para s > 0, temos a seguinte formula para L(1, x)
1 _
k=1

Portanto, temos a seguinte formula para o numero de classes do corpo Q(()

= (30 | 1L (- 5)

pl(
Em que w é o numero de raizes da unidade de K = Q((), D € o seu discriminante, e R, o seu regulador.

1 N (1 - 1) 11 [_:n f () In(1 - ¢)

S
plm p X#X0 k=1

Demonstracao. Aplicando o Teorema 2.3.2 a Q, tendo em vista que todo Z—mddulo finitamente
gerado de Q possui um sistema de geradores com um Unico elemento, isto é, todo ideal fracionario de
Q éprincipal, s=m=1,t=0e R=D =1, temos

lim (s —1){(s) =1, (2.9)

s—1t

em que ((s) é a fungdo Zeta de Riemann padrdo. Voltando ao caso geral, podemos reescrever a
expressao para (x(s) obtida em Teorema 2.3.1 como

v LI ()

Somente um numero finito de termos correspondem a ideais primos que dividem (m), denotemos este

produto por
1 -1
G(s) = 1— —— .
) pl(:[n)( N(n)S)

Se p e m s&o coprimos, entdo a Proposigao 1.10.2 nos diz que N(p) = p’», com f, a ordem da classe
pem [Z/mZ]*. Além disso, ela também nos diz que o numero de ideais primos distintos que dividem p

(isto é, tais que pNZ = pZ) é igual a @}m). Temos, portanto,
p
_e(m)
1 r
et =) I (1)

(p,m)=1

- — 2 27
Substituindo z = p~* em 1 — z/r = Hﬁ:ll(l —ekx), com e = cos — T 4 isin 2", obtemos

fp fp’
fp—1 k
1 € )
1— & = 1- ).
ples kl;[l ( p*

—p(m)

P

Trazendo de volta a poténcia , obtemos que o produto

—p(m)

.fp_l k fp
I1(1-5)
k=1 p
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p(m)
Ip

aplicados a p, resultam em £* (se necessario, consultar A.3), podemos reescrever ainda

T2 -m(2)"

k=1

tem exatamente ¢ (m) termos, para qualquer p. Posto existirem

caracteres de Z/mZ* que, quando

em que x percorre todos os caracteres do grupo Z/mZ*. Porém, como x(p) = 0, se (p,m) > 1,
para xy um caractere numérico moédulo m, podemos usar caracteres numéricos, ao invés dos proprios
caracteres de [Z/mZ]*, e teremos

Note que Teorema 2.3.1 aplicado a Q nos da

<<s>=H(1—p18)_1;

P

em contrapartida, sendo o o caractere trivial, temos

Lis,xo) = ][] (1 - ;)17

(pym)=1

donde concluimos

s =TT (1- 5 ) et

plm
Agora defina
1
F(s) = 1—— ) G(s),
o =T (1- ) 6w
plm
para ter

Cr(s) = F(s)S(s) T L(s,%)-

XFXo

Pelo Lema 2.4.1, temos que a série 5°°° . X) converge para s > 0 e

n=1 ns

L(SaX) = Z Xrgz)

Multiplicando por (s — 1) em ambos os lados e tirando o limite quando s — 17, por 2.4 obtemos

h= <;+t£R) lim (s = 1)¢(s)F(s) ] Lis,x) = (;Hlﬂ%)F(l) IT za.v.

r +
. XF#X0 (X#x0)

Precisamos agora tratar dos termos L(s, x). Omitindo da série de L(s, x) os termos que s@o zero e



2.5. O NUMERO DE CLASSES EM CORPOS QUADRATICOS 65

usando que n; = ny mod m = x(n1) = x(n2), €SCrevemos

L= Y x@) <mz (i))

(z,m)=1

A série no interior do somatério pode ser reescrita como

= ¢ 0, nZx modm
L |
n:ln 1

n=x modm

. 2r .. 27 . . .
Fixemos ¢ = cos — + isin — e consideremos a identidade
m m

7§<Tk {O7 rZ0 modm

=0 m, r=0 modm

ver Proposicéao A.1.2, ela nos da a seguinte férmula para os ¢,’s

m—1

ZCmn

Concluimos, portanto

L(s,x) = Z (; ; gk ni (2.10)

1m—l o] Cink
S PIRC b @)

k=0 =1 n=1
1 m—1 o] C_nk
= = 212
m 2 Tk()();::1 e (2.12)

(nas igualdades acima, = varia num sistema de representantes das classes do grupo [Z/mZ]*). Substi-
tuindo s = 1, obtemos

E um fato bem conhecido que a série Yoy & " converge para |z| < 1 e representa o ramo da fungéo
—In(1 — z), cuja parte imagindria est no intervalo (—%, Z). Podemos entdo substituir entdo = = (~* e

obter -
>4

substituindo este valor na expressao para L(1,x), e este Ultimo na expressdo para h, chegamos ao
resultado. O

—n

—In(1-¢~ )7

2.5 O numero de classes em corpos quadraticos

Definicao 2.5.1. Um corpo quadratico é um corpo K, tal que [K : Q] = 2.
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Verifica-se que todo corpo quadrético é da forma Q(+/d), com d um inteiro livre de quadrados.
Nosso objetivo é expor uma férmula para o nimero de classes de um corpo quadratico. Como viemos
fazendo até entao, precisamos entender os ideais primos de K, para podermos utilizar o Teorema 2.3.1.
Neste sentido, temos o Teorema abaixo. Porém, antes de prova-lo, lembremos que, sendo p um nimero
primo impar e m um inteiro, 0 Simbolo de Legendre (7;) € definido por

0, plm
() =<{1, (p,m)=1leexistexz e Ztalquez>=m mod p (2.13)

—1, (p,m)=1endo existe z € Z tal que > =m mod p
E possivel mostrar que, via uma identificacédo, o Simbolo de Legendre também é dado pelo elemento
m'T, me Z/pL.

A prova desta equivaléncia se encontra, por exemplo, em [7][Chapter I, section 3.2, theorem 5]. O
Simbolo de Jacobi é definido como o produto dos simbolos de Legendre da fatoragdo em primos do
denominador, isto é, se b = p°* ... p}* é a fatoragdo em primos do nimero inteiro positivo impar b, e a é
um inteiro coprimo com b, 0 Simbolo de Jacobi é definido por

-6

No entanto, utilizaremos a notagéo (Z) também para o Simbolo de Jacobi. A Lei da reciprocidade
quadratica para o Simbolo de Jacobi (logo, para o Simbolo de Legendre, restrito a primos impares) nos
diz que, sendo a e b impares coprimos,

(Z) <|Z|) _ (1) (2.14)
sua prova pode ser encontrada em [5][Chapter 5, Proposition 5.5.2].
Precisaremos ainda do Teorema abaixo.
Teorema 2.5.1. O anel de inteiros de um corpo quadrético K = Q(v/d) é da forma Z[w], com w =

1 d
%[,Sedzl mod 4,ew:ﬂ, comd=2ou3 mod 4.

Cuja prova pode ser encontrada em [2][Chapter 2, section 7, theorem 1] numa linguagem mais
geral.

Teorema 2.5.2. Num corpo quadratico de discriminante D, o ideal (p) = pOx fatora-se como

se, e somente se, p|D. Se p ndo divide D e p # 2, entdo

(p) =pp’, N(p) =N(p') =p, se (l;) =1

(p) =p, N(p) =p°, se (?) -1
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Se 2 ndo divide D, entdo
(2)=pp’, N(p)=N(p')=2,se D=1 mod 8
(2)=p, N(p)=4,D=5 mod 8.
Demonstragado. Primeiramente, note que, pela Proposicdo 1.8.2, temos as seguintes possibilidades

a) (p)=pp', p#9;

nas quais temos, respectivamente: N(p) = N(p') = p, N(p) = p? e N(p) = p.

Sabemos que todo corpo quadréatico é da forma Q(+/d), com d um inteiro livre de quadrados.
Seja p um primo impar que nao divide d. O Teorema anterior nos diz que o anel de inteiros de K

(K = Q(Vd)) é Z[\d) ou Z [1 +Vd

5 , dependendo se d = 3 0u 2 mod, oused =1 mod4. No

primeiro caso, temos § = (1) = Ok, em que § é o condutor de O, e temos (p) e § coprimos. No caso

1++d 1++d
2 2

emque Ox =7 , temos Z[Vd] C Z

, como um subgrupo de indice 2. De fato, se

1+Vd
2

14+Vd

b é par, entdo a + b € Z[\Vd] e, se b & impar, escrevemos b = 2m + 1, com m € Z e temos

14+Vd

5 Z[v/d], donde

a+b

1+Vd
2

Z

—zvd)| | <1 *2‘/‘7 4 Z[\/&]> .

Portanto, todo ideal de Z contido em Z[\/&] deve ter indice multiplo de 2, e o maior destes

14+d
9

tais ideais é justamente (2). Dai, temos § = (2), que é claramente coprimo com (p). Dai, podemos usar
a Proposigéo 1.8.3 para dizer que os ideais primos distintos que dividem (p) estdo em bije¢do com os
divisores irredutiveis de z? — d médulo p; como este polindmio é irredutivel, ou tem duas raizes distintas
em Z/pZ, entdo (p) ndo pode ter uma fatoragéo do tipo c¢). Além disso, (p) tera uma fatoragéo do tipo
a) ou b) a depender de 2% — d ser ou nao irredutivel médulo p, o que, por sua vez, é equivalente a d ser

. e ~ : d
ou ndo um quadrado moédulo p, isto é (p) tem uma fatoragéo do tipo a) se, e somente se, (p) =1,edo
. d
tipo b se, e somente se, (p) =—1.

Caso p|d, como d é livre de quadrados, temos (v/d)?> = (p)(d:), com p e d; coprimos, donde
também os ideais (p) e (d;) sdo coprimos. Pela unicidade da fatoragdo (v/d)? = (p)(d;) nos diz que os
todos os ideais primos que dividem (p) tém expoente par, o que s é possivel numa fatoragéo do tipo c).
Note que este argumento nao depende de p ser ou nao impar, e que, como o discriminante de Q(v/d) é
d ou 4d (a depender de d ser congruente a 1 médulo 4, ou nao), podemos trocar d por D, sem nenhum
prejuizo & demonstragao.

1++vD
2

Agora, se p = 2 e 2 ndo divide D = 1 mod 4, como Q(vD) = Q ( ) e o0 polinbmio
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minimo de

T St
4
que é redutivel médulo 2 se, e somente se, 2 divide % 0 que s6 acontece se D =1 mod 8, 0 caso
restante é coberto por D =5 mod 8 (estas sdo as Unicas opgdes, tendo em vista que D =1 mod 4).

Portanto, (2) tem uma fatoragdo do tipo a) se D =1 mod 8, e dotipob) se D =1 mod 8.
|

Seja p um primo impar e d = D = 1 mod 4. Pela Lei da reciprocidade quadratica para o

Simbolo de Jacobi, temos
()= () = o= () - (i) 219

Seja agora d =3 mod 4, temos

() = () = o= () = 0= () @19

Seja agora d = 2d, (2,d') = 1.

()= ()= G5 - o= () 17

A expressao no extremo direito de 2.15 depende apenas do residuo de p médulo |d| = |D|. Ja no
caso de 2.16, depende do residuo de p modulo |d| e do ndmero (—1)’%1. Isto é, depende também
do residuo de d modulo 4, logo, pelo Teorema Chinés dos restos, depende do residuo de p médulo
4|d| = |D|. Por fim, em 2.17, ela depende do residuo de p modulo |d|, do nimero (—1)p28_1, isto é, do
residuo de p moédulo 4, e também de (—l)pz;l, que corresponde ao residuo de p modulo 4. Estas, por
sua vez, reduzem-se a dependéncia do numero 8|d| = |D|. Logo, em todos os trés casos, o tipo de
decomposigao de p depende apenas do residuo de p médulo |D|. Com estas consideragdes em mente,
definimos uma fung&o sobre os inteiros = coprimos com o discriminante |D|, que é, na verdade, um

caractere médulo |D|.

Definicao 2.5.2. A fungdo

T%T ; sed=1 mod4
X(p) = { (1) = (—[Z]—) sed=3 mod 4.
(_1)%“”(1’—1)}1{1,—1) (7{57]) se d — 2d/

é chamada o caractere de K.

~ D ,
Observacao 2.5.1. Note que nenhum dos argumentos para mostrar que (p) dependia apenas do

residuo de p médulo |D| usou o fato de p ser primo, portanto, 0s mesmos argumentos mostram que,
trocando, p por x na definicdo acima, com x inteiro coprimo com D, x(z) depende apenas do residuo
de x mddulo |D|. Como o simbolo de Jacobi é multiplicativo em inteiros coprimos, verifica-se que, para
(x,D) =1 = (2/,D), tem-se x(x)x(z') = x(zz’). Impondo x(a) = 0, para (a,D) > 1, obtemos um
caractere numérico médulo | D).

Podemos reescrever o Teorema 2.5.2 em fungéo do caractere .
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Teorema 2.5.3. Num corpo quadrético de discriminante D, o ideal (p) = pOx, com p primo, fatora-se
como

se, e somente se, x(p) = 0. Se p ndo divide D, entdo
(p) =pp’, N(p) = N(p') =p, sex(p) =1
(p) =p, N(p) =p°, se x(p) = —1.

Visto que x é definido a partir de um Simbolo de Jacobi com "denominador”d, e ndo D, poder-
se-ia perguntar se x ndo seria induzido por algum caractere médulo d. O lema abaixo vem responder
esta pergunta ndo apenas para d, mas para qualquer divisor de D.

Lema 2.5.1. O caractere de um corpo quadratico € um caractere primitivo médulo |D| (em que D é o
seu discriminante).

Demonstracdo. Queremos usar o Lema A.2.1, para tanto, primeiro consideremos um primo p # 2,
que divide D. Dado qualquer residuo nao quadratico s moédulo p e tomemos = uma solugao do sistema

r=s modp

=1 mod 22
p
. a/‘ S . . ~
Afirmamos que x(z) = (p) = (b) = —1. Isto segue da definigdo de x, caso d = D =1 mod 4. Caso

d =3 mod 4, entdo
x(@) = (-1)= (ld[) - g(q) = () =)=

Ja para D = 4d, com d = 3 mod 4, lembrando que um sistema na forma

z=a; mod my

T =ay mod mao
tem solucéo se, e somente se a; = a; mod (my, my), resolvemos as congruéncias
r=3 mod4

x=1 mod 2|d|

z—1

e obtemos x(z) = (—-1)" = = —1. Caso tenhamos d = 2d’, D = 4d = 8d’, entdo, resolvemos as
congruéncias

=5 mod8
x=1 mod 4|d|

z2-1

e obtemos x(z) = (-1)"s =—1. O

E de nosso interesse calcular a L-série L(1,x). No entanto, isso ndo depende de x ser o
caractere de um corpo quadratico K, depende apenas de x ser par, isto &, se x(—1) = 1, ou impar,
x(—1) = —1. De fato, temos o
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Teorema 2.5.4. Seja x um caractere primitivo moédulo m > 1. Se x € par, entdo,

7(x) - k
L =2 — (k.
(1,x) melD DR LTS
(k,m)=1,k<m
Se x é impar, entdo
L(l,x) =mir(x)m™> > x(k)k

(k,m)=1,k<m

Demonstracado. Primeiro, mostraremos que, se (a,m) =r > 1, entédo

2 2 ~ . - . . .
com ¢ = cos 2 + isin T De fato, se m = rd entdo (* € uma d-ésima raiz primitiva da unidade e,
m m
portanto, (%% = (%, se z =1 mod d. Dai, se tomarmos z =1 mod d, com (z,m) =1 e x(z) # 1 (isto &,
como no Lema A.2.1), temos que, se x percorre um sistema completo de residuos médulo m, também
zmofaze

()= Y x(z2)C" = x(2)7a(X) = Talx) =0,

z mod m
pois x(z) # 1.
Se (a,m) = 1, entdo ax percorre um sistema completo de residuos médulo m, sempre que x 0
faz, e, portanto, multiplicando por x(a), obtemos

(lembrando que 7(x) = 71(x)). Repetindo a argumentagdo usada para calcular L(1,x) no
Teorema 2.4.1, temos

__*ZTk )In(1 —¢ )

Substituindo nesta férmula os respectivos 71 (x)’s, obtemos

Ly =~ S Ema -

(k,m)=1

(como x(k) € uma raiz da unidade, seu inverso multiplicativo coincide com seu conjugado). Analisemos
a soma

Se= > x(k)ln(1—-¢™"). (2.18)

(k,m)=1
O nuimero 1 — (%, para 0 < k < m, pode ser representado na forma

_ . =k . Tk iz _imk Tk ;
1— (" =2 " sin— =¢e'2e ' sin = = ¢
m m

Dai,
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N&o sé isso, desde que 1 — ¢* e 1 — (~* sdo conjugados, entio

(1= ¢™%) =In[1 = ¢ —ir (1 _ k) .

2 m

Supondo que x é par, podemos livremente trocar —k por k e obter

Sy= > x(k)In(1-¢").

(k,m)=1
Somando com 2.18, obtemos
28, = Y x(B)[In(1 = ¢*) +In(1 - ¢¥)] =2 x(k)In |1 — ¢,
(k,m)=1 (k,m)=1

0 que prova o resultado, neste caso.

Se x é impar, entéo x(—k) = —x(k) nos fornece

Se=— Y x(k)n(1-¢k).

(k,m)=1

Subtraindo esta expresséo de 2.18, obtemos

25, = ¥ 3Bl - ¢ - =2 ¥ 3@ (54,

(k,m)=1 (k,m)=1
o que finaliza a demonstracao. O

Teorema 2.5.5. O caractere de um corpo quadratico real é par, e o caractere de um corpo quadratico
imagindrio é impar.

Demonstragdo. Sendo y o caractere Q(v/d). Se d =1 mod 4, entdo
-1 ldl=1 d—1 ld|-1
KD = () = (05 =

Se d =3 mod 4, entao

Se d = 2d’, entdo

o= e () -

Por outro lado, se a é impar, entdo

Fazendo a = —1, isso prova o resultado. |

Assim como ocorreu com corpos ciclotdmicos, precisaremos calcular a soma
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com ¢ = \D| + isin — |D| visto que ela aparece na formula para L(1, x). Novamente, isto ndo sera

feito por um método que se aplique especificamente a x, mas a um caso um pouco mais geral.

, o . 2 L. 2 ~
Teorema 2.5.6. Seja y um caractere primitivo médulo m tal que x> = xo e ¢ = cos % + isin % entdo
TE[LZ/mZ]* Z\/TT% X(_l) =-L

Demonstracado. Provaremos completamente apenas o caso em que m = p € um primo impar. O caso
geral é deduzido a partir deste. Como o grupo dos caracteres quadraticos méddulo p tem ordem 2, e 0s

caracteres g € (p) pertencem a este grupo, entdo podemos tomar y como o simbolo de Legendre

modulo p. Isto é

Como ¢ = ¢!, temos
S - ~1
W= Y (o= X (e = (5.
TE[Z/mZ]* TE[Z/mZ]*

Por outro lado, temos 7(x)7(x) = p. De fato, temos

=Y Y e Y Y (,,,,,,,)()Cy@fn:

1<z<p—11<y<p—-1 1<2<p—1 1<y<p—

>

1<z<p-1 1<y<p-1

z

Note que asoma >, ., , ¢vz=1) gigualap— 1, se = = 1. Caso z # 1, ela é igual a soma de todas
as p-ésimas raizes da unidade, com excegao de 1, logo, é igual a —1. Portanto
z

> > ”-()(p—l)— > (—b—):p—l—(—l):p,

1<z<p—1 1<y<p-—-1 2<z<p—-1

z

pois Z/pZ tem o mesmo numero de quadrados ndo-nulos e ndo-quadrados nao-nulos. Portanto,

+,/p, p=1 mod4,
+iy/p, p=3 mod 4.

T(x) = (2.19)

A maior dificuldade da demonstracao reside em eliminar os sinais negativos.

Para fazer esta eliminagao, precisaremos reescrever 7(x) numa forma mais conveniente. Para
comegar, seja a matriz

11 ... 1
1 ¢ ... ¢

A= .
1 ¢t (-1

Uma vez que o mapa x — z2 para z € Z/pZ atinge 0 uma vez e cada residuo quadratico duas vezes e
p
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0 polindémio zP~1 — 1 fatora-se como (z — 1)(2P~2 +--- 2+ 1) e ¢ # 1, obtemos

CP*2+,..+<:_1éT(X): Z ¢t — Z Cb:1+2ZCa: Z szv

a€[Z/pZ+]? bg|Z)pZ*]? a z€ZL/pZL

ora, esta Ultima expresso é o trago da matriz A. Sejam X, ..., \, as raizes do polinémio caracteristico
de A, como A%v = M\?v, se v € um autovetor de A associado ao autovalor );, entdo as raizes do
polinémio caracteristico de A2 sdo A?..., )\12,. Por outro lado, podemos facilmente obter uma expresséo
para a entrada a;; de A2, pois

p—1 p—1 p—1 . .
TS o= g = {7 THI=0 medp,
=0  y=0 t=0 0, i+7#%0 modp
Obtemos portanto,
1 0 ... 0
0 1
A2 =p 1 0
0 1 0
A2
A matriz — é a matriz da permutagdo induzida por w(i) = —i, com ¢ percorrendo 0,1,...,p — 1
D
p—1

mod p. Tal permutacdo possui um ponto fixo 0, e transposigcdes (2-ciclos). Portanto, tomando
e; =(0,0,...1,...,0), ¢ variando de 0 a p—1 e a coordenada 1 na i+ 1-ésima entrada, o operador linear
2

. A% . o
T (em CP) definido por — € determinado por Te; = e, ;). Além disso, podemos escrever
D

CP = (eo) ® (e1,6p—1) P -+ - P <e%7e%+1>,

—1

PR . . , (0 1
em que cada subespago (e;, e,—;) € T-invariante. Como a matriz de 7', .,_,) nesta base & (1 0)’

p+1

T

) possui autovalores ¢; e ¢, ;, tais que T'¢; = e; € Te, ; = —é, ;. Portanto, temos

-1 , A .
autovalores 1 e pT autovalores —1, donde os autovalores (as raizes do polinGmio caracteristico) de

(eirep—i

~ N 1 . -1 .
A? s&o p, com multiplicidade prl e —p, com multiplicidade L Dai, temos que os autovalores de
Aséo +,/p e +i,/p. Sendo a, b, c, d suas respectivas multiplicidades, temos

T(X)Z[(a—b)+(c—d)i}f,a+b:Z%leﬁ_d:p%l.

Comparando com 2.19, obtemos

a—b==41,c=d, p=1 mod4
. (2.20)
a=b c—d=%+1, p=3 mod4

Para determinar a, b, c € d, precisamos de outra relacédo entre eles.

Visto que det A € um determinante de Vandermonde, temos

dtA= [ € -¢)

0<s<r<p-1
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definindo 5 = cos = + isin ~, como 7% = ¢, pondo 7("+*) em evidéncia em 72" — s = plrts)tr—s _
p p

n(r+9)=(r=s) obtemos

det A = H p(r+s) H 2i sin ( M) . (2.21)

r>s r>s

, -1
Como ha I%

p(p—1)
por (2:) 2 em evidéncia no Ultimo produtério, além disso, o produtério a esquerda dele é igual a
n2r=1 %o (r+9) | @ como 12P = 1, ao notarmos

§§(T+s> =p§ (r2+ 7«(7«;1)) =2 (p;l>2

r=1 s=0 r=1

pares da forma (r,s), com r > s, em que r e s percorrem 0,1,...,p — 1, podemos

obtemos

det A = p(p_)Hs1n<7s )

r>S

Por outro lado, como A? = pJ, em que J resulta de permutar as colunar i e p — i da matriz identidade
p X p (indices das entradas variando de 0 a p — 1), obtemos

p(p—1)

det A=+7 2z %

Comparando as duas expressdes para det A, € usando que sin € sempre positivo nas condi-

(r—s)m
p

.p(p—1) p
2

¢cOes satisfeitas porr e s,logodet A =i~z  p=.

Por outro lado, temos
det A = p% (—1)Pp2ips (—1)%dps = j2bte—dph,

Sep=1 mod 4, entdo

-1 1 -1
2bEp((p ))Ep—; _p2 =1 mod4

€ como 1
b
—b=—— — 20,
“ 2
temos a — b =1, por 2.20. Por fim, se p =3 mod 4, entao
-(p—-1) p—1 p+1

— = —-——— = - 7:1
c 5 +2b = 5 + 5 mod 4,

donde ¢ —d = 1. Visto que 7(x) = [(a —b) + (¢ — d)i],/p, temos o resultado provado, para p primo impar.

Para generalizar o resultado, consideramos primeiro o caractere médulo 4 dado por x(z) =
xz—1 e
(=1)"= e os caracteres mddulo 8

22— (z2-1) | z-1
st

X (@) = (-1)F ex'(z) = (-1)

Computa-se as somas 7(x), 7(x’) e 7(x"), e se obtém 2i, 21/2, 2iy/2. Utilizando a Proposicéo A.3.2 e
aplicando a férmula do Proposigao A.3.1, obtemos, por exemplo, para o caso m = 8r,

A(z) = (D) =gt (;) (;)
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Seja o 0 numero de primos entre pq, ..., ps congruentes a 3 modulo 4. Entdo

T :
k#j

\/%icx+1+2<x+o<(a—1) _
i (4D —

Vi, x(-1) = (-1t =1
ivim, x(-1)= (-1 = -1

(x) = 202 r(—1) T (2) I (W) _

As outras possibilidades para y sao tratadas de maneiras analogas. Damos a demonstragao por encer-
rada aqui. O

Teorema 2.5.7. Sejam K um corpo quadratico e h = |Clk|. Entao,

mL(LX% se K éreal
h = 2lne
=z 2,,|D|L(1, X), se K éimaginario.

Nas férmulas acima, D é o discriminante de K, ¢ é uma unidade fundamental de K, x é o caractere de
K e m é o numero de raizes da unidade contidas em K.

Demonstracao. Utilizando o Teorema 2.3.2, e lembrando que, para corpos quadraticos reais, tem-se
m =2 e R =lne, obtemos

L 75/15 limg_, 1+ (s — 1)Ck (s), se K éreal
mgﬂ‘D‘ lim,_,1+(s — 1)(x(s), se K éimaginario.

Utilizando o Teorema 2.5.2, obtemos que cada fator do produtério que resulta de aplicar Teorema 2.3.1

—1 —1 —1 -1
a (x(s) é da forma (11> <11> ,(1;) = <11> <1+1,),ou (11) ,
p? p? pes p? p? p°

para cada ideal primo correspondente ao primo inteiro p. Em qualquer dos casos, o fator se reescreve
como ) )
N\ _
(-5) (-%2)
p p

G = I (1-2) = o,

s
» p

Disto, concluimos

Multiplicando por (s—1), tomando o limite quando s — 171 e aplicando Teorema 2.3.2 a Q, como fizemos
na primeira parte da prova do Teorema 2.4.1, obtemos

lim (s — 1)¢k(s) = L(1,x),

s—st

e o resultado esta provado. O

Tendo em vista que os métodos usados nesta se¢do ndo foram téo explicitos, como no caso de
corpos ciclotémicos, vamos exemplifica-los, aplicando-os ao corpo Q(1/—5). Este corpo possui apenas
duas raizes da unidade, +1. E como seu anel de inteiros é Z[/—5], seu discriminante é —20. O
caractere de Q(v/—5) é
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Dai, usando a formula do Teorema 2.5.4, juntamente com Teorema 2.5.5 obtemos, sem nenhuma
simplificacao,

L(1,X):m(iﬁ) 3 (_1)’“51<’5“)k.

(k,20)=1, k<20

Dai, usando o Teorema 2.5.7, temos

p— 2Y20,,(0v20) > e (Ee=2
o 400 b
(k,20)=1, k<20

entao CZQ(\/_—@ tem exatamente duas classes, sendo o melhor dos piores casos, isto é, o mais proximo
possivel de ser um dominio de fatoragéo Unica, sem de fato o ser.
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Apéndice A

Apéndice

A.1 Caracteres de Dirichlet

Seja G um grupo abeliano finito de ordem m € N, dizemos que x : G — C é um caractere de
G se € um homomorfismo multiplicativo. Note que, pelo Teorema de Lagrange, se g € G, entdo g™ =1
e portanto 1 = x(¢™) = x(¢9)™, donde poderiamos ter tomado x : G — uc(m), em que pc(m) é o
grupo das m-ésimas raizes da unidade. Denotemos o conjunto dos caracteres de G por X(G). Como
¢ = ¢!, para qualquer ¢ € uc(m), ¥ = x~! € X(G). Definimos xo, € X(G) por g — 1 (chamado
caractere frivial ou unitario) e, se x1,x2 € X(G), definimos x1x2 por g — x1(9)x2(g). Com estas
definigdes X(G) torna-se um grupo abeliano. Queremos mostrar que, em geral G = X(G). Isto, porém,
é consequéncia de um Teorema mais geral, sobre a estrutura de grupos abelianos finitos. A sua prova
nao sera apresentada aqui, mas pode sem encontrada em [4][Chapter Il, pp.64-67, Structure Theorem
for Finite Abelian groups].

Teorema A.1.1. Todo grupo abeliano finito pode ser escrito como o produto direto de subgrupos cicli-
Cos.

Assim sendo, se G = []/_, (g;) € m; denota a ordem de g, (neste caso, referimo-nos ao menor
inteiro positivo & tal que g¥ = 1¢,,, porém, no caso do subgrupo (g;), m; também denota ordem do
grupo), entdo m; ... m, = m. Visto que podemos escrever qualquer g € G como []._, gfi(g), temos,
portanto, um homomorfismo natural

X:X(G) = [[xU9:))s x = (ligays - Xlign)- (A1)
=1

Afirmamos que X € injetivo. De fato, se x pertence ao nlcleo de X, entéo x|, também é o caractere
trivial de X({g;)). Este Gltimo caractere é trivial se, e somente se, x(g;) = 1, ou seja, x é trivial. Agora,
para cada subgrupo ciclico (g;), seja x; um caractere em X({(g;)). O caractere de G dado por

x(g7 - 9rm) = xa(97") - xr(957)

é tal que x|(,) = x:- Logo, X € um isomorfismo. Por outro lado, se x € o caractere de (g;) definido
por x(g;) = ¢, com ¢ uma raiz m;-ésima primitiva da unidade, e x’ é outro caractere de (g;), entdo

79
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X'(g;) = ¢4, para algum inteiro ¢, donde x’ = x? e X({g;)) = (x). Logo, temos (g;) = X({g;)), donde

s

2(6) = [[x() = [Jte) = G-

=1
Podemos tornar o Teorema A.1.1 explicito para o grupo [Z/mZ]*.
Definicao A.1.1. Um caractere do grupo X ([Z/mZ]*) é dito um caractere médulo m.

Proposicao A.1.1. Sejam = m; ... m,, commy,...,m, inteiros positivos coprimos. Entao cada carac-
tere médulo m é unicamente escrito na forma

x(a) = HM(%%

em que x; € um caractere modulo m;, a; € determinado pelas congruéncias a; = a mod m; € a; = 1
mod —.
m;
Tendo em mente as ideias aqui expostas, esta proposicdo é uma consequéncia do Teorema
Chinés dos restos, cuja prova omitiremos.

Seja agora G um grupo abeliano finito de ordem m e H um subgrupo de ordem n. A restricao
x|g de um caractere y de G define um caractere de H. A fungéo 7 (x) = x|g define um homomorfismo
entre X(G) e X(H). Seja A o nucleo deste homomorfismo. Se x € A, entdo x*(zH) = xx define um
caractere do grupo quociente G/H. Reciprocamente, se i) € um caractere de G/H, entdo, definindo
xz = ¥ (xH), obtemos um caractere de G tal que x* = ¢. Se x e x’ sdo caracteres distintos em A,
x ¢ Hexx# X'z, entdo x*(xH) # x*(«H). Temos, portanto, que o numero de caracteres de A é igual
ao numero de caracteres de G/H, que € igual a ™ Tendo em vista que X(G)/A = T(H), temos que
|T(H)| =n = |H]|, portanto, todo caractere de H éna restricdo de algum caractere de G a H. E mais:

Teorema A.1.2. Se G é um grupo abeliano finito e H é um subgrupo de G, entdo qualquer caractere
de H pode ser estendido a um caractere de G de |G/ H| formas diferentes.

Corolario A.1.1. Se = é um elemento de G diferente da identidade, entao existe um caractere de G tal
que xx # 1.

Demonstracao. De fato, basta estender um caractere ndo-unitario do subgrupo (x). O
Corolario A.1.2. Se o elemento x do grupo G ndo esta contido no subgrupo H, entao existe um carac-

tere x do grupo G tal que xx #1 e x(z) =1, paraz € H.

Demonstracao. Com efeito, basta estender o caractere trivial de H para um caractere nao-trivial de
(x, H) e, por fim, estender este ultimo a um caractere de G. O

Proposicao A.1.2. Valem as férmulas:

, n, X=Xo
I) ZmEG XT =
0, X# Xxo-

n, r=1

i)Y e XT =
XEX@ 0, x#1.
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Demonstracédo. Para o primeiro item, basta notar que, se x # xo € x(z) # 1, entao

ZXIZZXZSC:XZZXSC:"ZXIZO-

zeG zeG zeG zeG

Para o segundo item, basta tomar um caractere x’, tal que x'z # 1, e obter

o= > Wor=xr > = Y xw=0.

XEX(G) XEX(G) XEX(G) XEX(G)

A.2 Caracteres numéricos

Denotemos agora por G,,, 0 grupo [Z/mZ]*. Podemos associar cada caractere de G,, a uma
fungéo multiplicativa sobre os inteiros coprimos com m, definida por x(a) = xa (@ denota a classe de
G, que contém a). Estendemos esta fungdo a todos os inteiros, simplesmente definindo x(a) = 0,
caso (a,m) > 1. Tal extensao é dita um caractere médulo m. Por abuso de notagao, utilizaremos a
mesma notacao tanto para o caractere de G,,, quanto para o caractere numérico dele derivado. Isto
nao ha de causar nenhuma confuséo, visto que distintos caracteres de G,,, induzem distintos caracteres
numeéricos médulo m.

Seja m’ um ndmero natural divisivel por m. Dizemos que um caractere numérico médulo m’
é induzido por um caractere numérico x médulo m se x’'(a) = x(a), para (a,m) =1, e x'(a) = 0, se
(a,m) > 1. Se x € um caractere numérico médulo m que nao é induzido por um caractere numérico
maodulo um divisor proprio d de m, entao x é dito primitivo.

Lema A.2.1. Para que um caractere x mddulo m seja primitivo, é necessario e suficiente que, para
cada divisor proprio d, exista um inteiro z, tal que (z,m) =1,z =1 mod d e x(z) # 1.

Demonstragcao. Se y ndo é primitivo, entdo é induzido por algum caractere y; médulo algum divisor
proprio d de m. Isto implica x(a) = x1(a), para todo a coprimo com m. Em particular, para todo x
coprimo com m com z = 1 mod d, temos que x(z) = x1(1) = 1. Reciprocamente, suponhamos existir
um divisor préprio d de m tal que todo inteiro = que satisfaz x =1 mod d e (x,m) = 1 também satisfaz
x(z) = 1. Primeiro, observamos que se o’ é tal que (a’,m) =1ea=d mod d, entdo a’ = za mod m,
para algum z coprimo com m. Como z = 1 mod d e a hipétese nos diz que isso implica x(z) = 1,
temos x(a’) = x(x)x(a) = x(a). Logo, estd bem definido o caractere x; moédulo d dado por x;(a) = 0,
para (a,m) > 1 e x1(a) = x(a) para (a,m) = 1 e, portanto, x é induzido por xi, ou seja, x ndo é
primitivo.

O

A.3 Somas gaussianas e caracteres especiais

Seja x um caractere médulo m. Nesta secdo, consideramos apenas caracteres numéricos.

. 2r .. 2w .
Seja ¢ = cos — + isin —, a expressdo
m m

Ta(X) = Z X(x)Cax>

z mod m
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€ chamada a soma gaussiana de x com respeito a a. Quando tivermos a = 1, escrevemos apenas
7(x)-

Proposicao A.3.1. Seja x1,...x. a fatoragcdo de x obtida na Proposicdo A.1.1. A seguinte férmula é

o T (m) e (m> ,

emque T(l(Xi) = Zm mod m; CZ{ICC’ com CL = Cmil

Demonstracao. Pelo Teorema Chinés dos Restos, podemos fazer corresponder bijetivamente a cada
x € Z/mZ uma r-upla (z1,...,z,), com z; € Z/m;Z. Explicitamente, tomemos inteiros k; tais que

m
—k; =1 mod m;,
m;

basta tomar o mapa

,
m
(x17...,xr)»—>g —k;z; mod m.
—1 i
i—

Podemos entdo escrever

Yoox@er= Y S Dt = (A.2)

x mod m 1 mod mq z,, mod m, i=1
s
kix;
M % ) a3)
=1 \xz; mod m;

Substituindo y; = k;z; (abusaremos da notag&o, e escreveremos k; ' para o inverso médulo m), obte-
mos

Yool = Y xk )G = k) Y x@IGY = ik () (A4)

x; mod m; x; mod m; y; mod m;

Pela escolha dos k;’s, temos k;z.‘l = mﬁ mod m;. Logo, Xi(ki‘l) =X <7::) . Agrupando os termos de

(3
volta no produtério, temos o resultado provado.

Consideremos o caractere médulo 4 dado por x(z) = (—1)%. Como o unico divisor préprio
de 4 é 2, e temos simultaneamente (3,2) =1 e 3 =1 mod 2, o Lema A.2.1 nos diz que x € primitivo.
Como s6 existem duas unidades modulo 4, este € o Unico caractere primitivo médulo 4 que existe.
Semelhantes computagbes mostram que os caracteres

221

V(@) = (=) 5" e (<) 5+

sd0 os Unicos caracteres primitivos médulo 8, pois (—1)% também define um caractere moédulo 8, e
existem apenas 4 unidades em Z/8Z. Estas consideragdes sao Uteis, em vista da

Proposicdo A.3.2. Se existe um caractere quadratico (x> = xo) primitivo médulo m, entdo m é da
forma r, 4r ou 8r, com r um inteiro livre de quadrados. Além disso, todo caractere quadratico primitivo
serd da forma
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2

¢) x(@) = (1% (%), (@,2r) = 1.

r

&) x(x) = (-1) 7 (1), (@,20) = 1.

r

Demonstragcdo. Primeiramente, escrevamos m na forma 2%r, com r impar. Usando o Lema A.2.1,
temos

X = XaXr

com y, um caractere modulo 2¢ e x,. um caractere médulo r. Argumentando igualmente com ., temos

Xr = iji <o Xper-

Necessitamos que x, e x. sejam também primitivos. De fato, se, por exemplo, tivermos y,. induzido por
algum caractere x4 mddulo um divisor proprio de r, entdo x sera induzido por x, x4, que € um caractere
médulo 2°d. A mesma argumentacgao para .. nos diz que cada Xpei € primitivo também. Além disso,
tanto x, quanto os Xpci 's sdo quadraticos, em vista de x o ser.

Seja x’ um caractere qualquer médulo uma poténcia de um primo impar p¢, com e > 1. O grupo
das unidades de Z/p°Z tem o(p¢) = p°~*(p — 1) elementos. Seja H o subgrupo determinado pelas
classes de congruéncia modulo p¢ dos elementos de

{xe€Z zP"' =1 mod p°}

e n: H — [Z/pZ]* o homomorfismo redu¢gdo médulo p. Se 7(z) = 1, entdo, como z =1 mod p, temos
x = 1+ kp (aqui estamos abusando da notagéo, e usando o mesmo simbolo para um inteiro e a sua
classe de congruéncia). O bindbmio de Newton entdo nos da

p—1
—1\ . .
1+ kp)Pt—1= P i
(1+ kp) j§—1(n> p

Por outro lado, sendo v, : Z — 0 — N a fungao que mede a maior poténcia (de expoente ndo-negativo)
de p que divide o argumento, temos

vp((L+kp)P =" = 1) > e,

pela definigdo de H. Por outro lado, na soma obtida para (1 + kp)?~! — 1, o termo que minimiza v, é
aquele com j = 1, para o qual temos

v ((p; 1>kp) =1+ v,(k).

Por outro lado, verifica-se v, (a + b) = min{v,(a),v,(b)}, se v,(a) # v,(b). Portanto, temos
vp((L+kp)P ™" = 1) = 1+ v, (k).

Da nossa primeira desigualdade, obtemos v, (k) > e — 1, que implica =1 mod p°. Logo, m & injetiva.

Por outro lado, se = € Z é tal que 2zP~! = 1 mod p, entdo existe y € Z, tal que y = = mod p
e y»~! = 1 mod p°. De fato, fagamos a prova por indugéo no expoente, sendo e = 1 0 caso trivial.
Supondo que, para k > 1, temos y, =+ mod pe y’~ ' =1 mod p*, entdo, tomemos y;.1 = yi + tp*,
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com t inteiro. Expandindo pelo binémio de Newton. temos

p—1

—1 p—l 11— NG
=X (77 )y

j=0
Quando j > 2, temos que p?* > p**! divide o termo correspondente na soma. Ou seja

-1 -1 -2
yhor = b yh Yp—1tp* mod pFT

Para que y}.; = 1 mod p**!, devemos ter

PP+ (0 — Dyl k) — 1)

Por hip6tese de indugéo, yi_l =1 mod p*, donde y’,{"1 —1=p*"M, com M inteiro. Portanto, a relagio
gue queremos se reescreve como

PEY PR M + (p — 1)yl % p".

Para isto ser verdade, basta que (p — 1)y§*2 = —M mod p. Como esta ultima congruéncia pode ser

resolvida em ¢, temos provada a nossa afirmacao.

Portanto, a imagem de = coincide com conjunto dos elementos de [Z/pZ]* que satisfazem a
equagao zP~! —1 = 0, que é o proprio grupo [Z/pZ]*, logo, = € um isomorfismo. Escrevendo [Z/p°Z]* =
H X [Z/p°Z])*/H = [Z/pZ]* x [Z/p°Z)*/H = [Z/pZ]* x U temos que x Se escreve como Xxu, em que
é um caractere médulo p. Como y é quadratico, temos que s precisa ser unitario; pois |U| = p*~* e,
portanto, a imagem de um homomorfismo de xy a um grupo de ordem 2 precisa ser apenas 1, donde
X € unicamente determinado pela sua restrigdo a H e, portanto, x(z) € unicamente determinado pela
classe de x médulo p, e x ndo pode ser primitivo. Como as nossas hip6teses implicam que cada Xpti
€ primitivo, temos e; = 1. Como o Unico caractere quadratico ndo-unitario médulo um primo impar é o

Simbolo de Legendre, temos x,,, = (- . Concluimos entdo que o produto dos x,, é, por definigdo, o
Pi P p

Simbolo de Jacobi (T)

Para x,, queremos que a ndo possa ser maior que 3. Afirmamos que, para qualquer inteiro «
tal que v = 1 mod 8 e d = 2°, com e > 3, existe um inteiro v, tal que © = v> mod d. A prova desta
afirmacgéao seguira por indugéo. Para e = 4, isso pode ser feito por computagao explicita, visto que os
inteiros congruentes a 1 médulo 8 sdo 1 ou 9 moédulo 16, que sdo quadrados. Suponhamos o resultado
vélido para k > 4. Por hipétese de inducao, podemos escrever

u=v 4 C2F,

para C inteiro. Queremos encontrar um inteiro ¢ tal que vi1 = vi, + 25! satisfaga v7 ,; = v mod 2~*1.
Temos

UI%-H =i+ 2k, 4 1222072,

Como k > 4, temos 2k — 2 > k + 1 e, portanto, t222¢=2 é divisivel por 2¢*!. Dai, temos

v,3+1 = v? 4+ 2%y, mod 2+,
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Dai, a congruéncia que queremos satisfeita é

v + 120, = vf + C2F  mod 27,
para a qual basta tv, = C mod 2. Como v, € necessariamente impar, podemos tomar ¢ = C, e teremos

v2 =u mod 2~ +1L,

Tendo provada esta afirmacao, como y, é um caractere quadratico modulo 2¢, ele ndo pode ser
primitivo, visto que, se u = 1 mod 8, entdo (mais uma vez, abusando da notagao ) x,(u) = x.(v?) = 1.
Dai, se x = y mod 8, entdo x.(x) = x.(ty) = x(y), com ¢t = 1 mod 8. Portanto, cada caractere
quadratico médulo 2%, com a > 3, depende apenas da sua redugdo médulo 8. O



