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RESUMO

O Modelo de Bielas e Tirantes (STM) é amplamente utilizado no dimensionamento de estruturas
de concreto armado em Regides-D, nas quais a hipétese de distribuicdo linear de deformacGes ndo
é valida. Tradicionalmente, a definicdo do STM depende da interpretacdo subjetiva do fluxo de
forcas pelo engenheiro, o que pode conduzir a solugdes conservadoras ou pouco eficientes. Nesse
contexto, esta dissertacdo investiga o uso da otimizagdo topoldgica discreta, via Método Ground
Structure, como ferramenta auxiliar para a geracéo automatizada de modelos de bielas e tirantes.
A metodologia emprega um modelo material bilinear que diferencia o comportamento em tragéo e
compressdo, associado a filtros discretos e geométricos para obtencdo de topologias simplificadas
e diretamente interpretaveis. Foram analisados cinco exemplos numéricos: uma viga biapoiada,
utilizada como problema de referéncia, uma viga continua e trés estruturas representativas de
Regides-D — uma parede de cisalhamento acoplada, uma viga-parede com abertura e uma viga
com extremidade entalhada. Os resultados demonstram que o método é capaz de identificar os
mecanismos fundamentais de transferéncia de carga, produzindo modelos de bielas e tirantes
fisicamente coerentes e compativeis com solucdes da literatura. A aplicacao de filtros separados
para elementos tracionados e comprimidos mostrou que a sensibilidade da topologia étima depende
da natureza estrutural do problema, permitindo explorar solucGes alternativas sem comprometer a
viabilidade estrutural. Conclui-se que a otimizacdo topoldgica discreta via Método Ground
Structure constitui ferramenta promissora para auxiliar a concepcao de modelos de bielas e tirantes

em estruturas de concreto armado.

Palavras-chave: Concreto Armado; Regifes-D; Otimizacdo Topoldgica; Método Ground

Structure; Modelo de Bielas e Tirantes.



ABSTRACT

The Strut-and-Tie Model (STM) is widely used for the design of reinforced concrete structures in
D-regions, where the assumption of linear strain distribution is no longer valid. Traditionally, the
definition of a STM relies heavily on the engineer’s experience and subjective interpretation of
force flow, which may lead to conservative or inefficient solutions. In this context, this dissertation
investigates the use of discrete topology optimization, based on the Ground Structure Method, as
an auxiliary tool for the automated generation of strut-and-tie models. The proposed approach
employs a bilinear material model that distinguishes between tensile and compressive behavior,
combined with discrete and geometric filtering techniques to obtain simplified and directly
interpretable topologies. Five numerical examples were analyzed: a simply supported beam used
as a reference problem, a continuous beam and three structures representative of D-regions — a
coupled shear wall, a deep beam with an opening, and a dapped beam. The results show that the
method successfully identifies the fundamental load transfer mechanisms, producing physically
consistent strut-and-tie models that are in good agreement with solutions reported in the literature.
The application of separate filters for tension and compression elements revealed that the
sensitivity of the optimal topology depends on the structural nature of the problem, allowing the
exploration of alternative layouts without compromising structural feasibility. The study concludes
that discrete topology optimization via the Ground Structure Method is a promising tool to support

the design of strut-and-tie models in reinforced concrete structures.

Keywords: Reinforced Concrete; D-Regions; Topology Optimization; Ground Structure Method;
Strut-and-Tie Model.
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Capitulo 1. Introdugéo

1. INTRODUCAO
11 CONTEXTUALIZAQAO

O concreto armado consolidou-se como um dos materiais estruturais mais utilizados
mundialmente devido a sua versatilidade, durabilidade e economia. A associacao entre concreto e
aco de armadura permite explorar as melhores propriedades de cada material: resisténcia a
compressdo do concreto e resisténcia a tracdo do ago. No entanto, 0 comportamento estrutural de
elementos de concreto armado apresenta complexidades significativas, particularmente em regides
onde a distribuicdo de tensdes ndo segue padrdes lineares previstos pela teoria classica de vigas —
as chamadas Regides-D.

Schlaich et al. [1] introduziram a distingdo fundamental entre Regides-B (Bernoulli) e Regides-
D (Descontinuidade) em estruturas de concreto armado. Regibes-B caracterizam-se por
distribuicéo linear de deformacdes ao longo da altura da secédo transversal, permitindo aplicacdo
direta de formulacgdes analiticas classicas. Regides-D, por outro lado, ocorrem em proximidade de
cargas concentradas, mudancas abruptas de geometria, aberturas ou apoios, onde as hipdteses de
Bernoulli ndo sdo validas. Nestas regides, o fluxo de tensdes torna-se complexo e tridimensional,
exigindo abordagens alternativas de analise e dimensionamento.

O Modelo de Bielas e Tirantes (Strut-and-Tie Model - STM) surge como ferramenta
fundamental para o dimensionamento de Regides-D, sendo recomendado e normatizado por
diversos codigos internacionais [2-4]. O STM consiste em idealizar a regido estrutural como uma
trelica discreta composta por elementos comprimidos (bielas), elementos tracionados (tirantes) e
regides nodais onde estes elementos se encontram. Esta representacdo simplificada permite aplicar
equilibrio estatico e o dimensionamento individual dos elementos, fornecendo solucdo segura e
conceitualmente clara para problemas complexos.

Apesar de sua sélida fundamentacdo tedrica e ampla aceitacdo normativa, a construcdo de
modelos de bielas e tirantes adequados permanece como desafio pratico significativo. A definicao
da geometria do modelo - posicionamento de bielas, tirantes e nds - depende em grande medida da
experiéncia e intuicdo do engenheiro, resultando em processo frequentemente subjetivo onde
diferentes projetistas podem propor modelos distintos para 0 mesmo problema. Esta subjetividade
torna-se mais critica em geometrias complexas ou ndo convencionais, onde a inexperiéncia pode
conduzir a modelos inadequados que comprometem seguranca ou conduzem a solugbes

excessivamente conservadoras.
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A otimizacdo topoldgica apresenta-se como abordagem promissora para automatizar e
sistematizar a geracdo de modelos de bielas e tirantes. Desenvolvida inicialmente por Bendsge e
Kikuchi [5] para aplica¢Bes gerais em projeto estrutural, a otimizacéo topoldgica busca determinar
a distribuicdo 6tima de material em um dominio de projeto sujeito a restricdes e objetivos
especificos. Quando aplicada ao concreto armado com diferenciacdo entre comportamento em
tracdo e compressdo, a otimizagdo topoldgica pode identificar automaticamente os caminhos
preferenciais de fluxo de forgas, fornecendo uma base objetiva para construcdo de modelos de
bielas e tirantes.

Diversas abordagens metodolégicas tém sido propostas para aplicar otimizagdo topolégica a
geracdo de modelos de bielas e tirantes. Métodos baseados em densidade, como SIMP (Solid
Isotropic Material with Penalization), distribuem material de forma continua no dominio,
requerendo posterior interpretacdo e discretizacéo para converter campos de densidade em modelos
de barras [6]. Metodos evolutivos, como ESO (Evolutionary Structural Optimization), removem
iterativamente material pouco solicitado até convergir para topologia 6tima [7]. Em contraste com
essas abordagens, o Método Ground Structure, originalmente proposto por Dorn et al. [8], adota
abordagem fundamentalmente discreta partindo de uma malha inicial densa de elementos de trelica
que conectam um conjunto predefinido de nds, a partir da qual o processo de otimizacao seleciona
0s elementos que compdem a solucéo final.

Essa caracteristica confere ao Método Ground Structure vantagens particularmente relevantes
para a geracdo de modelos de bielas e tirantes em estruturas de concreto armado. Por resultar
diretamente em uma topologia discreta, elimina-se a necessidade de procedimentos adicionais de
interpretacdo de campos continuos. Alem disso, cada elemento estrutural apresenta propriedades
mecanicas claramente definidas — como area, comprimento e esfor¢o axial — o que permite a
integracdo direta com os critérios usuais de verificacdo e dimensionamento de STMs. A distincao
entre elementos submetidos a tracdo e a compressdo emerge de forma natural do processo de
otimizacao, e a prépria formulacdo do método possibilita a incorporacdo de modelos constitutivos
diferenciados para esses regimes, compativeis com o comportamento mecanico do concreto

armado.
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1.2 JUSTIFICATIVA

A ampla adogdo do Modelo de Bielas e Tirantes no dimensionamento de Regides-D em
estruturas de concreto armado, reconhecida por codigos internacionais como o ACI 318 [2], o
Eurocode 2 [3] e o fib Model Code [4], bem como pela norma brasileira ABNT NBR 6118 [9],
contrasta com a auséncia de procedimentos sistematicos para a definicdo da topologia do modelo
estrutural. As normas fornecem diretrizes gerais relativas a resisténcia dos materiais e ao arranjo
das armaduras, mas delegam ao projetista a concepcdo do modelo, frequentemente baseada em
experiéncia prévia e processos de tentativa e erro. Essa lacuna metodoldgica pode resultar em
inconsisténcias entre projetos e dificuldades na andlise de geometrias complexas ou nao
convencionais.

Nesse contexto, métodos de otimizacdo topoldgica tém sido investigados como ferramentas
auxiliares para a identificacdo objetiva dos caminhos preferenciais de fluxo de forcas, oferecendo
suporte a concep¢do de modelos de bielas e tirantes estruturalmente coerentes. A aplicacdo desses
métodos ao concreto armado apresenta potencial para aprimorar a consisténcia estrutural dos
modelos propostos, sem substituir os critérios normativos de verificacdo e dimensionamento.

Embora diversos estudos tenham explorado a utilizacdo da otimizagéo topologica na geragédo
de modelos de bielas e tirantes, observa-se que muitas solucdes requerem procedimentos adicionais
de filtragem, simplificacdo e interpretacdo para se tornarem diretamente aplicaveis ao projeto
estrutural, como demonstrado em avaliacGes comparativas de resultados de otimizacao frente aos
requisitos do STM em concreto armado [10]. Nesse sentido, 0 Método Ground Structure destaca-
se por sua formulacdo intrinsecamente discreta e por sua compatibilidade conceitual com a
idealizacdo de bielas e tirantes, reduzindo ambiguidades associadas a interpretacdo de solucdes
continuas.

Assim, esta dissertacdo justifica-se pela aplicacéo, adaptacdo e avaliacdo de uma metodologia
baseada em otimizacdo topoldgica via Método Ground Structure, com a consideracdo de modelo
material bilinear e a aplicacdo de estratégias de filtragem discreta, incluindo uma extensdo para o
tratamento separado de elementos em tracdo e compressao, visando a geracao de modelos de bielas
e tirantes sistematicos, interpretdveis e compativeis com o0s procedimentos usuais de

dimensionamento de estruturas de concreto armado.
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1.3

131

OBJETIVOS
Objetivo geral

Aplicar e avaliar uma metodologia baseada em otimizacdo topoldgica discreta via Método

Ground Structure para a geragdo automatizada de modelos de bielas e tirantes em estruturas de

concreto armado, considerando um modelo material bilinear com diferenciagéo de rigidez em

tracdo e compressdo, por meio da adaptacdo e extensdo de rotinas computacionais existentes

implementadas na linguagem MATLAB®.

1.3.2

Obijetivos especificos

Aplicar o Método Ground Structure para otimizacao topoldgica de estruturas trelicadas
com modelo material bilinear, de forma a simular o comportamento diferenciado do
concreto armado em tragdo e compressao;

Adaptar e estender rotinas computacionais existentes para a consideracdo de novas
condigdes de contorno, incluindo apoios com molas elasticas e apoios inclinados;

Propor, implementar e avaliar uma extenséo da estratégia de filtro discreto, com tratamento
separado para elementos submetidos a tracdo e a compressao;

Aplicar os filtros discreto e geométrico com o objetivo de obter topologias estruturalmente
simplificadas e compativeis com a interpretacdo como modelos de bielas e tirantes;
Aplicar a metodologia considerada a casos complexos de Regifes-D em estruturas de
concreto armado;

Comparar as solugdes topoldgicas obtidas com modelos de bielas e tirantes propostos na
literatura técnica e cientifica, visando a avaliacao de sua consisténcia estrutural;

Analisar os resultados obtidos em termos de nimero de elementos, flexibilidade estrutural,
convergéncia numeérica e interpretabilidade como modelos de bielas e tirantes para fins de

dimensionamento.
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2. REVISAO BIBLIOGRAFICA
2.1 CONCRETO ARMADO E REGIOES DE DESCONTINUIDADE
211 Caracteristicas do Concreto Armado

O concreto armado constitui 0 material estrutural mais amplamente utilizado na construcéo
civil mundial, sendo responsavel por aproximadamente 70% das estruturas construidas
globalmente [11]. Sua ampla adocdo deve-se a combinacdo de propriedades complementares: o
concreto apresenta elevada resisténcia a compressdo e durabilidade, enquanto 0 aco da armadura
fornece a resisténcia a tracdo necessaria, resultando em um material composito versatil, capaz de
resistir a estados complexos de tenséo e de ser moldado em diversas formas e tamanhos.

A interacdo entre concreto e aco fundamenta-se em trés principios basicos: (1) aderéncia entre
0s materiais, garantindo trabalho conjunto sob carregamento; (2) compatibilidade de deformagdes
nas regides ndo fissuradas; e (3) protecdo do aco contra corrosao atraves do cobrimento de concreto.
Esta combinacdo permite a execucdo de estruturas versateis, desde edificacBes residenciais até
grandes obras de infraestrutura como pontes, barragens e tdneis.

Entretanto, o comportamento mecanico do concreto armado apresenta complexidades inerentes
que desafiam as abordagens tradicionais de analise e dimensionamento. A natureza fragil do
concreto em tracdo, caracterizada por resisténcias a tracdo em torno de 10-15% da resisténcia a
compressao, resulta em fissuragé@o nas regides tracionadas sob cargas de servico. Apds a fissuracao,
a rigidez efetiva da secdo é substancialmente reduzida, e a capacidade de resistir a tracdo €
transferida quase integralmente para a armadura de ago, caracterizando um comportamento nao-

linear e dependente do historico de carregamento.

2.1.2 Regides-B e Regides-D

Schlaich et al. [1], em trabalho pioneiro sobre projeto consistente de estruturas de concreto,
estabeleceram a distingdo fundamental entre dois tipos de regides em elementos estruturais:
regides-B (Bernoulli regions ou Beam regions) e regides-D (Discontinuity regions ou Disturbed
regions).

Regides-B sdo caracterizadas pela validade da hipotese de Bernoulli, onde secdes planas
permanecem planas apos a deformacao, resultando em distribuicéo linear de deformacdes ao longo
da altura da secdo. Nestas regifes, a teoria classica de flexdo de vigas € aplicavel, e métodos
tradicionais de dimensionamento — como o dimensionamento a flexdo simples ou composta —

fornecem resultados satisfatérios. Regifes-B sdo tipicamente encontradas em trechos de vigas e

5
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pilares distantes de descontinuidades, onde o fluxo de tensdes é essencialmente paralelo ao eixo
longitudinal do elemento.
Regides-D, por sua vez, sdo caracterizadas por distribuicdes néo-lineares de deformacao,
violando a hipétese de Bernoulli. Estas regides surgem devido a:
1. Descontinuidades estaticas: Cargas concentradas, reacdes de apoio, forgas de protensao,
mudangcas abruptas de esfor¢os internos;
2. Descontinuidades geométricas: VariacGes bruscas de secdo transversal, aberturas,
reentrancias, juntas, consolos, dentes de apoio, blocos sobre estacas.
A Figura 1 ilustra exemplos tipicos de regides-B e regides-D em um portico de concreto
armado, evidenciando como descontinuidades geométricas e estaticas alteram a distribuicdo de

tensOes e invalidam a aplicacdo da teoria classica de flex&o.

o lDl l

e
o |
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B B
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] D | | B

Figura 1: Identificacdo de regiGes-B e regides-D em um pdrtico de concreto armado.

Fonte: Staréev-Curéin et al. [12].

A extensdo aproximada de uma regido-D pode ser estimada pelo principio de Saint-Venant:
perturbacdes locais afetam a distribuicdo de tensées em uma distancia da ordem da altura da secao
transversal. Assim, em uma viga de altura h, uma regido-D se estende aproximadamente h em cada

direcéo a partir da descontinuidade.
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O dimensionamento de regides-D por métodos tradicionais de flexdo é inadequado, pois a
distribuicdo real de tensdes difere daquela assumida pela teoria de vigas. Métodos especificos,
como 0 Modelo de Bielas e Tirantes, sdo necessarios para capturar o0 comportamento estrutural

dessas regides, tema explorado na Secéo 2.8.

2.1.3 Desafios no Dimensionamento de Regides-D

O projeto de regides-D em estruturas de concreto armado apresenta desafios tanto conceituais
quanto praticos. Tradicionalmente, engenheiros desenvolvem modelos resistentes baseados em
experiéncia e intuicdo, visualizando o fluxo de tensdes na estrutura e propondo arranjos de
armadura que materializem caminhos de carga identificados. Esta abordagem, embora eficaz nas
maos de projetistas experientes, apresenta limitacoes:

e Subjetividade: Para uma mesma geometria e carregamento, diferentes engenheiros podem
propor diferentes solugdes de armadura, todas potencialmente seguras, mas com diferentes
eficiéncias estruturais e econémicas;

e Conservadorismo: Em face de incertezas sobre o caminho 6timo de cargas, projetistas
frequentemente adotam margens de seguranca adicionais, resultando em quantidades de
armadura superiores ao estritamente necessario;

e Complexidade geométrica: Geometrias ndo convencionais — como blocos sobre estacas
com mudltiplos pilares, vigas-parede com aberturas irregulares, ou juntas complexas —
tornam a visualizagdo do fluxo de tensdes muito desafiadora.

A otimizacao topoldgica surge como ferramenta promissora para auxiliar o dimensionamento
de regibes-D, oferecendo uma abordagem sistematica para identificar caminhos 6timos de
transmissdo de cargas. Ao formular o problema de projeto como um problema de otimizagédo
matematica — buscando a distribuicdo 6tima de material que minimiza uma funcéo objetivo sujeita
a restricbes de equilibrio e volume — € possivel gerar topologias estruturais que representam
solucdes eficientes sem depender exclusivamente da intuicdo do projetista.

Particularmente, o Método Ground Structure, quando aplicado com consideracdo apropriada
do comportamento bimodular caracteristico do concreto armado (diferentes rigidezes em tracédo e
compressdo), pode gerar automaticamente modelos de bielas e tirantes que servem de base racional
para o detalhamento da armadura. Para compreender como a otimizacdo topoldgica pode ser
aplicada ao dimensionamento de regides-D, € necessario estabelecer os fundamentos tedricos e

matematicos dos métodos de otimizacao estrutural, apresentados nas se¢des seguintes.

7
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2.2 OTIMIZAQAO ESTRUTURAL

Otimizagdo estrutural € uma técnica que consiste em determinar a melhor distribuicdo de
material dentro de um dominio especificado de volume fisico, e, com seguranca, transmitir ou
resistir as condi¢Oes de carregamento aplicadas a estrutura [13], como ilustrado na Figura 2, ao

mesmo tempo em que todas as restri¢cdes impostas séo satisfeitas.

Figura 2: Problema de otimizac&o estrutural.
Fonte: Adaptado de Christensen e Klarbring [14].

Para atingir a melhor distribuicdo de material e consequentemente a estrutura com melhor
desempenho, o processo de otimizacéo estrutural, de maneira eficiente, faz o uso de algoritmos de
busca numeérica programados para minimizar (ou maximizar) funcbes objetivo predefinidas,
partindo de um conjunto de variaveis de projeto, em conformidade com as restricdes de projeto
relevantes [15], que convergem a solucdo 6tima. O objetivo é uma resposta escalar que direciona
a otimizacdo estrutural para a melhor configuracdo das variaveis de projeto. A equacdo que
relaciona o objetivo com as variaveis de projeto é chamada de funcao objetivo. A funcdo objetivo
é avaliada continuamente para monitorar a resposta do sistema, progredindo na otimizagédo
estrutural. As variaveis do projeto estrutural incluem pontos que definem caracteristicas estruturais,
parametros dimensionais e densidade do material em uma regido estrutural [16]. Um terceiro
componente, as restricdes, deve ser levado em considera¢do de modo a impor certos critérios de
desempenho em uma estrutura. As restricdes podem ser comportamentais ou geométricas [17]. A

seguir estdo alguns exemplos de funcdes objetivo e restricdes comportamentais:
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e Volume ou peso da estrutura;
e Medidas globais de desempenho estrutural, como rigidez (ou flexibilidade), frequéncias
naturais, cargas criticas de flambagem, etc.;
e Restricdes globais, como deslocamento maximo, tensdo, deformacéo ou densidade de
energia de deformagdo em toda a estrutura;
e Restrigdes locais, como deslocamento, tensdo ou deformacdo em um local especifico na
estrutura.
As restriches geométricas podem ser limitagdes de fabricacdo, tamanho maximo/minimo de
membros e eventual utilizacdo da estrutura (restri¢Oes fisicas).
O problema de otimizacdo estrutural pode ser resolvido utilizando métodos analiticos [18] ou
métodos numeéricos tais como programacdo matematica [19] e critérios de otimalidade [20, 21].

2.2.1 Representacdo Matematica Geral de um Problema de Otimizagéo Estrutural
Um problema de otimizacdo estrutural na forma geral pode ser definido como procurar pelo
minimo (ou maximo) valor da funcdo f(x), na qual x = (x4, x5, X3, ..., X,,) € 0 vetor de variaveis.
De acordo com Haftka e Girdal [18], um problema de otimizacao pode ser expresso por:
Minimizar: f(x)

g =0 i=1M (2.1)
h(x)20 j=1N

(OF) Sujeito a: {
onde g(x) e h(x) sdo as restricdes de igualdade e de desigualdade, respectivamente, sendo M o
numero de restrices de igualdade e N 0 nimero de restricbes de desigualdade. O problema de
otimizacéo é dito linear se ambas, funcao objetivo e restricdes, sdo funcdes lineares das variaveis
de projeto. Se a funcdo objetivo ou uma das restricdes for uma funcéo nao-linear das variaveis de
projeto, a otimizacdo é dita ndo-linear.

Naturalmente, existem muitas aplicagcdes praticas onde o projetista pode necessitar otimizar
duas ou mais func@es objetivo simultaneamente, ou seja, podem haver ndo apenas uma, mas varias
funcBes objetivo em um Unico problema de otimizacdo estrutural, chamado de problema de
otimizacdo multiobjetivo, de critérios multiplos ou vetorial. Assim, pode-se formular esse tipo de

problema como:

minimizar: f(x) = (}‘1(x),f2 (x), ...,fk(x)) (2.2)
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onde k é o nimero de fungdes objetivo, e as restricdes sdo as mesmas que para (OE). Entretanto,
0 processo para determinar a solugdo de um problema de otimizacdo multiobjetivo é um pouco
mais complexo e menos definido do que para problemas com uma Unica funcao objetivo. Nesses
casos, a solucdo, predominantemente, é alcancada a partir do chamado conjunto Pareto-6timo
(Pareto optimality). A abordagem mais comum para se obter um conjunto Pareto-6timo de um
problema de otimizagdo multiobjetivo é o método da soma ponderada [22]:

p
U= wefi® (23)
k=1

ondew, = 0,k =1, ...,p, é chamado de vetor de pesos w que satisfaz Zizl wy, = 1. Desta forma,
0 problema multiobjetivo se transforma em uma série de problemas mono-objetivos que definem

uma seérie de solucdes Otimas.

2.2.2 Funcdes Convexas e Problemas Convexos

No processo de formulacdo de um problema de otimizacdo estrutural onde busca-se minimizar
uma funcéo, o engenheiro deve compreender quais restricbes governam o projeto e quais podem
ser negligenciadas, pois a escolha do objetivo e das restrigdes € essencial para uma analise numérica
bem-sucedida que, caso contrario, pode ndo orientar a analise numérica a encontrar uma solucao
Otima para o problema [21].

Quando a solucdo do problema de otimizagdo estrutural é obtida através de algum método
numérico, geralmente, é muito dificil responder satisfatoriamente se a solugdo encontrada é um
6timo (minimo) global ou apenas um 6timo (minimo) local. Entretanto, em alguns casos o
problema considerado pode ser demonstrado como possuindo certas propriedades de convexidade,
0 que implica concluir que um 6timo local também é um 6timo global [23].

A natureza da funcdo objetivo e das restricbes pode, entdo, ser determinada utilizando as
defini¢des de convexidade. Dessa maneira, garante-se que a solugéo encontrada € um étimo global,
ja que nos casos de problemas convexos um 6timo local é automaticamente um 6timo global [24].

Uma funcéo f(x) é dita ser convexa se, na linha que conecta cada par de pontos x* e x2 no
dominio definido por essa funcdo, o valor da funcdo é menor ou igual a uma interpolacdo linear de
f(x1) e f(x?) [25]. A Figura 3(a) mostra a representacdo geométrica de uma funcgdo convexa. A

partir da geometria, a defini¢cdo de uma funcdo convexa pode ser expressa pela inequacéo:

flax? + (1 —a)x] < af (x®) + (1 — a)f(xY), 0<a<l1 (2.4)

10
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Jx) J)

A A
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Figura 3: a) fungédo convexa; b) fungdo ndo-convexa.

Fonte: Autor.

Verificar a convexidade de uma dada funcdo utilizando a definicdo é um processo custoso,
porque exigiria a consideracao de infinitos pontos. O modo mais direto de verificar se uma funcao
é convexa ou ndo €, normalmente, calculando sua matriz Hessiana e estudando o sinal desta. A

matriz Hessiana é expressa por:

0% f(x) 0°f(x)
0x2  0x,0x,
0%f(x) 9%*f(x)

0x,0x,;  0x2

H=Vf(x) = (2.5)

onde H é definido como Hessiano, e a matriz Hessiana como a matriz de segundas derivadas
parciais da funcéo f(x).
Ao calcular o Hessiano, pode-se verificar a convexidade de uma funcéo da seguinte forma:
e uma funcéo f(x) é convexa se seu Hessiano V?f (x) é pelo menos positivo semidefinido;
e uma funcdo f(x) é concava se seu Hessiano V2 £ (x) é pelo menos negativo semidefinido;

e uma funcdo f(x) é ndo-convexa se seu Hessiano V2f (x) é indefinido.

Um problema de otimizacdo é dito convexo quando sua funcéo objetivo e todas as funcbes de
restricdo sdo convexas. Como funcdes lineares, predominantes em problemas estruturais, sdo
naturalmente convexas, a maioria dos problemas de otimizacdo estrutural satisfaz esse critério.

Problemas convexos garantem que qualquer 6timo local seja também um 6timo global [25].

11
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2.2.3 Classificacdo dos Problemas de Otimizagéo Estrutural

Problemas de otimizagdo estrutural podem ser classificados em trés categorias principais,
baseados nas variaveis de projeto e que diferem em grau de complexidade, apresentadas a seguir:

e Otimizagao dimensional: busca determinar as dimensdes ideais da secéo transversal
de estruturas 1D ou 2D que atenderao a critérios especificos, como minimizar a deflexao
ou maximizar a capacidade de suporte de carregamento da estrutura. Por exemplo, se 0
elemento estrutural a ser otimizado é uma viga engastada, 0 seu comprimento e posi¢do
(coordenadas) séo fixados e busca-se as dimensdes da se¢éo transversal. Outro exemplo
seria uma estrutura de trelica (Figura 4) onde suas dimensdes gerais sdo conhecidas,
mas ndo as areas das se¢des transversais de cada elemento (barra) da treliga. Um ultimo
exemplo seria a distribuicdo da espessura de um elemento de parede fina [13].

Em engenharia civil, a otimizacdo dimensional é geralmente empregada no projeto de
secOes transversais de estruturas aco e de elementos de concreto pre-fabricados. As
listas de secOes transversais otimizadas e suas respectivas informacdes estruturais séo
disponibilizadas em catadlogos nos quais 0s engenheiros projetistas podem fazer a
selecdo da secdo mais apropriada, 0 que garante a eficiéncia estrutural ao mesmo tempo

que reduzem o custo do material [26].

Projeto inicial Projeto otimizado

Ai

v F

Figura 4: Problema de otimizacéo estrutural dimensional.
Fonte: Adaptado de Christensen e Klarbring [14].

e Otimizacdo de forma: envolve alterar a forma ou geometria (Figura 5) de parte do
contorno (dominio) da estrutura a fim de melhorar seu desempenho [27]. 1sso pode

incluir ajustar as dimensdes, curvas e angulos para otimizar a distribuicdo do

12
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carregamento e concentragdes de tensdo. O contorno pode ser representado por uma
equacédo ou por um conjunto de pontos cujas localizagdes sdo desconhecidas [13].
Uma aplicacdo da otimizacdo de forma é em um projeto de ponte, onde a geometria da
secdo pode ser otimizada para diversas restricdes nas propriedades da se¢do, mas
também considerando limitagdes de fabricacdo ou transporte [26].
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Figura 5: Dominio de projeto estrutural com o contorno representado como uma equacao f(x, y)

ou como pontos de controle que podem se mover perpendicularmente (ou ndo) ao contorno.

Fonte: Adaptado de Querin et al. [13].

Otimizacao topoldgica: essa é a forma mais geral de otimizacao estrutural [28]. Difere
das otimizacbes dimensional e de forma, que focam em modificar uma estrutura
existente, pois envolve determinar a disposicdo 6tima de material a partir de um
dominio de projeto especificado.

Essa técnica de otimizacdo é crucial em varios setores, incluindo aeroespacial,
automotivo e engenharia civil, pois permite a criacdo de estruturas leves e de alto

desempenho que atendem aos requisitos funcionais.

2.3 OTIMIZACAO TOPOLOGICA

De modo geral, a otimizacdo topoldgica pode ser considerada como um problema de

distribuicdo de material com o objetivo de maximizar a rigidez ou minimizar o peso/volume [16].

Assim, o processo de otimiza¢do topologica inicia-se com a distribuicdo inicial do material no

dominio de volume fisico, ao qual se impdem as cargas externas, restricGes e as condi¢cbes de

13



Capitulo 2. Revisdo Bibliografica

contorno. A medida que a analise avanca, o material que menos favorece o desempenho estrutural
é removido e 0 processo € repetido até que a convergéncia a solugdo 6tima seja atingida [29].

Em estruturas discretas, como uma trelica, a topologia é definida pelo nimero de elementos da
estrutura e a conectividade entre esses elementos (ver Figura 6), e é alcangada permitindo que as
varidveis de projeto, como por exemplo, a area da secdo transversal das barras (elementos) da

trelica, tenha um valor igual a zero ou um valor minimo [13].

Projeto inicial Projeto otimizado

F F
Figura 6: Otimizacdo topoldgica de uma trelica.
Fonte: Adaptado de Christensen e Klarbring [14].

Em estruturas continuas, a otimizacédo topologica € definida pela localizagdo de cavidades e a
conectividade dos elementos, que podem ser bidimensionais (2D) ou tridimensionais (3D), do
dominio de projeto. No caso de uma estrutura continua em duas dimensdes, uma chapa metalica
por exemplo, a otimizacdo topologica € alcancada permitindo que a espessura da chapa tenha um
valor igual a zero em diferentes posi¢coes, desse modo determinando a quantidade e geometria das
cavidades [13]. Em estruturas continuas 3D, a otimizacdo topoldgica pode ser alcancada da mesma
forma que em estruturas continuas 2D, tomando uma variavel x, que representa a densidade do
elemento, e que pode assumir os valores 0 ou 1, ou seja, ndo ha material e hd material em
determinado elemento do dominio, respectivamente [14]. A Figura 7 ilustra um exemplo de
otimizacao topologica continua.

Os métodos de otimizacdo topoldgica podem ser agrupados em duas categorias principais:

1. Métodos Baseados em Gradientes: sdo métodos de otimizacédo estrutural indiretos [30].

Satisfazem um conjunto de critérios relacionados com o comportamento da estrutura e sdo,
geralmente, baseados na condicdo de otimalidade Kuhn-Tucker [18], ou seja, sdo métodos

mais rigorosos, pois séo derivados de considera¢Ges matematicas. Sdo mais adequados para

14
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problemas com um grande namero de varidveis de projeto e algumas restrigdes. Exemplos
de métodos de otimizacdo topoldgica baseados em critérios de otimalidade séo:
Homogeneizacao [5, 6, 31], Solid Isotropic Material with Penalization (SIMP) [6, 32, 33],
Level Set Method [34-36] e Método Ground Structure.

2. Métodos Heuristicos ou Intuitivos: sdo métodos derivados da intuicéo, de observacgdes de
processos de engenharia ou de observagdes de sistemas bioldgicos [13]. Esses métodos
podem ndo garantir como resultado a solucdo 6tima; no entanto, podem fornecer solugdes
viaveis e eficientes. Alguns exemplos de métodos de otimizacado topolégica heuristicos sdo:
Evolutionary Structural Optimization (ESO) [7, 37], Bidirectional ESO (BESO) [38, 39] e
Algoritmos Genéticos [40].

Projeto inicial

|

9

Projeto otimizado

Figura 7: Otimizacdo topoldgica de uma viga biapoiada.
Fonte: Adaptado de Sigmund [41].

Embora o presente trabalho se concentre posteriormente na aplicacdo do Método Ground
Structure — um método baseado em gradientes —, é fundamental compreender o panorama teorico
no qual este é inserido, o que sera feito por meio de uma revisao de alguns dos métodos mais
amplamente utilizados. Para este fim, nas secdes seguintes serdo examinados o método da
Homogeneizacao e o método SIMP, representantes classicos dos métodos baseados em gradientes,
bem como a Otimizacgdo Estrutural Evolucionaria (ESO/BESO) e os Algoritmos Genéticos, como

exemplos proeminentes de métodos heuristicos.
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2.3.1 Método da Homogeneizagéo

O método da homogeneizagdo, em geral, baseia-se em uma teoria matematica para encontrar
as propriedades efetivas (também chamadas de propriedades médias, homogeneizadas ou
microscopicas) de determinado material. Por exemplo, pode ser usado para modelar materiais
compdsitos, isto é, materiais heterogéneos obtidos pela mistura de vérias fases ou materiais
constituintes em uma escala muito fina (ou microscopica) [42], pois, com 0 método da
homogeneizacdo, pode-se representar as propriedades macroscopicas do material compdsito
levando em consideracdo as propriedades microscopicas da estrutura [43].

Em otimizacdo estrutural, esse método consiste em resolver uma categoria de problema de
otimizacdo de forma onde a topologia é feita de um ndmero infinito de microvazios (furos), que
produzem uma estrutura porosa [13]. A primeira aplicacdo do método da homogeneizacdo na
otimizacédo topoldgica foi feita por Kirsch [5], na qual séo derivadas as propriedades efetivas do
material para elementos finitos porosos. Ao assumir uma forma retangular para os furos (Figura
8), os elementos porosos podem ser modelados matematicamente usando trés parametros
geométricos, a(x), b(x) e 6(x), que representam a largura, altura e orientacdo do furo
(microvazio) do elemento, respectivamente, permitindo uma densidade variavel (0 < p < 1) para
a regido porosa [44]. Em seguida, tanto a densidade como o tensor de elasticidade podem ser

definidos em funcdo dos parametros geométricos das microestruturas:

p(x) = p(ax),b(x),6(x))
Eija(x) = Ejj -p(a(x),b(x),8(x)) (2.6)

Vol = fp(x) dx
0

onde as propriedades efetivas do material Ejj;; (x) podem ser obtidas usando as formulas de
homogeneizacéo.

O problema de otimizacgdo consiste entdo em encontrar os valores étimos dos parametros que
representam a geometria dos furos (microvazios), que se tornam as variaveis de projeto [13], ou
seja, ao implementar a suposic¢do anterior, o problema complexo de otimizacéo topoldgica pode ser
simplificado para encontrar os parametros geométricos ideais dos furos em cada ponto do dominio

de projeto.
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Figura 8: Microestrutura retangular.
Fonte: Adaptado de Abdi [45].

De acordo com Sigmund [41], do ponto de vista historico, a vantagem do método da
homogeneizacao reside em sua formulacdo com base teorica rigorosa, que estabeleceu a existéncia
de solucbes em otimizacgéo topologica e forneceu vinculos tedricos fundamentais ao desempenho
das estruturas. Além disso, apresenta boa taxa de convergéncia. Entretanto, a determinacao e
avaliacdo das microestruturas 6timas sdo complicadas, e as solu¢des podem néo ser diretamente
construidas, uma vez que nenhuma escala de comprimento definida esta associada a microestrutura.
Na préatica moderna, para problemas isotropicos, métodos como o SIMP oferecem simplicidade

conceitual equivalente sem a complexidade da analise multiescala.

2.3.2 Método SIMP

O método “SIMP” € o mais popular dentre os métodos de otimizagédo topoldgica e tem sido
extensivamente utilizado, especialmente depois da publicacdo de um script MATLAB completo
de otimizacdo topologica em apenas 99 linhas de codigo [41]. O termo “SIMP” significa
Microestrutura (ou Material) Solida Isotrépica com Penalizacdo, do inglés Solid Isotropic
Microstructure (or Material) with Penalization. A ideia basica dessa abordagem foi proposta por
Bendsge [6], enquanto o termo “SIMP” foi cunhado mais tarde pelo autor e introduzido pela
primeira vez em um artigo de Rozvany et al. [46].

Diferentemente do método da homogeneizacdo, que requer multiplas varidveis continuas
(dimensdes e orientacdo das microestruturas) para descrever o material, a interpretacdo fisica do

método SIMP € assumir uma Unica varidvel continua p, denominada “densidade”, por elemento.
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Essa simplificagdo reduz o numero de variaveis de projeto para apenas 1 por elemento, tornando p
a variavel principal de projeto. Implementando essa suposi¢ao na otimizag&o topoldgica, a solugdo
resultante pode ser representada ndo apenas por regides solidas ou vazias, mas também regides de
densidades intermediérias. Entretanto, a fabricacdo de elementos estruturais de densidades
intermediarias é inviavel, tratando-se apenas de um artificio computacional do processo de
otimizacdo, e por isso deve-se contornar esse problema aplicando uma abordagem popular e
eficiente, denominada penalizacdo ou lei de poténcia proposta por Bendsge [6]. Essa abordagem
orienta os elementos de densidades intermediarias (0 < p < 1) em dire¢do a solucdes binarias (0/1)

penalizando as densidades intermediarias, utilizando a Equacéo (2.7):

Eijr (x) = p(x)? - Eiojkll p>1, (2.7)
onde p ¢ a poténcia de penalizacéo e El-‘}kl é 0 modulo de elasticidade do material solido. A rigidez
dos elementos de densidade intermediaria pode ser reduzida a medida que a poténcia de
penalizacdo aumenta, resultando em soluc@es que se aproximam da solucéo discreta 0/1.

O problema de otimizacao topoldgica utilizando o0 método SIMP onde o objetivo € minimizar
a flexibilidade (C), isto é, maximizar a rigidez, sujeita a uma fragdo de volume final, pode ser

expresso por [41]:

n
(Minimizar: ¢ = u"Ku = Z (pI)P ulk,u,
e=1
. e=1VeP
{ Sujeito a: % =Ve (2.8)
Ku=F
\ 0<pmin<p=<1

onde u, F e K denotam o vetor de deslocamento global, o vetor de forca global e a matriz de rigidez
global, respectivamente. u, e k, representam o vetor de deslocamento e a matriz de rigidez do
elemento, respectivamente, e p, e v, sdo 0s vetores de variaveis de projeto e de volume dos
elementos, respectivamente. n € o nimero de elementos usados para discretizar o dominio de
projeto, e V° e V¢ denotam o volume do dominio de projeto e a fragdo de volume prescrita,
respectivamente. p,,;, € um vetor de densidades relativas minimas nao-nulas, geralmente usado
para evitar a singularidade dos elementos vazios (considerados sem material). O problema de

otimizacao utilizando o método SIMP pode ser resolvido usando varias técnicas de busca numérica,
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como 0s métodos dos Critérios de Otimalidade [31] e métodos de Programacdo Linear Sequencial
[47].

O processo de otimizagdo topoldgica inicia-se com uma distribuicdo inicial de densidades que
obedece a restricdo de fracdo de volume. A cada iteracdo, uma analise de elementos finitos é
realizada na estrutura corrente, seguida por uma analise de sensibilidade, onde se calculam as

derivadas da funcéo objetivo (flexibilidade C) em relag&o as variaveis de projeto (densidades p,).
Essas sensibilidades, definidas por S, = ;TC, formam o gradiente que direciona a busca pelo 6timo

e sdo obtidas de forma eficiente através de diferenciacdo analitica. Um esquema de filtro de
sensibilidade [48, 49] € usado para garantir a existéncia de solugdes e evitar instabilidades, como
0 padrdo xadrez [50]. Este processo de analise de sensibilidade e atualizagédo da estrutura baseado

em elementos finitos € entdo repetido até que a convergéncia seja alcancada.

2.3.3 Otimizagao Estrutural Evolucionaria

O método de Otimizacdo Estrutural Evoluciondria (ESO - Evolutionary Structural
Optimization) representa uma abordagem heuristica e intuitiva para a otimizacdo topologica,
proposta pela primeira vez por Xie e Steven [7, 51], cujo principio fundamental é a remocao
iterativa de material estrutural ineficiente ou subutilizado de um dominio inicialmente
superdimensionado, até que se atinja uma estrutura eficiente e leve que satisfaca as restrices de
projeto.

A cada iteracao da andlise por elementos finitos, um critério de rejeicéo é aplicado. Elementos
que apresentam um baixo valor de uma certa medida de desempenho - por exemplo, tenséo von
Mises ou energia de deformacéo especifica - sdo identificados e removidos do modelo.

Matematicamente, o critério de rejeicdo classico do método ESO pode ser expresso por [37]:

vm
e

vm
max

< RR, (2.9)

onde g™ € o valor da medida de tenséo de von Mises no elemento i, o772 € o valor maximo dessa
medida de tensdo em toda a estrutura na iteracdo corrente, € RR; é a Taxa de Rejeicdo (Rejection
Ratio), um parametro critico que é incrementado gradualmente a cada iteracdo, controlando a
agressividade da remocdo de material.

O método ESO possui uma limitacdo fundamental: a de que a remocdo de material € um

processo irreversivel. Uma vez que um elemento é eliminado, ele ndo pode ser reintroduzido,
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mesmo que se torne estruturalmente relevante em iterac6es futuras devido a uma redistribuicdo de
cargas. Esta limitacdo pode conduzir a configuracées subdtimas [52, 53].

Para superar esta restricdo, o método ESO Bidirecional (BESO - Bidirectional Evolutionary
Structural Optimization) foi desenvolvido por Querin et al. [38]. O método BESO introduz a
capacidade de adicionar material em regides onde ele se torna necessario, além de remové-lo onde
é redundante, tornando o processo verdadeiramente evolucionario [54, 55].

Huang e Xie [39] definiram o problema de otimizacao para os métodos ESO/BESO da seguinte

forma:
(hre o 1 IS
Minimizar: C =—-u"Ku = —Z ulk,u,
2 2Le=
. e=1VeP
{ Sujeito a: % =Ve (2.10)
Ku=F
\ Pe = PminOul

onde C é chamada de flexibilidade média ao invés de apenas flexibilidade (u” Ku) como definido
no SIMP.

As principais vantagens dos métodos ESO/BESO residem na sua conceituacdo intuitiva e
facilidade de implementacdo em codigos de elementos finitos comerciais ou académicos.

Contudo, suas desvantagens incluem a dependéncia de parametros (como a taxa de rejeicao e
a taxa de evolucdo), que requerem calibracdo para cada problema, e a falta de um rigor matematico
formal de convergéncia, sendo classificados como métodos heuristicos que ndo garantem
otimalidade global [56].

2.34 Algoritmos Genéticos

Os Algoritmos Genéticos (AGs) representam uma classe de métodos de otimizacdo heuristica
inspirados nos principios da evolucdo natural proposta por Charles Darwin. Desenvolvidos
inicialmente por John Holland em 1975 [40], os AGs pertencem a familia mais ampla de
Algoritmos Evolucionarios e sdo particularmente adequados para problemas de otimizagédo
complexos, ndo-lineares e com espacgos de busca discretos ou de alta dimensionalidade, onde
métodos tradicionais baseados em gradiente podem se mostrar ineficazes [57].

O funcionamento dos AGs é analogo ao processo de selecdo natural. Uma populacdo de

solucBes candidatas (chamadas de individuos ou cromossomos) evolui ao longo de varias geracdes
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por meio da aplicacdo de operadores genéticos. Um AG inicia sua pesquisa com um conjunto
aleatorio de solucdes, onde cada individuo tipicamente codifica a solugdo como uma string binéria,
em que cada gene (bit) representa a presenca (1) ou auséncia (0) de material em um elemento do
dominio de projeto discretizado [58]. A qualidade de cada individuo é avaliada por uma funcéo de
aptidao (fitness), que incorpora o objetivo de projeto e as restrigoes.

A principal vantagem dos AGs reside na sua capacidade de exploracdo global do espaco de
projeto, sem a necessidade de informacOes de gradiente, sendo robustos a presenca de multiplos
6timos locais (problemas nao-convexos) e a fungdes objetivo descontinuas.

Contudo, a principal desvantagem € o seu alto custo computacional. Como cada avaliacdo de
aptiddo requer uma andlise de elementos finitos completa, e centenas ou milhares de individuos
devem ser avaliados ao longo de muitas gerac6es, os AGs sdo geralmente invidveis para problemas
de larga escala com muitas variaveis sem 0 uso de técnicas de aceleracdo, como computagédo
paralela ou modelos substitutos (surrogate models) [59].

A aplicacdo dos AGs a otimizacao topologica foi pioneira por pesquisadores como Chapman e
Jakiela [60] e Hajela e Lee [61], demonstrando sua capacidade de gerar topologias inovadoras para

problemas de flexibilidade minima.

2.4  OTIMIZACAO TOPOLOGICA DISCRETA
Gutkowski [62] define otimizacdo estrutural discreta como:

No processo de otimizacéo estrutural busca-se um conjunto de variaveis
de projeto que garanta a condi¢cdo de minimo/maximo da funcéo objetivo
(custo, mérito), além de atender as restricdes impostas, que levem ao projeto
Otimo da estrutura. Isso significa que um projeto estrutural 6timo consiste
em encontrar a “melhor” combinagdo dentre todas as combinagdes possiveis
decorrente de um numero finito de elementos estruturais e um nimero finito
de parametros de projeto. Do ponto de vista matematico, a natureza
combinatdria de um problema de otimizacéo, define-o como discreto. Por
esta razdo, esta parte da otimizacdo estrutural é chamada de Otimizacéo

Estrutural Discreta.

Conforme apresentado por Gutkowski [62], a Otimizacdo Estrutural Discreta caracteriza-se

pela natureza combinato6ria de seus problemas, nos quais as variaveis de projeto assumem valores
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em um conjunto finito. Quando este principio é aplicado na determinacéo da configuragdo interna
de uma estrutura, ou seja, a sua topologia, tem-se a Otimizacdo Topoldgica Discreta. Neste
contexto, estruturas de trelica sdo o exemplo mais representativo desse conceito, pois séo
constituidas por um ndmero finito de elementos (barras) que podem ser convenientemente
representados por variaveis binarias (presenca ou auséncia). O Método Ground Structure é a

implementacao classica desta abordagem [63].

24.1 Método Ground Structure

O primeiro artigo que tratava de otimizacao estrutural topoldgica foi publicado ha mais de um
século pelo australiano Michell em 1904 [64] em que, utilizando um teorema desenvolvido
anteriormente por Clerk Maxwell [65], Michell derivou seu método de critério de otimalidade para
otimizar a disposicdo dos elementos de trelica, afim de que a estrutura otimizada apresentasse o
menor peso possivel [56]. As estruturas oriundas dos problemas estudados por Michell foram
projetadas para o caso de haver apenas uma carga aplicada e dependem de uma especificagdo
apropriada do campo de deformacdo. Apesar da importante contribuicdo para o estudo e
desenvolvimento da otimizacdo topoldgica, as estruturas de Michell sdo estaticamente
determinadas e impraticaveis, consistindo em comprimentos ndo padronizados e um numero
infinito de barras [66].

Em 1964 Hemp e Chan [67, 68], e em trabalho paralelo, Dorn, Gomory and Greenberg [8],
superaram as impraticabilidades das estruturas de Michell considerando que o dominio
especificado de projeto é formado por uma malha de pontos que incluem os nds da estrutura e a
posicdo dos apoios e carregamentos. A malha discretizada é conectada por muitos membros
potenciais [69]. Dessa maneira, por Dorn et al. [8], foi introduzido o Método Ground Structure.

O Método Ground Structure é uma técnica amplamente utilizada em problemas de otimizacao
topoldgica devido a sua simplicidade e flexibilidade. Este método envolve definir um dominio
especificado composto de elementos (barras) de trelica ou conexdes entre nos definidos pelo
usuario, com base na preferéncia do projetista ou na viabilidade da construcdo. A estrutura étima
é, por fim, determinada como um subconjunto dos membros da discretizacao inicial do dominio de
projeto ou da malha ground structure inicial [70].

O dominio discretizado ou ground structure (Figura 9) € considerado como um denso conjunto
de nds e com um nimero potencial de conexdes entre 0s nos. Durante o processo de otimizacdo, a

quantidade e dimensdes dos elementos conectados podem mudar, mas a posi¢édo (coordenadas
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cartesianas) e o numero (indice) dos nos permanecem fixos. Se a area da secdo transversal dos
elementos reduzirem a zero durante o processo de otimizacao, os elementos sdo considerados como

inexistentes, sendo, portanto, removidos e a topologia é modificada [17].
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Figura 9: Exemplos de discretizacdes do dominio de projeto ou ground structure com diferentes
profundidades de conexdes internas: a) 4 X 3 - ground structure nivel 1 - 55 elementos,
b) 4 x 3 - ground structure nivel 3 -115 elementos, c) 8 x 6 - full -1054 elementos.
Fonte: Adaptado de Sokdl [71].

Como enfatizado por Savsani [70], € importante limitar o nimero de elementos de trelica da
discretizacdo inicial do dominio de projeto (limitar a profundidade de conex@es internas) para
evitar o aumento da complexidade do problema de otimizacdo ou resultar em estruturas
impraticaveis.

Ap0s a discretizacdo do dominio de projeto e geracdo da malha ground structure, é necessario
realizar a analise estrutural do problema, pois é a parte principal de qualquer formulacao e solugdo
de um projeto otimizado. Para a otimizacdo de uma estrutura de trelica, as formulagdes mais

comumente utilizadas sdo: a formulacdo elastica e a formulacdo pléstica, sendo esta primeira a

utilizada neste trabalho.
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2.4.2 Formulacéo Eléastica Simultédnea e Aninhada para o Método Ground Structure

A andlise eléstica de uma estrutura € importante para o estudo do seu desempenho,
especialmente durante seu periodo de servico, submetida ao carregamento para o qual a estrutura
foi projetada. Na andlise elastica, assume-se que os efeitos elasticos (deslocamentos, rotagdes,
esforgos internos e reacdes de apoio) variam linearmente com as forcas aplicadas, isto é, qualquer
incremento nos deslocamentos € proporcional a forga que o causa. Assim, de modo a formular um
problema de otimizacdo estrutural baseado na andlise elastica de uma estrutura, é preciso definir
um objetivo, uma medida ou benchmark, ou seja, uma grandeza que quantifique e relaciona-se com
esse fendmeno como funcéo objetivo do problema de otimizagdo. Como explicado por Zegard [72],
as opc¢oes para funcdo objetivo (medidas) sdo infinitas, mas apenas algumas sao de interesse pratico
para a engenharia, tais como minimizacdo do volume, minimizacdo do caminho das cargas,
minimizagao da flexibilidade (complaince) e minimizag&o de deslocamentos.

Dado que a topologia 6tima gerada pelo Método Ground Structure configura uma estrutura
trelicada, a formulagéo do problema de otimizacgéo apresenta diferentes escolhas quanto a definicéo
da funcédo objetivo e das restricbes. Minimizar a flexibilidade e minimizar deslocamentos sdo
formulac@es equivalentes para uma mesma carga aplicada, uma vez que a flexibilidade representa
o trabalho externo das forcas, diretamente relacionado aos deslocamentos. A opcdo que se
apresenta ao projetista estd entre adotar como objetivo a minimizacdo de uma medida de
deslocamento/flexibilidade (maximizando a rigidez) sujeita a uma restricdo de volume, ou a
minimizacdo do volume sujeita a restricdes de deslocamento/tensdo. A primeira abordagem -
minimizar a flexibilidade com restricdo de volume - € a mais popular na literatura, ndo por ser mais
adequada em termos conceituais, mas por oferecer maior facilidade de implementacédo
computacional e convergéncia numérica robusta.

Existem duas formulagdes elasticas principais para 0 Método Ground Structure que tem como
objetivo minimizar a flexibilidade estrutural: a formulacéo elastica simultanea e a formulacédo
elastica aninhada. A diferenca esta na forma como as variaveis de projeto (areas das secbes
transversais) e as respostas estruturais (deslocamentos) sdo incorporadas a formulacao.

Na formulacdo elastica simultanea, as variaveis de projeto e os deslocamentos nodais sdo
tratadas como variaveis de decisdo simultaneas no problema de otimizacéo. Nesse caso, 0 processo
de otimizacdo busca encontrar, de forma conjunta, o vetor de variaveis de projeto e a resposta

estrutural que minimizam a funcdo objetivo, satisfazendo as restri¢des fisicas do problema. J& a
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formulacdo eléstica aninhada trata as variaveis de projeto e os deslocamentos de maneira separada
e sequencial. Neste caso, a anélise estrutural é resolvida como um subproblema interno, para cada
conjunto fixo de variaveis de projeto. A otimizacdo, por sua vez, atua apenas sobre as variaveis de
projeto, utilizando os resultados da analise para avaliar a funcdo objetivo e as restrigdes.

Existem pelo menos duas razdes para se adotar a formulacdo elastica aninhada em problemas
de otimizagdo voltados a minimizacéao da flexibilidade estrutural. A primeira, como demonstrado
por Svanberg [73], € que a flexibilidade, expressa em funcdo das areas da secédo transversal das
barras da trelica, constitui uma funcdo convexa nas variaveis de projeto. Isso significa que um
problema de minimizar a flexibilidade, sujeito a uma restricdo de volume (funcdo linear das
varidveis de projeto), € um problema de otimizacdo convexo, ou seja, um problema onde cada
6timo (minimo) local é também um étimo (minimo) global. Uma segunda razéo para adotar a
formulagdo aninhada é que, na solugdo 6tima do problema de minimizacédo da flexibilidade, surge
uma propriedade conhecida como Fully Stressed Design. Como demonstrado por Christensen e
Klarbring [14], todas as barras ativas na trelica 6tima apresentam o mesmo valor absoluto de tensdo
(lo;| = constante). Isso significa que, na configuracdo 6tima, o material é distribuido de forma que
as barras tracionadas e comprimidas estdo igualmente e maximamente tensionadas em termos de
magnitude, o que caracteriza um aproveitamento uniforme e eficiente do material.

A formulacdo eléstica aninhada para o Método Ground Structure busca minimizar a
flexibilidade de uma trelica sujeita a uma restricdo de volume. Os deslocamentos sao definidos
implicitamente atravées das equacdes de equilibrio e as variaveis de projeto sao as areas das se¢des

transversais das barras [14]:

(min: C(x) = FTu(x)
X
! Sujeitoa: LTx < ymax
L 0 < xMn < x; < xMax
com K(x)u(x) =F

(2.11)

onde C é a flexibilidade estrutural, F € o vetor de forcas externas, u é o vetor de deslocamentos
nodais, x € o vetor de areas, L € o vetor de comprimento das elementos, V™* é o limite superior
prescrito de volume estrutural total, x™™ e x™3* sdo os limites inferiores e superiores das areas
das secdes transversais dos elementos, respectivamente, x; representa a area da barra i-ésima e K

é a matriz de rigidez global.
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Atualmente, o método dos elementos finitos é a técnica computacional mais comumente
utilizada na andlise de estruturas de trelica a fim de determinar tensbes elementares e

deslocamentos nodais [74].

2.4.3 Formulacéo Pléstica para o Método Ground Structure

Enquanto formulagbes baseadas em analise elastica focam no comportamento em servico, a
analise plastica permite determinar a capacidade Gltima da estrutura, considerando a redistribuicéo
de esforgos apds o escoamento do material. A formulacdo classica do problema de otimizacao
baseado na andlise plastica € estabelecida como um problema de minimizagdo de volume, sujeito
a condigdes de equilibrio e limites de resisténcia plastica dos elementos. Neste contexto, o Método
Ground Structure beneficia-se dessa abordagem para identificar topologias que ndo apenas
minimizam o volume de material, mas também garantem uma resisténcia Gltima adequada.

De acordo com Kirsch [25], em comparacdo com a formulacéo elastica, a formulagéo plastica
impGe o equilibrio, mas ndo exige explicitamente condi¢des de compatibilidade ou relacGes tensao-
deformac&o. Assim, para uma estrutura de trelica, o problema de minimizacao de volume pode ser

eXpresso por:

min: V=LTx
X
Sujeitoa: B™n=F (2.12)
—0cX; < n; < orx; i=12,..,Ny

onde B é a matriz de equilibrio nodal construida a partir dos cossenos diretores dos elementos, n é
um vetor contendo a forca interna (axial) de todos os elementos da estrutura de trelica, e o, € or
as tensdes limites de compressdo e tracdo, respectivamente.

Utilizando a formulacéo pléastica, Zegard e Paulino [75] desenvolveram o algoritmo GRAND
(Ground structure based topology optimization for arbitrary 2D domains) , demonstrando sua
eficacia integrada ao Método Ground Structure para a geracao de topologias étimas de trelicas em
dominios bidimensionais complexos, garantindo solu¢c6es que satisfazem os critérios de resisténcia

tltima com volume minimo de material.

25 METODOS DE CRITERIOS DE OTIMALIDADE

Critérios de Otimalidade representam o conjunto de condi¢des matematicas necessarias e/ou
suficientes que uma funcéo objetivo deve satisfazer em seu ponto 6timo (minimo global ou local),

garantindo a convergéncia do algoritmo de otimizacdo. Métodos de otimizagdo que buscam
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solugdes diretas para as condigdes de otimalidade sdo frequentemente denominados Métodos de
Critério de Otimalidade [22].

De acordo com Rozvany [76], os Métodos dos Critérios de Otimalidade apresentam as
seguintes aplicacGes praticas em projetos estruturais:

1. Sistemas lIdealizados de Pequena Escala: Solugbes analiticas exatas com o objetivo de

determinar:
e caracteristicas fundamentais da solucdo 6tima;
e o0 intervalo de validade e aplicabilidade de métodos numéricos; e
e 0 custo-beneficio relativo de projetos realistas (base de comparagao).
2. Sistemas Reais em Larga Escala: Os critérios de otimalidade podem ser utilizados para:
e verificar a otimalidade de solucdes obtidas por outros métodos; e
e desenvolver estratégias de redimensionamento eficientes em otimizacdo numérica
iterativa (esquema de atualizacdo de variaveis).

Um componente essencial em muitos frameworks de otimizacdo topoldgica € um esquema
confiavel e eficiente para atualizacdo das variaveis de projeto. No contexto de métodos baseados
em Critérios de Otimalidade, como o abordado neste trabalho, tal esquema é derivado de condigdes
matematicas rigorosas [77]. A formulacao pratica dos Métodos de Critérios de Otimalidade para
atualizacdo iterativa das variaveis de projeto foi consolidada a partir dos trabalhos pioneiros de
Zhou e Rozvany [78], que propuseram o Critério de Otimalidade Discreto e Continuo (Discrete
and Continuous Optimality Criteria - DCOC) como uma abordagem eficiente para problemas
estruturais de grande porte.

Esse método parte da premissa de que, em um ponto 6timo, as derivadas parciais da fungédo
objetivo, ponderadas por restricdes e multiplicadores de Lagrange, devem manter uma relagéo de
proporcionalidade entre todos os elementos ativos do projeto. Posteriormente, Fadel et al. [79]
introduziram o método de Aproximacdo Exponencial de Dois Pontos (Two-Point Exponential
Approximation — TPEA), que aprimorou a estabilidade e a precisdo do processo iterativo por meio
da introducdo de uma variavel intermediaria ndo-linear.

Essa formulacdo, posteriormente generalizada e formalizada por Groenwold e Etman [80],
mostrou-se particularmente adequada para problemas de otimizacdo topoldgica baseados no

Método Ground Structure.
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Nessa perspectiva, Ramos Jr. e Paulino [81], formularam um esquema de atualizagéo de
variaveis baseado nos Critérios de Otimalidade usuais [32, 78, 80], para ser utilizado em problemas
de otimizacdo topoldgica convexa baseado no Método Ground Structure.

A derivacdo do esquema de atualizagdo de variaveis de projeto é baseada em uma sequéncia de
subproblemas separaveis e explicitos que sdo aproximacdes do problema original. Para construir
uma aproximacao iterativa do problema de otimizacao, a fungéo objetivo e as funcdes de restri¢cdes
sdo substituidas pelas respectivas aproximacdes em torno do ponto atual de projeto, utilizando uma
variavel intermediaria exponencial y;. Essa varidvel intermediaria exponencial é definida para cada
elemento i por [80, 82]:

— &
yi = (%) (213)

l

onde x; é a area da secdo transversal do elemento i (variavel de projeto), x™™ e x™** s3o os limites
inferior e superior da area da secéo transversal do elemento i, respectivamente, e &; € um parametro
de ajuste da aproximacéo.

A variavel intermediaria y; normaliza a area x; no intervalo [0,1] e permite controlar a
curvatura da aproximacéo atraves do parametro &;, melhorando a estabilidade e convergéncia do
processo iterativo.

Considerando € como uma funcao objetivo de varidveis intermediarias y(x), ou seja, C(y(x)),
onde C(x) = FTu(x) representa a flexibilidade estrutural em modelos lineares, sua linearizagéo
pode ser obtida expandindo-a em uma série de Taylor utilizando o valor atual das variaveis de

projeto em x = x*:
T

c@ =@ =)+ (5) | (v -yx) (2.14)

X=X

Aplicando a regra da cadeira, tem-se:

(66) _ (E)C dxl->
ay; v \dx; dy;

— _k

Substituindo essa relacdo na Equacdo (2.14) e fazendo uso da Equacdo (2.13), obtém-se a

aproximacdo explicita da funcdo objetivo:
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(@ = () + Y 3

i=1 lxx

X; — xmm
—(xf‘ mm)[ mm — 1] (2.15)

E importante destacar que, embora a aproximacéo C (x) seja expressa explicitamente em termos
das varidveis de projeto x;, a funcdo objetivo original C(x) = FTu(x) é implicita, pois os
deslocamentos u(x) sdo obtidos pela solucdo do sistema de equilibrio estrutural K(x)u(x) =
A cada iteracdo do processo de otimizacdo, portanto, é necessario resolver o sistema de equilibrio

estrutural para obter u(x*), calcular a flexibilidade C(x*) = FTu(x*) e determinar as

sensibilidades % através da andlise de sensibilidade estrutural (detalhada na Secéo 2.6).
l

Assim, pode-se formular um problema aproximado da seguinte forma:
min C (x)
X
n

g(x) = Z X;L; = Vipgx = 0 (2.16)

sujeito a ,
l

min max ; _—
xim < x; < x"¥,i=1,--,n

Em problemas convexos, pode-se utilizar a dualidade Lagrangiana. A funcdo Lagrangiana é

dada por:
L, ¢) = C0) + pg(x) 2.17)
onde ¢ & um multiplicador de Lagrange. As condicdes de otimalidade sdo dadas por:
A L
oL _ aC (x) 2g(x) _ ac x; — xmn & B
- an Tk ox i\ ) T ¢L =0 (2.18)
n
= D ki = Vs = 0 (2.19)
ap LM ax = .

Resolvendo a Equacdo (2.18) para x;(¢), € obtida:
1
x;i(¢) = x; = x™" + (By(¢p)) 5 (xk — xmn) (2.20)

e substituindo o resultado na Equacdo (2.19), o multiplicador de Lagrange ¢ € obtido, por exemplo,
através do método da bissecdo, onde B; é dado por:

ac

0%yt

—_— (2.21)
L;

Bi:_
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Apos calcular ¢ e x; é necessario satisfazer as verificagdes de restricdo e entdo definir o
proximo ponto de projeto x;*** como:
X, ox; =t
XV =X a2 (2.22)
X{, caso contrario

onde x;" e x; sdo os limites da regido de busca definidos por:

x; = max(x™", xk — M) (2.23)

xi = min(x"%, xF + M) (2.24)

onde M é o limite de passo (move limit), geralmente especificado como uma fracdo de
(xmax — x™iny A grandezan = 1/(1 — g;) é chamada fator de amortecimento (damping factor),
e para g = —1, obtém-se uma aproximacao reciproca. O valor de ¢; é estimado utilizando uma

abordagem de aproximacao de dois pontos baseada no trabalho de Fadel et al. [79] e apresentado

por Groenwold e Etman [80]. Nesta abordagem, el.(k) por:
in (2 o) )
e® =1+ Ol o] Ol oy (2.25)

k-1 k
ln(xi /xi)
onde In(-) é o logaritmo natural. Na primeira iteracdo, é utilizado & = —1 e nas iteracOes
subsequentes o valor de &; € restringido ao intervalo —15 < ¢; < —0,1. Por fim, o critério de
convergéncia adotado é:

k k-1
|xi — X |
max| ——— | < tol 2.26

( 1+ xf > (2.26)

onde tol é atolerancia de convergéncia das variaveis de projeto.

2.6 ANALISE DE SENSIBILIDADE

Na resolucdo de problemas de otimizacdo estrutural através de métodos iterativos como o
Critério de Otimalidade, torna-se necessario obter informacdes sobre como a funcéo objetivo e as
restricbes variam em relacdo as variaveis de projeto. Esse processo requer a diferenciacdo da
funcdo objetivo e de todas as funcBes de restricdo em relacdo as variaveis de projeto, gerando
derivadas que indicam a "sensibilidade" de cada funcdo as mudancas nas variaveis. Este

procedimento de obtencdo das derivadas é denominado analise de sensibilidade [14]. A formulacéo
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matematica da andlise de sensibilidade para o Método Ground Structure apresentada a seguir é
baseada em Ramos Jr. e Paulino [83].

Os resultados da andlise de sensibilidade fornecem informagdes explicitas sobre como
modificar uma estrutura de modo a garantir a satisfacdo das condi¢Ges de projeto governantes —
ou seja, as restricdes ativas que efetivamente limitam a solucdo 6tima — bem como o quanto
modificar a estrutura para alcangar um projeto 6timo.

Na presente abordagem, a analise de sensibilidade é realizada sobre a ground structure e nao
na estrutura filtrada. Assume-se que a ground structure tem um modelo estrutural associado em

equilibrio, ou seja, o gradiente da energia potencial total € zero:

onde u,, representa o vetor de deslocamentos da topologia em equilibrio.

A flexibilidade estrutural, definida como o trabalho realizado pelas forgcas externas nos
deslocamentos de equilibrio, relaciona-se com a energia potencial minima através da seguinte

expressao:
C(x) = Fru(x) = —2min [(x,u(x)) = —21 (1,1, (x)) (2.27)
u
Portanto, a sensibilidade da flexibilidade em relacéo a variavel de projeto x,, € dada por:

do@ _ M3 ua®) on(ruw)|  du,

dx, 0x, ou 0x, (2.28)
U=Ueq
Aplicando a condicdo de equilibrio al'I(x,u(x))/c’)uluzueq = 0, obtém-se:
dc Ol x, u,y (x) 0E (x, u,q(x) o0 x, uy, (x)
wew (2 o) =2 (e )— 2 (220 ) (2.29)

dx, 0xy, dx, dx,
onde Q(x, u(x)) é o potencial das cargas externas e E(x, u(x)) é a energia de deformagéo, dada

por:

(w) "k uy, (2.30)

N =

E(x,u(x)) = i E, = i
=1

k=1
onde uy, e k;, representam o vetor de deslocamento e a matriz de rigidez em coordenadas locais do
elemento k, respectivamente. O vetor de deslocamento local u; relaciona-se com o vetor de

deslocamento global u através da matriz de conectividade definida por u;,, = A, u [14].
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A matriz de rigidez do elemento k, em coordenadas locais é dada por:

C [lepp] Thpgl]™
e = i [[km [Kgq]

Com k,, = kyq = =k, = —k,, = (E/€)nn’, onde E é o médulo de elasticidade do

material, £ € o comprimento do elemento e n é o vetor unitario associado ao elemento k.

Substituindo as equages (2.30) e (2.31) obtém-se:

E(x,u(x)) = Z %xk(uk)Tkguk (2.32)
k=1

Considerando que o potencial das cargas externas é explicitamente independente de x, ou seja,
Q(x, u(x)) = Q(u(x)) = —u(x)TF (foras de corpo desprezadas), tem-se aQ(x, u(x))/dx, =
0. Portanto, a partir das equaces (2.29) e (2.32) obtém-se:

ddC—JE:) = —ZW = —(u,)"k%u, (2.36)
Este resultado mostra que a sensibilidade € sempre ndo-positiva e independente da area do
elemento. Consequentemente, mesmo elementos da ground structure com area nula podem
apresentar uma sensibilidade finita e, portanto, podem retornar a topologia com area positiva.
Entretanto, quando o critério de otimalidade € utilizado, os elementos com area nula ndo
retornam para a topologia devido a forma recorrente do método de Critérios de Otimalidade, que
aplica um fator multiplicador nas areas anteriores. Do ponto de vista pratico, valores relativamente
pequenos de filtro sdo de maior interesse, uma vez que o retorno das barras ndo é frequente.
Portanto, a aplicacdo do método de Critérios de Otimalidade constitui uma aproximacao aceitavel,

sendo esta a abordagem utilizada neste trabalho.

2.7  METODO DOS ELEMENTOS FINITOS
2.7.1 Breve Historico

O Método dos Elementos Finitos envolve o processo de subdividir um sistema complexo em
componentes individuais, 0s quais podem ter seu comportamento fisico facilmente determinado, e
assim reconstruir o sistema original a partir desses componentes para estudar seu comportamento
global [84]. Este método é resultado de uma evolugdo gradual de métodos numéricos. Ritz [85]
propds uma abordagem eficaz para resolver problemas na mecéanica de solidos deformaveis, porém

com limitacOes de uso. Apenas muitos anos depois, a partir dos anos 1940, que o desenvolvimento
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moderno do Método dos Elementos Finitos no campo da engenharia estrutural comegou, com 0s
trabalhos de Hrennikoff em1941 [86] e McHenry em 1943 [87]. Ainda em 1943, Courant [88],
numa tentativa de aumentar as possibilidades do método de Ritz, utilizou um conjunto de elementos
triangulares e o principio da energia potencial total minima para estudar o problema de torcéo de
St. Venant [89]. Embora certas caracteristicas-chave do método dos elementos finitos possam ser
encontradas nos trabalhos de Hrennikoff [86] e Courant [88], sua apresentacdo formal é atribuida
a Argyris e Kelsey [90] e Turner et al. [91]. O termo “elemento finito” foi usado pela primeira vez
por Clough [92]. Desde sua concepcéo, a literatura sobre aplicacdes de elementos finitos cresceu
exponencialmente, e hoje existem varios livros e periddicos que sdo principalmente dedicados a
teoria e aplicagdo do método.

A aplicacdo do Método dos Elementos Finitos desenvolveu-se rapidamente devido, em grande
parte, a capacidade dos computadores de realizar os dispendiosos calculos exigidos pelo método.
O primeiro livro sobre método dos elementos finitos foi publicado em 1967 por Zienkiewicz e
Cheung, intitulado “The Finite Element Method in Structural & Continuum Mechanics”. Ainda
que o método tenha sido amplamente utilizado para resolver problemas de mecanica estrutural,
atualmente também é usado para analisar problemas de transferéncia de calor, dindmica de fluidos,

campos elétrico e magnético, entre outros [93].

2.7.2 Definicdo do Método dos Elementos Finitos

O Meétodo dos Elementos Finitos € um dos métodos numéricos utilizado para obter a solugéo
aproximada de problemas que sdo matematicamente representados por equacdes diferenciais
ordinérias ou parciais, ou que podem ser formulados como minimizacdo de um funcional. A ideia
basica do Método dos Elementos Finitos é discretizar o dominio de projeto em varios dominios
mais simples chamados elementos. Uma solugdo aproximada € assumida para cada elemento e sdo
escritas em termos de solucBes desconhecidas em pontos selecionados denominados nds. As
solucdes desconhecidas dos nos sao geralmente designadas como os graus de liberdade dos nos
[94]. O Método dos Elementos Finitos define as funcbes de aproximacao (fungdes de forma) em
termos de valores nodais do campo fisico que esta sendo estudado.

A premissa € transformar um problema fisico continuo em um problema de elementos finitos
discretizado com valores nodais desconhecidos. No caso de problemas lineares, um sistema de
equacOes algébricas lineares deve ser usado para representar o problema fisico. Uma vez que os

valores nodais sdo determinados, os valores do campo fisico dentro de elementos finitos podem ser
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obtidos usando as fungdes de forma [95]. Os principais passos do Método dos Elementos Finitos

podem ser resumidos como na Figura 10.

- - Selecionar as Encontrar as
Discretizar o ~ :
L funcdes de propriedades dos
dominio : ~
interpolagao elementos

\

Resultados Resolver o Montar as
adicionais e pos- ¢| sistema de ¢| equacdes dos
processamento equagao global elementos

Figura 10: Principais etapas do procedimento de elementos finitos.
Fonte: Adaptado de Nikishkov [95].

2.7.3 Elementos Lineares Tipicos para a Otimizacédo Estrutural

A escolha do tipo de elemento finito é determinada pela dimensédo e geometria do dominio de
interesse [96]. A geometria do problema fisico governa o tipo de equacéo diferencial que descreve
seu comportamento e, consequentemente, define a forma geométrica apropriada do elemento finito
a ser empregado.

Para problemas unidimensionais (1D), regidos por equacdes diferenciais ordinarias, 0s
elementos sdo em linha reta ou curva. Exemplos incluem distribuicao de temperatura em uma haste
e deslocamentos em uma barra axialmente carregada.

Problemas bidimensionais (2D), governados por equacOes diferenciais parciais em duas
variaveis, requerem elementos com formato triangular ou quadrilatero. As arestas dos elementos
podem ser retas ou curvas, sendo elementos com arestas curvas Uteis para modelar com precisao
geometrias complexas, comuns em aplicacbes como estruturas de casca e carrocerias de
automaveis.

Problemas tridimensionais (3D) requerem elementos tetraédricos ou hexaédricos [94]. As
formas tipicas dos elementos para problemas uni-, bi- e tridimensionais sdo mostradas na Figura
11.
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Figura 11: Elementos tipicos. a) elemento linear primario (1D), b) elemento triangular (2D), c)
elemento quadrilateral (2D), d) elemento tetraedrico (3D), e) elemento hexaédrico (3D).
Fonte: Adaptado de Logan [97].

2.7.4 Formulagio do Método dos Elementos Finitos para Elementos de Trelica
No Metodo Ground Structure, onde o dominio é discretizado em uma rede de elementos de
trelica, emprega-se a formulacdo de elementos finitos para esse tipo especifico de elemento.
Caracterizado por suportar apenas esfor¢os axiais de tracdo ou compressdo, este elemento requer
gue as cargas externas sejam aplicadas apenas nos nos de conexdo ao longo dos eixos centroidais.
Assumindo um elemento (Figura 12) de comprimento L, secao transversal de area A, médulo
de elasticidade E e rigidez k, pode-se expressar de modo conveniente na forma matricial, as

equacOes para a sua analise, conforme a Equacéo (2.37).

c? cs —c? —cs| (" fxa
AEl ¢cs s —cs —s?|)vil _ fyll (2.37)
L |—c? —cs c? cs | | U2 fx2 .
—cs —s? c¢s s 1\v2 fy2}

onde,

L= \/(xz —x1)%? + (¥, —y1)?
c=cosa = Gz = x1)
L

2 —y1)

s =cos(90 —a) =sena = I

35



Capitulo 2. Revisdo Bibliografica

ou, na forma matricial simplificada
ku,=f (2.38)

graus de liberdade
nodais

cargas nodais

L

Sz

Figura 12: Elemento de uma trelica plana.
Fonte: Adaptado de Bhatti [94].

onde, k € a matriz de rigidez local, u, é o vetor local de deslocamentos nodais e f € o vetor local
de forcas nodais do elemento.

E importante perceber que as equacdes (2.37) e (2.38) referem-se ao equilibrio de um dnico
elemento. Portanto, para resolver os graus de liberdade nodais para toda uma estrutura deve-se
considerar as contribuicdes de todos os elementos, cargas e condi¢fes de apoio antes de resolver
as incognitas nodais [94]. Assim, para obter a matriz de rigidez de toda a estrutura, é preciso somar

as matrizes de rigidez de cada elemento, isto &,

Z k=K (2.39)

onde K é a matriz de rigidez global e N é o nimero total de elementos.

De forma semelhante, os vetores de forcas nodais de cada elemento podem ser somados tal que

i f=F (2.40)

Dessa maneira, K associa o vetor global de forgas nodais F com o vetor global de deslocamentos

nodais u para toda a estrutura por:
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Ku=F (2.41)

2.7.5 Apoios Eléasticos

Em situacOes préaticas de projeto estrutural, os apoios podem apresentar deformabilidade nédo
desprezivel, caracterizando-se como apoios elasticos (Figura 13). Exemplos incluem viga que serve
de apoio para outra viga, o solo de suporte da estrutura ou qualquer elemento cuja deformabilidade

é proporcional a forca introduzida pela estrutura nesse elemento.

P
A B

ﬂ%k

Figura 13: Estrutura com apoio elastico na extremidade.

Fonte: Autor.

Nesses casos, na modelagem de elementos finitos € necessario considerar a influéncia que esse
tipo de apoio tem no comportamento da estrutura. Isto é feito adicionando-se a rigidez do apoio
elastico a rigidez da estrutura.

Seja K € R™™ a matriz de rigidez global da estrutura (sem o0s apoios elasticos), ¢ =
{iy, iy, .., in} ©{1,2,...,m} o conjunto de graus de liberdade onde ha apoios elasticos e k{ a
rigidez do apoio elastico no grau de liberdade i,. A matriz de rigidez modificada, com o0s apoios

elasticos incorporados, € expressa por:
Kivia =K+ K; (2.42)

onde K, € R™*™ ¢ a matriz diagonal esparsa de rigidez dos apoios elasticos.
Se houver n apoios elasticos com rigidezes distintas k%, ..., kg nos graus de liberdade ¢ =

{iy, iy, ..., i}, tem-se que a matriz de rigidez dos apoios elasticos é dada por:
[K(iy, ix)] = kg paracadak =1,..,n (2.43)

onde o indice k = 1, ...,n, € referente ao grau de liberdade do n6 que esta associado ao apoio
elastico. A adicdo de K, modifica apenas os termos da diagonal principal de K correspondentes

aos graus de liberdade em ¢.
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2.7.6 Apoios Inclinados

Estruturas podem apresentar condic¢des de apoio cujas restricdes ndo coincidem com 0s eixos
globais do sistema de coordenadas, caracterizando apoios inclinados (Figura 14). Exemplos tipicos
incluem estruturas apoiadas sobre planos inclinados, tirantes ou escoras com orientacao arbitraria,

e sistemas com restri¢Oes direcionais especificas.

v

-

X

Figura 14: Estrutura com apoio inclinado.
Fonte: Adaptado de Bhatti [94].

Para modelar apoios inclinados na formulacdo do Método dos Elementos Finitos, é necessario
introduzir restricBes que relacionam diferentes e multiplos graus de liberdade simultaneamente,
denominadas multipoint constraint [94].

De forma geral, uma multipoint constraint pode ser expressa como:

C11dy + Cpdy + -+ cpdy = q4
C21d1 + C22d2 + -+ Cann = q2 (2.44)

onde ¢;j,i,j =1,2,--,n,eq;i = 1,2,--+,n, sdo constantes conhecidas e d;, i = 1,2,-+,n, sd0 0s

graus de liberdade nodais. Na forma matricial, as equacdes de restricbes podem ser expressas por:
cd=q (2.45)

onde, com m restri¢ces, € é uma matriz de dimensdes m X n e q € um vetor de dimensdo m x 1.
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Na presenca de restricbes de multiplos pontos, as solucGes das equagdes globais do sistema de
equacOes (2.11) tornam-se complicadas. Para determinar essas solugdes pode-se utilizar a seguinte
técnica de otimizacdo padrdo destinada a problemas com restri¢bes, em que [94]:

Resolver o sistema de equacdes (2.41) e substituindo a notacéo u por d,

Kd =F

E equivalente a minimizar a sequinte funcio quadratica:

1
min f(d) = EdTKd —d’F

Assim, pode-se formular o seguinte problema de otimizagéo para determinar o vetor global de

deslocamentos d, ou a solucéo dos graus de liberdade nodais:

Encontrar d para

1
Minimizar: f= EdTKd —d’F (2.46)
Sujeito a: Cd—q=0

A solucéo para o problema em (2.46) pode ser encontrada utilizando o chamado método da
Funcéo de Penalizacéo.
Para esse método as fungdes de restricdes sdo reescritas da seguinte forma:
t=Cd—q (2.47)

tal que t = 0 implica que as restricdes estdo completamente satisfeitas. Adicionando o termo de

penalizacao (1), um problema de otimizacdo sem restri¢cBes € definido por:

Encontrar d para

1 1 2.48
Minimizar: ® =EdTKd—dTF+Eu(Cd—q)T(Cd—q) (2.48)

O valor de u é determinado pelo projetista e deve ser grande o suficiente, assim o processo de
minimizacao ira forcar as restricbes a serem satisfeitas. As condi¢cdes necessarias para se alcancar
o resultado minimo de um problema de otimizacéo utilizando o método da Func¢édo de Penalizacdo

sdo que suas derivadas com relacdo a d; sejam zero. Assim,
0P
g =0=Kd-F+ u(€Tcd—C"q) =0 (2.49)

Reorganizando os termos, o sistema de equacdes lineares pode ser expresso da seguinte forma:
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(K+ uC™C)d =F + uC’q (2.50)

O desempenho do método depende do valor escolhido para o pardmetro de penalizacdo u.
NUmeros grandes, na ordem de 1 = 1019, resultam em solugdes precisas; entretanto pode acontecer
de o sistema de equag@es estar mal-condicionado. Uma regra geral € definir u igual a 105 vezes o

maior nimero presente na matriz de rigidez global [98].

2.8 MODELO DE BIELAS E TIRANTES
2.8.1 Fundamentos do Modelo de Bielas e Tirantes

O Modelo de Bielas e Tirantes (Strut-and-Tie Model - STM) constitui uma ferramenta
amplamente empregada na andlise e dimensionamento de estruturas de concreto armado,
fundamentado em uma analogia de trelica que idealiza 0 comportamento resistente atraves de
elementos discretos. Neste modelo, regides comprimidas do concreto sdo representadas por bielas
(struts), barras de armadura tracionadas sdo representadas por tirantes (ties), e a interacdo entre
esses elementos ocorre em zonas nodais (nodes) que sustentam estados multiaxiais de tensao

(Figura 15).
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Figura 15: Diferentes elementos de uma viga simétrica de concreto armado onde, C,. sdo as forcas
de compressdo diagonais (bielas), H sdo forcas horizontais, T sdo forcas de tracdo (tirantes) e 6, €
0 angulo da biela em relacdo ao eixo horizontal.

Fonte: Adaptado de Abbood [99].

A aplicacdo do método STM é particularmente relevante em regides de descontinuidade,
denominadas regifes-D, onde a hipotese de Bernoulli de distribui¢do plana de deformac@es nédo é
valida, conforme discutido na Secdo 2.1.2. Exemplos tipicos de aplicacdo incluem vigas-parede,

consolos curtos, blocos sobre estacas, nos de porticos e regides de ancoragem.
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O reconhecimento do método STM por normas internacionais consolida sua relevancia na
pratica de projeto. O cddigo americano ACI 318 [2] incorpora 0 STM desde sua edic¢do de 2002
através do Appendix A, estabelecendo procedimentos de projeto e verificacdo. O Eurocode 2 [3]
inclui disposicGes para o método, destacando sua aplicacdo em regides de descontinuidade e
elementos especiais. A norma brasileira ABNT NBR 6118 [9] também reconhece o uso de modelos
de bielas e tirantes como alternativa valida para o dimensionamento de regides com distribuicao
nédo-linear de deformacdes.

Recentemente, a segunda geracdo do Eurocode 2 ampliou o tratamento do STM, incorporando
campos de tensdo (stress fields) e sua combinagcdo com modelos cléssicos de bielas e tirantes,
conforme discutido por Ferndndez Ruiz et al. [100].

O STM fundamenta-se no teorema do limite inferior da plasticidade, o que garante que qualquer
modelo que satisfaca as condigdes de equilibrio estatico e respeite os limites de resisténcia dos
materiais conduza a uma solugéo estruturalmente segura, ainda que néo necessariamente tnica ou
Otima. Em razdo dessa caracteristica, diferentes modelos podem ser propostos para uma mesma
estrutura, todos validos do ponto de vista da seguranca.

Embora o método admita maltiplas solucbes equivalentes em termos de seguranca, modelos
que conduzem a caminhos de transmissdo de cargas mais diretos e a uma utilizacdo mais eficiente
dos materiais tendem a resultar em solucdes estruturalmente mais econémicas e mais compativeis

com o comportamento resistente esperado do elemento.

2.8.2 Modelo Material Bilinear para Concreto Armado

Para fins de analise estrutural e otimizacao topoldgica, o comportamento global do concreto
armado pode ser representado, de forma simplificada, por meio de um modelo material bilinear,
caracterizado por diferentes modulos de elasticidade em tracdo (E;) e compressdo (E.). Este
modelo idealiza 0 comportamento mecanico complexo do concreto armado em uma relacdo
constitutiva bilinear que captura a assimetria fundamental entre as respostas em tracdo e
compressao.

A idealizacdo adotada para a rigidez axial dos elementos pode ser expressa de forma
simplificada como:

Erseo; >0 (tragdo)

E:{ (2.51)

E;seo; <0 (compressao)
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onde o representa a tensdo axial no elemento. A Figura 16 ilustra o comportamento tenséo-
deformacéo do modelo material bilinear, evidenciando os diferentes modulos de elasticidade em
tracdo e compresséo.

—— Concreto
— Acgo

-1

Figura 16: Relagdo tensdo-deformacgdo do modelo material bilinear.

Fonte: Autor.

Este modelo reflete caracteristicas fisicas do concreto armado: a natureza fragil do concreto em
tracdo, com resisténcias a tracdo da ordem de 10-15% da resisténcia a compressao (fct =
0,1 x fck a 0,15 X fck), e a transferéncia de capacidade resistente a tragdo para a armadura de
aco apos a fissuracdo. Para o concreto, observa-se tipicamente uma relacdo E; < E. ap0s a
fissuracdo, com razdes E./E; variando entre 2 e 10 dependendo do nivel de fissuracdo e da taxa de
armadura presente.

Este modelo ndo busca reproduzir o comportamento tensdo—deformacéo real do concreto
armado, mas capturar, de forma eficiente, a assimetria fundamental entre tracdo e compressao que
governa a formacéo de bielas e tirantes.

A incorporacdo do modelo material bilinear em métodos de otimizagdo topoldgica é crucial
para a obtencdo de resultados realistas e aplicaveis a estruturas de concreto armado. Quando
modulos de elasticidade distintos sdo atribuidos a elementos tracionados e comprimidos no
processo de otimizacdo, a solucdo tende naturalmente a separar regides onde o concreto trabalha

eficientemente (compressao) daquelas onde a armadura € necessaria (tracao).

42



Capitulo 2. Revisdo Bibliografica

Querin et al. [101] foram pioneiros ao desenvolver métodos de otimizacdo topoldgica para
estruturas tipo trelica com diferentes propriedades materiais em tragdo e compressao, reconhecendo
que esta caracteristica é fundamental para representar o comportamento do concreto armado.
Victoria et al. [102] demonstraram que a adogdo de um modelo material bilinear permite
caracterizar com precisdo bielas e tirantes em modelos otimizados, gerando distribuicOes de
armadura mais eficientes do que aquelas obtidas com modelos que ndo consideram a assimetria
tracdo-compressao.

Gaynor et al. [103] aplicaram otimizacdo topolégica com modelo material bilinear para
visualizacdo de forcas e dimensionamento de estruturas de concreto armado, mostrando que a
consideracdo deste modelo permite identificar claramente quais elementos devem ser
dimensionados como bielas (concreto comprimido) e quais devem ser detalhados como tirantes
(armadura tracionada). Esta separacdo natural entre elementos tracionados e comprimidos constitui
a base para a geracdo automatizada de modelos de bielas e tirantes a partir de otimizacéo
topologica.

No contexto do Método Ground Structure aplicado a estruturas de concreto armado, a
incorporacdo do comportamento bilinear € implementada através de um processo iterativo onde, a
cada iteracdo: (1) a andlise de equilibrio é realizada com os modulos de elasticidade atualizados
(E; para elementos tracionados, E. para elementos comprimidos); (2) as tensdes axiais em cada
elemento sdo calculadas; (3) os médulos de elasticidade sdo reatribuidos com base no sinal da
tensdo; (4) o processo é repetido até convergéncia.

A escolha dos valores de E; e E- tem impacto significativo nos resultados de otimizagéo. Para
0 concreto armado, valores tipicos incluem E, igual ao mddulo de elasticidade inicial do concreto
integro (Eci) para a modelagem de elementos comprimidos, e para E;, na literatura, duas
abordagens principais sdo observadas para modelagem de elementos tracionados: (i) modelar o
concreto fissurado com rigidez reduzida, utilizando Er = ay;s X Eci, onde as;; € um fator de
reducdo tipicamente entre 0,01 e 0,3 como em Victoria et al. [102], Bruggi [104] e Almeida et al.
[105]; ou modelar diretamente 0 comportamento da armadura de aco, com E; = 200 GPa.

Neste trabalho, adotou-se a segunda abordagem: E. = 30 GPa representando o concreto em
compressdo e E; = 200 GPa representando o aco, refletindo a premissa de que, no Modelo de

Bielas e Tirantes, os tirantes sdo materializados como armadura. Essa escolha é consistente com a
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pratica de dimensionamento de STM, onde bielas sdo verificadas como elementos de concreto

comprimido e tirantes sdo dimensionados como armadura de ago.

2.8.3 Limitagdes da Abordagem Manual

Na abordagem tradicional, a construgdo de modelos de bielas e tirantes depende em grande
medida da intuicdo e experiéncia do engenheiro, que deve interpretar, de forma heuristica, o fluxo
de tensdes na estrutura e propor um arranjo apropriado de bielas, tirantes e nés. Este processo
manual, embora eficaz quando conduzido por projetistas experientes, apresenta limitacGes
inerentes que tém motivado pesquisas em métodos automatizados de geracdo de STMs.

A principal limitagdo do processo manual reside na subjetividade da escolha do modelo. Para
uma mesma geometria e carregamento, diferentes engenheiros podem propor diferentes
configuracOes de trelica, todas estaticamente admissiveis, mas com diferentes implicacdes para o
detalhamento da armadura e eficiéncia estrutural. Abbood [99], em revisdo abrangente sobre STM
aplicado a vigas-parede de concreto armado, destaca que esta subjetividade frequentemente conduz
a solucgdes conservadoras, onde 0 excesso de armadura é utilizado como margem de seguranca para
compensar incertezas no modelo adotado.

Outra dificuldade significativa surge em geometrias complexas. Enquanto elementos como
consolos ou vigas-parede com cargas concentradas possuem modelos STM bem estabelecidos na
literatura, estruturas com multiplas aberturas, carregamentos distribuidos, ou geometrias
irregulares apresentam desafios considerdveis para a identificacdo manual de caminhos de
transmissdo de cargas estruturalmente eficientes.

A otimizacédo topoldgica, particularmente através do Método Ground Structure, surge como
ferramenta auxiliar promissora para mitigar parte dessas limitacdes. O trabalho pioneiro de Liang
et al. [106] aplicou procedimentos evolucionarios para otimizagdo topoldgica de modelos de bielas
e tirantes, mostrando que algoritmos computacionais podem identificar configuracdes eficientes
sem intervencdo manual intensiva. Xia et al. [10] conduziram avaliacdo critica de resultados de
otimizacao topologica para modelagem STM, identificando tanto potencialidades quanto desafios

na traducdo direta de topologias otimizadas em modelos simplificados para dimensionamento.

2.8.4 Geracdo Automatizada de Modelos de Bielas e Tirantes via Ground Structure
O Método Ground Structure apresenta compatibilidade conceitual e estrutural natural com o

Modelo de Bielas e Tirantes, uma vez que ambos fundamentam-se em representacOes discretas
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através de trelicas. Na otimizacdo por Ground Structure, um dominio de projeto é discretizado por
uma malha densa de elementos de trelica conectando todos os nds possiveis, e 0 processo de
otimizacdo identifica quais elementos devem permanecer na solugdo final e quais devem ser
removidos.

Esta abordagem possui uma correspondéncia direta com modelos STM: elementos da trelica
otimizada sujeitos a tensdes de tracdo representam tirantes, enquanto elementos comprimidos
representam bielas. Querin et al. [101] desenvolveram métodos de otimizacdo topoldgica para
trelicas com diferentes propriedades materiais em tracdo e compressdo, reconhecendo que o
modelo material bilinear é fundamental para representar adequadamente a assimetria tragdo—
compressdo do concreto armado.

A geracdo automatizada oferece vantagens significativas. Primeiro, a objetividade: o algoritmo
produz uma solucdo deterministica para um conjunto definido de pardmetros de modelagem,
eliminando a variabilidade do processo manual. Segundo, a eficiéncia: o algoritmo minimiza a
flexibilidade da estrutura, resultando em configurages que utilizam quantidades reduzidas de
material, compativeis com critérios de eficiéncia estrutural.

Zhao et al. [77] apresentaram metodologia para geracdo de modelos de bielas e tirantes
utilizando otimizacdo multi-material, onde diferentes modulos de elasticidade sdo atribuidos a
elementos tracionados (representando o concreto fissurado com armadura) e comprimidos
(concreto integro). Esta diferenciacdo permite que o algoritmo identifique naturalmente regides
onde a armadura é necessaria (tirantes) e regides onde o concreto sozinho é suficiente (bielas),
fornecendo informacéo direta para o detalhamento estrutural.

Jewett e Carstensen [107] avancaram esta linha de pesquisa ao conduzirem investigacoes
experimentais de leiautes de bielas e tirantes em vigas-parede de concreto armado dimensionadas
com base em otimizagdo topoldgica hibrida bilinear, demonstrando que elementos projetados
seguindo topologias otimizadas apresentam comportamento estrutural consistente com as previsoes

do modelo.

2.8.5 Interpretacdo de Resultados como Modelos de Bielas e Tirantes

A traducdo de resultados de otimizacdo topoldgica em modelos de bielas e tirantes passiveis de
utilizacdo no projeto estrutural requer critérios claros de interpretacéo e simplificacdo. A partir da
solucdo otimizada obtida pelo Método Ground Structure, cada elemento da trelica final pode ser

classificado de acordo com o sinal de sua tensdo axial:
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e Elementos tracionados (g; > 0): representam regides onde a presenca de armadura
tracionada é necessaria, podendo ser interpretados como tirantes no contexto do STM. As
forgas axiais associadas a esses elementos fornecem uma estimativa das solicitagces
internas que devem ser resistidas pela armadura, servindo como referéncia para o
dimensionamento segundo critérios normativos.

e Elementos comprimidos (g; < 0): representam fluxos de compresséo no concreto, sendo
interpretados como bielas. As forgas nesses elementos indicam a intensidade do caminho
compressivo, devendo posteriormente ser verificadas de acordo com as prescri¢cdes
normativas quanto a resisténcia do concreto, geometria da biela e condigdes de
confinamento.

Essa interpretacdo fornece informacdes qualitativas sobre o posicionamento de bielas e tirantes

e quantitativas sobre a ordem de grandeza dos esfor¢os envolvidos, constituindo um suporte
racional para a concepcdo de modelos de bielas e tirantes. As zonas nodais, caracterizadas pela
convergéncia de multiplos elementos, demandam avaliacdo especifica em etapas posteriores de
projeto, especialmente quanto a ancoragem das armaduras e as tensdes de compressao no concreto.

Para que a topologia otimizada seja convertida em um modelo STM simplificado e
interpretavel, técnicas de filtragem e pds-processamento tornam-se necessarias. Filtros geométricos
permitem a consolidacdo de elementos aproximadamente colineares em bielas ou tirantes
equivalentes, enquanto a remocdao de elementos pouco solicitados ou desconectados dos principais
caminhos de carga contribui para a obtencdo de modelos estruturalmente claros e compativeis com
a pratica de projeto.

A incorporacdo do modelo material bilinear na formulacdo do Método Ground Structure —
por meio da atribuicdo de modulos de elasticidade distintos para tracdo e compressdo — favorece
a separacao natural entre regibes predominantemente tracionadas e comprimidas. Essa
caracteristica aproxima os resultados da otimizacdo do comportamento fisico do concreto armado,
facilitando sua interpretacdo no contexto do modelo de bielas e tirantes.

Neste trabalho, essa abordagem é empregada como ferramenta de apoio a geracao sistematica
de modelos de bielas e tirantes para estruturas de concreto armado em regides-D. A formulacédo
matematica adotada, bem como as estratégias de filtragem e interpretacdo, sdo apresentadas no

Capitulo 3, enquanto a analise dos resultados obtidos é discutida no Capitulo 4.
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3. METODOLOGIA

A metodologia utilizada no presente trabalho envolve o cddigo computacional desenvolvido
por Sanders et al. [108], fundamentado na formulacdo de Ramos Jr. e Paulino [83]. O algoritmo
consiste na implementagcdo do Método Ground Structure com a formulagéo eléstica aninhada e a
aplicacdo dos filtros discreto e geométrico resultando em solucgdes de otimizacdo topoldgica para
estruturas de trelica com comportamento diferente sob tracdo e compressdo. A Figura 17 apresenta
o fluxograma do algoritmo de andlise e otimizacdo estrutural. Todas as rotinas foram

implementadas na linguagem de programacdo MATLAB®.
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Figura 17: Fluxograma do algoritmo de otimizacéo estrutural.

de convergéncia

Fonte: Adaptado de Ramos Jr. e Paulino [83].
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3.1 GERADOR DA MALHA DE BASE 2D E DA MALHA GROUND STRUCTURE

A malha ground structure inicial é obtida a partir da discretizacdo do dominio de projeto em
elementos bidimensionais quadrilateros, denominada malha de base. Essa malha pode ser gerada
por meio do PolyMesher [109], o qual cria malhas compostas por elementos poligonais, ou, no
caso de dominios regulares, por meio do RegMesher, ferramenta desenvolvida pela coorientadora
deste trabalho, que gera malhas uniformes com elementos finitos quadrilaterais, definidas por nelx
elementos na diregdo do eixo x e nely elementos na direc¢éo do eixo y.

Nessa etapa, também sdo definidas as condi¢des de contorno da estrutura, incluindo os apoios
e 0s carregamentos aplicados, 0s quais serdo utilizados nas analises subsequentes.

Com a malha de elementos bidimensionais definida é entdo gerada a malha ground structure
inicial que depende do nivel de profundidade de conexdes entre os n6s do dominio de projeto,
denominado pelo pardmetro de entrada Lvl definido pelo usuario ou projetista. Nesta etapa, o
algoritmo identifica e remove barras colineares que fazem parte da malha ground structure inicial,
resultando em uma malha sem elementos sobrepostos. Caso 0 dominio de projeto possua alguma
peculiaridade como uma area vazada, é também nesta etapa que sdo fornecidas as coordenadas que

formam a geometria que sera considerada como uma restricdo no dominio de projeto.

3.2 FORMULACAO ELASTICA ANINHADA PROSPOSTA

A formulag&o elastica aninhada mostrada em (2.11) requer um limite inferior positivo minimo,
x™" nas areas das secOes transversais para evitar singularidade ou mal condicionamento da matriz
de rigidez & medida que as areas dos elementos tendem a zero. Dessa forma, (2.11) constitui um
problema de otimizacdo dimensional de trelicas, e ndo um problema de otimizacdo topologica,
além disso a estrutura globalmente 6tima resultante a partir de (2.11) contém todos os elementos
presentes na ground structure inicial.

Para abordar o problema de otimizacdo topoldgica, Ramos Jr. e Paulino [83] propuseram
regularizar o problema estrutural ao invés de regularizar o problema de otimizacdo. Esse
mecanismo permite que os elementos de trelica possam ser removidos das solugdes intermediarias
de projeto, onde os deslocamentos nodais sdo implicitamente definidos por meio da regularizagédo
de Tikhonov aplicada a energia potencial.

Apesar de eficaz ao resolver o problema de problemas singulares, a regularizacédo de Tikhonov,
por si sO, apenas permite que elementos sejam atribuidos com area nula durante a otimizagdo, mas

nédo garante a remocao de todas as barras finas. Para alcancar tal objetivo de projeto, Ramos Jr. e
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Paulino [83] formularam o filtro discreto, que € aplicado as solugdes intermediarias e remove as
barras finas durante as iteracdes de otimizacdo. O filtro define as areas das se¢des transversais dos
elementos como zero caso sejam inferiores a uma determinada fragdo, a, (o valor do filtro), da
maior area de secdo transversal presente na topologia atual.

Assim, a formulacdo elastica aninhada modificada com a regularizacdo de Tikhonov e a

imposicéo do filtro discreto torna-se [83]:

fmxin: C(x) = FTu(x)
Sujeito a: {LTx — v S 0

) 0 <x; <x/™* (3.1)
com min M(u(x)) + /%u(x)Tu(x)

\e x; = Filtro(x, ay)

onde

0 LI
. se ————
x; = Filtro(x, ay) = { max (x)

Xx; caso contrario

o (3.2)

3.3  ANALISE ESTRUTURAL
A analise estrutural em cada iteracdo do processo de otimizacao é realizada utilizando o MEF
para elementos de trelica, como apresentado na Secéo 2.7.4 deste trabalho. O equilibrio da estrutura

é determinado pela Equacdo (2.41), mostrada a seguir:

Ku=F

onde K € R™™ ¢ a matriz de rigidez simétrica semidefinida positiva, u é o vetor de
deslocamentos nodais e F € o vetor de forcas aplicadas. A matriz K € obtida pela montagem das
matrizes de rigidez elementares das barras da ground structure, considerando suas areas da secao
transversal atualizadas a cada iteracao.

Durante o processo de otimizagdo topologica, elementos podem ter suas areas reduzidas a
valores muito préximos de zero ou ainda valores nulos, o que pode resultar em matriz de rigidez
singular ou mal-condicionada. Este problema é tratado pela regularizacdo de Tikhonov, descrita a

sequir.
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3.3.1 Regularizagédo de Tikhonov

Permitir que elementos sejam removidos da topologia durante o processo de otimizagéo
significa impor o limite inferior minimo (x™™) das variaveis de projeto igual a zero. Essa
imposicao pode levar aum problema mal-posto, pois elementos com area nula ndo contribuem para
a rigidez da estrutura, resultando em matriz de rigidez K singular ou mal-condicionada.

Para prevenir este problema, Ramos Jr. e Paulino [83] propuseram regularizar o problema
estrutural aplicando a regularizacdo de Tikhonov para a energia potencial total. A expresséo
regularizada para a energia potencial total € dada por:

A
Me(w) = M(u(x)) + Eu(x)Tu(x)

= %u(x)TK(x)u(x) —u(x)TF + %u(x)Tu(x) (3.3)

onde A é o parametro da regularizacdo de Tikhonov, um valor positivo pequeno. A regularizagdo é
equivalente a adicionar uma rigidez minima A a todos os graus de liberdade da estrutura, ou, de
forma analoga, conectar cada né a um apoio ficticio através de uma mola de rigidez A. 1sso assegura
que a matriz de rigidez regularizada K + AI seja sempre positiva definida e inversivel, mesmo
quando elementos possuam area nula.

A minimizacdo de 1, resulta no sistema linear modificado:

(K+ ADu(x) = F (3.4)

onde I é a matriz identidade.
O parametro A deve ser pequeno o suficiente para nao alterar significativamente a solucao
fisica, mas grande o suficiente para garantir estabilidade numérica. Seguindo Ramos Jr. e Paulino

[83], neste trabalho adotou-se:

A= Ay x média(diag(K)) (3.5)
onde 1, = 10712 e diag(K) representa a diagonal principal da matriz de rigidez néo regularizada.

3.3.2 Verificacdo de Equilibrio Global da Estrutura
O comportamento diferenciado sob tracdo e compressdo das estruturas de trelica (médulos de
elasticidade distintos, E; # E) introduz ndo-linearidade no problema de equilibrio, mesmo que

as deformacdes sejam pequenas e a geometria permaneca inalterada. Esta ndo-linearidade decorre
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do fato de que o estado de tensdo em cada elemento ndo é conhecido a priori, sendo necessario um
processo iterativo para determinar quais elementos estdo tracionados ou comprimidos e,
consequentemente, qual médulo de elasticidade deve ser utilizado.

Portanto, dentro de cada iteracdo do loop de otimizacdo, é necessario um loop interno para
resolver o equilibrio ndo-linear da estrutura com a topologia atual. Neste processo, 0s elementos
classificados segundo seus estados de tenséo (o; > 0 para tragdo, o; < 0 para compressao), 0s
maodulos de elasticidade correspondentes séo atribuidos (E; = E ou E; = E), a matriz de rigidez
é montada e o sistema de equilibrio é resolvido. Este ciclo se repete até que a convergéncia seja
atingida.

A convergéncia do loop interno de equilibrio € verificada residuo global normalizado:

_lIKu—F|

FT e (36)

onde ¢ é uma tolerancia numeérica. A estrutura é considerada em equilibrio quando R < . Neste
trabalho, adotou-se o = 1074,

O residuo R é uma medida numeérica do desequilibrio de forcas na estrutura, calculado
diretamente a partir das matrizes e vetores da analise por elementos finitos. Valores pequenos de
R indicam que o sistema de equilibrio esté satisfeito dentro da tolerancia prescrita.

Caso o equilibrio ndo seja atingido apds a atualizacdo das variaveis de projeto pelo Critério de
Otimalidade, o limite de passo (move limit) é reduzido e o filtro discreto é reaplicado, conforme

ilustrado no fluxograma da Figura 17.

3.4 CRITERIO DE OTIMALIDADE

O Critério de Otimalidade estabelecido por Ramos Jr. e Paulino [81] (Sec¢do 2.5) é utilizado
como esquema de atualizacdo das varidveis de projeto. Por definicdo, o Critério de Otimalidade
ndo permite que elementos com area de secdo transversal nula retornem para a topologia em
iteracBes subsequentes.

Nos exemplos apresentados no préximo capitulo, o limite de passo (move limit), M, utilizado

no Critério de Otimalidade para otimizacdo das varidveis de projeto é definido por:

M = yx, (3.8)
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onde x, € um vetor com a &rea inicial da secdo transversal de cada elemento e y é o pardmetro de
passo (move parameter).

O parametro y limita a mudanca relativa da area em cada iteracdo. Por exemplo, com y = 0,8
(valor adotado neste trabalho), a area de qualquer elemento pode variar no méximo £80% do seu

valor inicial em uma Unica iteracdo, ou seja:
xo — 0,8x, < x**D < x4 + 0,8x,

Este controle previne oscilagbes numéricas excessivas e garante convergéncia gradual da
topologia.
A otimizacdo finaliza quando a norma infinita da mudanca das variaveis de projeto entre

iteragOes sucessivas & menor que a tolerancia de convergéncia prescrita:
[[x*=1 — x¥||o, < tol (3.9)

A norma infinita ||-||, representa o maior valor absoluto dentre todos os elementos do vetor,

ou seja:

(k-1) k
i - X

k-1

lxk~ — x¥]|, = max|x
L

Em termos praticos, isto significa que a convergéncia é atingida quando o elemento que mais
variou entre as iteraces k — 1 e k apresenta mudanca inferior a tolerancia. Neste trabalho, adotou-

se tol = 10719, garantindo convergéncia numérica muito rigorosa.

3.5 FILTRO DISCRETO
O filtro formulado por Ramos Jr. e Paulino [83], permite extrair estruturas bem definidas da
ground structure. O filtro discreto é executado utilizando varidveis de projeto atualizadas

iterativamente durante o processo de otimizacao, conforme:

0 LB
x; = Filtro(x, ay) = %¢ max (x)

X; caso contrario

ay

O pardmetro a, € determinado utilizando o método da bissecdo e pode assumir valores

distintos, permitindo ao usuario controlar a resolucdo final da topologia, a qual é definida pelo

parametro ar,,, dado por:
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min (x
(Xrop) a (3.10)

Apopy = ————— =
ToP ™ max (XTop)

onde xr,, € 0 vetor de areas dos elementos que pertencem a topologia final. Este parametro
representa uma meétrica de uniformidade estrutural, constituindo uma propriedade emergente do
processo de otimizacdo que serve como verificacdo retrospectiva da eficacia do filtro. A condicdo
arop = ap assegura que todas as barras remanescentes atendem ao critério minimo estabelecido,

garantindo a auséncia de elementos excessivamente finos na configuracéo final.

3.6 FILTROS SEPARADOS PARA ELEMENTOS TRACIONADOS E COMPRIMIDOS
Neste trabalho, implementou-se uma extensdo do filtro discreto que permite a aplicacdo de
valores de parametros a, distintos para elementos tracionados e comprimidos. Esta modificacdo
possibilita controlar seletivamente a simplificacdo de cada grupo de elementos, permitindo
investigar a sensibilidade da topologia 6tima a diferentes estratégias de simplificacéo.
A formulacéo estendida do filtro discreto é expressa por:

r0 se X <arreoa; >0
max(x) £ =
x; = Filtro(x, ;) =< _M acea; <0 (3.11)
max(x) '

\x; caso contrario

onde arr € ayc sd0 os valores de parametros para elementos em tracdo e compressao,

respectivamente, e o; é a tenséo axial no elemento i. Esses parametros sdo definidos a partir de um

valor base ay por meio de multiplicadores de ajuste fr e fc:
af'T = af X fT (312)
af'c = af X fC (313)

Quando fr = fr = 0, a formulacdo se reduz ao filtro discreto unificado tradicional (Eq. 3.2),
no qual o parametro base ay € aplicado indistintamente a todos os elementos. Quando fr # 0 e
fc # 0, torna-se possivel controlar seletivamente o grau de remocdo de elementos em tracdo e
compressdo. Valores fr > f. resultam em remocdo mais agressiva de elementos tracionados,

favorecendo a manutencdo de elementos comprimidos, enquanto f; < f produz o efeito inverso.
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Essa estratégia permite investigar como diferentes niveis de simplificagdo aplicados a tirantes
e bielas influenciam a topologia final e sua interpretabilidade como modelo de bielas e tirantes,

sem interferir no processo de otimizacgao propriamente dito.

3.7  FILTRO GEOMETRICO

O filtro geométrico constitui a etapa final de pos-processamento, aplicada ap6s a topologia
atingir a convergéncia e ser simplificada pelo filtro discreto.

E importante distinguir o filtro geométrico com o procedimento de remocdo de barras
colineares realizado durante a geracdo da malha ground structure inicial (Se¢do 3.1). Naquela
etapa, elementos colineares sobrepostos séo identificados e removidos da malha base para evitar
redundancia computacional antes do inicio da otimizacdo. Ja o filtro geométrico atua sobre a
topologia otimizada convergida, substituindo barras consecutivas e alinhadas por um Unico
elemento equivalente, uniformizando a configuracéo estrutural final.

A topologia resultante do filtro discreto, Figura 18(a), pode apresentar elementos flutuantes
(barras isoladas desconectadas do caminho de carga principal) e nos intermediarios alinhados
(maltiplos nés colineares conectados por barras consecutivas). O filtro geométrico corrige estas
imperfeicbes removendo os elementos flutuantes por analise de conectividade da malha e
consolidando nés alinhados, onde trés ou mais nos colineares conectados em sequéncia tém seus
nos intermediarios eliminados, sendo substituidos por um Gnico elemento mais longo conectando

0s nos extremos, Figura 18(b).

o

(@) (b)

Figura 18: Efeito do filtro geométrico na uniformizacéo da topologia: a) topologia apos filtro

discreto; b) topologia final apos filtro geométrico.
Elementos vermelhos: compressao; elementos azuis: tracéo.
Fonte: Adaptado de Sanders et al. [108].
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4. RESULTADOS E DISCUSSAO

Este capitulo apresenta e discute os resultados obtidos a partir da aplicacdo da metodologia de
otimizagdo topoldgica via Método Ground Structure descrita no capitulo anterior. A anélise
concentra-se na avaliagdo das topologias estruturais geradas, com énfase em sua interpretabilidade
como modelos de bielas e tirantes e em sua consisténcia estrutural frente a solugfes encontradas
na literatura.

Os exemplos analisados séo organizados de forma progressiva, iniciando-se por um caso de
calibracdo e avancando para o caso de uma viga continua e posteriormente para aplicacGes em
regides-D complexas de concreto armado. Para cada caso, sdo descritas a geometria da estrutura,
as condicOes de apoio e carregamento, 0s parametros relevantes do processo de otimizacgdo e as
caracteristicas da malha adotada, de modo a permitir a adequada interpretacéo dos resultados.

Salvo indicagdo em contrario, adotou-se em todas as analises um modelo material bilinear para
0 concreto armado, com moédulo de elasticidade E. = 30 GPa para elementos comprimidos e
E; = 200 GPa para elementos tracionados. A carga aplicada foi fixada em P = 100 kN, a fracéo
de volume em 20% e o nivel de conectividade da malha ground structure foi considerado maximo
(full).

41 VIGA BIAPOIADA

Neste primeiro exemplo, é analisada uma viga biapoiada com varios casos de condigdes de
suporte. O dominio de projeto foi discretizado em uma malha de 16x4 elementos, como mostra a
Figura 19(a). A malha ground structure inicial ¢ ilustrada na Figura 19(b). O filtro discreto aplicado
€ Unico para os elementos em tracdo e compressdo e o valor do parametro € a; = 0,01. Os
resultados numéricos obtidos sdo apresentados na Tabela 1 e as solucBes topoldgicas para cada

caso de condicdo de suporte sdo apresentadas na Figura 20.

0.3

0.15

0 0.15 0.3 0.45 0.6 0.75 0.9 1.05 1.2
(@) (b)
Figura 19: a) malha base 2D para a viga biapoiada; b) malha ground structure inicial.

Fonte: Autor.
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Tabela 1: Resultados para a viga biapoiada.

Caso (a)
N° inicial de barras Apos filtro discreto Apos filtro geométrico
2196 Flexibilidade (C) 13,8192 12,8898
N° de iteracdes Residuo 3,9175 x 10711 3,1918 x 10~1
483 N° de barras 40 27
Caso (b)
N° inicial de barras Apos filtro discreto Apos filtro geométrico
2196 Flexibilidade (C) 24,6540 23,7246
NO de iteracdes Residuo 4,0832 x 107° 3,6811 x 1075
484 N° de barras 40 27
Caso (¢)
N° inicial de barras Apos filtro discreto Apo6s filtro geométrico
2196 Flexibilidade (C) 18,8192 17,8898
N° de iteracdes Residuo 6,2931 x 10711 5,4556 x 10~11
484 N° de barras 40 27
Caso (d)
N° inicial de barras Apobs filtro discreto Apbs filtro geométrico
2196 Flexibilidade (C) 23,8192 22,8898
N° de iteracoes Residuo 8,1534 x 10711 7,2126 x 10711
484 N° de barras 40 27
Caso (e)
N° inicial de barras Apos filtro discreto Apbs filtro geométrico
2196 Flexibilidade (C) 10,4913 7,5742
N° de iteracoes Residuo 3,2171 x 1077 2,8284 x 1077
406 N° de barras 22 13
Caso (f)
N° inicial de barras Apos filtro discreto Apos filtro geométrico
2196 Flexibilidade (C) 11,7118 11,4117
Ne de iteracfes Residuo 4,8707 x 1077 4,005 x 1077
635 N° de barras 38 35

Fonte: Autor.
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Figura 20: Resultados para viga biapoiada considerando diferentes condi¢des de suporte.
Esquerda — modelo estrutural; Direita — solugdes topologicas. (a-f) Autor; (g) Zhao et al. [77].

Fonte: Como indicado na legenda.
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A viga biapoiada foi analisada considerando seis diferentes condi¢fes de suporte (casos a-f),
com o objetivo de avaliar a influéncia das restri¢es de contorno na topologia final dos modelos de
bielas e tirantes obtidos. Em todos os casos, a malha ground structure inicial continha 2196 barras,
numero significativamente reduzido ap6s a aplicagéo do filtro discreto (ay = 0,01) e do filtro
geomeétrico.

Nos casos (a) e (b), correspondentes a apoios rigidos, as solu¢des topoldgicas apresentaram um
mecanismo resistente tipico de vigas em flexdo, composto por um arco comprimido superior e um
tirante inferior continuo. A introducdo de um deslocamento vertical prescrito no apoio esquerdo no
caso (b) resultou em aumento da flexibilidade, indicando maior deformabilidade global da estrutura
devido a restricdo cinematica imposta, embora a topologia global do modelo de bielas e tirantes
permaneca semelhante a do caso (a). Esse comportamento é consistente com a teoria classica das
estruturas, segundo a qual, em sistemas isostaticos, recalques de apoio ndo induzem esforcos
internos adicionais, afetando predominantemente o campo de deslocamentos sem modificar o
mecanismo resistente da estrutura.

A introducdo de molas elasticas nos apoios (casos ¢ e d) também ndo resultou em alteracdes
qualitativas na topologia final obtida. As solu¢BGes preservam 0 mesmo mecanismo resistente
observado nos casos com apoios rigidos, caracterizado por um arco comprimido superior e um
tirante inferior continuo. Nesses casos, o efeito das molas manifesta-se principalmente de forma
quantitativa, por meio do aumento da flexibilidade global da estrutura, decorrente da menor rigidez
das condicBes de contorno. Do ponto de vista energético, parte da energia de deformacdo passa a
ser armazenada nas préprias molas, o que reduz a influéncia dessas modificacdes de rigidez sobre
a organizacdo das barras na solucdo 6tima. Assim, para a viga biapoiada analisada, o caminho de
transferéncia de cargas é estruturalmente bem definido e pouco sensivel a variacbes moderadas na
rigidez dos apoios.

Nos casos com apoios inclinados (e) e (f), por outro lado, a direcdo da reacdo de apoio alterou
a organizacdo das barras ativas na topologia final. No caso (e), com inclinacdo de 45°, a ground
structure inicial ja continha barras orientadas nessa mesma direcdo, permitindo que essas barras
transmitissem diretamente a reacdo de apoio para o interior da estrutura. O resultado foi uma
topologia simples, com caminho de carga direto e baixa flexibilidade estrutural.

No caso (f), com inclinacdo de 60°, a ground structure inicial ndo continha barras alinhadas

com essa dire¢do. As barras mais proximas apresentavam inclinacbes de 56° e 72°, nenhuma
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coincidindo exatamente com a direcdo da reacdo de apoio. Dessa forma, a transmissao das forcgas
ocorreu por meio de combinagGes de barras com orientacdes distintas. A topologia final apresentou
maior densidade de elementos, pois o equilibrio exigiu a participacdo de multiplas bielas para
acomodar a direcdo da reacdo. A flexibilidade obtida nesse caso também foi maior, uma vez que a
restricio de volume permaneceu igual a 20%, porém esse volume foi distribuido em uma
configuracgdo estrutural composta por um nimero maior de barras.

Adicionalmente, observa-se que, nos casos com apoios inclinados, a topologia ndo apresenta
um banzo inferior continuo ao longo de todo o vao, diferentemente do comportamento observado
nos casos com apoios verticais. Esse resultado pode ser explicado pela presenca de uma
componente horizontal nas reac6es de apoio, a qual contribui para o equilibrio das forcas de tracdo
que, nos casos classicos de flexdo, seriam predominantemente resistidas por um tirante inferior
continuo. Dessa forma, o otimizador tende a suprimir a necessidade de um banzo inferior completo,
mantendo-0 apenas na regido central do vao, onde o momento fletor € maximo. Nessa regido, a
presenca do banzo inferior € estruturalmente vantajosa, pois aumenta o brago de alavanca entre as
regides comprimida e tracionada, contribuindo para a eficiéncia do mecanismo resistente.

A comparacao com a solucéo proposta por Zhao et al. [77] evidencia que, embora 0 mecanismo
resistente fundamental seja preservado, as topologias obtidas neste trabalho apresentam menor
densidade estrutural, resultado da limitacdo de volume e da aplicacdo do filtro discreto. Observa-
se gque mudancas nas condicdes de apoio influenciam a topologia apenas quando alteram
significativamente o campo de reacgdes, enquanto variacdes de rigidez afetam principalmente a

flexibilidade global, sem modificar o mecanismo resistente basico da viga biapoiada.

4.2  VIGA CONTINUA

Neste segundo exemplo, é analisada uma viga continua sujeita a carregamento lateral. O
dominio de projeto foi discretizado em uma malha de 16x4 elementos, como mostra a Figura 21(a).
A malha ground structure inicial é apresentada na Figura 21(b). O filtro discreto aplicado é Gnico
para os elementos em tracdo e compressdo e o valor do parametro € a; = 0,01. Os resultados
numéricos obtidos sdo apresentados na Tabela 2 e as solugdes topologicas sdo apresentadas na

Figura 22.
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Figura 21: a) malha base 2D para a viga continua; b) malha ground structure inicial.

Tabela 2: Resultados para a viga continua.

Caso (a)
N inicial de barras Apos filtro discreto Apo6s filtro geométrico
2196 Flexibilidade (C) 0,0840 0,0402
N° de iteracdes Residuo 7,4479 x 10712 4,3039 x 10712
543 N° de barras 42 21
Caso (b)

NC inicial de barras

Apobs filtro discreto

Apbs filtro geométrico

2196 Flexibilidade (C) 39,9165 36,6141
N° de iteracoes Residuo 4,4667 x 10711 4,4667 x 10711
657 N° de barras 58 35
Caso (¢)
N° inicial de barras Apos filtro discreto Apbs filtro geométrico
2196 Flexibilidade (C) 0,0956 0,0867
N° de iteracoes Residuo 6,3925 x 10712 6,8272 x 10712
776 N° de barras 50 34
Caso (d)
N° inicial de barras Apos filtro discreto Apos filtro geométrico
2196 Flexibilidade (C) 0,0667 0.0167
N° de iteracoes Residuo 1,8263 x 10798 1,6668 x 10798
734 N° de barras 16 4

Fonte: Autor.

60




Capitulo 4. Resultados e Discussao

— Tirantes
Bielas

o v v

i Jay

s

v v

(b) Sem=4 ﬁ %;; Scm=3 ﬁ

k=1000kN/m LP lP
(©) z PN B

k=1000kN/m

(d) © i l

P2 %

Figura 22: Resultados para viga continua considerando diferentes condicdes de suporte. Esquerda

— modelo estrutural; Direita — solugdes topologicas. (a-d) Autor.
Fonte: Como indicado na legenda.

A viga continua foi analisada considerando trés apoios, sendo o apoio central de segundo
género e 0s apoios de extremidade de primeiro género, com carregamentos concentrados aplicados
no meio de cada vdo. A ground structure inicial foi mantida com 2196 barras, permitindo a
identificacdo dos caminhos de carga a partir das diferentes condi¢des de contorno impostas.

No caso (a), correspondente a configuracdo com apoios rigidos, a topologia resultante apresenta
dois mecanismos principais associados a cada vao. Observa-se a formacéo de bielas inclinadas que
conectam as regides de aplicacdo de carga ao apoio central, caracterizando um fluxo de compressao
direcionado para essa regido, onde ocorre inversdo do sinal do momento fletor. Nos vaos extremos,
o0 equilibrio € garantido por tirantes inferiores continuos, enquanto na regido sobre o apoio central

forma-se um tirante superior, compativel com a presenca de momento negativo. A solucéo
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reproduz, portanto, a alternancia entre regides tracionadas inferiores nos vaos e tracionadas
superiores sobre o apoio intermediério, em acordo com o comportamento esperado de vigas
continuas.

No caso (b), com introducdo de deslocamentos prescritos nos apoios de extremidade, observa-
se aumento expressivo da flexibilidade (Tabela 2), acompanhado por uma topologia
significativamente mais densa. A necessidade de compatibilizar os deslocamentos impostos com
as condicdes de equilibrio resulta na ativacdo de mdaltiplos caminhos de carga, com maior
participacdo de tirantes na regido superior. A estrutura passa a mobilizar um conjunto mais amplo
de barras para acomodar as deformac6es impostas, sem, contudo, alterar completamente o padréo
global de transferéncia de forcas entre carregamentos e apoios.

No caso (c), com insercdo de molas elasticas nos apoios de extremidade, a topologia obtida
mantém caracteristicas intermediarias entre os casos (a) e (b). As bielas principais que conectam
as cargas ao apoio central permanecem presentes, indicando que o fluxo de compressao dominante
ndo se altera. Entretanto, observa-se maior ramificagcdo do sistema de tragédo, especialmente nas
regides proximas aos apoios, refletindo a participacdo das molas no equilibrio global. Parte da
energia de deformacgdo passa a ser armazenada nas condi¢Ges de contorno, o que reduz a
necessidade de redistribuicdes mais extensas na topologia, quando comparado ao caso com
deslocamentos prescritos.

No caso (d), com apoios inclinados a 45°, a solucao apresenta uma reducéo significativa no
numero de barras ap6s o filtro geométrico, resultando em uma topologia com apenas quatro
elementos. As bielas formam um arranjo em “V” invertido em cada vao, conectando diretamente
0s pontos de aplicacéo de carga aos apoios. A presenca de componentes horizontais nas reagdes de
apoio altera o equilibrio global, reduzindo a necessidade de tirantes adicionais para satisfazer as
condicdes de equilibrio. Como consequéncia, 0 mecanismo resistente é descrito por um conjunto
minimo de barras comprimidas, sem formacéo de um sistema de tracdo distribuido como nos casos
anteriores.

De forma geral, os resultados mostram que, para a viga continua, a topologia é bastante
condicionada pela combinacéo entre continuidade estrutural e condi¢fes de apoio. A presenca do
apoio intermediario introduz uma regido de momento negativo que modifica a posicao dos tirantes

principais, enquanto alteracdes nas condic¢des de contorno influenciam a densidade da solugéo e a
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forma de redistribuicdo das forgas internas, sem necessariamente alterar o caminho de compresséo

dominante.

4.3 PAREDE DE CISALHAMENTO ACOPLADA

Neste terceiro exemplo, é analisada uma parede de cisalhamento acoplada de trés pavimentos
sujeita a carregamento lateral. O dominio de projeto foi discretizado em uma malha de 9x9
elementos, como mostra a Figura 23(a). A malha ground structure inicial é apresentada na Figura
23(b). O filtro discreto aplicado é Unico para os elementos em tracdo e compressdo e o valor do
parametro € a; = 0,4. Os resultados numéricos obtidos sdo apresentados na Tabela 3 e a solugéo

topoldgica em comparacdo com solugdes da literatura sdo apresentadas na Figura 24.
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Figura 23: a) malha base 2D para a parede de cisalhamento acoplada; b) malha ground structure
inicial.

Fonte: Autor.
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Tabela 3: Resultados para a parede de cisalhamento acoplada.

ar=0,4
N° inicial de barras Apos filtro discreto Apos filtro geométrico
3020 Flexibilidade (C) 34,1481 35,1069
N° de iteracdes Residuo 7,9556 x 10712 9,2330 x 10712
1214 N° de barras 13 13

Fonte: Autor.
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Figura 24: Resultados para a parede de cisalhamento acoplada: (a) fib [110]; (b) Autor; (c)
HybridToppy [111].

Fonte: Como indicado na legenda.
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Esse exemplo foi usado para a validacdo da metodologia deste trabalho para geracdo de
modelos de bielas e tirantes em estruturas complexas. A malha ground structure inicial continha
3020 barras, sendo aplicado filtro discreto Ginico com parametro a; = 0,4, valor adotado em funcéo
da maior complexidade da distribuicdo de esforgos decorrente do carregamento lateral e da
presenca de aberturas.

O processo de otimizacdo convergiu em 1214 iteracGes, com residuo da ordem de
9,23 x 10712, Apos a aplicagdo do filtro geométrico, a topologia final resultou em 13 barras,
mantendo-se praticamente inalterada a flexibilidade global da estrutura (35,1069 frente a 34,148
apos o filtro discreto), indicando que o filtro discreto foi eficaz na sele¢do prévia dos elementos
estruturalmente relevantes.

A topologia obtida apresenta padrédo diagonal tipico de estruturas submetidas a agdes laterais,
com bielas comprimidas inclinadas conectando os pavimentos e tirantes predominantemente
verticais localizados nas regides adjacentes as aberturas. Esses elementos configuram um
mecanismo resistente compativel com o comportamento esperado de paredes de cisalhamento
acopladas, nas quais a transferéncia de esforcos ocorre por meio de campos diagonais de
compressdo e elementos tracionados associados as regides de acoplamento.

A comparacdo com solugdes da literatura evidencia boa coeréncia fisica da topologia obtida. O
modelo apresentado pela fib [110] adota uma representacdo mais detalhada, com maior nimero de
elementos, refletindo uma abordagem manual tradicional.

A solucéo obtida pelo método HybridToppy [111] (Figura 24c) baseia-se em uma formulacéo
hibrida trelica—continuo, na qual as regides comprimidas sdo representadas por um campo continuo
de densidades (escala de cinza), enquanto os elementos tracionados sdo modelados explicitamente
como barras discretas. Nesse contexto, as areas de maior densidade indicam bielas comprimidas, e
as linhas coloridas correspondem aos tirantes tracionados. Observa-se que as regides comprimidas
identificadas pelo HybridToppy coincidem, de forma geral, com as bielas obtidas na solucao por
Ground Structure, enquanto os tirantes discretos aparecem em posicdes semelhantes, corroborando
a coeréncia fisica da topologia gerada neste trabalho.

O valor relativamente elevado de a; € 0 nimero de iteragGes observados neste exemplo indicam
a maior complexidade do problema, associada a combinacdo de carregamento lateral e presenca de
aberturas. Ainda assim, a convergéncia numérica com residuos da ordem de 10712 demonstra a

estabilidade e robustez do método implementado.

65



Capitulo 4. Resultados e Discussao

4.4 VIGA-PAREDE COM ABERTURA

Com o intuito de validar a metodologia proposta em um problema com descontinuidade
geomeétrica consolidado na literatura, este quarto exemplo analisa uma viga-parede com abertura
(Figura 25), onde na face superior uma carga concentrada para baixo é aplicada. Originalmente
estudada por Schlaich et al. [1] para a determinacdo de modelos de bielas e tirantes em Regides-D
de estruturas de concreto, esta geometria serve como um exemplo de referéncia para problemas
com descontinuidades geométricas. Posteriormente, para a mesma geometria, Amir e Sigmund
[112] propuseram uma nova abordagem para determinar a distribuicdo de armadura em estruturas

de concreto com foco nas Regifes-D.

f

i

Figura 25: Viga-parede com abertura.
Fonte: Adaptado de Amir e Sigmund [112].

Para este exemplo foi definido um dominio de projeto discretizado formado por uma malha de
10x6 elementos, como mostra a Figura 26(a). A malha ground structure inicial é ilustrada na Figura
26(b). Na primeira andlise foi aplicado o filtro discreto Unico para os elementos em tracdo e
compressdo e o valor do parametro & ar = 0,01. Nas duas analises seguintes foi aplicado o filtro
separado, uma andlise penalizando a compressdo e outra penalizando a tracdo. Os resultados
numéricos obtidos sdo apresentados na Tabela 4 e as solugdes topoldgicas em comparacdo com

solucdes da literatura sdo apresentadas na Figura 27.
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Figura 26: a) malha base 2D para a viga-parede com abertura; b) malha ground structure inicial.

Tabela 4: Resultados para a viga-parede com abertura.

af = 0,01

NC inicial de barras

Apobs filtro discreto

Apbs filtro geométrico

1457 Flexibilidade (C) 3,6150 1,8823
N° de iteracoes Residuo 9,6090 x 10712 3,8060 x 10712
566 N° de barras 27 14

af = 0,01, af,T =

0,5*af, af'c = 5,0*af

NC inicial de barras

Apos filtro discreto

Apbs filtro geométrico

1457 Flexibilidade (C) 4,1358 2,1431
N° de iteracoes Residuo 2,5125 x 10711 1,1605 x 10~11
586 N° de barras 29 16

af = 0,01, af,T =

5,0*af, af'c = O,S*C(f

NC inicial de barras

Apos filtro discreto

Apos filtro geométrico

1457 Flexibilidade (C) 3,6150 1,8823
N° de iteracoes Residuo 9,6088 x 10712 3,8062 x 10712
603 N° de barras 27 14

Fonte: Autor.

67




Capitulo 4. Resultados e Discussao

(a) —— Tirantes (b)

Bielas

(©) (d)

Figura 27: Resultados para a viga-parede com abertura: (a) filtro Unico;
(b) filtro separado penalizando compressao; (c) filtro separado penalizando tracéo;
(d) Adaptado de Fairclough et al. [113].

Fonte: Como indicado na legenda.

A viga-parede com abertura constitui um exemplo representativo de Regido-D em estruturas
de concreto armado, frequentemente empregado na literatura para analise e validacdo de modelos
de bielas e tirantes devido a forte influéncia da descontinuidade geométrica no fluxo de forcas. A
presenca da abertura interrompe os caminhos diretos de compressdo, exigindo redistribuicdo das
tensBes por meio de bielas inclinadas e tirantes que contornam a regido vazada.

A aplicacdo do filtro discreto unico resultou em uma topologia com 14 barras ap0s a filtragem
geométrica e flexibilidade final de 1,8823 (Figura 27a). Observa-se a formacdo de um arco
comprimido na regido superior da viga, desviando ao redor da abertura, associado a um tirante
horizontal inferior continuo conectando 0s apoios. Este mecanismo resistente é fisicamente

consistente com o comportamento esperado de vigas-parede com abertura, nas quais a interrupgéo
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do fluxo de compresséo forca a redistribuicdo das tensdes por meio de bielas inclinadas laterais. O
processo convergiu em 566 iteragdes, com residuo da ordem de 10712,

Quando aplicada penalizacdo preferencial aos elementos comprimidos, obteve-se topologia
alternativa (Figura 27b) com 16 barras e flexibilidade de 2,1431, representando aumento de
aproximadamente 14% em relacdo ao caso com filtro Unico. A solucdo permanece estruturalmente
valida e evidencia a introducdo de tirantes adicionais na regido oposta a abertura, resultando em
caminhos alternativos de tracdo. Este resultado indica que a penalizacao preferencial de elementos
comprimidos conduz a solug@es topoldgicas alternativas, nas quais parte da transferéncia de cargas
é redistribuida para mecanismos de tracdo, sem comprometer o equilibrio global da estrutura.

Por outro lado, a penalizacdo preferencial dos elementos tracionados resultou em topologia
idéntica a obtida com filtro Unico (Figura 27c), com 14 barras e flexibilidade de 1,8823. Este
comportamento indica que, para este problema especifico, a topologia 6tima é robusta em relagéo
a penalizacdo de elementos tracionados. Do ponto de vista fisico, tal resultado é esperado, uma vez
que a presenca de um tirante horizontal inferior € indispensavel para o equilibrio da viga-parede
em flexdo. A eliminacdo ou enfraquecimento desse elemento comprometeria 0 mecanismo
resistente fundamental, levando o algoritmo a preservar os tirantes essenciais independentemente
da estratégia de filtro adotada.

De forma geral, os trés casos apresentaram convergéncia estavel, com residuos da ordem de
10'* ou inferiores e nimero similar de iteragdes. As variacdes de flexibilidade permaneceram
inferiores a 15%, indicando que as solu¢des sdo equivalentes do ponto de vista da rigidez global,
embora distintas em termos topoldgicos.

As topologias obtidas sdo consistentes com a solucao apresentada por Fairclough et al. [113]
(Figura 27d), na qual as bielas diagonais principais contornam a abertura, formando um mecanismo
resistente baseado em trajetdrias de forcas bem definidas. A convergéncia para topologias
semelhantes, mesmo partindo de metodologias distintas, reforca que a configuracdo estrutural é

governada intrinsicamente pela fisica do problema.

45 VIGA COM EXTREMIDADE ENTALHADA

Outro exemplo de referéncia de problemas com descontinuidades geométricas é a viga com
extremidade entalhada (ou viga com “dente”), onde na face superior, uma carga concentrada para

baixo é aplicada. Kuchma et al. [114] realizaram uma analise experimental rigorosa desta
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geometria, propondo e testando quatro diferentes modelos de bielas e tirantes, que variavam em

complexidade e grau de indeterminacao estatica.

20x10 elementos, como mostra a Figura 28(a). A malha ground structure inicial é ilustrada na
Figura 28(b). Na primeira andlise foi aplicado o filtro discreto Unico para os elementos em tragdo
e compressdo e o valor do parametro € a, = 0,01. Nas duas analises seguintes foi aplicado o filtro
separado, uma analise penalizando a compressdo e outra penalizando a tragdo. Os resultados

numeéricos obtidos sdo apresentados na Tabela 5 e as solucGes topoldgicas em comparagdo com

solugdes da literatura sdo apresentadas na Figura 29.

0.8

0.6

0.6

0.8 1

(a)

inicial.

Fonte: Autor.

Para este exemplo foi definido um dominio de projeto discretizado formado por uma malha de

(b)

Figura 28: a) malha base 2D para a viga com extremidade entalhada; b) malha ground structure

Tabela 5: Resultados para a viga com extremidade entalhada.

ar =0,01
N° inicial de barras Apos filtro discreto Apos filtro geométrico
10707 Flexibilidade (C) 769,5442 713,5263
N° de iteracoes Residuo 1,4704 x 10711 1,3628 x 10~11
1964 N° de barras 65 48

(Xf =0,01; af,T =

O,S*af;af,c = 5,0*af

NC inicial de barras

Apods filtro discreto

Apds filtro geométrico

10707 Flexibilidade (C) 823,4544 813,3184
N° de iteracoes Residuo 3,0562 x 10711 3,4767 x 10711
3002 N° de barras 53 47
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ar =001, arr =50x*as; arc=0,5*ay
N° inicial de barras Apos filtro discreto Apos filtro geométrico
10707 Flexibilidade (C) 782,1531 716,1511
N° de iteracdes Residuo 1,6178 x 10711 1,6732 x 10~11
1670 N° de barras 47 39

Fonte: Autor.

— Tirantes
— Bielas

(c) (d)

Figura 29: Resultados para a viga com extremidade entalhada: (a) filtro anico; (b) filtro separado
penalizando compressdo; (c) filtro separado penalizando tracdo; (d) Adaptado de Kuchma et al.
[114].

Fonte: Como indicado na legenda.

A viga com extremidade entalhada foi analisada com diferentes estratégias de filtragem,
mantendo-se a ground structure inicial com 10707 barras. No caso (a), com aplicacao do filtro
discreto unificado, a solucdo convergiu em 1964 iteracGes e resultou, apos o filtro geométrico, em
uma topologia com 48 barras. Observa-se a formacao de um campo de compressao principal que

se desenvolve a partir da regido de aplicagdo da carga e é desviado pela presenca da abertura,
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contornando-a por meio de bielas inclinadas que conectam diretamente a regido do apoio. Esse
desvio do fluxo compressivo gera uma trajetdria curvilinea composta por segmentos lineares que
acompanham o contorno da descontinuidade geométrica. Na regido inferior, forma-se um tirante
continuo que fecha o equilibrio global do sistema.

Na regido do entalhe, a mudanca abrupta da geometria induz concentracéo de esforcos e requer
a formacdo de multiplos tirantes. Esses tirantes partem da reentrancia e se conectam a diferentes
pontos da malha, distribuindo as for¢as de tragdo necessarias para equilibrar as bielas comprimidas
que se conectam ao apoio. Esse arranjo indica que a reentrancia atua como um nd de transferéncia,
no qual ocorre a redistribuicdo das forcas entre os campos de tracdo e compressao.

No caso (b), com penalizacdo preferencial dos elementos comprimidos, a solugdo convergiu
em 3002 iteracOes. A topologia obtida permanece praticamente inalterada em relagéo ao caso (a),
com preservacao das bielas principais responsaveis pelo desvio do fluxo de compresséo ao redor
da abertura. Esse resultado indica que essas bielas estdo diretamente associadas ao caminho de
carga dominante e ndo podem ser removidas sem comprometer o equilibrio.

No caso (c), com penalizacao preferencial dos elementos tracionados, a convergéncia ocorreu
em 1670 iteracOes. A topologia resultante apresenta reducdo no numero de tirantes secundarios,
com manutenc¢do apenas dos elementos necessarios para garantir o equilibrio global. O campo de
compressdo permanece praticamente inalterado, enquanto o sistema de tracdo torna-se mais direto,
com menor grau de redistribuicdo na regido da abertura.

A comparacdo com o modelo proposto por Kuchma et al. [114] mostra que as principais
trajetdrias de compressao e tracdo sdo similares entre as solucdes. Em particular, observa-se a
presenca do campo de compressdo que contorna a abertura e do tirante inferior que fecha o sistema.
As diferencas concentram-se na regido do entalhe, onde o modelo de referéncia apresenta uma
idealizacdo mais simplificada, enquanto as solucdes obtidas neste trabalho incluem um namero
maior de elementos para representar a redistribuicdo local de esfor¢os imposta pela discretizacao

inicial e pela restricdo de volume.
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5. CONCLUSAO E SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

5.1  CONCLUSOES

Este trabalho apresentou uma metodologia baseada em otimizacdo topoldgica discreta via
Método Ground Structure para a geracdo automatizada de modelos de bielas e tirantes em
estruturas de concreto armado. A metodologia foi avaliada por meio da aplicagéo a cinco estruturas
de referéncia. A viga biapoiada foi utilizada como problema-base para investigar a influéncia das
condicOes de contorno e verificar a coeréncia dos modelos gerados. Além disso, foi analisada uma
viga continua com trés apoios, permitindo avaliar a capacidade do método em representar efeitos
de continuidade estrutural. As demais trés estruturas representam Regifes-D tipicas do concreto
armado — parede de cisalhamento acoplada, viga-parede com abertura e viga com extremidade
entalhada — permitindo avaliar o desempenho do método em situacdes caracterizadas por
descontinuidades geométricas e fluxos complexos de forgas.

Do ponto de vista metodologico, a adaptacdo do cddigo base para incluir novas condicGes de
contorno — tais como apoios elasticos, restricdes cinematicas e apoios inclinados — ampliou
significativamente a aplicabilidade do método. Os resultados da viga biapoiada mostram que
considerando a imposicao de deslocamentos prescritos e apoios com molas ha alteragdo nos valores
da flexibilidade mantendo a mesma topologia da viga com apoios rigidos. Ja os resultados da viga
continua evidenciaram que as condigdes de suporte exercem influéncia direta na topologia 6tima,
afetando tanto a distribuicdo dos elementos quanto a eficiéncia estrutural global.

A estratégia de filtragem discreta separada para elementos tracionados e comprimidos mostrou-
se eficaz como ferramenta exploratéria. Observou-se que o impacto dessa estratégia € dependente
da natureza do problema estrutural. Na viga-parede com abertura, a penalizacdo preferencial da
compressdo permitiu a obtencdo de topologias alternativas, com variacdes moderadas de
flexibilidade. J& na viga com extremidade entalhada, dominada por trajetérias comprimidas
essenciais, a topologia mostrou-se robusta a penalizacdo de bielas, enquanto a penalizacdo de
tracdo conduziu a modelos mais simplificados. Esses resultados indicam que os filtros separados
ndo impdem solucdes artificiais, mas revelam a sensibilidade ou robustez da solucdo 6tima em
funcdo do mecanismo resistente dominante.

A combinacéo entre filtro discreto e filtro geométrico mostrou-se particularmente eficiente na
eliminacdo de redundancias, reduzindo malhas iniciais com até milhares de barras para modelos

finais com numero reduzido de elementos. As topologias obtidas apresentam clareza na
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identificacdo de bielas e tirantes, caracteristica essencial para aplicacdo pratica em
dimensionamento estrutural.

A comparacdo com solugdes da literatura técnica e cientifica demonstrou elevada coeréncia
fisica. Os principais caminhos de compressdo e tracéo identificados se assemelham com modelos
consagrados, como 0s propostos por Schlaich et al. [1], Kuchma et al. [114], Fairclough et al.
[113], recomendagbes do fib Model Code [4] e resultados do método HybridToppy [111]. As
diferencas observadas estdo associadas principalmente ao nivel de detalhamento e a abordagem de
modelagem adotada, sendo que 0 Método Ground Structure tende a fornecer STMs simplificados
e diretamente utilizaveis.

Do ponto de vista numérico, todos os exemplos analisados apresentaram convergéncia estavel,
com residuos da ordem de 10-'* a 10~'2 e numero de iteracbes compativel com a complexidade
geométrica e estrutural de cada problema. Esses resultados confirmam a robustez da
implementacdo computacional desenvolvida.

De forma geral, a metodologia proposta demonstrou ser capaz de gerar modelos de bielas e
tirantes estruturalmente validos, fisicamente coerentes e adequados a pratica de projeto de Regides-
D em concreto armado. A natureza discreta das solucgdes, aliada a possibilidade de controle
topoldégico por meio de filtros separados, constitui uma vantagem relevante em relacdo a
abordagens puramente continuas. O Método Ground Structure com modelo material bilinear
apresenta-se, portanto, como uma ferramenta promissora para apoiar 0 engenheiro estrutural na
concepcdo e no dimensionamento racional de Regides-D, complementando a experiéncia

profissional com uma base sistematizada e objetiva.

5.2  SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Os resultados obtidos neste trabalho abrem perspectivas para aprofundamento e extensdo da

metodologia proposta, entre as quais destacam-se:

e Incorporacdo de restricGes explicitas de tensdo, considerando limites normativos para
compressdo no concreto e tracdo no aco, de modo a integrar diretamente a geracao
topoldgica com critérios de dimensionamento.

e Consideracdo de mdltiplos casos de carregamento, visando a obtencdo de topologias

robustas frente a diferentes combinag6es de aces.
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Analises paramétricas sistematicas, envolvendo os parametros de filtragem (ay, asr, a; ),
fracdo de volume e niveis de conectividade, com o objetivo de estabelecer diretrizes praticas
para escolha de parametros.

Validacdo experimental, por meio de ensaios em modelos fisicos dimensionados a partir
dos STMs gerados, permitindo avaliar o comportamento estrutural real, padrdes de
fissuragcdo e modos de ruptura.

Desenvolvimento de interface grafica e integracdo com ambientes BIM, visando facilitar a
adocdo da metodologia em ambiente profissional e sua integracdo com fluxos de projeto

usuais.
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