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Resumo

Modelos de regressdo sao fundamentais na anélise estatistica, pois permitem descrever, explicar
e prever relacdes entre varidveis em diferentes dreas do conhecimento. Em particular, o modelo
de regressao Dirichlet € adequado para dados composicionais, caracterizados por representarem
partes proporcionais de um todo. A estimacao dos pardmetros do modelo por mdxima verossimi-
lhanca pode apresentar viés significativo em amostras reduzidas, comprometendo a qualidade
inferencial, ao passo que a selecdo de modelos concorrentes carece de procedimentos especificos
e consolidados na literatura nesse contexto de regressdao. Em vista disso, esta dissertacao tem
como objetivo propor melhorias metodolégicas para o modelo de regressao Dirichlet, com foco
na correcdo de viés dos estimadores por meio de técnicas Bootstrap, nas versdes paramétrica e ndo
paramétrica, e a adaptacdo dos testes de hipéteses J e M J pelo principio da interse¢ao-unido para
auxiliar a selec@o entre modelos ndo encaixados. Para avaliar o desempenho das metodologias
propostas, foram realizados estudos de simula¢do de Monte Carlo, comparando os estimadores
originais e corrigidos em termos de viés e erro quadratico médio, bem como examinando o
comportamento dos testes em diferentes tamanhos amostrais. Os resultados para o estudo da
correcdo de viés demonstram que a técnica de reamostragem bootstrap € eficaz na redugdo do
erro de estimagdo, com baixo impacto na medida do erro quadratico médio, principalmente na
versdao paramétrica. Quanto ao teste de selecdo, a adaptagdo do teste MJ para o contexto da
regressao Dirichlet apresentou taxas de rejei¢do nula préximas aos niveis nominais e elevada

frequéncia de sele¢cao do modelo corretamente especificado.

Palavras-chave: Regressao Dirichlet. Dados composicionais. correcdo de viés. Selecao de

Modelo. Teste de Hip6tese. Modelos ndo-aninhados.



Abstract

This study aims to investigate the effectiveness of bias correction via the Bootstrap technique in
Dirichlet regression models, and to adapt hypothesis tests for non-nested models, such as the J and
MIJ tests, to the Dirichlet regression context, in order to support the selection of competing models.
Regression models are fundamental in statistical analysis, enabling the description and prediction
of relationships between variables. In particular, the Dirichlet regression model is suitable for
compositional data, which are characterised by components that represent proportional parts of a
whole. Parameter estimation in this model using maximum likelihood may exhibit significant
bias in small samples, compromising inferential quality. Thus, this work proposes to evaluate
the performance of bias correction through the Bootstrap method, in both its parametric and
non-parametric versions, by comparing it with the original estimators through Monte Carlo
simulations. The results demonstrate that the resampling technique is effective in reducing bias,
with a variable impact on the mean squared error. Regarding the model selection procedure, the
Monte Carlo experiments demonstrated that the proposed adaptation of the MJ test, based on the
choice of the maximum p-value among competing models, yielded null rejection rates close to

the nominal significance levels and a high frequency of correctly selecting the true model.

Keywords: Dirichlet regression. Compositional data. Bias correction. Model selection. Hypothesis

testing. Non-nested models.
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12

Introducao

A generalizacdo de modelos matemdticos e algoritmos em andlises estatisticas, seja na
estatistica tradicional ou no aprendizado de mdquina, busca encontrar expressdes matematicas ou
funcdes que ajudem a descrever padrdes nos dados coletados. Esses modelos sdo criados a partir
de uma amostra, e tem o desafio de serem tteis também para descrever o comportamento de
toda populacgdo, ou seja, que tenham a capacidade de representar adequadamente a populagdo da
qual os dados se originam. Com isso, € possivel usar o modelo para realizar previsdes ou obter

conclusdes sobre o fendmeno associado aos dados, antes mesmo de observa-lo.

Essa capacidade, no entanto, é frequentemente limitada devido as incertezas inerentes
aos dados, a estrutura do modelo e aos métodos de estimagdo. Essas imprecisdes podem ocorrer,
por exemplo, devido a variagdes amostrais, especificagdes incorretas do modelo, presenca de
ruido nos dados e viés sistematico dos estimadores (MAVROGIORGOS et al., 2024). O desafio
de quantificar e mitigar essas incertezas € um tema central na ciéncia estatistica (DAVISON;
HINKLEY, 1997; LEE; CHEN, 2025).

Nesse contexto, os modelos de regressiao sao amplamente utilizados quando o objetivo
¢ avaliar a relacdo entre as varidveis envolvidas e quantificar o grau de dependéncia entre elas
ou o efeito que uma exerce sobre a outra. Nessa relacdo, as varidveis ditas independentes (ou
explicativas, covaridveis ou regressores) sao usadas para predizer ou explicar o comportamento de
uma ou mais varidveis de interesse, chamadas de dependentes ou respostas, permitindo identificar
padrdes, tendéncias e até realizar projecoes (FAHRMEIR et al., 2013). Em termos simples, um
modelo de regressdo busca encontrar uma fun¢do matematica que melhor descreva como as

mudancgas em uma varidvel resposta estdo associadas as mudangas em uma varidvel explicativa.

As varidveis em um estudo estatistico representam caracteristicas ou quantidades ob-
servaveis no mundo real e, por isso, podem assumir diferentes tipos, como continuas, bindrias,
categéricas, de contagem, temporais ou espaciais, dependendo do fendmeno que se deseja

mensurar. Essa diversidade exige a escolha de modelos estatisticos que sejam apropriados tanto
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para o tipo das varidveis quanto para a forma como elas se distribuem. Por exemplo, o0 modelo
clédssico de regressao linear € mais adequado quando a varidvel resposta y é continua e apresenta
uma distribui¢do aproximadamente normal, condicionada as varidveis explicativas. No entanto,
modelos mais gerais de regressao sao necessarios, por exemplo, quando a varidvel resposta é
bindria (como presenca ou auséncia de uma doenga), quando os efeitos das varidveis explicativas
nao seguem uma relagdo linear ou quando ha fatores que introduzem variacdes especificas por

grupo ou regido que precisam ser levadas em consideracdo no modelo (FAHRMEIR et al., 2013).

Além de considerar o tipo de varidvel, € importante também observar a quantidade de
varidveis dependentes que estdo sendo modeladas. Quando hé apenas uma varidvel resposta, trata-
se de um modelo univariado. Em muitas situagdes reais, € necessario analisar simultaneamente
um conjunto de varidveis respostas relacionadas, o que caracteriza um modelo multivariado.
Nesses casos, a proposta € modelar de forma conjunta essas varidveis, levando em conta possiveis
correlacgdes entre elas. Um exemplo de aplicacdo, na qual um modelo de regressao multivariado se
faz necessdrio, é a modelagem de varidveis que constituem uma composi¢ao, como por exemplo
diferentes sedimentos do solo (areia, silte, argila) ou os gastos percentuais de um or¢amento,

como exemplificado por Aitchison (1982).

Os dados composicionais (ou composi¢des), sdo um caso especifico de dados multivaria-
dos, amplamente encontrado em disciplinas como geoquimica, ciéncias ambientais ou biologia,
sendo que cada elemento observado, dito componente, representa partes proporcionais de um
todo. Estes dados, portanto, sdo vetores multivariados cujos componentes representam fragoes
de um total, geralmente expressos como propor¢des ou porcentagens (HIJAZI; JERNIGAN,
2009). Devido a essa caracteristica, as composicdes apresentam propriedades peculiares: sao
registradas em forma fechada, ou seja, a soma de seus componentes € constante (normalmente
igual a 1 ou 100), as varidveis ndo assumem valores negativos e estdo condicionadas a uma soma
total fixa (PAWLOWSKY-GLAHN; EGOZCUE, 2006). Para ilustrar o conceito de dados com-
posicionais, considere Y = (Y1, ¥», ¥Y3) uma composi¢do de nutrientes alimenticios, comum em
tabelas nutricionais, tal que cada Y; € um componente presente no alimento, como Y; = gordura,
Y, = proteina e Y3 = carboidratos. Este exemplo, adaptado de Boogaart e Tolosana-Delgado
(2013) € apresentado na Figura 1.

A propriedade de soma constante entre os componentes condiciona as relagdes estatisticas
entre eles, o que pode induzir a correlacdes esptrias (AITCHISON, 1982). Em outras palavras,
mesmo que dois componentes nao estejam logicamente associados, o simples fato de que o
aumento em um componente exija a reducdo em pelo menos um outro (para manter a soma
constante) pode induzir uma correla¢do negativa artificial (PAWLOWSKY-GLAHN; EGOZCUE,
2006). Essa caracteristica € uma das principais dificuldades analiticas no tratamento desse tipo
de dado.

Os dados composicionais ocupam um espaco amostral restrito, uma vez que as varidveis

podem variar apenas de 0 a uma constante fixada. Esse espaco restrito, explorado nos trabalhos
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Figura 1 — Exemplo de dados composicionais cujos componentes (gordura, proteinas e carboi-
dratos) representam nutrientes que compde os alimentos, tais como: soja, ervilhas,
milho e trigo. Em cada alimento, os componentes (Y1, Y», Y3) somam 1 (ou 100%)

ervilhas

feijoes

Componentes

Carboidratos
milho
Gordura

. Proteina

soja

trigo

0% 25% 50% 75% 100%
Percentual

Fonte: Grifico elaborado pelo autor com dados de composicdes alimenticias dada Boogaart e Tolosana-Delgado
(2013)

de Aitchison (1982,1994), é formalmente definido como simplex. Para sua definicdo matematica,

considere x = (x1,...,xp) um vetor composicional com D partes, o espaco de x é dado por:

S"={(x1,...,xp):x;>0@G=1,....,D), x; +---+xp =1} (1.1)

em que D representa o nimero de componentes estritamente positivas. A restricdo de soma
constante reduz a efetiva dimensdo D das composicdes parad = D — 1, e $¢ & dito ser o espago
amostral simplex unitario, apropriado para o estudo das composi¢des. Dados composicionais
sdo comumente analisados aplicando-se uma transformacio que os leva do espaco S°~V para o
RP-1, onde métodos convencionais de andlise podem ser aplicados. Certas transformacdes, como
a transformacao logistica aditiva (ver Aitchison (1982, p. 143-144)) s6 podem ser utilizadas

quando os dados sdo restritos ao interior do simplex, isto €, nao possuem zeros.

Em razao das restri¢oes e propriedades inerentes aos dados composicionais € fundamental
utilizar abordagens que respeitem sua estrutura. Caso contrario, o uso de modelos inadequados
podem levar a interpretagdes incorretas. Uma das distribui¢des de probabilidade, ou modelo
matemadtico que serve para descrever o comportando desse tipo de dados multivariado € a
distribui¢do Dirichlet, visto que ela pertence a familia de distribui¢des definidas no espaco
simplex S¢ (AITCHISON, 1982).

Estimar os parametros de regressao consiste em encontrar os valores mais provaveis
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desses parametros, de modo que o modelo seja fidedigno a realidade observada. Na estimacao
dos parametros da regressio de Dirichlet 0 método comumente usado € méxima verossimilhanca
(WICKER et al., 2008).

Entretanto, assim como em outros modelos de regressdo, a regressdo Dirichlet estd
sujeita a incertezas associadas ao processo de estimac¢ao. Em contextos de amostras pequenas
ou dados assimétricos, as estimativas dos parametros podem ser enviesadas comprometendo a
interpretacdo dos efeitos. Para mitigar esses erros, a literatura tem proposto diversas medidas
de correcdo de viés em modelos de regressao, seja baseado em expressdes analiticas (como as
de Cox e Snell, ou Firth), ou métodos baseados em reamostragem (como jackknife e bootstrap)
(CORDEIRO; CRIBARI-NETO et al., 2014). A correcao de viés €, portanto, uma importante
area de pesquisa, pois visa melhorar a precisdo inferencial e, consequentemente, os resultados

obtidos em aplicacdes praticas.

Outra etapa fundamental no processo de modelagem estatistica refere-se a selecao de
modelos. Apés o ajuste de diferentes especificacdes para um mesmo conjunto de dados, torna-se
necessario definir critérios que permitam identificar qual modelo parece ser mais adequado ao
fendmeno investigado. Em aplicacdes reais, € comum que modelos concorrentes se diferenciem
quanto aos regressores utilizados, funcdes de ligacao adotadas ou mesmo quanto a estrutura
dos submodelos associados aos parametros da distribui¢ao (DAVIDSON; MACKINNON, 1981;
SAPRA, 2008; CRIBARI-NETO; LUCENA, 2015).

Na literatura, a comparacao entre modelos estatisticos € realizada por meio de testes
de hipétese (LORESTANI; SAYYAREH, 2017) ou critérios de informacao, como o Critério
de Informacgdo de Akaike (AIC) e o Critério de Informagao Bayesiano (BIC) (SAY YAREH,
2012). Tais procedimentos sdo adequados apenas em situacdes nas quais os modelos comparados
sejam aninhados (encaixados), isto €, quando um deles pode ser obtido como caso particular
do outro mediante imposi¢do de restrigdes sobre os parametros (CRIBARI-NETO; LUCENA,

2015). Nesses casos, existe uma relagdo hierarquica entre os modelos.

Por outro lado, modelos ndo encaixados sdo aqueles em que nenhum dos modelos pode
ser reduzido ao outro. Essa situacao ocorre, por exemplo, quando diferentes modelos utilizam
conjuntos distintos de covaridveis, fungcdes de ligacdo ou diferentes especificacdes para os
submodelos de regressdo. Conforme discutido por Cribari-Neto e Lucena (2017), quando a
condic¢do de encaixe ndo € satisfeita, os procedimentos usuais deixam de ser apropriados para

selecdo entre modelos concorrentes.

A regressao Dirichlet possui estrutura multiparamétrica, permitindo que diferentes
componentes da distribui¢do sejam modelados simultaneamente por meio de submodelos
especificos. Consequentemente, modelos concorrentes podem divergir quanto aos regressores
utilizados em cada componente da composi¢do, configurando naturalmente situagdes de nao
encaixe. Como consequéncia, procedimentos usuais de comparacao deixam de ser validos,

tornando necessdria a utilizacdo de testes desenvolvidos para comparacao entre modelos nao
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aninhados nesse contexto de regressao.

1.1 Objetivos

Esta dissertacdo tem como objetivos principais verificar a efetividade da técnica de
bootstrap para corre¢do do viés dos estimadores de maxima verossimilhanca da regressao
Dirichlet, e adaptar procedimentos de selecio de modelos ndo aninhados ao contexto dessa
classe de modelos composicionais. Em particular, busca-se avaliar o desempenho do método de
correcdo de viés baseados em reamostragem bootstrap, bem como propor uma adaptacio do teste
M J para sele¢do de modelos concorrentes na regressao Dirichlet, considerando sua estrutura

multivariada e multiparamétrica.

Para tanto, propde-se inicialmente revisar a literatura relacionada aos principais métodos
de correcdo de viés, tanto analiticos quanto baseados em reamostragem, aplicados aos modelos
de regressdo em geral, e especificamente aplicado a regressdo Dirichlet, com o intuito de
compreender suas fundamentacdes tedricas e aplicacdes praticas. Com o mesmo propoésito, o
estudo também visa realizar uma revisao sobre o método de reamostragem Bootstrap e sua

utilidade para correcao de viés em estimadores obtidos por médxima verossimilhancga.

Por meio de simulacdes numéricas, o estudo propde avaliar o comportamento dos
estimadores corrigidos, considerando medidas como viés e erro quadritico médio em diferentes
tamanhos amostrais. De forma complementar, pretende-se apresentar aplicagdes praticas dessa
abordagem, usando o modelo de regressao para solucao do problema de imputacdo de dados da

reconstrugdo da estatistica pesqueira.

Por fim, busca-se também analisar a adequabilidade do teste de selecdo e sua versao

bootstrap ao contexto da regressdo Dirichlet por meio de simulagdo Monte Carlo.

1.2 Organizacao da Dissertacao

A presente dissertacdo compreende cinco capitulos, sendo este primeiro dedicado a
introducao do trabalho. No capitulo 2 sdo apresentadas as principais caracteristicas e propriedades
da distribuicdo e modelo de regressao Dirichlet, incluindo sua formulacdo probabilistica,

parametrizacao e o procedimento de estimac¢do pelo método da maxima verossimilhanca.

No Capitulo 3 € apresentada uma breve revisao sobre a corre¢ao de viés dos estimadores
de médxima verossimilhanca em modelos de regressao, abrangendo uma descricao de alguns
métodos de correcao usualmente encontrados na literatura. Discute-se a literatura a respeito
da correcao do viés no modelo de regressao Dirichlet pelo método analitico e € apresentada a
proposta de correcdo pela técnica Bootstrap. Também sdo avaliadas as simulagdes de Monte

Carlo e discutido o desempenho dos estimadores corrigidos, comparando as versdes paramétricas
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e ndo paramétrica do Bootstrap, finalizando com as conclusdes especificas relacionadas ao

procedimento de correcdo de viés.

O Capitulo 4 discute a fundamentagao tedrica sobre os testes de hipdteses utilizados para
selecdo de modelos ndo encaixados, incluindo o principio da Interse¢d@o-Unido, com énfase nos
testes J e MJ. Em seguida, € proposta a metodologia para a adaptacao dos testes ao contexto da
regressao Dirichlet, considerando sua estrutura multiparamétrica e a versao bootstrap do teste.
Também sdo apresentados estudos de simula¢do de Monte Carlo para avaliacdo do comportamento
dos testes, encerrando o capitulo com conclusdes especificas acerca dos resultados obtidos. Por

fim, o Capitulo 5 apresenta as principais conclusdes do estudo.
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Modelo de Regressao Dirichlet

Na andlise de regressdao com varidveis composicionais, € comum que os dados apresentem
caracteristicas como assimetria e heterocedasticidade, isto €, variabilidade nao constante dos
dados ao longo do intervalo de observacao, especialmente porque as varidveis respostas estao
restritas a um intervalo limitado. Essas caracteristicas contrariam suposi¢des basicas dos modelos
de regressao lineares, que assumem que os dados sdo bem distribuidos (de forma simétrica, como

uma curva normal) e tém variabilidade constante.

Uma estratégia comum para lidar com essas caracteristicas € transformar os dados
usando, por exemplo, fungdes logaritmicas ou razdo-log , para que se aproximem das condi¢oes
adequadas as suposicoes de modelos estatisticos tradicionais (AITCHISON, 1982; HRON;
TEMPL; FILZMOSER, 2010). No entanto, essas transformacdes fazem com que os resultados
do modelo ndo sejam interpretados diretamente nos termos originais dos dados, e ainda podem
persistir com a heterocedasticidade (MAIER, 2014; HRON; TEMPL; FILZMOSER, 2010).

Nesse cendrio, os modelos baseados na distribui¢cdo de probabilidade multivariada
Dirichlet mostram-se como uma alternativa apropriada para lidar com dados composicionais.
Essa distribuicdo permite modelar diretamente vetores de propor¢des condicionados as varidveis
explicativas, respeitando as restri¢des do espaco onde tais dados estdo definidos - o simplex, espaco
anteriormente definido na equagao (1.1). Apesar de a distribuicdo Dirichlet impor restrigdes
especificas, como a dependéncia estrutural entre componentes e a presenca de correlagdes
negativas naturais (ONGARO; MIGLIORATI, 2013), o modelo de regressao baseado nessa
distribuicao é considerado flexivel e adequado para uma ampla gama de padrdes de comportamento
dos dados composicionais (HIJAZI; JERNIGAN, 2009), sendo inclusive a regressao Beta, que
€ usado para proporcdes em uma Unica varidvel, um caso particular desse modelo (MELO;
VASCONCELLOS; LEMONTE, 2009).

As proximas secOes deste capitulo concentram-se em descrever matematicamente o

modelo de regressao Dirichlet, suas propriedades e o método de estimacao dos parametros de
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regressao.

2.1 Distribuicao Dirichlet

Seja um vetor aleatério Y = (Y1,Y2,...,Y,) constituido por ¢ componentes, tal que Y

pertence ao simplex positivo S¢, onde:

* Y; > 0 para todo i, portanto sdo valores estritamente positivos;
. Z?zl Y; = 1, logo possui soma constante.

entdo ¥ segue uma Distribui¢do Dirichlet com pardmetro de forma A = (41, 4», ..., 4,), escrita
como Y ~ D(A1,42,...,4,).

A funcdo de densidade de probabilidade de Y € definida por

1 INORIWN)
FOn o yglli. ) = | [y == 2.1)
!‘=—1[ iz T'()

onde I'(+) € a funcdo gama definida como

F(x):/ e dr
0

O parametro de concentragdo total de Y ~ D (1) é dado por

$=) A

i=1

A média e variincia sao definidas como

A

E[Y;] = %
_Ai(g - )
Vart) = e

Ou seja, a média de cada componente i € a proporc¢ao de seu parametro A; em relagdo a

soma total dos parametros.

A covaridnciaentre Y; e Y, para (i, j) = 1,...,q e i # j é calculada por

COV(Y,Y;) = _hidy
D= B
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Figura 2 — Formas da Densidade da distribui¢do Dirichlet com a modificacdo do pardmetro de
forma A. Variaveis X = (X1, Xp, X3) simuladas com N = 1000

Lambda = (0.3, 0.5, 0.8) Lambda = (1, 1, 1) Lambda = (2,5,8)
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A covariancia da distribuicdo € necessariamente negativa, o que reflete a dependéncia
entre os componentes. Assim, 0 aumento em uma parte resulta na reducdo da outra, uma vez que
a soma € constante (AITCHISON, 1982).

A Figura 2 ilustra como a forma da funcao densidade de probabilidade da distribui¢do
Dirichlet muda a medida que variam os valores de seu parametro de forma, representados por A.
Esse parametro controla o grau de concentracao (ou dispersdao) dos dados em torno da média.
Valores maiores de A resultam em distribui¢cdes mais concentradas, enquanto valores menores

permitem maior dispersao e variabilidade em cada componente.

A restri¢do dos dados composicionais de soma constante igual a um, implica em algumas
propriedades que permitem maior flexibilidade da modelagem usando a classe de distribui¢cao
Dirichlet, por exemplo, qualquer subvetor de dimensao (¢ — 1) de Y € continuo com a mesma
funcdo densidade dada na Equacdo 2.1, a permutagdo e a juncdo de componentes em um
vetor menor também conduz para a mesma classe de distribuicdo, desde que executado a
mesma permutagdo e agregacao dos parametros correspondentes (MELO; VASCONCELLOS;
LEMONTE, 20009).

2.2 Regressao Dirichlet

O modelo de regressao Dirichlet € uma extensao da distribuicao multivariada Dirichlet

que incorpora o efeito de covaridveis sobre um vetor de propor¢des ou composi¢cdes.

Seja YI.T = (Yi1,...,Yiy) o vetor de varidveis resposta com g componentes para a i-ésima
unidade amostral, paracadai € {1,...,n},e xl.T = (X1, ...,Xip) 0 vetor de p varidveis preditoras.

Um modelo de regressao Dirichlet, associando Y a x, pode ser formulado como:
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* Y; ~ Dirichlet (4;1, ... ,/l,'q);
¢ nir(X;ﬁ) = Bo + Birxi +"'+ﬁpr-xip :xl.T,Br,Vr € {1a~ '-aQ};

e g(ir) = nir(x; B).

onde ;- (x; B) é o preditor linear e 87 = (Biy, ..., Bpr) € 0 vetor de coeficientes desconhecidos
da componente r. A fungao de ligacdo g(-) tem o objetivo de transformar a escala do pardmetros
da distribuicdo para possibilitar que eles sejam modelados por uma funcao linear, e apresenta
a caracteristica de ser estritamente mondtona e duas vezes diferencidvel. Tal qual a funcao de
ligagdo logaritmica (MORAIS; THOMAS-AGNAN; SIMIONI, 2018) ou polinomial (HIJAZI;
JERNIGAN, 2009).

O modelo de covaridveis desenvolvido por Campbell e Mosimann, como explicado por
Hijazi e Jernigan (2009), € obtido ao possibilitar que os parametros da distribuicdo estejam em
funcdo do vetor de covaridvel x;, resultando em uma distribui¢do Dirichlet condicional de ¥; dado

x;, mutuamente independentes, com pardmetros desconhecidos A;,(x;) = (A1(x;), . .., A4(x;)).

A estimacao dos parametros do modelo, que sdo os coeficientes de regressao, pode ser

feita pelo método de maxima verossimilhanga. A fun¢do de verossimilhanga para uma amostra

Y;,comi = (1,2,...,n) condicionada a covaridvel x é dada por
n q /llr(xl) 1
L(BIX,Y) = () Ai(x)) (2.2)
ﬁ H (Z l ( l H F(/llr(_xl))

i=1

Uma parametrizacdo alternativa foi proposta por Maier (2014) para permitir que a
distribui¢cdo agregasse um parametro para média e dispersdo. Assim, a heterocedasticidade, ou
seja, a variancia dos erros, € explicitamente levada em consideracdo. Nessa parametrizacao, o

parametro que indexa a distribui¢do € modificado para 4;, = y;-¢;, onde:
* uir € (0, 1), representa a média condicional do r-ésimo componente, tal que Zle wir =1
* ¢ > 0 ¢ o parametro de precisdo que controla a variancia condicional das propor¢des

A funcgdo de verossimilhanga pode ser representada pela Equacdo 2.2 com a devida

reparametrizacdo, assim dada por

‘ (2L, o)
fOL Lyl g) = | [y ———= (2.3)

! 1;[ ' Zzlr(lur‘p)
Com a parametrizacdo definida na Equacdo 2.3, a composi¢do, portanto, segue uma

distribui¢do de Dirichlet como Y; ~ D (u;, ¢;), € o modelo de regressdo dado em fungao desses

parametros € expresso como



Capitulo 2. Modelo de Regressdo Dirichlet 22

gu(p) =m, =pX
8o(@) =ny =vyZ

onde g, € g4 sdo fungdes de ligacdo apropriadas para linearizagdo dos pardmetros em funcao de

Xi € Z;.

A varidvel aleatdria X, pode representar somente uma tnica varidvel explicativa, mas
também pode denotar uma matriz com mais de uma varidvel explicativa, X = (Xi,..., X p),
como apresentado por Melo, Vasconcellos e Lemonte (2009); as componentes ¥; podem ser
modeladas por diferentes covaridveis ou ainda, podem se diferenciar em nimero de covaridveis.
Por exemplo, dado X uma matriz de varidveis explicativas contendo trés varidveis X1, X> e X3, e
Y = (Y1, Y>), os subconjuntos X* = X| e X** = (X5, X3) poderiam ser usados para explicar as

componentes Y] e Y», respectivamente.

A modelagem de dados composicionais em funcdo de uma ou mais varidveis explicativas,
portanto, requer a inferéncia sobre os valores dos pardmetros desconhecidos S, associados a
cada covaridvel dos modelos, que sdo ajustados para cada componente. Uma abordagem cléssica
para a estimagdo dos parametros da distribuicao é a maximizagao do logaritmo da funcao de
verossimilhanca (WICKER et al., 2008).

Aplicagdes deste modelo de regressao tém sido desenvolvidas em ampla situagdes praticas,
como o estudo de Gueorguieva, Rosenheck e Zelterman (2008) que explora a utilizacdo do
modelos em dados psiquidtricos, na andlise de indicadores econométricos (LEE; WESTHOFF;
THOMPSON, 2023; MORAIS; THOMAS-AGNAN; SIMIONI, 2018) ou no campo da engenharia
(FOROUTAN; AMIRI; KAMRANRAD, 2018).

2.2.1 Estimador de Maxima Verossimilhanca

A estimacdo dos parametros por Maxima Verossimilhanga consiste em encontrar os
valores dos parametros que fornecem a maior probabilidade de observar exatamente os dados que
foram coletados, ou seja, objetiva escolher pardmetros que maximiza a funcdo de verossimilhanga,
ou sua forma logaritmica (log-verossimilhanca) (NARAYANAN, 1992).

Dada uma amostra aleatdria ¥; com n observagdes da distribui¢do de Dirichlet e 8 o vetor
de parametros de regressao a ser estimado, a funcao de verossimilhanca total para a distribui¢do

dada pela Equacdo (2.2) € definida por

L) =[ | reia)
i=1

Logo, a log-verossimilhanga pode ser descrita como
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n

q q
InL(B) = > {In (T(¢)) = Y In (T(4;r)) + D Air In(¥;y) (2.4)
i=1 r=1 r=1

Problemas na estimac¢do dos parametros por mdxima verossimilhanca podem ocorrer
quando qualquer valor observado na composi¢ao Y, € igual a 0, visto que a presenca do termo
log(Y;) em sua fungdo de verossimilhanga requer que Y;, seja estritamente positiva para todo i e
r. Em vista disso, a fim de evitar a presenga de valores zero na varidvel de interesse, € possivel

realizar um ajuste nas observacdes por meio de transformacoes.

Em sua implementacdo, Maier (2014) propde o uso da transformacao introduzida por
Smithson e Verkuilen (2006) com uma generalizacdo para ajustar as composi¢des quando os
valores 0 ou 1 estdo presentes. Nessa abordagem os dados sdo reescalonados para distribuirem
simetricamente ao redor de 0.5, portanto valores extremos sdo mais afetados pela transformacao,

a qual € dada por

. _Ye(N-D+q"
ylr N

onde y* € a observacdo transformada, N € o nimero de observagdes e q € o nimero de

componentes.

Os estimadores de maxima verossimilhanga (EMV’s) podem ser obtidos resolvendo-se
o sistema de equacdes gerados pelas derivadas de primeira ordem da In L() em relagdo aos

parametros f3:

on(L(B)) _

0
0B

U(p) =

onde U(B) é denominada funcao score.

Contudo, o sistema de equacdes resultante das diferenciacdes nao fornece o resultado
direto, ou seja, ndo h4d uma expressao de forma fechada para os estimadores de Maxima
Verossimilhanga, sendo necessdrio um processo iterativo ou recursivo para a obtengdo dos
parametros (HIJAZI; JERNIGAN, 2009).

Meétodos de otimizag@o numérica sdo necessarios para calcular os estimadores de mdxima
verossimilhanga. O uso dos algoritmos de otimizac¢do visa obter uma aproximacao iterativa para
os valores dos pardmetros que maximizam a funcdo. Os algoritimos de Newton ou quasi-Newton
sao exemplos de técnicas de otimizagcdo ndo lineares comumente usados na estimagdo dos
parametros por maxima verossimilhanca (CORDEIRO; CRIBARI-NETO et al., 2014)

Esses métodos de otimizagdo numérica exigem a escolha de valores iniciais para os
parametros no inicio do processo iterativo. A escolha adequada desses valores pode influenciar

significativamente a convergéncia e a precisdo da estimag¢do (HIJAZI; JERNIGAN, 2009).
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Segundo Narayanan (1992), uma alternativa pratica consiste em utilizar as estimativas obtidas
pelo método dos momentos como valores iniciais para os parametros da distribui¢do. J4 Wicker
et al. (2008) propde uma aproximacao do estimador de mdxima verossimilhanga como ponto de
partida, adaptando-a especificamente para o algoritmo de Newton-Raphson. Por sua vez, Hijazi e

Jernigan (2009) sugere o uso de estimativas de minimos quadrados como valores iniciais.

As propriedades dos estimadores de maxima verossimilhanga também se aplicam ao
caso do modelo de regressao Dirichlet. Em particular, esses estimadores sdo assintoticamente
normais e assintoticamente nao viesados, ou seja, tendem a seguir uma distribui¢do normal
e se aproximar, em média, dos verdadeiros valores dos parametros a medida que o tamanho
da amostra aumenta (MELO et al., 2020). Contudo, quando a amostra € pequena, essas boas
propriedades nem sempre se mantém (CORDEIRO; MCCULLAGH, 1991). Nesses casos, 0s
estimadores podem apresentar vi€s, ou seja, podem sistematicamente superestimar ou subestimar
os verdadeiros pardmetros, e também podem ser ineficientes, isto €, ter varidncia maior do que a
minima possivel. Para contornar esse problema, € possivel estimar e corrigir o viés esperado.

Essa abordagem serd discutida com mais detalhes no Capitulo 3.
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Correcao de viés em modelos de Regressao

Este capitulo aborda a teoria do viés na estimacdo dos parametros da regressdo Dirichlet
e os principais métodos propostos para sua correcdo. Inicialmente, € apresentada uma revisao da
literatura sobre correcdo de viés em modelos de regressao. Em seguida, sdo descritos os métodos
investigados neste estudo, a corre¢ao analitica de Cox—Snell e as técnicas de reamostragem
bootstrap. Por fim, sdo apresentados os estudos de simulagdo e a aplicag@o pratica desenvolvidos

para avaliar o desempenho dessas metodologias.

3.1 Revisao

A estimagdo por mdxima verossimilhanga (EMV) é amplamente utilizada na modelagem
estatistica devido as suas propriedades assintéticas desejaveis, como consisténcia, eficiéncia
e normalidade assintética dos estimadores (MELO; VASCONCELLOS; LEMONTE, 2009).
Entretanto, em amostras finitas, especialmente quando o tamanho amostral é pequeno, os EMV’s
podem apresentar viés nao negligencidvel (CORDEIRO; CRIBARI-NETO et al., 2014).

O viés € um erro sistemdtico, observado pela diferenca entre o valor esperado do estimador
e o verdadeiro valor do pardmetro. Uma das estratégias para reduzir esse erro de estimagdo, como
detalhado por Cordeiro, Cribari-Neto et al. (2014), € a abordagem baseada na dedu¢do da fun¢ao
do viés. Nesse método corretivo, subtrai-se do estimador obtido por méxima verossimilhanca
uma estimativa do viés calculada com algum grau de aproximagao. Por exemplo, usando a funcio

de viés, o estimador corrigido pode ser escrito como:

6=0-B0)
em que 6 é o vetor de parAmetros desconhecidos, § é o EMV de 6 ¢ B; () denota o viés estimado

de segunda ordem. Essa aproximacao de segunda ordem do viés do estimador de maxima
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verossimilhanca pode ser obtida analiticamente, deduzindo uma expressao fechada para o viés, a

partir da expressao geral apresentado por Cox e Snell (1968).

Apds um mapeamento da literatura, confirma-se que diversos procedimentos t€m sido
desenvolvidos para reduzir o viés dos estimadores de maxima verossimilhanca. Entre eles,
destacam-se métodos analiticos, que envolvem expansdes de séries de Taylor da funcio score, ou
da funcdo de log-verossimilhanca, e métodos numéricos, como o bootstrap. Essas técnicas t€ém
sido amplamente estudadas e adaptadas para diferentes classes de modelos, incluindo regressoes
lineares e modelos lineares generalizados (CORDEIRO; CRIBARI-NETO et al., 2014, capitulo
4).

O trabalho de Shen e Yang (2015), por exemplo, apresenta uma contribuicdo sobre
correcao de viés nos modelos de regressao baseados na distribui¢cdo de Weibull, amplamente
aplicada em andlise de sobrevivéncia e confiabilidade. Os autores partem do reconhecimento de
que o estimador de méxima verossimilhanca (EMV) do parametro de forma g pode ser fortemente
enviesado em situagdes de censura a direita, especialmente quando ha pequeno tamanho amostral,
dados censurados ou multiplas populacdes Weibull. Nesses contextos, a acurdcia da estimacao
de B torna-se critica, pois esse parametro determina a natureza da distribuicao e influencia

diretamente as inferéncias posteriores.

A metodologia proposta pelos autores baseia-se em uma expansao estocdstica de terceira
ordem aplicada a funcao de escore, permitindo derivar expressoes para o viés de segunda e terceira
ordem do EMV. A grande vantagem deste enfoque € reduzir um problema multidimensional,
com parametros de escala e forma, a um problema unidimensional focado na estimativa da forma
B, que € a principal fonte de viés. A partir das derivadas da fun¢do de escore em relagdo ao
parametro de interesse, os autores obtém férmulas que envolvem expectativas de expressoes

complexas, cuja avaliagdo analitica mostra-se invidvel.

Para superar esse desafio, o artigo propde o uso de um bootstrap paramétrico como
ferramenta de estimacao das quantidades envolvidas na correcao de viés. As amostras bootstrap
sdo geradas a partir das distribuicdes Weibull ajustadas com os EMV’s e replicam o mesmo
mecanismo de censura presente nos dados originais. A robustez da abordagem € verificada por
meio de extensos estudos de simulagdo de Monte Carlo, que consideram multiplos cendrios
de censura, diferentes tamanhos amostrais € nimeros de populagdes Weibull. Os resultados
indicam que tanto a corre¢ao de segunda ordem quanto a de terceira ordem conseguem reduzir
significativamente o viés do EMV, com destaque para a segunda ordem, que j4 se mostra suficiente
na maioria dos casos. As estimativas corrigidas apresentam melhor desempenho em termos de

viés e erro quadratico médio, sendo superiores ao EMV.

O artigo de Schwartz e Giles (2016), por sua vez, apresenta a abordagem analitica para
corre¢do de viés do EMV aplicados ao modelo de Poisson inflacionada em zero (ZIP), utilizado
na modelagem de dados de contagem com excesso de zeros. Os autores propdem a aplicacio da

técnica de correcdo de viés de segunda ordem desenvolvida por Cox e Snell (1968) como uma
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alternativa eficaz para aprimorar a qualidade inferencial dos estimadores.

Segundo os autores, o modelo ZIP assume que a varidvel resposta pode surgir de dois
mecanismos: uma distribuicao de Bernoulli, e uma distribui¢cao Poisson que modela os valores
de contagem (inclusive zeros). A estrutura do modelo resulta em uma funcao de verossimilhanca
com duas partes distintas, que sdo estimadas a partir das derivadas de segunda e terceira ordem

da log-verossimilhanca.

A eficécia da correcdo proposta € avaliada por meio de estudos de simulagao de Monte
Carlo, abrangendo diversos cendrios de tamanhos amostrais (50, 60, 75, 100, 125, 150 e 200)
e combinacdes dos parametros do modelo (rr e A). Os resultados mostram que os estimadores
corrigidos, seja analiticamente seja por bootstrap, apresentam viés reduzido. Também observou-se
uma reducdo no EQM. Além disso, a abordagem analitica dominou a abordagem bootstrap,

exceto nas situacdes em que os estimadores sdo mais enviesados.

Mazucheli, Menezes e Chakraborty (2019) introduz uma nova proposta de modelagem
para dados proporcionais, a partir da distribui¢cao unit-Lindley com um unico parametro, que
assume valores em (0,1). O foco do artigo € o desenvolvimento tedrico da distribui¢do e a
aplicac@o de um modelo de regressdo com resposta continua limitada ao intervalo unitario, tendo

como base essa nova distribui¢ao.

No contexto da regressao, o parametro da distribuicao unit-Lindley, denotado por 6, é
relacionado a covaridveis por meio de uma funcdo de ligagcao logaritmica. A modelagem ¢é feita
por meio da méxima verossimilhanga. No entanto, eles também destacam que o estimador de
mdxima verossimilhanca (EMV) pode ser enviesado em amostras pequenas, 0 que motiva a

incorporacdo de técnicas de correcdo de viés no processo inferencial.

Para esse fim, os autores aplicam a metodologia de corre¢ao de viés analitica de Cox
e Snell (1968), obtendo-se uma expressao explicita para o viés de segunda ordem do EMV. A
férmula geral do viés € apresentada, envolvendo derivadas de primeira, segunda e terceira ordens
da funcao de log-verossimilhanca, bem como elementos da matriz de informacao de Fisher. O
viés € entdo subtraido do EMYV, resultando em um estimador corrigido com menor viés em

amostras pequenas.

Os autores realizam uma andlise de simulacdo de Monte Carlo, comparando o EMV e o
estimador corrigido por Cox e Snell. As métricas utilizadas incluem viés médio, erro quadratico
médio (EQM) e cobertura dos intervalos de confianga. Os resultados indicam que o viés do
EMYV ¢ sistematicamente positivo, e que o estimador corrigido apresenta viés reduzido e melhor

desempenho em termos de EQM.

No mesmo contexto da corre¢ao de viés pelo método analitico, o artigo de Godwin e Giles
(2019), com foco em situacdes em que a funcdo de viés ndo € constante em relagdo ao parametro
populacional, Palm, Bayer e Cintra (2020) aplicado ao modelo de regressao Rayleigh introduzido

para modelar a amplitude de pixels em imagens, e Magalhaes, Gallardo e Bourguignon (2021)
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com énfase nos parametros do modelo de Regressdo Gama Inversa (RIG), sdo exemplos recentes

da aplicabilidade desse método de corregdo.

Nos trés cendrios os autores baseiam-se no método de Cox e Snell para deducgdo
da expressdo de viés ou refinamento da abordagem. Godwin e Giles (2019), por exemplo,
apresentam como contribuicao o desenvolvimento de uma abordagem alternativa, que considera
explicitamente a variabilidade da funcao de viés. Os autores mostram que as expansoes da séries
de Taylor e cumulantes da log-verossimilhanca, podem levar a resultados enganosos quando
a funcao de viés muda rapidamente ou possui curvatura acentuada. Para contornar isso, eles

propdem um ajuste a expressao padrao, aumentando a acurdcia das corregdes.

O novo método € aplicado em dois contextos principais: (1) a distribui¢do exponencial
com parametro inverso, e (ii) a regressao com erro de medicao. Em ambos os casos, os autores
derivam as expressoes do viés analitico ajustado, com base na manipulacdo algébrica explicita.
Além da deducio tedrica, os autores realizam estudos de simula¢do de Monte Carlo com diferentes
tamanhos amostrais e configuracdes paramétricas, a fim de comparar o desempenho do método
proposto com o de Cox e Snell. Os resultados sugerem que a nova abordagem oferece reducoes
consideravelmente maiores no viés e melhor estabilidade, especialmente em casos com fungdes
de viés fortemente ndo lineares. O ponto de partida da metodologia € a constatacdo de que, em
muitos modelos estatisticos aplicados, a estrutura do viés pode mudar acentuadamente em relagdo

ao parametro, e isso ndo € bem tratado pelas féormulas cldssicas como as de Cox e Snell (1968).

Ja o trabalho de Palm, Bayer e Cintra (2020) compara a corre¢do analitica de Cox e
Snell com o método de modificacdo da fungdo score de Firth, e o Bootstrap paramétrico. As
simulacdes e experimentos com dados reais mostram que os métodos corrigidos, especialmente

o de Firth, melhoram a qualidade das estimativas em cendrios com poucos dados.

Outrossim, o artigo de Magalhdes, Gallardo e Bourguignon (2021) centra-se na melhoria
da estimagdo dos parametros de regressao e da dispersdo em situagdes em que a varidvel
resposta representa tempos de sobrevivéncia, custos ou velocidades, modeladas pela distribui¢ao
assimétrica gama. As extensivas simulacdes de Monte Carlo conduzidas pelos autores demonstram
a reducdo de viés na maioria dos cendrios comparados, sendo recomendado pelos autores o uso
especificamente da correcao analitica de Cox e Snell ou a correcdo de Firth para melhorar a

estimacao dos parametros do modelo RIG.

O método de correcao numérica também estd presente na literatura recente. Além da
aplicabilidade do Bootstrap, a técnica de Jackknife foi apresentada nos estudos de Tiirkan
e Ozel (2018) e Seifollahi, Bevrani e Albalawi (2024). A abordagem consiste em aplicar o
método numérico de jackknife para correcao de primeira ordem. Essa técnica envolve a remogao
sistemdtica de uma observacdo da amostra, recalculando os estimadores EMV em cada amostra
reduzida. A média dessas estimativas parciais € entdo utilizada para construir um estimador com
viés reduzido (SEIFOLLAHI; BEVRANI; ALBALAWI, 2024).
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Tiirkan e Ozel (2018) aplicam essa técnica para corrigir o viés dos pardmetros do
modelo de regressdo ridge quando a varidvel resposta possui distribui¢do binomial negativa,
propondo assim uma modificacdo da regressdo origindria. Para isso, estimativas EMV sao
obtidas por maximizac¢do numérica da log-verossimilhanca, o que envolve rotinas de otimizacgdo
computacional padrdo. Para avaliar o desempenho do estimador jackknife, os autores conduzem
uma simulacdo de Monte Carlo com diferentes tamanhos amostrais e valores do parametro do
modelo de regressdo. Os autores concluem que ha um efetivo ganho na redugdo do viés com o

procedimento de jackknife.

Por fim, o trabalho de Seifollahi, Bevrani e Albalawi (2024) aplica a estratégia de
correcdo de viés por meio do método Jackknife ao estimador Liu-type para os parametros do
modelo de regressao beta. Esse estimador é uma alternativa utilizada para mitigar o problema de
multicolinearidade; entretanto, assim como o estimador de maxima verossimilhanca, o estimador
Liu-type pode apresentar viés. Com o objetivo de eliminar o viés de primeira ordem induzido
por esse estimador, os autores propdem uma versao modificada pelo método Jackknife, a qual
apresentou melhor desempenho em termos de erro quadratico médio quando comparada a

variagdes baseadas nos estimadores Liu, Liu-type e Ridge.

3.2 Correcao do viés do Modelo de Regressao de Dirichlet

Assim como ocorre em outros contextos, os estimadores obtidos por maxima verossi-
milhan¢a no modelo de Regressao Dirichlet também podem ser tendenciosos em amostras de
tamanho reduzido. A necessidade de corrigir o viés nesse cendrio motiva o desenvolvimento de

métodos especificos para modelos Dirichlet, adaptando técnicas existentes de corre¢do de viés.

Embora a literatura sobre corre¢do de viés em modelos de regressdo seja extensa, 0s
estudos especificos em modelos de regressao Dirichlet ainda sdo relativamente escassos. A
pesquisa recente de Melo et al. (2020) tem abordado essa lacuna, introduzindo um procedimento
analitico para corre¢do e reducdo do viés na estimagdo dos pardmetros da regressao Dirichlet. A

metodologia apresentada pelos referidos autores € discutida na se¢do 3.2.2.

3.2.1 Viés do Estimador de Maxima Verossimilhanca

Considere um modelo estatistico com um vetor de parametros desconhecidos 6 =
(81, ...,6;). Se denotar 6 o estimador de maxima verossimilhanga desses parametros, o viés do
estimador € definido como a diferenga entre o valor esperado da estimativa e o valor verdadeiro

do parametro, que pode ser escrito como apresenta Ferrari e Cribari-Neto (1998):

B(d) =E(H-0)
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Esse viés pode ser expresso como uma uma série em fung¢do do tamanho da amostra n,
conforme apresentado por (FERRARI; CRIBARI-NETO, 1998):

BI(O) , Ba(®) |, B(®) |
n n? n3

B(6) =

Os termos B1(6), B2(6) e B3(0) sdo obtidos a partir de expansdes de Taylor da fungéo
escore U(#) (definida anteriormente na Sec¢do 2.2.1). O primeiro termo da série B (6)/n € dito
ser 0 viés de segunda ordem para 6, e costuma ser o principal alvo das técnicas de corregdo de

viés em modelos com amostras finitas.

A expressao geral para o viés de segunda ordem dos estimadores de mdxima verossimi-
lhanga em modelos com multiplos parametros deduzida por Cox e Snell (1968) tornou-se uma
referéncia na literatura (ver se¢do 3.1) e tem sido utilizada como base para corre¢des de viés em
diversas classes de modelos. Por exemplo, Vasconcellos e Dourado (2008) derivam a expressao
para correcao de viés nos estimadores dos parametros da familia exponencial biparamétrica,
Simas, Barreto-Souza e Rocha (2010) deduzem a fungao para a classe de modelos de regressao

beta, Menezes et al. (2021) adaptam a equagao para a distribui¢cao Unit-Weibull.

A expressao fechada para a estimacao do viés de segunda ordem baseada em Cox e Snell
(1968), quando a amostra € independente, mas nao necessariamente identicamente distribuida,

pode ser escrita conforme a notacdo apresentada por Cordeiro e Klein (1994):

~ - 1

Bi(6,) = ZKWK“ {KEQ—Ek,-k,}, u=1,...,t (3.1)
Jk,l

onde:

* ( representa a fun¢do de log-verossimilhancga;

* 0, é o estimador de mdxima verossimilhanca para o u-ésimo termo de 6§ = (6, ...,6;);

— %\« : ‘s .
Kjik =E (m) € o valor esperado da segunda derivada da log-verossimilhanga;

Kjkl = ( 90,00 0,) ¢ a terceira derivada esperada da log-verossimilhanga;

hD_ 98, <« . . -
kjk = g5, kjk €2 derivada de «; em relagdo a 0,

* K = —«ji € a matriz de informagao de Fisher e K ~1 = {—«/*} ¢ a sua inversa.

Portanto, o viés € obtido como solucio de um sistema envolvendo a inversa da matriz de

informacdo de Fisher e os termos de derivadas da fung¢do de verossimilhancga.

Baseado nos resultados obtido para o viés de segunda ordem, B; (6), o estimador corrigido
para 8, como apresentado por Cordeiro e McCullagh (1991), é definido como ég¢c = 6 — B, (6),

onde B, (0) é o valor estimado de B; (8) avaliado em &.
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3.2.2 Correcao Analitica

Usando abordagem analitica, Melo et al. (2020) propuseram uma expressdo fechada para
o viés de segunda ordem do EMV do modelo de regressdao multivariado de Dirichlet, baseado na

férmula geral de Cox e Snell (1968) para corre¢do do estimador.

Considerando a formulagdo dos autores, e sendo Y;;, um vetor g-dimensional com
distribui¢do Dirichlet, definida conforme se¢cd02.2,e 8 = vec(Bi1, . . ., Big) 0 vetor de coeficientes
de regressao desconhecidos g- dimensional, com vec(.) sendo um operador que transforma a
matriz de pardmetros em um vetor, empilhando as colunas da matriz, a expressdao do viés de

segunda ordem deduzida pelos autores €, em notagdo matricial, dada por

B(B) = [(I,® X)"W(I,®X)| " Mvec ([(Iq ® X) W(l, ® X)]‘l) (3.2)

onde:

I, é a matriz identidade g X g;
* X € a matriz de varidveis independentes do modelo;

* W € uma matriz nq X nqg definida na forma particionada, onde cada elemento a =

(1,...q)eb=(1,...q) de W € uma matriz diagonal com o i-ésimo elemento dado por

—g (ia)*[¥(¢r) — ¢ (Aia)],a=Db
~8 (Mia)g iv® (¢r),a # b

* e, 0 simbolo ® representa o produto de Kronecker.

Contudo, as definicdes apresentadas por Melo et al. (2020) carecem de importantes
etapas para a correta interpretacdo e replicacao direta de sua expressdo. Conduzindo a resultados
incoerentes na implementacao das simulacao. Diante disso, com o objetivo de possibilitar a
andlise comparativa dos métodos, o presente estudo apresenta uma formulagdo analitica também

fundamentada no arcabouco tedrico de Cox-Snell, como segue.

Inicialmente, € adotada uma reindexacao na representacdo vetorial dos coeficientes de

regressao, a fim de evitar indices duplos:

u,j,k,l=(r—)p+a, ref{l,---,q},ae{l,---,p}.

Assim, o vetor de coeficientes de regressao, que tem pg componentes, pode ser reescrito

como
ﬂT = (1815ﬁ2’ e ’ﬁpq)a

onde pg € o produto de p e g, que € o nimero de elementos do vetor 3.
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Considerando a reindexacao, a férmula apresentada na Equacdo (3.1) pode ser definida
para o vetor de parametros da regressao Dirichlet com u € {1,--- , pq}. O viés pode ser escrito

em notacao matricial, como define Cordeiro e Klein (1994):

B(B) = K~'AVec (K—l) , (3.3)
Onde A = [AD|AP)]|...|APD ], AD ¢ a matriz cujo elemento (7, k) €
ONNONE (3.4)
jk jk "9 Jkl .

A funcao score € dada pela vetor de derivadas parcias da log-verossimilhanga, dado por

T ol ol ol 0l ol 0l
U = oo s mase e s mom o oo | (3.5)
Bi1 0B Bp1 Big P2 Bpq
onde
or - _ an In([(¢i)) 8 ddir Onir < OI(C(Air)) Ddir Inir
aﬁar = 6¢1 0ir aTll'r 6,Bar P 0Air anir aﬁar
n
04 On;
+ S S Iy, =
i1 a77ir aﬁar
n n n
0A; 0A; 0A;
= Z Y (pi) —%ia — Z ¥ (Air) 7—Xiq + Z In(Y;r) 7—Xiq
: a7]t‘r - anir ° 877ir
i=1 i=1 i=1
S a/lir
= (lﬁ(¢>z) - lﬁ(lir) + ln(Yir)) 9 Xia- (3.6)
i-1 Nir
A matriz de Informacao de Fisher observada pode ser escrita como
i ) O . B fiad] &1 Rl B
B3, 9210811 9Bp10B1 9B149P11 P24 011 B pq P11
_l 2L U i/ R sl sl i A
0B110p21 6[3%] 061021 0B140B21 024 0B21 0B pq0B21
&1 &1 L &1 . &1 &1 . &1
aﬁ]laﬁpl 6,6%16,8,71 aﬁfﬂ 6,81q6ﬁp1 6ﬁanﬁpl 6ﬁpq6,8pl
J(B) =-— : : : : : : , (3.7)
31 &1 R il 2L e &
a)8]1(9ﬁ]q 6B§16B1q 6ﬁplaﬁ]q G,qu 6ﬁ2q6ﬁlq 6:8pq6ﬁlq
&l &l L &l . &l &l . &l
0B110B2g 0B3,0pB2q 9Bp10B2yg 0B140B2q c’)ﬁ%q IBpq Py
&l &l L &l . &l &l . &l
0B110Bpq  0B0BPq 0Bp10BPq 0B1gOBrq  0PrqdBPq B2,

onde o elemento —Jj, para j = (r—1)p+aek=(s—1)p+bea,b=(1,...,p)e
s=(1,...,q) édado por
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621 - ’ 8/11'}" 2 - (92/11',
BordBar Z v’ (i) (6_) XiaXib + Z ¢’(</’i)Wx,-axib -

Nir ir

- Z l// (Air) (a/llr) XiaXib — Z ‘/’(/lzr) xla-xlb +

ir

0%,
+ Z on’ xlaxlb ll’l(er)

i=1 9Ny

2
= Z('ﬁ (i) —y (/llr))( r) XiaXip +

+ Z("b(¢l) - l/’(/llr) + ln(er)) 7] xlaxlb’ r=s=:s.

r

0%l 1 Ay O
0Bps0Bar Z v (¢l) onir Onjs

—XiaXib, r¥£Ss.

A matriz de Informacdo de Fisher esperada é a matriz K(B8) = E[J(B)], com

8?1 ]
8ﬁbraﬂar

oA, Odir
Zl// (¢l (T) XiaXib — erlj (/1”')( 77 ) XiaXib

Kbrar = E [
ir

2
Z(ww) wu"»( )xmxl-b, r=s

Dado E[In(Y;,)] = ¢(4ir) — (i), entdo

9% } 9%l Adir 045
Kpsar = E —X;jaXi r#s.
b [aﬁbsaﬁar 8ﬁbsaﬁar ; w (¢ ) 771r a7713 b

(3.8)

(3.9

(3.10)

@3.11)

A matriz de derivadas de terceira ordem e valores esperados ¢ dada pelas equagdes:
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0’1 oA iy 0%2;
as an Ao " i = iaXibXic 3 i = - iaXibXic
3B erBonOPar Z‘” (1) (amr) Yia%ivic * Z‘”“’ T o, etivie
3
+ Z!ﬁ(fﬁ) 8 3 xlaxlbxlc Z‘/’”(/llr) ( :) XiaXibXic —
a/lzr a Air
- 32‘” (/llr) Tir 0 2 —— 5 XiaXibXic — Zw(/ll}’) xla-xlb-le +
83/1,,
+ ln(er)xmxlbxlc
,Z; o,
3
= Z(W'(@) - w”(/lzr)) ( ) XiaXipXic T
a/llr a Air
+ 3 Z(lﬁ (¢) lﬁ (/Lr)) a 2 — XigXibXic +
* Z(M) v (ir) +1n<er>) = — XiaXib i (3.12)
ir
831 3
Kerbrar = E lm] = Z(l//”(ﬂﬂ " (2ir)) ( r) XigXibXic +
A, 0%,
+ 3 Z(lr// (¢1) - l// (/1”)) z: (9 2rxla-xlbxlc’ (3.13)
r=ser=t.
631 ” a/llt (a/llr)
Hs a5 o, 0 i XigXipXic +
aﬁctaﬁbraﬁar Zw (¢ 7711‘ 87)”’ b
< 0Ai; 022,
+ Z (¢l) 7 on 21 XiaXipXic, T F 1. (3.14)
i=1 it
331 ] 3%l
Ketprar = E | ———| = ————, r#t. (3.15
crbra [aﬁctaﬁbraﬁw 9B 0B OB ar )
1”7 8/11,- 8/lls 8/llt X .
m ; v (i) anir 577;s i XiaXibXic, VY #S, r#tes#t1. (3.16)
3%l ] 3%l
K y=E|l————| = ————, r#Es, r¥tes#t. (3.17)
ctbsa [aﬁctaﬁbsaﬁar aﬁctalgbsaﬁar
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Os elementos da matriz de cumulantes da log-verossimilhanga sdo dados por

K(cr) _ 8Kbrar — Zn:(',l’”((]s) _ W'(/l' )) 0/11'}’ 3X' X A+
brar 6,3w - i ir anir iaribXic
a/lzr 92 Air
+ 22(90 (¢l) - l/’ (/llr)) a 2 — 5 XiaXibXic- (3.18)
o Okprar L {8a,\E oA
Kl()m)r = (9,2 a Zl/’ (¢i) (87]1 ) l's.xlaxibxic- (3.19)
cs ir is

i=1

) 0 oA 0A;
K(cr) _ Kbsar Z lﬁ"((bl ( lr) ”xmxszzc "

bar OBecr onir is
n
’ 9* Air 04;,
+ Z lﬁ (¢l 0 2 6 Yxlaxtbxtc (320)
=1
aKbSﬂ" C ” 0/117 a/lis a/lis
Kl(acsla)r = 9B = Z v (i) Otir O1lis %Xiaxibxi@ (3.21)

3.2.2.1 Simulacao Monte Carlo

Com a finalidade de validar a formulagao proposta e comparar com resultados reportados
por Melo et al. (2020), um modelo especificado pela Equacao (3.22) foi avaliado usando o método
de Simulag¢do Monte Carlo para criacdo de amostras aleatérias, com 10.000 réplicas. As varidveis

preditoras x;, foram geradas aleatoriamente segundo uma distribui¢do Uniforme Padrao U(0, 1)

log(Air) = nir = B1rXits -« > BprXip (3.22)

O modelo foi especificado considerando p = g = 3, e os resultados numéricos encontram-
se apresentados na Tabela 1. De modo geral, observa-se que os estimadores corrigidos apresentam
menor viés quando comparados aos estimadores obtidos pelo método de Méxima Verossimilhanca.
Por exemplo, para o tamanho amostral igual a 20, o viés relativo estimado para o parametro 37,
foi de 0.174, enquanto, apds a corre¢do, o viés foi oito vezes menor em relagdo ao estimador de
Maxima Verossimilhanca (0.021). Esse resultado evidencia a efetividade do método proposto na
estimacgdo dos parametros, indicando que os estimadores corrigidos se encontram mais proximos

dos valores verdadeiros quando comparados aos estimadores obtidos pelo EMV.

Adicionalmente, a precisao das estimativas, avaliada por meio do erro quadratico médio

(EQM), também apresentou melhora significativa para os tamanhos amostrais reduzidos (n=20 e
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30). Nesse contexto, os estimadores corrigidos apresentaram redu¢do do erro quadritico médio,
0 qual diminuiu gradativamente com o aumento do tamanho amostral, conforme esperado na
literatura revisada e também observado no estudo de Melo et al. (2020). Observou-se ainda que,
para tamanhos amostrais maiores, os valores de viés e EQM entre os estimadores com e sem
o método de corre¢cdo tornam-se aproximadamente equivalentes, confirmando a equivaléncia
prética das abordagens no contexto do modelo de regressao Dirichlet quando o tamanho amostral
¢ suficientemente grande. Tal conclusao se assemelha as apresentadas no estudo de Melo et al.
(2020), o que demonstra a efetividade das definicdes apresentadas nesse estudo, as quais serdo

posteriormente comparados ao método de reamostragem de bootstrap.

3.2.3 Correcao por Bootstrap

O método bootstrap descrito no estudo seminal de Efron (1979) foi introduzido como
uma extensao e aprimoramento conceitual do método de reamostragem de jackknife (descrito em
Miller (1974)) apresentando-se como uma alternativa mais aplicével, e confidvel para a avaliagcdo
da variabilidade estatistica. Efron (1979) fundamenta o bootstrap como uma abordagem baseada
em simulagdo computacional para a atribuicao de medidas de precisao a estimativas estatisticas. O
procedimento consiste em obter B amostras independentes (Y7, Yz* e, Y;), chamadas amostras
de bootstrap, com tamanho n de observa¢des reamostradas, com reposicao, a partir do conjunto de
dados originalmente observado Y, e assim obtendo-se, para cada amostra bootstrap, a estatistica

de interesse.

Essa técnica de reamostragem mostra-se como uma alternativa para obten¢do de apro-
ximagoes empiricas confidveis, sem recorrer a realizacao de extensos cdlculos analiticos, que
muitas vezes baseiam-se em suposicoes tedricas dificeis de verificar, especialmente em contextos
com amostras pequenas ou modelos complexos, onde solugdes tedricas podem ser inacessiveis.
A validade das aproximagdes obtidas pelo bootstrap € justificada pela Lei dos Grandes Nimeros,
que garante que as estatisticas derivadas das reamostragens convergem para os valores verdadeiros
sob 0 modelo ajustado a8 medida que o niimero de reamostragem aumenta (DAVISON; HINKLEY,
1997).

O bootstrap pode ser aplicado em contextos ndo paramétricos, como o apresentado por
Efron (1979), quando ndo se assume um modelo formal para a distribui¢do da varidvel resposta,
mas também em contextos paramétricos, quando hd um modelo probabilistico bem especificado,
extensdo apresentada por Efron e Tibshirani (1994). Em ambos os casos, aplicagdes do método
mostram sua usabilidade para estimar propriedades estatistica, como viés, variancia, distribui¢c@o

de estimadores, intervalos de confianca e testes de hipoteses.

Na correcao de viés dos estimadores de maxima verossimilhanca, Ferrari e Cribari-Neto
(1998), ao explorar a relacao entre o bootstrap e as correcoes analiticas por meio de expansdes em
séries, mostram que o bootstrap fornece uma forma natural e pratica de definir e aplicar correcdes

de viés em amostras finitas. O estudo oferece tanto uma formula¢do multiplicativa da correcdo de
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viés, quanto uma expressao explicita para o viés de terceira ordem dos estimadores em modelos
multiparamétricos. Além disso, demonstram que o bootstrap iterado, onde o processo € repetido
diversas vezes, conduz a aproximagdes de ordens superiores de precisdo. Tanto as correcoes

analiticas quanto as baseadas em bootstrap podem ser altamente eficazes.

A aplicacdo do método bootstrap na corre¢ao de viés tem sido explorada em diferentes
contextos estatisticos, revelando seu potencial de melhoria em estimadores de maxima verossimi-
lhanga. O estudo de Cribari-Neto e Vasconcellos (2002) usa o método para corrigir o viés em
modelos de regressao baseados na distribuicdo beta, adequada para modelar varidveis continuas
restritas ao intervalo (0,1). A abordagem foi comparada com a cldssica corre¢ao analitica de
segunda ordem proposta por Cox e Snell, avaliando o desempenho de versdes corretivas e
preventivas do viés. Os resultados indicaram que, embora o estimador obtido por bootstrap
apresentasse maior erro quadratico médio devido a sua variabilidade, ele foi eficaz na redugao do
viés.

No estudo conduzido por Lemonte, Simas e Cribari-Neto (2008) foi avaliada a eficiéncia
do bootstrap em sua versdao paramétrica e nao paramétrica na correcao de viés de estimadores
aplicados a distribui¢do Birnbaum-Saunders, comumente utilizada para modelar tempos de falha.
O estudo demonstrou que os esquemas de correcao baseados em bootstrap sdo eficazes mesmo
nos menores tamanhos amostrais considerados no estudo. Foram analisados trés estimadores
de Bootstrap, correcao de viés constante (CBC), linear (LBC) e o baseado diretamente na
reamostragem dos estimadores bootstrap. Os resultados numéricos indicaram superioridade do
CBC paramétrico, sendo este recomendado pelos autores para o caso da distribui¢do Birnbaum-
Saunders (mais detalhes sobre o método CBC e LBC podem ser encontrados em MacKinnon e Jr
(1998)).

A robustez do bootstrap tem sido evidenciada em outras aplicagdes de distintas distri-
bui¢des ao longos dos anos. Por exemplo, Lagos-Alvarez, Jiménez-Gamero e Alba-Ferndndez
(2011) mostraram que o bootstrap paramétrico e o jackknife superam corre¢des analiticas e
modificagdes nas equacdes de verossimilhanca em termos de eficdcia para pequenas amostras
no caso da distribui¢do logistica generalizada tipo I. Conclusao similar foi apresentada para a
distruicdo Lomax (GILES; FENG; GODWIN, 2013). No trabalho de Dore et al. (2016) foram
desenvolvidas correcdes de viés analiticas e por bootstrap para o EMV dos autovalores da matriz
de parametros da distribui¢do de Bingham complexa, e ambas demonstraram relevante reducao do
erro quadratico médio dos EMVs. O bootstrap paramétrico demonstra bons resultados, sobretudo
em pequenas amostras e em situagdes de baixa confiabilidade e ndo normalidade, porém, embora
o bootstrap seja amplamente efetivo na correcdo de viés, sua performance estd intrinsecamente
ligada ao equilibrio entre viés e variancia (MAGALHAES; GALLARDO; BOURGUIGNON,
2021; DHAENE; ROSSEEL, 2022; MEDEIROS; ARAUJO; BOURGUIGNON, 2023). Estes
estudos apontam que, enquanto reduz o viés, a variabilidade introduzida pelo método pode

aumentar o erro quadratico médio. Ainda assim, a simplicidade de implementacao, aplicabilidade
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em modelos complexos e consisténcia assintética tornam o bootstrap uma relevante ferramenta

para aprimorar estimadores em estatistica aplicada.

3.2.3.1 Estimadores Corrigidos

Considerando inicialmente o esquema paramétrico do método bootstrap, baseado na
amostra aleatoria ¥; = (¥1,...,Y,) com fun¢do densidade definida na Equacdo (2.1), 8 =
vec(f1,...,Bq) o vetor de parametros do modelo de regressdo Dirichlet e a estimativa do
EMV dada por 8. A partir da amostra original de dados gera-se um niimero B de amostras
independentes da distribui¢ao Dirichlet, Yl*, ..., Yp, com a fungdo densidade f(x; B). Para cada
amostra paramétrica de bootstrap (¥;'), em que b = 1,... B, calcula-se um novo estimador BZ A

estimativa do viés para o EMV ,@Z ¢ dado por

U A
BBy =5 ) BB (3.23)
b=1

onde ,@Z € o EMV de g obtido na b-ésima amostra de bootstrap. Com isso, o estimador corrigido

por bootstrap paramétrico B¢ ¢ dado por Bpoo: = B — B (ﬁ;), isto é
| &
Broo =2p - % ; B (3.24)

O procedimento nao-paramétrico € andlogo a versdo paramétrica, mas a reamostragem ¢
feita a partir da distribuicdo empirica da amostra original, dita £, sem assumir qualquer suposi¢do
paramétrica para as amostras de bootstrap e amostrando os dados com reposi¢ao (CORDEIRO;
CRIBARI-NETO et al., 2014). A fun¢do da distribuicdo empirica da amostra original € dada por

#Hyi <y}
n

F =

onde se atribui a cada valor da amostra (y;) igual probabilidade n~!, e #{A} denota o niimero de
elementos em A(DAVISON; HINKLEY, 1997, pg. 12).

O método ndo paramétrico para corre¢ao do viés pode ser descrito como:

Considere Y = (¥;,...,Y,) um vetor aleatério com fun¢do densidade dada em (2.1),

estima-se 0 EMV para f3, o estimador 3 dado na Equagio (2.4);

* A partir da amostra original, seleciona-se B novas amostras com reposicao Y, 1* e YE;
* Para cada amostra de bootstrap b = 1, ..., B calcula-se 0o EMV ,@;
* Com a cole¢do das estimativas {ﬁ“{, ﬁ;, /3;, cens EAE} calcula-se o estimador esperado de

bootstrap;
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* A corregdo do estimador é dada por Be0 como calculado anteriormente na Equagio
(3.24).

O procedimento descrito realiza a correcao do estimador pela reducdo do viés de segunda
ordem. A vantagem € que o método ndo exige derivagdes analiticas do viés de segunda ordem ou da
matriz de informagao de Fisher, como nos métodos analiticos (VASCONCELLOS; DOURADO,
2008)

3.3 Avaliacoes Numéricas

Neste capitulo, € realizada a avaliacdo numérica da correcdo do viés por meio da andlise
experimental, sendo considerado o modelo de regressdao de Dirichlet com parametrizacao
dada na Equacgdo 2.3. Com a finalidade de avaliar o desempenho dos estimadores de maxima
verossimilhanca e sua versao corrigida, foi verificado o viés médio, calculado para um parametro

qualquer 4, como

R A
i:i(gi - 91’ )
R
a fim de identificar a magnitude da distor¢ao sistemética e o erro quadratico médio padronizado
(EQM) dos parametros, como medida de precisdao dos estimadores, calculado genericamente

pela Equacdo (3.25).

EQM(6) = 1

m (6; — )2 (3.25)

M=

i=1

onde R representa o nimero de réplicas de Monte Carlo e 6; € ai-ésima estimativa no procedimento
de Monte Carlo.

O experimento de simulagdo foi conduzido por meio de um algoritmo de Monte Carlo,
utilizado para gerar sucessivas amostras aleatérias dos dados sob diferentes configuracoes de

modelos e tamanhos amostrais.

Em cada cendrio do esquema de bootstrap, foram consideradas 5.000 réplicas de Monte
Carlo, as quais se aplicou o procedimento de correcao baseado em 200 amostras de bootstrap,
em consonancia com a literatura revisada (vide se¢d@o 3.1), tanto na versdo paramétrica quanto na
versao ndo paramétrica. Assim, cada combinacdo de modelo e tamanho amostral envolveu um
total de 1.000.000 de iteracdes. Segundo (DAVISON; HINKLEY, 1997) para muitos propdsitos
praticos, um nimero entre 100 e 200 réplicas de bootstrap pode ser suficiente. Para o esquema

do método de Cox-Snell foi considerado 10.000 réplicas de Monte Carlo.
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A modelagem assumiu que a varidvel resposta € uma quantidade composicional formada

por trés componentes,

Y =(Y1,1,Y3)

as quais foram relacionadas as varidveis explicativas continuas x1, x € x3, portanto p = g = 3.
Para cada componente, os parametros foram definidos a partir de uma estrutura linear base,
representada pelo modelo definido anteriormente na Equagao (3.22), com a adi¢ao do intercepto,

COmo segue:

Y| = Bo + B1x1 + Paxa + B3x3
Yi = Y> = Bo + Bi1x1 + Baxz + B3x3 (3.26)

Y3 = Bo + B1x1 + Poxz + B3x3

Os valores das varidveis explicativas foram gerados aleatoriamente segundo uma distri-

buicdo uniforme padrdo X ~ U(0, 1)

Para analisar o impacto do tamanho amostral sobre o viés e a precisdo das estimativas,

foram considerados os seguintes tamanhos de amostra:

n € {20, 30,40, 50, 60, 100, 500, 1000}

Além dos modelos com especificacao linear como anteriormente definidos, o estudo
incorporou uma segunda classe de modelos: os modelos polinomiais, cujo objetivo foi avaliar
o comportamento dos estimadores sob estruturas mais complexas de relac@o entre as varidveis

explicativas e a resposta composicional.

A construgao das varidveis explicativas polinomiais baseou-se na geracao inicial de um
preditor continuo x, definido como uma sequéncia no intervalo (0,1). Especificamente, para uma

amostra de tamanho 7, o preditor base foi gerado como:

3 1 2 n
T n+l'n+1 n+1

Esse preditor serviu como base para a construcao de polindmios de ordem superior.

Para a modelagem polinomial também foram considerados trés preditores (x1, x2, x3),
definidos a partir das poténcias sucessivas de x, da forma x*, k € (1,...,p), talque p é o

numero de varidveis preditoras.

Assim, o vetor de covaridveis utilizado nos modelos polinomiais assumiu a forma:

X = (l,x,xz,x3),
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onde o primeiro elemento corresponde ao termo constante do modelo.

As simula¢des foram concluidas usando a versao 4.4.2 do software estatistico R (2024) para
sistema operacional Windows (TEAM, 2024). A funcdo de log-verossimilhang¢a foi maximizada
utilizando o método de otimizagdo ndo-linear quasi-Newton Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno
(BFGS) para a estimacao dos parametros da Regressao Dirichlet, conforme implementado em

Maier (2014), usando o pacote DirichletReg.

As simulacdes de Monte Carlo realizadas nessa etapa do estudo foram realizadas em um
computador com sistema operacional Windows 11 (64 bits), equipado com processador Intel
Core 17-13650HX (13* geragao, 20 processadores 16gicos), 16 GiB de memoéria RAM, unidade
de armazenamento SSD de 512 GB e placa de video NVIDIA GeForce RTX.

3.3.1 Resultados do Experimento

Avalia-se nessa se¢do o comportamento do viés do EMV de S, seu erro quadratico médio
(EQM), e a correspondente estimativa de vi€s apds a aplicagdo do procedimento de correcdo. A

notacdo com subscrito () € utilizada para identificar o método empregado na corre¢ao do viés.

Inicialmente, analisam-se os modelos linearmente especificados (vide Eq. (3.3)). A
Tabela 2 apresenta os resultados obtidos com a aplicacdo do bootstrap paramétrico. Observa-se
a presenga evidente de viés no estimador de maxima verossimilhanca (EMV) no contexto da
regressdo Dirichlet, especialmente para os tamanhos amostrais reduzidos (n < 30). Por exemplo,
para n = 20, o viés médio do estimador é aproximadamente seis vezes maior que o observado
para n = 30 e onze vezes maior que o estimador para n = 60, evidenciando o impacto do tamanho
amostral na estimacao dos parametros. Verifica-se ainda que o viés tende a zero a medida que o
tamanho amostral aumenta, apresentando média de aproximadamente 0.003 e desvio-padrao de
+0.0019 para n = 1000.

A aplicacao do método de reamostragem indica que a corre¢@o por bootstrap paramétrico
reduz o viés dos estimadores na regressdo Dirichlet sem comprometer a precisdo. Por exemplo,
considerando o experimento com n = 20, o viés médio, em mddulo, dos estimadores corrigidos
pelo bootstrap paramétrico foi de aproximadamente 0, 19 (+0, 03 de desvio-padrdo), enquanto
o viés médio do EMYV foi de 0, 58 (0, 09). Nesse cendrio, a técnica resultou em uma redugao
média do viés de aproximadamente 67, 7%. O erro quadratico médio (EQM) para o estimador
com viés corrigido foi, em média, 1, 17, enquanto para o EMV foi de 1, 68, indicando que a

variabilidade das estimativas também foi reduzida ap6s a aplicag¢do da correcao.

Com o aumento do tamanho amostral (n = 500 e n = 1000), tanto o viés quanto o EQM
diminuem naturalmente, sendo que a corre¢ao ainda proporcionou ganhos marginais adicionais.

Nesse cendrio, alguns estimadores apresentaram viés praticamente nulo.

Entretanto, duas situacdes nao registraram reducao no viés médio: os estimadores

associados aos parametros Sg; € Boz quando n = 60. Nesses casos, observou-se um leve
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acréscimo no viés relativo, de aproximadamente 9,09%. Ainda assim, verificou-se reducao
do erro quadrético médio nesse cendrio, bem como para os demais parametros, em todos os

tamanhos amostrais.

Em seguida, avalia-se a efetividade do método de bootstrap ndo paramétrico também
para o caso em que o modelo € linearmente especificado. Os resultados da simulacdo estao
apresentados na Tabela 3. A técnica ndo apresentou convergéncia numérica quando n = 20, o que
pode ser atribuido a instabilidade do processo de reamostragem em amostras muito pequenas.

Dessa forma, os resultados foram avaliados apenas para tamanhos amostrais n > 30.

A primeira conclusdo observada é que nao houve reducao do viés relativo para o0 menor
tamanho amostral considerado (n = 30). Ainda assim, a variabilidade das estimativas mostrou-se

inferior a observada para o EMV.

De modo semelhante ao observado anteriormente no caso paramétrico, o viés médio
do EMV tende a zero a medida que o tamanho amostral aumenta, atingindo magnitude ainda
menor quando n = 1000. Como os valores obtidos foram extremamente pequenos nesse cendrio,
adotou-se a notacdo cientifica para facilitar a apresentacdo dos resultados. O viés relativo médio

quando n = 1000 foi de aproximadamente 7.944 x 10~!!, com desvio-padrio de +5, 62 x 10711,

Considerando o experimento com n = 40, o viés médio, em mddulo, dos estimadores
corrigidos pelo bootstrap nao paramétrico foi de aproximadamente 0, 009 (+0, 04), enquanto o
viés médio do EMYV foi de 0, 082 (£0, 02). Nesse cendrio, a técnica resultou em uma reducdo
média do viés de aproximadamente 61,21%. Esse resultado indica um desempenho inferior
ao observado para o bootstrap paramétrico, visto que, para 0 mesmo tamanho amostral, este

apresentou reducdo média do viés de aproximadamente 88, 81%.

Para n = 40, o erro quadratico médio (EQM) do estimador com viés corrigido foi, em
média, 0, 66, enquanto para o EMV foi de 0, 62. De forma semelhante ao observado para o viés
médio, a magnitude da reducdo do EQM obtida pelo bootstrap ndo paramétrico foi inferior a

observada na versdao paramétrica.

Alguns outros casos nao registraram redug¢do no viés médio. Isso ocorreu para os
estimadores associados aos parametros 511, S12, 813 € 523 quando n = 1000, bem como para
B31 € B3z quando n = 500. Além disso, considerando que o viés ja € naturalmente reduzido
em tamanhos amostrais maiores, a contribui¢do adicional da técnica tornou-se limitada nesses

cenarios.

A efetividade do método de reamostragem € comparada ao método analitico. Para tanto,
avaliam-se os resultados da simulacdo obtidos pelo método de Cox—Snell para um modelo com
intercepto, com o objetivo de permitir a comparacdo com os resultados do bootstrap previamente

discutidos. Tais resultados estao apresentados na Tabela 4.

No caso analitico, o viés médio dos estimadores apresentou magnitude semelhante aquela

observada para os estimadores obtidos pelas técnicas de bootstrap. Esse resultado indica que
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os métodos de reamostragem nao introduzem viés adicional em relacdo a abordagem analitica.
Como excecdo, observa-se que, quando n = 20, o viés médio obtido pela corre¢do analitica
apresentou magnitude inferior a observada nos métodos de bootstrap. Também evidencia-se que
para o intercepto do modelo nao foi observada reducao de viés quando n < 30. Para os demais

parametros a reducdo do viés foi de aproximadamente 68% (+ 10,12%)

Em média, a correcdo analitica reduziu o viés relativo dos estimadores em aproximada-
mente 30, 8% quando n = 20. Nesse cendrio, observa-se que o bootstrap paramétrico apresentou
desempenho superior na redug@o do viés. Entretanto, 2 medida que o tamanho amostral aumenta,
os valores de viés relativo obtidos pelas diferentes técnicas tornam-se proximos, evidenciando
comportamento semelhante entre os métodos.Esse comportamento € esperado uma vez que em
tamanhos amostrais maiores o viés € naturalmente reduzido, corroborando com a literatura sobre

a correcao de viés (ver secdo 3.1).

Verifica-se também que o erro quadritico médio (EQM) dos estimadores corrigidos pelo
método de Cox—Snell tende a ser inferior ao observado para o EMV, indicando melhoria na

precisao das estimativas, resultado esperado conforme a literatura.

Assim como observado nos métodos de bootstrap, para tamanhos amostrais grandes
(n = 500 e n = 1000) tanto o viés quanto o EQM tornam-se naturalmente muito pequenos,
refletindo as propriedades assint6ticas do estimador de maxima verossimilhanga. Esse resultado
confirma que a corre¢do de Cox—Snell nao introduz instabilidade adicional nas estimativas e
que, em amostras grandes, as diferencgas entre os estimadores corrigidos e o EMV tornam-se

praticamente despreziveis.

Registra-se ainda que nem todos os estimadores apresentaram reducdo de viés apos
a aplicacdo da correcdo analitica. Esse comportamento foi observado para os estimadores
associados ao intercepto do modelo quando n = 20 e n = 1000, isto €, nos extremos do tamanho
amostral considerado. Ainda assim, em todos os casos foi registrado melhoria na precisdo. O

EQM dos estimadores foi inferior apds a corre¢ao.

Na sequéncia procede-se a avaliagdo da segunda classe de modelos, composta por
especificagcdes com termos polinomiais. Os resultados da simulagdao Monte Carlo para esse
cendrio estdo descritos nas Tabelas 5 e 6. Nesse experimento, avalia-se a efetividade dos métodos
de reamostragem diante do aumento da complexidade do modelo, representado pela inclusio de

termos polinomiais de maior grau.

Os resultados evidenciam um aumento no viés médio do estimador de mdxima verossi-
milhanca (EMV) com a introducdo dos termos polinomiais no modelo. No caso do bootstrap
paramétrico, o viés dos estimadores associados aos parametros das covaridveis mostrou-se
significativamente superior ao observado para o intercepto. Entretanto, observa-se que o aumento
da ordem do termo polinomial ndo implica necessariamente aumento proporcional na magnitude

do viés médio. Por exemplo, no experimento com n = 20, o viés médio do estimador do parametro
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P11 foi de aproximadamente —20, 96, enquanto o viés do pardmetro de ordem superior 5 foi de
—11, 65. De forma semelhante, para o experimento com n = 30, o viés do estimador associado a
B2 foi de —13, 32, enquanto para 5y, observou-se magnitude inferior, com valor aproximado de
3, 82.

A técnica de bootstrap paramétrico mostrou-se efetiva também nesse contexto. Para o
menor tamanho amostral considerado (n = 20), a reducdo média do viés foi de aproximadamente
40, 05%, sendo ainda mais expressiva para os demais tamanhos amostrais. Para o tamanho
amostral imediatamente superior (n = 30), por exemplo, a reducdo média do viés atingiu

aproximadamente 79, 53%.

O método também foi efetivo na reducao do erro quadritico médio (EQM) dos estimadores.
Contudo, 0 EQM associado ao EMV apresentou valores elevados em todos os tamanhos amostrais
analisados.A diferenca entre os valores corrigidos e ndo corrigidos diminui progressivamente
com 0 aumento do tamanho amostral. O maior ganho em termos de precisao foi observado para
n = 20, enquanto, para amostras maiores, os valores de EQM entre os estimadores tornam-se

progressivamente mais proximos.

O comportamento da aplicagdo da técnica de bootstrap nao paramétrico no modelo com
termos polinomiais mostra-se semelhante ao observado no modelo linearmente especificado. Para
o menor tamanho amostral considerado (n = 30), ndo se verifica reducdo efetiva do viés médio.
Nesse caso, o viés médio do EMV foi de aproximadamente 8, 86 (+4, 19) e, apds a aplicacao da
correcdo por bootstrap ndo paramétrico, passou a registrar média de 17, 24 (+13, 20). Entretanto,

para os demais tamanhos amostrais observa-se redu¢do do viés médio dos estimadores.

Quanto ao erro quadratico médio (EQM), embora se observe redu¢do na maioria dos
casos, para amostras maiores (n > 30) os valores obtidos para os estimadores do EMV e para
os estimadores corrigidos tornam-se progressivamente mais proximos. Esse comportamento
reflete o fato de que, a medida que o tamanho amostral aumenta, o viés do estimador de maxima
verossimilhancga tende naturalmente a diminuir, reduzindo também a contribui¢do adicional

proporcionada pela corre¢cdo de viés baseada em reamostragem.
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3.4 Aplicacao

Nesta sec@o apresenta-se uma aplicacdo do modelo de regressdo Dirichlet a dados
reais. O conjunto de dados € proveniente do Projeto de Pesquisa Reconstrugdo da Estatistica
Pesqueira Marinha do Brasil, financiado pelo Ministério da Pesca e Aquicultura (TED n°®13/2023
- MPA/UFS), com apoio da Fundagao de Apoio a Pesquisa e Extensao de Sergipe (FAPESE). Os

dados referem-se as capturas de camarao registradas no estado de Sao Paulo entre 1950 e 2022.

3.4.1 Imputacao de dados faltantes na série historica de capturas de
camarao

O banco de dados contém as quantidades capturadas, em toneladas, das pescas artesanal

e industrial, referentes as espécies camarao sete-barbas, branco, rosa e santana. Trabalha-se com

a proporg¢ao de cada espécie em relacdo ao total capturado. Essas proporcoes somam 100% e,

portanto, constituem uma colecdo de dados composicionais.

Um exemplo do conjunto de dados para a imputacao é representado na Tabela 7

Tabela 7 — Propor¢des anuais de captura artesanal das espécies de camardo em toneladas para
imputacao.

Ano Sete-barbas Rosa Branco Santana

1957 - - - -
1958 - -
1959 0.806 0.090 0.104 -
1960 0.855 0.065 0.080 -
1961 0.751 0.089 0.160 -
1962 - - -
1963 0.897 0.080 0.024 -
1964 - -
1965 0.591 0.267 0.142 -

A imputagao consiste em trés etapas principais: (i) calcular as propor¢des das espécies nos
anos com informacao disponivel; (ii) ajustar um modelo de regressao Dirichlet a essas propor¢des;
e (ii1) estimar as propor¢des para os anos com dados ausentes e converté-las novamente em

valores absolutos de captura.

Foram considerados dois cendrios de aplicacdo:

* Imputacdo na série histérica da pesca artesanal das quatro espécies (sete-barbas, branco,

rosa e santana), totalizando 39 observacoes para ajuste do modelo;

* Imputacdo na série histdrica da pesca artesanal e industrial das espécies sete-barbas, branco

e rosa, com 46 observacoes disponiveis para estimagao.
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Em ambos os casos, as propor¢des observadas foram modeladas em funcao do tempo,
utilizando apenas o ano como varidvel explicativa. Para adequar a varidvel ao suporte da

distribui¢do Dirichlet, foi aplicada a seguinte transformacao:

TemPOi = (Ii - Imax)/(lmin - Imax)

em que I; = Ano; — Anojy,i; + 1, sendo A;p;; 0 ano do inicio da série (1950). O resultado

da equacgdo estd entre O e 1.

Na primeira aplicacdo, ajustou-se um modelo com especificacao linear para a pesca

artesanal das quatro espécies:

Nir = Bor + B1,Tempo;+¢€, i=1,---,39er=1,---,4. (3.27)

em que Y;, representa o vetor de proporc¢des das espécies no ano i. Em outras palavras, para cada
ano da série histdrica, organiza-se um vetor com as propor¢des correspondentes a cada espécie,

da forma:

Yi = (Yi,sete—barbasYi,branco, Yi,rasa, Yi,santana)

em que cada componente indica a participagdao daquela espécie no total capturado no

respectivo ano. A soma dessas proporg¢des € igual a 1 (ou 100%).

As estimativas obtidas por maxima verossimilhanca e suas versdes corrigidas por bootstrap
(paramétrico e ndo paramétrico) estdo apresentadas na Tabela 8. Observa-se que as estimativas
corrigidas diferem das estimativas originais, indicando a presenca de viés nos EMV’s, resultado

consistente com a andlise por simulacdo apresentada anteriormente.

As maiores discrepancias em relacio ao EMV foram observadas nos coeficientes
associados a covaridvel, quando utilizado o bootstrap nao paramétrico. Por sua vez, o bootstrap
paramétrico, embora tenha apresentado diferenca do EMV com menor magnitude, é recomendado

para as estimativas dos interceptos.

As medidas marginais de viés e erro quadratico médio por componente, mostram
estimadores com menor viés e EQM, da mesma forma como foi observado na avaliacdo numérica.
A Tabela 9 demonstra que a precis@o aumentou na versao corrigida para todas as componentes.
O viés relativo também registra redugdo, com exce¢do da primeira componente (camarao

sete-barbas).

A captura de camarao sete-barbas artesanal apresentou grande variacao ao longo dos
anos, a captura minima foi de 38,19 toneladas (t), enquanto a mdxima alcancou 2.942 t, com

um percentual de 60% de dispersdo em relacdo a tonelada média registrada ao longo da série.
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Tabela 8 — Estimativas dos parametros pelos métodos EMV, e versoes corrigidas por Bootstrap
paramétrico e ndao paramétrico para o modelo ajustado as capturas de camarao sete-
barbas, branco, rosa e santana da pesca artesanal (N = 39).

Parametros EMV  EMVpp EMVpyp

Bo1 1.3709  2.6829  -0.7049
Bo2 -0.5920 0.1395  -1.8055
Bo3 -0.2074 0.8397  -1.1383
Bo4 -0.2525 0.9613 0.3732
P11 3.2622  3.8871 6.3985
B2 2.1093  3.4448  4.0571
B3 1.4224  2.1791 2.7153
B4 -0.8426 -2.3919 -1.7618

Nota: BP = Bootstrap Paramétrico; BNP = Bootstrap Nao Paramétrico

Fonte: Produzido pelos autores.

Isso mostra, que a técnicas de corre¢do apresentou maior instabilidade para um cendrio de alta
dispersdo. Também ressalte-se que tal componente apresenta a maior propor¢ao de captura, com
proporcdes muito préximas do limite do dominio da Distribui¢do Dirichlet, o que pode impactar
no resultado, uma vez que propor¢des extremas passam por transformacao, a fim de evitar erro de
dominio da distribui¢do, uma vez que ela ndo esta definida para os extremos do intervalo (0, 1),

conforme explicado na secdo 2.2.1.

A excecdo observada para a componente do camario sete-barbas artesanal pode ser
explicada por caracteristica propria da série histrica dessa categoria. Essa componente apresentou
elevada variabilidade ao longo do periodo analisado, com captura minima de 38,19 t e maxima
de 2.942 t, correspondendo a uma dispersao aproximada de 60% em relacdo a tonelagem média
da série.

Tabela 9 — Viés e erro quadratico médio (EQM) marginais para as componentes do modelo
ajustado aos dados de capturas de camardo da pesca artesanal (N = 39).

EMV Bootstrap Paramétrico Bootstrap Nao Paramétrico
Parametros Viés Médio EQM Viés Médio EQM  Viés Médio EQM
Ysp.4 0.0097 1.0762 0.0204 0.0669 -0.0149 0.0808
V5.4 -0.1378 0.8927 0.0008 0.0348 0.0105 0.0386
Yroa -0.00484  0.9538 -0.0058 0.0374 0.0016 0.0401
Ysa 0.3952 2.3632 -0.0153 0.0496 0.0028 0.0513

Nota: SB = sete-barbas; B = branco; R =rosa; S = santana; A = artesanal.

Fonte: Produzido pelos autores.

Adicionalmente, o camarao sete-barbas artesanal representa a maior propor¢ao de captura

entre as componentes analisadas, assumindo frequentemente valores proximos aos limites do
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dominio da distribui¢do Dirichlet. Propor¢des extremas requerem transformagdes prévias para
evitar problemas de dominio da distribui¢do, conforme discutido na Secao 2.2.1. Esses fatores
combinados podem auxiliar a explicar por que, diferentemente das demais componentes, nao se

verificou reducao do viés ap6s a aplicacdo das técnicas de correcao.

A segunda aplicacao considera um modelo com termos polinomiais, incluindo também os
dados da pesca industrial. Nesse caso sdo considerados seis componentes (camarao sete-barbas,
rosa e branco da pesca artesanal e camardo sete-barbas, rosa e branco da pesca industrial). O

modelo ajustado assume a forma:

ni1 = Por,

N2 = Boz + Bi2 Tempo?,
ni3 = Bos + Bi3 Tempo;,
Nia = Pos + Bra Tempo,
nis = Pos + Bis Tempo;,
ni6 = Poe + P16 Tempo;.

As diferencas entre os estimadores na segunda aplicacdo estao apresentadas na Tabela
10. Assim como observado anteriormente, as estimativas corrigidas por bootstrap diferem das
estimativas de maxima verossimilhanca (EMV), evidenciando que a aplica¢do das técnicas de
correcao também produz alteragdes relevantes nos pardmetros mesmo em um modelo com

especificacdo polinomial, estruturalmente mais complexo.

As maiores discrepancias em relacdo ao EMV foram observadas no bootstrap paramétrico,

que apresentou corre¢des de maior magnitude entre os coeficientes estimados.

Os valores estimados pelo modelo apresentam menor viés e maior precisdo quando usada
a técnica de reamostragem bootstrap, conforme indicado na Tabela 11, em conformidade com os

resultados avaliados na Simulacao Monte Carlo.

Diferentemente da primeira aplicagdo, neste caso todas as componentes apresentaram
reduc¢do das medidas de viés e erro quadratico médio apds a correcao. Esses resultados indicam
que o desempenho dos métodos de corre¢do ndo se restringe a especificagdo linear, estendendo-se
também ao modelo polinomial. Isso reforca a efetividade das técnicas de bootstrap na regressao

Dirichlet, mesmo quando o modelo incorpora maior complexidade estrutural.

3.5 Conclusao

Neste capitulo foram apresentadas abordagens para correcdo do viés dos estimadores
na regressao Dirichlet: a abordagem baseada nas técnicas de reamostragem por bootstrap, nas
versoes paramétrica e ndo paramétrica, € a corre¢ao analitica pelo método de Cox-Snell. A

avaliacdo do desempenho desses métodos, conduzida por meio de um estudo de simulacio Monte
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Tabela 10 — Estimativas dos parametros pelos métodos EMV, e versoes corrigidas por Bootstrap
paramétrico e ndo paramétrico para o modelo ajustado as capturas de camarao
sete-barbas, branco e rosa da pesca artesanal e industrial (N = 46).

Parametros EMV  EMVpp EMVpyp

Boi 1.9304 42716  1.9207
Boo 43724 8.0816  4.3506
Bos 0.0261 1.4352  0.0260
Boa 42907 82227  4.2692
Bos -0.1533  1.0958  -0.1526
Bos 2.0142 5.1788  2.0042
B2 -4.0160 -6.2128  -3.9959
B3 -0.5450 -1.0655 -0.5423
Bia 47877 -7.6740 -4.7638
Bis -0.1872 -0.3839  -0.1862
Bie -3.8357 -7.2599 -3.8166

Nota: BP = Bootstrap Paramétrico; BNP = Bootstrap Nao Paramétrico

Fonte: Produzido pelos autores.

Tabela 11 — Viés e erro quadrdtico médio (EQM) marginais para as componentes do modelo
ajustado aos dados de capturas de camardo da pesca artesanal e industrial (N = 46).

EMV Bootstrap Paramétrico Bootstrap Nao Paramétrico
Componentes Viés Médio EQM Viés Médio EQM  Viés Médio EQM
Ysp.a 0.2402 1.2161 0.0290 0.0951 -0.0483 0.1356
Ysg.1 0.1853 1.6871 -0.0061 0.1169 -0.0165 0.1497
V5.4 -0.4158 0.4967 -0.0078 0.0133 0.0204 0.0244
Y51 0.3710 0.6162 -0.0066 0.0157 0.0156 0.0208
YroA -0.3840  0.5188 -0.0088 0.0163 0.0184 0.0246
Yri -0.0802 1.1975 0.0003 0.0880 0.0104 0.0779

Nota: SB = sete-barbas; B = branco; R = rosa; A = artesanal; I = industrial

Fonte: Produzido pelos autores.

Carlo, permitiu analisar o comportamento do viés e do erro quadratico médio sob diferentes

tamanhos amostrais e especificagdes de modelo.

Os resultados da avaliagdo numérica evidenciaram a presenca de viés no estimador de
maxima verossimilhanga, especialmente nas amostras reduzidas (n < 30), e demonstraram que
os métodos de correcao foram eficazes na sua reducdo, impactando positivamente para ganho
de precisdao. De modo geral, o bootstrap paramétrico apresentou menor variabilidade entre os

estimadores, exibindo mais estimadores com menor viés € menor erro quadratico médio.

A técnica de Bootstrap mostrou-se tio efetiva quanto o método analitico, que se caracteriza
por ser uma metodologia com maior estabilidade na corre¢do. Ademais, o bootstrap destaca-se

por sua simplicidade de implementacao.
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A aplicacdo aos dados reais de capturas de camardo confirmou os achados da simulagdo,
mostrando que as técnicas de correcdo permanecem efetivas tanto em modelos linearmente
especificados quanto em modelos com termos polinomiais. Ainda que uma componente especifica
tenha apresentado comportamento distinto em funcao de elevada variabilidade e propor¢des

extremas, os resultados gerais reforcam a utilidade das estratégias de corre¢do propostas.
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Selecao de Modelos Dirichlet Nao-

Aninhados

A inferéncia baseada em testes de hipGteses permite avaliar se um modelo constitui
uma descri¢do adequada dos dados Cribari-Neto e Lucena (2015). Diferentemente dos critérios
de informacdo, que buscam selecionar o modelo relativamente mais adequado dentro de um
conjunto finito de alternativas, os testes de hipéteses podem levar a rejeicdo de todos os modelos
considerados, indicando que nenhuma das especificacdes é capaz de descrever satisfatoriamente
o processo gerador dos dados (COX, 2013; SAYYAREH, 2012).

Na comparacdo entre modelos, pode ocorrer que um deles seja um caso particular do
outro. Nesse caso, uma familia de distribui¢des de probabilidade F € subconjunto de outra familia
G, denotado por F' C G quando a hipétese nula (Hp) € verdadeira, ou G C F quando a hipétese

alternativa é verdadeira. Tais modelos sdo denominados modelos aninhados (COX, 2013).

Por outro lado, quando nenhum modelo pode ser obtido como caso particular do outro,
tem-se modelos nao aninhados (COX, 2013; MCALEER, 1995). Nesse cenario, as familias F' e
G ndo apresentam correlacdo, e, em termos praticos, cada modelo contém ao menos um regressor
que nao pode ser representado como combinagdo linear dos regressores do modelo concorrente
(MCALEER, 1995).

Nesse contexto, Davidson e MacKinnon (1981) propuseram o teste J para a comparacao
de modelos de regressdo ndo aninhados, sob a suposi¢ao de que um dos modelos estd corretamente

especificado para a varidvel dependente y;. O teste consiste em avaliar a hipdtese nula

Hy :y; = fi(Xi, B) + €oi 4.1)

contra uma hipdétese alternativa

Hy:yi=gi(Zi,y)+eu 4.2)
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em que X; e Z; sdo vetores de varidveis explicativas, 5 e y sdo vetores de parametros
desconhecidos, e € e €]; sdo termos de erro, usualmente assumidos como independentes e

identicamente distribuidos segundo uma distribuicio normal N (0, o).

Dado que Hyp e H; correspondem a modelos ndo aninhados, a evidéncia a favor de
um implica evidéncia contraria ao outro. Em termos préticos, o teste J verifica se a inclusao
das previsoes da varidvel dependente obtidas a partir do modelo alternativo (H) no modelo
sob hipétese nula (Hp) proporciona ganho significativo de poder explicativo (KELEJIAN;
PIRAS, 2016). Caso contrario, ndo se rejeita a hipétese de que o modelo nulo estd corretamente
especificado. A aplicabilidade do teste e sua vasta literatura pode ser consultado em trabalhos
como os de Piras e Lozano-Gracia (2012), Cribari-Neto e Lucena (2015), Cribari-Neto e Lucena
(2017), Kelejian e Piras (2016).

O teste J, conforme proposto por Davidson e MacKinnon (1981), baseia-se na constru¢ao
de um modelo de regressao artificial que incorpora os valores ajustados dos modelos concorrentes.
Supondo M > 2 modelos de regressao ndo aninhados, o procedimento pode ser descrito como

segue:

¢ Consideram-se inicialmente dois modelos nao aninhados, conforme definidos em (4.1) e
4.2);

* Estima-se o modelo composto:

M-1 M-1
yi=|1= D 4 | A(Xiu B+ ) i + e (4.3)
j=1 j=1

em que g;; representa o valor ajustado do j-€simo modelo sob a hipétese alternativa;

* Testa-se a hip6tese nula de que os coeficientes associados aos modelos alternativos sao

conjuntamente nulos, isto &,

Ho:/h:/lz:”-:/lM_l:O, (4.4)
utilizando-se, por exemplo, um teste ¢ assintético ou, o teste da razdo de verossimilhanga.

* Como escrito por Hagemann (2012), a estatistica do teste J para testar H;, dado dois
modelos lineares estimados por minimos quadrados ordindrios (OLS), pode ser escrito

COmo:

J=A1312,,  emque (4.5)
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ix = I’l_l (yszfozxMXpZ/y) .

onde P, = Z(Z"7Z)~'Z" e My = I — Py sdo as matrizes de projecio de valores ajustados,
e Qy = diag(e§ (%, -+ ,€5,°) é a matriz diagonal dos vetores de residuos quadrados

€0 =Y; — xlTﬁ

Um aspecto relevante do teste J, destacado por Yanqin e Qi (1995), refere-se a sua
sensibilidade a estrutura dos regressores nos modelos comparados. Em particular, quando os
regressores do modelo sob hipdtese nula sdao aproximadamente ortogonais aos regressores
do modelo alternativo, isto €, eles sdo praticamente nao relacionados linearmente, os valores
da estatistica teste J pode apresentar distor¢cdes substanciais, comprometendo a validade da

inferéncia.

Diante disso, os autores propuseram uma versao bootstrap do teste J, visando aprimorar a
aproximagao da distribuicdo em amostras finitas da estatistica do teste J. Em particular, buscando
corrigir as distor¢cdes de tamanho associadas a quase ortogonalidade, bem como melhorar a

aproximacao baseada na teoria assintotica.

Por Yanqin e Qi (1995) o procedimento para realizagdo do teste J com bootstrap consiste

nos seguintes passos:

1. Inicialmente, usando a amostra original, estima-se o modelo sob a hipétese nula Hy,

obtendo-se o estimador de minimos quadrados ordinérios

A Ty\-lyT
B=(XX)" Xy,
bem como os residuos estimados
N TAh .
éi=yi—x; B, i=1,...,n

n

2. Em seguida, realiza-se a amostragem com reposi¢@o dos residuos centrados {e;}" ;.

1 n
€ —€, emqueéE=— Z éoi,
n
i=1

3. A partir desses residuos, constrdi-se uma nova variavel resposta

*_

TA * .
y; =x; B+ey, i=1,...,n,

preservando a estrutura do modelo sob Hy.

A amostra resultante desse novo modelo € dita ser uma amostra bootstrap.
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n
i=1’

forma equivalente baseada em estatisticas 7).

4. Utilizando a amostra bootstrap {x;, z;, Vi calcula-se a estatistica do teste J (ou sua

5. Repete-se o procedimento de reamostragem e estimagao um numero elevado de vezes,
digamos B, obtendo-se uma distribuicdo empirica das estatisticas do teste. Essa distribuicao
bootstrap € entdo utilizada para aproximar a distribui¢do amostral da estatistica do teste
sob H.

A verificacdo da especificacio correta requer que o teste J seja realizado seguidamente
para o modelo sob a Hy e em seguida para o modelo alternativo, como sendo o modelo correto
Cribari-Neto e Lucena (2017). A principio, o teste J deveria ser usado para comparar os modelos
dois a dois. Para evitar essa testagem sequencial, Hagemann (2012) introduz o teste minimum J

(MJ) para o caso em que multiplos modelos ndo aninhados sdo considerados simultaneamente.

Seja um conjunto de M modelos candidatos. Para cada modelo m : m € M, sob a hipétese

nula, define-se a estatistica do teste J,,. O teste MJ € entao dado por
MJ = min J,. (4.6)
1<sm<M

A validade do teste baseia-se em condi¢des de regularidade que garantem o comportamento
assintético das estatisticas J,;,, descritas em (HAGEMANN, 2012).

Se o modelo correto m* encontra-se entre os modelos testados, isto €, se m* € M,
entdo a estatistica do teste MJ convergem, em distribuicao, para X12v1—1’ em caso contrario
lim,,..P(MJ > ¢) =1 paratodo ¢ € R (HAGEMANN, 2012). O procedimento para
realizar a versdo bootstrap para o teste MJ, em um modelo linear, descrito por Hagemann (2012)

pode ser realizado como:
1. Calcula-se inicialmente a menor estatistica J entre os modelos comparados, € 0 modelo
correspondente, dito r;
2. Estima-se por minimos quadrados os residuos &y = y — X, B;
3. Gera-se dados reamostrados y* = X33, + €05
4. Calcula-se a estatistica J* = 1. ijh_l/l;
5. Calcula-se a estatistica bootstrap do teste MJ* = min(J*)
6. Repete-se esses passos B vezes, cada repeticdo com nova estima¢do do modelo sobre a

hipétese Hy. Rejeita-se a hipétese m* € M se a estatistica MJ € maior que ¢} _,

Muito embora o procedimento acima descrito propde o método para modelos linearmente

definidos, estimados por minimo quadrado, conforme desenvolvido por Davidson e MacKinnon
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(2002), a abordagem também tem sua aplicacdo em modelos ndo lineares, como discutido em

diversos estudos apresentados em Hagemann (2012).

Em particular, o estudo de Cribari-Neto e Lucena (2015) estende os testes para o contexto
de modelos ndo lineares, considerando especificamente o modelo de regressdo beta, cujos
parametros sdo estimados pelo método da mdxima verossimilhanca. Posteriormente, Cribari-Neto
e Lucena (2017) ampliam essa linha de pesquisa ao adaptar tais testes para uma abordagem
multivariada no ambito dos modelos de regressaio GAMLSS (Generalized Additive Models
for Location, Scale and Shape), classe de modelos que generaliza abordagens tradicionais
ao permitir que multiplos parametros da distribui¢dao da varidvel resposta, como localizacao,
escala e parametros relacionados a forma, sejam modelados simultaneamente como fungdes de

covariaveis.

Nesse contexto, os testes foram estruturados para selecionar modelos ndo encaixados
que podem diferir ndo apenas em seus conjuntos de regressores, mas também na especificacao
funcional de cada submodelo (por exemplo, na escolha das fun¢des de ligagao ou na forma
paramétrica adotada para cada parametro da distribuicdo), possibilitando uma comparagdo ampla

entre estruturas concorrentes dentro da classe GAMLSS.

4.1 Teste J e M]J para selecao de modelos Dirichlet

A regressdo Dirichlet € um modelo multivariado com diferentes componentes da
distribuicdo modelados separadamente por submodelos de regressao, permitindo que cada
parametro, possua sua propria estrutura de covaridveis. Essa caracteristica implica que os
modelos concorrentes que seguem uma distribui¢ao Dirichlet podem diferir no conjunto de
regressores, € também na especificacio de cada submodelo, o que naturalmente conduz a situagdes

de comparagdo entre modelos ndo encaixados.

Considere o exemplo, em que hd um conjunto de M modelos ndo aninhados candidatos
para aregressao Dirichlet. O objetivo € selecionar um modelo dentre as hipoteses Hy, Ha, - - - , Hy.

Cada hipétese H,,, comm € {1,2,..., M}, pode ser representada por

glm(/llm) =Nim = leﬁlma
82m (/lZm) =MMm= XZmﬁZm’

Hp: 3 4.7)
&rm(Arm) = Nrm = XemBrm,

8qm (/lqm) =Ngm = quﬁqm-

em que g representa o nimero de componentes da varidvel resposta composicional Y.
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Define-se 6,4, (m)» 6 ay(m)» - - - » 02, (m) €OMO 0 niimero de regressores adicionais associados
aos submodelos de cada componente r que diferem do submodelo correspondente no modelo

competidor considerado. O niimero total de regressores adicionais utilizados no teste € dado por

q
Sm =D Oa.m): (4.8)
r=1

Dessa forma, os modelos H,, € H,,_1) sdo considerados ndo aninhados quando ao menos

um dos submodelos apresenta estrutura distinta.

O teste do modelo H,, contra um modelo competidor H,,_1), utilizando o teste J, pode

ser realizado por meio do seguinte procedimento:

» Estimam-se inicialmente os parametros dos modelos competidores.

¢ Os preditores lineares estimados dos modelos concorrentes, denotados por 7y, 2, - - -, gis
parai =1,2,..., M ei # m, s@o incluidos como regressores adicionais nos submodelos
correspondentes do modelo sob a hipétese nula, H,,. O modelo resultante ¢ denominado

modelo aumentado H,,.

* Calcula-se a estatistica do teste da razao de verossimilhancga J, entre o modelo aumentado

H, e o modelo nulo H,, para testar a exclusdo conjunta dos preditores adicionais:

I =2(la = lw), (4.9)

em que £, representa o valor da funcdo de log-verossimilhanca do modelo aumentado H,

e {,, corresponde ao valor da log-verossimilhanca do modelo original H,,.

* Assim, de forma andloga ao que foi proposto por Cribari-Neto e Lucena (2017), a hipdtese

H,, é rejeitada ao nivel de significancia « se

I > X, - (4.10)

Para ilustrar o procedimento, considere dois modelos nao aninhados de regressao Dirichlet,
H; e H,, com trés componentes da varidvel resposta (¢ = 3), diferindo apenas nos submodelos

associados as duas primeiras componentes 17 € 1.

Para testar H utilizando o teste J, procede-se da seguinte forma:

* Estimam-se os parametros do modelo competidor H,, obtendo-se os preditores lineares

estimados 7j2, 22 € 132.
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* Os dois primeiros preditores sdo incluidos como regressores adicionais nos submodelos
referentes a primeiro e segundo componentes do modelo H, formando o modelo aumentado.

Nesse caso, o nimero total de regressores adicionais € 61 = 2.

* Estima-se o modelo aumentado e calcula-se a estatistica para o modelo H; (J1), conforme

a Equacao (4.9).

* O modelo especificado em H; € rejeitado ao nivel de significancia a se

V> X - (4.11)

O teste do modelo H; contra H é realizado de maneira andloga, incluindo-se os preditores

lineares estimados de H; que divergem de H,, em seus submodelos.

A comparagdo simultinea entre multiplos modelos ndo aninhados pode ser realizada
por meio do teste MJ. A defini¢do dessa estatistica, entretanto, requer considera¢des adicionais
quando aplicada aos modelos de regressao Dirichlet, pois modelos concorrentes podem induzir

estatisticas de teste com distribui¢des distintas.

A formulacdo original proposta por Hagemann (2012) fundamenta o teste M J no principio
da Intersecdo e Unido. Segundo Casella e Berger (2002)[pg. 380] essa abordagem consiste em
estruturar a hipétese nula global como a unido de hipéteses nulas parciais associadas a cada teste

que compode o procedimento, de modo que

Hy = U Hom

meM

Para cada hipétese parcial H,, considere a estatistica J,,(x) e sua respectiva regiao de
rejei¢do R,,. Pelo principio da intersecido-unido, como apresentada por Casella e Berger (2002) e
Lorestani e Sayyareh (2017), se a regido de rejeicdo de Hy,, ocorre quando {x : J,,(x) € R},
entdo a regido de rejei¢ao da hipétese global Hy € dada por

M
R = ﬂ{x : Ty (x) € Ry}
m=1

Isto significa que a regido de rejeicao para a hipétese global € a intersecao de todas as
regides de rejeicdo das hipdteses individuais. Desse modo, a hipétese nula global somente é

rejeitada quando todas as hipéteses parciais também sdo rejeitadas.

Adicionalmente, Casella e Berger (2002) observa que, se todas as regioes de rejeicao

para cada hipétese individual possuem a forma

Ry={x:Jn(x)>c} VmeM,
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ou seja, os testes parciais compartilham a mesma regido de rejeicdo com valor critico ¢, equivalente
ao caso em que a distribuicdo das estatisticas J,, (x) sob sua hipétese nula independe de m. Entao,

a regiao de rejeicao global pode ser simplificada para

M
,,[]1 {x:Jnx) =c}= {x : ”izrg/ljm(x) > c}

Nessa situagdo, rejeita-se a hipotese global se, e somente se, a menor estatistica J,,
exceder o valor critico comum, equivalente a observar valores elevados para todas as estatisticas

Jm, ou, de forma equivalente, quando

MJ > ci_q,

onde c1_, € 0 quantil da distribui¢io assintética do teste J.

Entretanto, no caso da regressao Dirichlet, essa simplificacdo descrita por Casella e
Berger (2002) nao se aplica diretamente, pois ndo € possivel afirmar que as estatisticas J,,
possuem mesma distribui¢do. Assim, deixa de existir, em geral, um tnico valor critico comum a

todos os testes parciais.

Dessa forma, a formulacio baseada diretamente no minimo J, (x) torna-se inadequada.
Como alternativa, propde-se reformular o teste global em termos dos p-valores de cada teste
individual, os quais preservam a informagao da distribuicao especifica de cada estatistica J,,, €

sua correspondente regido de rejeicao.

Assim, a regra de decisdo baseando-se no principio da Interse¢do-Unido passa a ser dada

por:

max(pi, p2, - ,pu) <@

Isto significa que a hipdtese nula global € rejeitada se todas as hipdteses parciais forem
rejeitadas ao nivel a de significancia, reproduzindo a l6gica da interse¢ao das regides de rejei¢ao
do teste MJ.

A hipétese nula do teste Intersecdo-Unido, é descrita como

Hj : existe ao menos um modelo corretamente especificado, 4.12)

contra a alternativa

H, : todos os modelos estdo incorretamente especificados. 4.13)
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Caso a hipétese nula ndo seja rejeitada, seleciona-se o modelo que apresenta o maior

p-valor da estatistica J.

Assim como discutido por DAVIDSON; MACKINNON e CRIBARI-NETO; LUCENA
também propdem a utilizagdo do teste J com bootstrap, uma vez que, em amostras de tamanho
reduzido, a distribui¢ao da estatistica do teste pode se afastar da aproximacao assintética pela

distribuicdo qui-quadrado (y?).

4.1.1 Testes de selecio com Bootstrap

A versao do teste J com bootstrap, adaptada para a regressao Dirichlet, dados dois

modelos nao aninhados, pode ser descrito pelo Procedimento 4.1.1.

Procedimento 4.1.1 (Teste / com Bootstrap para regressao Dirichlet) Considere dois mode-
los concorrentes de regressao com distribuicdo Dirichlet, definidos conforme a Equagdo 2.2. Seja
H,, o modelo sob hipotese nula e H,,—1 um modelo alternativo ndo aninhado. O procedimento

bootstrap para implementagdo do teste J consiste nos seguintes passos:

1. Estime os modelos H,, e H,,—1 por maxima verossimilhanca e obtenha os preditores

lineares
nri(xi;ﬁr), rzl’---,q, i:1,...,n,

onde q denota o nitmero de componentes da distribuicdo Dirichlet e n o tamanho da

amostra. Denote por A, o vetor de parametros estimados associados a cada componente.

2. Construa um modelo aumentado H,, incorporando ao modelo sob hipotese nula H,,, os
preditores lineares provenientes do modelo alternativo H,,—| que ndo estejam presentes

em H,,.

3. Para cada componente r do modelo aumentado, determine o niimero de preditores
adicionais introduzidos em relagdo ao modelo nulo. Denote esse niimero por 6,,. O

numero total de restricoes testadas é dado por

O = qu Sa.
r=1

4. Calcule a estatistica observada do teste J para avaliar a hipotese nula de que o modelo
H,, esta corretamente especificado:

J =2, — Cn),

em que €, e {,, representam, respectivamente, os valores da log-verossimilhanca do modelo

aumentado H, e do modelo nulo H,,.
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5. Obtenha o p-valor para a estatistica de teste J, considerando 6, graus de liberdade.

6. Sob a hipotese nula H,,, gere B amostras bootstrap por reamostragem com reposi¢cdo
da distribuicdo Dirichlet parametrizada pelos estimadores A, obtidos na estimagdo do

modelo nulo.

7. Para cada amostra bootstrap b = 1, ..., B, reestime os modelos H,, e H, utilizando a

amostra simulada.

8. Calcule a estatistica bootstrap correspondente
Jb=2><(€u’b—fm,b), b=1,...,B,

onde {, e {1, denotam as log-verossimilhangas dos modelos aumentado e nulo estimadas

na b-ésima amostra bootstrap.

9. A hipdtese nula é rejeitada ao nivel de significancia « se J, é maior do que o valor da

estatistica J observada

10. Alternativamente, o valor-p bootstrap pode ser estimado por

B

.1
ri=3 D10 > ),

b=1

onde 1(-) € a fungdo indicadora. A hipétese nula é rejeitada quando p’; < «.

O procedimento para a realizacao do teste Intersecdo-Unido com bootstrap € dado por

4.1.2. O teste atua como uma regra de decis@o entre os testes J individuais.

Procedimento 4.1.2 (Teste Intersecdo-Unido com Bootstrap para regressao Dirichlet) Considere
um conjunto de M modelos candidatos de regressdo Dirichlet, denotado por M = {1, ..., M}.
Suponha que, para cada modelo H,,, o respectivo valor-p bootstrap tenha sido obtido conforme

o Procedimento 4.1.1. O teste Intersecdo-Unido consiste nos seguintes passos:
1. Para cada modelo m € M, considere a estatistica observada J,,, como descrito no
procedimento 4.1.1, e obtenha o respectivo p-valor p,, associado ao teste individual.

2. Para cada replicagdo bootstrap b = 1, ..., B, calcule as estatisticas J, para todos os

modelos m € M, como descrito no procedimento 4.1.1.

3. Para cada modelo, determine o p-valor da estatistica bootstrap (p’, ) entre os M modelos

comparados, por

1 B

Pin B; (Jom = Jn)

onde 1(-) é a fungdo indicadora.
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4. Selecione entre os modelos o p-valor superior por:

*
Py = max p .
meM Jm

5. Ao nivel de significancia a, rejeita-se a hipotese nula quando p,, < .

6. O modelo selecionado é aquele que apresenta o maior p-valor entre os modelos conside-

rados:

M = arg max pj,,.
meM

7. Em caso de rejeicdo da hipotese nula global, conclui-se que nenhum dos modelos

considerados descreve adequadamente o processo gerador de dados.

4.2 Avaliacao Numérica

A avaliacdo do desempenho do teste MJ com adaptacio pelo principio da infersegdo-
Unidao no contexto da Regressdo Dirichlet para amostras finitas, foi realizada por meio de
simulagcdes de Monte Carlo. Por simplicidade, sao considerados M = 2 modelos competidores

com diferentes regressores.

Os valores das covaridveis foram selecionadas de uma amostragem aleatéria de uma dis-
tribuicao uniforme padronizada U (0, 1), mantida fixa em cada réplica. As simula¢des envolveram
5.000 réplica de Monte Carlo, 200 reamostragem Bootstrap, e os tamanhos amostrais de tamanhos
n = 25,50,75 e 100, para avaliacdo foram considerado trés niveis nominais: @ = 1%, 5% e 10%.

Os dois modelos avaliadas consideraram a seguinte estrutura linear :

Y1 = Bix1 + Baxz
Y2 = Bix1 + Boxs
4.14)
Y1 = Bix1 + Boxs
Yy = Bix1 + Baxa

O modelo M, foi fixado como o modelo sob hipétese nula, isto é, ele foi considerado
o modelo corretamente especificado. Enquanto o modelo M;, o modelo alternativo. O modelo
aumentado Héml) foi construido incluindo os preditores lineares estimados do modelo m, (17;2)
no modelo m, como descrito no procedimento 4.1.1, parar = 1,...,gem=1,..., M -1,

CcOmo segue:



Capitulo 4. Selecdo de Modelos Dirichlet Ndo-Aninhados 68

Y| = Bix; + Boxy +
HO Ly = 1 = Bix1 + Bax2 + 112 4.15)

Y, = Bix1 + Boxz + 12

Todas as rotinas computacionais empregadas nos estudos de simulacdo e nas avaliagdes
numéricas deste capitulo foram implementadas na linguagem R (TEAM, 2024). Os experimentos
foram executados na maquina com as caracteristicas discutidas anteriormente na se¢do 3.3, em

um sistema operacional Linux Ubuntu 24.04.4 LTS.

Com o objetivo de assegurar a reprodutibilidade dos resultados, bem como manter controle
sobre a geracdo pseudoaleatdria, as amostras bootstrap foram produzidas de forma sequencial,
preservando uma unica semente inicial ao longo de todo o experimento. Adicionalmente, visando
maior eficiéncia computacional, especialmente diante do elevado custo associado as repeticoes de
Monte Carlo e aos sucessivos ajustes dos modelos, foi desenvolvida uma rotina de processamento
paralelo com 18 nds computacionais, para a geracao das estimagdes entre multiplas unidades de

processamento e reduzindo o tempo total de execucao das simulagdes.

4.2.1 Resultados do Experimento

De acordo com a Tabela 12, observa-se que a versdo bootstrap do procedimento baseado
no principio da Intersegcdo-Unido adaptada para a regressao Dirichlet apresentou taxas de rejei¢ao
da hipétese nula préximas aos niveis nominais considerados, especialmente para os niveis de
significancia de 1% e 5%, mostrando-se estdveis a medida que o tamanho amostral aumentou.
Por exemplo, para @ = 1% as taxas de rejeicao variaram entre 0,09% (n =25) e 1,16% (n = 100),

indicando controle do erro tipo I mesmo no menor tamanho amostral.

Para o nivel de significincia de 10%, as taxas de rejei¢do foram inferiores ao nivel nominal
em todos os tamanhos amostrais avaliados, indicando que o teste tendeu a rejeitar a hipotese
nula com menor frequéncia do que o esperado pelo nivel nominal. Além disso, observou-se
crescimento gradual da taxa de rejei¢do com o aumento do tamanho amostral, aproximando-se

do nivel de significancia considerado.

Tabela 12 — Taxas de rejei¢cdo empirica da hipétese nula (%) do procedimento bootstrap baseado
no principio da Intersecao-Unido

a=1% @ =5% a = 10%
n 25 50 75 100 25 50 75 100 25 50 75 100
p-valor<a 1.06 1.02 090 1.16 4.12 346 4.12 420 7.52 734 7.84 834

Fonte: Produzido pelos autores.

O teste proposto nessa dissertacdo tem como objetivo selecionar, entre modelos concor-

rentes ndo encaixados, o modelo corretamente especificado. Tendo isso em vista, foi calculado a
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proporc¢ao de vezes em que o modelo corretamente especificado foi selecionado pelo procedimento

proposto. Os resultados sdo apresentados na Tabela 13.

Observa-se que o procedimento de sele¢do selecionou o modelo correto em aproxima-
damente 75% das simula¢des Monte Carlo quando n = 25, menor frequéncia observada. A
proporcao de selecdo correta aumentou progressivamente a medida que o tamanho amostral foi
ampliado. Para n=50, os percentuais ultrapassaram 81%. Nos cendrios com n=100, as frequéncias

de selecdo correta superaram 92%.

Também se observa que os percentuais de selecio do modelo correto permaneceram
estdveis entre os diferentes niveis de significancia considerados. Esse comportamento sugere
que o desempenho do procedimento mostrou-se pouco sensivel a escolha do nivel nominal de

significincia.

Tabela 13 — Frequéncias (%) da selecdo do modelo verdadeiro utilizando o procedimento bootstrap
baseado no principio da Intersecdo-Unido como critério de selecdo, quando a hipétese
nula nao foi rejeitada.

a n=25 n =50 n="75 n =100
1% 74.51 80.95 87.37 92.21
5% 74.32 80.63 87.13 92.11
10% 74.05 80.53 87.02 92.10

Fonte: Produzido pelos autores.

4.3 Conclusao

Nesse capitulo apresenta-se o problema de selecao de modelos ndo aninhados no contexto
da Regressao Dirichlet. A metodologia do teste J, e o MJ, baseada no principio da Intersecao-
Unido, foram adaptados as particularidades da estrutura multiparamétrica da regressao Dirichlet.
No caso do teste M J, a formulagdo originalmente baseada na menor estatistica J foi reformulada
de modo que o procedimento de selecao passasse a considerar o maior p-valor associado aos
testes J dos modelos comparados. Adicionalmente, foram apresentadas as versdes bootstrap dos

testes.

Na avaliacdo do desempenho, espera-se que a taxa de rejei¢cao da hipotese nula, seja
aproximadamente igual ao nivel nominal considerado, de modo a controlar adequadamente o erro
em decidir sobre a rejei¢do da hipdtese nula (presenga do modelo corretamente especificado entre
os modelos comparados), quando ela € correta. Os resultados obtidos por meio da simulagao
Monte Carlo para a versao bootstrap do procedimento indicaram que as taxas de rejeicao da
hipétese nula aproximou-se dos niveis nominais considerados, principalmente para os niveis
de significancia de 1% e 5%. Para o nivel de significancia de 10%, observou-se aproximagao

progressiva ao valor nominal & medida que o tamanho amostral aumentou.
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Na presenca do modelo verdadeiro, o teste proposto apresentou elevada frequéncia de

selecdo correta, entre 74% (n=25) e 92% (n=100) das réplicas de Monte Carlo.
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Consideracoes Finais

Os modelos de regressao Dirichlet € um instrumento para anélise de dados composicionais,
permitindo modelar vetores de proporcoes associados a diferentes componentes de um todo.
Em razdo de sua estrutura multiparamétrica e da flexibilidade proporcionada pela modelagem
simultanea dos componentes da distribuicdo, esses modelos apresentam ampla aplicabilidade em

diversas areas do conhecimento.

Entretanto, a estimacdo dos parametros do modelo de regressao pelo método de maxima
verossimilhanca apresenta viés relevante em pequenas amostras, comprometendo a qualidade
das estimativas e precisao dos resultados. Além disso, a comparagdo entre modelos concorrentes
ainda possui limitagdes metodoldgicas na literatura voltada a regressao Dirichlet, especialmente
no que se refere a adaptacao de testes de hipétese originalmente formulados para modelos lineares

e modelos univariados.

Diante desse cendrio, esta dissertacao teve como objetivo propor melhorias metodoldgicas
para o modelo de regressao Dirichlet sob dois aspectos principais: a correcdo de viés dos
estimadores de mdxima verossimilhanca por meio de técnicas bootstrap, nas versdes paramétrica
e ndo paramétrica, e a adaptagdo do teste MJ como critério de selecao de modelos de regressao

Dirichlet nao encaixados.

No estudo de correcdo de viés, os resultados obtidos por meio de simulacdes de Monte
Carlo evidenciaram que os estimadores corrigidos por bootstrap apresentaram redugdo consistente
do viés em diferentes cendrios, principalmente para os menores tamanhos amostrais considerados
no estudo. De modo geral, a abordagem bootstrap paramétrica apresentou desempenhos superior
a versdo ndo paramétrica, produzindo estimativas menos viesadas e com baixo impacto sobre o
erro quadritico médio. Observou-se ainda que, a medida que o tamanho amostral aumenta, os
estimadores originais tendem gradualmente as propriedades assintéticas esperadas, reduzindo

naturalmente os efeitos do viés.

Em razdo da estrutura multivariada da regressao Dirichlet e da possibilidade de diferentes
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submodelos apresentarem distintos graus de liberdade sob a hipétese nula, foi proposta uma
reformulacdo do teste M J para basear-se nos p-valores individuais das estatisticas J, preservando o
principio da Intersecao-Unido e permitindo considerar adequadamente as diferentes distribui¢cdes
associadas aos modelos concorrentes. A adaptagcdo proposta para o teste MJ mostrou-se adequada

a estrutura do modelo composicional.

De modo geral, os resultados da simulagdo mostraram que o teste de sele¢@o proposto, com
o uso da técnica de bootstrap, apresentou taxas de rejeicao da hipdtese nula proximas aos niveis de
significincia estabelecidos. Isso indica que o procedimento foi capaz de controlar adequadamente
o erro tipo I, isto €, a probabilidade de rejeitar incorreta ente a hipétese nula quando ela
€ verdadeira, correspondente a decisdo equivocada de concluir que o modelo corretamente

especificado ndo esté entre os modelos comparados.

Na presenca do modelo verdadeiro, o teste proposto selecionou corretamente o modelo
em aproximadamente 74% das réplicas para o menor tamanho amostral. O percentual de sele¢cdo

aumentou progressivamente com o tamanho amostral, alcancando cerca de 92%.

Os resultados obtidos ao longo desta dissertacao indicam que as metodologias propostas
constituem alternativas vidveis para aprimorar a inferéncia em modelos de regressao Dirichlet. A
utilizacdo de técnicas bootstrap mostrou-se relevante em cendrios de pequenas amostras, tanto
para correcado de viés quanto para melhoria do desempenho inferencial dos testes de hipétese
para modelos ndo aninhados, comportamento consistente com a literatura sobre o método. A
adaptacdo proposta para o teste MJ, baseada na comparacdo dos p-valores individuais das
estatisticas J e preservando a ldgica do principio da Intersecdo-Unido, mostrou-se adequada ao

contexto multiparamétrico da regressao Dirichlet.

Limitacoes Metodoldgicas

Embora os resultados obtidos nesta dissertacao indiquem desempenho satisfatério das

metodologias propostas, algumas limitagdes devem ser consideradas.

* O desempenho individual dos testes J e sua versao bootstrap nao foi explorado de forma
aprofundada, uma vez que o foco principal do estudo esteve voltado ao procedimento

global de selecdo baseado no principio da Interse¢do-Unido e na adaptacao do teste M J;

* Nao foi realizada uma comparagao direta entre a versao bootstrap do teste M J, originalmente
proposta por (HAGEMANN, 2012), e o procedimento bootstrap desenvolvido nesta
dissertacdo. Essa comparagdo pode fornecer informagdes relevantes acerca das propriedades

inferenciais de ambas as abordagens;

* O comportamento assintético da estatistica J no contexto da regressao Dirichlet nao foi

investigado de forma detalhada, especialmente quanto a velocidade de convergéncia para a
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distribuicao assintética tedrica e as distor¢cdes observadas em pequenas amostras;

* Os cendrios de simulacdo considerados envolveram estruturas relativamente controladas e
com numero reduzido de modelos concorrentes. Dessa forma, torna-se importante avaliar
o desempenho das metodologias propostas em cendrios de maior complexidade, incluindo
diferentes estruturas de dispersao e maior nimero de componentes, no processo de correcao

de viés;

* O presente estudo concentrou-se na avaliagao do erro tipo I dos testes propostos, analisando
principalmente as taxas de rejeicao nula em diferentes tamanhos amostrais. Entretanto,
ndo foi realizada uma investigacio especifica acerca do poder dos testes sob hipdteses
alternativas. Assim, estudos futuros podem avaliar a capacidade do teste J e o MJ
adaptado, e de suas versdes bootstrap em identificar corretamente os modelos sob hipéteses

alternativas;

* Para verificar maior precisao do teste, a ampliacio da avaliacido da adaptacao do teste MJ
com tamanho amostral e nimero de simulagdo maiores, como na literatura base (10.000 de

Monte Carlo e 1.000 de bootstrap) pode ser avaliado;

* Estudos futuros podem ampliar a aplicagao em dados reais, realizando comparagdes entre
modelos concorrentes em termos de viés e erro de predi¢do, permitindo avaliar as diferencas

entre os modelos selecionados pelos testes propostos.
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APENDICE A - Implementacio
computacional em Linguagem R para a

Correcao de Viés do Modelo de Regressao
Dirichlet

Nesse apéndice sdo apresentados o cddigo em R para a realizacdo da andlise de simulacao

Monte Carlo e aplicacao dos métodos propostos para a correcao de viés.

A.1 Avaliacao Numérica para a Correcao de Viés Analitica

de CoxSnell - Modelos Lineares

A.1.1 Modelos sem intercepto

# Pacotes necessdrios
library(DirichletReg)
library(fBasics)
library(pracma)
library(fpCompare)

library(compiler)

# Definicdo das funcées para o calculo das derivadas

Jrs<-function(X,y,eta,lambda,phi) {

g<-dim(eta)[2]
p<-dim(X) [2]
d1Lambda<-lambda
d2Lambda<-1lambda
digPhi<-digamma(phi)
digLambda<-digamma(lambda)
trigPhi<-trigamma(phi)

trigLambda<-trigamma(lambda)

JVal<-matrix(0,ncol=p*q,nrow=p*q)
for(r in 1:q9){
for(a in 1:p){
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j<-(r-1)*p+a
for(s in 1:q9){

for(b in 1:p){
k<-(s-1)*p+b
if(r==s){

[,r]+log(y[,r]))*d2Lambdal,r]*X[,al*X[,b]

Jval[j,k]<-sum(aux)

}

else{
aux<-trigPhi*dlLambdal,r]*dlLambda[,s]*X[,a]l*X[,b]
JVal[j,k]<-sum(aux)

}
}
}
}
JVal<--JVval
return(JVal)
}

Krs<-function(X,y,eta,lambda,phi) {

g<-dim(eta)[2]

p<-dim(X) [2]
d1Lambda<-lambda
d2Lambda<-lambda
digPhi<-digamma (phi)
digLambda<-digamma(lambda)
trigPhi<-trigamma(phi)
trigLambda<-trigamma(lambda)

KVal<-matrix(0,ncol=p*q,nrow=p*q)
for(r in 1:q){

for(a in 1:p){

j<-(r-1)*p+a

for(s in 1:q){

for(b in 1:p){

k<-(s-1)*p+b

if(r==s){

aux<-(trigPhi-trigLambda[,r])*d1Lambdal,r]*2*X[,a]*X[,b]

KvVal[j,k]<-sum(aux)

aux<-(trigPhi-trigLambdal,r])*dlLambda[l,r]*2*X[,a]*X[,b]+(digPhi-digLambda
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}

else{
aux<-trigPhi*d1Lambdal,r]*d1Lambdal,s]*X[,a]*X[,b]
KVal[j,k]<-sum(aux)

}
}
KVal<--KVal
return(KvVal)
}

Krst<-function(X,y,eta,lambda,phi) {

g<-dim(eta)[2]

p<-dim(X) [2]
d1Lambda<-lambda
d2Lambda<-1lambda
digPhi<-digamma(phi)
digLambda<-digamma (lambda)
trigPhi<-trigamma(phi)
trigLambda<-trigamma(lambda)
tetragLambda<-psi(2,lambda)
tetragPhi<-psi(2,phi)

krstVal<-array(0,c(p*q,p*d,p*q))

for(r in 1:q){

for(a in 1:p){

j<-(r-D*p+a

for(s in 1:9){

for(b in 1:p){

k<-(s-1)*p+b

for(t in 1:9){

for(c in 1:p){

1<-(t-1D)*p+c

if((r==s) & (r==t)){
aux<-(tetragPhi-tetragLambdal[,r])*d1Lambdal,r]*3*X[,al*X[,b]*X[,c]+3*(
— trigPhi-trigLambda[,r])*d1Lambdal,r]*d2Lambdal[,r]*X[,a]*X[,b]*X[,c]
krstVal[j,k,1]<-sum(aux)

}



APENDICE A. Implementacdo computacional em Linguagem R para a Corregdo de Viés do Modelo de Regressdo

Dirichlet

&3

else if((r==s) & (r!'=t)){
aux<-tetragPhi*dlLambdal,t]*dlLambda[,r]*2*X[,a]*X[,b]*X[,c]+trigPhi*d
— 1Lambdal[,t]*d2Lambda[,r]*X[,a]*X[,b]*X[,c]

krstVal[j,k,1]<-sum(aux)

}

else if((r==t) & (r!=s)){
aux<-tetragPhi*dlLambdal,s]*dlLambda[,r]*2*X[,a]*X[,b]*X[,c]+trigPhi*d
— 1Lambdal,s]*d2Lambdal,r]*X[,a]l*X[,b]*X[,c]

krstVal[j,k,1]<-sum(aux)

}

else if((s==t) & (s!=r)){
aux<-tetragPhi*dlLambdal[,r]*dlLambda[,s]*2*X[,a]*X[,b]*X[,c]+trigPhi*d
— 1Lambda[,r]*d2Lambdal,s]*X[,a]*X[,b]*X[,c]

krstVal[j,k,1]<-sum(aux)

}

else if((r!=s) & (r!=t) & (s!=t)){
aux<-tetragPhi*dlLambda[,r]*dlLambda[,s]*dlLambdal[,t]*X[,a]*X[,b]*X[,c]
krstVal[j,k,1]<-sum(aux)

}
}
}
return(krstVal)
}

Krs_t<-function(X,y,eta, lambda,phi){

g<-dim(eta) [2]

p<-dim(X) [2]
d1Lambda<-lambda
d2Lambda<-1lambda
digPhi<-digamma(phi)
digLambda<-digamma (lambda)
trigPhi<-trigamma(phi)
trigLambda<-trigamma(lambda)
tetraglLambda<-psi(2,lambda)
tetragPhi<-psi(2,phi)

krstVal<-array(0,c(p*q,p*d,p*q))
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for(r in 1:9){

for(a in 1:p){

j<-(r-1)*p+a

for(s in 1:9){

for(b in 1:p){

k<-(s-1)*q+b

for(t in 1:q){

for(c in 1:p){

1<-(t-1)*g+c

if((r==s) & (r==t)){
aux<-(tetragPhi-tetraglLambdal,r])*“d1Lambdal,r]*3*X[,a]*X[,b]*X[,c]+
— 2%(trigPhi-trigLambdal,r])*d1Lambda[,r]*d2Lambda[,r]*X[,a]*X[,b
- 1*X[,c]
krstVal[j,k,1l]<-sum(aux)

}

else if((r==s) & (r!=t)){

aux<-tetragPhi*dlLambdal[,t]*dlLambda[,r]*2*X[,a]l*X[,b]*X[,c]
krstVal[j,k,1]<-sum(aux)

3
else if((r==t) & (r!=s)){
aux<-tetragPhi*dlLambdal,s]*dlLambda[l,r]*2*X[,a]*X[,b]*X[,c]+trigPhi*d
< 1Lambdal,s]*d2Lambdal,r]1*X[,al*X[,b]*X[,c]
krstVal[j,k,1]<-sum(aux)
}
else if((s==t) & (s!=r)){
aux<-tetragPhi*dlLambda[,r]*dlLambda[,s]*2*X[,a]*X[,b]*X[,c]+trigPh
— i*dlLambdal,r]*d2Lambda[,s]*X[,a]l*X[,b]1*X[,c]
krstVal[j,k,1]<-sum(aux)
}
else if((r!=s) & (r!=t) & (s!=t)){
aux<-tetragPhi*dlLambda[,r]*d1Lambda[,s]*d1Lambdal,t]*X[,a]*X[
— ,b]*X[,c]
krstVal[j,k,1]<-sum(aux)
3
3
}
3
}
3
}
return(krstVal)
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# Funcdo para aplicacdo da formula de CoxSnell

coxSnellBias<-function(X,y,eta,lambda,phi) {

g<-dim(Ceta)[2]
p<-dim(X) [2]

krs<-Krs(X,y,eta,lambda,phi)
krst<-Krst(X,y,eta,lambda,phi)
krs_t<-Krs_t(X,y,eta,lambda,phi)

krsInv<-solve(krs)

a<-matrix(0,ncol=p*q,nrow=p*q)
A<-NULL
for(t in 1l:q){
for(c in 1:p){
1<-(t-1)*qg+c
aux<-krs_t[,,11-0.5%krst[,,1]
A<-cbind(A,aux)

krsInvVec<-as.vector(krsInv)
b<-krsInv%*%A%*“%krsInvVec
b<-matrix(b,ncol=q)

return(b)

set.seed(381) # semente

# Definicdo das constantes

RMC<-10000 # #ntimero de replicas de Monte Carlo

n<-20 #Tamanho da amostral escolhido (20, 30, 40, 50, 60, 100, 500, 1000)
g<-3 #Numero de componentes da varidvel resposta

p<-3 #Numero de variaveis preditoras

# Definicdo dos vetores de resultados
beta<-matrix(1l,ncol=p,nrow=k)
bias<-vector("list",RMC)

correcBias<-vector("list",RMC)
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set.seed(381)

# Inicio da Simulacdo Monte Carlo
enableJlit(3)

for(i in 1:RMC){

X<-matrix(runif(n*p),ncol=p)

colnames(X)<-paste®("x",1:p)

beta<-matrix(1l,ncol=qg,nrow=p)
eta<-X%*%beta
lambda<-exp(eta)
phi<-apply(lambda, 1, sum)

y<-t(apply(lambda, 1,rdirichlet,n=1))
colnames(y)<-paste®@("y",1:q)

dados<-X
dados<-as.data.frame(dados)
dados$Y<-DR_data(y)

aux<-paste®0("x",1:p,collapse="+")
aux<-paste®Caux,"-1")
fitCommand<-paste®("aj<-DirichReg(Y~",aux,",data=dados,", "model=\"comm

< on\")")

eval (parse(text=£fitCommand))

betaEst<-matrix(unlist(coefficients(aj)),nrow=p)
etaEst<-X%*%betaEst

lambdaEst<-exp(etaEst)
phiEst<-apply(lambdaEst, 1, sum)

bias[[i]]<-betaEst-beta
B<-coxSnellBias(X,y,etaEst,lambdaEst,phiEst)
correcBeta<-betaEst-B

correcBias[[i]]<-correcBeta-beta

# Resultados da avaliacgdo
meanBias<-0

eqm<-0

meanCorrecBias<-0

correcEqm<-0
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for(i in 1:RMC){
meanBias<-meanBias+bias[[i]]

meanCorrecBias<-meanCorrecBias+correcBias[[i]]

eqm<-eqm+bias[[i]]*2

correcEgm<-correcEqgm+correcBias[[i]]*2

meanBias<-meanBias/RMC
meanCorrecBias<-meanCorrecBias/RMC
egm<-eqm/RMC

correcEqm<-correcEqm/RMC

A.1.2 Modelos com intercepto

Na estimac¢do do modelo com intercepto as func¢des e a maior parte do cogido mantém-se
inalterados em comparagdo a subsecdo A.1.1, sendo modificada somente o seguinte trecho do

codigo:

# Inicio da Simulacdo Monte Carlo
enableJit(3)
for(i in 1:RMO){

# Gera a matriz de regressores

X<-matrix(runif(n*p) ,ncol=p)
X<-cbind(1,X)
colnames(X)<-paste®("x",0:p)

beta<-matrix(1l,ncol=q,nrow=p+1)
eta<-X%*%beta

lambda<-exp(eta)
phi<-apply(lambda, 1, sum)

y<-t(apply(lambda, l,rdirichlet,n=1))
colnames(y)<-paste®("y",1:p)

dados<-X
dados<-as.data.frame(dados)

dados$Y<-DR_data(y)

aux<-paste®0("x",1:p,collapse="+")
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fitCommand<-paste®("aj<-DirichReg(Y~",aux,",data=dados,", "model=\"comm
PN on\ll)ll)

eval (parse(text=fitCommand))

betaEst<-matrix(unlist(coefficients(aj)),nrow=p+1)
etaEst<-X%*%betaEst

lambdaEst<-exp(etaEst)
phiEst<-apply(lambdaEst, 1, sum)

bias[[i]]<-betaEst-beta
B<-coxSnellBias(X,y,etaEst,lambdaEst,phiEst)
correcBeta<-betaEst-B

correcBias[[i]]<-correcBeta-beta

A.2 Avaliacao Numérica por Bootstrap para a Correcao de

Viés - Modelos Lineares

# Pacotes necessdrios
library(DirichletReg)
library(tcltk)
library(dplyr)
library(compiler)
library(xtable)

# Definicdo de constantes

RepMC<- 5000 #numero de replicas de Monte Carlo
RepBoot<- 200 #numero de amostras Bootstrap
n.comp<- 3 #numero de componentes do modelo
n.vars<- 3 #nimero de varidveis do modelo

nSample<- 1000 #Tamanho amostral

# Definicdo da matriz de regressores
set.seed(381) #semente
X<-matrix(runif(nSample*n.vars),ncol=n.vars)
X<-cbind(1,X)
colnames(X)<-paste®("'x",0:n.vars)
dados<-X[,-1]

dados<-as.data. frame(dados)

# Parametros do modelo para inicializacdo
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beta<- matrix(l, ncol = n.comp, nrow = n.vars+l) #Matriz de Parametros
— verdadeiros

eta<- X%*%beta #Usado para obter os valores estimados

lambda<-exp(eta) #Inversa da ligacdo logaritmica

# Vetores para armazenar resultados
bias<-vector("list",RepMC) #Vetor de viés

correcBias<-vector("list",RepMC) #Vetor de viés corrigido

# Inicio da Simulacdo Monte Carlo
enablelIT(3)
for(i in 1:RepMC){

y<-t(apply(lambda,l,rdirichlet,n=1)) #Gera matriz de amostras
— aleatdrias da distribuicao Dirichlet
colnames(y)<-paste®("y",1l:n.vars)

dados$Y<-DR_data(y) #Prepara a matriz das componentes

aux<-paste®@("x",l:n.vars,collapse="+")
fitCommand<-paste®("aj<-DirichReg(Y~",aux,",data=dados,", "model=
— \"common\")") #Construindo o

— modelo

eval (parse(text=fitCommand)) #Estimando o modelo aj
betaEst<-matrix(unlist(coefficients(aj)),nrow=n.vars+1)

#Parametros do modelo ajustado
etaEst<-X%*%betaEst
lambdaEst<-exp(etaEst)

betaBoot<-matrix(0,ncol=n.comp,nrow=n.vars+1)

#Inicio do laco da reamostragem Bootstrap

for(j in 1:RepBoot){

# Realizacdo do Bootstrap Parametrico
yBoot<-t(apply(lambdaEst, 1,rdirichlet,n=1)) #Gera matriz
— de amostras aleatorias da distribuig¢do Dirichlet para
< cada iteracao bootstrap
colnames(yBoot)<-paste®("y",1:n.comp)
dadosBoot<-X[,-1]

dadosBoot<-as.data.frame (dadosBoot)
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dadosBoot$Y<-DR_data(yBoot) #Matriz de componentes para cada
< 1iteracao bootstrap

# Realizacdo do Bootstrap Ndo Paramétrico (descomentado quando
< necessdario)

#I<- sample(l:nSample, replace = TRUE) #Amostra aleatdéria com
< reposicao

#dadosBoot<-X[I, -1]

#dadosBoot<- as.data.frame(dadosBoot)

#dadosBoot$Y<- DR_data(y[I,]) #Matriz de componentes para cada
— iteracdo bootstrap

aux<-paste®("x",l:n.vars,collapse="+")
fitCommand<-paste®("ajBoot<-DirichReg(Y~",aux,",data=dadosBoot

— ,","model=\"common\")") #Construindo o modelo para cada

<« 1iteracdo bootstrap

eval (parse(text=fitCommand)) #Estimando o modelo aj

betaBoot<-betaBoot+matrix(unlist(coefficients(ajBoot)),nrow=n.vars
— +1) } #Pardmetros do modelo ajustado em cada amostra

< bootstrap

betaBoot<-betaBoot/RepBoot #Pardametros relativos estimados por

< bootstrap

bias[[i]]<-betaEst-beta #Viés dos parametros do modelo ajustado
bootCorrecBeta<-2*betaEst-betaBoot #Pardmetros corrigidos por

< bootstrap

correcBias[[i]]<-bootCorrecBeta-beta #Viés dos pardametros do
— modelo estimado por bootstrap

A.3 Avaliacao Numérica por Bootstrap para a Correcao de

Viés - Modelos Polinomiais

# Pacotes necessdarios

library(DirichletReg)

# Definicdo de constantes
RepMC<-5000 # niimero de réplicas de Monte Carlo
RepBoot<-200 # nuimero de reamostragem bootstrap

nSample<-30 # Tamanho amostral escolhido
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n.comp<-3 # numero de componentes do modelo
n.vars<-3 # numero de variaveis resposta

# Definicdo da matriz de regressores
set.seed(381) #semente

x1<-(1: (nSample+1))/(nSample+1)
x1<-x1[-(nSample+1)]

X<-x1

# Definindo covaridveis com termos polinomiais
if(n.vars>1){
for(j in 2:n.vars){
aux<-paste®("x",j,"<-x1+",j,";", " "X<-cbind(X,x",j,")"™)

eval (parse(text=aux))

}
X<-cbind(1,X)

colnames(X)<-paste®("x",0:n.vars)

# Parametros do modelo para inicializacdo
aux<-c(0,1/(l:n.vars))
beta<-matrix(aux,ncol= n.comp,nrow=n.vars+1,byrow=FALSE) #Matriz de Pardmetros

— verdadeiros

eta<-X%*%beta
lambda<-exp(eta)

mu<-lambda/apply(lambda, 1,sum) #valores estimados

# Vetores para armazenar resultados

bias<-vector("list",RepMC) #Vetor de viés

correcBias<-vector("list",RepMC) #Vetor de viés corrigido

biasMuEst<-vector("list",RepMC) #Vetor de vies médio

biasMuCorrecBoot<-vector("list",RepMC) #Vetor de viés médio corrigido

#Inicio da Simulacdo Monte Carlo
enablel]IT(3)
for(i in 1:RepMO){

y<-t(apply(lambda,l,rdirichlet,n=1)) ##Gera matriz de amostras

— aleatérias da distribuicao Dirichlet
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colnames(y)<-paste®@("y",1l:n.comp)

dados<-matrix(X[,-1],ncol=n.vars)
colnames(dados)<-paste®("x",1:n.vars)
dados<-as.data. frame(dados)
dados$Y<-DR_data(y)

aux<-paste®0("x",l:n.vars,collapse="+")
fitCommand<-paste®("aj<-DirichReg(Y~",aux,",data=dados,", "model=\"comm
— on\")") #Construindo o

— modelo

eval (parse(text=fitCommand)) #Estimando o modelo aj

betaEst<-matrix(unlist(coefficients(aj)),nrow=n.vars+1) #Pardmetros do
— modelo ajustado

etaEst<-X%*%betaEst

lambdaEst<-exp(etaEst)

#Pardmetros relativo para cada componente
muEst<-lambdaEst/apply(lambdaEst, 1, sum)

biasMuEst[[i]]<-mu-muEst

betaBoot<-matrix(0,ncol= n.comp,nrow=n.vars+1)

#Inicio do laco da reamostragem Bootstrap
for(j in 1:RepBoot){

#Realizacdo Bootstrap Paramétrico

yBoot<-t(apply(lambdaEst,1,rdirichlet,n=1))
colnames(yBoot)<-paste®("y",1l:n.comp)
dadosBoot<-matrix(X[,-1],ncol=n.vars)
dadosBoot<-as.data.frame(dadosBoot)
dadosBoot $Y<-DR_data(yBoot)

#Realizacdo Bootstrap Ndo Paramétrico (descomentar quando

< necessario)

#I<-sample(1:nSample,replace=TRUE)
#dadosBoot<-matrix(X[I,-1],ncol=n.vars)
#colnames (dadosBoot)<-paste®0("x",1:n.vars)

#dadosBoot<-as.data. frame(dadosBoot)
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#dadosBoot$Y<-DR_data(y[I,])

aux<-paste®0("x",l:n.vars,collapse="+")
fitCommand<-paste®("ajBoot<-DirichReg(Y~",aux,",data=dadosBoot
SN ,","mOde]_:\"Common\")")

eval (parse(text=fitCommand))

betaBoot<-betaBoot+matrix(unlist(coefficients(ajBoot)),nrow=n.

— vars+1)

betaBoot<-betaBoot/RepBoot #Parametros do modelo ajustado em cada
— amostra bootstrap

bias[[i]]<-betaEst-beta #Viés dos pardmetros do modelo
bootCorrecBeta<-2*betaEst-betaBoot #Pardmetros bootstrap corrigidos
correcBias[[i]]<-bootCorrecBeta-beta #Viés dos pardmetros do modelo

— estimado por bootstrap

etaCorrecBoot<-X%*%bootCorrecBeta
lambdaCoorecBoot<-exp(etaCorrecBoot) #Valores estimados por bootstrap
< para as componentes
muCorrecBoot<-lambdaCoorecBoot/apply(lambdaCoorecBoot,1,sum) #Valores
— relativos estimados por bootstrap para as componentes
biasMuCorrecBoot[[i]]<-mu-muCorrecBoot #Viés dos valores estimados do

— modelo bootstrap

A.4 Correcao de viés em Modelos Dirichlet para a Captura

de Pesca de Camarao

# Desagregar os anos de 1978 até 1986 e 1988 e 1989 do total de Camaréo
« Artesanal em Camarao_sete_barbas_art, Camarao_rosa_art, Camarao_branco_art,

— (Camarao_santana_art

### Definicdo das componentes Y
dados®<- dados

spec <-
— c("Cam_sete_barbas_art","Cam_rosa_art","Cam_branco_art","Cam_santana_art")

camaroes_art_total <- rowSums(dados[, spec])



APENDICE A. Implementacdo computacional em Linguagem R para a Corregdo de Viés do Modelo de Regressdo
Dirichlet 94

# proporcbes das espécies
prop_camaroes <- dados[, spec] / camaroes_art_total

colnames(prop_camaroes) <- c("propCam_sete_barbas_art","propCam_rosa_art","pro

— pCam_branco_art", "propCam_santana_art")

dados <- cbind(dados, prop_camaroes,camaroes_art_total)

# Definicdo da Matriz de Regressor

tempo<-dados[,"Ano"]-1950+1
tempo<- (tempo-min(tempo))/(max (tempo) -min(tempo))
dados<-cbind(dados, tempo)
dados<-dados[, c("Ano", "tempo",
"propCam_sete_barbas_art",
"propCam_rosa_art",
"propCam_branco_art",
"propCam_santana_art",
"camaroes_art_total")]

dados<-na.exclude(dados)

X <- cbind(1,dados$tempo)

colnames(X)<- c("x0","tempo")

# Formatacdo das proporcées como Composicional
rownames (dados) <-NULL
yName<- c("propCam_sete_barbas_art", "propCam_branco_art",

— "propCam_rosa_art","propCam_santana_art")
dados$Y<-DR_data(dados[,yName])

# Definicdo do modelo

bestModel<-DirichReg(Y~ tempo | tempo | tempo | tempo, dados)

# Definicao das Constantes
n.comp <- length(bestModel$n.vars) #numero de componentes
n.vars <- 1 #numero de variaveis explicativas

RepBoot<- 200 #numero de reamostragem bootstrap

# Vetores para armazenar resultados
betaBoot<-matrix(0,ncol=n.comp,nrow=n.vars+1)

lambdaBoot<- matrix(0,nrow = dim(dados)[1], ncol = n.comp)
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# Definicdo dos pardmetros para inicializacdo
betaEst<- matrix(unlist(coefficients(bestModel)), nrow = n.vars+1)
lambdaEst<-predict(bestModel)

# Inicio do laco da reamostragem Bootstrap

dadosBoot<-dados[,2:6] #dados para a reamostragem (proporcées e tempo)

dadosBoot<-as.data.frame(dadosBoot)

enablelIT(3)
set.seed(381)
for(j in 1:RepBoot){

#--- Bootstrao Parametrico

yBoot<-t(apply(lambdaEst,1,rdirichlet,n=1))
colnames(yBoot)<-paste®("y",1:n.comp)
dadosBoot $Y<-DR_data(yBoot)

#--- Bootstrap Nao Parametrico (descomentado quando necessario)
#I<- sample(1:dim(dadosBoot)[1], replace = TRUE)

#dadosBoot<- dados[I,2:6]
#dadosBoot$Y<-DR_data(dadosBoot[I,2:5])

ajBoot<-DirichReg(formula(bestModel),data=dadosBoot,model="common")

betaBoot<-betaBoot+matrix(unlist(coefficients(ajBoot)) ,nrow=n.vars+1)

# Resultados Estimados por Bootstrap
betaBoot<-betaBoot/RepBoot #Pardmetros estimados por bootstrap
bootCorrecBeta<-2*betaEst-betaBoot

lambdaBoot<- exp(X%*%bootCorrecBeta) #preditores lineares

propBoot<-lambdaBoot/apply(lambdaBoot, 1,sum) #preditores em proporcao

# Valores Preditores pelo modelo
propPred<- predict(bestModel)
catchPred<-propPred*“dados[, "camaroes_art_total"] #Captura de camarao

— prevista pelo modelo
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catchPredboot<-propBoot*dados[, "camaroes_art_total"] #Captura de camarao
— prevista pelo modelo com Bootstrap

colnames(catchPredboot)<- colnames(catchPred)

# Valores ajustados pelo modelo

I <- which(dados0$Ano %in% dados$Ano) # indices das observacées ajustadas
# nomes das proporcées

prop_spec <- c("propCam_sete_barbas_art","propCam_rosa_art","propCam_branco_ar

— t","propCam_santana_art")
# Conjunto de dados para os valores ajustados

dadoscatch <- dados®[, c("Ano", spec)]

for(i in seq_along(spec)){

# nome das varidveis ajustadas
est_camarao <- paste®(spec[i], "_est')

boot_camarao <- paste®O(spec[i], "_est_boot")

# estimativas do modelo

dadoscatch[I, est_camarao] <- catchPred[, prop_spec[i]]

# estimativas bootstrap

dadoscatch[I, boot_camarao] <- catchPredboot[, prop_spec[i]]

# valores imputados pelo modelo s/bootstrap

I<-which(is.na(dadoscatch[, "Cam_sete_barbas_art"])) # indices das

— observacbes ausentes

XFalt<-X[I,] # novos dados da variavel explicativa
impProp<-predict(bestModel ,newdata=as.data.frame(XFalt)) #valores previstos
< para as observacdes ausentes

impCatch<-impProp*dados[I, "camaroes_art_total"]

# valores imputados pelo modelo c/bootstrap
impLambdaBoot<- exp(XFalt%*%bootCorrecBeta) #preditores lineares para oS
— dados ausentes
impPropBoot<-impLambdaBoot/apply(impLambdaBoot, 1, sum)

impCatchBoot<-impPropBoot*dados[I, "camaroes_art_total"]
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APENDICE B - Implementacio
computacional em Linguagem R para a
Selecao de Modelos Nao-Aninhados de

Regressao Dirichlet

Nesse apéndice sdo apresentados o cddigo em R para a realizacdo da andlise de simulacao
Monte Carlo para o teste de seleg@o baseado no principio da Intersecgdo-Unido para a Regressao
Dirichlet

# Pacotes necessdrios
library(DirichletReg)
library(fBasics)
library(pracma)
library(fpCompare)
library(parallel)

# Definicdo de funcbées para cada etapa
# Funcdo para Inicializar as varidveis e criar a formula dos modelos nulos e

— aumentados para realizacdo do teste J

JTestInit<-function(A,dados){ # recebe A: matriz de regressores e matriz de
— dados composicionais

M<-length(A)

g<-dim(dados$Y) [2]

auxl<-rep("0",q)

modelForm@<-rep("0",M)

fitCommand®<-rep("0",M)

for(i in 1:M){
for(j in 1:q){
aux1[j]<-paste®("x",A[[1]1[[j]],collapse="+")
}

modelForm®[i]<-paste®(auxl,collapse="|")
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fitCommand®[i]<-paste®("aj<-DirichReg(Y~",modelForm0[i],",data
— =dados,","model=\"common\")") # Cria a formula do modelo

— nulo

auxl<-rep("0",q)
modelForml<-rep("0",M)
fitCommandl<-rep("0",M)
delta<-rep(0,M)
for(i in 1:M){
for(j in 1:9){
auxl[jl<-paste®("x",A[[i]]1[[j]],collapse="+")
for(k in ((1:M)[-i]1)){
if(length(setdiff(AL[kIIL[1],AL[i]]0031100>0)¢
aux2<-paste®("eta",k,j)
auxl[j]l<-paste®Caux1[j],"+",aux2)
delta[i]l<-delta[i]+1 # Calcula o
< grau de liberdade para cada

< componente individualmente

3

modelForml[i]<-paste®(auxl,collapse="1|")
fitCommandl[i]<-paste®("aj<-DirichReg(Y~",modelForml[i],",data
— =dados,", "model=\"common\")") # Cria a formula do modelo

< aumentado

JTestPars<-NULL
JTestPars$modelForm®<-modelForm®
JTestPars$modelForml<-modelForml
JTestPars$fitCommand®<-fitCommand®
JTestPars$fitCommandl<-fitCommandl
JTestPars$delta<-delta

return(JTestPars)

# Funcdo para ajustar Multiplos modelos de regressdo de Dirichlet.

fitMDirichRegs<-function(fitCommand, dados) {
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M<-length(£fitCommand)
g<-dim(dados$Y) [2]
1ll<-rep(0,M)

etaEst<-vector("list",M)

lambdaEst<-vector("list",M)
for(i in 1:M){

}

eval (parse(text=fitCommand[i])) # Ajusta cada modelo criado na
— funcdo “JTestInit-

11[iJ<-aj$logLik # Extrai o valor da

— log-verossimilhanca do modelo ajustado
aux<-aj$fitted.values$alpha # preditores estimados
colnames (aux)<-paste®("lambda",i,1:q)

lambdaEst[[i]]<-aux

aux<-log(aux)

colnames(aux)<-paste®("eta",i,1:q)

etaEst[[i]]<-aux

result<-NULL
result$ll<-11

resultfetaEst<-etaEst

result$lambdaEst<-lambdaEst

return(result)

# Funcdo para execucdo do test J] para M modelos de regressdo Dirichlet

JTestMModels<-function(JTestPars,resultDirichRegs,dados) {

fitCommand®<-JTestPars$fitCommand®

fitCommandl<-JTestPars$fitCommandl
delta<-JTestPars$delta

M<-length(fitCommand®)
111<-rep(0,M)
110<-resultDirichRegs$11
for(i in 1:M){

}

dados<-cbind(dados,resultDirichRegs$etaEst[[i]])

for(i in 1:M){

eval (parse(text=fitCommand1[i]))
111[iJ<-aj$logLik
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}

JStat<-2*(111-110) # Executa o teste da razdo de verossimilhanca entre
< o0 modelo nulo e o aumentado
pvalueChisq<-1-pchisq(JStat,delta) # Extrai o pvalor baseado na

— distribuicdo assintdética Qui-Quadrado com delta graus de liberdade

result<-NULL
result$JStat<-JStat
result$pvalueChisg<-pvalueChisq

return(result)

# Funcdo para Executar o teste J para um unico modelo.

JTest1Model<-function(model,JTestPars,resultDirichRegs,dados) {

fitCommand®<-JTestPars$fitCommand®
fitCommandl<-JTestPars$fitCommandl [model]
delta<-JTestPars$delta[model]

M<-length(fitCommand®)

110<-resultDirichRegs$11[model]

for(i in 1:M){
dados<-cbind(dados,resultDirichRegs$etaEst[[i]])

eval (parse(text=£fitCommandl))
1l1<-aj$logLik

JStat<-2%(111-110)
pvalueChisqg<-1-pchisq(JStat,delta)

result<-NULL
result$JIStat<-JStat

result$pvalueChisqg<-pvalueChisq

return(result)
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# Funcdo para calcular as estatisticas dos testes J usando o bootstrap

< parametrico em processamento paralelo.

parallelJStatBoot<-function(i,JTestPars,dadosBoot){ # dadosBoot contem todas as
< reamostragem para cada modelo
resultDirichRegs<-fitMDirichRegs(JTestPars$fitCommand®,dadosBoot[[i]])
M<-length(JTestPars$fitCommand®)
j<-(1A-1)%%M+1 # Operacao que permite identificar de qual modelo foi
— gerado o conjunto de dados i
JStat<-JTest1Model(j, JTestPars,resultDirichRegs,dadosBoot[[i]])$JStat
return(JStat)

# Especificacdo dos hiperpardmetros dos modelos

n<-25 #Tamanho da amostra escolhida (25, 50, 75 e 100)
g<-2 #Numero de componentes da variavel resposta
p<-3 #Numero mdximo de varidveis preditoras

M<-2 #Numero de modelos concorrentes

# Cria lista dupla de indices
#A primeira camada indica o modelo M, a segunda indica a componente que estd
— sendo ajustada. Os indices de cada camada define as variaveis preditoras

— que fazem parte do modelo.

A<-vector("list",M)
for(i in 1:M){
A[[i]]<-vector("list",q)

# Define os indices das variaveis preditoras do Modelo verdadeiro
A[[1]11[[1]]<-c(1,2)
A[[1]11[[2]]<-c(1,3)

# Define os indices das variaveis preditoras do Modelo alternativo (falso)
AT[2]11[[1]1]<-c(1,3)
AT[2]11[[2]1]<-c(1,2)

# Definicdo da matriz de regressores
set.seed(381) # semente
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X<-matrix(runif(n*p),ncol=p)
X<-cbind(1,X)
colnames(X)<-paste®("x",0:p)
dados<-X[,-1]

dados<-as.data.frame(dados)

# Parametros do modelo para inicializacdo
beta<-matrix(0,ncol=q,nrow=p)
for(j in 1:9){
betalA[[1]11[[j11,31<-1
}
beta<-rbind(1,beta)

eta<-X%*%beta # Usado para obter os valores estimados
lambda<-exp(eta) # Inversa da ligacdo logaritimica

phi<-apply(lambda,l,sum) # Parametro de concentracdo

y<-t(apply(lambda,l,rdirichlet,n=1)) #Gera matriz de amostras aleatorias da
— distribuicdo Dirichlet
colnames(y)<-paste®("y",1:q)

dados$Y<-DR_data(y) # Prepara a matriz de componentes

# Inicializacdo do teste de selecdo
JTestPars<-JTestInit(A,dados)

# Definicdo das constantes
RBoot<-200

RMC<-5000

I<-1:(RBoot*M)

# Vetores para armazenar resultados
pvalueChisq<-matrix(®,nrow=RMC,ncol=M)
pvalueBoot<-rep(0,RMC)
JStat<-matrix(0,nrow=RMC,ncol=M)
selModel<-rep(0,RMC)
selModelBoot<-rep(0,RMC)
dadosBoot<-vector("list",RBoot*M)

# Inicio da Simulacdo Monte Carlo
set.seed(381)



APENDICE B. Implementacdo computacional em Linguagem R para a Sele¢do de Modelos Nao-Aninhados de
Regressdo Dirichlet 104

for(i in 1:RMC){
#Gerando amostras de Monte Carlo

y<-t(apply(lambda,l,rdirichlet,n=1))
colnames(y)<-paste®("y",1:q)

dados<-X[,-1]
dados<-as.data.frame(dados)
dados$Y<-DR_data(y)

#Calculando EMV's dos parametros da regressdo
resultDirichRegs<-fitMDirichRegs(JTestPars$fitCommand0®,dados)
lambdaEst<-resultDirichRegs$lambdaEst

#Realizando o testes J
JTestResult<-JTestMModels(JTestPars,resultDirichRegs,dados)
JStat[i,]<-JTestResult$]Stat

selModel[i]<-which.min(JTestResult$]Stat) # seleciona o modelo com a menor
< estatistica J

pvalueChisq[i]<-JTestResult$pvalueChisq[selModel[i]]

#Gerando amostras Bootstrap

cont<-0

for(j in 1:RBoot){

for(k in 1:M){

cont<-cont+1
yBoot<-t(apply(lambdaEst[[k]],1,rdirichlet,n=1))
dadosBoot[[cont]]<-as.data.frame(X[,-1])
dadosBoot[[cont]]$Y<-DR_data(yBoot)

#Calculando réplicas bootstrap das estatisticas J e MJ

aux<-mclapply(I,parallel]StatBoot,mc.cores=18,dados=dadosBoot, JTestPar
— s=]TestPars,mc.preschedule=TRUE)
aux<-unlist(aux)

JStatBoot<-matrix(aux,ncol=M,byrow=TRUE)

aux<-rep(0,M) # Armazena o pvalor bootstrap
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# Calculando o p-valor para estatistica J bootstrap
for(j in 1:M){
aux[j]l<-mean(JStatBoot[,j]l>=]Stat[i,j])

# Teste de selecdo proposto
selModelBoot[i]<-which.max (aux)
pvalueBoot [i]<-max(aux)

}
close(pb)
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