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Resumo

Nesta dissertacao estuda-se uma equacao do calor semilinear com um termo nao
linear que representa uma reacao concentrada em uma regiao fechada de 2 C R”, um
dominio suave e limitado ou todo o espaco R", com n > 2. O trabalho é baseado no
artigo [9], que permite considerar dados iniciais ndo continuos.

Inicialmente sao apresentados os conceitos e ferramentas preliminares necessarios,
incluindo fungoes especiais, resultados de teoria da medida, espagos de Lebesgue L"(£2),
com 1 < r < oo. Posteriormente, estuda-se a equacgdo do calor linear, a funcao de
Green associada e sao obtidas estimativas lineares fundamentais no dominio e na fronteira,
essenciais para o tratamento do termo nao linear localizado. Finalizamos demonstrando o
resultado principal do trabalho o qual estabelece a existéncia local no tempo, a unicidade
das solugoes, a dependéncia continua em relacao aos dados iniciais e a preservacao da

positividade, por meio do Teorema do Ponto Fixo de Banach.

Palavras-chave: Equagao do calor semilinear; reagao nao linear localizada; dados iniciais

nao continuos; funcao de Green; existéncia e unicidade.



Abstract

This dissertation studies a semilinear heat equation with a nonlinear term repre-
senting a concentrated reaction in a closed region of 2 C R"™, a smooth and bounded
domain, or the entire space R", with n > 2. The work is based on the article [9], which
allows for the consideration of non-continuous initial data.

We first present the preliminary concepts and analytical tools required for the
development of the theory, including special functions, results from measure theory, and
Lebesgue spaces L"(2), with 1 < r < oo. We then study the linear heat equation
and the associated Green’s function, deriving fundamental linear estimates in both the
interior of the domain and on the boundary, which are essential for handling the localized
nonlinear term. Finally, we establish the main result of the dissertation, proving local-in-
time existence, uniqueness of solutions, continuous dependence on the initial data, and
preservation of positivity by means of Banach’s Fixed Point Theorem.

Keywords: Semilinear heat equation; localized nonlinear source; non-continuous initial

data; Green’s function; existence and uniqueness.



Lista de Figuras

2.1 Interpretacao de A; N B¢ em R?




Sumario

ntroducao

T Prelimg |
(1.1 Espaco LP e de Sobolev|. . . . . . ... . ... ... ... ... ... ..

(1.2 Distribuicoes| . .
(1.3 Espaco funcionall

[2.1.1 Funcao de Green em dominios limitados| . . . . . . ... ... ...

s para a funcao de Green| . . . . . . ... ... ... ..

[2.2.1  Estimativa para a tuncao de Green na fronteira 0B . . . . . . . ..

[2.2.2  Estimativa em LP para a parte linear| . . . . . . ... ... ... ..

[3.1.1 Prova da Parte (i) (Existéncia e Unicidade) . . . . .. ... .. ..

[3.1.2  Prova da Parte (ii) (Dependéncia continua em relagao aos dados)|

[3.1.3  Prova da Parte (iii) (Positividade). . . . ... ... ... ... ...

2 Funcoes de Green e estimativas em L7|
2.1 A funcao de Green|
[2.2  Estimativas lineare
[3 Equacao do Calor com Reacao Localizadal
3.1.4 Conclusaal
[4  Apeéndice|

13

14
14
23
25

31
31
33
38
38
44

51
55
57
66
67
69

70



Introducao

A equagdo do calor ocupa um lugar central na teoria das Equagoes Diferenciais
Parciais (EDP), constituindo um dos modelos fundamentais, pois ajuda a descrever a
evolugao no tempo de quantidades como: calor, concentracao quimica, dispersao de gases e
velocidade de fluidos. A formulacao matematica classica da equacao do calor que descreve
a evolugao temporal da temperatura pode ser encontrada em [8], e se d4 do seguinte modo.
Seja €2 C U é uma sub-regiao suave, a taxa de variacdo da quantidade de calor em ) é

igual ao fluxo negativo através de 0€2. Assim,

d
— =— F. 1
dt/gudx o vds, (1)

em que F é a densidade de fluxo e v denota o vetor normal unitario exterior a 0f2. Pelo

teorema da divergéncia, da Equagao , obtemos a equacao
up = — div(F). (2)
Quando o fluxo é proporcional ao gradiente de u, isto é,
F = —-aVu,

com a > 0, dizemos que o fluxo satisfaz a Lei de Fourier, segundo a qual o calor flui
das regioes mais quentes para as mais frias. Substituindo essa relagao na Equacao ,
obtemos

ur = a div(Vu) = aAu. (3)

Em particular, quando a = 1, obtemos a equagao do calor linear
Uy — Au = 0, (4)

cujo nicleo do calor (ou solu¢ao fundamental) é dado por uma funcao gaussiana para

t > 0 e por uma distribui¢do delta de Dirac em ¢t = 0. Como descrito na segao [1.2]

A partir disso, surge o estudo da equacao do calor semilinear, na qual o operador

difusivo linear é preservado, mas passa a coexistir com um termo nao linear dependente



SUMARIO 11
da prépria solugao. Neste caso, o modelo tipico é dado por
uy — Au = |ul’"tu, onde p > 1. (5)

Este termo representa a contribuicao do processo de reagao dentro do sistema. Em geral
podemos considerar uma funcao f : R — R, por exemplo, que seja localmente Lipschitzi-
ana.

Entretanto, diversos fendmenos fisicos, bioldgicos e quimicos que descrevem difusao-
reacao nao podem ser adequadamente descritos apenas por termos distribuidos de maneira
regular no dominio, isto €, a reacao pode ocorrer apenas em locais especificos do meio, ou
mesmo reacgoes concentradas em pontos. Um exemplo de reacio-difusao unidimensional
localizada é descrito pela referéncia [2], onde os autores Bimpong-Bota e Ortoleva e Ross
indicam que o processo de reagao ocorre somente em alguns pontos, devido a presenca da

catalise. Sua equacao é

u — Au = 0(z) f(u(z,t)), em Q x (0,77,

u(z,0) = up(x), em €,

onde 0(z) denota a distribui¢do delta de Dirac, para um dominio limitado €.
Para o caso n-dimensional o modelo inicialmente proposto por Chadam e Yin em
[5] é dado por
u — Au =7 f(u), em (x,t) € Qx (0,71,
u(z,t) =0, em (z,t) € 0Q x 0,77, (7)

u(z,0) = ug(x), em x € (),

onde .% : C(Q) — R é um funcional definido por

| Zo@ydz= [ glayds,  g@) € CE). (8)

No entanto, como aponta Chadam e Yin em [5] o problema () nao estd bem defi-
nido para n > 2, devido a singularidade da distribuicao delta de Dirac.
Assim, com o objetivo de modelar fendmeno descrito em varias dimensoes espaciais, usa-

mos o seguinte fato motivador. Para = € R,

() = - H(w) ©

onde H(z) é a fungao de Heaviside. Nesse caso, se B é uma bola em R", a generalizagao

do termo de reagao consiste em substituir d(x) por

0
@XBa (10)
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onde % denota a derivada normal interior na fronteira x € 0B e xp é a fungao caracte-
ristica de B.

A existéncia de solugoes para equagoes reacao-difusao com condic¢Oes iniciais sin-
gulares ¢ de interesse crescente desde o trabalho de Brézis e Cazenave [4]. Por exemplo,
destacamos a importancia do artigo de Lucas Ferreira e Villamizar-Roa [9], em que os
autores utilizaram o ferramental técnico contido no artigo de Brézis e Cazenave [4] cuja
diferenga esta no fato que Ferreira e Villamizar-Roa consideram o caso sem o termo nao-
linear localizado. Mais precisamente, o trabalho de Brézis e Cazenave [4] trata equagoes
do calor semilineares admitindo dados iniciais singulares, isto é, pertencentes apenas a
espagos L7(Q2), sem exigir regularidade positiva no instante inicial. O artigo de Lucas Fer-
reira e Elder Villamizar-Roa [9] considera uma fonte nao linear localizada e dados iniciais
nao continuos. Nesse tultimo artigo, os espacos funcionais também nao exigem regulari-
dade positiva no interior do dominio e permitem prescrever um dado volumétrico e um
dado de fronteira, estendendo a nocao classica de operador trago. Como consequéncia da
presenca do termo localizado, foram necessarias mais estimativas para a funcdao de Green
para [9] do que no caso onde o termo nao aparece.

Explicitamente, o objetivo deste trabalho consiste em obter solucoes locais nos
espagos de Lebesgue L"(2) com 1 < r < oo, para o problema de valor inicial (PVI),
que sera descrito a seguir. Antes fixamos a notacdo necessaria. Seja T > 0 e 2 C R”
um dominio suave limitado ou todo o espago R™, com n > 2. Seja B a bola aberta
{z € R" : |z| < R} de raio R, centrada na origem, com fronteira 0B, de modo que
B C Q. Além disso, seja v(z) o vetor normal interior unitdrio para x € 9B e xp(z) a
fungao caracteristica de B. Estamos interessados no seguinte (PVI) para a equacao do

calor semilinear com um termo de reacao nao linear localizado

wy — Au = 28D f(y(z, 1)), em Qx (0,7,

u(x> O) = u0<x)> em Qa

complementado pela condi¢ao de fronteira homogénea

{u(a;,t) =0, em 990 x (0,7, 12)

u(z,t) — 0, quando |z| - 00, 0<t<T,

dependendo do tipo de dominio €2. No Sistema , o vetor normal v(x) é estendido para
um campo vetorial definido em todo o dominio €2. Na presente dissertacao, estudamos
a existéncia da solucao local usando o argumento do ponto fixo de Banach. A contri-
buicao desta dissertacao encontra-se no estudo reagao nao localizadas, particularmente
interessantes por modelar fendmenos concentrados em interfaces, membranas ou superfi-
cies, aparecendo em diversas aplicagoes fisicas e tecnologicas. Além disso, a abordagem

desenvolvida nesta dissertacao evidencia a interacdo entre analise funcional, teoria das



distribuicoes, espacos de Sobolev e EDP. Outra contribui¢do da presente consiste no de-
talhamento das demonstragoes artigo [9], bem como a reuniao dos resultados preliminares
possibilitando uma leitura autocontida.

No Capitulo [1} apresentamos os principais conceitos e fatos gerais que serao uti-
lizados no decorrer do trabalho. Em especial, as defini¢oes, desigualdades tipicamente
estudadas em um curso de Medida e Integracao, tais como as desigualdades de Holder,
Young, dentre outras, e alguns resultados de Analise Funcional. No Capitulo [2] come-
camos estudando a expansao em autofuncgoes espaciais, bem como a funcao de Green.
Definimos o espago onde se busca a solugdo e provamos as estimativas para funcao de
Green. Por fim, no Capitulo [3| apresentamos a existéncia e unicidade para o problema
proposto. Como consequéncia do uso do Teorema do Ponto fixo de Banach, ¢ possivel pro-
var a positividade das solugoes, quando a condigao inicial for positiva e a nao linearidade

preservar positividade.



Capitulo 1
Preliminares

Este capitulo, tem como objetivo apresentar os resultados necessarios para o enten-
dimento dos resultados posteriores dessa dissertacao, dentre eles, trouxemos as defini¢oes
e resultados do Espago LP e de Sobolev. Ainda aqui, reunimos resultados da teoria da
medida os quais encontram-se no livro do Gerald B. Folland [I0], bem como, as defini¢oes

e resultados relacionados a distribuigoes.

1.1 Espaco L? e de Sobolev

Nesta secao, trazemos as principais defini¢bes e resultados sobre espagos LP e de
Sobolev. Iniciaremos relembrando a definicao e alguns fatos béasicos sobre espacos de

Banach.

Definicao 1.1. Um espaco normado E é chamado de espaco de Banach quando for um

espago métrico completo com a métrica induzida pela norma.

Um espaco vetorial munido de uma norma serd chamado de espaco vetorial nor-
mado, ou simplesmente espa¢o normado. Assim como no caso do corpo dos escalares, um

espaco normado é um espaco métrico com a métrica dada por

d(z,y) = ||z =yl

O préximo resultado mostra que o produto cartesiano de n espacgos de Banach é um

Espaco de Banach.

Proposicao 1.1. Sejam E1, Fs, ..., E, espacos de Banach. Entao o produto cartesiano
Fix By x---x FE,

¢ um espago de Banach quando munido de sua norma usual.

Demonstrag¢io. Consultar o livro [1] p.22. O

14
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O resultado abaixo ¢ deixado como exercicio na p.38 do livro [3]. Ele é importante
em Analise Funcional por que ele mostra que a propriedade de completude é preservada.

Noés usaremos esse resultado na demonstragao da Proposicao [1.7}

Proposicao 1.2. Se um espago normado E ¢ isomorfo a um espaco de Banach F', entao

E é um espaco de Banach.

Demonstracao. Como E é isomorfo a F', existe uma aplicacao linear bijetiva
T:FE—F

tal que T e T~! sdo continuas. Seja (x1)reny uma sequéncia de Cauchy em E. Mostremos
que (zy) converge em F. Afirmamos que a sequéncia (T'zy) é de Cauchy em F'. De fato,

como T ¢ linear e continua, existe uma constante C' > 0 tal que
ITz||F < C|lz||g, Vr € E.
Logo, para quaisquer k,m € N,
[Tz = Tamlr = T (xk — 2m)llr < Cllar — Zmllp-

Como (xy) é uma sequéncia de Cauchy em FE, segue que (T'xy) é uma sequéncia de Cauchy

em F. Como F' é um espago de Banach, isto é, completo, existe y € F' tal que

Txy —y em F.
Como T' ¢ bijetiva, existe x € E tal que

r=T"(y).
Além disso, como T~! é continua, existe uma constante C’ > 0 tal que
1T 2|le < C'|2||F, Vz € F.
Aplicando essa desigualdade a z = Tz — y, obtemos
0< low —2llp = 1T (Tze) =T (W)lle = 1T (Tar — y)lle < C'|Tze — yllr,

onde C”" nao depende de z. Como || Tz —y||r — 0 quando k — oo, concluimos utilizando
o Teorema do Confronto para sequéncia que ||z —z||g — 0, isto é, z, — & em E. Por-
tanto, toda sequéncia de Cauchy em E converge em F, e assim E é completo. Concluimos

que E é um espaco de Banach. O
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Definicao 1.2. Um espaco com produto interno que é completo na norma induzida pelo
produto interno é chamado de espago de Hilbert. Em particular, um espaco de Hilbert é

um espaco de Banach com a norma induzida pelo produto interno.

A partir daqui todos os resultados desta se¢ao encontram-se no livro de Medida e Inte-
gracao do autor Gerald B. Folland [I0]. O par (X, .#) ¢ chamado de espago mensurével,

os subconjuntos de .# sdo os conjuntos mensuraveis e (X, .Z, u) é o espago de medida.
Definic¢ao 1.3. Seja (X, .4, 1) um espago de medida.

> Se pu(X) < 0o, dizemos que p é uma medida finita.

» Se X =UE;, E; € #, onde u(E;) < 0o, para todo j € N, dizemos que . € o-finita.

Definigao 1.4. Sejam (X, . #) e (Y, N) espacos de medida. Dizemos que f: X —Y €
(A, N )-mensurdvel se
fi(E) e,

para todo E € N

Os espacos LP formam uma classe de espagos de Banach de fungdes cujas normas sao

dadas como na definicao abaixo.

Definicao 1.5. Seja (2 C R™ um conjunto mensurdvel, definimos a relagdao de equivaléncia

f~g = f=9g qtlp.

O espago LP(X, 4 , 1) como sendo o espago
LV(X, M, 1) = {f : X =R, mensurdvel;/ |f(2) P du(z) < oo} / ~.
X

dotado da norma, para 0 <p < oo, || - ||, : LP(2) — R*,

1/p

171 = ([ @)
e, para p = o0,
[fllee = inf{c: [f(z)] <c  qtp €}
O numero g é chamado expoente conjugado de p e definido, por
(a) %+%:1,se1<p<oo.
(b) g=1sep=o0eq=o0sep=1.
Proposicao 1.3 (Desigualdade de de Hoélder). Sejam f € LP ege L9 com1 <p< oo e

%4-%:1 entdo fg € L'(Q) e

F gl < 1 f1pllglly:
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Demonstragao. Ver p.182 de [10]. O

A proposi¢ao abaixo é uma generalizagao do resultado anterior, e foi deixada como

exercicio na p.196 do livro do Folland [10].

Proposigao 1.4 (Desigualdade de Holder Generalizada). Suponha que 1 < p; < oo e que
ij_l =r 1 <1. Se fi € LP para j =1,...,n, entao Hfj el e

j=1
n n
IT 5| < IT 1/l
R R

Demonstragcao. Vamos provar por indugao sobre n.

Sen=1, entao 2 p—, isto é, r = p;. Como f; € LP*, temos H fi=hHhel e

j=1

1 1
H f] = Hlepl = H Hfijj?
Jj=1 j=1

T

logo a desigualdade é verdadeira.
Para n = 2. A desigualdade de Hoélder dada pela Proposicao garante que, se
]}1+]}2:%§1, entao

11 f2llr < AL illpy 12l -

Suponha que a desigualdade vale para algum n — 1 > 2, isto é, se

n—1

1 1
> =<1,
j=1Pi T

entao
n—1
S |f]Hp]
r! J=1

1 1 =l 1 1 1
D Dlelill (DDl I itber i
r j=1 Dby j=1 P Pn r DPn

Logo, pela desigualdade de Hélder (para o caso n = 2), temos

(nHll fj) fn

A fallpn-

/r./

r
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Aplicando a hipotese de indugao concluimos

117
j=1

n—1 n
< (H ||fj||pj) N fallpn = H ||fj||1’j‘
T ]:1

j=1
Portanto, a desigualdade ¢ valida para todo n € N,n > 2. O

Proposicao 1.5. Seja (X, p) um espago de medida tal que pu(X) < 0o e sejam 0 < p <

q < 00. Entao vale a inclusdo
L) € LP (),

e, além disso, para toda func¢io f € Li(u), tem-se a estimativa
11
[ llze ey < m(X)P 4[| fll Loy (1.1)

Demonstragio. Ver p.186 de [10]. O

Teorema 1.1 (Convergéncia mondtona). Se (f,)nen € uma sequéncia crescente em LT e

J =l o,
entao
[ 1= m [ fu (1.2
Demonstragio. Ver p.50 de [10]. O

Teorema 1.2. Seja (f,) uma sequéncia em L' tal que

(a) fo— f qtp.;

(b) existe uma funcdo nao negativa g € L* tal que |f,| < g ¢.t.p., para todo n € N.

ti [ 5= [ f

Demonstragio. Ver pag.55 de [10]. O

Entdo f € L' e

A defini¢ao de convolucao abaixo é importante em Analise e EDP, pois é utilizada
para suavizar fungoes e representar solugoes de equacgOes lineares, como a equagao do

calor, via nicleos integrais.

Definigao 1.6. Sejam f e g fungoes mensurdveis em R". A convolucao de f e g € a

funcdo f * g definida por

(f *g)(x) = /R f(x —y)g(y)dy.

para todo x tal que a integral exista.
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Varias condi¢des podem ser impostas sobre f e g para garantir que f * g esteja
definida. Por exemplo, se f for limitada e de suporte compacto, g pode ser qualquer
funcao localmente integravel.

Proposicao 1.6 (Desigualdade de Young). Suponha que1 < p,q,r < oo e quep 1+q~! =

r1+1. SefelPege Ll entio fxg€c L e

LF* glle < 1 Fllpllglla-

Demonstragio. Essa desigualdade encontra-se demonstrada na p.241 do livro [10]. ]

Defini¢ao 1.7. Se f € uma fun¢io mensurdvel em (X, 4, 1), definimos a sua funcio de
distribuicao
)\f : (0,00) — [07 OO)

por
Mlo) = u({z € X : [f(x)] > a}).
Dai, podemos utiliza-la do seguinte modo.

Definicao 1.8. Se f é uma funcao mensurdavel em X e 0 < p < oo, definimos

1= (suporsa) "

a>0

O espago LP-Fraco é o conjunto de todas as fungoes f tais que [f], < oo.

Note que, o [-], ndo define uma norma, pois falha a desigualdade triangular. Existe

a seguinte relacao entre LP e o LP-fraco
LP C LP-fraco, e [fl, <|fllp- (1.3)

Passamos agora a terminologia necessaria para o entendimento do Teorema [1.3|
Seja T uma aplica¢do de um espago vetorial & de fungoes mensurdveis em (X, .#, i) no

espaco de todas as fungdes mensuraveis em (Y, A", v).

e Dizemos que T é sublinear se
T+l <ITfl+Tgl e [T(cf)l=cTf]

Vf,g€ Z etodoc>0.

o Uma aplicagao sublinear 7" é dita do tipo forte (p,q), com 1 < p,q < oo, se LP(u) C
2, tal que, T : LP(u) — L9(v), e existe uma constante C' > 0 tal que

ITllg < Cllfllp, VF € LP().
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« Uma aplicacao sublinear T" ¢ dita do tipo fraco (p,q), com 1 <p <ooel < ¢ < o0,
se LP(u) C 2, tal que, T': LP(u) — L2*°(v), (espago fraco de Lebesgue), e existe
C > 0 tal que

[T'flgoe < Cllfllp, VS € L7().

Além disso, dizemos que T' é do tipo fraco (p,00) <= T é do tipo forte (p, 00).

O Teorema abaixo é importante pois foi utilizado nas demostragoes dos Lemas [2.3
e [2.4] e encontra-se demonstrado na p.206 da referéncia [10].
Teorema 1.3. Suponha que (X, 4, 1) e (Y, N ,v) sejam espagos de medida o — finitos,
el < g < oo. Seja K uma funcaio mensurdvel em X xY tal que, para algum C > 0,
temos [K(x,-)], < C qtp. emxz e X e [K(y), <C qtpemyecY. Sel<p<ooe
o € LP(v), a integral

Ti(a) = [ K(a.y)pm)dvly),

converge absolutamente q.t.p. em x € X, e o operador T assim definido € do tipo fraco
(1,q) e do tipo forte (p,r) para todos p,r tais que 1 <p<r<ooep '+qgl=r1+1.

Mais precisamente, existem constantes B, independentes de K tais que
[Tely < BiCllels, 1Tl < B,Cllell, (p>1, r=p " +q ' —1>0).

A seguir, vamos fixar algumas notagdes. Dado um aberto 2 C R"™ denotamos o

conjunto das fungoes reais continuas definidas em §2 por
C(Q) :={u: Q2 — R:ué continua em Q}.

Se k € NU {0} é um inteiro nao negativo, um multi-indice o de ordem k ¢é uma
n-upla

a=(ag,...,0p)

tal que
la] :=a1 4+ + a, =k,

onde a;; € NU{0}. O ntimero |a| acima é chamado ordem do multi-indice . Se |a > 1
e u € C(Q2), denotamos

0*u
Ozt - Qwon’

quando a derivada mista do lado direito acima existe. A fim de facilitar a notagao escre-

D%y =

vemos ainda D*u = u quando |a| = 0. Observe que D®u é uma funcao definida em €2 que

toma valores em R. Quando u possui todas as derivadas mistas de ordem k escrevemos

D*u(z) := {D%u(z) : a é um multi-indice de ordem k}.
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Estabelecendo algum tipo de ordem para as derivadas mistas acima, D*u(z) pode ser
visto como um vetor de R™".

Como forma de motivacao para definir a derivada fraca, considere u € C*(Q), para
algum k£ € N e p € C§°(2) uma fungao teste. O Teorema da Divergéncia nos permite

integrar por partes para obter (cf. Teorema no Apéndice)

/ugpxi dr = —/ uxl.godx—i-/ u(z)p(z)n' do, = —/ U, P,
Q Q o0 Q

em que usamos, na ultima igualdade, o fato de que ¢ = 0 em 9€). De uma maneira mais

geral, se o é um multi-indice tal que |a| < k, podemos escrever

/QuDagpz (—1)‘“'/Qg0Dau. (1.4)

Para que o lado esquerdo da expressao acima faga sentido, basta supor que u €
LL.(Q). De fato, se este for o caso e denotarmos por K, CC § o suporte da fungao ¢,

temos que

‘/ uD%p
Q

As consideragbes acima motivam a seguinte definicao

_ ’/Kwu(:v)Dago(x) dz| < ||Da¢||oo/K u(z)| de < oo.

©

Definigao 1.9. Dado um aberto Q C R"™, uma fungio u € L} () e um multi-indice a,
1

1oe(Q2) € uma a-ésima derivada fraca de u se

dizemos que v € L

«a _ (_1\lo 00
/QuD pdr = (—1) /Qvgoda:, Ve C5e (). (1.5)

Essencialmente, a definicdo acima diz que uma derivada fraca é uma funcao local-

mente integravel que nos permite fazer integragdo por partes.

Definicao 1.10. Seja 0 C R™ um conjunto aberto, m € N e 1 < p < oo. Define-se o
espago de Sobolev

WmP(Q) ={u € LP() ; D% € LP(Q) para todo multi-indice o com || < m},

onde D*u denota a derivada fraca de ordem «.

Para 1 < p < oo, a norma em W™P(Q) é definida por

1/p
||| wm.r ) = ( Z HDauHﬁp(Q)) :

la<m
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Observacao 1. Observe que, a norma associada 0s espaco de Sobolev paran =1 é

n ou 1/p
ey = (I + 3= I ) (10

Observagao 2. Note que, tomando m = 0 e p = 2 na definicio dos espacos de Sobolev

temos
L*(Q) := W2(Q).

O espago L*(Q) é munido do produto interno

(U, v) 1200 :/Qu(a:)v(a:)da:,

L\ /2
fullzze = [ lu@)Pdz)

Com essa estrutura, o espago L*(Q) é um espago de Hilbert.

e da norma associada

Observagao 3 (Espago de Sobolev H!(Q)). Seja Q C R™ um dominio aberto. Define-se

o espaco de Sobolev

ou

3%

HY(Q) = {u LX) ; L e[X(Q), i=1,... n} ,

onde as derivadas sao tomadas no sentido das distribuicoes.
Definigao 1.11 (Condicao de Dirichlet homogénea). Seja Q@ C R™ um dominio aberto.
Dizemos que uma funcao u : 2 — R satisfaz a condigdo de Dirichlet homogénea em §2 se

u=0 em .

Definigao 1.12 (Espaco Hj(2)). Seja @ C R™ um dominio aberto. Define-se o espago

7}[1(9)
Hy(Q) = C(Q)" 7,

isto €, o fecho do espago das fungoes suaves com suporte compacto em ) com respeito a
norma de H*(Q).

Teorema 1.4 (Teorema do Trago). Suponha que Q C R™ seja um dominio limitado e que

00 seja de classe C*. Se 1 < p < 0o, entdo existe um operador linear continuo
T: W (Q) — LP(09)

tal que

(i) Tu = ulpq, se u € WH(Q) N C(Q);
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(1i) existe uma constante C' > 0, dependendo apenas de p e de S, tal que

ITullzoon) < Cllullwrney, — YueWH(Q).

Demonstrag¢ao. Veja p.258 [§]. O

Teorema 1.5 (Autovalores do Laplaciano de Dirichlet). Seja © C R™ um dominio aberto,

limitado, com fronteira de classe C'. Considere o operador

L=-A

Y
com condigcao de Dirichlet homogénea.

(i) Todo autovalor de L € real.

(ii) Além disso, repetindo cada autovalor de acordo com sua multiplicidade finita, o

espectro de L é dado por
Y= {)‘] }?ilv

onde
O< A< A A< Aj — 400 quando j — o0.

(ii) Finalmente, existe uma base ortonormal {p;}52, de L*() tal que ¢; € Hy(Q) é

uma autofuncdo associada a Nj, isto €,

—Ap;: = N;p; em ),
¥j iPj (1.7)
p; =0 em 01,
para todo 5 € N.
Demonstragio. Ver p.335 da referéncia [§]. O

1.2 Distribuicoes

Nesta secao, recordaremos o conceitos e algumas defini¢oes basicas sobre a teoria

das distribuicoes. No6s reunimos somente as propriedades utilizadas nesta dissertacao.

Defini¢ao 1.13 (Suporte de uma funcao). Seja f : R® — R. Define-se o suporte de f

por

supp f :={x € R*: f(x) # 0}.

Defini¢ao 1.14 (Funcao-teste em R"™). Uma func¢io ¢ : R" — R é chamada de fungao-

teste se satisfaz
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1. ¢ € C®(R™), isto €, para todo multi-indice « € N§, a derivada 0% existe em R™;

2. existe A > 0 tal que
o(x) =0 para todo |x| > A.

Denotamos por C2°(R™) o conjunto de todas as fungoes-teste em R™.

Definicao 1.15 (Distribuicao). Um funcional linear continuo em C°(R™) é chamado de

distribuicao em R™.

O ntimero (T, ) denota a acao do funcional T sobre a fungio teste ¢. Denotamos

o espaco das distribuicoes por
P'(R") ={T : C*(R") — R | T é linear e continuo} .
Pela definigdo de distribuicao, para toda sequéncia (¢,,) C C°(R") tal que
©m — 0 em CF(R"),

tem-se

(T, o) —> 0 quando m — oc.

Podemos estabelecer o seguinte. Se
geC®R") e peCXR"),
entdo o produto gy € C°(R"), dai temos que

(f9.9) = [ F@)g(@)e(e)de = (£, 9¢).

Similarmente, se

feC®R") e TeZ'R,

define-se o produto da distribuicao 1" pela funcao suave f como a distribuicao

T e 2'(R")
tal que, para toda fungao teste
p € CZ(R"),
vale
(JT,0) = (T, ). (1.8)

Definigdo 1.16 (Fungdo localmente integravel em R™). Dizemos que f € L _.(R™) se

/ |f| < oo para todo compacto K C R™.
K
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Definigao 1.17. Seja f € L (R™). Define-se a distribuicio associada a f pelo funcional

(f.0) = [ f@hpla)da, Ve CXR").

Uma distribuicdo obtida dessa forma é chamada de distribuicdo reqular.

Exemplo 1.1 (Distribuicdo de Dirac em R"™). Seja & € R™ um ponto fizxo. Considere o

funcional linear
o : CF(R") — R, (0, ) = (),

isto é, d¢ associa a cada fungdo teste ¢ o seu valor no ponto §.

Vamos verificar que ¢ ¢é de fato uma distribuicao. Esse funcional é claramente
linear. Além disso, se (¢m)men C CP(R™) é uma sequéncia nula (isto é, ¢, — 0 em
C°(R™)), ent@o ¢, () — 0 quando m — co. Logo, d¢ é continuo e, portanto, define uma
distribuicao

o¢ € D'(R").

Essa distribuicao é chamada distribuicao de Dirac n-dimensional e escrevemos, simboli-

camente,
Ger0) = 9(&) = [ 0el@)plw)ds, Vi € TR (1.9)

No caso particular, £ = 0, denotamos dy simplesmente por 9.
Se f € LL .(R") a translagdo de f por um vetor a € R™ é a fungdo localmente

integravel f(z — a). Nesse caso, vale

(flo—a)p@) = [ fle—ajp@)de= [ fla)ple+a)de = (fx), oz +a)),

para toda fungdo teste ¢ € C°(R").

Definicao 1.18. Define-se uma translagao T'(x — a) de uma distribuicio arbitraria T' por
(T(@ - a),p(2)) = (T(@),p(x +0a)), V€ CZ(RY). (1.10)
Em particular, para a delta de Dirac, tem-se

(0(z =€), p(x)) = (0(z), p(x + £)) = ¢(£). (1.11)

1.3 Espaco funcional

A seguir, descrevemos o espago funcional onde provaremos a existéncia de solugoes
para problema da valor inicial e de fronteira . Em vista da formulacao integral

u(e,t) = [ gl 66 0@ de+ [ [ gla,tie ) f(ue 1) de dr,
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e da natureza da reacao nao linear localizada 8"%@) f(u), precisamos de um espago que
vp

inclua alguma informacao sobre ulgp, em que a bola aberta {x € R" : |z| < R} de raio
R, centrada na origem, com fronteira 0B, seja tomado de modo que B C 2. Como nos

interessa considerar dados ug € L"(2), consideramos um espago que definido a seguir.

Defini¢ao 1.19. Considere os espagos de medida (Q, %o, dz) e (0B, Lyp,do), onde dx
¢ a medida de Lebesque em R"™ e do é a medida de Hausdorff (n — 1)-dimensional em 0B.

Denote por & o sequinte conjunto

o =LF QSR f € ZLo-mensurdvel, e ‘
flop € ZLop-mensurdvel

Para f,g € o, dizemos que f ~ g se f(x) = g(x) g.t.p. em (Q, La,dx) e flop = glos
q.t.p. em (0B, Lp,do).

Definicao 1.20. Sejam 1 < q,b < oo, definimos o espago X, como o conjunto de todas

as fungoes f € o/ | ~ tais que

1fllx,,, = (/Q |f(:v)‘bda:)l/b + (/83 ‘f(g)\qda(ﬁ))l/q < 0. (1.12)

Proposigao 1.7. O espago X, 4, dotado da norma (L.12)), pode ser identificado isometri-
camente, com L*(Q) x LY(OB), e o par (Xbﬁq, || - ||Xb,q> ¢ um espago de Banach.

Demonstragio. De fato, definimos o espaco Y = LY(Q) x L4(OB) com a norma

(g, Wy = llgllzo) + 1Pl oo

e consideremos a aplicagao

T:X@q%Yv’ T(f):(f7f|83>?

onde f € X, ¢ uma fungao mensuravel e f|yp € a restricao de f € dB. Note que podemos
substituir a norma || f||x,, pela norma ||(g,h)|y, desde que identifiquemos corretamente
a funcao f € Xj, com o par

(g, 1) = ([, flos) -

Vamos mostrar que 7' ¢é linear. De fato, para fi, fo € X3, e a € R, temos

T(fr+ f2) = ((fi + f2), (fr + f2)loB)
= (fi + fo, filoB + f2loB)
= (f1, filoB) + (f2, falos) = T(f1) + T(f2),
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T(af) = (f,aflos) = a(f, flos) = oT(f).

Portanto, T' é linear.
Dado (g,h) € Y, g € LP(Q2) e h € L1(0B). Devemos mostrar que existe f € &7 tal que
f=gqtp. em Qe flopp =h em IB. Definimos

g(x), xe€Q\IB,
h(xz), z € 0B.

fz) =

Como a medida de Lebesgue m(0B) = 0, tem-se f = g q.t.p. em Q. Além disso,
f:Q — R é mensuravel, flogp =h € LY(IB) e

I fllx,, = I fllzo) + 1 fllza@m) = 9]l ey + 1Rl Laomy < +o00.

Portanto, f € Xy, e T'f = (g,h). Vamos mostrar que ||T(f)||y = | f|lx,,- De fato, para
f S Xb,qy
TNy = NI flos)lly = [[fllze) + [[floslle@s) = [1f1x, .-

Logo, T' ¢ uma isometria. Portanto, T' define um isomorfismo isométrico por X, e
Y = L) x L1(0B), com a norma || - ||y. Para mostrar que X, ¢ um espago de Banach,
basta mostrar que

Y = L°(Q) x LY9B),

CO1m a norma

(g, P)lly = llgllze) + |l Laam),

é um espaco de Banach, pois a aplicacdo T é uma transformacgao linear, isometria e
portanto preserva completude. Como b,q > 1, sabemos que L*(Q) e L(0B) sdo espacos
de Banach (completos). Note que, que o produto Y = L°(Q) x L4(dB) é o produto
cartesiano de dois espagos de Banach, sendo assim também é um espago de Banach.

Portanto, a norma

1G9, Wlly = llgllo@) + 7]l o),

também é um espaco de Banach, fato que se justifica pela Proposicao [1.1] n

Entao de acordo com o Proposicao , como X;, ¢ isometricamente isomorfo
a Y, eY ¢é Banach, segue que X;, também é um espago de Banach. Note que, X,
fornece uma nocao de traco na 0B que estende a nocao dada pelo operador traco padrao
T W(B) — L*(dB), no sentido de que podemos considerar fungoes sem regularidade

positiva de Sobolevl] . Ou seja, o espaco X, , permite prescrever independentemente um

!Dizemos que uma funcio u é sem regularidade positiva de Sobolev se u ¢ W*SP(Q)), Vs >0, 1 <
p < oo.
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dado de fronteira em L(0B). De fato, podemos definir a seguinte aplicacao

Definicao 1.21. Definimos a aplicagcio
W Q) = X, (b>9),

onde o elemento é dado por j(f) = f em QN (OB)° e j(f) = T(f) em OB.

A partir desta defini¢cao, provamos na proposicao abaixo que a aplicacdo j preserva

o operador trago padrao 7.

Proposicao 1.8. Seja a aplicacio j continua e injetora,ou seja,

17N %, < ClFllwrse)-

Entdo, podemos identificar continuamente W**(Q) com um subconjunto de Xy, e a apli-

cagdo j preserva o operador de trago padrio I .

Demonstragao. Pela definicao da norma em X 4, temos

17N x, = [1F o) + 17 (18 Laom)- (1.13)

Portanto, basta estimar separadamente os dois termos do lado direito da Equagao (|1.13])
pela norma || f||w14(q). Pela defini¢do da norma de Sobolev temos pela Equagao (1.6) que,

I f ey = [ fllv) + IVl = [ f ey < 1 fllwre) (1.14)

Como f € W'(Q) e B C Q, a restricio f|p pertence a W'*(B). Pelo Teoremall.4] existe

uma constante C7 > 0 tal que

17 (f1B)llp@oB) < Cillfllwres)- (1.15)

Como 0B é um conjunto limitado, temos o(0B) < oo, onde ¢ é a medida de superficie.
Além disso, como b > ¢, pela Proposigao [I.5] vale a desigualdade elementar entre normas

de Lebesgue em conjuntos de medida finita

lgllzaom) < 0(0B)7 *ligllisom), Vg € L*(OB). (1.16)

Aplicando a Inequagao (1.16) com g = .7 (f|p) e usando (1.15)), obtemos

Hy(f|3)||Lq(8B) < CHfHWlb(B)

Como || fllwres) < || fllwrs(q), concluimos que

17 (f18)llsom) < Cllf llwrey- (1.17)
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Reunindo as estimativas (1.14]) e (1.17)) em (1.13]), obtemos
17N, = [ lze) + 17 (1) Laomy < [ fllwre) + Cllf lwre) < Cllifllwis):

Note que, C pode denotar constantes diferentes. Portanto provamos que a aplicagao j é
continua. Resta provar que j é injetora,para isso, seja f € ker(j). Entao j(f) = 0 em
X4 Como X;, = LP(Q) x L4(dB), isso implica que ambos os componentes de j(f) sdo
nulos, isto é,

f=0 em L), J(flp) =0 em LY0OB).

Em particular, f = 0 quase em todo ponto de Q. Logo, f = 0 como elemento de W*(Q).

Portanto ker(j) = {0} e, consequentemente, a aplica¢ao j é injetora. O

Definigao 1.22 (Funcao simples com valores em um espago de Banach). Seja X um

espago de Banach e seja (0,T) munido da o-dlgebra de Lebesque. Uma fungao
u:(0,7) — X

¢ chamada de fungdo simples se pode ser escrita na forma

u(t) = 2_: T Xg, (1),

onde
e E; C(0,T) sao conjuntos mensurdveis, dois a dois disjuntos;
* Xg; denota a fungdo caracteristica de Ej.

Defini¢ao 1.23 (Mensurabilidade de Bochner). Seja X um espago de Banach e seja
u:(0,7) — X.

Dizemos que u é Bochner-mensurdvel se existe uma sequéncia (ug)ken de fungoes simples
uk 2 (0,7) = X tal que

klim |luk(t) —u(t)||x =0 para quase todo t € (0,T).
—00
Teorema 1.6. Sejam f : X — E uma funcao Bochner-integrivel e A um conjunto

| i < [ 1r1an

Demonstragio. Ver p.210 de [3]. O

mensurdvel. Entao,
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De agora em diante, denotamos o = % + ”T_l (% — %), para 1 < r,q,b < o0 e

consideramos as condigoes

6>n<1_1) . 6><r+n—1p_b+n—1>' (1.18)

2r 2b

A seguir, definimos um espaco funcional dependente do tempo onde buscaremos solugoes

para equacao integral

t
uw,t) = [ gl t:&0u(©ds+ [ [ glatier)f(uls, 7)) dedr.

Sejam 3 > 0 e o espago definido por

&t = {uw:(0,T) — Xy, Bochner-mensuravel : tu € BC’((O,T);Lb(Q))7 t*u € BC((0,T); L9(0B))}

b,q

munido da norma

lull grr = sup t7||u(t)llzo@) + sup t*[u(®)]zsp)- (1.19)
9 0<t<T 0<t<T

T .
Vamos mostrar (éa,f;} N gT> ¢ um espago de Banach.
’ “b,q

Teorema 1.7. Os conjuntos

T7T. P
Xp = {u € &y i llullx, = sup tﬁ‘|u(t>”Lb(Q)}
0<t<T

X, = {u € éﬁ:;]T; |lul|x, = sup ta||u(t)||Lq(aB)}
0<t<T
sao espagos de Banach.

Demonstragio. Ver p.53 de [15] O



Capitulo 2

Funcoes de Green e estimativas em
P

Neste capitulo, estabelecemos os principais resultados sobre a func¢ao de Green
associados & equagao do calor, os quais se encontram nas referéncias [I1] e [14] . Em

seguida, demonstramos as estimativas lineares para a funcao de Green.

2.1 A funcao de Green

No caso em que 2 = R", a funcao de Green associada a equacao do calor é dada
em termos da solucao fundamental, de acordo com a definicao [2.1] a seguir. Essa fun¢ao

¢ obtida como solugao do seguinte problema (cf. [11] e [14])

gt(l',t,f,T)_Ag(l',t7€,7):5($—f)6(t—7), para $a€€Qa t>7—€Ra
g(x,t;&,7) =0, para z,£€Q t<T, (2.1)
g(x,t;€,7)] = 0 quando |z| — o0, € Q,t,7€R.

A definicao acima equivale a seguinte.

Defini¢ao 2.1 (Solugao fundamental). Definimos a solugio fundamental por

g — Ag =0, t >0,

(2.2)
lim g(w,t) =0o(x)  em Z'(R"),

onde §(x) é a distribui¢ao delta de Dirac definida no Exemplo .

Se 2 = R" vamos mostrar que a fungao de Green g(z,t;&,7) é dada por

31
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! (=) o
———————— exp| — ) T,
gla t;6,7) = { (dn(t —7)"? At =) (2.3)
0, t<T.
Lema 2.1 (Integral da solugdo fundamental). Para todo t > 0, vale
/ O(z,t)de = 1.
onde ®(z,t) = g(z,t;0,0).
Demonstragio. Ver p.56 do livro [§]. O
Proposigao 2.1 (Aproximacao da identidade pelo nicleo do calor). Seja
B(at) = — 40
x — [ t .
’ (47t)n/2 ’
Entao, para toda ¢ € CX(R™),
lim [ ®(z,1) p(x) dz = (0) = (4, )
t—0t JRn
Demonstracao.
e*%
lim | (1) p(z)dz =lim | (1) p(x) dx
eflzl2
= = o(2Vitz)(2VE)"d
iy [, ez #2VER) V)" d:
1 2
— 1 —|z|
T2 tl—lgi e p(2Vi2) dz
« 1
Oy ([ e ) w0)
T2 n
=¢(0)
=(3,¢).
Na segunda igualdade, fizemos a mudanca de variavel z = 2%/{, de tal modo

que dz = (2v/t)"dz. Em () utilizamos o teorema da convergéncia dominada , pois
©(2v/tz) = ©(0) quando t — 0 e |p(2v/12)| < ||¢|lse com e ¥ € L'(R™). Ainda utiliza-
mos a Proposi¢ao (ver Apéndice). O

Agora empregamos ¢ para construir uma solugao do problema de valor inicial

u— Au =0 em R™ x (0, 00),
u = em R" x {t = 0}.

(2.4)
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Observemos que a fungao (z,t) — ®(z,t) satisfaz a equagao do calor fora da
singularidade no ponto (0,0) e, portanto, para cada y € R" fixado, a fungao (z,t)

®(x — y,t) também satisfaz a equagdo do calor. Consequentemente, a convolucao

1 _|93*?/‘2 n
ul,t) = [ @ =y yw)dy = o [ wl)dy, ce R >0
(2.5)

também constitui uma solu¢ao do problema [2.4]

Teorema 2.1 (Solugao do problema de valor inicial). Suponha que uy € C'(R™) N L*(R™)
¢ definida u por (2.5). Entao
(i) uc C*(R" x (0,00));

(7i) ui(x,t) — Au(z,t) =0, para todo x € R™ et > 0;

1 lim w(x,t) = ug(x?), ara todo 2° € R".
i) (et =), p
2ER™, (>0
Demonstragio. Ver p.47 do livro [§]. O

Portanto podemos concluir que ®(z,t) = g(z,t,0,0) é solucao fundamental, de
acordo com a Defini¢gao . Dai, concluimos que ¢ definida por (2.3]) é a funcao de Green.

2.1.1 Funcao de Green em dominios limitados

Nesta subsec¢do, encontraremos a fungao de Green para a equacao do calor, no caso

em que  é um dominio limitado de Classe C!. Temos a seguinte definicao

Definicao 2.2. Definimos a fung¢do de Green como a solugdo do problema

(O — A)g(x,t;€,7) =0, (x,t) € Q x (1,00),
glx, t;€,7) =0, (x,t) € 0Q x (1,00), (2.6)
tl_l}qI}r gz, t;&,17) =0(x = &), x €.
Considere o problema de valor inicial para a equacao do calor quando nao ha rea-

¢Oes presentes e a temperatura de contorno é zero. Assim, buscamos resolver o problema
(cf. [14], p. 213214)

uy — Au =0, reQ, t>0,
u(x,0) =ug(x), € (2.7)
u(z,t) =0, xed, t>0.

A funcao de Green pode ser expressa por meio de uma expansao em autofuncoes,
para isso usaremos o método de separacao de variaveis, isto é, suponha que a solucao é

da forma

u(z,t) = o(x)T(t).
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Calculando os termos da Equacao do calor (2.7) para u(x,t) obtemos
u = @(x)T'(t), Au=T({t)Ap(x).
Substituindo esses resultados na Equagao , temos
¢(2)T'(t) = T(t)Ag(z) = 0.
Reorganizando os termos, obtemos
'(t) _ Ag(x)

T~ el N

Como o lado esquerdo depende apenas de t e o lado direito depende apenas de =z,
ambos devem ser iguais a uma constante, que representamos por —\. Assim, obtemos

duas equagoes

Ap(z) + Ap(x) =0, z€Q, (2.8)
dlx) =0, x €I, (2.9)
T'(t)+ AT(t) =0, t>0.

A Equagao (2.8) é um problema de autovalor para o operador Laplaciano, com
condicao de Dirichlet na fronteira 0€2. Os valores de A correspondem aos autovalores, e

¢(zx) as autofungdes. Note que, a equagao
T'(t) = —=\T(t)

¢ uma equacao diferencial ordinaria cuja solugdo descreve o decaimento exponencial no

tempo da solucao u(z,t). A solugao é dada por

sendo T'(0) a constante inicial.
Se 2 é uma regiao limitada de acordo com Teorema [I.5], h4 uma sequéncia enume-

ravel de autovalores positivos
M A< A< N <

que sao listados em ordem crescente sem levar em conta a multiplicidade. As autofuncoes

correspondentes

¢1(x), pa(w), . ..
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podem ser escolhidas de maneira a formar um conjunto ortonormal completo no espago

L?*(Q), o qual ¢ associado ao Problema (2.8]). Assim, qualquer func¢ao da forma
¢j(w)e !

¢ uma solugao da equacao diferencial e satisfaz a condigdo de contorno do Problema ([2.7)).
Descartando questoes relacionadas a convergéncia e diferenciabilidade termo a termo, o

mesmo vale para
e.)

Y cigi(x)e ™,

J=1

onde {c;} sdo constantes que devem satisfazer a condigdo inicial,
oo
> cidi(z) = uo. (2.10)
=1

Essa equacao sera valida se, e somente se,

cj = (ug, ¢;) = /Qu0¢j(x)da:. (2.11)

Assim, encontramos a solugao formal do Problema ((2.7]),

u(z,t) = i c;pj(z)e M. (2.12)

J=1

Como todos os \; sao positivos, a temperatura em {2 se aproxima de 0 quando ¢t — oo,
como esperado. No instante inicial, a convergéncia depende da regularidade do dado
inicial ug. Se

cj = (uo, 9;),

entdo a série converge para ug no sentido de L*(9), isto é,
u(-,t) = up em L*(Q), quandot— 0",

Para a funcao de Green g(z,t;&,0), de acordo com a Defini¢ao , devemos ter ug =
d(z — &). Desse modo, partindo de (2.12)), segue-se que

(10,65 = {0 — €),85) B2 (5.0u(- +€)) = 4u(0). (2.13)

Ou seja, podemos escrever

(x,t;£,0) Z(bj _’\jt,
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e por uma translagao temporal,
g(@ t6,7) = 3 0i(a)d; (§)e M. (2.14)
=1

Isso mostra que g é a funcao de Green de acordo com a Definicao [2.6
Teorema 2.2. A funcio de Green € positiva em €.
Demonstragio. Ver p.132 da referéncia [14]. O

Teorema 2.3 (Principio do Maximo em Dominios Limitados). Seja u € C%'(Q7) N
C%(Qr). Se u satisfaz

uy — Au <0,
entao
max u = max u. (2.15)
QiT 8pQT
Se u satisfaz
uy — Au > 0,
entao
min v = min u. (2.16)
ar OpQr

Consequentemente, se u satisfaz uy — Au = 0, entdo

[ull L (@r) = llullz=@.0m)-
Demonstragio. Ver p.39 referéncia [12]. O

Lema 2.2 (Monotonicidade da fungdo de Green em relagdo ao dominio). Sejam €y C
Qs C R™ dois dominios abertos e sejam g1 e go as fungoes de Green associadas ao operador
do calor

u — Au

em 1 e o, respectivamente, com condigcdo de fronteira de Dirichlet homogénea dada por

ath_AgZ:O7 t>7—7 x,fEQi,

gi(l‘7£7t77—> - 07 tL>71, xe€ ana £ € Qi7 (217)
lim gi(z,&,t,7) =6(x —¢§), 2
t—7t

Entao, para todo x,& € Q1 et > 7, vale

gl(xa&tﬂ—) < 92($,€,t,7-)-
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Demonstragio. Sejam gy e g fungoes de Green tais que satisfacam as condigdes (2.17))
para ¢ = 1,2. Defina

w(a:,t) = 92(x7£7t77—) - g1<l’,£,t,7'),

onde ¢ € 2, e 7 > 0 sao fixados, sabendo que 2; C €25, temos que w satisfaz

wy — Aw = 0, r € Q,t>T,
w(z,t) = go(z,&,t,7), €I, t>T, (2.18)
%gr;w(x,t) =0, x € .

Como ¢; e go satisfazem a equagdo do calor fora da singularidade inicial, segue que
wy —Aw =0, em Q x (7,00).
Além disso, como g satisfaz condi¢do de Dirichlet homogénea em 0€2;, temos
w(z,t) = go(z,&,t,7) para x € 004, t > T.
Como a funcao de Green é ndo negativa, pelo Teorema [2.2] segue que
w(z,t) >0 em 0 X (T,00).
Por outro lado, da condigao inicial das fungdes de Green,
lim gi(2,&,t,7) = 0(z — &),

obtemos

lim w(x,t) =0, em .
t—7t

Portanto, w satisfaz a equacao do calor homogénea em 2 X (7, 00), é ndo negativa
na fronteira paraboélica do cilindro €; x (7,00) e se anula no tempo inicial.

Pelo Principio do Méaximo parabélico 2.3, concluimos que
w(x,t) >0, em Q x (7,00).

Consequentemente,
gl(l‘, f, L, T) < gg(fL‘, 57 l T)'

[]

Corolario 2.1 (Estimativa pontual do nicleo de Green). Seja 3 C R™ um dominio.
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Entao, para todo x,& € Q) et > 7, vale a estimativa

1 jz — ¢
7t7 ) S n n - . 219
9(@,58,7) nz(t —71)2 exp( 4t — 1) (2.19)

Demonstragio. Tomando Qs = R"™ no Lema [2.2] obtemos

91 < ga.

Em R", lembramos que a fun¢do de Green é dada por

1 [z —¢?
g2z, t;€,71) = Wexp<—4(t — 7_)> . (2.20)

Observando que (47(t — 7))"/? = 2"a"/2(t — 7)"/2, segue imediatamente a estimativa

1 _lz—¢l?
< 7
= e (t — 1)/

gz, t;€,71) e =7, paratodot>Tex, €. (2.21)

O

2.2 Estimativas lineares para a funcao de Green

Nesta secao, provaremos trés lemas que serao importantes no desenvolvimento da
demonstracao do teorema central deste trabalho. Comegamos provando estimativas para
as LP-normas da funcao de Green associada a equagdao do calor num dominio limitado

2 C R" com a condi¢ao homogénea no bordo.

2.2.1 Estimativa para a funcao de Green na fronteira 0B

O Lema abaixo serve para estimar o efeito da reagdo no dominio e na 0B. Ele é

utilizado na demonstragao do Teorema |3.1

Lema 2.3. Seja 1 < p < co. FExistem constantes positivas Cy e Cy tais que

(n=1) n

sup lg(2,t:6,7) | r@B oy < Ci(t —7) % 2, (2.22)
xe

w‘ﬂ
B

sup Hg(xatSfaT)HLP(Q,dm) < Co(t — 1) b , (2.23)
£€OB

para todo 0 < 7 < t.
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Demonstragio. Seja &€ = zR, com z € S" ! e £ € OB. Segue da desigualdade (2.21]) que

_ —n/2 og]2

Sug lg(2, €, 7) || Lr(0B.do(e)) < SUp
e

cer || 2%.m"/2 LY (9B, do(€))
1
(t —71)™"/?2 _la=g? ) Z
= (t—7)
Srnf3 xs;lﬂg /836 =P do(€) (2.24)
1
(t—7)"2 _la—Re? P
:WR P 5;115 /Sn—le W= do(z)] . (2.25)

A fronteira da superficie é 0B (de raio R) pode ser parametrizada a partir da esfera
unitéria S" ! do seguinte modo. Cada ponto £ € 9B é descrito como ¢ = Rz, onde
z € 8" O elemento de area do(&) sobre OB transforma-se proporcionalmente ao raio
R, ou seja

do(€) = R tdo(z), (2.26)

onde R 1 é o fator de escala relacionado ao volume da esfera. Substituindo & = Rz e a
Equacao (2.26]) em (2.24)), temos

_le—gP _le—Re?
/ eI do(€) = / ™ T PR 4o (2)
oB Sn—1

_\Z—RZ\Q
= R”_l/ e = P do(z)
Sn—1

1

n—1 7|szz\2 P

< R? sup / e 1 Pdo(z)] .
Sn—1

zeR”
No entanto, sup pode ser substituido por sup, onde A; é o raio que passa por (1,0, ...,0).
reER™ TEAL
Precisamente,

Ay ={(x1,29,...,2,) €ER" 12y > 0 e z; =0 para i # 1}.
O supremo sobre x € A; N B¢ é alcangado em algum x € dB. De fato, considerando

|z, — Rz]* = a* —2(z,,2) + R?|2|?
= a®> —2Raz + #*R?,

onde z, = (a,0,...,0) e 2 = (21,...,2,) € S . Denotando h(a) = a* — 2Raz + R?z?,
temos que
h'(a) = 2a — 2Rz =2(a — Rz) a> R.

Como
a—Rxn >0 <— zlg%gl,

para a > R, tem-se que h'(a) > 0 para a > R. Segue-se que h(a) > h(R), donde
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|z, — Rz|* > |rgr — Rz|* em que z, = (a,0,...,0) e xg = (R, 0....,0) € OB, portanto, temos

que,
\xa—Rz|2 \ZR—RZ|2

r €A NB = ¢ 10 <g 4G |

Ver a interpretacao geométrica na Figura 2.1 . Portanto, o valor maximo da integral em

/,_. —_B
.-‘f .f/ _ZL\\\

— | z
L I K ., ,
\\i\ | ,j / Ay n B¢

Figura 2.1: Interpretacido de A; N B¢ em R?

[2-25) ¢ atingido em algum = € A, N B.
Seja z = (21,29,.-.,2,) € S" L e xqg = (Rd,0,...,0) (para algum 0 < d < 1) o

ponto correspondente de maximo. Temos

|zg — Rz|* = (Rd — Rz)* + R?25 + - - + R*22
= R*d* - 2R%dz + R*22 + R*25 + - - + R*22
= R¥(d* —2dz + 27 + -+ 22)
= R*(d* — 2dz + 1)

2d
= R*(d*>+ 1) (1 e 121>

> R*(1 — |z1).
A 1ltima desigualdade segue de
(d®+1) o2, >1— |z <= d*+1-2dz > 1—|z]
211t = 1 12 1
& d* —2dz + |z > 0.

De fato, o discriminante de d* +1—2dz; = 0 é ndo positivo se, e somente se, 22 —|z;| < 0,
o que é verdade, pois |z1] < 1. Entao, o lado direito da Equacao (2.25) pode ser majorado
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por

S

t— —n/2 e e Rz|2
2n7-rn/2 z€A1NB Sn—l
1

(t—7)"?% g Rl ,
= B ([ T a0t
(t—7)"2 _R2(-|z1Dp
T .27)

—C(t—7) 3R (/_ ot 1l ﬁ” ) (2.28)

De ([2.27)) para ([2.28)), utilizamos o Teorema tomando K(s) = e ~atit (1l ez =

(1,...,0). A seguir, tratamos a integral em ([2.28)) considerando dois casos.

Primeiro caso. Tomando n = 2 na integral em ([2.28]), obtemos a primeira igualdade
1

/1 e 4(t 7')(1 [s]) (1 82>HT_3 ds :/ 6—4(}:7?';)(1—5) (1 _ 8)71/2 ds
-1

-1

1 2 —1/2
—9 / ¢~ T (19) (1-5) s, (2.29)
0

Note que, da primeira para a segunda igualdade usamos o fato que estamos inte-

grando uma fungao par. Como 1 —s <1 —s* s € [0, 1], podemos majorar a integral em

a (2.29) por

1 2
/ e i (1 s)(l — 3)_1/2 ds =2 ( P ) /4“ 2 o5 1/2 g
0 4(t — 7 0

§2< ) / e *s 12 s
4(t — 1 0

=CR™'(t — 7)Y, (2.30)

Vamos mostrar a primeira igualdade (2.30), chamando a integral da esquerda em ([2.30)
de I e efetuamos a seguinte substituicdo 4 = 1 — s, em seguida
R*p _At—T)

s = u, U

At —71) "7 - R%p

4t — 1)

ds.
R2p

s, du=

Na primeira desigualdade de (2.30]) utilizamos que a integral é positiva e que

C [0,00).

[0’ it ipﬂ
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Por fim, utilizamos a Definigao 4.1 da fungdo Gamma (ver Apéndice), na tltima igualdade

1
F():/ s?esd3—2/ — du = /7.
2 0
As estimativas ([2.29)—(2.30) implicam

+

N|=

%, para n = 2.
(2.31)

1
n— n 1 %p = ’
CR% (t—1)% (/ ¢~ iy (1=lsD (1-57) 7 ds) G-y

-1

Segundo caso. Tomando n > 3, queremos majorar a integral (2.28)). Para isso, utili-

zamos o fato que o integrando em (2.28)) é par para escrever a seguinte desigualdade

1 n=3 1 2 o
/ o (1) (1-5) 7 ds< 2/ e T (1791 _ )7 ds. (2.32)
0

-1
Além disso, do fato que 1 — s* = (1 —s)(1+s) e ja que 1 +s < 2 para s € [0, 1] podemos

escrever 1 — s? < 2(1 — s), elevando ambos os lados & poténcia ”7’3, temos

n—3 ne3

(1-57) 7 <[1-9)1+9)7T <1-5)F 27 (2.33)

Substituimos a estimativa (2.33)) na integral (2.32))

n—3

1 R2p
2/ e T (1 - 5?) 7
0 (1=+)

3

1 2 n— n—
ds < 2/ 674512)(178)(1 —5)"T 2" ds
0

1 2
—92.92"%" / 6_%(1_8)(1 — s)an?) ds.
0

oy
I

Agora, consideramos a seguinte substituicdo na ultima integral acima, s =1—3s, d

—ds. Desse modo, ela transforma-se em

n—3

- 0 R%p n—3 -1 1 R? . ns
2.2"3 / e~ T(5)" (—45)22"7/ T 5 5 g,
1 0

Dai, fica provado que

n—3

1 2 n=3 | -
[} (1) g <00 [ e - g
-1 0
n—1 1 R2
:27/ e 4-7) T) S 5 ds
0
Agora, fazendo a seguinte substituicao

R?*p : 4(t — 1)
=) R

S =
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podemos escrever a seguinte integral

1 2 : R2p _ n;B
2"%1/ T 45 = 9" /4“‘” o (4(t 7) S) Lo
R2 _R%p
0 0 p 4(t—7)
n—1 2
2 ) R°p i
— 9" B /4“77) 55 T ds
At —7) 0

n—3

< C(t— T)HT_1 /OO e ’s 2 ds
0
=CR™"(t — T>%.

o0 n —

1
Na tultima igualdade usamos a integral ja conhecida / ) e faze-

e_“unT_3 du=T (
0

n—1
n—1 2 -5
mos a C =273 (%) 2

Portanto, para n > 3, temos

2t o ([ A o\ 1l
CRS (t — 1) (/ T (1— &) ds) <Ct—7) 5. (2.34)

-1

A estimativa ((2.3)) segue das equagoes (2.25)), (2.28)) e (2.34) (ou (2.31)) para n = 2).
Agora, lidamos com a estimativa (2.23). Recordando a desigualdade (2.21]), temos

-n —|z|? -7
Sup [[9(2 €, 7| o(enaay < sup (¢ — 7)~/2e71oF/40=)
£€OB ¢coB

LP(Q,dx)
n _lz—g?
< (t—7) 2 sup |le 4"
£€oB Lr(R™ dz)
n _ |5L|2
= (t—7)72 ||e T (2.35)
Lr(R",dx)
= Cy(t—7)% 2. (2.36)
Note que, a igualdade ([2.35]) é objeto da seguinte afirmagao.
Afirmacao 2.1. Vale a igualdade
_le—g? __1=1?
Sup e 4(t—T) = |le 4(t—T) .
£eoB LP(R™,dz) LP(R™,dx)

_le—g)? R »
Demonstragdo. Se considerarmos a funcao he(z) = e -7, entdo a mudanca de variavel

y =1x — &, que implica dy = dx portanto vale

_ plz—¢|? % _ plyl? %
Ihelsgeny = [, e o) = [ an)
R™ n
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Da igualdade (2.36]) para (2.35) nos utilizamos a Proposigao (ver Apéndice) como
mostrado abaixo

1/p
— (t — 1) / ol /4=T) o

1

2
||

(t—7)72 |le” T

Lp(R™ dx)

No nosso caso, tomando I como a integral indicada acima e observando que ela é um caso
da integral (ver Apéndice) com

podemos dizer que
TP = (4t — 7)) 2.

Apo6s os calculos indicados acima para a integral I, obtemos

B

(t—7) 20t —7)"% = Cy(t — 7)% 7,

como queriamos demostrar. O

2.2.2 Estimativa em L” para a parte linear
A integral que sera estimada ¢
t
uw,t) = [ gl t:&0u(©ds+ [ [ glatig ) f(u(E 7)) dgdr,
a qual é solucdo da equacgao linear homogénea u; — Au = 0 com condigao inicial dada por

Uy — AU = axaiy(x)f(u(x,t))) em () x (O,I_Z"']7

u(z,0) = ug(x), em ().

Portanto, vemos que é necessario estimar o termo

| gt tig m)p()de.
Este é o objetivo do seguinte Lema.

Lema 2.4. Seja 1 <d <7,§ < oo. Fxistem constantes positivas Cs3, Cy tais que

_n(l1_ 1
<Gt =) D)o ey, (2.37)
L7(Q,dx)

H/Qg<x’t;£’7-)90(§)d§
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/ g 1:6,7)0(€)
Q

para todo 0 < T <tepé€ Ld(Q).

_1_(=bH(1_1 1(1_1
<Oyt a>max{1,<t—7>2<@ d+1)}llwllm(sz>,
(2.38)

Li(0B,do(x))

= % — 1. Para & € Q, consideremos a

<=

Demonstragdo. Seja 1 < [ < oo tal que —é +

integral envolvendo o niucleo do calor g.

[ ot ti&myol€)de| < [ gl 66 Dlole)] de
Sgnmm/g“—ﬂ et ”Is@( e
1
= GaE o (1= 7V %D T 10 (€)e (©)] de.

Na segunda desigualdade aplicamos a cota da Equagao (2.21)), j4 na igualdade foi
utilizada a funcao indicadora 1g(&) para estender a integragao para todo R™. Tomando a

norma em ambos os lados da ultima integral obtemos,

<[ = te T o)) de

! L7 (R")

| [ st r)p()d

L7(Q)

2

lz|
f(x)=¢e 7= e g(&) = 1a(&)e(&). Dai, aplicando a Inequagao de Young |1.6, obtemos

Podemos escrever a integral I como a g * f convolucao, dada pela Deﬁnﬁo [1.6) onde

n __lz?
(t — 7')_56 i(t—m1) HlQSDHLd(R") . (239)
L{(R)

1F* gll o gny <

Portando, provamos que

| [ st t:&.m)0(6)

<

IR R e INGEGIE

L7()

[7(R™)
xT 2
(t 7-)*% e*%

<C ol Lagn)

LY(R™)

i n _n(l1_1
= Cy(t — 7)78%8 ||| oy = Cs(t — 1) 5 09 o]l ey

Agora, lidamos com a estimativa na fronteira (2.38]). Desta vez, tomamos % =

% — é — 1, identificando r — ¢, p — [, ¢ — d e aplicamos o Teorema , tomando

K(z,§) = g(z,t; &, 7). Vamos verificar que existe uma constante Cj, > 0 tal que
[K(z,)]s <Cp qt.p.emxeX,

[K(,y)]a <Ch qtp. emyeY.
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A partir do Lema [2.22] temos

(n=1) n

sug lg(x, t;€,7) || Lr0B.doe)) < CiL(t —7) 2 "2,
xre

Aqui, OB é o espago Y e do(&) é a medida v. Portanto, podemos reescrever a desigualdade

CcOo1mo
(n=1)

sup K (2, )| owy < Ch(t —7) 2 2.
TEe

Utilizando a Desigualdade (|1.3)) e da propriedade de supremo, temos

(n=1) n

[ e < I NMzre < sup K lerey < GlE =772 2

Portanto temos que
(n—1)

K(z,)a < Ci(t — )55

A partir do Lema [2.22] temos

S
I3

sup ||g(z, &, 7) || r(dz) < Cat —7)
£€0B

Aqui, 2 é o espago X e dx é a medida u. Portanto, podemos reescrever a desigualdade

CcOo1mo

|3

sup || K (-, &)l r(u < Calt —7)% 2,
€coB

A partir dai, utilizando a Desigualdade ([1.3]) e da propriedade de supremo, temos

(n—=1) n

(K (- 8)]a <K () ) < sup K ) ry < Calt —7) 2 2.

Para garantir que a constante C}, seja a mesma nas duas hipdteses, definimos

n—1) n

G e (Gt )5, G-y ),

Note que, a func¢ao de Green g é mensuravel. De fato, fixe t > 7 a fungao h(x,t; &, 7)
definida em
h:R*xR* =R, (,6)r|z—¢?

_7‘3@—&2 7 ’ s
é uma fung¢ao continua, observando que a exponencial e 47 também é continua e como

toda fungao continua é mensuravel, concluimos a demostragdo para t > 7. Agora fixe

t < 7 . Neste caso, a fungao ¢ é identicamente nula. Seja E € A" (a o-dlgebra no
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contradominio, nesse caso sao os Borelianos em R). Entao

R*"x R, se0€F,
@, se 0 ¢ E.

g '(E) =

Como R" x R (produto de dois espagos mensuraveis) contém a o-algebra de Borel, temos
que

R'xRe #A e @ecA.

Portanto, K (z,£) = g(x,t;&,7) satisfaz as hipéteses do Teorema [1.3] Dali, o operador

pode ser escrito como
To(x) = | (e, 1:6,7)0(6) de. (2.40)

Podemos aplicar o Teorema [1.3| para estimar

|T¢l| Li@B.do(z)) < C max {i_ug lg(z, &, 7)1 (0B.do(2)) sup ||9(957t;§77)||u(9,d5)} el Lago)-
€ re
Agora, substituindo as estimativas de g(x,t;£,7) do Lema temos

=1 n n_mn
IITsOIILq"(aB,dou:))SCmaX{Cl(t—T) w2, Oyt — 7)) 2}||<P||Ld<m~

Portanto, o operador integral satisfaz as seguintes inequagoes

| [ gt ti.m)ele) de

Li(8B,do(x))

S C' max {Sup ||g(l" ta ga 7—) ||Ll(8B,d0'(:1:))7 sup ”g(flf, tv 57 7_)HLZ(Q,df)} ||(20HLd(Q)
£eN r€0B

< Comax {(t - 1) F 0, (0= D g (2.41)

= Camax {1, (¢ = PGV (¢ )T D g (2.42)
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Nas desigualdades (2.41)) para (2.42) utilizamos que

(”z_ll—g>=21l(n—1—n5) (2.43)

S
—_
|
=
|
—_
~—

+

Q=

7 N 7N —~

3

—_

|

=

— —— |‘
o~ =

| N~

T e —

| = =

| = S—

ISR

N | —

I
TN N = N
[\
N~
—N

| =

]

O Lema abaixo serve para estimar o efeito da reagdo localizada sobre a prépria
0B.

Lema 2.5. Sejam 1 < d < §,7 < oo. Ezistem constantes positivas Cy e Cy tais que

1

< Crmax {1, (¢ = D (6-r) 47 G g,
(2.44)
<Gyt =) % @D |gllpaon,  (245)

/E)B gz, t; €, 7)p(€) d€

L7 (Q,dx)

|, a6 m)e(e) de

Li(0B,do(x))

para todo 0 < 7 <t ep € LYIB).

Demonstragdo. Seja 1 < | < oo satisfazendo % = %4— é — 1. Aplicaremos novamente
Teorema [1.3] desta vez, ao operador
To(a) = [ gle,ti&,m)p(e) de. (2.46)

Queremos aplicar novamente o resultado do Teorema para estimar tal operador. Pre-

cisamos assim como anteriormente mostrar que existe uma contante C', > 0, tal que
[K(z,)], <Ch qtp. emzeX,

[K(,y)] <Ch qtp.emyeY.
A partir do Lema [2.22] temos

(nfl)_ﬁ

sup Ng(@, ;& )| v @B doe)) < Cilt —7) 2 2,
TE
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Aqui, OB é o espago Y e do(§) é a medida v. A partir daf utilizando a Desigualdade (|1.3)

e da propriedade de supremo temos

B

[K(:Ij’, )]d < HK(LC7 ')HLP(V) < Sug HK(l’, -)HLF(V) < Cl(t — 7')%_ .
xe
Portanto, podemos reescrever a desigualdade como
(n—1)

(K (z,)]g < Cy(t —7) 2 2.

A partir do Lema [2.22] temos

¥l
3

sup ||g(..'[', ta 57 T)”Lp(ﬂ,dx) S 02(t - 7_)
£€OB

Aqui, € é o espaco X e dx é a medida p. Portanto, a seguir utilizando a desigualdade
(1.3) e da propriedade de supremo temos

n

(K (2, )]a < | K (2, )[1ege) < sup [[K (2, .)|[Le < Calt —7)%
€coB

N3

Portanto

0|3

(K (2, )]g < Colt —7)2 2.

Para garantir que a constante C}, seja a mesma nas duas hipdteses, definimos

(n=1) n n_n
Ch = max (Cl(t ~ ) Oyt — T)zpa> .
Dessa forma
HTSOHLT_(aB,dU(x)) S C?elg Hg(fﬁ, t7 57 7—)”1’265),01(7(95) HSOHLd(Q%

1Tl L7 @de) < C sup llg(z, 68, 7) || L@.an [l L2@m)-
¢coB
Combinando as duas estimativas, obtemos
T 17 (0,dz) < C max {sug ||9($,75;5,T)||Ll(aB,da(g))7€S%PB ||9($7t;§77')||u(97dx)} ¢l LeoB)-
Te S

Agora, substituindo as estimativas de g(x,t;£, 7) do Lema temos

(n=1) n n_n
HT@HU-(W)gcmax{cl(t—ﬂ T8 Oyt — 7)% z}H(,pHLd(aB).
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Portanto, o operador integral satisfaz as seguintes inequagoes

| a6 m)e(6) de

L7(Q,dx)
< C'max {SUP ||g<x7t;§7T)||Ll(83,da(§))a sup ||9($7t;§77')||u(9,dx)} |90”Ld(8B)
£eq z€0B

(n—=1) n n
< C'max {Cl(t )R Oyt — T)zm} el s (2.47)

1

= Cymax {(t =17 G, 0= ) G g pagon, (248

1_1

= Csmax {1, (t — T)é(;_éﬂ)} (t— 7')_%_%<3_;) el Leas)-

Da desigualdade ([2.47)) para ([2.48)), novamente usamos (2.43)). Assim, estabelecemos ([2.44)).
Agora, vamos provar as estimativas dada pela desigualdade (2.45)). Para isto,

tomando é = % + é — 1 e procedendo de forma andloga a ([2.44]), segue que

|, st ti&r)e)de

Li(0B,do(£))

< Cmax { sup [|g(w, &, 7)[ Lt (o8,do(e))s SUP Hg(xat;éaT)HU(@B,da(x))} el Laom)
z€dB ¢coB

< Cmax {Sug ||g(xat;577_)||Ll(8B,da(§))7§u£ ||9(9€,t;faT)HLl(aB,da(x))} ¢l La@m)-
S (S

Como 0B C Q e g(x,t;&,7) é uma fungdo continua em seus argumentos, o Lema

implica que

< C'max {Cl(t _ O oyt — 1)

H/azag(m’t;g’ﬂ@(f)df _;} lellzaam)

L1(0B,do(x))
1_(n=1(1_1

= Cs(t — 7)5—7(5—3) ol Laon)-



Capitulo 3

Equacao do Calor com Reacao

Localizada

Neste capitulo estamos interessados no seguinte (PVI) para a equagao do calor

semilinear com uma reac¢ao nao linear localizada

ov (3.1)

w, — Au = 229 £y (2. 1)), em  x (0,71,
u(zx,0) = ug(x), em (2,

complementado pela condi¢ao de fronteira homogénea

{u(x,t) =0 em 00 x (0,77, (3.2)

u(z,t) — 0 quando |z| - 00, 0<t<T,

dependendo do tipo de dominio 2. No sistema (3.1]), o vetor normal v(z) é estendido
para um campo vetorial definido em todo o dominio 2.

Lembramos que o espac¢o X, foi definido na Se¢ao como o conjunto de todas
as fungoes f € &7/ ~ tais que

s, = ([ 1r@tas) " + ([ 1r@raote) " < oo 33

A proposigao abaixo estd associada ao seguinte (PVI) para uma equacao semilinear com
dominio 2 C R" limitado.

uy — Au = h(u), em Q x (0,77,
u(z,t) =0, em 0 x (0,71, (3.4)

u(z,0) = up(x), em Q.

Proposicao 3.1. Seja Q C R™ um dominio limitado com fronteira de classe Ct e suponha

51
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que u : Q2 x (0,T] - R eue CH(Q x (0, 7)) NCQ x [0,T)) satisfaz (3.4). Entio u

satisfaz a sequinte formulagdo integral
u(e,t) = [ gl ti6 0 ul@de+ [ [ glw ) h(ule o) deds, (35
onde g(x,t;€,s) denota a fungao de Green associada a equagao semilinear
— Au = h(u). (3.6)

Demonstragio. De fato, multiplicando Equacao (3.6) por ¢;(z), as autofungoes do pro-
blema de autovalor (2.8) e integrando em €2, obtemos

[l t)65(@)do = | Au(e,) ;@) do = | h(u(,1) 6;(2) do
(%)

Derivando a integral (*) sob o sinal de integracao, temos

CZ(/Q“(“) ¢;(@) dﬂf) dt — /QU(M) Adj(x) dﬂ?dt:/ﬂh(u(x,t))qﬁj(x) da dt.

A igualdade
—/Auxt@( :—/ (z,t) Ad;(a) do (3.7)

é obtida a partir da terceira identidade de Green (4.6) (ver Apéndice),

) 06,
/Q(Au) 6; —ulg; du = /aQ (ag 6, —u;;f> ds. (3.8)

No caso de condigao de Dirichlet homogénea temos u = 0 em 0€2 e, como ¢; é autofuncao

do Laplaciano com Dirichlet, também ¢; = 0 em 0f). Portanto, o termo de fronteira em

(3.8) se anula e segue a Equagao (3.7]). Usando o Problema ([2.8)), podemos escrever
d
= ([ uno@de) + 5 [ uw.t) 65 do = [ hale. )o@y de. (39)
Fazendo / u(z,t) ¢j(x) dr = v, obtemos a EDO
Q

V() + Ajo(t) = /Q hu(z,t) ¢, () dz

Multiplicando por e*, obtemos

M (1) + A e () = et /Q hu(z, 1)) 6;(x) da = (Mlu(t)) = M /Q hu(z, ) ¢;(x) dz
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Integrando ambos os lados da tltima Equagao em [0, t] e chamando

F(s) = [ h(u(z,5)) ¢;(x) da

temos .
eMtu(t) — eM0(0) = / eM*F(s) ds.
0

Como €° =1 e v(0) = vy, segue que

t
Aity(t) — vy = / eM°F(s)ds
0

Multiplicando ambos os lados por e, obtemos
M@zf“%+€w/‘“ﬂ)%:mm—eﬂm+/ (=9 P () ds.
0

Finalmente, substituindo a integral F'(s), chegamos que

_ J%+/ Hw/(m%w@um@%.

Entao, podemos escrever a Equagao (3.9) como

/Q w(w,t) 6y (x) dz = et /Q wo(&) 6 (x) d + /0 L9 ( /Q hu(z, 5)) &, (x) da:) ds.  (3.10)

Mas, dada uma funcdo u € L*(Q) e como {¢;};>1 é uma base ortonormal de L*((2),

podemos escrever
D=Y o), o= [ (e ds
j=1

Dai, na Equacao (3.10)) se trocarmos z por £ e posteriormente multiplicarmos por ¢;(z)

e somamos em j temos

o0

> (e 010 de) as(a) =3 e o) ( w0, )
# [ e o) ( f n(ute.0) et ) s
-/ @ M y(2) 6, (5)) wnl€) e+

//(;e i=9) . () cby(é)) h(u(f,s))dé’d&

= u(x,t) = /Qg(:z,t;g, 0) up(§) d€ + /Ot/Qg(x,t;{, s)h(u(f,s)) d§ ds, (3.11)
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onde g é a funcao de Green em dominios limitados dada pela Equagao (2.14)). m

Note que, a funcao h(u) associada ao Problema na proposicao anterior é ar-

bitraria. O proximo resultado permite reescrever a Equacao (3.11) utilizando h como
2l f (e, 7)) -

Proposicao 3.2. Sejam Q C R" e B a bola aberta tal que B C Q, xp a fungdo caracte-
ristica de B e v o vetor normal unitirio exterior a 0B. Entdo, para todot > 1 e x € (),

vale

[otw 167 28E plue m)de = [ gt 7) 1 (ute, 7)) doe),

onde a derivada ag—f ¢ entendida no sentido fraco.

Demonstragao. Fixemos x,t, 7 e consideremos a integral

Ixs(§)
t; dg. 3.12

| ot ti6m) AL fule 7)) de (3.12)
Interpretamos a derivada normal de x g no sentido distribucional, a qual produz um termo
de fronteira localizado sobre a dB. Como v = (vy,...,V,), temos

Ixs = OxB

AB .y - ;

EY XB v ; o¢;

O sinal de menos aparece, pois o vetor é interior a bola. Assim,

[yt 6.y 2D a7y de = = [ gtoir) e, ) S D e e

-3 [ P ( t&T)f(u(ﬁ,T))w(f))df-

Aplicamos agora a férmula de integracao por partes (4.3)) (ver Apéndice), tomando

w() =xs(§),  v(§) =g(@, ;& 7)f(u(E 7))ri(S).
Entao,

IxB
o 0§

vdfz—/QXB( df—l—/ XB vV dS.

3

Como B C Q tem-se yz = 0 em uma vizinhanca de 99 que anula o termo da fonteira.

Somando em ¢ = 1,...,n, obtemos

> [ (o) de = 3= [ xol6) 5 (st ) late ) de
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Além disso, como 2 = BU (2 — B) o qual é uma uniao disjunta, temos que

fystete.n) 2 sugerae B2 [ A0 (o) p(ule i) e

-/, 28&( (0,5 E 7)€ T (E) )

Agora aplicamos o teorema da divergéncia (4.2)) (Ver Apéndice) na tltima integral acima,

utilizando o campo vetorial
F(§) = g(z, t;§,7) f(u(& 7)) v(§).

Ent#o, / dive F(€) d€ = / F(€) - v(€) dS(€). Logo,

0B

/ Z 6&( (z,t; €, T)f(U(&T))Vi@)) d¢ = /aB gla, &, 7) F(u(E, 7)) v(€) - v(€) dS(€).

(3.14)
Como o vetor v(§) é unitario temos, obtemos
0 .
Lot ) 22 e 1) e O [ g0 1:6,7) st 1) ds(e).
O

Dai, diante do resultado anterior, podemos escrever a seguinte equacao integral,

que pode ser encontrada na referéncia [6].

ute,t) = [ gl 660w de+ [ [ g ten e ndear.  (315)

3.1 Existéncia e Unicidade

Vamos definir o espago funcional onde buscaremos solugoes para Equacao (3

Para isto, denotaremos a = = —|— ”—1 (1 — 7) para 1 <r,q,b<ooef3>0e deﬁnlmos o}

T
espago abaixo

&0 = {u:(0,T) = X, 4 Bochner-mensurével : t?u € BC((0,T); L*()), t“u € BC((0,7); LY(0B))},

munido da norma

|u|| gr = sup t5|]u(t)||Lb(Q)+ sup t*||u(t)||Le@onm)- (3.16)
b.q 0<t<T o<t<T
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Consideraremos as condigoes

n/l 1 r4+n-—1 b+n—1
> - == e > — . 3.17
b=z 2 (r b) p ( o 2b > ( )
Daqui pra frente, assumiremos que ug € L"(€2), com 1 < r < 00, que nos permite
considerar uma classe maior de dados iniciais e assim, somos capazes de tomar dados nao

continuos. Assume-se que a funcao f: R — R satisfaz f(0) =0e

|f(az) = flar)| < Aaz — aa| (Jazl*™" + [ar|7"), (3.18)

para todos a;,as € R, onde 1 < p < 0o e A é uma constante positiva.
O teorema abaixo é o resultado principal deste trabalho, pois ele estabelece a
existéncia e unicidade para o problema da equacao semilinear com reacao localizada e

sera demonstrada logo depois.

Teorema 3.1. Assuman >2,1<r<b, g<oo,1<p< min{é, iﬁ::ll,q (ﬁ + %)},

e as condigoes (1.18). Seja f satisfazendo (3.15) e ug € L™(£2).

(i) (Ezisténcia e unicidade). Eziste um tempo T* = T*(ug) > 0 e uma solugdo unica u

7T*
para (3.15) pertencente a &y, .

(ii) (Dependéncia continua em relagio aos dados). Se ug(x) evo(x) sao dois dados iniciais

em L"(Q2). Entao, as respectivas solugoes u(x,t) e v(z,t) satisfazem
lu = vll grre < Clluo = vollre), (3.19)
5q

para alguma constante C' > 0 independente de u,v e de (x,t) € Q x (0,T%).
(iii) (Positividade). Suponha que f(z) > 0 sempre que z > 0. Seuy >0 q.t.p. em x €
entio u(z,t) >0 q.t.p. emx € Q et e (0,TF).

Observacao 4. O conjunto das hipoteses

1 2r+n-—1 1 1 n /1 1
1<r<bl<p<min{—, , ( ); ><_>}
{ " p mm{a r+n—1 q n—1+b }6_2 r b

ulps r+n-—1 _b+n—1
o P 2% ’

comn>2eq<o00, € Nao Vazio.

Demonstragao. Para mostrar que o conjunto formado pelas hipoteses é nao vazio, preci-
samos verificar que existe uma escolha de parametros n, r, b, q, «, p, e B que satisfaca

todas as condigbes dadas. Vamos fazer as seguintes escolhas
e n =2 (o menor valor permitido).

o r=2e¢b=3 (satisfazendo 1 < r < b < 00).
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e ¢ =2 (satisfazendo ¢ < o).
e « = 2 (para simplificar a andlise).

Agora, precisamos escolher p tal que

1< p<mi {1 2r+n—1 ( 1 +1>}
min-< — —
p a’r—i—n—l’q n—1 b

Substituindo os valores escolhidos

o Escolhendo a = 0.5, entao i = 2.

2r+n—1 __ 2x242-1 __ 5

r+n—1 242—1 3"

ca(rd)—2(+d) —2xi=d

Portanto, p deve satisfazer

5 8 5
1 <p<minf2,2, 2y =2
p m1n{,3,3} 3

Escolha p = 1.5 (satisfazendo 1 < p < %) Agora, precisamos escolher [ que satisfaca
n (1 1Y).
LBz%(t-1);

2. B> (r-i—n—lp _ b+n—1) '

2r 2b

Substituindo os valores escolhidos

2(1 1) _ 1) _ 1.

- 825(3-5)=1x(§) =&
2+2-1 o 3 3+2-1\ _ (3 o3 4\ _ (1 4\ _ 11
.6>(2><2 X5~ 2x3)_(1><§ 6)_<8 6)_24'

Portanto, § deve satisfazer

Comaeseolhaﬁz%en:2,r:2,b:3,q:2,o¢:%,p:%,eﬁzé,todas

as condigOes sao satisfeitas. Portanto, o conjunto formado por essas hipdéteses é nao

vazio. L]

3.1.1 Prova da Parte (i) (Existéncia e Unicidade)

~ PN . ~ T
Demonstracao. Para estabelecer a existéncia de solugoes no espago éabT;] ,

Teorema |4.3|. Para u € &', definimos

7q ’

utilizaremos o

S(w)(w,1) = [ oo 66 0u@)ds+ [ [ gletien) e n)dedr.  (320)
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Dado quep<q( + ) segue-se que _l_n;l(g_,> > —1. De fato,

1 1 1 1
P b- e P2 o
q n—1 ¢ qg q n-—1

Usando as desigualdades (2.37)) e (2.44) o Exemplo (4.1)) (ver Apéndice) para estimar o
operador (3.20)), obtemos

19Dy < Cot™ 86D uoluriay + [ | [ oo t:6,7) 5t 7 o

< Cst™ 5tﬂ_§(?—*)||u0\|m(9)

+C5/O max 41, (t — )20 Z“)}(t—f)%"f(Zi)||f(u(7))||Lg(aB)dT (3.21)
< Cyt P15 () [wollzr (o)

+ Gomax {1, 8 CEHDL [ — )42 ) ) gy (3.22)

Da expressao para a desigualdade , precisamos demonstrar que
7,8 ) < N oy
Sabemos que f satisfaz a Equacdo (3.15). Tomando a; = 0 e az = u(7), obtemos
[F(u(m) = £O) < Mu(@)] (Ju()” + [0 = Mu(r)].
Como f(0) = 0, entdo segue-se que
[ (u(r)] < Au(r)].

Elevando ambos os lados a poténcia % e integrando sobre 0B, obtemos que

I1f (u())]

q
> q
2%(83) < A flu(m)Taom)-

Tomando a raiz de ordem , obtemos o seguinte

@D, 8 ) < M) oy
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Continuando da desigualdade (3.22)), podemos escrever

1 (u) (-5 )l e
< Ost™ 5tﬁff(?’3)||uo||y

t n— —pa g
+ Cs max{l,té(i_gﬂ)} </0 (t — T)_%_Tl(g_%)T ’ dT) < sup Ta”U(T)HLQ(aB))
< Oyt 5t5‘5<?—5)\|u0]|y

o<r<t

p
+ (105 max {1,t2(b_2+1)}t5t2+5_pa_%(q_b) ( sup TO‘Hu(T)HLq(aB)> . (3.23)

Isso ocorre pois pa < 1, que é valida devido as hipoteses do Teorema [3.1]
Pela Definicao da norma dada pela Equacao ([1.19)), temos que sup s%||u(s)||zoon) <
0<s<t

oo, dai podemos escrever,
[w(7) || Loy ™ < sup s%[|u(s)l|Leon) <= |[u(T)l|Lsom) < 77 sup s%[Ju(s)| Lo(om)
0<s<t 0<s<t
P
= |u()leop <7 (Sup S“IIU(S)IILq(am) :
0<s<t

Entao, temos a seguinte desigualdade

p
< [ (=7 ) gy ( sup SQIIU(S)HLq(aB)) :

0<s<t

Relembramos que, para n > 2, temos

1 1 p 1
—— 4+ = —1. .24
p<q( 1+b>:><q+b>> (3.24)

Agora levando em consideragao a hipotese (|1.18)) queremos provar que

1 -1 1
o (2 — b) > 0, com pa < 1. (3.25)

Relembramos que

1 n—1/(1 1
_ 2
¢T3 2 (r q) (3.26)
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Substituindo Equagao (3.26)) na desigualdade (|3.25))

1 1 n—-1(1 1 n—1(p 1
I By ) - L_2)>o0
3 T pl2+ > (r qﬂ > <q b) ~

Loy »r pln—1)  pln=1) pn-1) n-1_
2 2 2r 2q 2q 2b
1 p pn=1) n-1
= L >0
6+2 2 2r 20

1 n—1 1 n—1
_6_p<2+ o >+(2+ 2% >>O'

. B> (1+n—1> (1+n—1>
P\a ™ "o 2 Top )

a qual é apenas uma reescrita da hipotese (3.17]). Assim, pelas desigualdades (3.24]),(3.25))
e (3.23) segue-se que

_n(l1_1
sup 2@ (u) (-, 1)l| oy < C5T%5 ) |lug | ey
o<t<T
P

+C,C5 max {1,T%(1175+1)}Té+6pa2(5117) ( sup taHU(t)HLq(aQ)>

0<t<T
(3.27)
Por outro lado, como a < % < 1, temos que
1/1 1
—l-—=+1]>0. 3.28
2 <q r + ) ( )

De fato, como pa < 1, e p > 1, segue que a < 1. Logo,

1+n—1 1 1 <1 n—1(1 1 <1
2 2 roq 2 T oq 2

Como n > 2, temos n — 1 > 1. Portanto, % — é < 1. Assim,

1 1
-—=+1>0.
q T

Multiplicando por % > 0, concluimos que

1/1 1
<—+1>>O.
2\q r
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Considere o valor dea:%jt"T_l(%—é) ep<%temos que
1 (n—1) (p—1
——(p—1Da-— > 0.
5~ (p—1a 5 ( . )

Iy

De fato, podemos fatorar (p — 1) em I;:

>O¢:>@—1wa+

roq

n—1 1+n—1 1 1 +n—1_1+n—1
N 2¢ 2 2

Portanto, temos

1 n-1 1 n—1
—1){= < = = —1)(1 <1
(p >(2+ 27’) 2 (p )< + T )
—1
¢¢(p_n.£iﬁ4f<1
T
< 1< !
p r+n—1
T 2r4+n—1
— p<1l+ =

"y 2rtn—1
Note que, pela hipotese S50,

(2.38) e ([2.45)), estimamos

@), 8)[22(0m)

< C’4max{1,té(f11_i+l)} _5_T(F_E)HUOHLT(Q)
t 1_n=l)(fp_1

+Co [ (¢ =T DS g 07

< Comax {1, 4G H b gy

t 1_m=l(p_1
+Co [ (¢ =) G () oy

r+n—1 r+n—-1"
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segue-se que I; > 0. Agora, empregando as desigualdades

(3.29)

(3.30)

Da desigualdade (3.29)) para (3.30) procedemos como na demonstragdo da estimativa
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(3.21) para (3.22), a qual ndao depende de 2. Dai, devido a desigualdade (3.30]), temos

[P (w)(, )|l ze(om)
< Cymax {Lt%(;71”“)}t_“||uO||Lr(ﬂ>

t 1_ (=1 (p_ 1 p
1+ (/ (t — 7—)_2_2(q_q)7'_pad7'> ( sup TaHU(T)”Lq(aB))
0

0<r<T

< C4max{1 £z (‘“)}t“llu()\lm)

~ _ l_( —l)a—(n_l) (E) g
+ CoCt 270 z Vo) sup u(T) | zeom) | -

o<r<T

Em vista da condicao (3.28)), a estimativa (3.32)) implica que
(0% 1 (l ,lJ’,l)
sup t7)|0(w)(- )| zx(om) < Camae {1, THETD L a0

o<t<T

o

_ 1 1) (=D (p=1 N

+ CyCeTa Do (5 (sup t HU(t)HLq(am) :
o<t<T

Seja A um nimero fixo tal que A = C(T)||uol|z-() e considere a bola
Bop — {u e & lullyr < 2A} ,

onde

Denotamos 7
K(T) = C,Cs max {1 73 (=4+5+1) } T3th-pa— g (2-1)

_’_CN’QOGT%*(P*UQ*@(%)
= Kl(T) —+ KQ(T),

onde Cy, Cy, C5 e Cy sdo como nas desigualdades (3.27) e (3.33). Segue que

12(w)l] grr = Sup, 71D (u) (-, ) o) + S @ (w) (- )l Laom)

< (CgTBQ(Tb +C4IH&X{1 T2 7_7+ }) ||u0||Lr(Q)

(n D)

C’1Csmax{1 7354+ }Tﬁﬁ pa—

0<t t<T

(1) [[uollzr (@) = 2A

(%5 )+0206T57(p Do (n21)(p;1)>

(prWHWwJZ O ualiin + KT s e lal0)lom) 630
<20

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.37)
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A passagem da expressao (3.36]) para a desigualdade (3.37)) fica justificada por
K(T) — 0 quando T — 0.

De fato, como K (T') é definido em ({3.35)). Analisamos o comportamento max{1, 7%} em
K;1(T) quando T'— 07 dada pela defini¢ao (3.35) vemos que ela pode ser majorada por
uma poténcia de T, dai devido o fato que todos os expoentes de T serem positivos em

K(T), temos que existem aq, ay > 0 tais que;
K(T)<C(TY +T1).

Como, para todo a > 0,

lim T* =0,
T—0+
segue que
lim K(7) < lim C(T* +7T%)=0.
T—0t T—0t
Portanto,

K(T) — 0 quando T — 0.

Entao, desde que T > 0 seja suficientemente pequeno e u € HByp, mostramos que
O(Aap) C PBo.

A seguir, provaremos que ®|4,, ¢ uma contragdo. Para isso, tomamos u,v € Hap
e lembramos da estimativa de f dada por . Estimamos

I2) 1) = W) Ol < [ [ ol 667N (E )~ S E D]
ol 56l 7) —v(E 7 (€ I+ (eI |
(3.38)
Usando o Lema comrT=bed= %, obtemos
[P(w)(-,t) = () (-, D)l 2oy
<[ (05 max{ (t - T);(z—sH)}) (t — 1) 32 ()
x |[Ju(r) = o(m)] (w(r)* " +v(r)"") 2 o 0 (3.39)

Na expressao (3.39)), vamos mostrar que

(€, 7) =o€ DI (lue. D™ + D 5

< llu = vllzs@n) (lullfatom + [015am)) -
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De fato, para cada 7 € (0,t), defina

o(6,7) = lu(&, 1) — (&)l (Jule, DI + (& TP, €€dB.

Agora, precisamos estimar

I3 g, = [l = I (leal ™+ 1o s

Usando a desigualdade triangular, vemos que
T3 iy < Ml =0l Fl? g o+ = ol ol g
Vamos aplicar Holder [1.4] em cada termo com expoentes

pP1 =4q, p2:m-

Note que, pelas hipdtese do Teorema , segue que r +n —1 >r = —— < 1, mas

+n—1
2r+n—1 __
r4+n—1 —

2r+n—1
p —— < 2.

r+n—1
Como tomamos ¢ > 1, temos

p<2 = p—-—1<1l<yg,

e assim concluimos que

qg>p—1
Assim,
e = ol "™ g oy < e = vllzsom el a0 o8,
e
e = v P73 o < o= vllza@n [l Lve-nen)-
Além disso,
ul? oo 08) = 4l Faom)s
e analogamente
|||U|p_1||L‘1/(P*1)(8B ||U||Lq (8B)"

Portanto,
—1
1002 oy < 1o = vllzsiom) (lullZagom) + 015aGom))

Dai, retornando da desigualdade (3.39)) e relembrando da definicao de K(7T') em
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, obtemos
[@(u) (- 1) = @(0) (-, 1)l o)

< C5 max{l t%(
< [lu(r) = o) | zaom) (|6 aom) + [V faiom) ) dr

1(1 _p 13 1 (n—1 1
< C5max {1,t2(b_q+1)} (/0 (t — 7')_5_%(5_5)7' padT) ( sup t*||u(t) — U(t)HL‘I(aB)>

0<t<T
p—1 p=t
(sup ta||u(t)||Lq(aB)> ¥ ( sup tanv(t)um(am) ]
0<t<T o<t<T

< Ky (T |[(20)77" + (28)7] ( sup t%[|u(t) — v(t)llwaB))

0<t<T

X

=t P Ky(T)AP ( sup t%[Ju(t) — U@)HLQ(BB)) :

0<t<T
(3.40)
De modo analogo, temos que
120 - 0 lovam [0 seniswen - soye e, o
g, 6, m)|u(e7) = v(& 7)] (Jul& PP + (e )P dg| - dr.
Lb(B)
(3.41)

Usando o Lema , a Desigualdade de Héldere relembrando K (7T') em ([3.35]), obtemos,

t _1_(n-1)(p=1
[@(0) = @()lom < G [ (¢ =775 5w ollacom) (lelfagom) + I0l5agor) dr
1_(n—1)

<G ([ (6-n ) ar) (sup £ ut) —v(t)HquB))

0<t<T

p—1 p=1
x [( sup taHU(t)HLq(am) + ( sup taHv(t)lquwB)) ]
0<t<T 0<t<T

< o) (s, 1ute) — oOlsom ) (227 + (2]

o<t<T

=t 27Ky (T)AP! ( sup t*||u(t) — v(t)||Lq(aB)> . (3.42)

o<t<T

A demonstracgao finalizarda tomando 1" = T™ > 0 suficientemente pequeno tal que
2°K(T)A < 1

o que é possivel, pois K(T) — 0 quando T" — 0'. De fato, a vista das estimativas
(3.40)—(3.42)), concluimos que ® : HBop — HBap ¢ uma contragdo. Assim, ¢ possui um
ponto fixo em %oy, que é a solucdo tnica da Equacao (3.15) em HBop. n
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3.1.2 Prova da Parte (ii) (Dependéncia continua em relagio aos
dados)

Afirma que pequenas perturbagoes nos dados iniciais uy geram pequenas pertur-
bagoes na solugao. A desigualdade (3.19) é uma estimativa de Lipschitz.

Demonstracdo. Sejam u,v € é"quT duas solugoes dada pela Equagao (3.15]) obtidas na
Parte (i). Segue-se que

umﬂﬂwﬁ=/M%MNMwwM®%+Al;mw@ﬂﬁw—ﬂ@@ﬂwwﬂ(M$

Q

Portanto,

e, ) = vl )l < | [ gt t:€0) o — wo)(€) d

t ,
#|f) Ly tene - senendedr| .. G
De maneira analoga a e , obtemos
|[ ] gteten) fwin) - e ) dedr| =
sl [ . _
s 0[] oo &) (fw) = S D dedr|
s | [0 ] oo &) w) — S)E D ddr|
< K (s e 1utt) — o0
< 2PK(T*)ANHu — UH(OT,T*, (3.45)

onde K (T*) ¢ definido em (3:35) e 2°K(T*)A*~* < 1. Por outro lado pelo Lema [2.4]

| [ gt €00 = w0)(€) de

= sup | [ gl 1:6,0)(uo — v0)(©)

sl 0<t<T L9(Q)
+ sup 1| [ gla,t:,0)(uo — v0)(€) d
0<t<T™* Q L1(0B)

n 1 1_(n=1)(1_1

< (T*ﬁCgT*_2(7l"_q) + T*O‘C4T*_TT(?_E)

< max { LT3 Jug = vl (346

Como o = 1 + (";1) (% - %), segue de (3.44)) - (3.46) que

1= 2 K(T)A o = vollur ).
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provando a dependéncia continua em relacao aos dados iniciais. Note que, quando uy = vy

T*
obtemos que u = v em &, O

3.1.3 Prova da Parte (iii) (Positividade)

Demonstragio. A existéncia de uma solucao u € 5}:5* para Equagao (3.15)) foi obtida por

meio do Teorema do Ponto Fixo de Banach para o operador
D : %QA — %QA,

definido por
B(u)(w,0) = [ oo, 1:6,0)uo()de + [ [ gl t:6,7)(u(e ) de dr.

. , . . T* . A~ . . .
Assim, u é o limite em é(}f;l da seguinte sequéncia iterativa

ul(‘rvt) = /Qg(xvt;§70)u0(£) dg,
wia(ent) = [ gl i€ 0@ de+ [ [ glotie nftne ) dgdr, ke

Recordamos que, para cada (£, 7) € 2 x[0,7) fixo, tem-se que g(z,t;&,7) > 0 para
todo (z,t) € Q x (7,T] (cf. [I1]). Isso nos permite provar, por indugdo, que uy(x,t) > 0
para todo k € N. De fato, para k =1,

w(a,t) = /Q g, £ €, 0)uo (€) dE.

Como up(§) > 0 e g(x,t;&,0) > 0, segue que uy(x,t) > 0 para todo (z,t) € Q x (0,T7.
Suponha por indugdo que wug_q(z,t) > 0 para certo k € N e todo (x,t) € Q x (0,71,
como f(z) > 0 para z > 0, temos f(u,_1(§,7)) > 0. Levando em consideracdo que,
g(z,t;&,7) > 0, temos que ug(z,t) > 0.

Assim, como kll_)IgO U = u em 5},’:5*, e essa convergéncia preserva a desigualdade

q.t.p. entao
u(z,t) >0 qt.p. Qx(0,77).

Temos que;
wra(est) = [ oo € 0uol€) de+ [ [ glasti&r)f (e ) de dr

Ou seja, o limite u satisfaz u(x,t) > 0 porque a convergéncia na norma | - || orr=
b,q

preserva a positividade. De fato, como

T*
up —>u em &y,
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temos, em particular, que

sup 7 |up(-,t) — u(-, )l zp) — 0.
0<t<T*

Logo, para cada t € (0,T*) fixado,
Jur(-,t) —u(, )| o) — 0.

Como uy(x,t) > 0 q.t.p. em £, consideremos a parte negativa de u,
u (z,t) = max{—u(z,t),0}.

No conjunto onde u(x,t) < 0, temos uy(x,t) > 0, e portanto
lu(z,t)] < |u(z,t) — uk(x,t)].

Assim,
u (z,t) < |u(z, t) — ug(x, t)|.

Consequentemente,
lu™ (D llpoe) < llul ) — w5 )l zo)-

Fazendo k — oo, obtemos
lu™ (D)l o) = 0.

Portanto,
u (,t) =0 q.t.p. em Q.

Isto implica
u(z,t) >0 q.t.p. em Q,

para cada t € (0,7%). Como u é mensuravel em € x (0,7*), concluimos que

u(z,t) >0 q.t.p. em Q x (0,77).
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3.1.4 Conclusao

Nesta dissertacao estudamos um problema de valor inicial associado a equacgao do
calor semilinear com reacao localizada. O principal objetivo foi compreender a formulagao
matematica do problema, bem como os mecanismos analiticos envolvidos na obtencao de
resultados de existéncia, unicidade e propriedades qualitativas das solugoes.

Inicialmente, apresentamos os conceitos fundamentais relacionados a equacao do
calor, as fungoes de Green e aos espacos funcionais necessarios para o desenvolvimento da
teoria. Em particular, destacamos a importancia dos espagos X, e 5}:5, que permitem
tratar dados iniciais nao continuos e fontes concentradas sobre a fronteira de uma sub-
regiao do dominio.

Utilizando desigualdades integrais, estimativas em espacos LP e o Teorema do
Ponto Fixo de Banach, demonstramos a existéncia local e unicidade de solu¢ées no espaco
é‘;)’;’qT. Além disso, estudamos propriedades qualitativas importantes, como positividade
das solucoes e dependéncia continua em relacao aos dados iniciais.

Outro aspecto relevante desenvolvido ao longo do trabalho foi o estudo detalhado
da funcao de Green, incluindo propriedades de positividade, monotonicidade em relacao
ao dominio e sua interpretacdo como solucao fundamental da equacao do calor. Tais
resultados fornecem uma compreensao mais profunda da estrutura analitica do problema

e justificam rigorosamente a férmula de representacao utilizada.



Capitulo 4
Apéndice

Este apéndice tem como objetivo apresentar as ferramentas bésicas e necessarias
para a compreensao dos resultados principais desta dissertacao. Inicialmente, trouxemos
as defini¢oes das fungoes Gamma e Beta, resultados envolvendo a integracao em Coorde-
nadas Esféricas os quais se encontram no livro de Grafakos [13]. E também o Teorema

do Ponto Fixo.

Definicao 4.1. Para um numero complexo z com Rez > 0, define-se

['(z) = /OO t*~te~tdt.
0

Essa funcao chama-se funcao Gama.

Proposicao 4.1. As sequintes igualdades sdo vdlidas

L(z+1) ==zI'(2)

e
['(n)=(n-1), paranecZ® e ra =1,
bem como .
()=
2
Demonstragdo. Esta na p.563 da referéncia [13]. O

A seguir, definimos a funcao Beta.

Definicao 4.2. Fizamos z e w como numeros complexos com partes reais positivas. De-
finimos

B(z,w) = /01 11 — 1) ldt = /01 =11 — £)* Lt (4.1)

Como aplicacao da fungao Beta temos o exemplo abaixo que é utilizado no Capitulo

70
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Exemplo 4.1. Sejam 61,02 > —1. Entdo a integral
/t(t — 7')517'52d7' = Oitoto
0

a qual pode ser calculada através da fungdo beta.

Demonstragao. De fato, considerando a mudanca de variavel 7 = ts, temos dr

7 =0 e 7 =t implicam, respectivamente, que s = 0 e s = 1. Portanto,

t 1
/ (t — 7)51752d7 = / (t — t3)51 (ts)‘SQtds
0 0
1
— t1+51+52/ 852(1 _ S)éldS
0

= IO B(5 41,6, + 1).
Portanto,

¢
/ (t — 7)1 7r%2dr = CtiTortoz, onde C'= B(6; + 1,05+ 1).
0

Proposicao 4.2. Se a > 0, entdo

n/2
I, :/ exp(—alz|?)dr = (ﬂ) :
R

a
Demonstrag¢io. Veja p.79 de [10].

Teorema 4.1. Seja K : R — R uma funcao na reta. Para n > 2, temos

n—1

2T .
[ K- 0)ds = F(ﬂgl)/lK(spﬁD(l—s) ds

quando x € R™\ {0}.

Demonstragio. Veja p.593 de [13].

|17Rz\2

71

= tds e

Proposicao 4.3. A integral e P do(z) € invariante por rotagio em .

Snfl
Demonstragio. De fato, considere aplicar uma rotacao Tz, a qual sabemos que

no R™ é

ortogonal, ou seja TT* = I, ao substituirmos x por Tz em |z — Rz|?, a nova distancia ao

quadrado sera:

Tz — Rz|* = |T(x — T'R2)|?
= |z — T Rz|?

=|r—2R|?, onde 2 =T"'z
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Na segunda igualdade utilizamos |Tu| = |u|. Dai podemos escrever
do(z) = |det(T)|do(2").

Mas, |det(T")| = 1, pois TT* = I. Portanto chegamos o seguinte

- ‘Tjt__RZ)‘Z Pq _ - 'fo,)'? P do(s
/sw—l e o(z) = /Sn—l e o(2").
O

A ideia da demonstracao do teorema a seguir pode ser encontrado na p.627 e p.628

da referéncia [g].

Teorema 4.2. Seja Q C R™ um aberto limitado com fronteira 090 de classe C.

1. Se F € CY;R"), entdo vale o Teorema da Divergéncia

/didea:: F-vds. (4.2)
Q i)
2. Se u,v € CHQ), entdo, para todo i = 1,...,n, vale a férmula de integracdo por
partes
/uxivd:v: —/ uvxida?—l—/ uwv v’ ds. (4.3)
Q Q 19)

3. Seu,v € C?(Q), entdo valem as identidades de Green

ou
/QAU dr = /m o dS, (4.4)
ov
/QVU-Vudx——/QuAfudx—l—/mugdS, (4.5)
ov ou
/Q(UAU —vAu)dr = /ag (uay — ’Uay) ds. (4.6)

Teorema do Ponto fixo de Banach

Para finalizar essa se¢do vamos enunciar abaixo o Teorema do ponto fixo de Ba-

nach, o qual foi utilizado na demonstragao do Teorema [3.1]

Definicao 4.3. Dizemos que um ponto € um ponto fixo de uma aplicacao
w:M—>M
de um espaco métrico M nele mesmo se

w(a) = a.
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Também pode ocorrer que uma sequéncia de iteradas convirja a um ponto a € M;
nesse caso, se a aplicacao w : M — M é continua, entao necessariamente a ¢ um ponto

fixo de w, pois

w(a) = w(limz,) = limw(z,) = limz,;1 = a.

Definicao 4.4. Seja (M,d) um espago métrico. Uma aplicagio
T:M—M
¢ chamada de contracao se existe uma constante 0 < k < 1 tal que
d(T(z), T(y)) < kd(z,y), Vz,y€ M.

Teorema 4.3. Uma contracao de um espagco métrico completo possui um unico ponto fixo,
que € necessariamente atrator, ou seja, tal que limx, = a para aprorimacoes sucessivas
de qualquer ponto x € M .

Demonstragao. Para verificar a demonstragao do resultado acima consultar a referéncia
[7] p.338-340. O]



Referéncias Bibliograficas

[10]

[11]

[12]

BAzZAN, A., PEREIRA, A. F., AND DE SouzA FERNANDEZ, C. Introducdo aos
espacos de banach. 34¢ Coldquio Brasileiro de Matemdtica (2023).

BimpoNG-BoTA, K., ORTOLEVA, P., AND RoOss, J. Far-from-equilibrium phe-
nomena at local sites of reaction. The Journal of Chemical Physics 60, 8 (1974),
3124-3133.

BoTELHO, G., PELLEGRINO, D., AND TEIXEIRA, E. Fundamentos de andlise
funcional. SBM, 2012.

BrEzis, H., AND CAZENAVE, T. A nonlinear heat equation with singular initial
data. J. Anal. Math. 68 (1996), 277-304.

CHADAM, J. M., AND YIN, H.-M. A diffusion equation with localized chemical
reactions. Proc. Edinburgh Math. Soc. (2) 37,1 (1994), 101-118.

CHAN, C. Y., AND T1AN, H. Y. Multi-dimensional explosion due to a concentrated
nonlinear source. J. Math. Anal. Appl. 295, 1 (2004), 174-190.

DoEgRING, C. I., AND LoPES, A. O. Equacoes diferenciais ordindrias. IMPA, 2014.

Evans, L. C. Partial differential equations, vol. 19. American mathematical society,
2022.

FERREIRA, L. C.; AND VILLAMIZAR-ROA, E. J. A semilinear heat equation with

a localized nonlinear source and non-continuous initial data. Mathematical methods
in the applied sciences 34, 15 (2011), 1910-1919.

FoLrLaND, G. B. Real analysis: modern techniques and their applications. John
Wiley & Sons, 1999.

FRIEDMAN, A. Partial differential equations of parabolic type. Courier Dover Publi-
cations, 2008.

FurtaDO, M. Notas de edp 2, 2023.

74



[13] GrAFAKOS, L. Classical and Modern Fourier Analysis. Pearson Education, Inc,
2004.

[14] STAKGOLD, I. Boundary value problems of mathematical physics: volume 2. STAM,
2000.

[15] TEIXEIRA, D. M. Alguns espagos métricos completos na teoria de equagoes diferen-
ciais parciais. Revista Sergipana de Matematica e Educa¢io Matemdtica 3, 1 (2018),
50-58.



	Introdução
	Preliminares
	Espaço Lp e de Sobolev
	Distribuições
	Espaço funcional

	Funções de Green e estimativas em Lp
	A função de Green
	Função de Green em domínios limitados

	Estimativas lineares para a função de Green
	Estimativa para a função de Green na fronteira B
	Estimativa em Lp para a parte linear


	Equação do Calor com Reação Localizada
	Existência e Unicidade
	Prova da Parte (i) (Existência e Unicidade)
	Prova da Parte (ii) (Dependência contínua em relação aos dados)
	Prova da Parte (iii) (Positividade)
	Conclusão


	Apêndice

