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RESUMO

Este trabalho apresenta um estudo sistematico da Geometria Esférica, abrangendo sua
construcao axiomatica, propriedades fundamentais e introducao a trigonometria esférica.
Inicia com uma contextualizacao histérica, desde as civilizagoes antigas até sua conso-
lidacdo matematica. Discute o conceito de reta na esfera via geodésicas, distinguindo
as abordagens intrinseca e extrinseca, e estabelece formalmente conceitos como circulo
maximo, antipodalidade, distancia esférica e convexidade. O foco principal é a teoria dos
tridngulos esféricos, incluindo propriedades, critérios de congruéncia (como o caso AAA)
e a relagdo entre soma dos angulos e curvatura. Aborda também a area de triangulos
esféricos, culminando no Teorema de Girard-Euler, e apresenta demonstracoes do Teorema
de Pitagoras Esférico e da Lei dos Senos Esférico. Por fim, compara a geometria plana e
a esférica, apresenta a visao extrinseca e resultados originais sobre circulos antipodas e
paralelos. O trabalho visa oferecer uma exposicao formal e acessivel das Geometrias Nao
Euclidianas, destacando sua relevancia histérica, educacional e para a geometria moderna.

Palavras-chave: Geometria Esférica; Geometria Nao Euclidiana; Triangulos Esféricos;
Trigonometria Esférica; Teorema de Girard-Euler; Teorema de Pitdgoras Esférico; Lei dos
Senos Esférica.



ABSTRACT

This work presents a systematic study of Spherical Geometry, covering its axiomatic
construction, fundamental properties, and an introduction to spherical trigonometry. It
begins with a historical contextualization, from ancient civilizations to its mathematical
consolidation. It discusses the concept of a line on the sphere via geodesics, distinguishing
between intrinsic and extrinsic approaches, and formally establishes concepts such as
great circles, antipodality, spherical distance, and convexity. The main focus is on the
theory of spherical triangles, including properties, congruence criteria (such as the AAA
case), and the relationship between the sum of angles and curvature. It also addresses
the area of spherical triangles, culminating in the Girard-Euler Theorem, and presents
proofs of the Spherical Pythagorean Theorem and the Spherical Law of Sines. Finally,
it compares plane and spherical geometry, presents the extrinsic viewpoint, and original
results on antipodal and parallel circles. The work aims to offer a formal and accessible
exposition of Non-Euclidean Geometries, highlighting their historical, educational, and
modern geometrical relevance.

Keywords: Spherical Geometry; Non-Euclidean Geometry; Spherical Triangles; Spherical
Trigonometry; Girard-Euler Theorem; Spherical Pythagorean Theorem; Spherical Law of
Sines.
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1 INTRODUCAO

A Geometria Esférica constitui um dos exemplos mais antigos e importantes das Ge-
ometrias Nao Euclidianas. Diferentemente da geometria euclidiana, que tem como modelo
o plano, a geometria esférica desenvolve-se sobre a superficie da esfera, onde os conceitos de
reta, distancia e paralelismo assumem caracteristicas préprias. Nessa geometria, as retas
sao substituidas pelos arcos de circulos méximos, e diversas propriedades consideradas na-
turais no plano deixam de ser validas. Como consequéncia, surgem fendomenos geométricos
particulares, como a inexisténcia de retas paralelas, a soma dos angulos internos de um
triangulo superior a 7 radianos e a relagao entre area e excesso esférico.

O estudo da geometria sobre superficies esféricas possui profundas raizes histéricas.
Desde a Antiguidade, civilizagdes como a babilonica e a grega realizaram observagoes as-
tronémicas que exigiam a compreensao de movimentos aparentes dos corpos celestes sobre
uma esfera. Posteriormente, a Geometria Esférica tornou-se uma ferramenta fundamental
para a navegacao maritima, para a cartografia e para a astronomia, desempenhando papel
importante no desenvolvimento cientifico de diversas épocas. Além de sua relevancia his-
torica, essa geometria constitui atualmente um importante objeto de estudo matematico,
contribuindo para a compreensao das relagoes entre curvatura e estrutura geométrica.

Uma das principais motiva¢oes para o estudo da Geometria Esférica estd na ne-
cessidade de compreender como conceitos geométricos classicos podem ser reformulados
quando o espago considerado nao é plano. Nesse contexto, a esfera fornece um ambiente
natural para a investigacao de propriedades que contrastam diretamente com aquelas
observadas na geometria euclidiana. Tais diferencas tornam a Geometria Esférica um dos
exemplos mais acessiveis e relevantes dentro do conjunto das Geometrias Nao Euclidianas.

O objetivo principal deste trabalho é apresentar um estudo introdutoério e siste-
matico da Geometria Esférica, enfatizando sua construgao axiomatica, suas propriedades
geométricas fundamentais e trigonométricas. Neste trabalho, sao discutidos conceitos pre-
liminares relacionados a curvatura da esfera, as geodésicas e as interpretacoes intrinseca
e extrinseca da superficie esférica. A parte concernente com a Geometria Extrinseca foi
desenvolvida de forma completa, mas para atender o objetivo principal do TCC sera
deixado no apéndice para consulta do leitor.

Em seguida, desenvolve-se uma teoria axiomatica capaz de fundamentar rigoro-
samente os principais objetos da geometria sobre a esfera, estabelecendo definigoes e
resultados envolvendo circulos maximos, antipodalidade, distancia esférica, hemisférios,
convexidade esférica e angulos.

O nucleo central do trabalho é dedicado ao estudo dos tridngulos esféricos. Sao
apresentadas propriedades especificas dessa classe de figuras, bem como critérios de con-
gruéncia que diferem significativamente daqueles encontrados na geometria euclidiana.

Entre os resultados estudados destacam-se a validade do caso AAA para congruéncia
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de triangulos esféricos, e a relacao entre a soma dos angulos internos e a curvatura da
superficie. Além disso, desenvolve-se a teoria da area dos tridngulos esféricos, culminando
na demonstragdo do Teorema de Girard-Euler, que relaciona a drea de um tridangulo ao
seu excesso esférico.

Também sdo abordados resultados classicos da Trigonometria Esférica, com desta-
que para as demonstracoes do Teorema de Pitdgoras Esférico e da Lei dos Senos Esférica.
Esses resultados evidenciam como a curvatura da esfera altera as relagoes métricas entre
lados e angulos quando comparadas as relagoes conhecidas da geometria plana.

Além dos resultados classicos presentes na literatura, o trabalho apresenta investiga-
¢oes complementares relacionadas aos conceitos de circulos antipodas e circulos paralelos,
desenvolvidas ao longo da pesquisa. Tais resultados estabelecem conexoes entre a aborda-
gem axiomatica e a interpretacao espacial da esfera, ampliando a compreensao dos objetos
geométricos estudados.

Para organizar o desenvolvimento do tema, este trabalho foi estruturado em seis
capitulos. O Capitulo 2 apresenta uma contextualizacao historica da Geometria Esférica,
destacando sua origem e evolugao ao longo do desenvolvimento da Matematica. O Capitulo
3 introduz conceitos preliminares relacionados as geodésicas, a curvatura e as interpreta-
¢oOes intrinseca e extrinseca da esfera. O Capitulo 4 desenvolve a abordagem axiomatica
da Geometria Esférica, estabelecendo defini¢oes, axiomas, proposigoes e teoremas funda-
mentais, bem como o estudo dos angulos, tridngulos esféricos, critérios de congruéncia,
desigualdades e resultados sobre area. O Capitulo 5 é dedicado a Trigonometria Esférica,
com destaque para o Teorema de Pitagoras Esférico, a Lei dos Senos Esférica. O Capi-
tulo 6 apresenta as conclusdes do trabalho. Por fim, sdo apresentados os apéndices, que
complementam os resultados desenvolvidos ao longo do texto por meio de abordagens
extrinsecas, exercicios e resultados adicionais obtidos durante a pesquisa.

Dessa forma, busca-se fornecer uma exposigao acessivel e rigorosa da Geometria Es-
férica, destacando sua importancia histérica, seu valor tedrico no contexto das Geometrias

Nao Euclidianas e sua relevancia para a formacao matemaética.
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2 HISTORIA DA GEOMETRIA ESFERICA

Como é citado por Ptolemy, em seu livro (Ptolemy, 2000), "Por meio da geometria
esférica sera facil visualizar a distancia entre dois locais na superficie da Terra". Como a
superficie da Terra possui forma aproximadamente esférica, mais precisamente a Terra
possui uma forma chamada geoide, dai surgiu o nome geodésia (Ciéncia que estuda a forma
e dimensao da Terra, a posicao de pontos sobre sua superficie e medir tal superficie).

Historicamente, voltando ao periodo do antigo Egito e da antiga Babilonia, observavam-
se os corpos celestes com propédsitos astrologicos de fazer um calendério, que era importante
para a organizacgao da sociedade.

Ptolemy cita em seu Almagesto (Toomer, 1984), que observagoes de eclipses e
estrelas ja eram realizadas pelos babilonicos antes do século VIII a.C. Devido a essas
observagoes, os babilénicos originaram a nogao de dividir o circulo em 360° (Ver Figura-1)
e especula-se que foi devido ao nimero de dias em um ano e também porque 360 ¢é o

numero de formas de colocar 7 pontos sobre um circulo.

Figura 1 — Dividindo o circulo em 360°
Formas : @0t 360 e 7 pontos, pois para os povos antigos existiam sete corpos
2 )
celestes (Sol, Lua, Merctrio, Vénus, Marte, Saturno e Jupiter).

O aspecto mais importante desse desenvolvimento foi que os babilonicos desenvolve-
ram um sistema de coordenadas, que hoje chamamos de "Coordenadas Esféricas"; por isso
é equivoco pensar que Descartes originou o sistema de coordenadas (Henderson; Taimina,
2005, p. 26).

Juntamente com os babilonicos, os gregos estao interligados nessa parte astrolédgica,
eles se familiarizaram com os estudos astrondémicos dos babilonicos por volta do século IV
a.C. Eles desenvolveram o "Modelo das duas esferas". (Ver Figura-2)

Essas esferas se dividiam da seguinte maneira: as estrelas sao como a esfera celeste
e 0 sol como a esfera ecliptica. Na qual os estudos realizados sobre elas geraram andlise de

rotagao, translagdo, angulos dentre outros topicos. Apds um tempo Autolycus matematico
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e astronomo grego introduziu uma terceira esfera chamada, "Esfera Horizontal' (Henderson;
Taimina, 2005, p. 27).

Por meio dessas observagoes e estudos que foi se desenvolvendo a geometria esférica,
que tem como significado de sua palavra geometria, termo que provém do grego geometrein,
onde geo é Terra e metrein é medir. Os primeiros trabalhos matematicos conhecidos em
que aparece o uso desta geometria sdo mencionados no livro de (Pitane, 0320) e (Euclid,
0300). Nestes livros sao apresentadas também as definigdes e proposigdes da geometria

esférica, como circulo maximo e circulos iguais.

Figura 2 — Esfera armilar baseada na visao grega do universo

Apo6s algum tempo, Hiparco, um astréonomo e matematico da antiguidade, aplicou
as coordenadas esféricas dos babilénicos nas trés esferas (Celeste, Ecliptica, Horizontal).
Para entao solucionar problemas astronémicos, como, "Quando uma estrela cruza o meu
horizonte?". Foi a resolugao de problemas desse tipo que exigiu a mudanca de coordenadas
entre esferas e acabou impulsionando o desenvolvimento da trigonometria esférica.

J& o primeiro relato sistemético sobre geometria esférica foi o Sphaerica, que consiste
em trés livros de teoremas e problemas de construgoes. No qual Sphaerica formulou
grande parte dos teoremas em uma geometria extrinseca, mas também havia proposicoes
e teoremas formulados em geometria intrinseca.

Falando agora sobre Euclides, por volta dos anos 300.a.C ele produziu os 13 volumes
de ’Os Elementos’ assim dando uma base sélida para a geometria Euclidiana; mas que ao
negar o 5¢ axioma surgem as geometrias nao euclidianas, onde se encontra a geometria

esférica.
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3 RETA NA ESFERA

Nesta capitulo, adotaremos como principal referéncia a obra de (Henderson; Tai-
mina, 2005), em especial a abordagem apresentada a partir da pagina 28, na qual os
autores introduzem o conceito de reta em uma esfera sob uma perspectiva intrinseca e

extrinseca.

3.1 O QUE E UMA RETA?

Para iniciar a discussao sobre retas em uma esfera é interessante discutirmos o que
temos como ideia de reta. Quando estudamos na geometria euclidiana, temos como reta,
um segmento que é dado por dois pontos e é infinito. Agora na geometria nao-euclidiana
ou melhor dizendo na geometria esférica, o que seria uma reta?

Parando para pensar, teriamos que imaginar algo pequeno e partir para algo grande.
Imagine uma bola de futebol e coloque um inseto bem pequeno sobre ela (Ver Figura-3),
no qual ele s6 anda sobre a superficie da bola. Se fosse possivel perguntar para o inseto

em que direcao ele estd andando, é bem provavel que ele diria em linha reta.

Figura 3 — Ilustracao para ajudar no pensamento

Mas em todo o momento para nés que observamos o inseto, ele se movia dando a
volta na bola e gerando um percurso com um formato circular. Gerando assim duas visoes,
para o inseto uma linha reta, para ndés observadores uma curva na bola.

Vamos transpor essa ideia para algo maior, se sairmos correndo por uns 10km em
uma pista reta, terifamos a impressao que corremos em linha reta. Porém se observarmos
de fora da Terra e fosse possivel visualizar a pessoa correndo, veriamos que percorremos
uma parte de um circulo na superficie da Terra, entao para nds, teriamos nos movimentado
em linha reta e para quem visse de fora estariamos nos movimentando sobre um circulo.

Dal surge o conceito de reta na superficie esférica, sendo essas retas representadas

por grandes circulos que passam pela superficie da esfera e tém como centro o centro da



Capitulo 3. Reta na Esfera 15

esfera. (Ver Figura-4)

Figura 4 — Grandes circulos

Por meio desse entendimento do que é uma reta na esfera, é possivel discutir o
conceito de curvatura intrinseca ou geodésica e curvaturas extrinseca.

A curvatura extrinseca corresponde a observacao externa da esfera, como no exem-
plo do inseto, é a visualizacao externa da esfera, por isso dizemos que ele estd se movendo
ao redor da bola com um percurso formando um circulo ou seja o inseto percorre curvas
extrinsecas. (Geometria Extrinseca)

A curvatura intrinseca, ¢ o que dizemos que percorremos sobre a superficie da
Terra, que andamos em linha reta, ou seja intrinsecamente as linhas dos grandes circulos
sdo retas e portanto curvaturas intrinsecas. (Geometria Intrinseca)

Por parte destas defini¢cdes de retas na esfera, quando conseguirmos ficar a vontade
com elas podemos entao referirmos a reta na esfera como geodésicas. Algumas caracteris-

ticas das geodésicas:
o Uma reta na esfera é um circulo maximo ou seja uma geodésica intrinsecamente
falando.
o Dado dois pontos na esfera a distancia entre eles é uma curva de um circulo
maximo.

o As geodésicas sao satisfeitas por uma equacao diferencial com a condicao de

um ponto na geodésica e a direcao da geodésica naquele ponto.
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4 AXIOMATICA DA GEOMETRIA ESFERICA

4.1 AXIOMAS BASICOS

Nossa compreensao do significado desses termos indefinidos na axioméatica da geo-
metria esférica, como ponto, circulo maximo e esfera, virao exclusivamente dos axiomas.

Assim, neste momento do trabalho, nao consideraremos inicialmente a esfera como
um conjunto de pontos equidistantes de um centro no espago euclidiano, nem assumiremos
que exista um centro associado a esfera. Da mesma forma, um circulo maximo nao sera
tratado como a intersecao de um plano que passa pelo centro da esfera com a esfera. Essas
interpretagoes pertencem a uma abordagem extrinseca da geometria esférica, isto é, uma
abordagem que depende do espaco tridimensional onde a esfera esta inserida.

A escolha dessa perspectiva axiomatica possui duas motivagoes principais. A pri-
meira motivagdo é que toda teoria matematica se fundamenta em hipoteses iniciais que
nao sao demonstradas, sendo importante explicitar claramente quais propriedades estao
sendo assumidas. A segunda motivacao é que o método axioméatico permite estudar a
geometria esférica a partir apenas de propriedades intrinsecas da superficie, sem recorrer
as propriedades do espaco externo.

Desse modo, os capitulos seguintes desenvolverao a geometria esférica sob uma
abordagem intrinseca, enfatizando propriedades internas da esfera. Posteriormente, no
apéndice deste trabalho, serd apresentada a abordagem extrinseca da geometria esférica, na
qual a esfera sera estudada como um objeto inserido no espago euclidiano tridimensional.

Antes de estabelecer os axiomas da geometria esférica, é importante definir quais
serao os objetos fundamentais de estudo. Assim como na geometria plana trabalhamos
com pontos e retas, na geometria esférica os elementos basicos serdao os pontos da esfera e

os circulos maximos, que desempenham o papel das retas.

Axioma 4.1 Uma esfera e um circulo mdzimo contido na esfera sio conjuntos de pontos.

E existem pelo menos dois pontos na esfera.

O conjunto R/27Z representa os angulos em médulo 27. Assim, 0, 27, 47 ¢ —27

sao considerados o mesmo elemento, pois correspondem ao mesmo ponto do circulo.

Axioma 4.2 Hdad uma correspondéncia biunivoca entre os pontos de um circulo mdxzimo e
0s pontos de R/2nZ. (Ver Figura-5)

Este axioma estabelece um sistema de coordenadas no circulo maximo. Em geral,
existem muitas bijegoes possiveis, mas, uma vez escolhida uma, ela sera mantida, a menos

que outra seja, de algum modo, compativel com a primeira.
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=312, /2, 512, 9T/2,...

+17, £31, +517,... 0, 211, +41T, £6TT,...

..,=0M/2, -m/2, 31/2, TT/2,...

Figura 5 — A rotulagem de um circulo com R/277Z

Seja C' um circulo maximo e 6 é um numero real, no qual # é o comprimento de

arco a partir do ponto fixo O ao ponto P, (Ver Figura-6)

Figura 6 — Lei da funcao 1

PeC — 0HeR

PleCc — 0eR

21

0 medida o 0 medida

Figura 7 — Transposicao para R



Capitulo 4. Axiomdtica da Geometria esférica 18

Entao considere a seguinte funcao

f: ¢C—R
Pr— f(P) =10,

onde # é um angulo em radianos, no qual # é a medida da distdncia de um ponto em C'
em relagao a um ponto fixo O. Dando continuidade, consideramos a parametrizagao de C

ap6s uma rotacao adequada. Assim

C R/277Z

[0, 27]

Note que, a esfera no espaco temos que
v(0) = (cos b, senb,0), 6 € [0,2n]
correspondendo aos pontos em C. Onde 0 € [0, 27]. Observe que
0~0+42kn, kelZ.
Consideremos o # médulo 27. Desta forma

f: C—R/27Z
P+— f(P)=0 (mod 2m)
A f estd bem definida, pois a cada ponto P € C temos uma Unica imagem. De

fato, tomemos P € C, pela construcao da parametrizagao
v :[0,27] — C' & sobrejetiva.

Tomemos P, P, € C. Como 7 é sobrejetiva, existem 61,602 € [0,27]. Se P| = Py e
v(01) = 7(62), entdo

v(01) = v(02) equivale a  (cosfy, senfi,0) = (cos by, senbs,0)
Logo,

cos ] = cos b, .
ou seja, 01 =0+ 2km, ke Z.

senf1 = senfo,

Como 61,62 € [0,27], a tnica possibilidade é k = 0. Logo, 61 = 0. Portanto, f

estd bem definida.
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Verifiquemos que f é injetiva. Devemos provar que, se f(P1) = f(P»), entao
Py = P». De fato, pois se f(P1) = f(P2) =6, entdao Py = v(0) = P> dai, P, = P».
Agora verifiquemos que f é sobrejetiva. Dado 6 € R, consideremos um 6y € [0, 27)

tal que 0y = 0 (mod 27). Tome P = 7(#), por definigao

f(P)=f((0)) =6y =6 (mod 2m).
Logo, f é sobrejetiva e, em particular, bijetiva.
Desde o ponto de vista intrinseco. A cada P € C, lhe corresponde uma classe [6)].

Assim,
R/27Z ={[X]; X e R, [X] ={X + 27k; k € Z}}.
Os elementos desse conjunto serdo iguais, se
(X]=1[Y] se,esése, X =Y (mod2r) édizer, X —-Y =27k, ke€Z.
Para X = [X] e Y = [Y], definimos a soma e diferenga

+,—:R/27Z xR/277Z — R/27Z
A B

por
X+Y=[X+Y], X-Y=[X-Y]

Dal, verifiquemos que a fungao “4” esta bem definida. Tomemos ([X1], [Y1]) e ([X2], [Y2]).
Suponhamos que
(X1, 1)) = ([X2], [Y2)),
isto é,
[X1] = [X2] e [Y1] = [¥2].
Assim, X1 = X2 (mod 27) e Y] = Yo (mod 27), entao
X1+Xo=Y1+Yy (mod27m), se eséose, [X1+Y1]=][X2+ Yo,

ou seja,
+([X1], 1)) = +([Xa], [Y2]).

Portanto, “+” esta bem definida.
Antes de definir formalmente pontos antipodas, recordemos que, intuitivamente,
eles sdo os pontos diametralmente opostos na esfera. A definicdo a seguir expressa essa

ideia utilizando a correspondéncia biunivoca de um circulo méaximo.

Definicdo 4.1 Dois pontos P e P' em uma esfera sio ditos antipodas se para algum
(e portanto, para todo devido a Proposicio 4.1) circulo mdzimo que os contenha, as
coordenadas obtidas pela correspondéncia biunivoca com R/27Z diferem por m mod (2 ).

Assim cada ponto é chamado de antipoda do outro e denotamos P = P'® ou P' = P%.
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A definicao de pontos antipodas permite estabelecer algumas de suas propriedades
fundamentais. O axioma a seguir garante a unicidade do antipoda de cada ponto, enquanto
a proposicoes mostra que essas relacoes é preservada em qualquer circulo maximo que

contenha o ponto considerado.
Axioma 4.3 Um ponto na esfera ndao tem mais de um antipoda.

Proposigao 4.1 Se um circulo maximo contém um ponto, ele também contém o antipoda

desse ponto.

Demonstragdo. Dado um circulo maximo I' e A um ponto pertencente a I'. Como foi

mostrado anteriormente, A estd em correspondéncia com [6], isto é,
A—[0].
Consideremos A%, um ponto em T, tal que, A% estd em correspondéncia com []
A%+ [0],onde 0 =0+ 7.
Observe que

0—0)=[0—-0+n)]=I[x], logo 6—60=n (mod2r).

Figura 8 — Ponto e seu Antipoda

Portanto, A e A% sdo antipodas entre si. (Ver Figura-8) g

Proposicao 4.2 Suponhamos que dois pontos sejam antipodas. Dado qualquer circulo
mazimo que contenha os dois pontos, sua correspondéncia biunivoca leva os dois pontos a

elementos em R/27Z que diferem por .
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Demonstra¢do. Suponhamos que dois pontos A e B estejam em um circulo méaximo I, e

que A e B estejam em correspondéncia com as coordenadas [0] e [#'], respetivamente.
Ar— 0] e Br—1[0].
Suponhamos que as coordenadas de A e B em R/27Z nao difiram por 7, ou seja

[0 — 0] # [].

Consideremos entdo um outro ponto C' pertencente ao circulo maximo I' que passa por A

e B. Como I" possui uma correspondéncia do tipo
C+——[0"],onde 0" =0+,

temos que C' seria antipoda de A, o que é um absurdo, pois, pelo Axioma 4.3, um ponto
nio possui mais de um antipoda. Assim, [0 — 0] = [r].

O

A nocao de circulo maximo é central na geometria esférica, pois ele desempenha um

papel analogo ao da reta na geometria plana. O axioma a seguir garante que dois pontos

distintos nao antipodas determinam um tnico circulo maximo, permitindo introduzir uma

notagao especifica para esse objeto e estabelecer uma de suas propriedades basicas.

Axioma 4.4 Se dois pontos distintos em uma esfera nao sio antipodais, entao existe um

unico circulo mazrimo que passa por eles.

Definicao 4.2 Se dois pontos distintos A e B nao sao antipodais, o inico circulo mdximo

que passa por A e B ¢ denotado por (O)AB.

Proposicao 4.3 Por qualquer ponto existe pelo menos um circulo mdximo que passa por

ele.

Demonstragdo. Seja A um ponto na esfera e tomemos um outro ponto qualquer B. Pelo
Axioma 4.4, existe um tnico circulo maximo que passa por eles, isso caso o B nao seja
antipoda de A. No caso em que o B é antipoda de A, entdo existem infinitos circulos

maximos que passam por eles. Portanto pelo menos um circulo méaximo passa por A. [
Proposicao 4.4 Todo ponto da esfera possui um ponto antipoda.

Demonstragdo. Seja P um ponto qualquer da esfera. Pelo modelo adotado, existe pelo
menos um circulo maximo que passa por P. Pela correspondéncia biunivoca entre os

pontos de um circulo méximo e os pontos de R/277Z, existe um 6 € R/277Z tal que

P =10
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Pela definicao de antipoda, o ponto correspondente a classe
0 + 7]

é o antipoda de P. Além disso, pela Proposicao 4.3, essa defini¢do independe do circulo
maximo escolhido. Portanto, todo ponto da esfera possui um antipoda. O

Os circulos maximos possuem um comportamento semelhante ao das retas no plano,
mas com uma diferenca fundamental: enquanto duas retas distintas podem ser paralelas,
dois circulos maximos distintos sempre se intersectam. Os resultados a seguir descrevem

€cOmo OcorTe essa intersecao.
Axioma 4.5 Dois circulos mdximos distintos se encontram em pelo menos um ponto.

Proposicao 4.5 Dois circulos mazrimos distintos se encontram em exatamente dois pon-

tos que sdo antipodas.

Demonstracdo. Sejam C e O’ circulos maximos e P um ponto que pertence a ambos,
isso vale pelo Axioma 4.5. Note que, como foi mostrado se P € C, entao P% € C, mas
P e ', entdo P% € C'. Assim P® pertence tanto a C' quanto a C’, desta forma C e C’

se encontram em exatamente dois pontos os quais sdo antipodas. 0

Definigao 4.3 Sejam A e B dois pontos, I' um circulo mdximo contendo ambos, com
uma correspondéncia biunivoca £ para R/27Z, ou seja, ((A) =0, onde 6 € R/2nZ. Seja o
o representante da classe de equivaléncia de ((A) —((B) que pertence ao intervalo (—m,m|.
Entao a distancia d(A, B) entre A e B € o valor absoluto de §.

Note que d(A, B) = d(B, A) porque ({(A) — ¢(B)) é o negativo de ({(B) — {(A)).
Podemos nos perguntar o que acontece se os dois pontos pertencem a mais de um circulo
maximo? Poderiamos obter dois valores para a distancia entre eles? A resposta é nao, pois
como foi visto isso s6 poderia ocorrer se os dois pontos fossem antipodas e desta forma,
((A) — {(B) deve ser igual a m médulo 27.

Note que, como 0 < d(A, B) < 7, entao d(A, B) 4+ 27 representa o mesmo elemento
em R/27Z. Note também que +d(A, B) = {(A) — {(B) (mod 27), de modo que

0(A) = (B) £ d(A, B) (mod 2r).

A defini¢ao anterior utiliza uma correspondéncia biunivoca para atribuir coordena-
das angulares aos pontos do circulo maximo. Entretanto, essa correspondéncia nao ¢ tnica.
A proposicao a seguir mostra que, mesmo escolhendo outra parametrizacdo obtida por
uma mudanca de orientacao ou por uma translagao angular, a distancia entre os pontos

permanece inalterada.
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Proposicao 4.6 Dada uma correspondéncia biunivoca ¢ para um circulo mdzrimo, as
fungoes —0 e L + k (onde k é uma constante) também sdo correspondéncias biunivocas no

mesmo circulo mdzimo que induzem a mesma distincia d(-,-).

Demonstracdo. Seja I' um circulo maximo e consideremos A, B € I'. Suponhamos que
Ar—0(A) =0, B+——DB)=4¢.
Pela definicao de distancia induzida por —/
d(A,B) = | —L(A) — (—UB)|=| -0+
Agora usando ¢ + k
d(A,B)=|(0+k)— (0 + k)| =100

Mas | — 0+ 60| = |0 — ¢'|, portanto, —¢ e ¢ + k induzem exatamente a mesma distancia. (J

Proposicao 4.7 Seja A um ponto de um circulo mdaximo I'. Para cada d tal que 0 < d < m,
existem exatamente dois pontos de I' cuja distancia a A € igual a d. Se d = 0, existe
exatamente um ponto, o proprio A; e, se d = m, existe exatamente um ponto, o antipoda
de A. Além disso, os dois pontos situados a distancia d de A sdo antipodas entre si se, e

somente se, d = %.

Aa

Figura 9 — Relacoes de distancias em I"

Demonstragdo. Seja I' um circulo méaximo na esfera. [' é uma curva fechada simples de
comprimento 27 (esfera de raio 1) e que a disténcia esférica entre dois pontos de I' é o

menor dos dois arcos determinados por eles ao longo de T'.
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Fixe A € I'. Parametrize I' pelo comprimento de arco a partir de A, no sentido
horério, obtendo um ponto P(t) para cada t € [0,27), com P(0) = A e P(t) percorrendo

o circulo no sentido positivo. A distancia d(A, P(t)) é dada por
d(A, P(t)) = min{t, 27 — t}

porque o arco menor entre A e P(t) pode ser o arco direto de comprimento ¢t ou o arco
complementar de comprimento 2w — t.

Agora analisamos a equagao d(A, P(t)) = d, para 0 < d < 7.

Caso d = 0. Temos min{t, 27 — t} = 0. Isso s6 ocorre se t = 0 ou t = 27, que é o
mesmo ponto A. Logo, um tinico ponto.

Caso d = m. Temos min{t, 2w — t} = 7. Isso implica t > 7 e 27 — ¢t > m, donde
t = m. Logo P(m) é o tinico ponto a distdncia m de A é o antipoda.

Caso 0 < d < m. Precisamos resolver
min{t, 2w — t} = d.

Isso significa que out = d (com ¢t < 7), ou 2r —t = d (com ¢t > 7). A segunda equacdo
da t =2m —d.

Como 0 < d < 7, temos d € (0,7), 2r — d € (m,27), e claramente d # 27 — d, pois
isso implicaria d = 7, que nao é o caso.

Portanto, existem exatamente dois valores distintos de ¢ no intervalo [0,27) que
satisfazem a equacao t] = d e t9g = 2w — d.

Assim, existem exatamente dois pontos em I' a distancia d de A.

Caso d = /2. Temos t] = 7/2 e t9 = 2r — /2 = 37/2. A diferenga entre eles é

to —t1 = m.

Em um circulo maximo, dois pontos cujos parametros diferem por 7 sao antipodas.
Reciprocamente, se os dois pontos P(t1) e P(t2) sao antipodas, entao a diferenca
entre seus parametros (médulo 27) é m. Mas sabemos que t| = d e t9 = 27 — d (ou
vice-versa). A diferenga é
(2m —d) —d =27 — 2d.

Para que isso seja m (ou —m moédulo 27), temos
2r—2d=m1 = d=m/2.

Assim, a condigao de antipodalidade é equivalente a d = /2. O

A nocao de ponto entre dois outros é fundamental para definir segmentos na geome-
tria esférica. Inicialmente, apresentamos sua definicao em termos da distancia esférica. Em
seguida, mostramos uma caracterizagao utilizando coordenadas angulares em um circulo

maximo e, por fim, estabelecemos uma propriedade de transitividade dessa relagao.
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Definicao 4.4 Dado trés pontos distintos A, B e C, dizemos que B estd entre A e C' se,
e somente se, satisfaz

(i) A e C ndo sao antipodas, e

(i) B estd em (OAC, e

(iii) d(A,C) = d(A, B) +d(B,C).

Proposigao 4.8 Suponhamos que A, B, e C' sao pontos. Entao B estd entre A e C' se,
e somente se A, B e C estdo em uwm mesmo circulo mazrimo com uma correspondéncia
biunivoca ¢ tal que 0 < d(A, B) < d(A,C) <7 e

UC)=L(A)+d(A,C) (mod 27), ((B) =((A)+d(A,B) (mod 2m), (1)
0C)=L(A) —d(A,C) (mod 27), ¢(B)=4{A)—d(A,B) (mod 2m). (2)

Demonstragdo. Suponhamos que B estd entre A e C. Entao, pela Definicao 4.4 A e C
nao sao antipodas e B estd no circulo maximo ()AC. Como A e C' nao sao antipodas,
para determinar o circulo maximo ()AC com uma correspondéncia biunivoca ¢ e B em
(OAC como na equagao (1), devemos ter £(C) = ((A) £ d(A,C) e {(B) = ((A) £ d(A, B)
(mod 27), nas quatro possiveis combinagoes de sinais.

Sejam A e C sdo distintos e ndo antipodas, 0 < d(A,C) < .

Se A e B sao distintos e A e C' nao sao antipodas, 0 < d(A, B) < d(A,C) < .

Sem perda de generalidade podemos assumir ¢(C') = ¢(A) + d(A,C) (mod 27); o
caso ((C) = ((A) — d(A,C) (mod 27) é similar (ou podemos substituir ¢ por —¢, pela
Proposigao 4.6).

Entao, ((B) = ((A) — d(A, B) (mod 27), logo

UC) + ((B) = 20(A) + d(A,C) — d(A, B) (mod 27),

e como B estd entre A e C, d(A,C) —d(A,B) =d(B,C).

Agora, como d(B,C) = £({(B) — £(C)) reduzido médulo 2.

Sed(B,C) = {(B)—{(C)(mod 27), entao £(C)+{(B) = 2{(A)+{(B)—£(C)(mod 27),
logo 20(C') = 2((A)(mod 27), dai segue que 2(¢(C) — ¢(A)) = 0(mod 2), portanto
0(C) —L(A) = 0 ou m mbédulo 27. Assim A e C sdo idénticos ou antipodas, chegando a
uma, contradigao.

Se d(B,C) = ((C) — £(B)(mod 27), entdo um argumento similar demonstra que
2(((B) —¢(A)) = 0(mod 27), assim A e B sao idénticos ou antipodas, outra contradicao,
ja que 0 < d(A,B) <.

Reciprocamente, suponhamos que A, B e C' estdao em um circulo maximo com
correspondéncia biunivoca ¢, 0 < d(A,B) < d(A,C) < w e (1). Entao A, B e C sdo

distintos e A e C' nao sdo antipodas. Subtraindo essas duas equagoes,

{(C) — 0(B) = d(A,C) — d(A, B) (mod 21).
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Agora 0 < d(A,C) —d(A,B) < d(A,C) < 7. Entao ¢(C) — ¢(B) reduzido médulo 27 é
d(A,C) —d(A, B) > 0. Portanto,

d(B,C)=d(A,C)—d(A,B) e d(A,C)=4d(A,B)+d(B,C)
como desejado. 0

Proposicao 4.9 Se C estd entre A e D, e B estd entre A e C, entdo B estd entre A e
D e C esta entre B e D.

Demonstracao. Se C' esté entre A e D, entao aplicamos a Proposicao 4.8 para concluir que

(1) ou (2) vale. Assim podemos assumir (1) de modo que
(D) =10(A)+d(A,D) e L(C)=4(A)+d(AC) (mod 2n) (3)

Com 0 < d(A,C) <d(A,D)<m

Podemos aplicar a Proposigao 4.8 para assumir que ¢(B) esta entre {(A) e ¢(C); entao

somos forcados a concluir que
((B) =((A) + d(A, B)(mod 27)

Mas entao ¢(B) = l(A) +d(A,B) e {(D)=/{((A)+d(A,D) (mod 27) e assim B esté
entre A e D, pois pela Proposicao 4.8. Entao B esta entre A e D.
Agora, d(A, D) = d(A, B) + d(B, D) e ja temos pela hipdtese que B estd entre A
e C, entao
d(A,C)=d(A,B)+d(B,C).

Logo,
d(A,D)=d(A,B)+d(B,C)+d(C, D).

Assim, a primeira equagao em (3) fica

(D) = ((A)+d(A,D)

U(C) = ((A)+d(A,C)

Entao,
(D) ={(B) +d(B, D)(mod 2m).
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((C) = ((B) + d(B, C)(mod 27).

Entao pela Proposicao 4.8, C' esta entre B e D. U
Com a nocao de "estar entre' estabelecida, podemos definir o arco esférico como
a porcao de um circulo maximo compreendida entre dois pontos nao antipodas. A partir

dessa defini¢ao, também introduzimos o conceito de congruéncia entre arcos.

Definicao 4.5 Dados dois pontos nao-antipodas A e B, o arco esférico AB € o conjunto
de todos os pontos no ()AB que estao entre A e B. A medida do AB é d(A, B).

Definicao 4.6 Dois arcos esféricos sao ditos congruentes se possuem a mesma medida.

Se os dois arcos AB e C'D sdo congruentes, entdo escrevemos AB = CD.

Até o momento, os conceitos apresentados foram desenvolvidos a partir das pro-
priedades dos circulos maximos e da distancia esférica. Introduzimos agora a noc¢ao de
polo de um circulo méximo. Do ponto de vista extrinseco (ver Apéndice), os polos sdo
obtidos pela intersecao da reta perpendicular ao plano que contém o circulo maximo,
passando pelo centro da esfera, com a propria esfera. Neste capitulo, porém, essa nogao

sera caracterizada exclusivamente por propriedades intrinsecas da geometria esférica.

Axioma 4.6 Para qualquer circulo mdximo, existe um ponto tal que o circulo mdzrimo
consiste em pontos a uma distincia esférica de 5 a partir do ponto dado. Tal ponto é

definido como um polo do circulo mdzimo.

L]

1 1
| ]
|
1
1

-
- . ~ -

Figura 10 — O antipoda de um polo no Axioma 4.6

A proposicao seguinte mostra que cada circulo méaximo possui exatamente dois

polos, que sao antipodas entre si.
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Proposicao 4.10 O antipoda de um polo no Azxioma 4.6 ¢ o inico outro ponto que satisfaz

a mesma propriedade.

Demonstracao.

Seja I' um circulo méximo e, pelo Axioma 4.6, P um polo de I". Entao d(P, X) =
/2 para todo X € I' (Ver Figura-10). Seja P® o antipoda de P. Entao d(P% X) =
m—d(P,X)=m—7/2=m/2 para todo X € I" Logo, P/ também ¢ polo de .

]
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| ]
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]
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*
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Figura 11 — O tnico outro ponto que satisfaz a mesma propriedade

Agora, suponhamos que @ seja outro polo de I'. Entao d(Q, X) = 7/2 para todo
X € I'. Em particular, para um Xy € I', temos d(Q, Xo) = 7/2 e d(P, Xg) = 7/2. Mas,
um circulo maximo é o conjunto de pontos a uma distancia 7/2 de um dado P. Seja I'1 o
circulo maximo que contem P e (). Sejam B e B% os pontos de intersecdo entre I' e I'y.
Da Proposicao 4.5 sabemos que dois circulos maximos distintos se intersectam em dois
pontos antipodas. Como P e ) estdo ambos a 7/2 do ponto X, eles pertencem ao mesmo
circulo maximo relativo a X(. Mas também estdo a 7/2 de todo ponto de I', em particular
d(Q,B) = d(Q, B*) = /2. Isso forca Q = P ou QQ = P%. Logo, s6 ha dois polos, que sao
antipodas (Ver Figura-11).
O
Os teoremas a seguir mostram a estreita relacao entre os circulos maximos e seus

polos, evidenciando que cada um determina o outro de maneira natural.

Teorema 4.1 Um circulo mazximo € o conjunto de todos os pontos na esfera a distancia

esférica de um quarto de circulo ou seja w/2 do seu polo.

Demonstragao. Pela definigao de polo, todos os pontos no circulo maximo (chame-o de
I') estao a distancia % de um polo. Reciprocamente, suponhamos que () seja um ponto a

um quarto de circulo do polo P. Entao, existe um circulo méaximo passando por P e Q).
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Assim, OPQ é distinto de I' ja que P nao esta em I'. Segue-se que ()P encontra I' em
dois pontos A e A?. Portanto em I', @ esta a distancia 5 de P e pela definicao de @, A
e A% sao ambos a distancia 5 em relagao a P. Pela Proposicao 4.7, @ deve ser o mesmo

que A ou A%. Isso coloca ) em T'. O

Teorema 4.2 Todo ponto na esfera é um polo de algum circulo mazximo.

P

OPA

OAQ

Figura 12 — Diagrama para a prova do teorema

Demonstragao. Seja P um ponto qualquer. Existe um circulo maximo ()PA passando por
P. Seja @ um dos polos do (OPA. Existem entao dois pontos (antipodas) A e A% neste
circulo maximo (OPA a distancia § de P (usando a correspondéncia biunivoca entre o
circulo maximo e R/27Z) (Ver Figura-12).

Como @ estd a distancia 5 de A, ele nao é antipoda de A, entao existe um tinico
circulo maximo ()AQ passando por @) e A. Note que todos A, A e () estao a distancia
5 de P.

Iremos provar que o circulo ()AQ é o conjunto de todos os pontos a distancia
esférica % de P. Consideremos R um polo do OAQ. Entao provamos que R = P ou
R = P®. De fato, como R é um polo do ()AQ e esta a distdncia de um quarto de circulo
de @. Por outro lado, como ) é um polo do ()PA e R um polo do ()AQ), entdao R pertence

ao OPA.
No OPA, R também também esta a um quarto de circulo de A pois é polo do
OAQ, entao R deve ser P ou P%. O

Definicao 4.7 Dado um ponto P na esfera, dizemos que um circulo mdximo I' que tem

P como polo é chamado de polo circular ou polo do ponto.

~

Proposigao 4.11 Sejam A, B,C pontos em uma esfera e os arcos BA e BC' ambos
medindo um quartos de circulo. Se A e C' sao distintos e nao antipodas. Entdo B é um

polo do circulo mdzimo (O)AC.
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~~

-
Demonstragio. Como BA = BC' = 7, entao o ponto B é o polo de algum circulo méximo
I' que contém A e C. Mas existe apenas um tal circulo maximo ()AC pois A e C sao
distinto e nem antipodas. O

Com o conceito de polo estabelecido, podemos introduzir uma nova classe de curvas
na esfera: os circulos minimos. Diferentemente dos circulos maximos, eles sao determinados

por um centro e por um raio esférico menor que 5.

Definicao 4.8 Um circulo minimo em uma esfera é o conjunto de todos os pontos na
esfera a uma distancia esférica fiva p < % de um ponto P. O ponto P é chamado de centro
do circulo minimo, e a quantidade p é chamada de raio esférico do circulo minimo. O
conjunto de todos os pontos cuja distancia a P é menor que p é chamado de interior do

circulo minimo.

A seguir, introduzimos o conceito de semirreta esférica, andlogo ao da geometria

plana, porém definido sobre um circulo maximo.

Definicao 4.9 Sejam A e B dois pontos em uma esfera que nao sao antipodas. Entao
a semirreta esférica AB é o conjunto de todos os pontos C no circulo mdzimo ()AB tal
que C' estd em AAB ou C' estd em B?la. Dizemos que A € o vértice ou ponto inicial da
semirreta esférica. A semirreta aberta com vértice A através de B consiste de todos os
pontos em 1@ exceto A.

A proposicao seguinte fornece uma descricao analitica da semirreta esférica por

meio das coordenadas angulares de seus pontos.
Proposicao 4.12 Se A e B nao sao antipodas e
d(A,B) =¢(B) —l(A) (mod 27) ou d(A,B)={(A)—{(B) (mod 2m),
entao E consiste de todos os pontos C' tais que
((C) =L(A) + z (mod 2m)

no Primeiro caso, €

0(C) =4(A) —x (mod 2m)
no sequndo caso, onde 0 < x < .
Demonstragio. Basta notar que o x corresponde a d(A, C). O

A caracterizacao da semirreta esférica obtida na proposi¢ao anterior permite con-

cluir imediatamente o resultado a seguir.

Corolario 4.1 Dada qualquer semirreta esférica 1@ e um numero real v, 0 < x < T,
existe um unico ponto C' de AB tal que d(A,C) = x.
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Demonstracao. Decorre da unicidade da func¢do biunivoca 4.2 provada no inicio. 0
Assim como na geometria plana, duas semirretas com a mesma origem podem
possuir sentidos opostos. Na geometria esférica, essa ideia é descrita por meio do grande

semicirculo determinado por elas.

Definicao 4.10 Dizemos que as semirretas esféricas Ag € A(% sao opostas se C' nao esta
s

no grande semicirculo ABA®, mas A, B e C pertencem a um mesmo circulo mdximo (Ver

Figura-13).

Figura 13 — Trés semirretas esféricas do mesmo circulo maximo

Os resultados a seguir descrevem algumas propriedades fundamentais das semirretas
esféricas e introduzem o conceito de grande semicirculo, que sera utilizado na defini¢ao de

semirretas opostas.
Corolario 4.2 Se C € ponto de 1@ e C' # A, entdo E - B

Demonstracao. De fato isso ocorre pelo simples detalhe de que C' € E, pois caso C' ¢ 1@
terfamos que C' e A formariam uma semirreta CTZL na qual pela Defini¢ao 4.10 seria oposta
a 1@ e consequentemente diferente, mas como C' € /@ = 1@ C /T& . O

Para formalizar a nocao de semirretas opostas, definimos o grande semicirculo

associado a uma semirreta esférica.

Definigao 4.11 Seja A um ponto sobre a esfera e seja 1@ uma semirreta esférica com
vértice em A. Entao, o grande semicirculo ABA® é definido como a uniao da semirreta
f@ com o ponto antipoda A%. Isto é, ABA® = f@ U {A%}.

A proposicao seguinte mostra que o grande semicirculo pode ser descrito como a

unido de dois arcos esféricos consecutivos.
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Proposigao 4.13 O grande semicirculo ABA® é a uniao dos arcos AB e BA®.

Demonstragao. Seja ABA® o semicirculo maximo. Como B é um ponto sobre o arco do
semicirculo de A até A%, entdo B esta entre A e A nesse arco. Logo a distancia esférica
¢é aditiva, isto é
d(A, A%) = d(A, B) + d(B, A%).
Ou seja,
ABA® = ABU BA“.
OJ

Por fim, apresentamos uma propriedade importante da intersecao de duas semirretas

esféricas com sentidos opostos.
H ~~
Proposicao 4.14 A intersecao das semirretas ﬁ e BA é AB.

Demonstragao. Sejam A® e B os pontos antipodas de A e B na esfera. Pela Proposigao 4.13,
as semirretas E e B—z>4 estao contidas nos semicirculos ABA“ e BAB“ respetivamente.
Ou seja,
—~ ~ — — ~ —
ABA® = ABU BA?, e BAB® = BAU AB“.

Note que, AB = BA e que os arcos BA® e AB® intersectam AB, unicamente nos extremos
A e B, respetivamente. Como as semirretas nao incluem os pontos antipodas, A“ nem Ba
entdo eles também nao pertencem a intersecao das semirretas. Além disso, BA“ e AB“
sao disjuntos entre si e nenhum deles pertence simultaneamente as semirretas /@ e BA,
pois BA® nao estd incluido em ﬂ nem AB% esta incluido em 1@ . Portanto, a intersecao
zﬁ N Ezl reduz-se exatamente ao arco comum AB. 0

Observemos que uma semirreta esférica nao contém pares de pontos antipodas.
Além disso, o conjunto dos antipodas de seus pontos forma outra semirreta esférica no
mesmo circulo maximo, cujo vértice é o antipoda do vértice da semirreta original. Dessa
forma, cada ponto do circulo maximo pertence a semirreta ou tem seu antipoda pertencente
a ela, mas nunca ambos.

Assim como na geometria plana, os arcos esféricos também possuem um ponto que
os divide em duas partes de mesma medida. Esse ponto recebe o nome de ponto médio

do arco.

Definicao 4.12 O 4nico ponto de um arco esférico cuja distancia esférica até as extre-

midades € a mesma é chamado de ponto médio do arco.

A proposicao a seguir descreve uma propriedade importante da intersecdo entre

uma semirreta esférica e um circulo maximo.

Proposicao 4.15 Uma semirreta esférica v = Jﬁ e um circulo maximo I'1 intersectam-

se em exatamente um ponto, a menos que a semirreta esteja contida no circulo mdzimo.
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Figura 14 — Interse¢do de uma semirreta esférica com um circulo maximo

Demonstragao. Sejam 7 = ﬁ uma semirreta esférica e I'y um circulo maximo (ver Figura
14).

Se 7 C I'1, entdo a intersecdo é a propria semirreta, ou seja, infinitos pontos; porém,
esse caso € excluido pela hipdtese da proposicao. Suponhamos, entao, que 7 ¢ I'1. Seja I'o
o unico circulo maximo que contém 7. Como I'y e I'9 s@o distintos, eles se intersectam em
dois pontos antipodas, que denotaremos por P e P%.

Os pontos P e P dividem I'y em dois semicirculos. A semirreta 7’ estd contida em
exatamente um desses semicirculos - a saber, aquele que contém a origem A e se estende
até o ponto antipoda A% Como P e P® sao antipodas, eles ndo podem pertencer ambos
ao mesmo semicirculo aberto. Portanto, o semicirculo que contém 7 contém exatamente
um dos dois pontos P ou P%. Consequentemente, a intersecao N1 é exatamente esse
Unico ponto.

Portanto, a semirreta esférica e o circulo maximo intersectam-se em exatamente
um ponto, a menos que a semirreta esteja contida no circulo maximo. ]

Até o momento, foram estudados objetos definidos sobre circulos maximos. A
seguir, introduzimos o conceito de hemisfério, que permitira descrever regides da esfera e

estabelecer propriedades importantes de conjuntos esféricos.

Definicao 4.13 O conjunto de todos os pontos que estdo a menos de um quarto de circulo
de um ponto dado é chamado uwm hemisfério. E o ponto dado é chamado de centro do

hemisfério.

Os hemisférios determinados pelos polos de um circulo maximo permitem distinguir

os dois lados desse circulo e caracterizar a posi¢ao relativa de pontos na esfera.
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Definicdo 4.14 Dado um circulo mdzimo com polos A, A', os hemisférios com centros em
A e A" sdo chamados de lados do circulo mdzimo. A borda de cada hemisfério é chamada
de circulo polar. Quando dois pontos estdo no mesmo hemisfério dizemos que eles estao
no mesmo hemisfério do circulo mazrimo. Se um ponto estd no hemisfério centrado em
A e o outro ponto estd no hemisfério centrado em A’, dizemos que os pontos estdo em

hemisférios opostos do circulo mazrimo.

Seja A um ponto da esfera. Entao, todo ponto da esfera pertence ao hemisfério
centrado em A, ao hemisfério centrado em A’, ou ao circulo polar de A. Além disso,
um hemisfério ndo contém pares de pontos antipodas, e o antipoda de qualquer ponto
pertencente ao hemisfério centrado em A pertence ao hemisfério centrado em A’.

Com a nocao de hemisfério estabelecida, podemos introduzir um importante con-
ceito da geometria esférica: a convexidade esférica. Esse conceito generaliza a ideia de
convexidade da geometria plana, substituindo segmentos de reta por arcos de circulos

MmAaximos.

Definigao 4.15 Um subconjunto da esfera é dito ser esfericamente convexo se, para todo

par de pontos ndo antipodas, o arco (inico) entre eles estd contido no subconjunto dado.

A proposicao seguinte apresenta exemplos de conjuntos esfericamente convexos que

serao utilizados com frequéncia nos resultados posteriores.

Proposicao 4.16 Um circulo mdximo e uma semirreta esférica sao esfericamente con-

VETOS.

Demonstragao. Dados dois pontos nao antipodas sobre um circulo maximo, o arco esférico
entre eles é um subconjunto do circulo maximo por defini¢do, portanto o circulo maximo
é esfericamente convexo.

Por outro lado, seja 1@ uma semirreta esférica e consideremos nela dois pontos
C e D. Pela Proposicao 4.9, se {(B) — {(A) = d(A, B) (mod 27), entdo os pontos C' e D
de AB satisfazem (C) =U(A) +d(A,C) (mod 27) e (D) = £(A) + d(A, D) (mod 27),
onde podemos supor sem perda de generalidade que d(A,C) < d(A, D), de modo que
0 < d(A,C) < d(A,D) < 7. Suponhamos que E estd entre C' e D. Entao, como ou
C = A ou C estd entre A e D, E também deve estar entre A e D (pela Proposicao 4.9).
Como ¢(D) = ¢(A)+d(A, D) (mod 27), entao pela Proposicao 4.8, {/(E) = ((A)+d(A, F)
(mod 27) para 0 < d(A, E) < d(A, D) < w. Entao, pela Proposicao 4.12, E esta sobre
AD = AB. Se ((A) —4(B) = d(A, B) (mod 27), o argumento ¢ analogo. O

A convexidade esférica possui propriedades semelhantes as da geometria plana.
O axioma a seguir estabelece que os hemisférios constituem exemplos fundamentais de

conjuntos esfericamente convexos.

Axioma 4.7 Um hemisfério € esfericamente convexo.
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Além disso, veremos que o interior de um circulo minimo também é esfericamente
convexo. Veremos ainda que a intersecao de conjuntos esfericamente convexos permanece
esfericamente convexa. Assim, a partir de hemisférios e interiores de circulos minimos, é
possivel construir diversos outros conjuntos esfericamente convexos.

As proposicoes seguintes descrevem algumas consequéncias da convexidade dos

hemisférios e da posicao relativa dos pontos em relacao aos circulos maximos.

Proposicao 4.17 Se dois pontos estdo em hemisférios opostos de um circulo mdximo e

ndo sao antipodas, o arco entre eles encontra o circulo mdzrimo.

Demonstracao. Sejam A e B os pontos e I' o circulo maximo dado. Como A e B estao em
hemisférios opostos de I', A e B® estao no mesmo hemisfério de I'. Assim, o arco AE“
nao encontra I'. Mas M encontra I' em um tnico ponto C' € I', que deve estar entre A
e B ou seja um ponto em AAB, como desejado.

O

Proposigao 4.18 Seja (OAB um circulo mdzimo e seja C' um ponto que nao pertence
a esse circulo. Entdo, todos os pontos do arco AC, com excecio de A, estao no mesmo

hemisfério determinado por ()AB que o ponto C.

,

Figura 15 — Os pontos de 1@ e ﬁ ficam no mesmo hemisfério do ()AB, exceto A

Demonstragao. Queremos mostrar que AC \ {A} estd contido no hemisfério com fronteira
(OAB que contém o ponto C'.

Suponhamos que X # A pertenca a /RZ’ e também a (OAB. Se X € AAC’ N (OAB,
entdo todo o arco AX esta contido em OAB pois o arculo maximo é esféricamente

convexo. Mas, note que AX ¢ um subarco de AC Logo, AC’ esta contido em ()AB. Isso
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implica C' € (OAB, contradizendo a hipétese (C' ¢ (OAB). Portanto nenhum ponto de
AC (diferente de A) estd em (OAB. Ou seja, ACN OAB = {A}.

Por outro lado, suponhamos, por absurdo, que existe X € A/b X # A, tal que X
estd no hemisfério oposto ao de C.Pela Proposicao 4.17 o arco CX encontra ()AB em
algum ponto Y. Como AC é esferlcamente convexo, e C, X € AC’ entao todo o arco CX
esta contido em AC’. Portanto, Y € AC NQOAB.

Sabemos que, /TC N (OAB = {A}. Logo, Y = A. Note que, A é extremo de AAC
e C # A, e X estd entre A e C' no arco, entao o arco C/B( nao contém A. O que é uma
contradigao. Assim, a suposicao de que existe X no hemisfério oposto é falsa. Portanto,
todo X € AAC com X # A estd no mesmo hemisfério que C. OJ

Encerramos este capitulo introduzindo a no¢ao de tangéncia entre circulos na esfera,

conceito que sera 1util para o estudo das propriedades dos circulos minimos.

Definicao 4.16 Dizemos que dois circulos sao tangentes se encontram-se em um Uunico
ponto. Esse ponto é chamado de ponto de tangéncia. Uma corda de uwm circulo minimo é

um arco esférico entre dois pontos do circulo minimo.

Como dois circulos méaximos distintos sempre se intersectam em dois pontos anti-
podas, a tangéncia entre dois circulos s6 pode ocorrer quando pelo menos um deles é um

circulo minimo.

4.2 ANGULOS

Neste capitulo introduzimos o conceito de angulo esférico e sua medida. Assim como
na geometria plana, o objetivo é quantificar a abertura entre duas semirretas; entretanto,

na geometria esférica essa construcao é realizada sobre circulos maximos.

Definicao 4.17 Sejam A, B e C pontos de uma esfera que ndo pertencem a um mesmo
circulo mdzximo. Entao, o angulo (esférico) <ABC', com vértice em B, € a unido das
semirretas esféricas B—1>4 e B? Essas semirretas esféricas ou raios esféricos sio chamados
os lados do angulo. O interior do angulo € a intersecao de dois hemisférios: o lado do
OAB que contém C' e o lado do O)BC que contém A.

A condigao de que os pontos A, B e C' nao pertengam ao mesmo circulo maximo ga-
rante que as semirretas esféricas B_1>4 e B? nao coincidem nem sao opostas, caracterizando
um angulo propriamente dito.

Na geometria plana, a medida de um angulo é obtida por meio de um transferidor,
que pode ser visto como um circulo graduado centrado no vértice do angulo. A medida
corresponde ao arco compreendido entre os pontos de intersecao dos lados do angulo com
esse circulo. Na geometria esférica, a ideia é andloga: utilizamos um circulo polar para

determinar a medida do angulo.
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Com essa motivagao, podemos definir rigorosamente a medida de um angulo esfé-

rico.

o
Definicao 4.18 Seja 0 <ABC um angulo esférico. Escolhamos pontos D e E em BA e
B?, respectivamente, que estejam ambos a um quarto de circulo de B. Entao a medida
do <ABC ¢é definida como DE. (Ver Figura-16)

Figura 16 — Medida do angulo <ABC

A construgao anterior mostra que o circulo polar de B, representado por ()DE,
desempenha o papel do transferidor na geometria plana, tendo B como seu centro. Dessa
forma, a medida do angulo esférico corresponde a medida do arco determinado pelos
pontos D e E nesse circulo.

Assim como na geometria plana, dizemos que o <ABC' é agudo, reto ou obtuso
quando sua medida ¢, respectivamente, menor que, igual a, ou maior que 7.

Uma vez definida a medida dos angulos esféricos, podemos estabelecer as nogoes

de congruéncia, suplementaridade e complementaridade.

Definicao 4.19 Dois angulos esféricos sao ditos congruentes quando possuem a mesma
medida. Nesse caso, se os angulos sao <ABC e <DFEF, escrevemos <ABC = <DFEF.
Além disso, dois angulos esféricos sao ditos suplementares quando a soma de suas medidas

¢ igual a m radianos e complementares quando essa soma € igual a & radianos.

A proposicao seguinte apresenta uma propriedade importante dos angulos formados

por semirretas esféricas opostas, andloga ao caso da geometria plana.

—
Proposicao 4.19 Suponhamos que os <ABC e o <DBC sejam tais que BA ¢é oposto a
ﬁ. Entdo os <ABC e o <DBC sdo suplementares.
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Demonstmgao Escolhamos pontos E FeGem BA B? e B? tais que BE BF =
BG = % (Ver Figura-17). Como BA ¢ BD sio opostos, E e G estao a um semiciculo de
disténma no mesmo circulo maximo, logo £ = G*. Todos os pontos F, F' e GG pertencem
ao circulo polar de B. F' nao pode coincidir com E nem com GG, pois caso contrario
nem o <{ABC nem o <D BC seriam angulos. Entao EF G forma um grande semicirculo
tal que EF + FG =7, logo <ABC' + <DBC = 7. Portanto, o <ABC e o <DBC( sao

suplementares. O

Figura 17 — Relacionando o <ABC' e o <D BC como suplementares

Apoés definir a medida dos angulos esféricos, introduzimos algumas rela¢des impor-
tantes entre eles. A primeira delas é a nogao de angulos verticais, analoga a existente na

geometria plana.

—
Definicao 4.20 Suponhamos que sejam dados 0os <ABC' e o <DBE tais que BA ¢ oposto
a gﬁ € B? ¢ oposto a ﬁ Entio o <ABC e o <DBFE sao ditos angulos verticais, ou

seja, 0s angulos sao opostos pelo vértice.

Assim como na geometria plana, os angulos verticais possuem a mesma medida,

conforme estabelece a proposicao a seguir.
Proposicao 4.20 Angulos verticais sio congruentes.

Demonstragdo. Se o <ABC e o <DBFE sao verticais como na Definicdo 4.20, entao o
<ABC e o <DBE sao ambos suplementares ao <C'BD, logo devem ser congruentes. [

Introduzimos agora um objeto caracteristico da geometria esférica: a lunula. Ela
¢ uma regiao da esfera delimitada por dois semicirculos maximos e esta diretamente

relacionada a medida de um angulo esférico.
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Definigao 4.21 Uma linula é a uniao de um angulo com o antipoda de seu vértice. A
medida de uma lunula é a medida de seu angulo associado. Se o angulo é o <ABC, entdo
usamos a notacio BCB*AB para nos referir a essa linula. Os pontos B e B sdo os

vértices da linula. (Ver Figura-18)

Figura 18 — Angulo <ABC, seu interior e a linula associada BAB*CB

O conceito de linula permite enunciar uma versao esférica do Teorema do Transfe-
ridor. Esse resultado formaliza a correspondéncia entre angulos e nimeros reais, desempe-

nhando na geometria esférica o mesmo papel do transferidor na geometria plana.

Teorema 4.3 (do Transferidor) Suponhamos que seja dado (1) um raio esférico 7=
]@ tal que PQ ¢ um quarto de circulo e (2) um hemisfério em um lado de 7 (Ver
Figura-19). Entdo eziste uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto dos nimeros
reais —m < 0 < mw, com os pontos do circulo polar de P, e o conjunto de raios esféricos

que tém o mesmo ponto inicial que 7, satisfazendo as sequintes propriedades:

1. Se 8§ =0, o raio associado é T eo ponto associado € ().
2. Se 0 =, o raio associado € o oposto a T eo ponto associado é Q7.

3. Se§ =7, o raio associado € o raio que passa pelo centro do hemisfério h e o ponto

associado € o polo do circulo mazximo (OPQ.
4. Se 0 < 6 < m, o ponto associado estd no arco do circulo polar de P contido em h.

5. Se —m < 0 < 0, o ponto associado estd no arco do circulo polar de P contido no

hemisfério oposto a h.

6. Se —m < 601 < B9 < m, entao o ponto associado a 01 aparece antes do ponto associado

a 02 ao percorrer o circulo polar de P na orientacdo determinada por h.
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Figura 19 — Esfera aplicada no teorema do Transferidor.

Demonstracao. Seja A o centro de h, de modo que A% é o centro do hemisfério oposto.
(Assim, A e A% sdo os polos de 7) Entao tanto A quanto () estdo a um quarto de
circulo de P, logo (OAQ é o circulo polar de P. Os pontos A e () ndao sao nem iguais nem
antipodas, pois Q e Q% estao no circulo maximo de 7, mas A nao esta.

O circulo polar Cp = {X : d(P, X) = ©/2} é um circulo méximo. Fixamos uma
orientacdo determinada por h, percorremos C'p de ) para A no sentido do hemisfério h.

Agora, parametrizamos C'p por um dngulo 0 € (—7, 7] da seguinte forma, ®(0) = Q.

Para 0 < 6 < 7 seja ®(0) = Ry o ponto em Cp tal que o arco orientado de Q) a Ry
mede 6 ( Qfl:?g =0). d(m) = Q.

Para —m < 0 < 0 seja ®(0) = Sy o ponto em Cp tal que o arco orientado de Q) a
Sy (no sentido oposto ao de h) mede —6 (Q/B’g = —0). Assim, 6 — ®(#) ¢ uma bijecao
entre (—m, 7| e Cp.

Agora, estabeleceremos uma correspondéncia entre angulos e pontos de Cp. Em
seguida, dado X € Cp, como o raio esférico PT(} pode ser de dois tipos: os que contém

PPl

a correspondéncia X <« P?(I nao ¢é sobrejetiva sobre todos os raios com origem P. Para

algum ponto a 7/2 de P (todos, exceto um) e o raio , que nao intersecta C'p. Portanto,

corrigir isso, associaremos ao raio PP3 o antipoda de P, P%. Assim, a aplicacao X — P

¢ uma bijecao entre C'p e o conjunto
R = {raios esféricos com origem P} \ {PPa}.

Dai, a correspondéncia final © : (—m, 7] — R por O(0) = P®(A). Como ¢ e X PX
sao bijecoes, © também é uma bijecao.

Verifiquemos agora as propriedades, (1) se § = 0, entdao ®(0) = Q, logo ©(0) =
]Té =r.(2) Se § = 7 temos ®(7) = Q%, assim O(w) = W, que é o raio oposto a r.
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(3) se = m/2 implica que ®(7/2) = A, logo O(7/2) = PA. Como A estd a /2 de P e
de @, A é polo do circulo maximo OPQ. (4) Se 0 < 0 < 7, o ponto ®(#) estd no arco
de C'p percorrido no sentido de h a partir de Q) até Q“. Esse arco, por construgao, esta
contido em h. (5) Se —m < 6 < 0, o ponto ®(A) estd no arco no sentido oposto, que esté
contido no hemisfério oposto a h. (6) Se —m < 01 < 0 < 7, entdo os pontos P(A1) e
®(62) ocorrem nessa ordem ao percorrer C'p na orientagao de h, pois ¢ preserva ordem no
sentido positivo de 6 (o sentido de h). Assim a correspondéncia 6 +— m é uma bijecao
entre (—7, 7] e o conjunto de todos os raios esféricos com origem P exceto PP% e satisfaz
todas as propriedades exigidas.

Vemos que a propriedade (6) vale da seguinte forma. Valores 61, 62 correspondem
a0s raios P_Xl> e PWQ} Entdo <X1PXy = X1AX2 cuja medida é o valor absoluto de |01 — 65|
reduzido médulo 27 a um valor em (—m, . 0J

O Teorema do Transferidor fornece uma maneira de medir angulos esféricos analoga
ao procedimento utilizado na geometria plana. Por meio da correspondéncia estabelecida
pelo teorema, cada nimero real do intervalo (—, 7] determina um tnico raio esférico com
vértice em P. Consequentemente, a medida de um angulo esférico pode ser obtida pela
diferenca entre os valores associados aos seus lados.

A proposicao seguinte apresenta diferentes caracterizagoes de um ponto perten-
cente ao interior de um angulo esférico, mostrando a equivaléncia entre interpretagoes

geométricas e métricas desse conceito.

Proposigao 4.21 Sejam o <ABC' um angulo esférico e P um ponto na esfera. Entao as
sequintes condigcoes sao equivalentes:
(1) P estd no interior do <ABC.

(2) P estd no mesmo hemisfério que A relativo ao (OBC e <PBC < <ABC.
(8) P nao esta em (OAB nem em QOBC, e

<ABC = <ABP + <PBC.

—

(4) P ndo estd sobre nenhum dos lados do dangulo, mas para qualquer ponto Q) em BA
diferente de B, existe um ponto R em B? diferente de B tal que P estd entre () e
R.

Demonstragdo. Para que P satisfaca qualquer uma dessas quatro propriedades, P nao
pode estar em ()AB nem em ()BC, entao assumimos isso como hipdtese ao longo de
toda a demonstragao. Seja C'g o circulo polar de B. Sejam D, E e F' pontos em Ezl, lﬁ
e B? , respectivamente, a um quarto de circulo de B. Como P nao estd em ()AB nem
em (OBC entao E é diferente de D e F. (Ver Figura-20 e 21)

(1) = (3). Suponhamos que vale (1), entdo P, A, D e E estao no mesmo hemisfério
relativo ao ()BC.Assim, ﬁ e ﬁ sao o mesmo raio e de modo semelhante, 5&% e ﬁ sa0
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-
-

Figura 20 — Ponto interior ao angulo

Figura 21 — Relacao de dngulo com seu interior

o mesmo raio. Como a interse¢ao de ? e ﬁ é DF E esta em DF Como E ¢ e dlferente
de D e I, entao I estd entre D e F, isto ¢, E/ estd no arco DF dai DF = DE + EF
logo <ABC = <ABP + <PBC, o que fornece (3).

(3) = (2). Suponhamos que vale (3), entdo E ¢ diferente de D e F' e DF =
DE + EF entdo E esté entre D e F e FE < FD (entao FE = ﬁ de modo que D
e E estao no mesmo hemisfério relativo ao OBC e <PBC = FE < DF = <ABC, e
finalmente P e A estdo no mesmo hemisfério relativo ao QOBC. Assim, (2) vale.

(2) = (1). Suponhamos que vale (2), aplicando a Proposicao 4.18, entdao D e E

estao no mesmo hemisfério relativo ao OBC Aphcando a Proposicao 4.3, onde r e B?
FE = FD. Como <PBC < <ABC, FE < FD. Desde que FE = FD e FE < FD, E
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pode estar apenas entre D e F', entao ﬁ é 0 mesmo que lﬁ, novamente pela Proposi¢ao
4.3 aplicada onde r é Ezl, temos que E e F' estdo no mesmo hemisfério relativo ao ()AB,
assim P e C' estao no mesmo hemisfério relativo ao ()AB. Assim, (1) vale.

(4) = (1). Suponhamos que vale (1), entdo P estd nos raios }@ e Cﬁ Como @
estd em B—1>4, @ esta no mesmo hemisfério que A relativo ao ()BC, entao R esta no ()BC,
os pontos de @ (exceto R) estao no mesmo hemisfério que @ relativo ao )BC' assim o
mesmo hemisfério que A relativo ao ()BC'. Portanto, P estd no mesmo hemisfério que A
relativo ao ()BC. Um argumento similar mostra que P estd no mesmo hemisfério que C
relativo ao (OAB, entao (1) vale.

(1) = (4). Suponhamos que vale (1), e que @ esteja em BA diferente de B. Entdo
@ nao estd em (OBC, logo Q? nao esta contido em ()BC. Assim Cﬁ encontra o O)BC
em um unico ponto R. R deve ser diferente de () porque () nao estd em ()BC mas R estd
em (O)BC. Todo ponto de Cﬁ’ (exceto ) estd no mesmo hemisfério que P relativo ao
(OAB, dai estdo no mesmo hemisfério que C relativo ao ()AB. Como R é diferente de @,
R estd no mesmo hemisfério que C' relativo ao (OAB e (P). Em particular R nao pode ser
B ou B% se R estivesse no raio oposto de @ (W), R e P estariam em lados opostos
do OAB (uma contradi¢do). Assim R é um ponto de B? diferente de B, como desejado.

Entao, P estda em Cﬁ e nao pode ser () ou R, pois P nao estd em ()AB ou (OBC.
Se R estivesse entre P e @), entdao P estaria no hemisfério oposto do ()BC' a partir de @),
oposto a A, uma contradicao da suposicao de que P esta no interior do <ABC. Assim,
pela defini¢do de Cﬁ, P estd entre @ e R. Portanto, (4) vale. Isso mostra que (1) e (4)
sao equivalentes, assim todas as quatro condicoes sao equivalentes. 0

A mnocao de interior de um angulo esférico permite definir quando um raio esta
situado entre os lados desse angulo, generalizando um conceito familiar da geometria

plana.

—

Definicao 4.22 Sejam BA e B? o0s lados de um angulo <ABC' e ﬁ um raio esférico.
—

Entao, dizemos que ﬁ’ estd entre BA e B? se, e somente se, P estd no interior do

<ABC.

Uma consequéncia importante da definicao anterior é o Teorema da Barra Trans-
versal, que descreve o comportamento de um raio tracado a partir do vértice de um angulo

em direcao ao seu interior.

Teorema 4.4 (da barra transversal) Suponhamos que nos sejam dados o angulo <IABC’
e D seja um ponto no interior do <ABC'. Entdo o raio esférico ﬁ intersecta o arco AC

em um ponto entre A e C. (Ver Figura-22)

Demonstragdo. Como D esta no interior do <ABC, estd também no mesmo hemisfério
que A relativo ao ()BC'. Pela Proposicao 4.18, os pontos do raio esférico ﬁ (exceto B)

estao todos no mesmo hemisfério que A relativo ao ()BC'. De modo semelhante, podemos
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Figura 22 — Teorema da barra Transversal

argumentar que os pontos do raio esférico B? (exceto B) estao todos no mesmo hemisfério
que C' relativo ao ()AB. Por defini¢do, os pontos de ﬁ (exceto B) estao todos no interior
do <ABC'. Agora, pela Proposicao 4.21, o arco fib esta no interior do <ABC, exceto
para A e C. Ora ﬁ intersecta ()AC em um unico ponto chamado E. Como E nao pode
ser B, ja que B nao estd em ()AC, E deve estar no interior do <ABC, uma vez que é
um ponto de @ Assim, F estd no mesmo hemisfério que A relativo ao ()BC'. Portanto,
E deve estar em C’A Como FE esta no mesmo hemisfério que C relatlvo ao OAB, FE deve
estar em 1@ Como E estd em ambos B e CA deve estar em AC e de fato deve estar
entre A e C, ji que esta no interior do <ABC. OJ

Passamos agora a estudar a perpendicularidade entre circulos maximos. Os re-
sultados seguintes mostram como essa relagao pode ser caracterizada por meio de seus

polos.

Proposicao 4.22 Se dois grandes circulos sao perpendiculares entre si, cada um passa
pelos polos do outro. Reciprocamente, se um circulo maximo passa pelos polos do outro,

entao os dois grandes circulos sao perpendiculares.

Demonstragdo. Se um dos circulos passa pelo polo A do segundo circulo, entao eles sdo
circulos distintos, logo se encontram em pontos antipodas B, B® (Ver Figura-23). Escolha
um ponto C C' do segundo circulo tal que C esteja a um quarto de 01rculo de B Pela definicao
de polo, AB é um quarto de circulo. Por definicao, <ABC = AC’ Mas AC = 5, pois A é
um polo do OBC. Assim, o (OAB é perpendicular o ()BC', como desejado.

Se os circulos sao perpendiculares, entao sao distintos, logo se encontram em pontos
antipodas B, B®. Escolha A em um circulo e C' no outro que estejam ambos a um quarto

de circulo de B. Entao AC = <ABC por definicao; este ultimo é 5, pois os circulos sao
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Figura 23 — Circulos méximos perpendiculares entre si

perpendiculares. Como AB = AAC’ = 5, A é um polo do OBC. De modo semelhante, C' é
um polo do OAB. O

A proposigao seguinte estabelece uma importante relagdo entre polos de circulos
maximos e medidas de angulos esféricos, mostrando como esses conceitos estao intimamente

ligados.

Proposigao 4.23 Sejam A, B e C pontos de uma esfera que ndo pertencem ao mesmo
circulo mdximo. Seja A’ o polo do QOBC que estd no mesmo hemisfério que A relativo

ao OBC. Seja C' o polo do circulo mdzimo ()AB que estd no mesmo hemisfério que C
relativo ao OAB. Entdo, A/C' = <A'BC’ = 7 — <ABC.

Demonstracdo. Note que, pela Proposicio 4.22 o (OA’B ¢ perpendicular ao OBC e o
OC'B é perpendicular ao ()AB. H4 trés casos a considerar: <ABC ¢ agudo, reto ou
obtuso. (Ver Figura-24)

Figura 24 — Angulos agudo, reto ou obtuso
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Se 0 <ABC é agudo, entdo pela Proposicao 4.21 A estd no interior do <A’BC e
C' esté no interior do <ABC’. Entao

SA'BC' = (<A'BA+<ABC) + <CBC' = + (5 = <ABC) = = — <ABC.

como desejado.
Se 0 <ABC ¢é obtuso, entdo A’ e €’ estdo ambos no interior do <ABC'. Ento,

<ABC = (<ABA' + <A'BC") + <CBC' = g + (g — 4A'BC") =1 — <A'BC'

como desejado.
p A ~ / ’ = / ’ ?
Se 0 <ABC é um angulo reto, entao A" estd em BA e C' estd em BC, de modo
que o <A’BC" também é um angulo reto e, portanto, é suplementar o <ABC. 0
Para introduzir o conceito de distancia entre um ponto e um circulo maximo, é
necessario compreender o comportamento dos arcos perpendiculares. A proposicao seguinte

garante a existéncia de um arco perpendicular mais curto.

Proposicao 4.24 Sejam E um circulo mdxzimo, P um polo de E, e X um ponto que nao
¢ um polo de E. Sejam M um circulo mdazximo que passa por P e X, e seja’Y e Z pontos
(antipodas) onde E e M se intersectam. Entdo, d distancia esférica de X a'Y € diferente

da distancia esférica de X a Z.

Demonstracao. Note que, o ponto X esta no semicirculo maximo M com extremidades Y
e Z. Se X ¢ equidistante de Y e Z, entao ambas as distancias sao g, o que significa que
X = Pou X = P% o qual é uma contradigao. O

Além dos angulos formados por circulos méximos, também é possivel definir o
angulo entre dois circulos minimos que se intersectam. A defini¢ao a seguir formaliza essa

ideia.

Definicao 4.23 Suponhamos dois circulos minimos com centros em A e B que se encon-

tram num ponto C. Entao, definimos a medida do angulo entre as circulos como sendo o
<ACB.

Com base na proposicao anterior, podemos definir rigorosamente a distancia esférica
entre um ponto e um circulo maximo, bem como os conceitos de pé da perpendicular e

arco perpendicular.

Definicao 4.24 Sejam E um circulo mdzimo, P um polo de E e X um ponto que ndo é
um polo de E. Seja M um circulo mdzximo que passa por P e X, e sejam Y e Z os pontos
(antipodas) onde E e M se intersectam. (Ver Figura-25)

Suponhamos que X esteja mais proximo de Y do que de Z. Entao, a distancia
esférica de X a'Y ¢é dita ser a distancia df\X a E. Se X #Y, entdo )?Y é dito ser o

arco perpendicular mais curto de X a E, XZ é dito ser o arco perpendicular mais longo
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Pa
Figura 25 — Pés da perpendicular

de X a E,Y ¢ o pé da perpendicular mais curta, Z € o pé da perpendicular mais longa.
. T
A distancia de P a E é definida como 5 radianos (90°).

A proposigao seguinte caracteriza geometricamente os pés da perpendicular de um

ponto a um circulo maximo, complementando a definicdo anterior.

Proposicao 4.25 Suponhamos que E seja um circulo mdxzimo com polo P e X ndo seja
nenhum dos polos de E, e que X ndo pertenca a E. Se W € um ponto de E tal que OW X
¢ perpendicular a E, entao W deve ser um dos dois pontos onde O)PX encontra E. (Ver
Figura 25)

Demonstragcao. Como (OW X é perpendicular a F, pela Definicao 4.24, o polo de E
pertence a OWX. Como P é um polo de E, segue que P € OW X. Mas OW X é o tinico
circulo maximo que passa pelos pontos distintos W e X. Logo, OW X = (OPX. Como
W € E por hipétese e W € (OPX, concluimos que W € EN(OPX. Portanto, W é um
ponto de intersegao entre OPX e E. Como X ¢ E e X nao é um polo de E, o circulo
maximo ()PX nao coincide com E. Assim, dois circulos méximos distintos intersectam-se
exatamente em dois pontos antipodas. Consequentemente, £ N OQPX = {W, W*}. Logo,
W é um dos dois pontos onde ()PX encontra E. O
A proposicao anterior sera fundamental para relacionar a distancia esférica com a
medida de angulos. Além disso, ela desempenhara um papel essencial nas demonstracoes
dos critérios de congruéncia de triangulos esféricos apresentados nas proximas secoes.
Encerramos este capitulo com um axioma que estabelece uma importante relagao
entre a congruéncia de arcos e a congruéncia de angulos. Esse resultado servira de base

para o estudo dos tridngulos esféricos.
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Ax1oma 4. 8 Suponhamos que em uma esfera o <A1 B1C1 e 0 <A2Bs(9, temos AlBl =
Ang e 3101 = BQCQ Entao <A1 B1C1 = <A2B2(Cy se, e somente se, AlC’l = AQCQ
(Ver Figura-26)

Figura 26 — Relagao de triangulos

4.3 TRIANGULOS

Na geometria plana, um tridngulo surge tomando trés pontos que nao estdao em
uma reta, e conectando-os com os segmentos Unicos entre pares desses pontos. Assim, trés
pontos nao colineares determinam um tnico tridngulo. Faremos o mesmo em uma esfera
(onde, em vez disso, os pontos nao estarao em um tnico circulo maximo, e os conectamos
com arcos de grandes circulos). Mas antes de fazé-lo, um problema surgird. Se trés pontos
nao estao em um tunico circulo maximo, é possivel que algum par deles seja antipoda o
que significaria que nao existe um arco unico de um circulo maximo entre eles? A resposta,

felizmente, é nao.

Proposigao 4.26 Se trés pontos A, B,C sobre uma esfera nao pertencem a um mesmo
circulo mdzimo, entao nenhum par desses pontos é antipoda. Consequentemente, 0s arcos
N N N

esféricos AB, BC e C' A estao bem definidos sequndo a definicao de arcos esféricos.

Demonstragao. Por contradigdo. Suponhamos que um par de pontos fosse antipoda (di-
gamos A, B), entao (sendo os trés pontos, distintos) C' nao seria antipoda nem a A nem
a B. Assim, os grandes circulos (OAC e o (OBC estao definidos. Como B é antipoda a
A; B estd no OAC, logo A, B, C estao em um unico circulo maximo, uma contradicao.

Portanto, nenhum par de pontos A, B ou C é antipoda. 0J
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Definicao 4.25 Sejam A, B e C trés pontos em uma esfera. Dizemos que eles sao cocir-

culares se, e somente se, pertencem ao mesmo circulo mdximo.

Assim como na geometria plana, um tridngulo esférico é determinado por trés
vértices e trés lados. A diferenca fundamental é que seus lados sdao arcos de circulos
maximos, e nao segmentos de reta. Essa simples mudanca faz com que muitas propriedades

familiares da geometria plana deixem de ser validas na esfera.

Definigao 4.26 Sejam A, B, C' trés pontos em uma esfem que 1 nao sao cocirculares. Entao,
o triangulo esférico ANABC ¢é a unido dos trés arcos AB BC CA Cada um dos trés
pontos A, B e C' é chamado de vértice do ANABC'. Os arcos AB BC’ AC sao chamados
de lados do NABC. Os angulos esféricos <CAB, <ABC e <BCA (também denotados
por <A, <B e <C') sdo os dngulos do NABC.

Definicao 4.27 Dizemos que dois triangulos sdo colunares se possuem dois vértices em

comum e um par de vértices que sao antipoda. Isto é, os triangulos tém a forma do ANABC
e do NA*BC, onde A e A% sdao antipoda.

A presenca de pontos antipodas permite construir novos tridngulos associados a
um triangulo dado. As préximas proposi¢oes mostram como esses triangulos se relacionam

por meio de seus lados e angulos.

Proposigao 4.27 Dado o AABC e o antipoda A* de A, os trés pontos A%, B, C formam
um triangulo esférico tal que A*B, A*C', <A*BC e <A*CB sao suplementares a AB,
AC, <ABC e <ACB, respectivamente.

Demonstracao. Notemos que, como A e A% sdo antipoda e B esta em AB e BA%, entao B
estd no OABA® com isso o dngulo <ABA® = <ABC + <A*BC = 7. O mesmo raciocinio
se aplica para o <ACB + <A*CB = 7. O

Definicao 4.28 Dois triangulos sdo ditos antipoda se podem ser escritos como o NABC
e NAYBCY, onde A*, BY e C% sdo antipoda de A, B e C, respectivamente.

Proposigao 4.28 Dado o ANABC, os trés pontos antipoda A%*, B% e C* formam um

triangulo esférico cujos lados e angulos sao congruentes aos lados e angulos correspondentes

no NABC.

Demonstragdo. Notemos que, pela Definicao 4.28, os dois tridngulos serdao antipoda. Con-
sideremos o circulo méaximo que passa pelos pontos A e B, como sabemos ele deve passar
pelos antipodas destes pontos, também assml 0 c1rculo maximo QAB contém os s pon-
tos A% e Ba Observemos que a d(AAa) AB + BA“, entdo AB = d(AAY) — BA® —

T — (m— AaBa) = AaBa dai AB AaBa e modo analogo, conseguimos mostrar que
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AC = AC% e §C = B*C®. E pelo Axioma 4.8, temos que os angulos serdo congruentes.
g

Diferentemente da geometria plana, um triangulo esférico pode possuir mais de
um angulo reto. Isso ocorre porque a curvatura da esfera altera as relagoes entre lados e

angulos.

Figura 27 — Triangulos com um, dois e trés angulos retos

Definigao 4.29 Um triangulo esférico € dito retangulo se pelo menos um de seus angulos
¢ um dangulo reto, ou seja, medida w/2. Um lado de um triangulo que é oposto a um angulo
reto € dito ser a hipotenusa do triangulo retangulo. Um lado do triangulo que ndo é uma

hipotenusa é dito ser um cateto do triangulo. (Ver Figura-27)

Definigao 4.30 Um AABC ¢ dito isdsceles com vértice em A se AB = AC'. Os dngulos
em B e C sdo os angulos da base do triangulo. O triangulo é dito equildtero se todos os

seus lados sdo congruentes.

Teorema 4.5 (do Tridngulo Isésceles) Em um triangulo esférico isésceles, os angulos

da base do triangulo também sdao congruentes.

Demonstracao. Suponhamos que o AABC' é isosceles, logo, AB = AC'. Entao, comparemos

o AABC' com ele mesmo fazendo corresponder os vértices da seguinte forma
A+— A, B+—C C +— B,

e desta forma comparemos <B e <<C. Assim, temos AAB = /TC e BAC = C’AB. Pelo Axioma
4.8, <B = <, como desejado. ]

A reciproca também é verdadeira.
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Vamos agora provar algumas proposi¢oes na geometria esférica que demonstram
como o mundo da esfera é diferente daquele do plano. E importante se acostumar com o
fato de que, na geometria plana, tridngulos podem ter apenas um angulo reto. Esse nao é

o caso na esfera, e a proxima proposicao explica como isso acontece.

Proposicao 4.29 Um par de angulos em um triangulo sio angulos retos se, e somente

se, 0s lados opostos sao lados retos.

Demonstracao. Suponhamos que no AABC, os angulos <B e <C' sao ambos retos. Entao
os circulos maximos ()AB e o ()AC sdao ambos perpendiculares ao ()BC, logo, cada um
passa pelos polos do ()BC. Como os ()AB e ()AC sao distintos, eles se encontram em
apenas dois pontos (que, portanto, devem ser os polos do (OBC'). Como A é um desses
pontos, ele é um polo do ()BC, como B e C estao a um quarto de circulo de A, entao
AAB e AAC sao ambos lados retos, pois todo ponto de um circulo maximo esta a um quarto
de circulo de cada polo.

Reciprocamente, suponhamos que tanto A}? quanto fTC sao lados retos. Assim, A
¢ um polo do ()BC'. Desta forma os ()AB e o ()AC sao ambos perpendiculares ao ()BC,
entao AABC tem angulos retos em B e C. OJ

Na geometria plana, se um tridangulo tem um angulo reto, os outros angulos sao

agudos. Na esfera, isso também se mostra diferente.

Proposicao 4.30 Suponhamos que o ANABC' tenha um angulo reto em B. Entao um dos
outros angulos de NABC' ¢ agudo, reto ou obtuso, se, e somente se, o lado oposto € agudo,

reto ou obtuso, respectivamente.

Figura 28 — Relagao de angulos e lados de um triangulo reto
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Demonstragio. Pela Proposicao 4.22, o ()AB passa pelos polos do ()BC. Seja A’ o polo
do OBC no mesmo hemisfério que A relativo ao QBC (Ver Figura-28). Entao BA o B?/?
sao ambas perpendiculares a0 (O)BC em B, e A, A’ estdao no mesmo hemisfério do O)BC.
Assim, EZX = _B;_/l' .

Se o lado BS4 ¢ um lado reto, entdo A = A’ corolario 4.1. Entdo, o QAC é
perpendicular ao ()BC, logo o <C' é um angulo reto, como desejado. _

Se o lado BAA é agudo, entdo A estd entre B e A’, j& que BAA < BA = 5. Entao
concluimos que A estd no interior do <A’C'B. Pela Proposicio 4.21, <ACB < <A'CB = 7
logo 0 <ACB ¢ agudo como desejado.

Se 0 lado BA & obtuso, entdo A’ estd entre B e A (j4 que BA > BA’ = ). Assim
concluimos que A’ esta no interior do <ACB. Dai, <ACB > <A'CB = 5, logo 0o <ACB
é obtuso, como desejado. U

Se a hipdtese de que <(B ¢ reto for relaxada para a hipotese de que <B é o angulo

do triangulo mais préximo de ser reto, entao a mesma conclusao vale.

Definicao 4.31 Um arco entre um vértice de um triangulo e um ponto do lado oposto
¢ chamado uma ceviana do triangulo a partir do vértice. Se o ponto no lado oposto é o
ponto médio desse lado, a ceviana é chamada a mediana do triangulo a partir do vértice.
A ceviana que bissecta o angulo no vértice é chamada uma bissetriz do angulo a partir
do vértice. Uma ceviana entre um vértice de um triangulo e o circulo mdzrimo contendo o
lado oposto, sendo perpendicular ao circulo mdzimo é chamado uma altura do triangulo a

partir desse vértice.

As nogoes de mediana, bissetriz e altura também existem na geometria esférica.
Entretanto, devido a curvatura da esfera, a posicdo dessas cevianas pode diferir significa-

tivamente daquela observada na geometria euclidiana.

Proposicao 4.31 Suponhamos que no NABC, <A e <B nao sdo angulos retos. Entao,
C nao é um polo do (OAB. Sejam D e E os pés das alturas menor e maior de C até o
OAB, respectivamente. Entdo, podemos determinar a posi¢io de D e E como seque:

(1) D estd entre A e B se, e somente se, <A e <B sao ambos agudos.
(2) E estd entre A e B se, e somente se, <A e <B sio ambos obtusos.

(3) nem D nem E estd entre A e B se, e somente se, um dos angulos <A e <B ¢ agudo

e o outro € obtuso.

Demonstracao. Se C' fosse um polo do ()AB, entao pelo Teorema 4.1, C'A e CB seriam
lados retos, logo <A e <B seriam angulos retos, uma contradicdo de nossas hipoteses
(Ver Figura-29). Portanto C' ndao é um polo do (OAB. Se nem <A nem <B sao angulos

retos entao ambos D e E sao distintos de A e B. Notemos que D e E nao podem estar
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Figura 29 — Extensao de casos do triangulo isésceles

simultaneamente entre A e B porque D e E sao antipoda. Assim ou (1) ou (2) ou (3)
acontecemn.

(1) Suponhamos que D esté entre A e B. Entdao, <CAB é o mesmo que <CAD e
<C'BA é o mesmo que <CBD. Aplicando a Proposicao 4.30 a ACAD e ACBD, obtemos
que, como C’rb é agudo, entao <A e <B também sao.

(2) Suponhamos que F estd entre A e B. Entao aplicamos a prova de (1), substi-
tuindo D por E, e “agudo” por “obtuso” para concluir que <A e <B sao obtusos.

(3) Suponhamos que nem D nem E estd entre A e B. Aplicamos novamente a
Proposicao 4.30 ao ACAD e ACBD para concluir que <CAD e <CBD sao agudos.
Entao, A e B estao do mesmo lado do circulo maximo (O)CD = (O)CFE, pois se estivessem
em lados opostos, o arco /TB iria conter D ou E. Pela Proposi¢ao 4.3, 171 = ﬁ Se
A estd entre D e B, entao zﬁ e 1@ sao opostos, logo <CAB é suplementar o <CAD.
Entao, <CAB é obtuso e <CBA ¢é agudo. Se B esta entre D e A entdo <CAB ¢ igual o
<CAD e <CBA é suplementar o <CBD. Entao, <CBA ¢é obtuso e <CAB é agudo.

Quanto a dire¢ao oposta, parte meramente da aplicagao da Proposicao 4.30. [

Definigao 4.32 O interior de um triangulo é a interse¢ao dos interiores de seus angulos.
O exterior de um triangulo é o conjunto dos pontos que nao pertencem nem ao triangulo

nem ao seu interior.

Introduzimos agora uma construgao exclusivamente esférica, sem analogo na geo-
metria plana, que desempenhara papel fundamental no estudo dos tridngulos esféricos: o
triangulo polar. Observamos que, se 0 AABC é um tridngulo esférico, entao pela Defini¢ao
4.26 o ponto A nao estd no circulo maximo ()BC. Assim, A deve pertencer a um dos
dois hemisférios nos quais a esfera ¢é dividida por ()BC, e portanto pertence a um lado
particular do ()BC'. Similarmente, B pertence a um lado particular do ()AC' e C pertence
a um lado particular do OAB.

Definigao 4.33 Seja 0o AABC um triangulo esférico. Definimos o triangulo polar, como o

NA'B'C" de NABC' (também algumas vezes chamado tridngulo suplementar ou triangulo
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dual) da segquinte maneira (Ver Figura 30). Seja A’ o polo do OBC' que estd no mesmo
hemisfério que A relativo ao OBC. Definimos B’ e C' analogamente: B’ é o polo do
OAC no mesmo hemisfério que B relativo ao O)AC, e C' é o polo do OAB no mesmo
hemisfério que C relativo ao ()AB.

Precisamos verificar que o AA’B'C’ ¢ um triangulo bem definido.

Teorema 4.6 Se 0 AABC ¢é um tridngulo esférico bem definido, entdo o NA'B'C" tam-

bém é; isto €, os pontos A', B' e C' ndo pertencem a um mesmo circulo mdzimo.

Figura 30 — Triangulo polar

Demonstracio. Suponhamos que A’, B’ e C’ pertencam todos a um mesmo circulo méaximo
' com polos N e S (Ver Figura-30). Por hipétese A’ é polo do OBC, entdao N e S
pertencem ao ()BC. Similarmente concluimos que N e S pertencem também aos ()AB
e o OAC. Como A, B e C' nao pertencem todos ao mesmo circulo méaximo, os ()AB e o
(OBC devem ser distintos. Assim, esses dois circulos maximos se intersectam em apenas
dois pontos (pela Proposigao 4.5), os quais ja sabemos serem N e S. Mas os OAB e
(OBC também possuem o ponto em comum B, logo B deve coincidir com N ou S. Um
argumento semelhante mostra que A coincide com N ou S, e que C' coincide com N ou
S. Mas, entdo A, B e C pertencem todos a um mesmo circulo maximo (qualquer circulo
méaximo passando por N e S contém todos os pontos A, B e C). Isso é uma contradicao,
portanto a hipétese é falsa, e A’, B’ e C’ ndo podem todos pertencer a um mesmo circulo
maximo. 0

O proéximo teorema é uma das razoes pelas quais o triangulo polar é algumas vezes
chamado de triangulo dual. Esse resultado mostra que a construgao polar é involutiva: ao

tomar o triangulo polar duas vezes, recupera-se o triangulo original.
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Teorema 4.7 Seja NA'B'C’" o triangulo polar do NABC. Entdo o triangulo polar de
NA'B'C" ¢ NABC.

Demonstragio. Como C' estdo no mesmo hemisfério que C’ em relacio ao OAB, e C' é um
polo do OAB, a distancia de C' ao ()AB é estritamente menor que 7/2. Consequentemente,
a distancia esférica entre C' e C' é /2 — d(C,OAC), que é estritamente menor que /2.

Como A’ e B’ sdo vértices de um tridngulo esférico, eles ndo sdo nem idénticos nem
antipodas. Portanto, concluimos (pela Proposicio 4.26) que o O)A’B’ est4 bem definido.
Como A’ e B estdo ambos a distancia /2 de C, pelas Proposigoes ja vistas, todo ponto
do OA'B’ estd a distancia 7/2 como C, entdo C' é um dos polos do OA’B’. De maneira
semelhante, pode-se mostrar que B é o polo do OA'C’ e A é o polo do OB'C’. Por
definicdo, isso prova que o AABC é o triangulo polar de AA'B'C’. O

O préximo resultado evidencia a forte relacao entre um tridngulo e seu triangulo
polar. Em particular, lados de um correspondem aos suplementares dos angulos do outro,
revelando uma dualidade caracteristica da geometria esférica, justificando a terminologia

triangulo polar.

Teorema 4.8 Seja o AA'B'C’ o triagngulo polar de ANABC. Entdo

<A =7 - BC, 2)
aB' =7 AC, (3)
<C' =7 — AB, (4)
AB =1 — 40, (5)
A =7 — B, (6)
BC' = — <A (7)

Demonstragao. A igualdade (6) segue imediatamente da Proposigao 4.23. As equagoes (5)
e (7) seguem por permutacao ciclica dos vértices do triangulo.

Para obter as outras trés relagoes envolvendo os angulos do triangulo polar, ob-
servamos que o tridngulo polar de AA'B’'C’ é o préprio AABC. Assim, aplicando as
igualdades ji demonstradas ao AA’B’'C’; obtemos (2), (3) e (4). O

Os teoremas anteriores sao particularmente valiosos em geometria esférica porque
mostram como afirmagoes envolvendo lados e angulos de um tridngulo podem ser imedi-
atamente convertidas em afirmacoes correspondentes sobre os lados e angulos de outro
triangulo, isto ¢, o tridngulo polar.

Encerramos este capitulo estendendo os conceitos de tridngulos para poligonos
esféricos. As defini¢oes preservam a ideia da geometria plana, mas substituem segmentos

por arcos de circulos maximos e incorporam a nogao de convexidade esférica.
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Deﬁnlgao 4.34 Um quadrildtero esférico é a uniao de quatro arcos esféricos AB BC,
CD € DA onde A, B, C e D sdo pontos da esfera tais que nenhum trio desses pontos sao
colunares, e tais que os quatro arcos se encontram apenas nas suas extremidades. Dizemos
que o quadrildtero é esférico convexo se, para cada um dos quatro arcos do quadrildtero,
0s pontos do quadrildtero que nao pertencem a esse arco estao em apenas um dos lados
do circulo mdzimo que contém o arco.

Cada um dos pontos A, B, C' e D é chamado um vértice do quadrildtero.

Isto é, os pontos do quadrilatero que nao pertencem a fTB estao todos no mesmo
hemisfério do ()AB; os pontos do quadrildtero que nao pertencem a BAC estao todos
no mesmo hemisfério do ()BC; e assim sucessivamente. Referiremos aos arcos AAB, BAC ,
C’AD e 15:4 como os lados do quadrilatero esférico. Usamos a notacao (OABC'D para o
quadrilatero. Uma definicao semelhante pode ser feita para pentdgono esférico, hexagono

esférico ou, em geral, um n-dgono. (Ver Figura-31)

A

Az

Figura 31 — Um poligono esfericamente convexo Aj A2 A3A4As e seu interior

Definicao 4.35 Um poligono esférico de n lados, ou n-agono, é a unido de n arcos
esféricos:

A1Ag, AgAg, ..., Ap_1An, ApAy,

que se encontram apenas nas extremidades e tais que os pontos: Ay, As, ..., Ay

Nao pertencem todos a um mesmo circulo mdximo, e nenhum trio desses pontos
sao colunares. O n-dgono é dito esfericamente convexo se, para cada um dos seus lados,
0s pontos do n-agono que nao pertencem a esse arco estao em apenas um hemisfério do

circulo maximo que contém esse arco. Os pontos sao chamados vértices do n-dgono.

Um poligono esfericamente convexo determina, para cada um de seus lados, um

hemisfério que contém os demais lados. A interse¢ao desses hemisférios forma um conjunto
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esfericamente convexo, denominado interior do poligono. Consequentemente, a uniao do

poligono com seu interior também é um conjunto esfericamente convexo.

4.3.1 Circulos Paralelos e Antipoda

O contetudo apresentado neste capitulo é composto por defini¢coes, proposicoes e
observagoes elaboradas durante o desenvolvimento desta pesquisa. Embora inspiradas
por conceitos encontrados na literatura, algumas dessas formulagdes nao foram localiza-
das de maneira idéntica nas referéncias consultadas, surgindo a partir de interpretacoes,
adaptagoes e generalizacoes realizadas ao longo do estudo. Dessa forma, considera-se per-
tinente registra-las neste trabalho, destacando sua contribuicao para o desenvolvimento e
a organizacao dos resultados apresentados.

Apresentamos a seguir uma abordagem intrinseca para a definicdo de circulos

paralelos, usualmente associados, na literatura, aos circulos menores concéntricos.

Definicao 4.36 Sejam Cp e Cy circulos mdximos ou minimos. Dizemos que C1 e Co sao

paralelos se, e somente se, seus centros coincidem ou sao antipodas. Nesse caso escrevemos,

Ch || Cs.

A partir da Definicao 4.36, podem ser estabelecidas algumas proposi¢oes que des-

crevem propriedades dos circulos paralelos.

Proposicao 4.32 Sejam Cp || Co, e seja C3 um circulo mdximo ou minimo tal que
C1NC3={A,B} e ConCs={C,D}. Entao, AC = BD.

Figura 32 — Circulos paralelos

Demonstragao. Sejam Cq || Ca, e seja C3 um circulo méximo ou minimo tal que (Ver
Figura-32) C1NC3={A,B} e CyNnCs={C,D}.
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Considere P como sendo 0 centro de 03 Como A, B, C e D pertencem a ('3, segue
da Defini¢ao 4.8 que, PA PB PC PD

Além disso, os angulos <APC e o <BPD sao angulos verticais. Portanto, pela
Proposicao 4.20 <APC = <BPD. Assim, o AAPC e o ABPD possuem dois lados
correspondentes congruentes e o angulo compreendido entre eles congruente. Pelo critério
LAL, segue que AAPC = ABPD. Consequentemente, AAC' = B/\D, como desejado.  [J

Proposigao 4.33 A conclusio da Proposi¢io 4.32 continua vdlida mesmo quando uma

das intersegoes C1 N Cs ou Co N Cy € um unico ponto.

Demonstragao. Sejam C7 || Ca, e seja C'3 um circulo maximo ou minimo tal que C1NCy =
{A} e CoN C3 = {B,C}. Neste caso, o ponto A é o tinico ponto de contato entre C7 e
C3. Tomando o hmlte da configuracao anterior quando B — A (ou A — B), obtemos
a congruéncia AB AC’ pois os tridngulos degenerados se reduzem a uma relacao de

simetria. Portanto, a conclusao permanece valida neste caso degenerado, como desejado.

O

Observacao 4.1 Nas situagoes consideradas nas proposicoes anteriores, se C1 N C3 =
{P} e ConC3 = {P'}, entio P e P’ sio pontos antipodas em C3.

Proposicao 4.34 Sejam Cy || Co, e seja C3 um circulo mdximo ou minimo tal que

C1NCs={A,B} e CoNCs = {C,D}. Entio, <ACD ~ <CDB e <DBA =~ <BAC.

Demonstracdo. Consideremos as linulas AEBE'A e CEDF'C, onde E' e F' denotam os
antipodas de F e F', respectivamente com E € C1 e F' € Cy. (Ver Figura-32)

Notemos que, as ltinulas AEBE'A e CFDF'C possuem a mesma medida, pois
os arcos AB e C'D sao congruentes (pela Proposicao 4.32) e, portanto, as linulas cor-
respondentes tém a mesma amplitude angular. Assim, segue da definicao de lunula que
os angulos associados sdo congruentes. Portanto, <F'AE = <F'CF. Observemos que o

<CAB e o <FE'AFE sao angulos verticais, logo, pela Proposicao 4.20,
<CAB =~ qFE'AE.

De modo anélogo, <ABD = <E'BE. E como E' AE e E' BE sao angulos associados
a mesma linula, temos <E'AE = <E'BE. Portanto, <CAB = <ABD. Aplicando exata-
mente o mesmo argumento & ldnula CFDF'C, obtemos <ACD = <CDB. Concluimos
que <ACD Z «CDB e <DBA = <BAC, como desejado. O

Proposicao 4.35 A Proposicio 4.3/ admite uma versio andloga ao caso descrito na
Proposicio 4.33. Mais precisamente, sejam C7 || Co, e seja C3 um circulo mdzimo ou

minimo tal que C1 N C3 ={A} e CoNC3 ={B,C}. Entdo,

JABC = <ACB
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Demonstragao. No caso degenerado em que C1 NCg = {A}, o ponto A é os dois pontos de
intersecao A e B da Proposigao 4.34 quando estes coincidem. Assim, aplicando a conclusao

daquela proposicao com A = B, obtemos
<JACD = gCDA

que, renomeando D como B (ja que Co N C3 = {B,C}), resulta em
<JACB = <CBA.

Portanto, <ABC = <ACB, como desejado. O

A nocao de circulo antipoda surgiu naturalmente a partir do conceito de tridngulos
antipodas estudado anteriormente. De fato, ao observarmos que um tridangulo esférico
pode ser associado a outro triangulo obtido pela substituicao de cada vértice por seu
respectivo ponto antipodas, tornou-se natural investigar se construgoes analogas poderiam
ser realizadas para outros objetos da geometria esférica.

Com essa motivacao, introduzimos o conceito de circulo antipoda. Embora ideias
relacionadas aparecam implicitamente em diversos resultados da geometria esférica, nao foi
encontrada, nas referéncias consultadas, uma defini¢do explicita e formalmente apresentada
com essa nomenclatura. Assim, julgamos conveniente registrar essa construgao, bem como

algumas de suas propriedades imediatas.

Definicao 4.37 Seja C' um circulo mdximo ou minimo. Definimos o circulo antipoda de

C, denotado por C*, como o conjunto formado pelos pontos antipodas dos pontos de C'.

Notemos que, esta definicao é intrinseca porque depende apenas de pontos da esfera
e da operacao de antipodaidade, sem recorrer a planos ou coordenadas externas.
A definigao anterior garante que nao é produzido um novo circulo quando aplicada

a circulos maximos.
Proposigao 4.36 Se C é um circulo maximo, entao C* = C.

Demonstracao.

Seja P € C. Como C' é um circulo maximo, entdo o antipoda de P, P% € C. Agora
consideremos um P’ # P tal que P’ € C, pelo mesmo argumento anterior o antipoda de
P, P’ € C. Desta forma temos P, P, P* e P'* todos estdo em C, como P% e P'* nédo
sao antipodas, entao existe um tunico circulo maximo que passa por eles, que definimos
sendo o circulo antipoda de C', ou seja, C* como foi construido serd igual a C. O

Para circulos minimos a situacao é diferente. Em geral, o circulo antipoda é distinto

do circulo original, mas ambos possuem uma relacdo geométrica simples.

Axioma 4.9 (Isometria da Antipodalidade.) A aplica¢io que associa a cada ponto

da esfera o seu antipoda preserva distancias esféricas. Isto é, para quaisquer dois pontos

A e B, tem-se d(A%, B%) = d(A, B).



Capitulo 4. Axiomdtica da Geometria esférica 60

Proposicao 4.37 Todo circulo mdximo ou minimo € paralelo ao seu circulo antipoda.

)

Oﬂ

Figura 33 — Circulos paralelos congruente a circulos antipoda

Demonstracao. Se C' for um circulo méaximo, entao pela Proposicao 4.36, C* = C. Como
circulos coincidentes sdo paralelos pela Definigao 4.36, segue que C' || C%.

Se C for um circulo minimo, seja O seu centro esférico e r seu raio, com 0 < r < /2.
Pela Definigao 4.8, para todo X € C, temos d(O, X ) =r.

Considere o circulo C'®. Afirmamos que O% é o centro de C%. De fato, para qualquer

ponto X% € C% pelo 4.9 temos que
A0, X)) =d(0,X) =r.

Portanto, todos os pontos de C'% estao a uma distancia esférica constante r de O%. Logo,
0% é o centro esférico de C%.
Como os centros O e O% sao antipodas, pela Defini¢ao 4.36, temos que C' || C°.
Como A% e B% sao dois pontos arbitrarios de C'* obtidos a partir de dois pontos A e B de
C, e o raciocinio se repete para qualquer ponto de C, concluimos que todos os pontos de
C® estao a uma distancia esférica r de O%. Logo, O% é o centro esférico de C%, e o raio de
C® é o mesmo de C. Assim, C' e C% tém o mesmo centro esférico (antipoda) e o mesmo
raio, portanto sdo circulos paralelos, pela Definigao 4.36. Logo, C' || C*.
O

4.4 CONGRUENCIA

Neste capitulo discutiremos quais condigoes sao necessarias sobre os lados e angu-
los de dois tridangulos para que eles sejam congruentes. Primeiramente, introduzimos a
nocao de congruéncia de triangulos esféricos. Assim como na geometria plana, dois tridn-
gulos sao congruentes quando possuem todos os lados e todos os angulos correspondentes

congruentes.
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Definigao 4.38 Dois triaingulos NABC e ADEF sdo ditos congruentes se satisfazem
AB~DE, AC~DF, BC<EF,
<A = <D, 4B = qF, <C = qF.

Dizemos entao que os lados e angulos correspondentes sao congruentes. Os lados
e angulos correspondentes na Defini¢ao 4.38 sao determinados pela ordem especifica dos
vértices em cada tridngulo. Assim, A <+ D, B <+ E e C' <+ F. Portanto, afirmar que o
NABC = ADEF é diferente de afirmar que o ANACB = ADFEF.

E esperado que ja estejamos familiarizados com as proposicoes de congruéncia de
triangulos da geometria plana, frequentemente abreviadas como LAL, LLL e ALA. Essas
trés proposigoes também serao validas para tridngulos esféricos.

Para evitar confusao, algumas vezes utilizaremos a expressao “LLL plano” para
nos referirmos a proposicao LLL da geometria plana e “LLL esférico” para nos referirmos
a proposicao correspondente para triangulos esféricos. Utilizaremos linguagem semelhante
para LAL e ALA.

Na geometria plana, é comum adotar um dos casos de congruéncia de triangulos
como axioma e demonstrar os demais a partir dele. Na geometria esférica, adotaremos
uma abordagem diferente: todos os casos de congruéncia para tridngulos esféricos serao
estabelecidos como teoremas. O principal instrumento utilizado em suas demonstragoes
sera o Axioma 4.8.

O primeiro resultado mostra que, assim como na geometria plana, o conhecimento

dos trés lados determina completamente um triangulo esférico.

Teorema 4 9 (LLL Esferlco) Suponhamos que nos trzangulos ANA1B1C1 e ANA9yBy(Cy
tenhamos AlBl = AQBQ, 8101 BQCQ e A101 AQCQ Entio ANA1B1C1 = AAyBo(s.

Demonstragdo. Aplicamos o Axioma 4.8 para concluir que <A1 B1C1 = <tA2B9C. Por
permutacao das letras A;, B; e C;, podemos concluir o mesmo para os demais angulos

correspondentes. Assim,
ANA1B1C1 = AAsBy(Cy.

OJ
A seguir mostramos que também é suficiente conhecer dois lados e o angulo com-

preendido entre eles.

Teorema 4 10 (LAL Esferlco) Suponhamos que nos NA1B1C1 e ANAyBoCy tenhamos
AlBl = AQBQ, 3101 BQCQ e <B1 = <By. Entio ANA1B1C1 = AAyBy(s.

Demonstracao. Pelo Axioma 4.8 para concluir que os lados opostos aos dngulos congruentes
By = <By também sao congruentes. Assim, temos uma correspondéncia LLL entre os

triangulos, e pelo Teorema 4.9 os triangulos sao congruentes. 0
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Como na geometria plana, também temos um teorema de congruéncia ALA. En-

tretanto, apresentamos uma demonstragao que utiliza o triangulo polar.

Teorema 4.11 (ALA Esférico) Suponhamos que nos NA1B1C1 e ANAsBoCy tenhamos
B1C1 = By(Cy, <B1 = <By e <C = <1Cy. Entao ANA1B1C| = AAB2Cs.

Demonstragdo. Sejam AAQBZ’-CZ( os triangulos polares de AA;B;C;, para ¢ = 1,2 respecti-
vamente. Pelo Teorema 4.8 (2) e como B1C1 = BoCo temos

GA] =1 — BiC] = 1 — ByCy = <t A}

De modo que <A} = <A). Dado que <C] = <C3 e pelo Teorema 4.8 (5)

AlBl =7 — <01 =71 — <Cy = A5
Logo A} B} = AL Bj. Por hipétese o <Bj = <(Bg e pelo Teorema 4.8 (6)
Alloi =nm—<Byj=7m—<By = A’QCé

~

Assim A} C] = ALC). Pelo teorema LAL esférico concluimos que

AAYBICL = ANALBLCY,.
Por congruéncia, todos os lados e angulos correspondentes desses triangulos sao
congruentes. Em particular, _ _
AV B} = AL B).
Pelo Teorema 4.8 novamente, aplicado na direcao inversa, concluimos que os la-

dos correspondentes e os angulos correspondentes dos tridngulos originais AA1B1C1 e

A A9 Bo(C9y também sao congruentes. Portanto,
ANA1B1C] = AAyBy(C9,

como desejado. U
Se aplicarmos o mesmo argumento do tridngulo polar a congruéncia LLL esférico,

obtemos um teorema muito mais surpreendente, que nao ¢ valido na geometria plana.

Teorema 4.12 (AAA Esférico) Suponhamos que nos ANA1B1C1 e ANAaByCy tenha-
mos <A1 = <Ay, <B1 = By e <C1 = «Cy. Entio NA1B1C1 = AAyBy(C.

Demonstracao. Sejam o AA;BZ(C’Z( os triangulos polares de AA; B;C;, para i = 1, 2.

Pelo Teorema 4.8 (7) e por hipotese temos

BiCi =1 —<A] =71 — <Ay = Bé(]é,



Capitulo 4. Axiomdtica da Geometria esférica 63

Logo B]C] = B5C). De modo semelhante pelos itens (5) e (6) do Teorema 4.8 e a

hipotese obtemos

12

I ! ~ Al D!/ !~/ !~/
AlBl = A2BQ e AlCl A2 92-
Assim,

AABICl = ANALBLCY

pelo Teorema 4.9 LLL esférico. Portanto, todos os angulos e lados correspondentes
dos tridngulos AA] B1C| e AALB5YCY sao congruentes.

Usando novamente o Teorema 4.8 para retornar aos tridngulos originais, concluimos
de maneira semelhante que seus lados e angulos correspondentes também sao congruentes.
Assim, ANA1B1C1 = AA9Bs(C9, como desejado. O

Ainda restam outros dois casos a considerar: podemos concluir a congruéncia de
tridngulos esféricos a partir de uma correspondéncia LLA ou LAA de lados e angulos
correspondentes?

Na geometria plana, recordemos que uma correspondéncia LAA garante a congruén-
cia dos tridngulos. Entretanto, o mesmo teorema da geometria plana sobre o postulado das
paralelas continua valido, e de fato a congruéncia LAA na geometria plana nao depende
do postulado das paralelas. Uma demonstragao da congruéncia LAA na geometria plana
pode ser encontrada em (Moise, 1963) ou (Moise; Downs, 1971), que utiliza o teorema do
angulo externo. A analogia esférica desse teorema também se mostra falsa.

Na geometria plana, a correspondéncia LLA nao garante a congruéncia dos tridn-
gulos, embora possamos ter uma quantidade finita de triangulos. O conhecimento das
medidas de dois lados e de um angulo ndo compreendido entre eles nao é suficiente para
determinar os demais lados do tridangulo. Os outros lados podem ser determinados se o
angulo for reto, mas, em caso contrario, existem duas possibilidades para os demais lados
e angulos, ou entao o triangulo nao pode ser construido.

Podemos fazer uma observacao imediata para a geometria esférica: ou LLA ou
LAA devem garantir a congruéncia dos triangulos, ou entdo nenhum deles o faz. A razao
¢é que, se um deles garantisse congruéncia, poderiamos demonstrar que o outro também a
garante empregando o mesmo argumento com triangulos polares utilizado nos resultados
anteriores.

Por exemplo, suponhamos que existisse um teorema de congruéncia LAA. Para
demonstrar que uma correspondéncia LLA garante congruéncia, considerariamos dois
triangulos que possuem uma correspondéncia LLA. Seus tridngulos polares teriam entao
uma correspondéncia LAA pelo Teorema 4.8, e portanto seriam congruentes. A congruéncia
dos tridngulos polares implicaria entdo (novamente pelo Teorema 4.8) que os triangulos
originais também seriam congruentes. Um raciocinio semelhante nos permitiria utilizar

um teorema de congruéncia LLA para demonstrar um teorema de congruéncia LAA.
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Embora LLA e LAA nao garantam congruéncia em geral, é possivel obter um
resultado parcial impondo uma hipdtese adicional relacionada a suplementaridade entre

lados ou angulos correspondentes. O préximo teorema formaliza essa situagao.

Teorema 4.13 (LLA A Esférico) Suponhamos que
1. Os triangulos NABC e ADEF satisfacam AB = DE, AC = DF e<B=<E. FE
que o <C' nao seja suplementar ao <F'. Entao NABC = ADEF.
2. Os triangulos ANABC e ANDFEF satisfacam AB =~ EE, W=qF e<B=E<qFE. F
que AC nao seja suplementar a DF. Entio NABC = ADEF.

Demonstragao.

Figura 34 — Teorema LLAA Congruéncia

Caso (1). Suponhamos que BC = FTF, entdo ANABC = ADEF. Pelo teorema de
congruéncia LLL esférico temos AABC = ADEF. Caso (2), BC # EF entdo um dos
dois arcos BE\C e EF é maior. Assumamos, sem perda de generalidade, que EAF é o arco
maior. Entao existe um ponto G em L;F, distinto de F e de F', tal que BAC’ > b?G. Entao,

pelo caso congruéncia LAL esférico temos
AABC = ADEG
Consequentemente,
<DGE=<ACB e AC=DG.

Por hipétese AC' = DF, logo DG = DF.
Assim, o ADGF é isosceles e os angulos opostos aos lados DG e DF' sao congru-

entes; isto é,
<DGF = <DFFE.
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Mas, o <DGF é suplementar e <DGFE = <ACB, assim <DFFE é suplementar o
<ACB, o que é uma contradigdo das suposi¢oes. Portanto, temos que 50 = ﬁF como
acima. Dai o caso (2) ndo ocorre isso conclui a prova de (1), de modo semelhante se prova
(2). O

Isso sugere que, se fornecermos dois pares de lados de um triangulo esférico e os
angulos opostos a eles, entao o terceiro lado e o terceiro angulo podem, em geral, ser
determinados. Essa situagdo é simples na geometria plana (uma vez que a soma das
medidas dos angulos é conhecida), mas nao tao simples na esfera.

Entretanto, verifica-se que, na esfera, nem correspondéncias LLA nem LAA garan-
tem a congruéncia de triangulos em geral. Um tinico contraexemplo sera suficiente para
ambos. Seja A1 = Ao o polo de qualquer c1rculo maximo. Escolha pontos Bl, Bo, Cl e
02 nesse mrculo maximo tais que BlCl =+ BQOQ Pela defini¢ao de polo, AlBl, AlCl,
Ang e AQCQ sao todos quartos de circulo. Além disso, <Bj, <C1, <(By e <<C9 sao todos
angulos retos pela Proposicao 4.22. Assim, os triangulo AA;B1C1 e AAgBy(Cy estao em
co/r\respond/é\ncia tanto LLA quanto LAA, mas nao sao congruentes (Ver Figura-35), pois

B1Cq # Bs(s.

Figura 35 — Contraexemplo LLA e LAA

Os contraexemplos acima sao um pouco artificiais, pois envolvem um niimero maior
de angulos retos do que normalmente ocorre na geometria plana. Se houver exatamente
um angulo reto, obtemos teoremas de congruéncia.

Apesar dos contraexemplos anteriores, em triangulos retangulos ainda existem casos
especiais de congruéncia, analogos aos conhecidos da geometria plana. O primeiro deles

utiliza a hipotenusa e um dos catetos.

Corolario 4.3 (Hipotenusa-Cateto) Dois triangulos que possuem uma correspondén-

cia entre hipotenusa e cateto sao congruentes.
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Demonstragao. Sejam NABC e ADFEF dois tridngulos esféricos tais que <B e <F sao
retos, as hipotenusas correspondentes sao congruentes e um par de catetos correspondentes
também é congruente. Sem perda de generalidade, suponhamos que

<B%<E%g, AC=DF, ABZDE,

onde AAC e DAF sao as hipotenusas dos respectivos triangulos, e AAB e D/\E sao catetos
correspondentes.

Sendo /TC’ e 5F as hipotenusas dos respectivos triangulos. Como os angulos retos
estao em B e F, os angulos opostos aos catetos correspondentes AAB e DAE sao, <C e <F,
respectivamente.

Afirmamos que <<C' e <(F' nao sao suplementares. Por contradicao Se <C' e <F
fossem suplementares, entao, pela relacao entre lados e angulos em tridngulos esféricos,
teriamos que os lados opostos a eles seriam iguais ou suplementares. Mas, como AAB =
DAE e /TC = DAF com fTC’ > AAB, a igualdade A/]B = A?J seria necessaria, o que contradiz
a propriedade fundamental de que a hipotenusa é maior que o cateto em todo triangulo
retangulo esférico nao degenerado. Portanto, <C' e <{F' nao sao suplementares.

Assim, as hipdteses do item (1) do Teorema 4.13 sao satisfeitas: dois lados cor-
respondentes congruentes (ffC’ = I;F e AAB = lg\E), com os angulos opostos a um deles
congruentes (B = <F), e os dngulos opostos ao outro lado nao suplementares (<C' e
<F). Logo,

NABC = ADEF.

O
Outro caso especial para triangulos retangulos envolve a hipotenusa e um dos

angulos agudos correspondentes.

Corolario 4.4 (Hipotenusa—Angulo) Dois triangulos esféricos que possuem uma cor-

respondéncia hipotenusa-angulo sao congruentes.

Demonstragao. Sejam AABC e ADEF dois triangulos esféricos tais que <B = <Y = 7,

as hipotenusas AC e DF sejam congruentes e um par de angulos correspondentes nao
retos seja congruente. Sem perda de generalidade, suponhamos que <C' = <{F'. Assim,

<B%<E§g, AC~DF, <C=~4F,

onde AAC e lg\F sao as hipotenusas dos respectivos triangulos.

Precisamos mostrar que os tridngulos sdo congruentes. Pelo Teorema 4.13 (item 2
- Congruéncia LLAA) basta verificar que os lados opostos aos angulos retos, AC' e DF,
nao sao suplementares.

De fato, como AC = DF, temos que suas medidas sao iguais.Se as medidas de AC
e DF nao sao iguais a 7, entdo a soma de suas medidas ¢ diferente de 7, logo AC' e DF
nao sao suplementares. Assim, pelo Teorema 4.13, AABC = ADEF.
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Agora, se as medidas de AC e DF nao sao iguais a 5. Nessa situacao, AC e DF
sao lados retos. Entao, pela Proposicao 4.29 os angulos opostos a eles também sao retos.
Portanto, <B e <F ja sao retos por hipdtese, e além disso, os lados AB, BC', DE e EF
também serao retos. Consequentemente, todos os trés lados dos triangulos ABC e ADEF
sao congruentes. Pelo caso de congruéncia LLL Esférico (Teorema 4.9), concluimos que
ANABC = ADEF.

Portanto, em todos os casos, a correspondéncia hipotenusa-angulo garante a con-

gruéncia dos triangulos esféricos.
O

4.5 DESIGUALDADES

Tendo considerado muitas situa¢oes em que objetos da geometria esférica sao iguais
ou congruentes, passamos agora a considerar situagoes em que ocorrem desigualdades.
Recorde que, no plano, a soma das medidas dos angulos de um tridngulo é 7 radianos
(180°). Isso nao é verdadeiro para os tridngulos esféricos e é provavelmente a distingao
mais importante entre os tridngulos no plano e os triangulos na esfera. Examinaremos

inicialmente essa questao no caso dos triangulos retangulos.

Proposicao 4.38 Em um triangulo esférico retangulo, a soma das medidas dos angulos

¢ maior que m (180°).

Demonstracao. Suponhamos, sem perda de generalidade, suponhamos que o AABC possui
um angulo reto em B. Se qualquer um dos angulos em A ou C for reto ou obtuso, o resultado
esta provado. Assim, podemos supor que 0s angulos em A e C sdo ambos agudos.

Pela Proposicao 4.30, os lados opostos AB e BC’ também sdo agudos. Seja A’ um
polo do (O)BC situado no mesmo hemisfério que A relativo ao ()BC. Entao, como AB
é agudo, A estd entre A’ e B (Ver Figura 36). Logo, <A’ AC é obtuso, uma vez que sua
medida é o suplemento da medida do <A.

Como o <C' ¢é agudo, temos
<C < <A AC.

Entao, pela Proposicao 4.3, existe uma semirreta 7 com origem em A, formando
com z@ um angulo congruente o <C, e tal que 7 estd no mesmo hemisfério que ¢ Al
relativo ao (OAC'. Seja M o ponto médio de AC Pela Proposicio 4.4, 7 encontra A’ M
em um ponto D, situado entre A’ e M.

Como A e A’ estdo no mesmo hemisfério do O)BC, pela Proposicao 4.18, os pontos
de 6\A exceto C, estdo no mesmo hemisfério que A relativo ao ()BC' e, portanto, no

mesmo | hemisfério que A’. Assim, M estd no mesmo hermsferlo que A’ relativo ao OBC,

logo A’ M ¢ agudo. Como D estd entre A’ e M, segue que A’ D também ¢ agudo.
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Figura 36 — Soma dos angulos de um triangulo é maior que 7

Como M esta entre A e C, o ponto M esta no interior do <AA’C'. Portanto, A/FM
também esta no /i\nterior do <TAA'C, exceto em A’, e encontra BAC em um ponto F entre
B e C. Como A’M passa pelo polo A" do OBC, encontra BAC’ em angulo reto. Assim,
AMEC é retangulo. Como Aﬁf = ]\ZC, pela definicao de M, temos <AMD = <CMFE,
(por serem angulos verticais) e <M AD = <MCE. Pelo caso de congruéncia ALA esférico,

temos por construcao. Logo,

ANAMD = ANCME

Como o ACME tem angulo reto em E, segue que o AAMD tem angulo reto em D.
Portanto, o A/L/\DA também tem angulo reto em D.

Como A’D ¢ agudo, pela Proposicdo 4.30 aplicada ao AA’DA, concluimos que
<DAA" é obtuso. Logo, <BAD ¢ obtuso. Como o <BAC ¢é agudo, entdo <BAC <
IBAD.. _

Agora, sejam qualquer ponto de A’ D que esteja no mesmo hemisfério que A’ relativo
ao (O)AB, exceto por D, de modo que D e M estejam no mesmo hemisfério do ()AB.
Pela Proposicao 4.21, M esta no interior do <BAD. Assim,

<IBAD = «BAC 4+ <CAD = <A+ «C.

Logo, a soma do <A e <C é maior que 5. Como o <(B é reto, a soma dos angulos
de AABC' é maior que 7. O
A proposicao anterior trata apenas dos tridngulos retdngulos. Mostraremos agora

que essa propriedade é valida para qualquer triangulo esférico.

Teorema 4.14 Em qualquer triangulo esférico, a soma das medidas dos angulos é maior

que m radianos (180°).
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Figura 37 — Em qualquer tridngulo a soma é maior que m

Demonstragdo. Se o triangulo esférico AABC' é retangulo, aplicamos a Proposicao 4.38.
Se o triangulo dado possui apenas um angulo agudo, entdao a soma das medidas dos outros
dois (ambos obtusos) deve ser maior que 7, e assim terminamos. (Ver Figura 37)

Agora suponhamos que o AABC' tenha dois dngulos agudos (digamos em B e ().
Seja D o pé da perpendicular tragada de A ao ()BC, isto é, um ponto D entre B e C. A
soma das medidas dos angulos nao retos no AADB é maior que T O mesmo ¢ verdadeiro
no AADC'. Mas, a soma das medidas dos angulos no AABC' é

<A+ <«B+ <«C = <BAD + «<CAD + <«B + «C,
Uma vez que D estd entre B e C'. Entao essa soma é
(<«B+ <BAD) + (<«C + <CAD),
A qual (pela Proposigao 4.38) é maior que

7T+7T
— — =T
2 2 ’

Como desejado. ]
O Teorema 4.14 possui uma série de consequéncias que obtemos simplesmente
fazendo uso de tridngulos colunares e polares na esfera.
O resultado anterior pode ser transportado para os lados de um triangulo utilizando

a nocao de tridngulo polar, que estabelece uma correspondéncia entre lados e angulos.

Teorema 4.15 Em qualquer triangulo esférico, a soma das medidas dos lados é menor

que 27.
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Demonstracdo. Dado o AABC, consideramos o seu triangulo polar AA’B'C’. Pelo Teo-

rema 4.14
<A+ <B'+ «C" > 7.

Mas, pelo Teorema 4.8 itens (2), (3) e (4) temos

<A =71 - BC, <B' =71 — AC, e <C'=7— AB.
Substituindo essas expressoes na desigualdade acima, obtemos

(W—50)+(W—A/b)+(w—@)>w ou  AB+AC+ BC < 2r

Como desejado. ([
Outra consequéncia importante da desigualdade obtida para a soma dos lados é a

validade da desigualdade triangular na geometria esférica.

Teorema 4.16 A soma das medidas de quaisquer dois lados de um triangulo esférico é

maior que a medida do terceiro.

Figura 38 — Soma da medida de quaisquer dois lados

Demonstragao. Sejam AABC e o tridngulo colunar AA*BC' com o AABC (Ver Figura
38), entao
AB=m—AB e AC=m— AC.

Aplicando o Teorema 4.15 ao AA*BC, obtemos
(m— AB) + (1 — AC)+ BC <2r  ou  BC < AB+ AC

Como desejado. As outras duas desigualdades sao obtidas por permutacao dos vértices. [
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Teorema 4.17 (Desigualdade Triangular) Se A, B e C sdo trés pontos (distintos)

sobre uma esfera, entao

d(A,C) < d(A, B) + d(B,C),

Onde a igualdade ocorre se, e somente se, B estd entre A e C ou A = C?%.

Demonstragdo. Se os pontos A, B e C nao sao cocirculares, eles formam um tridngulo
esférico e a conclusao segue imediatamente do Teorema 4.16 (onde B nao pode estar entre
A e C porque os trés pontos nao pertencem a um circulo maximo, e A nao pode ser
antipoda a C' pela Proposigao 4.26).

Se os pontos sao cocirculares. Nesse caso, identificamos um circulo méaximo com
uma circulo de comprimento 27.

Se B estéa entre A e C, entao, pela definicdo de ponto entre em um circulo méaximo,
d(A,C) =d(A,B)+d(B,C).

Além disso, se A = C?%, entao d(A,C) =n. Como d(A,B) > 0e d(B,C) > 0. E qualquer
caminho de A até C' ao longo do circulo maximo possui comprimento pelo menos 7, segue
que

d(A,B)+d(B,C)=m=d(A,C).

Reciprocamente, suponhamos que
d(A,C) =d(A,B)+d(B,C).

Se A # (%, existe um tnico arco menor ligando A a C. Como a distancia esférica é o
comprimento desse arco menor, a igualdade acima s6 pode ocorrer quando B pertence a
esse arco, isto é, quando B esta entre A e C.

Se A = (C% entao d(A,C) =7, e a igualdade pode ocorrer independentemente da
posicao de B no circulo maximo. Portanto, a igualdade ocorre se, e somente se, B esta
entre Ae C ou A= C“

O

A desigualdade triangular pode ser estendida imediatamente para cadeias finitas

de pontos sobre a esfera.
Corolario 4.5 Sejam Aqy, Ag, As, ..., Ay pontos distintos sobre uma esfera. Entao
d(A1, Ap) < d(Aq, Ag) + d(Asg, A3) + d(As, Ag) + - -+ d(Ap—1, Ap).

Demonstracio. A demonstracao serd feita por inducao sobre n.
Para n = 2, temos
d(Ay, Ag) < d(Ay, Ag),
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O que é imediato. Suponhamos agora que o resultado seja verdadeiro para algum inteiro

n > 2, isto é
d(A1, An) < d(Aq, Ag) + d(Ag, A3) + -+ - + d(Ap—1, An).

Mostremos que ele também ¢é verdadeiro para n + 1. Pelo Teorema 4.17, aplicado aos

pontos A1, Ap e Ay, temos
d(A1, Apq1) < d(A1, Ap) +d(An, Apt1).
Utilizando a hipotese de indugao, obtemos
d(A1, Apyr) < (d(Al, Ag) +d(Ag, Ag) + - +d(Ap-1, An)) + d(An, Apt1).
Logo,
d(A1, Apy1) < d(Aq, Ag) +d(Ag, Ag) + -+ + d(Ap—1, An) + d(An, Apy1),
O que prova o resultado para n 4+ 1. Portanto, pelo principio da indugao matematica
d(A1, An) < d(A1, Ag) + d(Ag, Ag) +d(A3, Ag) + -+ + d(Ap—1, Ap)

Para quaisquer pontos distintos Ay, As, ..., Ay sobre uma esfera. O
Agora utilizamos a nocgao de triangulo polar para provar mais dois teoremas que

nos permitem encontrar relagoes entre as medidas dos angulos de um triangulo esférico.

Teorema 4.18 Em qualquer ANABC, temos
1. <A+ <B < m+<«C;
2. <B4+ <C <7+ <4;
3. <A+ <C <7+ «<B;
4. < <A+ <aB+ <C < 3.

Demonstracio. Seja o AA'B'C’ o tridangulo polar de AABC'. Pelo Teorema 4.16, B'C’ +
A'C" > A'B’. Pelo Teorema 4.8, temos

B'C' =1 — «A, A'C'=n—<«B e A'B' =7 —«C.
Substituindo essas expressoes na desigualdade acima, obtemos
(m—<A)+ (mr—<B) > —<C,

o que implica
A+ <aB <7+ <C,

provando o item (1).
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Os itens (2) e (3) sao obtidos por permutacao dos vértices.
A desigualdade inferior do item (4) é exatamente a afirmacao do Teorema 4.14. J&
a desigualdade superior decorre do fato de que nenhum angulo esférico pode ter medida
maior que 7. Portanto,
<A+ <B + <C < 3.

Assim,
T < <IA+<B+ <«C < 3m,

concluindo a demonstracao do item (4). O

Os Teoremas 4.15 e 4.18 estabelecem que, em todo tridngulo esférico, a soma
das medidas dos lados pertence ao intervalo (0,27) e a soma das medidas dos dngulos ao
intervalo (, 3m). Esses limites sao 6timos: em tridngulos muito pequenos, a soma dos lados
aproxima-se de 0 e a soma dos angulos aproxima-se de m; por outro lado, em triangulos
cujos lados quase coincidem com um circulo maximo, a soma dos lados aproxima-se de 27

e a soma dos angulos aproxima-se de 37, como ilustrado na Figura 39.

Figura 39 — Um tridngulo cuja soma dos angulos é préxima de 37

Para estabelecer uma versao esférica do Teorema do Angulo Externo, introduzimos

inicialmente a nogao de angulo externo de um triangulo esférico.

Definicao 4.39 Seja 0 AABC um triangulo esférico. Sejam A%, B* e C% os pontos
antipodas de A, B e C, respectivamente. Entdo, os dngulos externo em A sdo os angu-

los <BACY" e <CAB®. Os angulos interiores opostos (ou dngulos interiores remotos) o
IBACY e <CAB® sao os angulos <ABC' e <ACB.

A defini¢do anterior permite estabelecer uma versao esférica do classico Teorema

do Angulo Externo da geometria plana.
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Teorema 4.19 (do Angulo Externo Esférico) A medida de qualquer angulo externo
de um triangulo esférico é menor que a soma das medidas dos angulos interiores opostos

e maior que a diferenca (em valor absoluto) entre essas medidas.

Figura 40 — Teorema do Angulo Externo Esférico

Demonstracao. Seja o AABC um triangulo esférico e consideremos o angulo externo em
A (Ver Figura 40). Pelo Teorema 4.14

T < <IA+ B+ <C,

Logo,
T— <A< 1B+ <C.

Por outro lado o angulo externo em A tem medida m — <tA, segue que a medida desse
angulo externo é menor que a soma das medidas dos angulos <<B e <C'. Das desigualdades

(1) e (3) do Teorema 4.18 obtemos, respectivamente
T—<A><B—<«C e T — <A > <C — «B,

Portanto,
T— <A > |<aB - <C|.

Assim, a medida do angulo externo é maior que o valor absoluto da diferenca entre
as medidas dos angulos <<B e <C. Isso é exatamente o que queriamos demonstrar. As
desigualdades para os angulos externos em B e em C' sao analogas. ]

Diferentemente da geometria plana, em que a medida de um angulo externo é
exatamente igual a soma das medidas dos dois dngulos internos nao adjacentes, na geo-

metria esférica essa igualdade deixa de ser valida. Como a soma das medidas dos angulos



Capitulo 4. Axiomdtica da Geometria esférica 75

internos de um triangulo esférico é sempre maior que 7, o angulo externo passa a satisfazer
apenas desigualdades: sua medida é menor que a soma das medidas dos angulos interiores
opostos e maior que o valor absoluto da diferenca entre essas medidas. Assim, o teorema
do angulo externo na esfera fornece limites para a medida do angulo externo, em vez de
uma expressao de igualdade como ocorre na geometria euclidiana.

Como consequéncia das desigualdades obtidas anteriormente, podemos estabelecer

a relagdo entre a ordem dos lados e a ordem dos angulos opostos de um triangulo esférico.

Teorema 4.20 Em um triangulo, valem as sequintes relagoes entre lados e angulos opos-
tos:

1. Se dois lados tém comprimentos diferentes, entdo os angulos opostos a eles também sao
diferentes, e o maior angulo estd oposto ao maior lado.

2. Reciprocamente, se dois angulos tém medidas diferentes, entao os lados opostos a eles

também sdo diferentes, e o maior lado estd oposto ao maior angulo.

Demonstragdo. 1. Suponhamos que o triangulo seja o AABC e que AAB > BAC. Escolha
um ponto D em AB tal que BD = BC'. (Ver Figura 41)

Figura 41 — Triangulo cujas medidas sao desiguais

Pelo teorema do tridngulo isosceles 4.5
<BDC = <BCD.

Agora, <BDC é um angulo externo de AADC; portanto, pelo teorema do angulo externo
4.19,
<BDC > |[<BAC — <DCA].

Como o <BDC = <BCD, temos

<BCD + <DCA > <BAC.
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Pela Proposicao 4.21
<BCD + <DCA = «BCA.

Logo,
<BCA > <BAC,

Como desejado.

A segunda afirmacao segue da primeira e do teorema do triangulo isésceles 4.5: se
os lados opostos fossem iguais em medida, entdo os angulos também o seriam. 0

Assim como na geometria plana, a ordem de grandeza entre os lados de um triangulo
esférico corresponde exatamente a ordem de grandeza entre os angulos opostos. Em outras
palavras, o maior lado esta sempre oposto ao maior angulo, e reciprocamente. Embora a
demonstracdo na geometria esférica exija argumentos préoprios, baseados no teorema do
angulo externo esférico e em propriedades especificas da esfera, o resultado final coincide
com o conhecido teorema da geometria euclidiana. Isso mostra que, apesar das diferencas
introduzidas pela curvatura da esfera, a relacdo de monotonicidade entre lados e angulos
permanece preservada.

Aplicando os resultados anteriores ao caso particular dos tridngulos retangulos,

obtemos uma caracterizacao da posi¢ao da hipotenusa em relagao aos catetos.

Proposicao 4.39 Suponhamos que o AABC' tenha um angulo reto em C'. Entdo o lado
BC' é menor que, congruente a, ou maior que a hipotenusa AB se, e somente se, BC'

¢ agudo, reto ou obtuso, respectivamente. Além disso, se BC nao € reto, entdo AB estd
entre BC' e m — BC'.

Demonstragao. Sabemos pela Proposigao 4.30 (Ver Figura 25) que BAC’ é agudo, reto ou
obtuso se, e somente se, <BAC é agudo, reto ou obtuso, respectivamente.

Pelos teoremas 4.20, 4.5 e 4.14, segue que isso ocorre se, e somente se, o lado oposto
0 <BAC é menor que, congruente a, ou maior que o lado oposto o <AC B, respectivamente;
isto é, se BAC’ ¢ menor que, congruente a, ou maior que a hipotenusa AAB.

Consideremos agora o AA*BC'. Se §C é agudo, entao <BAC é agudo, logo <BA*C'
também é agudo. Assim,

A“B > BC,

ou seja, m — AAB > B/\C’ e, portanto, AAB <m— BAC. Como ja sabemos que A}? > BAC,
concluimos que

BAC<AAB<7T—BAC.

O caso em que BC' é obtuso é semelhante. O
O préximo resultado sera apresentado sem demonstracao, uma vez que sua prova

depende de conceitos que ainda serao desenvolvidos posteriormente.
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Proposicao 4.40 (da Dobradiga Esférica) Suponhamos que o AABC e o ADEF
sejam triangulos esféricos com AB = DE e BC = EF. Entao, <ABC < <DFEF se, e
somente se, AC' < DF.

Demonstra¢do. Suponha inicialmente que <ABC < <DFEF. Como AB = DE e BC = EF.
Se tivéssemos,AC' = DF.

Entao o AABC e o ADFEF seriam congruentes pelo caso LLL, e consequentemente

<ABC = <DEF,

~ ~

e que contradiz a hipdétese. Além disso, nao pode ocorrer AC' > DF'. Pois, pelo Teo-
rema 4.20, aplicado aos AABC e ADFEF, tertamos <ABC > <DFF. Novamente uma
contradicao. Logo, Afb < DAF .

Reciprocamente, suponha que fTC < 5F Se fosse <ABC = <DFEF. Entao,
juntamente com

AB~DE e BCX~EF,

os NABC e ADEF seriam congruentes pelo caso LAL. Portanto AAC =

contradizendo a hipétese. Por outro lado, se <IABC’ > <DFEF. Entao, pela primeira parte

da demonstracao ja estabelecida, teriamos AC > DF o que também contradiz a hipdtese.

Consequentemente,
<IABC < <DEF.
Portanto, <ABC < <DFEF se, e somente se, A/\C < DAF O
4.6 AREA

O principal objetivo deste capitulo é desenvolver formulas para o calculo de areas
de regides esféricas delimitadas por triangulos. A partir dos conceitos e resultados estabe-
lecidos anteriormente, obteremos expressoes que relacionam a area dessas regides com os
angulos e evidenciando algumas das diferencas fundamentais entre a geometria esférica e

a geometria plana.

Axioma 4.10 Eziste um nimero real positivo r tal que a drea da esfera € iqual a 4mr?,
a drea da linula determinada por um dngulo de medida 0 radianos € iqual a 2072 e a drea

de qualquer arco esférico é nula.

O Axioma 4.10 define as bases para medir areas na superficie da esfera. Ele es-
tabelece a area total esférica a partir de seu raio, define que a area de uma linula é
proporcional ao seu dngulo e determina que arcos esféricos possuem area nula. Com isso,
a area total passa a servir de referéncia para medir qualquer outra regido da esfera, o que

permite deduzir, mais adiante, a férmula para a area de um triangulo esférico.
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Axioma 4.11 Se dois triangulos esféricos sio antipodas, entdao seus interiores possuem

a mesma drea.

Axioma 4.12 Se duas regioes esféricas possuem interiores que nao se sobrepoem, entdo

a drea da uniao das regioes é a soma das dreas das regioes.

Como um arco esférico tem area zero, a area do triangulo em si é nula, mas a regiao
por ele limitada possui area positiva. Assim, a area dessa regiao coincide com a da uniao do
tridngulo com seu interior. Portanto, podemos falar indistintamente em "area delimitada
por um tridngulo'para ambas as nog¢oes; com frequéncia, abusa-se da linguagem e diz-se
simplesmente "area do triangulo'para denotar a drea da regido interna, quando o contexto

torna essa interpretagao evidente (Figura 42).

Figura 42 — Um triangulo, seu interior e a unidao do tridngulo com seu interior

Definigao 4.40 Em um NABC, o excesso esférico é definido como a quantidade 2F,

onde
 <A+aB+<C -7

2

E

Sejam A% B% e C% os antipodas de A, B e C, respectivamente. O circulo maximo
(OAB divide a esfera em dois hemisférios; C' estd em um deles e C% estd no outro.
Nesta demonstracao, nos referiremos informalmente ao hemisfério que contém C' como o

hemisfério “superior” e ao hemisfério que contém C* como o hemisfério “inferior” (Figura
43).

Teorema 4.21 A drea delimitada por um NABC é dada por

A(AABC) = area(AABC) = (<A + <B + <C — m)r?.
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N

A primeira vista, esse resultado pode parecer surpreendente, pois, na geometria
plana, a drea de um triangulo nao é determinada apenas por seus angulos. Entretanto, em
geometria esférica, o Teorema de Congruéncia AAA esférico garante que um triangulo é
completamente determinado por seus angulos. Consequentemente, sua area também fica

unicamente determinada por eles.

Demonstragao. Sobre o ()AB, temos os pontos A, B, A% e B% nessa ordem. Entao
o hemisfério superior pode ser escrito como a unido das regioes limitadas por quatro
triangulos:

NABC, ABAYC, NABYC, e ABYAC.

(Desprezamos a contribuicao dos lados dos tridngulos propriamente ditos, que
possuem area nula.) A uniao das regioes limitadas pelos dois primeiros triangulos (AABC
e ABAC) é a linula ABA®C'A; sua medida angular é o <A. Assim, sua éarea ¢ 2 <A r2.
(Ver Figura 43)

Figura 43 — Area do triangulo ABC

A unido das regioes do primeiro e do quarto tridngulo (AABC e AB®AC) é a
linula BAB®C®B; sua medida angular é o <B, de modo que sua drea é 2 <B 2.

A lanula CAC®BC possui medida angular <C' (de modo que sua érea é 2 <C r2)
e é a uniao das regides do AABC e do AA*B*C.

Tendo escrito trés dessas regioes como unioes de duas regioes triangulares nao
sobrepostas, podemos escrever que a area de cada linula é a soma das areas dos dois

triangulos cuja uniao o constitui
2<4Ar? = A(AABC) + A(ABA“C) 14.4

2B = A(AABC) + A(ABAC) 14.5
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24C7r? = A(ANABC) + A(AABC) 14.6

Observemos que, em (14.6), AABC?® é antipoda a AA*B*C', e portanto possui a

mesma area, de modo que podemos substituir (14.6) por
24Cr? = A(AABC) + A(AA*B*C) 14.7
Somando (14.4), (14.5) e (14.7), obtemos
2( <A+ 4B+ <C)r? = BA(AABC) + A(AB"AC) + A(ABA"C) + A(AA"BC)
14.8

O lado direito de (14.8) consiste na drea de quatro regides triangulares cuja unido nao
sobreposta cobre o hemisfério superior.
Como a area do hemisfério superior é 2712, podemos escrever sua drea como a

soma das areas dos quatro triangulos
2112 = A(AABC) + A(ABAC) + A(ABYAC) + A(AABC).
Substituindo isso em (14.8), obtemos
(2<49A +2<4B +2<C)r? = 2A(AABC) + 2712
E, resolvendo para A(AABC'), obtemos, como desejado.

A(AABC) = (<A + <B + <C — m)r?,

4.7 TRIGONOMETRIA

4.7.1 Teorema de Pitagoras Esférico e Lei dos Senos Esférico

A trigonometria esférica estuda as relacoes entre distancias e angulos na esfera,
tendo como foco principal os triangulos esféricos. Diferentemente do que ocorre no plano,
a curvatura da esfera altera significativamente essas rela¢des. Enquanto, no plano, duas
semirretas com a mesma origem afastam-se continuamente uma da outra, na esfera elas
inicialmente se afastam, mas acabam voltando a se aproximar a medida que se dirigem para
o ponto antipoda da origem comum. O axioma a seguir quantifica esse comportamento

caracteristico da geometria esférica.

Axioma 4.13 Suponhamos que duas semirretas formem um angulo de medida 6. Seja x

a distancia esférica entre dois pontos (um em cada semirreta) situados a uma distancia

sen(‘g) _ sen(gp)sen(i) .

esférica ¢ do vértice. Entao
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Este axioma é essencialmente a Proposigdo A.6 localizada no Apéndice B. (Veja
também a Figura 53.) Ali a demonstramos como um teorema para esferas no espago,
utilizando as propriedades da geometria tridimensional. Em nosso sistema axiomatico nao
dispomos dessas técnicas e assumiremos isso como um axioma.

Utilizaremos a proposicao anterior para deduzir importantes propriedades dos tri-
angulos esféricos retdngulos. Para simplificar a notagdo, adotaremos a seguinte convencao:
em um AABC, denotaremos por a, b e ¢ os comprimentos dos lados opostos aos vértices

A, B e C, respectivamente.

Proposicao 4.41 Se o AABC possui um angulo reto em C'(Ver Figura 44), entao

sen(<A) = sen(a)

sen(c)’

Figura 44 — Se ABC possui um angulo reto

Demonstragao. Primeiramente suponhamos que <A seja agudo. Entao, o AABC pode ser
considerado como metade de um triangulo esférico isésceles AABD, em que C' é o ponto
médio de BD. Tomando

r=BD, @=BA=DA e 0=24A,

a Proposicao 4.13 fornece,

sen (?) = sen(B?l)sen(#) :

—~

Como C' é o ponto médio do arco BD, temos Bg = BC. Além disso, 2412‘—4 = <A.

Portanto,
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sen (BAC’> = sen <§A> sen(<tA).
Observando que §C =ae §A = ¢, obtemos

sen(a) = sen(c)sen(<A).

Isolando sen(<tA), segue que

sen(<A) =

como queriamos demonstrar.

Se <A é reto, entao, pela Proposicao 4.29, os lados frB e BAC’ também sao retos;
assim, a afirmacao a ser demonstrada reduz-se a 1 = 1.

Se <A é obtuso, consideramos o tridngulo colunar, sendo AABC%. O angulo
<IBACY é agudo e sua medida é m — <A, enquanto BE"I = m — a; portanto, pelo caso

agudo ja considerado,

sen(m —a
sen(m — <A) = sen(r — a)
sen(c)
o que nos fornece o resultado desejado pela propriedade da fungao seno. O

A Proposicao 4.41 apresenta uma interessante analogia com a trigonometria plana,
na qual o seno de um angulo de um triangulo retangulo é obtido pela razao entre o cateto
oposto e a hipotenusa. Em geometria esférica, uma relagao semelhante é preservada, mas
envolvendo os senos das medidas dos lados: o seno do angulo é dado pelo quociente entre
o seno do lado oposto e o seno da hipotenusa.

Agora utilizamos a notagao que acabamos de introduzir para demonstrar diversas

relagbes importantes entre os lados e os angulos do AABC.

Teorema 4.22 Se 0 AABC' possui um angulo reto em C', entao

cos(c) = cos(a) cos(b) 4.1

cos(<(B) = sen(<A) cos(b) 4.2

A Equagao (4.1) é chamada de Teorema de Pitagoras Esférico, e a Equagao (4.2) é
algumas vezes chamada de Teorema de Geber’s.
Demonstracao. Veja a Figura 45. Primeiramente, suponhamos por simplicidade, que <A e
< B sao agudos (o que significa que os lados /TC’ e BAC’ também sao agudos, pela Proposicao
4.30). Escolhemos pontos D e E sobre as semirretas esféricas B—1>4 e B? a uma distancia
esférica de § de B. Entao, DE <B. Seja A’ o polo do QBC no mesmo hemisfério do

OBC que A. Entao B é o polo do ODE e, BD = BE — A’C AR =7.
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Como AC é agudo e A'C é reto, A esta entre A’ e C'. Assim,

N

BA’:g e BC<

57
- o . TP . ,
temos, BA < % (pela Proposicao 4.18 aplicada a A’C'). Consideremos o AA’AD,
que possui um angulo reto em D. Temos

A’A:%—b, A?):%—c e A’D:g—<1B.

b

Figura 45 — Se ABC possui um lado reto

Além disso,

C’/\E:g—a,

De modo que,

TAA'D = g —a

Pela Definicdo 4.18. Aplicamos entdo a Proposicdo 4.41 ao AA’AD duas vezes.
Primeiramente,

sen(Afb)

sen(A’A)

sen(<AA'D) =

o que fornece,
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usando,

sen(g - x) = cos(z) (I)
e, consequentemente, (4.1). Em seguida,

~

A'D sen(% — <B
Sen(quAD) = %/\) ou sen(A) — (27r>’
sen(A’A) 86”(7 - b)

Usando novamente (I), temos que (4.2) também é vélida. Os casos em que <A e
<B nao sao agudos seguem pela consideracao de tridngulos colunares. Se <(B ¢ reto, entao
AAB e AAC’ também o sao pela Proposicao 4.29. Assim, <B = <C' = b = c = 3, e tanto
(4.1) quanto (4.2) reduzem-se a 0 = 0. Um argumento semelhante vale se <A for reto.
Suponhamos agora que <A seja agudo e <<B obtuso. Pela Proposicao 4.30, BAC’ ¢é agudo
e 1@ é obtuso. Consideremos o0 AA*BC' colunar, em que ambos os angulos nao retos e

sim agudos. Aplicamos (4.1) e (4.2) ao caso agudo para obter

cos(m — ¢) = cos(a) cos(m — b) e sen(A) cos(m — b) = cos(m — <B),

o que implica o resultado desejado. Um argumento semelhante vale se <A for
obtuso e <B agudo. Se <A e <B sdo ambos obtusos, entao consideramos o AA*B*C'
colunar, em que ambos os dngulos nao retos sdo agudos. Aplicamos (4.1) e (4.2) ao caso

agudo para obter

cos(c) = cos(m — a) cos(m — b) e sen(m — <A) cos(m — b) = cos(m — <B),

o que novamente implica o resultado desejado. O

A primeira vista, pode parecer contraditério que o Teorema de Pitdgoras esférico
tenha uma forma tao diferente do Teorema de Pitagoras plano, especialmente porque
tridngulos esféricos muito pequenos se assemelham bastante a tridngulos planos. Surge
entdo a questao de como conciliar essas duas expressoes. A resposta estd no fato de
que, para lados suficientemente pequenos, a relacao esférica aproxima-se da relacao plana.
Assim, embora a curvatura da esfera exija uma férmula diferente, o Teorema de Pitdgoras
classico reaparece como uma excelente aproximacao local da versao esférica.

A resposta estd na observacao da série de Taylor para o cosseno. Temos que,

2 2t b

cos(:v)zl—jjtﬁ—ajt---.
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Se substituirmos essa expansao em,

cos(c) = cos(a) cos(b),

obtemos,
. 2 C4 _{(, 2 a4 . 2 b4
-ttt gttt (gt gt )
igualamos os dois lados
2 4 2 b2
1—%+%—--~ :1—%—5+termosdeordem > 4.
ordem >4 em a,b

Cancelando o 1 e desprezando os termos de ordem superior (que sio O(a*, b4, a?b?, ¢*)
e, portanto, muito menores que os quadréaticos quando a, b, ¢ sdo pequenos), obtemos a

aproximacao de primeira ordem

c? a2 b2

27 2 2
donde

02%a2+62.

Assim, a equacao esférica se reduz, em primeira aproximacao, ao Teorema de

2 — 42 4+ 12, Portanto, o Teorema de Pitagoras plano é o limite de

Pitagoras plano ¢
primeira ordem do Teorema de Pitagoras esférico para tridngulos esféricos cujos lados e
angulos sdo extremamente pequenos em comparagao com o raio da esfera.

No plano, conclui-se que os angulos nao retos em um triangulo retangulo sao
complementares e, consequentemente, o cosseno de um deles é o seno do outro. A Equagao
(4.2) lembra esse fato. De fato, se a e b sdo préximos de 0, entdo o tridngulo é quase plano,
cos(b) é préximo de 1, e (4.2) fornece o resultado plano.

A Proposicao 4.41 também nos permite obter rapidamente um importante resultado

para triangulos gerais.

Teorema 4.23 (Lei dos Senos Esférico) Em qualquer ANABC, € valido

sen(a)  sen(b)  sen(c) 43
sen(<A)  sen(<B)  sen(<C) '
Demonstracao. Provaremos que,
sen(a) _ sen(c) 44

sen(<<A)  sen(<(C)
Entao, (4.3) é obtida pela permutagao dos vértices. Se AABC possui um angulo
reto em C', entdo sen(<C) = 1 e, pela Proposicao 4.41,
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/

Figura 46 — A Lei dos Senos Esférico

~ sen(a)
sen(<A) = sen()’
o que implica,
sen(<A) sen(a)
_— A pum—
sen(<C) sen(<4) sen(c)’

fornecendo (4.4). Uma observacao semelhante vale se houver um angulo reto em
A. Se os dngulos <A e <C' nao sao retos, entao existem dois pés de altura a partir de B
sobre o OAC. Esses sao antipodas, de modo que um deles (digamos D) pertence a /TC’ .
Entao, D é distinto de C e de A. Sejam 0 AADB e o ACDB tridangulos que possuem

angulos retos em D, de modo que, pela Proposicao 4.41

sen(h) sen(h)
sen(<A) sen(0) e  sen(<Q) sen(a)
Dividindo essas duas igualdades e reorganizando os fatores, obtemos (4.4). U

A Lei dos Senos Esférico preserva a ideia fundamental da versao plana ao relacionar
os lados de um triangulo com seus angulos opostos. Entretanto, diferentemente da geo-
metria euclidiana, essa relacao envolve os senos das medidas dos lados, e nao os préprios
comprimentos. Essa diferenga é consequéncia da curvatura da esfera. Além disso, quando
os lados do tridngulo sao suficientemente pequenos, vale a aproximacao sin(z) ~ x, de
modo que a Lei dos Senos Esférico se reduz naturalmente a Lei dos Senos da geometria

plana.
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5 CONCLUSAO

O estudo desenvolvido ao longo deste trabalho permitiu alcangar o objetivo proposto
de apresentar, de forma introdutoéria e sistematica, a Geometria Esférica, destacando seus
fundamentos historicos, sua construcao axiomatica e alguns de seus principais resultados
geométricos e trigonométricos. A partir da analise de conceitos relacionados a curvatura
da esfera e as geodésicas, nos foi possivel compreender como a geometria sobre superficies
esféricas difere da geometria euclidiana e como essas diferencas influenciam propriedades
fundamentais de figuras geométricas.

A abordagem axiomatica que adotamos mostrou-se particularmente importante
para o desenvolvimento da teoria, permitindo construir rigorosamente conceitos como
distancia esférica, antipodalidade, hemisférios, convexidade esférica e angulos. A partir
desses elementos, foi possivel estabelecer diversos resultados fundamentais que serviram
de base para o estudo dos tridngulos esféricos e da trigonometria esférica.

O estudo dos triangulos esféricos constituiu uma das partes centrais deste trabalho.
A andlise de suas propriedades evidenciou caracteristicas que contrastam diretamente
com a geometria plana, destacando a influéncia da curvatura da esfera sobre as relagoes
geométricas. Nesse contexto, os critérios de congruéncia, os resultados envolvendo a soma
dos angulos internos e o desenvolvimento da teoria de dreas permitiram compreender
de forma mais profunda a estrutura geométrica da esfera. Em particular, a obtencao da
formula da area dos triangulos esféricos por meio do Teorema de Girard-Euler revelou
uma importante conexao entre medidas angulares e propriedades métricas.

Outro aspecto relevante foi o estudo da Trigonometria Esférica. As demonstracoes
do Teorema de Pitdgoras Esférico e da Lei dos Senos Esférico evidenciaram como resultados
classicos da geometria plana admitem versoes adaptadas ao contexto esférico.

Além dos resultados classicos presentes na literatura, o desenvolvimento deste tra-
balho nos possibilitou a investigacao de conceitos relacionados a circulos antipodas e
circulos paralelos. Embora apresentados como resultados complementares, esses estudos
contribuiram para ampliar a compreensao das propriedades geométricas da esfera e es-
tabelecer conexoes entre a abordagem axiomaética e a interpretacao espacial dos objetos
estudados.

Ao longo desta pesquisa, foi possivel constatar que a geometria esférica preserva di-
versos conceitos da geometria plana, porém com propriedades profundamente influenciadas
pela curvatura da esfera. Enquanto na geometria plana as retas sao infinitas, na geome-
tria esférica as retas sao representadas por circulos maximos, que possuem comprimento
finito. Além disso, ao contrario do plano, onde existem retas paralelas que nao se inter-
sectam, quaisquer dois circulos maximos distintos sempre se intersectam em exatamente
dois pontos antipodas. Observou-se também que a nocao de polo de um circulo méaximo

desempenha papel analogo ao do centro de uma circunferéncia plana, embora possua pro-
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priedades proprias da geometria esférica. Da mesma forma, enquanto uma semirreta plana
¢ infinita, uma semirreta esférica possui extensao limitada e termina no ponto antipoda
de sua origem. O estudo evidenciou ainda a existéncia de conceitos tipicamente esféricos,
como hemisférios, lunulas, tridngulos colunares, tridngulos antipodas, triangulos polares e
polos de circulos méaximos, objetos que nao possuem equivalentes naturais na geometria
euclidiana.

No contexto dos tridngulos, verificou-se que os casos de congruéncia LLL, LAL e
ALA permanecem vélidos, mas, diferentemente da geometria plana, onde o caso AAA
garante apenas semelhanca, na geometria esférica ele garante congruéncia. Consequente-
mente, ndo existem tridngulos semelhantes nao congruentes na esfera. Verificou-se também
que a relacao entre os comprimentos dos lados e as medidas dos angulos opostos perma-
nece valida: o maior lado esta sempre oposto ao maior angulo e, reciprocamente, o maior
angulo estd sempre oposto ao maior lado, embora sua demonstracao na geometria esférica
utilize propriedades especificas da esfera. Outra diferenca fundamental observada foi que
a soma dos angulos internos de um triangulo esférico é sempre maior que 7 e menor
que 37, enquanto na geometria plana essa soma ¢ sempre igual a 7. Da mesma forma,
o Teorema do Angulo Externo também sofre uma alteracdo significativa: na geometria
plana, a medida de um angulo externo é igual a soma das medidas dos angulos internos
nao adjacentes, ao passo que, na geometria esférica, essa igualdade deixa de ser valida,
sendo substituida por desigualdades que estabelecem limites para a medida do angulo
externo. Esse fato evidencia como a curvatura da esfera modifica relagoes classicas da
geometria euclidiana. Além disso, a soma dos angulos esta diretamente relacionada ao
excesso esférico, que permite calcular a area de um triangulo esférico exclusivamente a
partir de seus angulos, algo impossivel na geometria plana.

No campo da trigonometria, verificou-se que o seno de um angulo em um triangulo
retangulo esférico é dado pela razao entre o seno do lado oposto e o seno da hipotenusa,
enquanto no plano utiliza-se a razao entre os proprios comprimentos dos lados. De maneira
semelhante, o Teorema de Pitdgoras assume na esfera a forma cos(c) = cos(a) cos(b), em

2 = a2 +1% da geometria plana. Entretanto,

contraste com a relacao algébrica cléssica c
por meio da expansao em série de Taylor da func¢ao cosseno, observou-se que a férmula
esférica aproxima-se naturalmente da férmula plana quando os lados do tridngulo sao
suficientemente pequenos, evidenciando que a geometria euclidiana pode ser vista como
uma aproximagao local da geometria da esfera.

Por fim, este trabalho evidenciou a riqueza matematica da Geometria Esférica e
sua importancia dentro do contexto das Geometrias Nao Euclidianas. Espera-se que os
resultados apresentados possam contribuir para o estudo introdutério do tema e servir
como material de apoio para estudantes interessados em aprofundar seus conhecimentos

nessa area.
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APENDICE A - A ESFERA NO ESPACO

A.1 GRANDES CIRCULOS

Depois de explorarmos a geometria esférica a partir de suas propriedades intrin-
secas isto é, aquelas que podem ser concebidas sem recorrer ao espaco tridimensional
que envolve a esfera —, iniciamos nossa jornada por essa geometria por meio de uma
perspectiva extrinseca, ou seja, encarando a esfera como um corpo arredondado imerso no
espaco tridimensional. Nessa abordagem, recorremos a conceitos da geometria espacial, da
trigonometria e da algebra vetorial para compreender suas caracteristicas. Dominar esse
ponto de vista é especialmente relevante para as aplicagoes praticas da geometria esférica.
Embasaremos nosso estudo seguindo a linha de pensamento do livro de (Whittlesey, 2019),

para iniciarmos vamos definir o que é uma esfera.

Definicao A.1 Seja O um ponto no espagco e r um numero real positivo. A esfera de
centro O e raio v € o conjunto de todos os pontos no espaco que estao a uma distancia r
de O.

Proposicao A.1 A intersecao entre uma esfera e um plano no espaco € um circulo, um

ponto ou um conjunto vazio. (Ver Figura-47)

Demonstracdo. Seja ™ um plano no espaco. Fixemos um sistema de coordenadas cartesianas
ortogonais com origem em O e eixo z perpendicular ao plano 7. Dai, o plano 7 é descrito
pela equagao z = d, onde d € R é a distancia (com sinal0) da origem O ao plano 7.

Seja S a esfera de centro O e raio r > 0, definida por S = {P € R3 | d(P,0) = r}.
Observemos que |d| é a distancia perpendicular de O ao plano.

Por outro lado, um ponto P = (x,y, z) pertence a esfera se, e somente se,
R S J 3 1
E pertence ao plano se, e somente se,
z=d. 2
Substituindo (2) em (1), obtemos z2 + y2 4 d? = 72,, ou seja,
r° + y2 = — &2 3

Analisemos os trés casos possiveis,
Caso 1. 72 — d? > 0 se, e 56 se, |d| < 7). Nesse caso, a equacdo (3) descreve uma
circunferéncia no plano z = d, com centro no ponto (0,0,d) e raio p = V 2 —d? > 0.

Portanto, a intersecao entre a esfera e o plano ¢ um circulo nesse plano.
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Caso 2. 12 — d?> = 0, ou seja, |d| = 7). Nesse caso, a equacio (3) reduz-se a
22 4+ y2 = 0, cuja tnica solucdo é = 0 e y = 0. Assim, a intersecdo entre a esfera e o
plano é o tnico ponto (0,0,d) (ponto de tangéncia).

Caso 3. r2—d? < 0, ¢é dizer, |d| > r). Nesse caso, a equagao (3) nao tem solugao real,
pois 22 + y2 seria igual a um nimero negativo, o que é impossivel. Portanto, a intersecio

¢ o conjunto vazio. 0

Figura 47 — A intersecao de um plano com uma esfera

Definicao A.2 Seja S uma esfera de centro O, mp e mo planos no espaco e l a reta que

passa por O e é perpendicular a w1 e wo. (Ver Figura 48.)

Figura 48 — Circulos maximos, circulos menores e polos

o Se 7y passa por O, entao a intersecao de w1 com S é chamado de circulo maximo

da esfera.

« Se mo intercepta S e nao passa por O, considerando que a intersecao nao seja
um ponto e nem vazia. Dizemos que a interse¢ao ¢ um circulo minimo ou circulo

minimo
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A.2 PONTOS ANTIPODAS

Definicao A.3 Dois pontos distintos em uma esfera sao considerados antipodas se a reta

que os contem passa pelo centro da esfera.
Observacao A.1 Seja A um ponto, escrevemos A para denotar o antipoda de A.

Observacao A.2 Os polos de um circulo mazimo sao pontos antipodas e dividem o circulo

mazximo em dois semicirculos mdximos.

Observacao A.3 Os circulos mdxrimos na geometria esférica sao importantes porque Sao
o equivalente as retas da geometria plana. Em outras palavras, sao as curvas que definem
as trajetorias mais curtas entre dois pontos, dividem a esfera em duas partes iguais e

servem como referéncia para medir distancias e angulos.

Observacao A.4 O caminho mais curto entre dois pontos sobre uma esfera é sempre um
arco de circulo mdximo. Além disso, dois pontos quaisquer sobre a esfera determinam, um

unico circulo mdximo, exceto quando sao antipodas.

Note que dois circulos maximos surgem da intersecao da esfera com dois planos
que passa pelo centro da esfera. E como sabemos esses dois planos se intersectam em uma
reta que passa pelo centro da esfera; que encontra a esfera em dois pontos. Assim temos

um resultado fundamental. (Ver Figura-49)

Definicao A.4 Quando uma regidgo é limitada por dois semicirculos que nao pertencem
ao mesmo circulo mdximo, damos a ela o nome de linula. A figura abaizo ilustra uma
lunula, identificada como NASBN.

S

Figura 49 — Circulos maximos que se encontram em pontos antipodas N e S
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Proposicao A.2 Dois circulos mdazimos distintos se encontram em exatamente dois pon-

tos e eles sao antipodas.

Como comentamos anteriormente um circulo méaximo é o equivalente a uma "reta',
na geometria esférica! No plano determinamos uma reta a partir de dois pontos distintos,
mas e a nosso circulo maximo, na esfera é determinado da mesma forma?

Consideremos a figura 50. Fica claro que isso nem sempre ocorre na esfera, pois
dois pontos antipodas determinam uma reta que passa por eles e pelo centro O da esfera,
na qual por essa reta existem infinitos planos que passam por ela, conforme postulado da
geometria espacial. Assim acaba gerando também infinitos circulos maximos que passam

por M e S, mas essa é a Unica excecao.

Proposicao A.3 Se dois pontos distintos em uma esfera ndo sdo antipodas, entao existe

um unico circulo mdximo que passa por eles.

Demonstragao. Consideremos uma esfera de centro O e raio r > 0. Sejam A e B dois
pontos distintos sobre a superficie da esfera, com a condi¢ao de que nao sao antipodas, ou
seja, B # A% e A # B® Assim, para mostrar que existe um circulo méximo contendo A e
B, basta mostrar que existe um plano passando por O, A e B. De fato, como A e B sao
dois pontos distintos, eles determinam, juntamente com O, um unico plano, a menos que
O, A e B sejam colineares, o que nao ocorre pois por hipétese A e B nao sao antipodas.
Logo, existe um tnico plano I'1 que os contem. Por outro lado, cada circulo maximo é
a intersecao da esfera com um plano que passa por O. Portanto, o circulo maximo que
passa por A e B é tnico. O

Na geometria plana um segmento de reta é determinado por dois pontos. Na

geometria esférica nao é muito diferente.

Definicao A.5 Um segmento esférico é um arco de circulo mdzimo que liga dois pontos.
Se 0s pontos nao sao antipodas, o segmento € o arco menor desse circulo mdximo. Se
sao antipodas, o segmento € um dos semicirculos escolhido com o auxilio de um ponto

adicional.

Para dois pontos nao antipodas A e B, o segmento sera denotado por AB. E, no caso dos
pontos serem antipodas o segmento esférico serd, denotado com um ponto auxiliar C' por
ACB.

Definicdo A.6 A distincia esférica entre dois pontos é definida como a medida do menor

arco de um circulo mdzimo entre os dois pontos. (Ver Figura-50)
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Figura 50 — Medida de um angulo esférico

A figura 50 ilustra como entenderemos a medida dos dngulos entre os circulos
maximos na esfera. Os arcos de circulos méaximos NA e NB estao nos lados do que
entenderemos ser um angulo esférico. As semirretas NC e N D sao tangentes a esses dois
arcos em N. A medida do angulo entre essas duas semirretas <CND sera a medida do
angulo entre os arcos. Mas, como a semirreta OA é paralela 4 semirreta NC' e OB é
paralela a N D,/:\a,s medidas do <CND e o <AOB sao as mesmas. Note que o dngulo <AOB
e o segmento AB sao relacionados o que possibilita encontrarmos o angulo esférico.

Resumindo, para medirmos angulos esféricos entre os circulos maximos. Basta
calcular o segmento formado pela interse¢do dos dois circulos maximos com um circulo

maximo perpendicular a eles dois.

Proposicao A.4 Um circulo mdazimo de uma esfera S no espago € o conjunto de todos
os pontos de S que estao a uma distincia esférica de um quarto de circulo de um polo do

circulo maximo.

Figura 51 — Defini¢ao de circulo maximo extrinsecamente
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Demonstragao. O circulo maximo ¢ a intersecado de um plano 7 com a esfera S e os polos do
circulo méaximo sao a intersecdo de uma reta [ a esfera S, onde [ é perpendicular a o plano
7. Primeiro, mostraremos que qualquer ponto do circulo maximo estd a uma distancia %
de um polo.

Qualquer ponto A do circulo maximo é um ponto do plano p e um polo N do
circulo maximo estd em [. Como [ é perpendicular a p. Entao ON é perpendicular a OA
e consequentemente a qualquer outra reta no plano p pois ON é ortogonal ao plano. Por
definicao, a distdncia esférica entre A e N é a medida do dngulo <AON.

Reciprocamente, suponhamos que o ponto A esteja a uma distancia esférica 5 do
polo N. Por defini¢ao, o <AON tem medida igual a 7, dai temos que OA é perpendicular
a ON. Pela Definicao A.2 concluimos que A é um ponto de p, portanto pertence ao circulo

mAaximo. O

Proposicao A.5 Um circulo minimo em uma esfera é o conjunto de todos os pontos na

esfera a wma distancia esférica fiva de p < 5 de um de seus polos P.

Demonstragao.

Sejam ' um circulo minimo na esfera, P um de seus polos e O o centro da esfera.
Consideremos o plano p que contém o circulo minimo. Lembremos que o polo P é o ponto
da esfera equidistantes de todos os pontos do circulo. Seja p a distancia esférica entre o
polo P e qualquer ponto X do circulo minimo. Como o circulo ndo é maximo, o plano que
o contém nao passa por O. Portanto, o angulo ZPOX é menor que 5 Consequentemente,
p<3.

Reciprocamente, se tomarmos todos os pontos da esfera que estdo a uma distancia
esférica fixa p < 5 de um ponto fixo P, esses pontos formam um circulo cujo plano é

perpendicular ao raio OP e nao passa por O. Portanto, é um circulo minimo. 0

Definigao A.7 O ponto P encontrado na Proposicio A.5 € chamado de centro (esférico)

do circulo minimo, e a quantidade p é chamada de raio (esférico) do circulo minimo.

Na geometria plana, uma reta divide o plano em dois semiplanos convexos. De
maneira analoga, na esfera, um circulo maximo divide a superficie em dois hemisférios,
obtidos pela intersecao da esfera com os semiespacgos determinados pelo plano que contém
esse circulo. Esses hemisférios desempenham o papel dos lados de um circulo maximo,
motivando o estudo da noc¢ao de convexidade esférica.

Na esfera, um plano define dois semiespagos convexos. Ao intersecta-los com a esfera,
geram-se dois hemisférios. Um circulo maximo é esfericamente convexo, pois qualquer arco
esférico ligando dois de seus pontos (ndo antipodas) permanece contido nele. O mesmo
vale para qualquer arco esférico, que também é convexo. Além disso, diremos que um
hemisfério é esfericamente convexo, se o menor arco de circulo maximo entre quaisquer

dois pontos (nao antipodas) também estiver contido nesse hemisfério.
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Figura 52 — Hemisfério esfericamente convexo

A.3 DISTANCIA E ANGULOS

Na geometria plana podemos observar que o resultado mais importante sobre dis-
tancia "o Teorema de Pitagoras" pode ser enunciando sem o uso de fungoes trigonométricas.
Porém na geometria esférica ndo temos essa mesma facilidade de enunciar esse tipo de
teorema, até mesmo as relacoes mais basicas sobre relagdes em triangulos requerem o uso

de fungoes trigonométricas.

Proposicao A.6 Suponhamos que dois arcos esféricos de igual comprimento ¢, formem

um dangulo de medida 0. Seja x a distincia entre dois pontos (Um em cada arco) e ¢ a

x
distancia esférica do vértice para com os pontos. Entao, sen(g) = sen(¢) - sen(i).

O

Figura 53 — Relagoes de seno

~ ~

Demonstragdo. Suponhamos que a esfera tenha centro O e raio r. Como AB e AC tém
a mesma medida ¢, note que o plano determinado pelos pontos B,C, D é um plano
perpendicular a OA (Ver Figura-53). Por simetria, também temos DB = DC e OB =
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OC = r. Seja E/ o ponto médio do segmento de reta BC'. Entao os DEB e o OFE B possuem
1
um angulo reto em E. Obtemos que, <FOB = §<IC’OB = g por definicdo da medida de
BC. 1
Além disso, <FEDB = §<IBDC. Mas o <BDC' é um angulo entre os planos <B —
OA — C, entao tem medida 6 pela definicao da medida do angulo esférico <BAC. Assim,

0
<EDB = 7 Pela defini¢cao de arco, o <BOD = <BOA = ¢. Aplicando trigonometria
plana no triangulo retangulo OBD, temos BD = OBsin(¢) = rsin(¢). Aplicando agora

6
no tridngulo BED, temos EB = BDsin(i) = rsm(gb)sm(i) Por tltimo para o tridngulo

0
OEB, encontramos EB = rsin(g). Assim rsz’n(ﬁ) =FEB = rsz'n(<b)sm(§). O

Observacao A.5 O argumento anterior assume que ¢ é angulo agudo, um argumento

semelhante vale nos casos em que é o angulo reto ou obtuso.

A Proposigao A.6 pode ser considerada o primeiro resultado sobre o que chamaremos
de tridngulo esférico. Temos trés pontos A, B e C' com trés arcos esféricos esféricos AB, AC

e BC. A uniao de trés desses arcos forma um tridngulo esférico.

Exemplo A.1 Seja O o centro de uma esfera e sejam A, B e C pontos distintos da esfera,
nenhum dos quais € antipoda. Assim, temos trés arcos AAB,/TC 2 BAC, cujas medidas
denotamos por c¢,b e a, respectivamente. Sejam <A, <B e <C as medidas dos angulos
esféricos <BAC,<<ABC e o <ACB, respectivamente. Suponhamos que o dngulo esférico
<IACB seja reto. (Isto € o plano contendo O, A e C é perpendicular ao plano contendo
O, B e C). Entdo, pensaremos em A, B e C' formando um "triangulo esférico”, ABC com
um angulo reto em C. Suponhamos que D esteja entre O e A, E esteja entre O e B e
F esteja entre O e C. Suponhamos também que DE e DF sejam perpendiculares a OD.
(Ver Figura-54)

(a) Expliquemos por que o <DFE e o <OFFE sao angulos retos.

Notemos que OD pertence ao plano EF D e EF pertence ao plano EFF' D portanto
existe um segmento paralelo a OD perpendicular a EF, assim EF é perpendicular a O'D’
e OD entao E'F é ortogonal ao plano OC' A, o que implica que E'F é perpendicular a OF
e F'D.

(b) Expliquemos por que a medida do angulo esférico <F'DE é a mesma medida
do angulo esférico <BAC.

A medida dos angulos esféricos sao iguais, pois por construcao o segmento DFE
pertence ao plano OAB eo segmento DF pertence ao plano OAC' deste modo o angulo
esférico entre os arcos AC e AB ¢ a medida do angulo entre os segmentos DF e DE ou
seja o angulo <F'DE = <BAC

(c) Utilizamos o mesmo raciocinio da Proposigao A.6 introduzida no inicio deste

capitulo, pra provar que
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Figura 54 — Medida entre angulos

(I) cos(c) = cos(a)cos(b)

(I1) sin(A) = <()>
(IT1) cos(A) = zzgg
(IV) tan(A) = i‘;ZEZ;

Podemos observar algumas relagoes a partir dos seguintes tridngulos (Ver Figura-

55). Temos que para os triangulos

E E, F,

[a]
o
[=3

o

o
o
o

o
~
mO

|| N

Fa Dy

Figura 55 — Triangulos recortados da figura
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oD DE DE
T : cos(c) o5 sin(c) 05 tan(c) = oD’
OF EF EF
Ty : cos(a) = OB sin(a) OF tan(a) oOF
OD , FD FD
Ty : cos(b) = oOF sin(b) = oF tan(b) oD’
T3 : cos(A) = gg; sin(A) = };IE); tan(A) = ]ng
‘ OD  cos(b)-OF  cos(b)-cos(a) - OF
(i) cos(c) = OF — OF = OE = cos(a) - cos(b).
.. . .~ FEF sin(a)-OF  sin(a)-OF  sin(a)
@) sinld) = 5F =~ DE = Sin(o)- OE = sinc)’
~  FD tan(b)-OD _ tan(b)
(iti) cos(4) = DE  tan(c) - OD ~ tan(c)’
. EF  tan(a)-OF  tan(a)

(iv) tan(4) = FD — sin(b) - OF ~ sin(b)

(d) Provemos que, sm(fi) = cos(é) e cos(c) = cot(fi) - cot(B).

De fato, consideremos o tridangulo retangulo esférico ABC' com <C = 7. Sejam
a, b, c as medidas dos lados BC, AC, AB), respetivamente.

A partir da construcao geométrica na Figura 55, obtivemos

EF
DE’

EF

sen(A) = cos(B) = DE

Para a segunda, usaremos as relagoes ja estabelecidas nos itens anteriores. Do item

(i), temos o Teorema de Pitagoras Esférico

Do item (iv), temos tan(A) = 22(((;; e tan(B) = ;22&2)) entao
~ sen(b) - sen(a)
cot(A) tan(a) e cot(B) tan(b) (1)

cot(A) - cot(B) =

sen(b) cos(a) sen(a) cos(b)
sen(a) sen(b)

= cos(a) cos(b).
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A4 AREA

Neste capitulo, determinaremos as areas de uma superficie curva aproximando-a
como partes de superficies cuja area é conhecida. A ideia é que, se uma sequéncia de
superficies se aproxima da superficie com area desconhecida, entdo a area da superficie
desconhecida é o valor do limite das superficies na sequéncia.

Essa ideia gera uma discussao em volta de célculo integral e analise real. No entanto
iremos abordar uma discussao que seja mais persuasiva. Comegaremos apresentando uma
abordagem para determinar a area de toda a esfera.

No espaco, suponhamos que nos seja dado um conjunto de pontos b no plano e um
ponto P que nao pertence ao plano. Entao, lembramos que um cone com vértice P e base
b é a uniao de todos os segmentos de reta com uma extremidade em P e uma extremidade
em b.

Vamos observar certos tipos de cone, suponhamos que a base seja um circulo. Entao,
dizemos que o cone é circular e no caso do segmento PO onde O é o centro do circulo
que é a base do cone. Caso PO 1 b entdao dizemos que o cone é um cone circular reto.
Além disso, para este cone o comprimento de P para algum ponto do circulo é sempre
igual e chamamos de altura inclinada e o raio do circulo é chamado de raio do cone. (Ver
Figura-56)

Figura 56 — Cone Circular Reto

Suponhamos que a base do cone seja um poligono. Entao dizemos que o cone é
poligonal e no caso do poligono ser regular, dizemos que o cone é um cone poligonal
regular. O conceito de ser um cone poligonal regular reto, se aplica a mesma ideia do cone
circular reto, mas agora o ponto O sendo o centro do poligono. (Ver Figura-57)

Um caso particular do cone é o tronco de cone que é a por¢ao do cone obtida pela
intercessao de um plano paralelo a base abaixo do vértice P. No qual esse tronco de cone
possua duas bases sendo uma a original do cone e a outra é o resultado da intercessao do
plano com o cone. Podemos também definir o tronco de cone poligonal regular reto como
a uniao de n trapézios, onde n é o nimero de lados do poligono. E a altura obliqua [ ¢ a

altura do trapézio. (Ver Figura-58)
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Figura 58 — Tronco de Cone Poligonal

Figura 57 — Cone Poligonal Regular
Reto

Proposicao A.7 Suponhamos que o tronco de um cone poligonal reto tenha bases de n

lados cada. Suponhamos que os perimetros das bases sejam p1 € pa, € que o tronco tenha
I(p1 + p2)

altura inclinada l. Entdo, a drea lateral do tronco é 5

Demonstragao. O tronco é a uniao de trapézios e cada um tem uma altura [ e bases de
. b1 D2 ., N . . .
comprimento — e ==, ja que as bases tém lados de comprimentos igual. Pelos conceitos
n o n

(24 2y

+ l(p1 +
de geometria plana temos que a 4rea dos trapézios é — 5 n_ — (P 5 P 2)_ n

Proposicao A.8 Suponhamos que o tronco de um cone circular reto tenha duas bases
com perimetros s1 e s € altura obliqua l. Entao, a drea da superficie (lateral) do cone é
I(s1+ s2)
2

Demonstracao. Aproximamos a base circular de um poligono regular de n lados formado
pelo espacamento igual de n pontos ao redor do perimetro da base, e obtemos a féormula
para a area do tronco poligonal da Proposicao A.7. Para valores grandes de n, a altura
inclinada [,,, do tronco poligonal é proxima da altura inclinada [ do tronco circular, e os

perimetros p7,ps das bases do tronco poligonal sdo préximos dos perimetros s1,s9 das

l n + mn
bases do tronco circular, portanto, a formula 71(29121?2) obtida da Proposicao A.7 se
[
aproxima do valor (81382) (]

Observacgao A.6 Suponhamos que os raios das bases sejam r1 e ro. Note que, s1 = 27r]
e s9 = 2mry, desta maneira podemos escrever a equacao da Proposicio A.8 da sequinte

manera
I(s1+s2) 1(2mr +27mre)  2wl(ry +12)

5 5 5 =ml(ry + ro) (8)

Prosseguindo com abordagem para a férmula do calculo de area da superficie de
uma esfera de raio r. Consideramos a esfera como sendo obtida pela rotagao de um

semicirculo de raio r em torno de seu didmetro. Se considerarmos o semicirculo como
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sendo aproximado pela unidao de pequenas cordas do semicirculos, entao a esfera inteira é
aproximada pela rotacao das cordas em torno de eixo do didmetro do semicirculo.
Deste modo, suponhamos que um arco de um semicirculo gire em torno de um

didmetro desse semicirculo. O resultado é uma superficie chamada zona da esfera.

Lema A.1 Suponhamos que { seja uma reta em um plano, s um segmento de reta e M
um ponto em s. Suponhamos que a reta perpendicular a s em M intersecta ¢ em um ponto
N. Seja a1 o comprimento de s, by a distancia de M até £, ap o comprimento da projecao

de s sobre £, e by o comprimento do segmento de M até N. Entao, temos a1b; = agba.

Teorema A.1 Suponhamos que uma drea de um semicirculo de raio r gire em torno do
diametro do semicirculo. Suponhamos que a projecao da drea no diametro tenha compri-

mento d. Entdo, a zona gerada tem drea de superficie 2mrd.

Figura 59 — Area de superficie da zona de uma esfera

Demonstragdo. Suponhamos que n—1 pontos distintos sao escolhidos igualmente espacados
na area (Ver Figura-59). Conectamos os pontos em ordem, junto com os pontos finais da
area para formar cordas do arco de igual comprimento. Se considerarmos o arco como sendo
aproximado pelas cordas, entao a zona é aproximada pela rotagao das cordas em torno do
eixo do didmetro do semicirculo. Cada corda, juntamente com sua projecao no didmetro,
forma um trapézio. Para i = 1,2,... n, seja [; o comprimento da ith_ésima corda, seja m;
o comprimento da linha média do ith_¢simo trapézio, e seja d; o comprimento da projecao
da it"-ésima corda no didmetro. Como cada corda tem o mesmo comprimento, o ponto
médio de cada uma estd a mesma distancia ry, do centro do semicirculo.

th_¢sima corda gera uma area de superficie de 27l;m;, de acordo com

Entao, a 1
a equacao (8) para o comprimento da linha média de um trapézio (o comprimento da
linha média é a média dos comprimentos das bases dividido por dois). Pelo Lema A.1,

2wl;m; = 27d;ry,. Entdo a unidao de todas as cordas gera uma superficie de area
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n n
Z 27rlim2~ = Z 27Tdi7“n = 27Td7"n, (9)
1=1 1=1

onde > ;d; = d porque a unido das projecoes das cordas ¢ a mesma que a
projecao do arco, que tem comprimento d. Agora, como o nimero de areas n pode se
tornar arbitrariamente grande, r, se aproxima de r, entao a area de superficie gerada pela

uniao das areas se aproxima de 27rd; esta é a area de superficie da zona. O
Corolario A.1 A drea da superficie de uma esfera de raio r é 4mwr2.

Demonstragdo. Usando o Teorema A.1, consideramos a area como o semicirculo inteiro.
Como a projecao do semicirculo inteiro tem comprimento 2r, a area da superficie da esfera
inteira é 27rd = 27r2r = 272r2 = 4712, O

Concluimos discutindo a area delimitada por uma linula. Como uma linula em si
é meramente a unido de dois semicirculos, tecnicamente ela tem area zero. Mas é comum
abusar um pouco da linguagem e escrever “area de uma linula” quando queremos dizer
“area delimitada por uma linula”. Também faremos isso, desde que nao haja motivo para

confusio.

Proposicao A.9 Em uma esfera de raio r, a drea de uma linula cujo angulo tem medida

em radianos 0 é 2r20.

Demonstracao. A justificativa mais simples para isso envolve o uso da simetria rotacional
da esfera. Se girarmos qualquer linula em torno de seu eixo, obteremos uma linula do
mesmo tamanho e formato e, portanto, da mesma area. Entao, a proporcao da area da

esfera que esta na lianula é a mesma que a proporcao de ¢ para 27. Portanto, a area da

lqnula é 472 - or = 2r20, como desejado. 0
™

A5 COORDENADAS ESFERICAS

Introduziremos dois tipos de coordenadas para pontos em uma esfera. Sendo elas
as coordenadas polares e coordenadas de latitude-longitude.

Suponhamos S uma esfera de raio, escolhemos um ponto P em S, que chamaremos
de polo (N) e um grande semicirculo PQP®. Aqui esta como especificaremos coordenadas

polares (¢, 6) para um ponto X em S.
e ¢ ¢é a medida do arco P/?X.

o 0 ¢é a medida através da qual giramos o grande semicirculo PQ P® para obter o

grande semicirculo PX P,

Assim podemos relaciona com as coordenadas de latitudes e longitude (Ver Figura-

60). Pois (I1,l2) = (5 — ¢,0) e aqui a variavel [1 é zero no equador. Além disso [y ¢
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Figura 60 — Valores de ¢ e 0

positivo no hemisfério que contém P(Norte) e negativo hemisfério que contém P%(Sul),
entao = < l1 < § e lg é zero no meridiano.

Com isso podemos definir que, para qualquer ponto no espaco existe uma esfera
centrada na origem coim raio r. E entdo o ponto P = (r, ¢, ) e chamamos isso de tripla

ordenada.

Teorema A.2 Suponhamos que (¢,0) sejam coordenadas polares para uma esfera de raio
r. Suponhamos que as coordenadas x,y,z sejam escolhidas para o espaco da sequinte
maneira. (Ver Figura-61)

(i) Seja O o centro da esfera a origem.

(7i) Seja Z o eizo positivo z apontado na dire¢ao do polo do sistema de coordenadas.

(iii) Seja X o eizo positivo x apontado na dire¢io do ponto (7,0).

(iv) Seja’Y o eizo positivo y apontado na diregio do ponto (5, (%)

Entao, o ponto A no espago sobre a esfera S de raio r, com coordenadas cartesianas

(x,y,2) e coordenadas esféricas (¢,0), satisfaz

(x,y,2) = (rsin(¢)cos(0), rsin(¢)sin(0), rcos(p))

Demonstragao. A discussdo acima mostra como cada (¢, #) determina um ponto A na esfera.
Sejam X, Y e Z as projecoes do ponto A sobre os eixos coordenados correspondentes.
Entao, AZO é um tridngulo retangulo com angulo reto em Z. Pela definicao de medida
de arco, <AOZ = AAP, que é ¢ por definicao. Como AZO ¢é um triangulo retangulo e o
comprimento do segmento OA é r, a coordenada z de Z é rcos ¢ e o comprimento de AZ
é rseng. Assim, z = r cos ¢, como desejado.

Agora, seja W a projecao de A sobre o plano XY. Entdo, o comprimento de OW

é¢ 0 mesmo que o comprimento de AZ, que é rseng. As projecoes de W sobre os eixos x e
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1 sin(d)

(0]
1 sin(d)cos(0)

X 1 sin($)sin(0)

Figura 61 — Coordenadas

y sao X e Y, respectivamente. Em seguida, o valor absoluto de # é a medida do angulo
plano <XOW. Entao, como W esta a uma distancia rsen¢ de O e OW forma um angulo

orientado # com o eixo positivo x, suas coordenadas no plano xy devem ser

r=rsengcos e y=rsenpsend.
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