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RESUMO

Este trabalho apresenta uma introducao abrangente as equacgoes de diferencas e a teoria
da estabilidade, explorando desde os fundamentos matemaéticos até aplicacoes em cenarios
contemporaneos. A pesquisa inicia-se com a exposicao do célculo de diferencas finitas,
definindo operadores de diferenga (A) e avango (F) e a importancia da discretizagao
de modelos continuos para fins computacionais. O estudo aprofunda-se na resolugao de
equacoes lineares de primeira ordem e de ordem superior, utilizando ferramentas como o
Casoratiano e o critério de Schur-Cohn para determinar a estabilidade das solugoes. Na
fase aplicada, o trabalho demonstra a utilidade dessas equagoes em métodos numéricos
(Newton-Raphson e Euler) e em andlises socioeconomicas relevantes para a realidade
brasileira, como a comprovacao matematica da inevitabilidade da ruina do jogador em
plataformas de apostas (“Jogo do Tigrinho”) e a modelagem da Renda Nacional (PIB)
através do modelo de Samuelson. Os resultados reforcam a capacidade das equagoes de
diferengas de prever comportamentos complexos e diagnosticar trajetérias de sistemas
dinamicos discretos.

Palavras-chave: Equacoes de Diferencas. Teoria da Estabilidade. Aplicagoes.



ABSTRACT

This work presents a comprehensive introduction to difference equations and stability the-
ory, exploring everything from mathematical foundations to applications in contemporary
scenarios. The research begins with the exposition of finite difference calculus, defining
difference (A) and shift (E) operators and the importance of discretizing continuous mo-
dels for computational purposes. The study delves into the resolution of first-order and
higher-order linear equations, using tools such as the Casoratian and the Schur-Cohn cri-
terion to determine the stability of solutions. In the applied phase, the work demonstrates
the utility of these equations in numerical methods (Newton-Raphson and Euler) and in
socio-economic analyses relevant to the Brazilian reality, such as the mathematical proof
of the inevitability of player ruin in betting platforms (“Fortune Tiger”) and the modeling
of National Income (GDP) through Samuelson’s model. The results reinforce the capacity
of difference equations to predict complex behaviors and diagnose trajectories of discrete
dynamic systems.

Keywords: Difference Equations. Stability Theory. Applications.



RESUMEN

Este trabajo presenta una introduccion integral a las ecuaciones de diferencias y a la teoria
de estabilidad, explorando desde los fundamentos matemaéticos hasta sus aplicaciones en
escenarios contemporaneos. La investigacién comienza con la exposicion del calculo de di-
ferencias finitas, definiendo los operadores de diferencia (A) y de desplazamiento (E), asi
como la importancia de discretizar modelos continuos con fines computacionales. El estu-
dio profundiza en la resolucién de ecuaciones lineales de primer orden y de orden superior,
utilizando herramientas como el Casoraciano y el criterio de Schur-Cohn para determinar
la estabilidad de las soluciones. En la fase aplicada, el trabajo demuestra la utilidad de
estas ecuaciones en métodos numéricos (Newton-Raphson y Euler) y en andlisis socioe-
condémicos relevantes para la realidad brasilena, tales como la demostracion matematica de
la inevitabilidad de la ruina del jugador en plataformas de apuestas (“Fortune Tiger”) y la
modelacién del Ingreso Nacional (PIB) a través del modelo de Samuelson. Los resultados
refuerzan la capacidad de las ecuaciones de diferencias para predecir comportamientos
complejos y diagnosticar trayectorias de sistemas dinamicos discretos.

Palabras clave: Ecuaciones de Diferencias. Teoria de Estabilidad. Aplicaciones.
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Introducao

Historicamente, segundo [9] e [I1], a precisao matemadtica era uma questao de vida
ou morte, especialmente nas navegacoes maritimas, que dependiam de tabelas de dados
geradas a partir de fungoes polinomiais para determinar a longitude. Como essas tabelas
eram calculadas e transcritas manualmente pelos chamados ”computadores humanos”,
elas continham erros frequentes que podiam levar a desastres, comparados pelo astronomo
John Herschel a "rochas submersas’no mar. Foi diante dessa falibilidade humana que
Charles Babbage idealizou uma solucao mecanica, expressando seu famoso desejo de que
tais calculos pudessem ser realizados ”a vapor”para garantir velocidade e precisao.

A ponte fundamental entre o esforco humano e o nascimento do computador moderno
reside no método das diferencas finitas, uma aplicacao de equagoes de diferencas. Babbage
percebeu que poderia simplificar o calculo de fungoes complexas ao reduzi-lo estritamente
a adicao mecanica. Ao ”"programar”’uma funcao na Mdquina Diferencial, o dispositivo
utilizava a légica (ou método) das diferengas para resolver polindmios de forma iterativa,
eliminando a necessidade de multiplicacoes ou divisoes complexas durante o processa-

mento.

Figura 1: Parte da Méquina Diferencial.

Fonte: Museu Whipple de Histéria da Ciéncia.
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Embora a Mdquina Diferenciail fosse limitada a fungoes polinomiais, essa técnica de
discretizacao permitia aproximar logaritmos e fungoes trigonométricas essenciais para a
ciéncia da época. Essa transicao da computacao manual para a automacao baseada em
regras matematicas discretas pavimentou o caminho para projetos mais ambiciosos, como
a Mdadquina Analitica, cuja arquitetura e programabilidade a tornaram uma precursora
direta dos computadores eletronicos modernos. Assim, as equagoes de diferencas serviram
como o algoritmo primordial que permitiu que o pensamento matematico fosse, traduzido
em engrenagens e movimentos automaticos. Hoje, na era da computagao, as maquinas
processam informacgoes de forma discretizada, exigindo a conversao de modelos continuos
para formatos que possam ser resolvidos numericamente com precisao e essa é a primeira
relacao das equacgoes de diferencas e a atualidade.

Por esse angulo, o estudo das equacoes de diferengas constitui o analogo discreto do
calculo diferencial, focando nas variagoes de sequéncias em dominios discretos em vez
de taxas de variacao instantaneas em dominios continuos. Enquanto o célculo infinitesi-
mal domina a modelagem de fenomenos que evoluem de forma continua, as equagoes de
diferengas surgem como ferramentas essenciais para descrever sistemas que operam em
etapas ou intervalos de tempo definidos. Outrossim, as equagoes de diferencas, quando
aplicadas por meio do Método Explicito de Euler (MEE), permitem calcular a solugao
aproximada de equacoes diferenciais cuja a resolugao por métodos tradicionais seria dificil

ou até impossivel, como:

y'(t) =€, tell,3] (1)

o0 que estreita as relagoes entre essas teorias, além de permitir a automacao e otimizacao da
solucao de problemas descritos por equagoes diferenciais. Adicionalmente, apresentamos
a discretizacao da equagao (|I) no tdltimo capitulo deste trabalho. No entanto, a teoria
das equagoes de diferencas tornou-se independente em relagao as equacoes diferenciais,
apesar de toda semelhanca.

Nesse sentido, o primeiro problema envolvendo equagoes de diferencas, em conformi-
dade com [§], consistiu em uma questao envolvendo o crescimento populacional de coelhos,
com base nas seguintes condigoes: Inicia com um casal de coelhos recém-nascidos, com
um meés de vida, eles tornam-se maduros para procriar e com dois meses de vida geram um
novo casal de coelhos que sao regidos pelas mesmas regras, sabendo que nenhum coelho
morre, quantos casais de coelhos terfamos ao final de 12 meses (1 ano)? Esse problema

foi proposto por Leonardo de Pisa em 1202.
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Na Figura[2] o coelho de cor cinza representa o casal recém-nascido, o marron, o casal
maduro; e o preto o casal que ja reproduziu ao menos uma vez. Ao analisar a sequéncia
de niimeros gerados pela quantidade de casais a cada més (nimeros na lateral direita da
Figura , Leonardo de Pisa percebeu que a partir do terceiro termo desta sequéncia,
qualquer termo pode ser determinado com a soma da quantidade de casais dos dois meses
anteriores, ou seja, basta ter conhecimento dos dois primeiros termos que os demais sao
obtidos pela soma dos seus dois anteriores. Dessa forma, nasceu a seguinte equacao de

diferencas:
Foo=Fy1+F,, paratodoneN={1,2,...} com Fi=1e Fy=1. (2)

A resposta para o problema é 144 casais. Leonardo de Pisa ficou conhecido por
Fibonacci, devido ao sobrenome do seu pai Bonacci mais o Fi derivado (ou abreviado) de
filius ou figlio que significa filho, isto é, Fibonacci é o mesmo que filho de Bonacci. Por isso,
a sequéncia de numeros gerada pela equacao [2| é conhecida como Sequéncia de Fibonacci.
Uma curiosidade dessa sequéncia é que a razao entre termos consecutivos desses niimeros
converge para o nimero de ouro ou razao durea (~ 1,618). Este niimero estd presente em
varios padroes no mundo, o qual observamos a partir da Espiral de Fibonacci como na
Figura[8] A Espiral de Fibonacci é construida desenhando arcos de circunferéncia dentro
de quadrados adjacentes cujos lados seguem os nimeros da sequéncia 1,1,2,3,5,8,13....
O processo geométrico cria um retangulo perfeito que pode se expandir continuamente,

como podemos observar na Figura
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Figura 3: Espiral de Fibonacci.

Fonte: Adaptado da Infoescola.

Nesta esfera, o presente trabalho tem como objetivo explorar os fundamentos tedricos
das equacoes de diferencas e da teoria da estabilidade, analisando como o comportamento
das solugoes a longo prazo pode ser previsto. A importancia desta analise reside na
sua capacidade de modelar fenomenos complexos em diversas areas do conhecimento,
desde o crescimento populacional e a dinamica financeira até a convergéncia de métodos
numéricos. O foco central recai sobre a estabilidade assintética, que permite determinar
se um sistema retornara ao equilibrio apds sofrer pequenas perturbacoes.

Para fundamentar essa andlise, o texto estd estruturado em cinco capitulos. Inici-
almente, serao apresentados os conceitos de sequéncias reais e polinomios fatoriais, que
servem de base para o cédlculo de diferencas finitas. Em seguida, detalha-se o funciona-
mento dos operadores de diferenga (A) e avango (F), fundamentais para a discretizacao de
modelos. Por esta perspectiva, a teoria é aprofundada no estudo de equagoes de primeira
ordem e de ordem superior, abordando critérios de estabilidade, como o de Schur-Cohn.

Por fim, buscamos demonstrar a relevancia da teoria através de aplicagoes em cenarios
contemporaneos para a realidade brasileira, utilizando a modelagem para analisar a ine-
vitabilidade da ”Ruina do Jogador”em plataformas de apostas digitais, como o popular
"Jogo do Tigrinho”e para projetar a Renda Nacional Brasileira com base no modelo
de Samuelson. Dessa forma, este trabalho almeja unir o rigor dos conceitos abordados a
analise critica de problemas socioeconomicos, evidenciando o poder preditivo das equagoes

de diferencas.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo sao apresentados os conceitos e resultados fundamentais que servirao
de base para o desenvolvimento deste trabalho. Em particular, serao abordados os topicos
de sequéncias numeéricas reais e polinomios fatoriais, essenciais para a compreensao dos
resultados apresentados nos capitulos seguintes.

A elaboragao deste capitulo teve como principais referéncias [7] e [5], cujos conceitos

e resultados forneceram o embasamento tedrico necessario para este estudo.

1.1 Sequéncias de Numeros Reais

As sequéncias de nimeros reais constituem uma das estruturas fundamentais no es-
tudo das equagoes de diferencas. Por meio da aplicagao dos operadores de diferengas (A)
e de avanco (F), que serdao apresentados posteriormente, é possivel transformar mode-
los continuos em modelos discretos, isto é, substituir fungoes de varidavel continua por
sequéncias que descrevem a evolucao de um fenomeno em instantes discretos. Nesse con-
texto, faz-se necessario apresentar a definicao formal de sequéncia de niimeros reais, bem
como alguns de seus principais resultados, que servirao de base para o desenvolvimento

dos conceitos abordados nas segoes seguintes.

Definicao 1.1. Uma sequéncia de nimeros reais é uma funcao y : N — R definida no
conjunto N = {1,2,3,...} dos nimeros naturais e tomando valores no conjunto R dos
numeros reais. O valor y(n), para todo n € N, é chamado o termo de ordem n, ou n-ésimo

termo da sequeéncia.

Ao longo deste trabalho, utilizaremos as notagoes {y(n)},ny ou simplesmente {y(n)}
para representar uma sequéncia de nimeros reais. Além disso, representaremos por 7}, o

conjunto dos valores assumidos pelos termos da sequéncia {y(n)}, isto é,

T, ={y(n):neN}.

16
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Observe que o conjunto 7, pode possuir infinitos elementos, um nimero finito de elementos

ou, ainda, ser constituido por um unico elemento.

Exemplo 1.1. Considere a sequéncia definida por
y(n)=n% nelN.

Nesse caso,
T,={y(n):neN}={y(1),y(2),y(3),...} ={1,4,9,...}.

Portanto, o conjunto T}, possui infinitos elementos.

Exemplo 1.2. Considere a sequéncia
I(n)=(-1)", meN.
Como os termos da sequéncia alternam entre —1 e 1, temos
Ty={l(n):neN}={-1,1}.

Assim, o conjunto T; possui exatamente dois elementos.

Exemplo 1.3. Seja a sequéncia constante
s(n)=2, neN.
Como todos os seus termos sao iguais a 2, segue que
T, ={s(n):neN}={2}.

Logo, o conjunto T é constituido por um tnico elemento.

Observacao 1.1. A funcao
Y- N-— R7

definida por y(n) = n?, é injetiva. De fato, sejam m,n € N tais que

y(n) =y(m).

Entao,

o que implica
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Como m,n € N, tem-se n+m > 0. Logo,
n-m=0,

isto é, n.=m.

Por outro lado, as fungoes
[:N—R e s:N—R,
apresentadas nos Exemplos e nao sao injetivas. De fato,
I(1)=1(3)=-1 e s(1)=s(2)=2.
Defini¢ao 1.2. Uma sequéncia {y(n)} é dita limitada quando o conjunto de seus termos
T, = {y(n) e N}
é limitado, isto €, existem numeros reais a e b tais que
a<y(n)<b, paratodoneN.

Caso contrario, a sequéncia é chamada de ilimitada.

Nos Exemplos [1.2) e [L.3] as sequéncias {l(n)} e {s(n)} sdo limitadas, pois

T = {_17 1} c [_17 1]7

T = {2} c[2,3].
Defini¢ao 1.3. Uma sequéncia {y(n)} é limitada superiormente quando existe b € R tal

que
y(n) <b,

para todo n € N. Analogamente, {y(n)} é limitada inferiormente quando existe a € R tal

que

y(n) > a,
para todo n € N.

O comportamento dos termos de uma sequéncia em relagao aos seus termos subsequen-
tes permite classifica-la em crescente ou decrescente. Essa classificacao define o conceito

de monotonicidade, apresentado a seguir.
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Definigao 1.4. Uma sequéncia {y(n)} é dita mondtona quando seus termos satisfazem

uma das seguintes condigoes:
i. Crescente: y(n) <y(n+1) para todo n € N;
ii. Nao decrescente: y(n) <y(n+1) para todo n e N;
iii. Decrescente: y(n) > y(n +1) para todo n € N;
iv. Nao crescente: y(n) >y(n+ 1) para todo n € N.

Exemplo 1.4. Considere a sequéncia

y(n)=n, neN.

Temos que
y(n+1)=n+1.
Como
n<n+1,
segue que

y(n) <y(n+1),

para todo n € N. Portanto, a sequéncia ¢é crescente e, consequentemente, monotona.

Exemplo 1.5. Considere a sequéncia
y(n)=-n, neN.
Observe que
yn+1)=-(n+1)=-n-1.

Como

-n>-n-1,

temos que

y(n) >y(n+1),

para todo n € N. Logo, a sequéncia ¢é decrescente e, portanto, mondtona.

Exemplo 1.6. Considere a sequéncia

2n+ 1)

y(n):sin( 5 ), n e N.
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Se n é impar, entao
y(n) = _17

enquanto que, se n € par, temos
y(n) =1.

Assim, os termos da sequéncia alternam entre os valores —1 e 1, nao apresentando um
comportamento crescente ou decrescente. Portanto, a sequéncia nao satisfaz nenhuma

das condigoes da definicao de monotonicidade e, consequentemente, nao é monotona.

1.2 Limite de uma sequéncia

Intuitivamente, dizer que o niimero real L é limite da sequéncia {y(n)} significa afirmar
que, & medida que o indice n cresce, os termos y(n) tornam-se e permanecem tao proximos

de L quanto se deseje. Em outras palavras, a distancia entre y(n) e L, dada por

ly(n) - L,
torna-se menor que qualquer nimero positivo €, por menor que seja, desde que o indice
n seja suficientemente grande.

Definigao 1.5. Dizemos que o nimero real L é o limite da sequéncia {y(n)}, e escrevemos
lim y(n) =L ou limy(n) =L,
quando, para todo € > 0, existe N € N tal que
ly(n) - L| <,

sempre que n > N.

Quando uma sequéncia {y(n)} possui limite L, dizemos que ela converge para L ou
que é uma sequeéncia convergente. Caso contrario, a sequéncia ¢ denominada divergente.
Dessa forma, estudar o limite de uma sequéncia consiste em analisar seu comportamento
quando n assume valores suficientemente grandes.

n+1

Exemplo 1.7. Considere as seguintes sequéncias y(n) =n? e z(n) =

A primeira sequéncia definida por y(n) = n? é divergente. Pois, para qualquer A € R,

que for estipulado sempre existird n € N tal que y(n) > A. Assim, o limy(n) = oo.

+1

A segunda sequéncia definida por z(n) = “= converge para 1, isto é, limz(n) = 1.

1
Pois, pela propriedade arquimediana dado ¢ > 0, existe N € N tal que — < N. Dessa
€
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forma, para qualquer n > N teremos 0 < — <€ :

Portanto, o limz(n) = 1, como querfamos mostrar.
Um resultado importante é a garantia da unicidade do limite de uma sequéncia quando
este existe, ou seja, se uma sequéncia {y(n)} é convergente entao esta converge para um

unico numero real, o qual é abordado pelo Teorema abaixo:
Teorema 1.1. (Unicidade do limite) Se limy(n) = Ly e limy(n) = Ly entdo Ly = L.

Demonstragao: Vamos mostrar que se uma sequéncia {y(n)} é tal que limy(n) = L; e
limy(n) = Ly entdo Ly = Ly. Para tanto, suponha por contradi¢ao que Ly # Ly, com isso
escolha e = |Ly — Lo| > 0.

Como limy(n) = Ly, entdo dado % >0, temos que existe Ny € N tal que:
ly(n) - Lq| < %, desde que n > Nj.
Por outro lado, limy(n) = L, entdo dado % > 0, temos que existe N, € N tal que:

ly(n) - Lo| < %, desde que n > Ns.

Se escolhermos N = max{Nj, N2} entdo a defini¢ao sera satisfeitas para os dois casos

descritos acima. Dessa forma,

€ €
[L = Lof = [Ly = y(n) = Lo+ y(n)| < [y(n) = La| + |y(n) = Lof < 5 + 5 = €= [L1 = Lo].

Contradicao, logo L; = Ls. Portanto, se uma sequéncia é convergente entao seu limite

¢ tnico. -
Teorema 1.2. Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstragao: Suponha que limy(n) = L. Tomando € = 1 na defini¢ao de limite, existe

N €N tal que se n > N, entao |y(n) — L| < 1. Da desigualdade triangular, temos:
ly(n)| = |y(n) - L+ L| < |y(n) - L| +|L| < 1 +|L| para todo n > N.
Dessa forma, -1 - |L| < y(n) < 1+ |L|. Seja,

M =max{y(1),...,y(N),1+|L|} e m =min{y(1),...,y(N),-1-|Ll|}.
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Segue que m < y(n) < M para todo n € N, o que prova que a sequéncia é limitada. [
Teorema 1.3. Toda sequéncia mondtona limitada é convergente.

Demonstracao: Consideremos o caso em que {y(n)} é nao-decrescente e limitada. Seja
T, ={y(n) :neN}. Como T, é limitado, tome L =sup7), e limy(n) = L

Dado € >0, temos L — € < L, dessa forma, L — ¢ nao é cota superior, logo existe N € N
tal que L — e < y(NN). Pela monotonia, para todo n > N, temos y(N) < y(n). Como L é
cota superior, y(n) < L < L+e. Assim: L-¢€<y(n) < L+e¢, ou melhor, |y(n) - L| < e.
Portanto, limy(n) = L.

Para o caso em que {y(n)} é ndo-crescente e limitada. Seja T}, = {y(n) : n € N}. Como
T, é limitado, tome L =infT, e limy(n) =L

Dado € > 0, temos L < L + ¢, dessa forma, L + € nao é cota inferior, logo existe N € N
tal que y(N) < L + €. Pela monotonia, para todo n > N, temos y(N) > y(n). Como L
é cota inferior, L — € < L < y(n). Assim: L-¢€<y(n) < L+¢, ou melhor, |y(n) - L| < e.

Portanto, limy(n) = L. |

O Teorema apresentado acima nos fornece um critério bem conhecido, quando o as-
sunto é garantir a convergéncia de uma sequéncia e, portanto, indiretamente o valor
numérico do seu limite. Por esse lado, podemos ampliar tal resultado a teoria das equagoes
de diferencas para integrar o estudo da estabilidade das suas solugoes.

Na proxima secao definiremos os polinomios fatorias, os quais destacam-se como uma
estrutura especial, mediante ao seu comportamento perante aos operadores supracita-
dos no inicio da presente secao. Nesse sentido, apresentaremos sua definicao e algumas

propriedades, que no capitulo 2 serao utilizadas.

1.3 Polinémios Fatoriais

O conceito de fatorial, fundamental na Analise Combinatoéria, é tradicionalmente apli-
cado a nimeros inteiros. Os polinomios fatoriais surgem como uma generalizacao funcional
desse operador. Enquanto a potenciacao convencional envolve a multiplicacao de fatores
idénticos, os polinomios fatoriais descendentes operam reduzindo o valor da variavel de

forma unitaria a cada etapa do produto.

Definicao 1.6. Sejam n e k inteiros nao negativos. O polinémio fatorial de ordem k é
definido por

) nn-1)(n-2)-(n-(k-1)), sek>1,

1, se k=0.
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Observagao 1.2. O polinémio fatorial n(*) ¢ formado pelo produto de k fatores conse-
cutivos decrescentes, iniciando em n e reduzindo uma unidade a cada fator. Assim, pode

ser escrito, como

n® =n(n-1)(n-2)(n-(k-1)) = ’i_:[:(n—z)

Além disso, por definicao, tem-se n(®) = 1 para todo n € Z,, incluindo o caso particular

0 = 1. Sempre que n >k, segue diretamente da definicao que

|
(k) _ n:
" (n-Fk)

Em particular, quando k = n, obtém-se

n! n!

(n) = -
" (n-n)! 0!

=nl,

uma vez que 0! = 1.
Os exemplos a seguir ilustram as ideias abordada até o presente momento.

Exemplo 1.8. Considere os polinomios fatoriais (n +1)®*) ¢ (n - 1)®). Pela definicao,

tem-se
(n+1)® = (n+1)n(n- 1)(n - (k- 2))7

(n-1)® = (n-1)(n-2)(n-3).

Exemplo 1.9. O polinémio fatorial 1(*-1) ¢ dado por

1D = (1)(1=1)(1-2)(1 - (k-2)) = ()(O)(-1)(~k +3).

Consequentemente,

= 1, sek-1<2,

0, sek-12>2,

pois, quando k-1 > 2, um dos fatores do produto é igual a zero.

Observagao 1.3. O exemplo anterior sugere investigar o caso em que k > n. Nessa
situacao,
n®) = 0.

De fato, como k > n, o fator (n —n) = 0 aparece no produtdério, isto é,

n® = (n-0)(n-1)-(n-n)-(n-(k-1))=0.
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Exemplo 1.10. Considere o polinomio fatorial 11(5). Pela definicao,
114 = (11)(10)(9)(8)(7) = 55440.

Até o presente momento, consideramos apenas polindmios fatoriais com expoentes nao
negativos. A seguir, estenderemos essa definicao para expoentes negativos, cuja motivagao

serd apresentada posteriormente no estudo do operador de diferencas.

Definicao 1.7. Sejam neNe keZ,. O polinomio fatorial de ordem —k é definido por

(-) 1
n = .
n(n+1)(n+2)-(n+(k-1))
Observacao 1.4. Na definicao de n(-%), é necessario que n # 0, pois, caso contrario, o
denominador seria nulo. Além disso, o polinémio fatorial com expoente negativo pode ser

escrito como

o 1 (Hnes -1
T T k-0 L)

Assim, n(=¥) é o inverso do produto de k fatores consecutivos crescentes, iniciando em 7.

Exemplo 1.11. O polinémio fatorial (n —3)(-2%) ¢ dado por

o 1 . 2k-1 . -1
(n-3) )‘(n—g)(n—2)(n—1)-.-(n+2k—4)‘(g(”‘?’”)) ‘

Exemplo 1.12. Considere o polinomio (2n —1)(-5). Pela defini¢ao, obtém-se

L 1 NE N\
(20 -1) = (2n—1)(2n)(2n + 1)(2n + 2)(2n + 3) ‘(Q@”‘“”) '

Exemplo 1.13. O polinémio fatorial 10(-*-1 é dado por

1 b -
1060+ = = 10+4)] .
0T (10 k) - \L10+9)

Exemplo 1.14. Como exemplo numérico,

1 1

4(_5)_ = .
4-5-6-7-8 6720

As identidades obtidas para os polinomios fatoriais com expoentes nao negativos admi-
tem versoes analogas para expoentes negativos. Para estabelecé-las, expandimos o fatorial
(n+k-1)!, obtendo

(n+k-D'=(n+k-1)(n+k-2)(n+k-3)(n+2)(n+1)n(n-1).
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Reorganizando obtemos,

<n+’f—1><n+k—2><n+k—3>---<n+2><n+1>n=%

Portanto,

n

Tan+ D(n+2)(n+(k-1) (m+k-1)
Assim,

(n-1)!  (n-1)!

n(™) = = .
(n+n-1)! (2n-1)!

Com base nas identidades apresentadas anteriormente, enunciaremos o Lema a seguir,
que descreve o comportamento da soma de expoentes nos casos de expoentes positivos e

negativos, além de estabelecer o inverso multiplicativo dos polinomios fatoriais.
Lema 1.1. Sejam r, k,n € Z, entao a relagoes a seguir sao verdadeiras:
i nt) = k) (n - k)0,
ii. n(k=) = nR)(n + k),
i, nCR (n+ k- 1)®) = 1.

Demonstragao: Para a relacao i, observe a aplicagdo da definicao em n®) e (n - k).

Dessa forma,
n® =nn-1)(n-(k-1)) e (n-kE)D=(m-k)(n-k-1)(n-k-(r-1)).
E possivel ver que,

n®(n-k)D =nn-1)-(n-(k-1))-(n-k)(n-k-1)-(n-k-(r-1))
=n(n-1)-(n-(k-1))-(n-k)(n-(k+1))(n-(k+r-1))

k fatores r fatores

— n(k+r).

Portanto, o item i é verdadeiro. Para provar o item ii, basta seguir a mesma ideia do

item anterior, cuja a relacao ii nos fornece:

1
n(—k) —

= e (n+k)tM= !
n(n+1)-(n+(k-1)) (n+k)

S (n+k)(n+k+1)(n+k+(r-1))
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Observe que,

B (4 )P = 1 . 1
n(n+1)-(n+(k-1)) (n+k)(n+k+1)(n+k+(r-1))
1
Can+D)(n+(k-1))n+E)(n+k+1)-(n+k+(r-1))

= (k)

Dessa forma, a segunda relacao é verdadeira. O item iii nos mostra a relacao entre o

polinomio fatorial de expoente negativo com os polinomios de expoente nao negativo.

(-H) 1
n =
n(n+1)-(n+(k-1))
1
T (n+k-D(n+k-1-1)(n+k-1-(k-2)(n+k-1-(k-1))
1

C(n+k-1)®°

O que implica,
nR(n+k-1)® =1

Assim, observa-se que (n+r—1)®*) é o inverso multiplicativo de n(-%). n

A definicao do polinomios fatorial n(-%) sdo essenciais para abordar um resultado: o
comportamento dos polinomios fatoriais sobre a aplicacao do operador de diferencas. Ve-
remos que este comportamento se assemelha aos do operador derivada sobre os polinomios

convencionais.
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Calculo de Diferencas Finitas

O estudo das equagoes de diferencas pode ser compreendido como o anédlogo discreto
do célculo diferencial. Enquanto o calculo diferencial se ocupa de taxas de variacao
instantaneas em dominios continuos, o calculo de diferencas finitas foca nas variagoes
de pontos discretos de uma sequéncia. Neste capitulo, estabeleceremos as bases formais
para o manuseio de sequéncias através dos operadores de diferenca (A) e avango (F), que
desempenham papéis analogos ao operador derivada no calculo infinitesimal. A introducgao
desses operadores nao apenas simplifica a notagao das equacoes que serao abordadas nos
capitulos subsequentes, mas também revela uma estrutura algébrica formidavel e paralela
as regras de derivacao de fungoes, como as regras do produto e do quociente, entre outras.

Para esta segao serao abordado resultados provenientes das referéncias [5] e [6].

2.1 Operador de Diferenca e Deslocamento

Os operadores de diferencas e avanco sao bem uteis quando o assunto é discretizar
modelos continuos ligados ao calculo infinitesimal, algo que sera feito nas aplicacoes da
teoria deste trabalho. Mas por que discretizar esses modelos? a motivagao é simples e
direta, por conta da sua aplicagao, especialmente, computacional. Pois, computadores nao
resolvem problemas ou trabalham diretamente com o continuo, as maquinas se utilizam
da discretizacao desses modelos para obter as respostas que precisamos com uma precisao

impar. No mais, definamos tais operadores:

Definigao 2.1. Seja y(n) uma funcao real, com dominio em Z,. O operador de diferenga
A ¢é definido por

Ay(n) =y(n+1) -y(n).

O operador acima definido tem grande importancia na teoria das equacoes de dife-

rencas, tal qual o operador diferencial no célculo tradicional, pois ele auxilia no estudo

27
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das equacoes de diferencas de ordem superior, assunto do quarto capitulo. Em sequéncia,

vejamos a dinamica do operador A, por meio do exemplo:

Exemplo 2.1. Considere a equagao y(n) = 5n + 1. Por defini¢ao, temos:
Ay(n)=y(n+1)-y(n)=5(n+1)+1-[bn+1] =5,

logo, a expressao que representa Ay(n) é a constante 5.

Exemplo 2.2. Considere a equagao y(n) = n? + 1, para esse exemplo faremos a com-

posicao, ou seja, A%y(n) = A(Ay(n)):

A%y(n) = A(Ay(n)) = A(y(n+1) —y(n)) = A((n+1)* + 1= (n* + 1))
=A(2n+1)
=2n+1)+1-(2n+1)=2,

logo a expressao que representa A?y(n) é a constante 2.

Ressalta-se que apesar dos dois exemplos pontuados anteriormente indicarem ex-
pressoes constantes, isso nao quer dizer que sempre vai acontecer. Além disso, a ordem do

operador diferencas é a quantidade de vezes devemos aplicar o operador sucessivamente,

AFy(n) = AA-A y(n).

k vezes

Por conseguinte, vamos definir o operador avango, ou também conhecido por operador

de deslocamento.

Definigao 2.2. Seja y(n) uma fungao real, com dominio em Z,. O operador avanco E é

definido por
Ey(n)=y(n+1).

Se fizermos a comparacao entre as defini¢coes do operador de diferencas e o operador
avanco, é imediato que podemos escrever um em funcao do outro, porém é preciso definir

o operador identidade I que conserva a equagao, em outras palavras:

Iy(n) =y(n).
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Para esclarecer essa ideia, vejamos a comparacao a seguir:

Ey(n)=y(n+1) e Ay(n)=y(n+1)-y(n)
= Ey(n) - Iy(n)
=(E-1Dy(n),

de forma objetiva A = -1, enquanto E = A+ 1. Essas igualdades vao auxiliar na escrita
da expressao que representa E*¥ e AF. Para encontrar tais expressoes iniciaremos pelo

operador avanco, pois é mais simples de ser encontrada, por aplicacoes sucessivas.

Ey(n) =y(n+1)
E*y(n) = E(Ey(n)) = Ey(n+1) = y(n+2)
E*y(n) = E(E*(n)) = Ey(n+2) =y(n+3)

E*y(n) =y(n +k).

Para estabeler essa relagao provaremos por indugao sobre k € N. Para k = 1 a igualdade
é verdadeira, pois remete a propria definicao do operador avango. Suponha por hipotese de
indugao (HI), que para um certo k natural a expressao seja verdadeira, ou seja, E*y(n) =

y(n+k). Verifiquemos a validade para seu sucessor (k+1):

E*ly(n) = B(BYy(n)) = E(y(n+k)) =y(n+k+1).

Portanto, a relagdo E¥y(n) = y(n + k) é verdadeira para todo k natural. Para pros-
seguirmos, vamos encontrar a expressao que representa AFy(n), para isso usaremos a

igualdade A = E -1, I*y(n) = y(n) e o bindmio de Newton.

Afy(n) = (E-1)*y(n) = ;(—Ui Cri E* I' y(n)

(=1)" CraB™" y(n)

M=

S
I
[en]

M=

> (-1)" Cis y(n+k—1).

)

Il
o

Dad,

AFy(n) = (-1)" Cr; y(n+k—1i) (2.1)

1=0
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Se fizermos o mesmo para o operador avango na notacao de somatdrio, usando o

E =A+1, teremos a seguinte relacao:

k k
Efy(n) = (A+1)*y(n) = Z Ch.i AT y(n) = Z CkyiAk‘i y(n).

1=0 1=0

Logo,

E*y(n) = 2 Cri A* " y(n) (2.2)

Por convencao, definimos A%/(n) = y(n) = E%(n). A relagao [2.1} reduz o tempo que
poderiamos levar para encontrar a solugao que necessite compor o operador de diferenca
consigo mesmo, uma quantidade finita de vezes. Porém a relagao vai pelo caminho
oposto, principalmente para um nuimero significativo de aplicagoes, deste modo, para
encontrar a expressao que representa EFy(n) utlizaremos a igualdade E*y(n) = y(n + k).

Para mostrar essa ideia ponderemos o exemplo a seguir.

Exemplo 2.3. Considere y(n) = cos(n), o objetivo é encontrar a expressao de Ady(n),

para isso utilizaremos as rela¢ao 2.1 Vamos iniciar pelo operador de diferengas:

ASy(n) = 2(—1)i Cs; y(n+5-1)

=Cs50y(n+5)-Cs1 y(n+4)+Cs2 y(n+3) == Cs 5 y(n)
=y(n+5)-5y(n+4)+10y(n+3)-10y(n+2) +5y(n+1) —y(n)

=cos(n+5) —5cos(n+4)+10cos(n+3) —10cos(n +2) + 5cos(n + 1) — cos(n).

Exemplo 2.4. A partir da mesma equacao y(n) = cos(n), vamos determinar E°y(n)

através da relagao [2.2] assim:

Eoy(n) =Y, Cs: A% y(n)

=0
= Cs0 A%y(n) + Cs 1 A'y(n) + -+ Cs55A%
=Cs0ly(n+5) -by(n+4) +10y(n+3) - 10y(n+2) +by(n+1) —y(n) ]+

Csaly(n+4) —4y(n+3) +6y(n+2) —4y(n+1) +y(n)]+
Csaly(n+3) =3y(n+2)+3y(n+1)—y(n)]+
Csaly(n+2) =2y(n+1) +y(n)]+

Csaly(n+1) —y(n)] + Cs5y(n) =y(n +5) = cos(n +5).

A outra forma que poderfamos resolver seria utilizando a relacao E*y(n) = y(n + k),
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ou seja, ESy(n) = y(n+5) = cos(n +5). A vista disso, para encontrar a expressao
pela equagao ¢ nitido que aumentaré consideravelmente o trabalho com as operacoes
algébricas. No entanto, é importante ter conhecimento dela, pois pode nos auxiliar em

algumas demonstragoes.

Uma propriedade notavel que o operador de diferenca e avanco possuem € a linearidade,
assim como o operador derivada. E este serd o nosso proximo passo, isto é, abordar o

Teorema da linearidade dos operadores aludidos.
Teorema 2.1. Os operadores A e E sao operadores lineares.

Demonstracao: Para mostrar que os operadores A e E sao lineares é preciso mostrar

que:
Alz(n) +ay(n)] = Az(n) + aAy(n) e E[z(n)+by(n)]=FExz(n)+bEy(n),
onde x(n) e y(n) sao fungoes reais, com dominio Z, e a,b € R sdo constantes arbitrarias.

Alz(n) +ay(n)] = [z(n+1) +ay(n+1)] - [2(n) + ay(n)]
=[z(n+1) —2(n)]+afy(n+1) -y(n)]
= Ax(n) + aAy(n),

logo, A é um operador linear. Facamos o mesmo para F':

Elx(n)+by(n)]=x(n+1)+by(n+1)
= Ex(n)+bEy(n),

dessa forma, E é um operador linear, como queriamos mostrar. ]

Um questionamento que pode ser feito é: as composicoes dos operadores de diferenca
e avanco também sao lineares? A resposta é afirmativa e essa ideia é apresentada no

Teorema a seguir.
Teorema 2.2. Os operadores AF e E¥ sao operadores lineares, para todo k € Z,.

Demonstracao: A demonstracao seguird um caminho similar a demonstragao do Teo-
rema anterior, a principal diferenca entre as duas é o uso do principio de inducao sobre

k € Z,. Vamos iniciar pelo operador avanco, ou seja, precisamos mostrar que é verdade:

E*[z(n) +ay(n)] = E*z(n) + aE*y(n),
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para toda fungao x(n), y(n) real e para qualquer constante real a. Complementarmente,
é assumi-se que
E™ly(n) = E(E™y(n)),

para todo m € Z,, faremos o mesmo para o operador de diferencas. Para k = 0 a igualdade

é verdadeira, pois:

E°[xz(n) +ay(n)] = z(n) + ay(n) = E°z(n) + aEy(n).

Suponha por hipétese de indugao (HI) que para um certo k € Z,, seja garantido a

validade da seguinte igualdade:

E*[z(n) +ay(n)] = E*z(n) + aE*y(n).

Verifiquemos para o seu sucessor (k+ 1). Assim,

E¥a(n) + ay(n)] = E(E*[x(n) + ay(n)]) = E[E"x(n)+aE*y(n)]
= B(E*2(n)) + aB(By(n)
= Bz (n) + aE* 'y (n).

Logo, E* é um operador linear para todo k, pelo principio de inducao. Agora, vamos

mostrar que A* é linear, ou melhor:
AF[z(n) +by(n)] = AFz(n) + bA*y(n),

para toda funcao x(n) e y(n) real e para qualquer constante b € R. Para k = 0 a igualdade

é verdadeira, uma vez que:

A[z(n) +ay(n)] = z(n) + ay(n) = A%z(n) + aA(n).

Suponha por hipdtese de indugao (HI) que para algum k € Z, a igualdade seja verda-

deira:

Af[z(n) +by(n)] = Atz (n) + bAFy(n),
Precisamos nos certificar da validade para seu sucessor (k +1):

A z(n) + by(n)] = A(A* [z(n) + by(n)]) = A[A%z(n) +bAMy(n)]

= A" a(n) + bAMy(n).
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Portanto, A*¥ ¢ um operador linear, pelo principio de inducao. [ ]

O Teorema a seguir abordar algumas propriedades béasicas entre os operadores apre-
sentados até aqui. Durante sua demonstracao, especialmente do item iii, utilizamos a

linearidade do operador avango e assumimos que
A™y(n) = A™(Ay(n)) = A(A™y(n)),

para todo m € Z,.
Teorema 2.3. As propriedades a seguir sao verdadeiras:
i. Am*tky(n)=Am(A*y(n)), para todo m, k € N.
ii. Em™*ky(n) = E™(E*y(n)), para todo m,k € N.
iii. AEy(n)=FEAy(n), para todo y(n).
iv. Akc=0 e EFc = ¢, para uma constante real arbitrdria c e para todo k € N.

Demonstracao: Para o item i vamos provar por inducao sobre k. Para k =1 a validade
imediata, pois A™*y(n)=Am(Aly(n)). Suponha que a igualdade seja verdadeira para

um certo k natural. Vejamos a validade para o seu sucessor (k+1).

ARy () = AA™Fy(n)) = A(A™(AFy(n)))
= A" H(Afy(n))
= A"(A(ARy(n)))
= A" (AMy(n)).

Portanto, o item i é verdadeiro. A demonstracao do item ii segue-se de forma analoga

ao item i e, por esse motivo nao sera apresentada. Passemos para o item iii,

AFEy(n)=Ay(n+1)=y(n+2)-yn+1)=Ey(n+1) - Ey(n)

=E(y(n+1) -y(n))
= EAy(n).

Logo, o item iii é verdadeiro, este item ainda pode ser complementado da seguinte
forma: A™EF = EFA™ onde m e k sdo inteiros nao negativos, nao necessariamente
distintos. Para o ltimo item faremos a demonstracao por meio de inducgao sobre k,
iniciemos pelo operador de diferencga, o operador avanco seguirda de forma semelhante.

Para k = 1 a igualdade é verdadeira, uma vez que, Ac = c—c = 0. Suponha que a igualdade
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seja verdadeira para um certo k natural, em outras palavras A¥c = 0. Verifiquemos a

validade para (k+1):
AFle= A(AFc) = AO=0-0=0.
HI

Portanto, pelo principio de inducao AFc = 0 para todo k natural. Para k = 1 a
igualdade é satisfeita, devido a E'c = F(c) = ¢. Suponha que para algum k natural, seja

vélida a relacdo E¥c = ¢. Mostremos a validade para (k +1).
k+1 ., _ k _ —
E*c=E(E"c) = E(c) =c,

dessa forma, pelo principio de inducao E¥c = ¢, para todo k natural. [

Com o intuito de avancar na discussao, sera apresentado uma propriedade polinomial
que o operador de diferenca e o operador derivada tém em comum: se k € N, a uma
constante real e f(x) = ax® entao f()(z) = ak! e f+)(2) = 0, para todo 7 € N. A

propriedade semelhante a essa é descrita pelo Teorema [2.4]

Teorema 2.4. Seja p(n) = ank, onde n,k € Z, e a € R constante arbitraria, entao

AFp(n) = ak! e Amp(n) =0, para qualquer m € N tal que m > k.

Demonstragao: Na demonstracao sera utilizado o principio de indugao na segunda forma

e duas propriedades do operador diferenca:
A™Fy(n) = A™(AFy(n)),

para todo m,k € N e AFc =0, onde ¢ é uma constante real qualquer e para todo k € N.

Para k =1, temos:
p(n) = an, implica que A'p(n) = Aan=a(n+1)-an=a-1=a -1\

Logo a implicacao é verdadeira para k = 1. Suponha que para todo nimero natural
menor que k € N a implicacao seja verdadeira, ou seja, p(n) = an” implica em A™p(n) = ar!,

k

desde que r < k. Vejamos a prova para k, assim p(n) = an®, implica que

AFp(n) = aAfn* = a AP AR®] = aAP (0 + 1)k - nk]

k-1

g
P

C«]mnk—z _ nk]

1=0
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k

= aAF 1O n T+ Y O AT (AR Tan )
i=2
k L ‘

= Craa(k-1)!+ ; Cri A" a(k -1)!

k
= ka(k 1)1+ Cps Ala(k i) = ak!.
=2 N
=0, para todo 2<i<k

Dessa forma, a implicagao é verdadeira para todo k£ natural. A igualdade A™p(n) =0,
para m > k, serd provada com base na anterior. Além disso, se m,k € N e m > k entao

existe s € N tal que m =k + s. Assim,

A™p(n) = A¥*p(n) = A**ank = A*(A*an*) = A*ak! = 0, para todo s> 1.

Vale lembrar que ak! é uma constante, por esse motivo Aak! = 0. Portanto, as propri-

edades apresentadas por este Teorema sao verdadeiras. [

Como extensao imediata deste Teorema, estende-se tal propriedade para o caso de um
polinomio qualquer de grau k, por exemplo:
k
p(n) => an’ = ag +an +an® + azn® + - + a0+ apn”,
i=0
donde os als sdo constantes reais. Entao, A*p(n) = a; k! e para A™p(n) =0, sempre que
m > k. A demonstracao é um tanto imediata, basta utilizar a linearidade do operador AF
e o Teorema[2.4] que nos garante que se a ordem do operador de diferengas coincidir com
o grau do monomio o resultado sera o coeficiente da respectiva poténcia de n multiplicado
pelo fatorial do grau, por outro lado, se a ordem das diferencas for maior que o grau do

monomio entao o resultado sempre sera zero, isto é:

Afp(n) = Afag + A*ayn+ Afayn® + Afasn3 +- + AFap_ i~ + AFapn® = aik!.

Exemplo 2.5. Considere o seguinte polinémio p(n) = 10n7+2n*+17n3-3n?-n+100, para
encontrar a expressao A’p(n), utiliza-se o Teorema e a linearidade de A7, a resposta

sera:

A"p(n) = 10A™n" + 2ATn* + 17TA™n? = 3A™n? = ATn + A"100 = 10 - 7! = 50400.

Exemplo 2.6. Considere p(n) = n'2 + n® + 3n® - n2, almeja-se Al3p(n), utilizando o
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Teorema 2.4l e a linearidade de A3:
ABp(n) = ABn!? £ ABpS 4 3A13p3 _ 3A1p2 =

uma vez que, a ordem do operador é maior que o grau de cada parcela do polinomio.

Os tépicos abordados recentemente, resumem-se a uma combinacao linear de poténcias
de inteiros nao negativos ou melhor polinémios na variavel n e a dinamica dos operadores
sobre eles. Nas preliminares deste trabalho, foi definido uma nova classe de polinémios,
0s polinomios fatoriais, que comporta-se diante do operador de diferencas, assim como
os polinomios convencionais perante ao operador derivada, isto é apenas um dos pontos

tratados na préxima secao.

2.1.1 Regras Operatorias

Para essa secao iremos exibir o conjunto de regras sobre a operacao de diferengas, por
exemplo, regra do produto e regra do quociente, além do andlogo discreto do Teorema
fundamental do calculo. Junto a isso, temos a integracao por partes. FKEsses sao um
dos principais temas que serao abordados posteriormente e estes revelam, ainda mais, a

relacao intrinseca entre o calculo infinitesimal e o calculo de diferencas.
Lema 2.1. (Regra do produto e quociente) sejam x(n),y(n) fungdes reais, entao
i Ale(n)y(n)] = As(n)y(n) + Ex(n)Ay(n).

z(n) | _ Az(n)y(n) - z(n)Ay(n)
y(n) y(n)Ey(n)

Demonstracao: Para demonstrar a regra do produto das diferencas vamos utilizar as

i. A

, com y(n)+0 paratodo n.

relacoes:
(1) y(n+1) =Ay(n) +y(n), (2) x(n) = Ex(n) - Ax(n) e (3) Ex(n) =x(n+1).
Dessa forma,

Alz(n)y(n)] =z(n+1)y(n+1) —z(n)y(n)

3 z(n+1)[Ay(n) +y(n)] - z(n)y(n)

(;) z(n+D[Ay(n) +y(n)] - [Fz(n) - Az(n)]y(n)

G Ex(n)Ay(n) +y(n)Az(n).
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Uma vez deduzida a regra do produto, faremos a demonstracao para regra do quoci-

ente, a qual utilizaremos as relacoes:

(4) z(n+1) =Az(n) +x(n), (5) y(n+1)=Ay(n) +y(n) e (6) Ey(n) =y(n+1).

Assim,

A [az(n)] _ z(n+1) xz(n) _ y(n)x(n+1) —z(n)y(n+1)
y(n) | y(n+1) y(n) y(n)y(n+1)
_ y(m)[Az(n) +2(n)] - x(n)y(n+1)
(4) y(n)y(n+1)
_ y(m)[Az(n) +z(n)] - x(n)[Ay(n) +y(n)]
(5) y(n)y(n+1)
_ y(n)Az(n) - z(n)Ay(n)
(6) y(n)Ey(n) '

Com isso, acabamos de demonstrar a validade da regra do produto e quociente. [

Exemplo 2.7. Considere z(n) =n+1 e y(n) = n?, para calcular A[z(n)y(n)] aplicaremos

diretamente as regras expostas pelo Lema Assim,

Al(n+1)n?]=A(n+1)-n*+ E(n+1) - An?
=[(n+2)-(n+1)]n*+(n+2)[(n+1)*-n?]

=3n%+5n+2.

Exemplo 2.8. Com base nas mesmas funcoes do exemplo calcularemos A (xén; ):
y(n

A(n+1) [A(n+1)]-n?2-(n+1)An?
n?En?
_ n?-(n+1)(2n+1)
n?(n+1)2
-n?-3n-1
(n?+n)?

n2

Em suma, esta secao restringiu-se ao estudo das regras do produto e do quociente para
o operador de diferenca. Com o intuito de dar continuidade a fundamentacao tedrica deste

trabalho, as diferencas de funcoes elementares serao abordadas na segao subsequente.

2.1.2 Diferencas de Funcoes Elementares

Para presente estabelece as regras operatérias do operador de diferenca quando apli-

cado as fungoes discretas elementares, tais como fungoes exponenciais, trigonométricas,
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logaritmicas e polinomiais fatoriais. Adicionalmente, apresenta-se a versao discreta do
Teorema Fundamental do Cadlculo, que consolida a ponte analitica entre as operacoes de

soma finita e diferenca.
Lema 2.2. Sejam k,n € Z, e r € N as afirmagcoes abaixo sao verdadeiras:
i. An®) = kn(k-1),
ii. Arn®) =k(k-1)-(k-(r-1))nk").
i, An(k) = —kn(k-1).
iv. Arn(R) = (=1)"k(k +1)-(k+ (r - 1))nF"),

Demonstracao: A demosntracao para o item i é imediata:

An® = (n+ 1)) —p*)
= (n+ 1)n(n— 1)(n— (/{J— 2)) —n(n_ 1)(n_ (k _ 2))(n _ (k) _ 1))
=[(n+1)=(n-k+1D)]n(n-1)(n-(k-2)) =knF".

Dessa maneira, o item i é verdadeiro. O item ii sera demonstrado por meio do principio

de inducao sobre r, como forma equivalente usaremos a notacao de produtério. Logo,
r—1
ATn® =TT (k- i)n*").
i=0

Para r = 1 retornamos ao item i, o qual estd demonstrado. Suponha, por hipdtese de
indugao, que para um certo r a relagdo acima seja verdadeira. Analisemos para (r+1) a

sua validade:

r—1 r—1
A8 = A[ATR®] = A [H(k - z’)n(k")] =TTk =) [(n+1)*E") —pkn)]
=0

-0
1

=T1(k-i)[k - rnt—b

(k - i)n(=(+1),

Portanto, o item ii é verdadeiro. O item iii, nao serda demonstrado, ja o item iv segue

uma demonstragao semelhante ao item ii, vejamos a partir da notacao em produtério,

r—1
A = (1) T](k +d)nF),

1=0
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Para r = 1 retornamos ao item iii, o qual assumimos que é verdadeiro. Suponha, por
hipétese de indugao, que para um certo r a relacao acima seja verdadeira. Analisemos

para (r + 1) a sua validade:
r—1
AR = ATATRCP] = A[ (-1)" T](k +d)nFn)
i=0

=(-1)" ﬁ(k’ +3)[(n+ 1)k - p(k=m)]

=0

= (_1)r i:[(k + Z)[—k _ T]n(_k_T_l)

=0

— (_1)r+1 H(k + i)n(—k—(wl))‘
=0

Portanto, a igualdade é verdadeira para todo r natural. Dessa forma, as afirmacoes
feitas por este Lema, de fato, sao validas. [
Apds a demonstracao do Lema, é possivel observar que sem a defini¢ao dos polindmios
fatoriais para expoentes negativos, nao seria possivel tratar do item ii ou iv do Lema
acima, uma vez que o mesmo engloba os expoentes negativos. Ainda sobre o Lema, se

tomarmos 7 = k teremos AFn(*) = k!,

Exemplo 2.9. A expressao que representa A35() para este exemplo, temos:
A35H) = A2[50) - 5] = A%0 = 0.
Exemplo 2.10. A diferenca A*n(®) ¢ dada por:
A*n® = (5)(4)(3)(2)n®D = 120nD.
Exemplo 2.11. a partir da diferenca A3n(-2), obtém-se a seguinte expressao:
A3 = (=1)%(2)(3) (4)n 23 = 240>,

O préximo Lema retrata a regra de diferencas sobre algumas funcoes elementares
como: exponencial, logaritmo, cosseno e seno. Vale lembrar que o operador de diferengas
age sobre a variavel n, sendo k uma constante e, portanto, invariante a acao do operador

em relacao as fungoes discretas.
Lema 2.3. Seja r uma constante real e n inteiro nao negativo, entao

i Arm=(r-1)r".
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— o
—

. A sen(rn) = 2sen (g) oS (rn + g)

—
—

ii

. A cos(rn) = —2sen (g) sen (rn + g)

i

<

. Alog(rn) =log (1 + l) , para todor>0¢eneN.
n
v. Aem™ = [e" - 1]em™.

Demonstracao: As demonstracgoes do item i, iii e v nao serao apresentadas por serem
imediatas ou semelhantes aos outros casos. Nesse sentido, demonstraremos o item ii e iv,

para esses dois itens utilizaremos uma identidade trigonométrica que diz:

(1) sen(A) —sen(B) = ZSen(A;B)cos(A;B) :

Logo,
A sen(rn) =sen(r(n+ 1)) —sen(rn)

_ 2sen(7"(n+ 1) —Tn)cos(r(n+ 1) +rn)
(1) 2 2

T r
= 2sen (—) CoSs (rn + —) .
2 2

Desse modo o item ii é verdadeiro. Para a demonstracao do item iv usaremos a

propriedade da diferenca dos logaritmos, isto é,

(2) log(A) -log(B) =log (%) :

Portanto,

rn+r 1
Al =1 1)) -1 =1 =log|1+—].
og(rn) =log(r(n+1)) —log(rn) G og( — ) og ( + n)

Dessa forma, as afirmagoes feitas por este Lema sao verdadeiras. [

Exemplo 2.12. Considere a diferenca A 2", utilizaremos as regras demonstradas ante-
riormente. Este caso merece destaque, pois pode causar um pouco de confusao, no que
tange a diferenca da funcao 2", que é a prépria 2". Esse fato pode induzir a ideia que
sempre ocorrera para outras funcoes de mesma natureza, por exemplo 3", o que nao é

verdade, uma vez A3" = 2-3". Retomando a diferenca, podemos observar que:

A2r=[2-1]2" =2".
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Exemplo 2.13. A expressao de A Sen(gn), ¢ obtida por:

A sen(zn) =2 Sen(i)cos(zn+ 1)
5 10 5 10

=2 sen(%)cos(%).

Exemplo 2.14. Para diferenca Alog (\/ lln) , temos o seguinte resultado:

Alog(v/11n) = log (1 + l) ,
n

o interessante do terceiro item deste exemplo é que para qualquer que seja o valor positivo

1
de r, Alog(rn) sempre sera log (1 + —).
n

Doravante, traremos da versao discreta do Teorema Fundamental do Célculo. O qual
assume uma tarefa importante, principalmente, para proxima se¢ao que trataremos do
operador antidiferenca, que assemelha-se a integral indefinida. Dessa forma, o Teorema
a seguir nos garante a existéncia do resultado da aplicacao do operador antidiferenca,

posteriormente essas informagoes serao melhor explicadas.

Teorema 2.5. Seja y(n) uma fungao real, entao

D S Ay =y -yn) e 2) A("zly(z)) ).

i=ng i=ng

Demonstragao:

r§ Ay(Z) = Ay(no) + Ay(no + 1) 4o Ay(n _ 1)

= [y(no+1) —y(no)] + [y(no +2) —y(no + )] + -+ [y(n) —y(n-1)] (1)

=y(n) - y(no).

Observe que (/) os termos vao se cancelando até que reste apenas y(n) e y(ng). Dessa
forma, o item 1) estd demonstrado. Para o item 2) usaremos apenas a definigado do A e
veremos que os termos se anularam:

A(E00) - £ ot - £ vt

i=ng i=ng i=ng

ym)+ S ) - S () = y(n).

1=ng i=ng
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Exemplo 2.15. Considere Y7 A5, utilizando as relacdes do Teorema [2.5, obtemos:

n—-1
> A5 =5"-50=5" 1.

=0

Exemplo 2.16. Seja A (Z?z_ol cos(m'))7 o qual é expressado por:

A (2 cos(m')) =cos(mn) = (-1)".

Como discorrido anteriormente, essas relacoes serao bastante utilizadas na préxima
segdo, a qual trataremos do operador antidiferen¢a (A1), em outras palavras, o modelo

discreto da integral indefinida.

2.2 Operador Antidiferenca

Assim como no calculo infinitesimal a integracdo surge como a operacao inversa da
diferenciacao, no célculo de diferencas define-se o operador antidiferenca, denotado por
A~1. Este operador busca identificar a funcao original cuja variacao local corresponde
a uma sequeéncia dada, desempenhando um papel central na resolugao de equagoes de
diferencas e na obtencao de somas de formas fechadas. A compreensao deste operador é
0 que permite transpor o conceito de primitiva para o dominio das fungoes de varidvel
discreta, estabelecendo o uso para o analogo discreto do Teorema Fundamental do Célculo

(TFC).

Definicao 2.3. O operador antidiferenca é a operacao inversa do operador de diferenca,
o qual definimos da seguinte forma: Se AY(n) = y(n) entao A~ly(n) = Y(n) + ¢, para

algum c e R.

Observa-se que AA~ly(n) = y(n) e ALAY (n) = Y(n) + ¢, dessa forma, AA~! = I,
porém A'A £ I. Além disso, podemos expressar o operador de antidiferenca em notacao

de somatdrio, utilizando a relacao segunda relacao do Lema [2.5]

(Z y(7) ) y(n), implica que A 'y(n) = A™A ( Z y(7) ) = nz—:l y(i) +c.

1=ng 1=ng i=ng

Pode-se entender por operador antidiferenca, a soma acumulada dos termos da res-

pectiva func¢ao y(n). Portanto,

()= S y(i)+e (23

i=ng




Capitulo 2. Célculo de Diferencas Finitas 43

Uma propriedade fundamental, que muitas vezes é usada de forma natural em de-
monstracgoes é a linearidade, por esse motivo, abordaremos o Teorema que a garante

para o operador antidiferenca e da suas composigoes.
Teorema 2.6. Os operadores A™' e A~ sao lineares, para todo k € N.

Demonstracao: Para mostrar que A~! é linear é preciso mostrar que:
A7 z(n) +ay(n)] = A™z(n) + aAy(n),

para quaisquer fungoes reais x(n) e y(n), para toda constante real a. Com essa finalidade,

estabelecemos as igualdades abaixo:

Alz(n) = tz_: x(i)+c; e Aly(n)= iz_: y(i) + co.

Além disso, para concluir a linearidade de A~!, usaremos a relacao ¢ = ¢; + aco, isto é,

a constante ¢ escrita como soma de ¢; e ¢,.

A Mz(n) +ay(n)] = iz: [(i) +ay(i)] +c= izz z(i) +a 1:2: y(i)+c
= 7:2—:1 (1) + ¢ +a(iz_:1 y(1) +cz)

= Az (n) + aA y(n).

Portanto, A~! é linear. Para a demonstracao da linearidade de A~*, para todo k
natural, utilizaremos um caminho diferente da inducao, em outras palavras, aplicaremos
a linearidade de A~! sucessivas vezes, paramos assim que atingirmos o resultado almejado.

Para tanto, precisamos nos certificar da veracidade da igualdade:
A7F[z(n) + by(n)] = A x(n) + bA ™ y(n),
para qualquer constante real b.

A~*[x(n) +by(n)] = A7F*1 (A‘l[ac(n) + by(n)]) =AIA L z(n) + bA 1y (n)]
=AM AT (A z(n) + bA T y(n))]
=AT"2[A22(n) + bA 2 y(n)]

=AT Az (n) + DA y(n)]
=A"z(n) + bAFy(n).
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Dessa forma, A~% é linear. Destaca-se que foi assumido como verdade a relacao
ATT(AF) = Ak=1 = AR (A1), ]

Lema 2.4. Para todo k£ natural sao validas as seguintes afirmacoes:

i A7F0 = ¢kl + cponF=2 + - + .
k

AL n B B
ii. Ak1 = T + o T+ e onF 2 e+ .
k+1)
n(
iii. A-1n(k) = +ec.
k+1

Demonstragao: Para demonstrar o item i, utilizaremos a linearidade do operado A* e

a propriedade AFn? =0, para todo k> p. Assim,

k-2

AF(crin 4 cpgnf 2+ 1 en) = 1 AP 4 o o AFRPT2 1 Afein = 0,

dessa forma, podemos concluir que

k-2

A7FQ = ck_lnk_l + Cp_oMm + -+ C1n + ¢y, para algum ¢y € R.

Portanto, o item i é verdadeiro. A demonstracao do item ii segue o mesmo raciocinio

que o item i, logo nao sera apresentada. Para o item iii utilizaremos a primeira relacao

do Lema2.2] Por certo,

ntkD Y Ant+D)  (k+ 1)n)
= = = n(k)
E+1 E+1 E+1 ’

por definicao concluimos que,

Lk n(k+1)
A~ n\¥) = + ¢, para algum c e R.
k+1 P &
Dessa forma, o Lema esta demonstrado. [

O Lema a seguir, nada mais é que o anédlogo discreto da férmula de integragao por

partes.

Lema 2.5. Seja z(n) e y(n) fungodes reais e ¢ uma constante real qualquer, entao

Zzoy(mx(k) = o(n)y(n) - Z(k D) AY(E) + e

Demonstragao: Por meio da regra do produto sabemos que A[z(n)y(n)] é igual a

Az(n)y(n) + xz(n+1)Ay(n), logo podemos afirmar que:

y(n)Ax(n) = A(z(n)y(n)) - z(n+1)Ay(n).
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Aplicando A~! em ambos os lados e, posteriormente utilizando a notacao de somatdério

do operador antdiferenca, encontramos:
A y(n)Az(n)] = A [A(2(n)y(n))] - A [a(n+ 1) Ay(n)].

E isto resulta em,

Zzoyw)m(k) = o(n)y(n) - Z(k DAY 5.

Para estreitar a relagao e utilidade do operador de diferengas seré apresentado a discre-
tizagao da equacao logistica, amplamente conhecida no estudo das equacoes diferenciais

ordinérias.

2.3 Discretizacao da Equacao Logistica

A transicao do modelo continuo para o discreto é uma aplicagdo fundamental dos
operadores de diferenga definidos anteriormente neste capitulo. A referéncia [3], focada
no estudo das Equacoes Diferenciais Elementares, serd utilizado para introduzir o cres-
cimento populacional proposto por Malthus (1766-1834) e, posteriormente por Verhulst
(1804-1849).

Malthus propos que se y = f(t) é a populagao de uma certa espécie no instante ¢ entao

a taxa de variacao de y é proporcional ao valor atual de y:

d
d_g; =Ty, y(O) = Yo, (24)

donde 7 > 0 ¢é a taxa de crescimento. A solugao é dada pela seguinte igualdade:
Y =yoe".

O modelo proposto por Malthus é consideravelmente preciso para algumas populagoes,
porém sobre certas condicoes, por exemplo, intervalo de tempo finito. Todavia, nao
podemos deixar de notar a populagao crescerd exponencialmente sem limte a medida que
o tempo evolui, no entanto, isso pode nao modelar muito bem a realidade, uma vez que

nao leva em consideracao a capacidade do espaco e suprimento.

Entretando, o crescimento populacional limitado por recursos é classicamente descrito

pela equacao diferencial de Verhulst ou também conhecida por equagao logistica:
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dy _ y)
1- 2.
L ( 2y, (2.5)

onde 7 representa a taxa de crescimento intrinseca e K a capacidade de carga do meio.
Para analisar este sistema sob a 6tica do cdlculo de diferengas, devemos considerar inter-

valos de tempo discretos t,, = nAt.

2.3.1 O Processo de Discretizacao

Utilizando a defini¢ao do operador de diferenca (A) com passo unitério, isto é, At =1

aproximamos a derivada t emporal pela diferenca finita:

Ay(n) =y(n+ 1) = y(n) = . (2.6

agora, vamos discretizar os modelos supracitados para obter as equagoes de diferencas:

dy
dt
y(n+1)-y(n) =ry(n).

Portanto, a equacao de Malthus discreta é:

y(n+1)=(1+r)y(n) (2.7)

Facamos para a segunda equagao:

(1) = () = ryo) (1- 242)
y(n+1) - (n)—ry(n)—— *(n)

y(n+1) = (1+r)y(n) - —y *(n)
s 1) = (1) (1= o).

Para simplificar a andlise e chegar a forma canonica do mapa logistico, realizamos uma

mudanca de variavel:
K('r +1)
y(n) = ———=ax(n),

e o parametro de controle p =1+ r. Apés a manipulagao algébrica, chegamos forma

iterativa:

%x(n+ 1) = KTMQiU(n)(l - z(n)).
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Logo, a equacgao de Verhulst discreta é:

rx(n+1)=px(n)(1-=x(n)) (2.8)

Esse processo pode ser reaplicado para outras equagoes, permitindo a computacao do

problema o que pode otimizar o estudo qualitativo dos modelos almejados.



Capitulo 3
Equacoes de Diferencas

As equagbes de diferengas, assim como as equagoes diferenciais ordindrias (EDOs),
podem ser classificadas quanto a ordem, ao grau e a linearidade. Neste capitulo sao intro-
duzidos os conceito fundamentais dessa teoria, com énfase nas equagoes de diferencas de
primeira ordem. Inicialmente, serao apresentadas suas defini¢oes, seguidas do estudo das
equacoes lineares homogéneas e nao homogéneas, bem como dos métodos para obtencao
de suas solugoes.

Na parte final do capitulo, sera desenvolvida uma analise qualitativa dessas equacoes
por meio do estudo da estabilidade e da atratividade de suas solugoes, utilizando o conceito
de pontos de equilibrio. Para o desenvolvimento deste capitulo, foram utilizadas como

principais referéncias [5], [7] e [6].

3.1 Classificacao de Equacoes de Diferencas

As equagoes de diferencgas constituem uma importante ferramenta da Matematica
Discreta, embora sua nomenclatura nao seja amplamente conhecida, especialmente fora do
meio académico. Na literatura, também é comum encontra-las sob outras denominagoes,
como equacoes de recorréncias ou equacoes a diferencas. Apesar disso, muitos estudantes
da educagao basica e do ensino superior ja tiveram contato com esse tipo de equacao,
ainda que sob diferentes contextos e nomenclaturas.

Na educacao basica, por exemplo, as progressoes aritméticas e geométricas podem
ser descritas por meio de equagoes de diferencas lineares de primeira ordem. No en-
sino superior, as sequéncias definidas por recorréncia constituem outro exemplo classico,
destacando-se a sequéncia de Fibonacci. Além disso, em Célculo Numérico, diversos
métodos iterativos para aproximacao de raizes de funcoes, como o Método de Newton-
Raphson e o Método Explicito de Euler, sao fundamentados em equacoes de diferencas.

Esses exemplos evidenciam a ampla aplicabilidade das equacoes de diferencas, cuja

48
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utilizagao ultrapassa o contexto da Matematica, estando presente em areas como Com-
putacao, Economia, Biologia, Engenharia e Outras ciéncias. Diante dessa diversidade de
aplicagoes, torn-se natural iniciar o estudo por sua definicao formal e, posteriormente,

apresentar os principais critérios de classificacao.

Definicao 3.1. Uma equacao de diferencas é uma relagao funcional que envolve os valores
de uma sequéncia em instantes discretos. De modo geral, uma equagao de diferencas de

ordem k pode ser escrita na forma

flyln+k),yin+k-1),...,y(n),n) =0, (3.1)

em que n,keZ,, f é uma funcao dada e

y(n), y(n+1),..., y(n+k)
representam os valores da variavel dependentes.

Ao longo deste trabalho, serd adotada uma forma equivalente a expressao (3.1]), obtida
ao isolar o termo de maior indice. Assim, uma equacao de diferencas de ordem k serd

escrita na forma de recorréncia

yn+k)=F(y(n+k-1),...,y(n),n), (3.2)

em que F' é uma fungao definida a partir de f. Nessa representacao, observa-se que o valor
da sequéncia no instante n + k é determinado pelos k valores anteriores e, eventualmente,

pelo indice n.
Exemplo 3.1. Exemplos de equacoes de diferencas:
L. y(n+1)=2y(n) +r.

2. y(n+1)=n?y(n)+y(n-1).

y(n)
y(n-1)°

4. y(n+1) =9y*(n) +y(n-1)y(n-2).

3. y(n+2)= com y(n-1) #0.

5 y(n)=y(n-1) y(n-2) y(n-3).

Definicao 3.2. Uma equacao de diferencas é autonoma se nao depende de n explicita-

mente, caso contrario é nao autonoma.
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No exemplo temos que a primeira equacao é autonoma, pois nao depedem dire-
tamente da variavel independente n, enquanto a segunda ¢ nao autonoma, uma vez que
depende diretamente de n?, isto é, do tempo n. Equacoes autonomas sao mais simples de
serem estudadas quando comparadas com as nao autonomas, isso deve-se ao fato de que
para cada n diferente o comportamento da equacao de diferencas pode mudar, dificultando

o seu estudo.

Definicao 3.3. A ordem de uma equacao de diferencas corresponde ao valor obtido ao

subtrair o menor argumento do maior argumento presente nas variaveis dependentes.

Exemplo 3.2. Progressao Aritmética é descrita pela equagao de diferengas

y(n)=y(n-1)+r.

Essa é uma equagao de diferencas de primeira ordem, pois o maior indice é n, o menor é

n—1 e a diferenca entre eles é n—(n-1) = 1.

Exemplo 3.3. Sequéncia de Fibonacci satisfaz a recoréncia

y(n+1) =y(n) +y(n-1).

Trata-se de uma equacao de diferencas de segunda ordem, uma vez que o maior indice é

n+l,omenorén—-len+l-(n-1)=2.

Exemplo 3.4. Sequéncia de Tribonacci é definida pela equagao

y(n) =y(n-1) +y(n-2) +y(n-3).

Nesse caso, a equacao € de terceira ordem, pois o maoir indice é n, o menor é n —3 e
n-(n-3)=3.

Definicao 3.4. O grau de uma equacao de diferencas, em formato polinomial, é a maior

poténcia presente na variavel dependente de maior ordem.

Observacgao 3.1. A forma polinomial é extremamente importante para determinar o
grau da equagao, uma vez que as variaveis dependentes nao podem aparecer sob operagoes
como divisoes entre si ou com expoentes que nao sejam inteiros positivos. Caso a equagao
original apresente alguma dessas caracteristicas, ela deve ser racionalizada e simplificada
algebricamente antes da extracao do seu grau. Para entender essa ideia melhor observe o

exemplo [3.5]
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Embora o conceito de grau seja frequentemente omitido nos textos contemporaneos
de equagoes de diferengas, sua formalizagao fundamentou-se na referéncia [2]. Conforme
a autor estabelece no capitulo VII, a ordem de uma equagao de diferencas é dada pela sua
maior diferenca, enquanto o seu grau é definido estritamente pelo expoente da poténcia a
qual essa maior diferenca esta elevada, assumindo que a equacao se apresente em formato
polinomial.

A principal nuance entre os conceitos de ordem e grau esta onde estes atuam, enquanto
a ordem provém de operagoes algébricas com os indices da equacao de diferencas, o grau

estd intimamente ligado ao expoente da variavel dependente.

Exemplo 3.5. Seja a(n) uma fungao real, a equacao:

y(n+1) =a(n)y(n),

tem grau 1, pois y(n + 1) é a varidvel dependente de maior ordem que possui poténcia

igual a 1. Além disso, a(n) é uma fungao real que atua como coeficiente da variavel y(n).

Exemplo 3.6. Seja b(n) uma funcao real, a equagao definida por:

[y(n+2)]* = b(n)y(n+1)[y(n)]* +y(n-1),

tem grau 2, pois a equagao encontra-se em formato polinomial e a varidvel dependente de

maior ordem esta elevada ao expoente 2.

Exemplo 3.7. Considere a equagao de diferengas:

yn+3) = 2=y -2),

observe que a equacao nao esta em formato polinomial, o qual é obtido por

[y(n+3)]° = [By(n - +y(n-2)[y(n+3)]*,

assim o grau é 3, pois a variavel dependente de maior ordem é y(n+3) e apresenta poténcia

igual a 3.

Por meio da definicao de grau, podemos abordar o conceito de linearidade. Em sintese,
equagoes lineares sao equagoes diferencas de grau 1 em todas suas variaveis depentes, com

uma forma de escrita especifica, a qual veremos subsequentemente.

Definicao 3.5. A equacao|3.2[¢é dita linear, se a fungao F' é linear em relacao as variaveis

dependentes y(n),y(n+1), -, y(n+k—-1). Em outras palavras, a equacao é linear se puder
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ser expressa da seguinte forma:
F=ai(n) y(n) +az(n) y(n+1) +-+ar(n) y(n+k-1),

em que a;(n) é uma fungao real, para todo 1 <i < k. Caso contréario é nao linear.

Exemplo 3.8. Seja a(n) uma fungao real, a equacao de diferencas:

y(n+2)=a(n)y(n) +5y(n+1),

é linear, uma vez que a(n) é uma funcao real que atua como coeficiente da varidvel y(n).

Exemplo 3.9. A seguinte equagao

y(n+2)=2y(n+1)+y(n)y(n-1),

é nao é linear, visto que ha um produto entre as variaveis dependentes y(n) e y(n - 1).

Exemplo 3.10. Sejam b(n) e ¢(n) fungoes reais, a equagao

y(n+3) =5[y(n-1)]* +b(n)y(n-2) +c(n)y(n-3),

é nao linear, porque a variavel y(n — 1) tem poténcia maior que 1.

Estabelecidos os critérios da classificacao das equacgoes de diferencas, torna-se posssivel
delimitar o estudo a uma classe de particular interesse: as equacoes de diferencas lineares

de primeira ordem.

3.2 Equacoes de Diferencas Lineares de Primeira Or-

dem

Nesta secao, estudam-se as equacoes de diferencas lineares de primeira ordem, as quais
podem ser classificadas em homogéneas e nao homogénea. Inicialmente, serd apresentada
sua forma geral e, em seguidaa, serao discutidos métodos para obtencao de suas solugoes
em alguns caos particulares.

A forma geral de uma equacao de diferencas linear de primeira ordem é dada por
y(n+1) =a(n)y(n) +g(n), (3.3)
em que a(n) e g(n) sdo fungoes reais definidas para

neDom(y) ={neZ,:n>ny},
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com ng > 0 e a(n) # 0 para todo n € Dom(y). O inteiro ny representa o instante inicial
da sequéncia e, ao longo deste trabalho, a notacao Dom(y) serd utilizada para indicar o

dominio em que a solugao estd definida.

Definicao 3.6. Uma equacao de diferencas linear de primeira ordem homogénea é uma

equacao da forma

y(n+1)=a(n)y(n), y(no) =y, neDom(y). (3.4)

E a equacao nao homogénea associada é expressa por

y(n+1)=a(n)y(n)+g(n), y(no) =y, neDom(y). (3.5)

A equacao [3.4] é denominada homogénea por nao possuir termo independente, isto é,
sem a presencga de uma fungao externa g(n), enquanto a equagao é denominada ndo
homogénea, em virtude da inclusao do termo adicional g(n). Vale destacar que a condigao

inicial y(ng) = yo é algo crucial para encontrar a solucao da equacao de diferengas.
Exemplo 3.11. Exemplos de equacoes de diferencas homogéneas e nao homogéneas:
1. y(n+1) =n3y(n) + n+ 1 é nao homogeénea, pois g(n) =n+1 # 0.
2. y(n+1) =2 y(n) é homogénea, pois g(n) = 0 para todo n € Z,.

Posteriormente, faremos a deducao das formulas que permitem encontrar as solugoes
de equagoes de diferencas lineares de primeira ordem, tanto no caso homogéneo quanto
no nao homogéneo. Mas antes precisamos entender o que € a solucao de uma equacao de

diferencas.

Definigao 3.7. Uma solugao de uma equagao de diferencas é uma sequéncia {y(n) }nez,

que satisfaz a equacao para todo n em seu dominio.

Exemplo 3.12. Considere a equacao de diferencas
y(n+1)=y(n)+10,y(0) = 5.
A sua solugao é y(n) =5+ 10n. Pois,

y(1) = y(0) +10 = 5+ 10
y(2) = y(1)+10 = (5+10) + 10 =5 +2- 10
y(3)=y(2)+10=(5+2-10)+10=5+3-10

y(n) =5+n-10.
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Exemplo 3.13. Considere a equacao de diferencas
p(n+1) =v2 p(n),p(0) = 1.
A sua solucao é p(n) = (v/2)". Pois,

p(1) = V2 p(0) = V2
p(2) =vVap(1) = (V2).
p(3) = Vap(2) = (V2).

p(n) = (\/§>n

A ideia de resolver uma equagao de diferencas consiste em determinar uma expressao
explicita para a sequéncia, isto é, obter uma férmula que descreva seus termos em funcao
da variavel independente n e das condigoes iniciais. Em outras palavras, busca-se passar

da representacao por recorréncia para uma representagao explicita da solucao.

Nas préximas segoes, serao estudadas as equagoes de diferengas lineares homogéneas e
nao homogéneas de primeira ordem. Para cada caso, analisaremos o comportamento das
iteragoes a fim de identificar um padrao para a solugao, cuja validade sera demonstrada por
meio do Principio da Inducao Matematica. Por fim, as formulas obtidas serao aplicadas
a resolucao de problemas cléssicos, como a determinagao do termo geral das progressoes
aritméticas e geométricas, a modelagem do crescimento de uma populagao de bactérias e

a evolucgao do saldo devedor em um sistema de amortizacao por prestacoes constantes.

3.2.1 Solucao da Equacao Homogénea

O objetivo é encontra a solucao da equacao homogénea |3.4] com a condicao inicial

y(no) = yo, a qual serd obtida por iteragoes sucessivas. Vejamos:

y(no +1) = a(no)y(no) = a(no) vo
y(no+2) =a(ng+ 1y(ng+1) =a(ng + 1)a(ng) yo
y(no +3) =a(ng +2)y(ng +2) = a(ng + 2)a(ng + 1)a(ng) vo

y(n)=a(n-1y(n-1)=a(n-1)a(n-2)---a(ng) yo.
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A recorréncia nos faz estabeler a seguinte relacao

v = [T (3.6

i=ng

Provemos a validade para todo o dominio, por meio de inducao. Para tanto, supo-
nha por hipoétese de inducao que a igualdade seja valida para um certo n = k > ny.

Analisemos a sua validade para o sucessor k + 1:

y(k +1) = a(k)y(k) = a(k) [ ﬁau)] yo [1‘[ a(z')] "

i=ng i=ng

Assim, conclui-se que a igualdade ¢ véalida em todo o dominio. Desse modo, essa
equagao descreve a solucao geral das equagoes de diferencas lineares de primeira ordem

homogénea. Na sequéncia, serao apresentados alguns exemplos para ilustrar sua aplicacao.

Exemplo 3.14. A Progressao Geométrica (PG) ¢ definida como uma sequéncia numérica
em que cada termo subsequente é determinado pela multiplicacao do termo anterior por
uma constante nao nula, denominada razao da progressao. A modelagem por recorréncia
¢ a seguinte

y(n+1)=qy(n), y(0)=yo, n>20eqgeR"

A PG é uma equacao de diferencas linear de primeira ordem homogénea, por isso
podemos nos basear na equagao para encontrar sua solucao. Além disso, sabemos que

a(n) =q, y(0) =1y (primeiro termo da PG) e ng = 0:

y(n) = [ﬁ a(i)] Yo = [ﬁ q] Yo = (4-4.4--q) Yo = ¢"Yo. (3.7)

Dessa forma, a progressao geométrica é um caso particular de equagao de diferencas
linear homogénea em que o coeficiente a(n) é constante. Em situagoes como essa, é
possivel empregar diretamente a solucao da PG, substituindo a necessidade de utilizar a

solucao geral apresentada anteriormente.

Exemplo 3.15. Imagine que um laboratoério esté estudando a reproducao de uma cultura
de bactérias. A cada hora, a quantidade de bactéria dobra, sabendo que, inicialmente,
existem 500 bactérias. O nosso objetivo é determinar a populacao de bactérias apds 12
horas. Sabemos que a populagao futura de bactérias (y(n + 1)) dobra ao passar de uma
hora em relagao a anterior (y(n)) e que ha 500 bactérias inicialmente (y(0)), ao modelar

nosso problema teremos:

y(n+1)=2y(n), y(0)="500.
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Note que trata-se de uma PG de razao 2, cujo o primeiro termo é 500. Por isso,

podemos utilizar a equagao para obter a solucao:
y(n) =q" yo=(2)" 500.

Para calcular a quantidade de bactérias apds 12 horas, basta tomarmos n = 12 na

equacao acima. Dessa forma,
y(12) = (2)'2 500 = 4096 - 500 = 2048000 bactérias.

Portanto, apds 12 horas, a populagao bacteriana atinge 2,048 milhoes de individuos,

o que evidencia o crescimento exponencial modelado pela progressao geométrica.

Apoés apresentarmos a solugao da equagao homogeénea, passamos agora ao estudo do

caso nao homogéneo, em que hé a presenga do termo g(n).

3.2.2 Solucao da Equacao nao Homogénea

Para determinar as solucoes para as equacoes do tipo [4.15, utilizaremos a recorréncia
para indicar uma expressao geral para a solucao, algo semelhante ao que foi feita para o

caso homogéneo:

y(no) =Y
y(no +1) =a(no) y(no) +g(no) = a(no) yo + g(no)
y(no +2) =a(ng + 1)a(ng) yo +a(ng+1)g(ng) + g(ng+ 1)

y(n) - [H a(z')] s 5 [ 1 a(z')] o(r) (33)

i=ng r=ng Li=r+1

Para estabelecer isso, provaremos por inducao para todo n > ng. Dessa forma, suponha

que a férmula acima vale para n = k (hipétese de inducao). Entao, da equagao temos:

y(k+1) = a(k)y(k) + g(k).

E pela férmula [3.8, obtemos:

(1) =a0)| TTa) w3 (T ) o0 -0

1=ng r=ng \i=r+1
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k-1

cwm[ifau]yo+ak i:(fl ﬂguv+gw>

-l
=Hun%+z(naﬂaw(kymﬁm

| i=ng ) r=ng \i=r+1

y(k+1)

Mk 1 k k
[ 1Ta ]+ 3 (1T a)) a0
| i=no ) r=ng \t=r+1

Portanto, a férmula vale para todo o dominio. Dessa forma, a equacao é a
solugao geral para equagoes de diferencas lineares de primeira ordem nao homogénea. E
interessante chamar a atencao para solugao geral, a qual é composta por uma parcela que
traz a solugao geral homogénea, mais uma outra parcela com a solucao particular que age

como um fator de corregao ligado ao caso nao homogéneo.

Observacao 3.2. Vale destacar que, na demonstracao da validade da equagao pelo

principio de inducao, utilizam-se implicitamente as seguintes relagoes:

k

[]aG)=1 e zk: a(i) =0.

i=k+1 i=k+1

Exemplo 3.16. A Progressao Aritmética (PA) é definida como uma sequéncia numérica
em que cada termo subsequente é obtido pela soma do termo anterior por uma constante

real, a qual recebe o nome de razao da progressao (p). A modelagem é dada por:

y(n+1)=y(n)+p, y(0) =yo, n>0epeR.

A PA é uma equacao de diferencas linear de primeira ordem nao homogénea, por isso,
podemos utilizar a equacao para encontrar sua solucao. Com base na modelagem da
PA, temos as igualdades: a(n) =1, g(n) =p, y(0) =yo (1° termo da PA) e ng =0

y(n)

Ll_n[oa( )] y0+;n:0 Lﬁla(l ] o)
i S]]

r=0 Li=r+1

n—1
— 1ny0 + Z 1n7r71p
r=0
n—1
=Yo+ ), P="Yo+np
r=0

A Progressao Aritmética é uma caso particular de equacao de diferencas linear de
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primeira ordem nao homogénea, com as fungoes a(n) e g(n) constantes. O presente
exemplo é importante, pois sempre que a fungao a(n) =1 e a g(n) for constante podemos

utilizar a solugao geral da Progressao Aritmética (ou termo geral), em vez da equacao .

Exemplo 3.17. Amortizacao é o processo pelo qual um empréstimo é pago através de
uma sequéncia de pagamentos periédicos, onde cada pagamento é parcialmente destinado
ao pagamento dos juros e parcialmente a redugao do saldo devedor. seja p(n) o saldo
devedor apés o n-ésimo pagamento g(n). Suponha que os juros sejam compostos & taxa

r por periodo de pagamento. A equacao de diferencas que descreve o saldo devedor é:
p(n+1) =p(n) +rp(n) —g(n) = (1 +r)p(n) -g(n), p(0)=po. (3.9)

A solucao para esse exemplo é obtida através da férmula . Sabemos que a(n) = 1+,

p(0) =pg e ng =0. Assim, p(n) é:

n-1 n-1[ n-1 n-1
p(n) =] +r)po->. l [](1+ T)]g(k) =(1+r)"po— > (1+ )" g(k).
i=0 k=0 Li=k+1 k=0

Essa ¢é a solucao para a equacao |3.9, ela serve para qualquer tipo de pagamento, seja
ele constante ou nao. Agora, vamos analisar para o caso dos pagamentos g(n) forem
constantes, com g(n) = C' a solugao fica:

p(n) = (1+7)po = [(L4 7)™ oot (L4 7) + 1]C = (L4 r)yrpy - S 7L

C,
ainda, se quisermos quitar o empréstimo exatamente apds n pagamentos, basta tomar

p(n) =0 e calcular o valor da parcela :

~(L+r)"por Por r

Ter)r-1 [Aer)r-1den) PTIo@er)

(3.10)

Essa deducao demonstra como equagoes de diferencas podem ser utilizadas para mode-
lar processos financeiros, permitindo prever o comportamento do saldo devedor ao longo

do tempo.

Exemplo 3.18. Para o caso numérico suponha que uma pessoa solicitou um empréstimo
de R$ 10.000, a uma taxa de juros mensal de 1,5% e que possui 12 meses para quitar, sem
periodo de caréncia. O solicitante do empréstimo quer saber: qual o valor da prestagao?
com tanto que seja constante. Com base no exemplo anterior, especificamente na equagao
3.10, precisamos encontrar o valor de C', além disso, sabemos que saldo devedor inicial

p(0) = pg = 10.000 reais, a uma taxa de juros mensal de r = 1,5%, durante n = 12 meses.
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Assim, o valor de C' é:

10.000- 0,015
o L —— ! - 10.000-0,091680 = R$ 916, 80.
I-(1+r)™ 1-(1+0,015)"12

Além disso, podemos definir o valor da prestacao como a soma do valor da amortizacao
e 0 juro

C=A(n)+r(n), (3.11)

como estamos no modelo de prestacao constante, o seu valor mensal sempre sera 916, 80
reais durante os 12 meses. Em contrapartida, o juros é calculado sob o saldo devedor do
meés anterior
1,5
r(n) = T p(n - 1),
por exemplo, no primeiro més o valor do juros é
r(1) = i—og p(0) = %‘3 10000 = 150,

conhecendo o valor da prestacao e do juros é possivel determinar a amortizacao que no
primeiro meés serd de A = C'—r = 916,80 — 150 = 766,80. Na tabela a seguir, é possivel

observar o saldo devedor de cada meés, depois de cada amortizagao.

Tabela 3.1: Saldo Devedor ao longo de um ano

Més (n) | Saldo (p(n)) | Amortizacao | Juros (r) | Prestagao (C)
0 10000,00 0,00 0,00 0,00
1 9233,20 766,80 150,00 916,80
2 8454,90 778,30 138,50 916,80
3 7664,92 789,98 126,82 916,80
4 6863,10 801,83 114,97 916,80
5 6049,24 813,85 102,95 916,80
6 0223,18 826,06 90,74 916,80
7 4384,73 838,45 78,35 916,80
8 3533,70 851,03 65,77 916,80
9 2669,90 863,79 53,01 916,80
10 1793,15 876,75 40,05 916,80
11 903,25 889,90 26,90 916,80
12 0,00 903,25 13,55 916,80

Fonte: Producao do Autor.

Essa tabela mostra também a dinamica do sistema de prestacao/pagamento constante
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(SPC), além de confirmar que o saldo devedor no 12° més é de fato 0.

3.3 Estudo Assintético das solucoes

O estudo assintético das solugoes de equacgoes de diferencas lineares de primeira or-
dem possui grande importancia para determinar o comportamento da solucao a longo
prazo. Um exemplo notavel é a modelagem do crescimento populacional; por meio dessas
equagoes, podemos analisar o comportamento da populacao e verificar se ela crescera sem
precedentes, permanecera estavel, ou se extinguira.

Essa andlise baseia-se em projecoes a partir de dados iniciais. No entanto, muitas vezes
é necessario adicionar variaveis externas como capacidade de suporte, taxa de natalidade
e fecundidade, ou considerar quaisquer outros fatores que possam perturbar o padrao da
projecao, o que de fato, nao é uma tarefa tao simples. Vale ressaltar que o estudo proposto

por essa se¢ao restringe-se as equagoes diferengas autonomas.

3.3.1 Pontos de Equilibrio

O principal conceito, ou melhor ferramenta, utilizado para o estudo assintético das
solugdes de equagodes de diferencas é o ponto fizo (y*), no escopo da teoria de equagao de
diferencas é também chamado de ponto de equilibrio. Dessa forma, como o préprio termo
sugere, ponto fixo é um ntumero real que é solucao constante para uma determinada
equacao de diferencas, além disso se a condigao inicial y(ng) for igual a este ponto (y*)
as evolugoes se tornam invariantes. Para ilustrar essa ideia, considere a seguinte equacao

de primeira ordem
y(n+1)=F(y(n)), n2ng e y(ng) =y" (3.12)

Em que a condicao inicial é o ponto fixo da fun¢ao F', em outras palavras F(y*) = y*.

Em posse disso, vamos calcular alguns valores da equacgao de diferenca dada

y(no) =y*
y(no+1) = F(y(no)) = F(y*) =y*
y(no+2)=F(y(no+1)) =y*

y(n+1)=y*, para todo n >ny.

Por este motivo, o ponto fixo recebe o nome de solugao constante. No mais, definamos

esses dois conceitos, isto €, ponto fixo e ponto de equilibrio.

Defini¢ao 3.8. Um ponto y*, no dominio de F', é chamado de ponto fixo se F(y*) = y*.
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Definicao 3.9. Um ponto y*, no dominio de F', é chamado de ponto de equilibrio da

equacao |3.12], se for um ponto fixo de F.

Exemplo 3.19. Considere a seguinte equacao de diferencas
y(n+1)=ay(n)+b, beR, a eR*ea+l.

Para encontrar o ponto de equilibrio da equacao acima devemos igualar todas as

variaveis dependentes a y*, ou seja, y* = y(n) = y(n + 1). Dessa forma,

b
1-a

y*=ay*+b implica que y*=

Esse exemplo nos fornece a forma geral de um ponto de equilibrio para equacoes de
diferengas lineares de primeira ordem nao homogénea com coeficientes constantes. Além
disso, um fato interessante no estudo assintético das solugoes, no caso homogéneo com

coeficientes constantes é que o Unico ponto de equilibrio é 0, pois se

y(n+1) = ay(n),
com a € R* e a # 1 entao
y* = ay”* o que implica em (1 -a)y* =0, ou melhor y* =0,

uma vez que a # 1. Porém, o que acontece se o coeficiente a for igual a um? tanto para

caso homogéneo e nao homogeneo. Vejamos,

yn+1)=y(n) e yn+1)=y(n)+b

Ao calcular o ponto de equilibrio, de ambas equagoes, encontramos que no caso ho-
mogéneo todo nimero real é ponto de equilibrio, pois y* = y*. Entretanto, para o caso
nao homogéneo, com as condi¢oes impostas, nao teremos pontos de equilibrio, visto que
y* =y* + b implicard b = 0, o que significa que a equacao é homogénea e isso contradiz a

definicao da equacao nao homogénea.

Proposicao 3.1. Seja a equagao y(n+1) =ay(n)+bcom beR, a e R* e a #+ 1 entdo o

ponto de equilibrio y* existe e é tinico.

Demonstracao: A existéncia foi apresentada pelo exemplo [3.19, em outras palavras, o
ponto de equilibrio sempre existe, uma vez que as condigoes impostas sejam cumpridas.

Dessa forma, vamos mostrar a unicidade, suponha que a equagao y(n +1) = ay(n) +b
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admite dois pontos de equilibrio, digamos y; e y3, como sao pontos de equilibrio ambos
devem satisfazer:

yi =ay; +b e ys =ay; +b

Subtraindo as duas equagoes encontramos o seguinte

ay; +b-(ay; +b) =y - y3
a(yi —y3) =vi - ¥3
a(y; —v3) - (i —y3) =0
(a-1)(yi -y3)=0

Donde discorre que a—1 =0 ou y; —y; = 0, mas por hipdtese a # 1, logo a—1 # 0 entao
nos resta y; —y5 =0, o que implica em y; = y;. Portanto, se as hipdteses desta proposicao
sao satisfeitas entao a equacao de diferencas linear de primeira ordem com coeficientes
constantes possui um tinico ponto de equilibrio. [

Apesar de nao ser o foco deste capitulo, é natural que o grau da equacgao de diferencas
com coeficientes constantes decida a quantidade méaxima de pontos de equilibrio, desde

que o grau seja maior que 1. Pois,

v*n+ k) + a1yt n+k-1)+ - +ay(n+1)+ag=0
(y ) +ap1 (v )+ +ay* +ag=0

P(y*)=0

Onde P(y*) é um polinémio de grau k em termos de y* com coeficientes sobre os reais,

portanto, possui no maximo k raizes, ou equivalentemente pontos de equilibrio.

3.3.2 Estabilidade e Atracao

Definicao 3.10. (Estabilidade) O ponto de equilibrio y* da equagao é estavel se,

dado € > 0, existir § > 0 tal que:
lyo —y*| <0 implica |F"™(yo) —y*| <e€
Para todo n > 0. Se y* nao for estavel, entao ele é chamado de instavel.

Em termos praticos, a definicao de estabilidade diz que um ponto de equilibrio y*
de uma equagao de diferencas y(n) = F"(yg) é estavel se as evolugoes que comecam
suficientemente préximas a y* permanecem proximas a este ponto por todo o tempo

subsequente (n > 0). Enquanto, com a Instabilidade, as evolugdes que comegam em
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uma vizinhanca arbitraria, por menor que seja, do ponto de equilibrio nao permanecem
proximas a ele; elas se afastam do ponto de equilibrio ao longo do tempo.

Para exemplificar o conceitos de estabilidade, serd abordados um exemplo. Em sua re-
solugao, faremos a andlise geométrica do problema, a qual permitira confirmar visualmente
o comportamento previsto pela definicao de estabilidade. Desta forma, o comportamento

da solucao sera validado por meio da demonstracao presente na resolucao exemplo.

Exemplo 3.20. Considere a equacao de diferencas

yr+1) = Sy(n).

Vamos determinar seu ponto de equilibrio y* o qual deve satisfaz a equagcao:

*

Y= §y* que implica em y* =0

Agora vamos verificar se o ponto de equilibrio encont%“ado é estavel. Para tanto, defina
1
y(n) = F(y(n—-1)) = F*(yo), por outro lado y(n) = (5) Yo, ao utilizarmos a férmula :

() =u() = (5)

Para verificar a estabilidade de y* = 0, tomemos € > 0 arbitrario e escolhamos 0 = €. Se

lyo — 0] < d, entao
1 n
|F"™(yo) - 0| = (5) lyo| < |yo| < d =€, para todo n > 0.

Portanto, y* = 0 é um ponto de equilibrio estavel. O Grafico|3.1|mostra as evolugoes da
equagcao de diferencas dada, quando a condicao inicial é 1. Ao analisar seu comportamento
¢ possivel inferir que a medida que o n cresce a solucao da equagao de diferengas se
aproxima do seu ponto de equilibrio, ou seja, do zero.

Outra definicao que iremos abordar no estudo das solugoes é a Atragao, a qual trard

o quanto um ponto de equilibrio é atrator.
Defini¢ao 3.11. (Atracao) O ponto y* é dito atrator se existir 7 > 0 tal que:
lvo —y*| <n implica lim y(n) = y*.

Se 1 = oo, entao y* é chamado de atrator global ou globalmente atrator.
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Figura 3.1: y(n) = (%)n com y(0) =yo = 1.

Fonte: Produgao do Autor.

Observagao 3.3. Afirmar que |yo — y*| < n é andlogo a dizer que yy € (y* = n,y* + 1), 0

qual é um intervalo centrado em y* com raio 7.

A definigao de atragao equivale a dizer que se a condicao inicial y(0) = yo estiver na
vizinhanga do ponto de equilibrio y*, definida pelo intervalo (y* —n,y* +7), e se isso for
suficiente para que as evolugoes convirjam para o ponto de equilibrio y* a medida que n
se torna arbitrariamente grande, entao y* é classificado como atrator.

Porém, se para n = oo, em outras palavras, se a condigao inicial yy pode ser qualquer
nimero no dominio e o ponto de equilibrio y* continuar sendo atrator, entao o concebemos
como atrator global. Para entender melhor a definicao e sua aplicacao faremos dois

exemplo, o objetivo é analisar quando o ponto fixo serd atraente e globalmente atraente.

Exemplo 3.21. Considere as seguintes equacoes, indique seu parecer quanto a atracgao:
2
yi(n+1)= 5y1(n) +3 e ya(n+1)=2y(n)+1, com y;(0) =132(0) = 2.

Ambas equagoes satisfazem as condigdes da proposigao [3.1], logo o ponto de equilibrio
destas existem e sao unicos. Dessa forma, os pontos de equilibrio sao y; = 5 para equacao
na variavel dependente y;, j4 para a equacao na varidvel dependente y, o ponto de

equilibrio é y5 = -1 .

2
Caso 1: y;(n+1) = gyl(n) + 3, com condi¢ao inicial y;(0) = 2.

2 n
A solucao para esta equagao é dada por y(n) = -3 (5) + 5, entao:

limy(n) = lim [—3 (%)n + 5] = 5=y
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Dessa forma, o ponto de equilibrio é atrator global. Vejamos esse comportamento
no Grafico vale ressaltar que os pontos em vermelho sao as evolugoes a partir da

condigao inicial y;(0) = 2, enquanto os pontos em azul representam as evolugoes a partir

de y1(0) = 8.

2
Figura 3.2: y(n+1) = gy(n) +3 com y1(0) =2 e y;(0) =8.

y(n)

— N W ke Ot Oy 1 00 ©

Fonte: Producao do Autor.

Apés visualizar o Grafico é possivel percerber que a medida que o n cresce
as evolugoes se aproximam cada vez mais da reta horizontal que presenta o ponto de
equilibrio. Ao pegar duas condigoes iniciais y;(0) = 2 e y1(0) = 8, uma maior que o ponto
de equilibrio e a outro menor, foi possivel perceber que graficamente que as evolugoes se
aproximam do estado de equilibrio independentemente da condicao inicial tomada. As-
sim, o grafico nos permite ter uma nogao intuitiva da solugao e, principalmente, do poder

de "succao” quando o ponto de equilibrio é atrator global.
Caso 2: ys(n) = 2y2(n) + 1, com condigao inicial y5(0) = 2

A solugao é dada por y(n) =3(2)" - 1, entao:
limy(n) =1lim[3(2)" - 1]

O limy(n) nao existe, a menos do caso em que y(0) = y* e, isso implica que y* nao é
atrator. Dessa forma, temos que y; = —1 nao é atrator.

Agora, vamos observar o comportamento no Gréfico [3.3] destaca-se que os pontos em
vermelho sdo as evolugoes a partir da condic@o inicial y2(0) = 2, enquanto os pontos em

azul representam as evolugoes a partir de y2(0) = —4.
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Figura 3.3: ya(n+1) =2y2(n) + 1 com 32(0) =2 e y2(0) = —4.
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Fonte: Producao do Autor.

Ap6s visualizar o Grafico (3.3, é possivel percerber que a medida que o n cresce as
evolugoes se afastam cada vez mais da reta horizontal que presenta o ponto de equilibrio.
Neste caso o ponto de equilibrio nao possui nenhuma atracao, graficamente isso ¢ justifi-

cado pelo afastamento das evolugoes a medida que o tempo cresce.

E sempre proveitoso estabelecer condigoes que possibilitem inferir quando um ponto
de equilibrio ¢ atrator ou nao. Por esse angulo, abordaremos o Teorema abaixo, o qual

estabelece tais condigoes que nos auxiliara no estudo da atracao.

Teorema 3.1. Para qualquer equacao de diferengas da forma y(n + 1) = ay(n) + b, com
a, be R e a# 0, considere y* sendo seu ponto de equilibrio (caso exista). As seguintes

afirmagoes sao verdadeiras:

i. Se|a| <1, entao y* é atrator global.

ii. Se |a| > 1, entao y* nado existe ou é nao atrator.

Demonstracao: Considere a seguinte equacao

y(n+1)=ay(n)+0b, com y(0) = y.

A solugao é dada por

1-am

y(n) =a™yo + b( . ) =a"(yo-y*)+vy*, desde que y* = b
-a

1-

S

Observe que limy(n) = y*, sempre que |a| < 1, logo y* é atrator global. Por outro
lado, o limy(n) ”explode”ou nao existe, se |a| > 1, portanto o y* nao é atrator. Nos resta

analisar o caso em que |a| = 1, ou melhor, a =1 ou a = -1.
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Caso homogéneo: Temos as seguintes equacoes
y(n+1) =y(n) e y(n+1) = -y(n).

A primeira equacao é constante, em outras palavras, admite qualquer nimero real
como ponto de equilibrio, no entanto, isso nao garante atracao por menor que seja a
vizinhaga em torno do ponto de equilibrio estudado. Para segunda equagao ¢ alternada,
cuja solugao é dada por y(n) = (-1)"yo e o unico ponto de equilibrio é y* = 0, porém o

limy(n) nao existe, a menos que yo = 0. Dessa forma, y* nao é atrator.
) )

Caso nao homogéneo: As equagoes sao y(n+1)=y(n)+bey(n+1)=-y(n)+b

A primeira equagao ja foi comentada anteriormente que o ponto de equilibrio nao
existe, assim, nao ¢ possivel analisar a atracao. Em contrapartida, a segunda equagao
possui y* = £ e solugdo y(n) = (-1)"(yo—y*) +y*, entretanto, o limy(n) ndo existe, exceto
para o caso Yo = y*, logo y* nao é atrator. Com isso, acabamos de demonstrar a validade

do Teorema. m

O Teorema [3.1| apresenta um padrao intimo as equacao de diferencas lineares de pri-
meira ordem com coeficientes constantes, pois a partir da constante real a é possivel con-
cluir se o ponto de equilibrio é atrator global ou nao. Dessa forma, o ponto de equilibrio,
quando existir, atraira todos os pontos ou nao nenhum, isto é, nao existe um raio 7 finito,

sempre sera os extremos ou atrai tudo ou nao atrai nada.

Definicao 3.12. Se o ponto de equilibrio y* for estavel e atrator entao este é assintotica-
mente estavel. Se y* for estavel e atrator global entao este é globalmente assintoticamente

estavel.

O exemplo desta se¢ao abordar uma equagao com ponto de equilibrio y* = 0 que
é estavel e atrator global, portanto é globalmente assintoticamente estavel. Mais a frente

vamos abordar critérios para determinar a estabilidade assintética.

Teorema 3.2. Seja y* um ponto de equilibrio da equagao de diferengas y(n+1) = F(y(n))

onde F € C'' em uma vizinhaga de y*. Entao as seguintes afirmacgoes sao verdadeiras:
i. Se |F'(y*)| <1, entdo y* é assintoticamente estével.
ii. Se |F'(y*)| > 1 entao é instavel.

Demonstracao: i) Suponha que |F'(y*)| < M < 1. Entao existe um intervalo J =
(y* = v,y* +7) contendo y* tal que |F’(y)| < M <1 para todo y € J. Pois, caso contrério,

para cada intervalo aberto I,, = (y* - £, y* + ) (para n grande), existiria um ponto y, € I,
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tal que |F'(y,)| > M. Como n — oo, y, — y*. Uma vez que F’ é uma fungdo continua,
segue que

Tim F'(yn) = F'(y").

Consequentemente,

M <lim [F"(yn)| = [F'(y")| < M,

O que é uma contradicao. Isto prova nossa afirmacao. Para yy € J, temos
ly(1) —y*| = [F(yo) - F(y™)l.
Pelo Teorema do Valor Médio, existe £ entre yy e y* tal que

[F(yo) = F'(y™)| = [F"(E)llyo - 7

Assim,
[F'(yo) = y*| < Mlyo - y*].
Portanto,
ly(1) —y*[ < Mlyo - y*|. (3.13)

Como M < 1, a desigualdade mostra que y(1) estd mais proximo de y* do que yp.

Consequentemente, y(1) € J. Por indugao, concluimos que
ly(n) =y < M"[yo - y7|.

Sabendo que M™ < 1 e para € > 0, seja 0 = min{~,e}. Assim, |yo — y*| < ¢ implica
que |y(n) - y*| < € para todo n > 0. Esta conclusao sugere estabilidade. Além disso,
lim |y(n) — y*| = 0, e assim limy(n) = y*; concluimos a estabilidade assintética. O item ii

segue de maneira andloga e, por este motivo nao sera apresentada. [

Exemplo 3.22. A partir do Teorema[3.2 determine se as equagoes a seguir sdo assintética

estaveis
i y(n+1)=5y(n) +20

i. y(n+1)=my(n)->5

200

A primeira equagao tem o seguinte ponto de equilfbrio y* = ==, o qual é caracterizado

por assintoticamente estavel, pois

F(y(n)) = 1) + 20,
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assim, F'(y*) = % < 1. Em contrapartida, o ponto de equilibrio y* = % da segunda

equacao é instavel, uma vez que, F'(y*) = > 1.

O Teorema3.2]apresenta dois casos com extremos opostos, a partir da derivada |F’(y*)|
quando é maior ou menor que 1, mas o que acontece se |F’/(y*)| = 17 Esse é o caso
conhecido como nao hiperbdlico e para responder a pergunta almejada vejamos o Teorema

subsequente.

Teorema 3.3. Suponha que, para um ponto de equilibrio y* de y(n +1) = F(y(n)),

F'(y*) = 1. As seguintes afirmagoes sao validas
i. Se F"(y*) # 0, entdo y* ¢ instavel.
ii. Se F"(y*)=0e F"(y*) >0, entdo y* é instdvel.
iii. Se F""(y*)=0e F"(y*) <0, entdao y* é assintoticamente estédvel.

Demonstracao: i) Se F”(y*) # 0 entao F”(y*) <0 ou F”(y*) > 0. Com base na férmula
de taylor infinitesimal, temos que em [ = (y* —,y* + &) trés vezes derivavel em y* € I.

Entao para todo h tal que y* — h € I, tem-se

F"(y*)h2

F(y*+h)=F(y)+F'(y")h+ 5 +r(h),
onde,
. r(h)
b=z =0

observe que podemos tomar h =y —y*, quando h - 0 entao y — y*. Assim,

F"(y*)(y —y*)?
2

Fly)=Fy)+F'(y)y-v)+ +r(y-y*),

em que,
tim TW=Y)
v=v* (Y —y*)?
Além disso, sabemos que F(y*) = y* e F/(y*) = 1, com isso, a féormula de taylor
infinitesimal resulta em
F'(y*)(y-y*)°
2

Fly)-y"=(y-y")+ +r(y-y").
Se y — y*, independentemente se pela direita ou esquerda, entao (y —y*)? > 0, por
hipétese F”(y*) > 0 e r(y —y*) = 0, entao F(y) —y* > y — y*, as iteragoes divergem

unilateralmente a direita.
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Se y — y*, independente do sinal de (y-y*), entdao (y—y*)? > 0, por hip6tese £ (y*) < 0
er(y—y*) — 0, entao F'(y)—y* < y—y*, as iteragoes divergem unilateralmente & esquerda.
Para ambos os casos as iteragoes estao se afastando do ponto de equilibrio, portanto é

instavel.

ii) Na demonstracao do primeiro item usamos a férmula de taylor até a derivada de
segunda ordem, no entanto, para demonstracao do item ii e iii usaremos a expansao até
a derivada de ordem 3, vejamos

Ery )y -y)?  F(y)(y-y)°
2 6

Fly)=Fy)+F'(y)(y-v)+ +7(y-y*),
em que,

ry-v) _,

lim
v (y-y*)?

Substituindo F'(y*) =y*, F'(y*) =1e F"(y*) =0, teremos a seguinte igualdade

F"(y* ) (y —y*)?
6

Fly) -y =W-y")+ +7(y-y").
Se y — y** entao y—y* >0, o que implica que (y—y*)? > 0, por hipitese F"'(y*) >0 e
r(y —y*) — 0. Dessa forma, F(y) —y* >y —y* >0, isto é, a evolugao estd mais distantes

do ponto de equilibrio y*, logo este é instavel.

Se y - y*~ entdao y — y* <0, o que resulta em (y —y*)? <0, por hipétese F"'(y*) >0 e
r(y—y*) = 0. Dessa forma, F(y) - y* <y -y* <0, ou seja, a evolugao estd se afastando
do ponto de equilibrio y*, assim, y* é instavel. Portanto, sob as condicoes deste item o

ponto de equilibrio é, de fato, instavel.
iii) Com base na mesma férmula de taylor do item anterior, provemos o item iii

Se y - y** entdo y—y* >0, o que implica que (y—y*)3 >0, por hipdtese F"'(y*) <0 e
r(y—y*) = 0. Dessa forma, F'(y) —y* <0, isto é, F(y) <y*, F(y) estd convergindo para

o ponto de equilibrio a esquerda, Logo é assintéticamente estavel.

Se y - y*~ entao y —y* <0, o que implica que (y—y*)3 <0, por hipdtese F"'(y*) <0 e
r(y—y*) - 0. Dessa forma, F(y) —y* > 0, ou melhor, F(y) > y*, F(y) estd convergindo
para o ponto de equilibrio a direita, Logo ¢ assintéticamente estavel. Portanto, o item iii

é valido, assim, estd demonstrado o presente Teorema. ]

Acabamos de tratar de um resultado que abrange o caso quando F’(y*) = 1, mais
adiante abordaremos o tltimo caso F’(y*) = —1. Para tanto, é imperioso que definamos a

Derivada Schwarziana da fungao F.
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Definicao 3.13. A derivada schwarziana da funcao F' é dada por

_Fy) 3[Fw)])
50 -3 7

Se impormos a condigao F'(y*) = -1, agao necessaria para analisar o presente caso, a

derivada schwarziana da funcao F' sera

SF(y) =~F"(4) - S| F"(s)] (3.1

Usaremos a relagao para demonstrar a validade do Teorema[3.4] que discorre sobre
os critérios utilizados para determinar a estabilidade assintética do ponto de equilibrio
quando F’(y*) = -1.

Teorema 3.4. Suponha que, para o ponto de equilibrio y* de y(n +1) = F(y(n)) e

F'(y*) = —1. As seguintes afirmagoes sao verdadeiras
i. Se SF(y*) <0, entao y* é assintoticamente estével.
ii. Se SF(y*) >0, entao y* é instavel.

Demonstragao: i) Considere y(n + 1) = g(y(n)), onde g(y) = F2?(y) = F(F(y)), é
importante que nao esquegamos que F(y*) = y* e F'(y*) = —1, pois usaremos de forma

natural essas informagoes. Observe que a primeira derivada de g em relacao a y é
g'(y) = F'(F(y))F'(y) o que implica em ¢'(y*) = F'(F(y"))F'(y*) = [F'(y")]" = 1.

Dessa forma, como ¢'(y*) = 1 podemos usar o resultado do Teorema para isso,
precisamos determinar as derivadas de segunda e terceira ordem da g. A segunda derivada

de g em relacao a y é dada por

9" (y) = F"(F) F () F'(y) + F'(F(y)) F" (y).

Logo,

9" (") = F"(F(y ) F (v ) F'(y") + F'(F(y") F" (y)
= F'(y ) F'(y ) F'(y") + F'(y") F"(y")
— Fll(y*) _ Fll(y*) — O

Como ¢"(y*) = 0, pelo Teorema anterior o sinal da terceira derivada decidird se o

ponto de equilibrio é assintoticamente estavel ou nao. Assim, vejamos a terceira derivada
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de g em relacao a y:

9" () = P (F@)F ()F ()] + 28" (F(y) F'(5) F"(5) + " (F(5) F'(5) " (3)
+ F'(F(y) " (3)

Dessa forma,

9" (y*) = F"(F(y" ) F'(y* ) [F'(y*) P+ 2F" (F(y* ) F'(y*" ) F" (y*)
PUE)E )P ) + FEG))E" ()

9" (y) = =F"(y*) = 2[F"(y")] - [F"(y")] - F"(y")
= —2F"(y*) - 3[F"(y*)]* =2SF(y*) (observe a relacio

Sob posse das derivadas da funcao ¢, facamos a expancao utilizando a férmula de

taylor infinitesimal em torno de y*. Com efeito,

y*)(y—y*)?’

5 +1r(y-y*),

9y) =9 )+ W) y-v)+g" +9"(

(Y -y)?
(v*) 5
em que,

lim T
v=u (Y —y*)

Assim, como g(y*) =vy*, ¢'(y*) =1, ¢"(y*) =0 e g"(y*) =2SF(y*)

SF(y*)(y-y*)

3 +7r(y-y").

9(y) -y =(y-y*)+

No Teorema mostramos que a estabilidade assintotica sera decidida pelo sinal da
derivada de terceira ordem, a qual coincide com o sinal da derivada schwarziana de F' para
0 nosso caso, pois g"”'(y*) = 2SF(y*). Portanto, com base no Teorema aludido podemos
concluir que, se SF(y*) <0 entao y* é assintoticamente estavel, enquanto, se SF'(y*) >0

entao y* ¢ instavel. ]

3.3.3 Pontos e Ciclos Periodicos

Até o momento, observamos que nas equacoes lineares de primeira ordem, o compor-
tamento assintotico é determinado unicamente pelo coeficiente a. No entanto, ao lidarmos
com equagoes nao lineares do tipo y(n+ 1) = F(y(n),u), onde u é um parametro de con-

trole, o sistema pode sofrer mudancas qualitativas drasticas em sua estrutura de equilibrio.
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Essas mudancas sao denominadas bifurcagoes.
Definicao 3.14. Seja p um ponto no dominio de y(n+ 1) = F(y(n)). Entao,
i. p é chamado de ponto periddico de F(y(n)), se para algum inteiro positivo k, F*(p) =
p. Portanto, um ponto de equilibrio se for um ponto fixo de F*, isto é, se for um
ponto de equilibrio da equagao de diferencas y(n+1) = F¥(y(n)). Chamamos de k-

ciclo da drbita periodica de p, dada por O(p) = {p, F(p), F*(p), F3(p),..., F*(p)}.

ii. p é eventualmente k-periddico se, para algum inteiro positivo m, F™(p) for um

ponto k-periédico. Isto é, p é eventualmente k—periddico se F™%(p) = F™(p).
Definicao 3.15. Seja p um ponto k—periodico de F. Entao p é
i. Estdvel se for um ponto de equilibrio estdvel de F*.
ii. Assintoticamente estdvel se for um ponto de equilibrio estdvel de F*.
iii. Instdvel se for um ponto de equilibrio instével de F*.

Teorema 3.5. Seja O(p) = {p = y(0),y(1),...,y(k - 1)} um k-ciclo de uma fungao

continuamente diferenciavel de F. Entao as seguintes afirmagoes sao validas
i. O k—ciclo O(p) é assintoticamente estével se
[E'(y(0)) F'(y(1)) ... F'(y(k - 1)) < 1.
ii. O k-ciclo O(p) é instavel se
[E"(y(0))F'(y(1)) ... F'(y(k - 1))[ > L.
Demonstragao: Defina a seguinte relagao
y(i) = F'(p), com 0<i<k-1.
Além disso, a funcao

9(y) = F*(y) = F(F*'(y)), com yo = p,
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sendo p o seu ponto de equilibrio. Aplicando a regra da cadeia temos,

g = (F(F*1(p)))’
= F'(F*'(p))(F*'(p))" (use F*'(p) = F(F*?(p)))
= F'(F*(p))F'(F*(p))(F**(p))’

= F'(F* Y (p)F'(F*2(p)) ... F'(F(p)) F' (p),

utilizando a relagao definida y(i) = F%(p) e aplicando o y, na derivada da funcao g,

teremos

9'(yo) = F'(F* () F'(F*2(p)) ... F'(F(p)) F" (10)
= F'(y(k=1))F'(y(k =2)) ... F'(y(1)) F'(y0)
= F'(yo) F'(y(1)) .. F'(y(k = 2)) F'(y(k - 1)).

Pelo Teoremal3.2] podemos concluir que yo = p é assintoticamente estével se |g'(yo)| < 1,

no entanto, yo é instavel se |g'(yo)| > 1. Vale lembrar que,
9'(y0) = F'(yo) F'(y(1)) ... F"(y(k = 2)) F" (y(k = 1)).

Portanto, o Teorema esta demonstrado. ]

O estudo assintético proposto por este capitulo aplica-se a qualquer equacao de dife-
rencgas de primeira ordem, seja ela linear ou nao. De fato, o foco até aqui foram essas
equacoes, devido a facilidade de analisar o comportamento de suas solucoes. Todavia,
para a proxima secao trataremos de uma das equagoes mais importantes deste capitulo:

a Fquacao Logistica e as bifurcagoes, a qual adianto ser classificada como nao linear.

3.4 Equacao Logistica e Bifurcacoes

Uma vez apresentado o processo de discretizacao de modelos continuos (capitulo 2).

A equacao logistica discretizada é dada por

y(n+1) = py(n)[1-y(n)],

que surge da iteracao da funcao

Fu(y)=py(1-y), yel[0,1], n>0.
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3.4.1 Pontos de Equilibrio da Equacao Logistica
Para encontrar os pontos de equilibrio de F},(y) tomamos y = y* e F,(y*) = y*. Assim,
Fu(y*) =py*(1-y*) implicaem y*-(pu—1-py*)=0.

Dessa forma, podemos concluir que os pontos de equilibrio sao

-1
y*:Oouy*:'u—.
1

Em seguida, vamos analisar cada um desses pontos de equilibrio para inferir algo sobre

a estabilidade. Para tanto, usaremos os resultados da secao anterior para nos auxiliar.

Analise da estabilidade do ponto de equilibrio y* =0

F.(y) = p— 2yp aplicando o ponto de equilibrio y* =0, temos F}(0) = p.

Pelo Teorema [3.2] se 0 <yt <1 o ponto de equilibrio y* = 0 é assintoticamente estével,

porém se i > 1 o ponto de equilibrio serd instavel. Caso u =1, entao
F(0)=1e F{'(y) = 2u=-2%0.
Assim, pelo Teorema y* =0 é instavel.

-1
Analise da estabilidade do ponto de equilibrio y* = i
i

Vamos analisar o outro ponto de equilibrio y* = “74, com p # 1. Para que y* € (0,1] é

necessario que g > 1. Assim

/ :u_]- /J“_l
7 7

pelo Teorema o ponto y* é assintoticamente estavel se

-1<2-p <1 implica que 1<y < 3.

O ponto y* ¢é instavel se

|2 = p| > 1 implica que < 1 ou p > 3.

Se p =1 entdo y* é instdvel, pois F/(y) = F{'(y) = -2 # 0. Se pu = 3, pela derivada
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schwarziana teremos

SE(y) =~ F' () ~SLEL ()],

assim, aplicando ao nosso presente caso, obtemos

3 3
SE(y) = -5 [-2- 3] = -5 [-6]% = 54 < 0.

Portanto, pelo Teorema [3.4] o ponto de equilibrio é assintoticamente estavel. Aca-
bamos aqui de estudar a estabilidade dos pontos de equilibrio da primeira iteracao da
equagao Logistica, para prosseguirmos faremos a analise da segunda iteragao, ou melhor,

F2(y) e o seu 2-Ciclos.

3.4.2 Segunda Iteracao e o 2 - Ciclos da Equagao Logistica

Para encontrar a segunda iteragao da equacao Logistica e os seus 2-ciclos resolvemos

a equacao F2(y) = y.

Fu(Fu(y)) = Fu(py(1 - y)) implica que F;(y) = p*y(1-y) (1 - py(1-y)).
Assim,
Py(1-y)(1-py(1-y)) -y =0
pry = iy + iyt = Pyt Ry’ -yt -y = 0.
O qual podemos fatorar da seguinte forma,
y(p =1 - py)(p?y* = (B + )y + (p+1)) = 0.

Observer que y(p— 1 - py) gera os pontos de equilibrio da primeira iteracao, cuja a
analise ja foi executada. Em outras palavras, vamos concentrar a atengao nos valores
concebidos pela equagao p?y? — (u? + )y + (u+1) =0.

A equacao quadratica em questao pode ser resolvida pelos métodos tradicionais, os

quais resultaram nos seguintes pontos de equilibrio:

p+l+y/(p+1)(p-3)
24

p+l=+/(p+1)(p-3)
24

y(0) = y(1) =

Se 0 < 1 < 3 entao nao existe ponto 2-periddico, pois teriamos a raiz quadrada de um

numero negativo, ou seja, nao real. Agora o que acontece se y = 3?7 Bom, para esse caso
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teremos y(0) = y(1), pois

1+3 4
0)=——===y(1).
y(0) =55 =5=vD)
Aplicando isto a primeira derivada,
/ o , (4 4
F(y) = p—2yp implica que F3(y(0)) = Fy (6) =3-2-3- (6) =-1.

Dessa maneira, pela derivada schwarziana, com p =3, F}/(y) = -2u e F//"(y) = 0:

SE(y) = ~E/ () - S (FL ()

Logo, SF3(y(0)) = =54 < 0, assim, o Teorema nos garante que o ponto de equilibrio
é assintoticamente estavel. Em p = 3, ocorre uma bifurcacao de dobramento de periodo.
Embora o ponto fixo ainda seja assintoticamente estavel devido a derivada de Schwarz
negativa, para p > 3 ele perde a estabilidade em favor de um ciclo de periodo 2. Nos resta
analisar a estabilidade do 2-ciclo {y(0),y(1)} para x> 3, com base no Teorema[3.5 Note
que F/(y) = p—2yp. Assim,

Fi(y(0)) = u(1-2y(0)) e Fy(y(1))=p(l-2y(1)),
dessa forma,

|F(y(0)) - F/,(y(1))| < 1 implica em -1 < p?[1-2(y(0) +y(1)) +4y(0)y(1)] < 1,

pw+1

observe que y(0) +y(1) = e y(0)y(1) =

+1
a - Ou seja,
1

+1 +1
-1 <u2[1—2(ﬂ—)+4(ﬂ 5 )] <1 implica em 3 < p? = 2u < 5,
H H
separando em dois casos 3 < u? —2u e p? —2u < 5. Para primeira desigualdade obtemos
3<pu®—2u, assim, u<-1oup>3.
Por outro lado, a segunda desigualdade
p? =2 < 5 implica em 1 -v6 < < 1+V6,

juntando as duas informacoes 3 < < 1+ /6. Mas o que acontece se p =1+ /6?7

| (y(0))] = 1F(y(0)) - F(y(1))| = -1.
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Para o mapa logistico F,(y) = py(1 - y), a derivada de Schwarz é sempre negativa

para > 0.
_Ery) 3[EWT 3 -2 1. -6
SF.(y) = 1) —5[&@)] _0_§lu(1—2y)] RCEETER

Dessa forma, o 2-ciclo é atrator. Considerando p1 = 1 + /6, pode-se observar que
torna-se instével quando g > p11 = 1+ /6.

Poderiamos prosseguir analisando os ciclos subsequentes, como o 22-ciclo ou o 23-ciclo;
contudo, a medida que ocorre o dobramento de periodo, a complexidade algébrica para de-
terminar a estabilidade desses pontos aumenta exponencialmente. Nesse cenario, o uso de
ferramentas computacionais como o Python torna-se indispensavel para otimizar a analise
e visualizar a convergéncia do sistema. Com base na referéncia [5], a equacao logistica e
suas bifurcagoes exemplificam como sistemas simples podem exibir comportamentos ex-
tremamente complexos. O diagrama de bifurcacao revela visualmente a funcionalidade do
parametro pu, ele atua como um ’ajuste de controle’ que, ao ultrapassar valores criticos,

desencadeia o dobramento de ciclos até atingir o regime de caos deterministico.
Figura 3.4: Diagrama de Bifurcagoes (Mapa Logistico).

Diagrama de Bifurcagao - Mapa Logistico
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Fonte: Adaptado de Elaydi (2005, p.46-47).

Observa-se, portanto, que a teoria da estabilidade é o alicerce para compreender o
comportamento de longo prazo da equacao. Ela nos permite distinguir entre o equilibrio
estatico, a oscilacao periddica e a sensibilidade extrema as condigoes iniciais, carac-

teristicas que definem a transicao da ordem para o caos.



Capitulo 4

Equacoes de Diferencas Lineares de

Ordem Superior

O Capitulo 3 foi dedicado ao estudo das equagoes de diferencas lineares de primeira or-
dem, apresentando os principais conceitos e resultados que fundamentam sua andlise qua-
litativa. Neste capitulo, ampliaremos esse estudo para as equacoes de diferencas lineares
de ordem superior. A organizacao seguird, em linhas gerais, a mesma estrutura adotada
anteriormente, porém serao introduzidas novas ferramentas matematicas que desempe-
nham um papel fundamental na obtencao e na andlise de suas solugoes. As principais

referéncias utilizadas sao [5], [1], [10] e [8].

A forma geral de uma equagao de diferencas linear nao homogeénea de ordem £ é dada

por
y(n+k) +pi(n)y(n+k-1)+-+pp(n)y(n) = g(n). (4.1)

No caso particular em que o termo nao homogéneo ¢é identicamente nulo, obtém-se a

equacao de diferencas linear homogénea de ordem k:
y(n+k)+pi(n)y(n+k-1)+-+pp(n)y(n) =0. (4.2)

Em ambas as equacoes, as fungoes p;(n), parai=1,... k, e g(n) sdo reais e definidas
para todo n > ng, admitindo-se ainda que pi(n) # 0, n > ng. Observe que a equagao é

homogénea se, e somente se, g(n) = 0; caso contrario, ela é denominada nao homogénea.

Além disso, isolando o termo de maior indice, a equacao pode ser reescrita na

forma de recorréncia

y(n+k) = =pr(n)y(n+k-1) = =pr(n)y(n) + g(n), (4.3)

79
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o que evidencia que cada termo da sequéncia é determinado pelos k termos anteriores e
pelo termo nao homogéneo g(n).

A forma de recorréncial4d.3|evidencia a relagao entre a ordem da equagao e a quantidade
de condigoes iniciais necessarias para determinar sua solucao. De fato, uma equacao de
diferencas linear de ordem k requer o conhecimento de k condigoes iniciais para que
todos os termos da sequéncia possam ser obtidos recursivamente. Em outras palavras,

conhecendo-se os valores

y(no), y(no+1), ..., y(ng+k-1),

a equacao [4.3| permite calcular sucessivamente os demais termos da solucao. Nesse caso,
diz-se que a equacgao estd associada a um problema de valor inicial (PVI). A ideia é

ilustrada no exemplo a seguir.

Exemplo 4.1. Considere a equagao y(n +2) — 2"y(n + 1) + 5y(n) = cos (%), com as
seguintes condigoes iniciais y(1) = 0 e y(2) = 1. Vamos determinar os termos de y(3) a

y(5). O primeiro passo é isolar o termo de maior ordem, logo:

y(n+2)=2"y(n+1)-5y(n) +cos(n77r).

Sabemos que os dois primeiros sao y(1) = 0 e y(2) = 1, entao encontrar os termos de

y(3) a y(5), basta variar o n. Assim,

y(3)zy(1+2):21y(2)—5y(1)+cos(g):2-1—5-0+0:2.
y(4) =y(2+2) =2%y(3) - 5y(2) +cos(m) =4-2-5-1-1=2.

y(5):y(3+2):23y(4)—5y(3)+cos(3§):8-2—5-2—0:6.

Portanto, y(3) = 2, y(4) = 2 a y(5) = 6. Da mesma forma, como calculamos estes
termos, podemos prosseguir e encontrar termos quaisquer, porém ¢é notavel que seria uma

tarefa desafiadora para fazer o mesmo para uma quantidade maior.

Para contornar essa limitacao, é preciso encontrar a solugao da equacao |4.3, pois
através dela podemos calcular o valor de qualquer termo, uma vez que, estaremos sob
posse do que é necessario para encontra-los. No entanto, encontrar uma forma analitica da
solucao para equagoes de diferencas de ordem k, para k suficientemente grande, nao é algo
simples de executar, a menos que as fungdes coeficientes p;(n) em sejam constantes.

De antemao, definamos o que é a solucao de uma equagao diferenca de ordem k.

Definigao 4.1. A sequéncia {y(n)}nez, é solucao de [4.3|se a satisfaz.
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Exemplo 4.2. Mostraremos que a sequéncia y(n) = 2" satisfaz a equagao
y(n+3)-Ty(n+1)+6y(n) =0.
Substituindo 2" na equacao
3 _7.9mtl 162" =8.2" —14.2" +6-2" = (.

A solucao de uma equacao de diferencas pode nao ser unica, isto é, mais de uma
sequéncia pode satisfazer uma determinada equacao de diferengas, por exemplo, a equacao
acima possui outra sequéncia como solugao: y(n) = 1. Nao obstante, quando é fornecido
as condigoes iniciais a situagao muda de figura, visto que, agora, teremos a solugao unica
para o PVI. Pois, condigoes iniciais diferentes geram conjunto de valores distintos, assim

como os problemas de valor inicial em EDQO’s. Nesse sentido, observe o exemplo,

Exemplo 4.3. considere a equacao y(n +2) = 2"y(n + 1) — 5y(n) + cos (g—ﬁ) com esses

dois pares de condigoes iniciais y(1) =0 e y(2) =1; y(1) =-2,5 e y(2) = -1

Figura 4.1: Poligonais a partir de condicoes iniciais diferentes.

a0 | 9(7)

-10 +

Fonte: Producao do Autor.

A poligonal em vermelho liga os pontos da equacao y(n +2) = 2"y(n+ 1) - 5y(n) +
nm .

cos (7) com y(1) =0 e y(2) = 1; enquanto a poligonal em azul une os pontos da mesma

equagao, porém com y(1) = -2,5 e y(2) = —1. Dessa forma, é possivel compreender

visualmente que, de fato, condigoes iniciais distintas formam um conjunto de valores

distintos. Essa ideia é reforgada pelo Teorema [4.1]
Teorema 4.1. Os problemas de valor inicial tém solugao tnica y(n).

Demonstragao: Por ser um PVI as k condigoes iniciais sdo conhecidas, digamos: y(i) =

a; € R, para todo ng <i<ng+k—1. Além disso, as funcoes p}s e g(n) sdo bem definidas
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no dominio, isso possibilita a construcao dos outros termos

y(no + k) = —p1(no)y(no + k= 1) = = pr(no)y(no) + g(no)
= —p1(no)an0+k—1 - —pk(no)ano +g(ng)

O calculo do préximo termo

y(no +k+1) = —pi(ng+ 1)y(no + k) — - = pe(ng + 1)y(no + 1) + g(ng + 1)
=-p1(ng + 1)angsr — - — pe(no + 1)an 41 + g(ng + 1)
= Ong+k+1-

Seguindo da mesma forma, podemos concluir que

y(n) =-pi(n-k)y(n-1) = —pr(n-k)y(n k) +g(n-k)
=-pr(n—kK)a,.1 - —pr(n=k)a,+g(n-k)

= ay,.

Isto é, a solugao existe e podemos determina-la por recorréncia, como feito anterior-
mente. Nos resta provar a unicidade da solugao, para tal intuito, definamos a seguinte
equacao z(n) = y1(n) —y=(n), onde y; e ys sd@o duas solugdes do PVI que compartilham

das mesmas condicoes iniciais, por suposicao. Dessa forma,

z(n) = y1(n) - y2(n)
=-pi(n=k)yi(n-1) = =pe(n-k)yi(n—k) +g(n-k)
—[-pi(n—k)ya(n 1) = —pe(n = k)y2(n - k) + g(n - k)]
=-pi(n=k)[yi(n-1) —y2(n-1)] == pr(n = k) [i(n - k) —y2(n-1)].

z(n-1) z(n-k)

Assim,
2(n) = —pi(n—k)z(n—1) = - p(n—k)z(n - k). (4.4)
Observe que,
2(no) = 41 (n0) = 12(n) =0, .., 2(ng + k- 1) = gy (no + k= 1) —yo(np + k= 1) = 0,

ou seja, z(m) =0, para todo ng < m <ng+ k-1, essas sdo nossas condigoes iniciais. Essa
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informagcao, com a abordagem recorréncial da equagao resulta em z(n) =0, para todo

n > ng. Pois,

z(no + k) = =p1(no)z(no + k= 1) = - = pr(no)z(no) = —=p1(no) - 0 =+ = p(no) - 0= 0.
z(ng+k+1)=-pi(ng+1)z(ng+k)—-—pr(ng+1)z(ng+1) =0.

z(n)=-p1(n-k)z(n-1) = —pr(n-k)z(n-k) =0.

Dessa forma, y;(n) —y2(n) = 0, para todo n > ng, assim, y;(n) = y2(n). Portanto, a

solucgao existe e é unica. [ ]

Definicao 4.2. Um conjunto de k solugoes linearmente independentes de ¢ chamado

de conjunto fundamental de solugdes.

Para auxiliar na verificagao da independéncia linear das solugoes usaremos o analogo
discreto do Wronskiano, o Casoratiano. Assim, como no estudo de equagoes diferenciais
ordinarias, com base nas derivadas, o Casoratiano é o resultado obtido no calculo do

determinante da matriz de casorati, a qual é formada pelas evolugoes das suas solugoes.

Definigao 4.3. O Casoratiano W (n) das solugoes y;(n),y2(n),...,y-(n) é dado por:

y1(n) Yo (n) . yn(n)
W (n) = det yi(n+1) ya(n+1) ... yu(n+1)
yi(n+r=1) yon+r-1) ... yo(n+r-1) .

Exemplo 4.4. Considere a equacao de diferencas y(n +3) — 7Ty(n+ 1) + 6y(n) = 0. As
seguintes sequéncias 1,(-3)" e 2" sdo solugoes da equacao. Encontre o Casoratiano das

sequéncias.

1 (=3)» 2n

W(n)=det|1 (-3)»+1 2n+

1 (=3)m2 2n+2
(=3)n+1 2n+l on+1 1 (=3)n!
(-3)n+2  gn+2 1 (=3)n+2
_ (_3)n+12n+2 . (_3)n+22n+1 _ (_3)n2n+2 + (_3)n2n+1 + (_3)n+22n . (_3)n+12n
=-12(-3)"2" - 18(-3)"2" - 4(-3)"2" + 2(-3)"2" + 9(-3)"2" + 3(-3)"2"
= -20(=-3)"2" = (-1)"*'.20-6".

= +2"

- (-3

1
1

2n+2
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E natural que nos questionemos, como calcular o casoratiano W(n) ajuda a deter-
minar se uma conjunto de solugoes sao linearmente independente? Bom, para responder
essa questao precisaremos tratar de alguns resultados, como a férmula de Abel e outros

resultados.

Lema 4.1 (Lema de Abel). Sejam y;(n),...,yp(n) solugoes de e seja W(n) seu

Casoratiano. Entao, para n > ng:

) = (10 (T 20w (1.5

1=ng

Demonstracao: Sejam y;(n),...,yx(n) solugdes de
y(n+k)+py(n+k—-1)+---+pry(n) =0.

O casoratiano W (n + 1) delas é dado por

yi(n+1) yo(n+1) ... ye(n+1)
W(n+1) = det yi(n+2) yp(n+2) ... y(n+2)
yi(n+k) yain+k) ... y(n+k) .

Podemos estabeler a relagao de recorréncia, para substituir a dltima linha
yi(n+k) ==[pr(n)y(n+k-1)+-+peay(n+1)] - pryi(n). (4.6)

Denote por L; = —[p1(n)y;(n+ k- 1) + -+ + pp_1y;(n + 1)], ou seja, uma forma quase

linear das evolugoes de y;(n). Dessa forma,

yi(n+1)  pp(n+1) .. y(n+1)
yi(n+2) y(n+2) .. y(n+2)
W(n+1)=det : : . :
yi(n+k-1) ya(n+k-1) - y(n+k-1)
Ly —peyr(n) Ly —prya(n) ... Li - pryr(n)
yi(n+1) yo(n+1) ... y(n+1)
y1(n+2) y2(n+2) ... y(n+2)
= det : : . :
yi(n+k-1) yo(n+k-1) - y(n+k-1)
—pry1(n) “pry2(n) . —pryk(n)
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yi(n+1) ya(n+1) ... ye(n+1)
Wna ) —det| 1042 1(42) e |
yl(.n) yz(.n) o ykén)
n(n) () o w(n)
et yl(n.+2) yQ(n.+2) yk(n.+2) () (<))
yl(n.+1) yQ(n.Jrl) yk(n.+1)

= —pe(n) (-1)W (n).

Portanto, W(n + 1) = (-1)*px(n)W(n), nada mais que uma equacao de diferengas

linear de primeira ordem homogénea. Logo, a solugao é

W(n) = [’ﬁ(—l)’ﬂpm)] W () = (1)) T (i)W ().

i=ng i=ng

[ ]
Observe que durante a demonstracao do Lema anterior tratamos do caso geral ho-
mogéneo com as funcdes p;s nao necessariamente constantes. Porém, para esse caso

teremos a seguinte igualdade

n-1

) = | L0 ) = ot
i=ng

Em consequéncia da féormula de Abel abordaremos o Corolario 4.1 que mais tarde

servird de critério para verificacao de independéncia linear.

Corolario 4.1. Suponha que pi(n) # 0 para todo n > ng. O casoratiano W(n) # 0 para

todo n > ng se, e somente se, W(ng) 0.

Demonstracao: Pelo Lema de Abel, o Casoratiano é dado por

n—1

W) = e (T 2w (1)
1=ng

Por hipétese, Pi(n) # 0, logo o produtério acima nunca serd zero. Assim, W(n) # 0

se, e somente se, W(ng) # 0. Se W(ng) = 0, entdo W(n) serd identicamente nulo para

todo n > nyg. [

Como mencionado anteriormente, o objetivo é tratar de resultados que nos ajudem
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a indicar a independéncia linear, por meio do casoratiano W (n). Para entender melhor,

considere a combinacao linear
a1y (n) + agya(n) + -+ apye(n) =0,  Vn >ng.
Podemos gerar um sistema de equacoes deslocando n:

ary1(n+1)+ayo(n+1)+- +apyp(n+1) =0

ary1(n+2) +agyo(n+2) +- + apyp(n+2) =0

ayi(n+k-1)+agya(n+k-1)+--+apye(n+k-1) =0,

esse conjunto pode ser transcrito na forma matricial como Y (n)V =0, onde:

yi(n) Yy2(n) e Yx(n) a1
Y (n) = yl(n'+ 1) yg(n.+ 1) yk(n‘+ 1) - a'g
yi(n+k-1) yo(n+k-1) ... y(n+k-1) a

Observe que W(n) = detY (n), sendo Y (n) é a matriz de casorati. Dessa igualdade,
teremos V = 0 apenas quando a matriz de casorati for invertivel e, uma vez invertivel,

teremos o W(n) =det Y (n) # 0, para todo n > ny.

Teorema 4.2. O conjunto de solugdes {y1, 4, ...,yx} é um conjunto fundamental se, e

somente se, para algum ng € Z*, o Casoratiano W(ng) # 0.

Demonstragao: =) Se y1(n),y2(n),...,yx(n) sdo solugoes fundamentais entao sao

linearmente independente para qualquer que seja n a partir de ng. Assim,

yi(n) y2(n) .. yr(n)
Y (n) = yl(n.+ 1) yg(n.+ 1) yk(n'+ 1) P
yi(n+k) yo(n+k) ... ye(n+k)

kxk

Observe que Y'(n) é invertivel, pois y/s sao LI para todo n > ny. Isso significa que o

W(n) =detY(n) # 0 para todo n > ng. Dessa forma, de fato, existe ng tal que W(ng) # 0.

<—) Suponha que exista ng € Z, tal que W(ng) # 0, o que implica em det Y (ng) # 0,

logo Y (ng) é invertivel. Note que, se para c.s € R, a independéncia linear ocorrer

cyr(n) + caye(n) + -+ + cpyr(n) = 0, para todo n > ny.
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Em particular para n =ng,ng+1,...,n0+ k-1, entao
0 c1

Y(no)V = 0 , com V = 0'2

0 o

Como a matriz Y (ng) é invertivel, entao a unica solugao é V = 0. Pois,

0 0
Y (no)V =| |, implica que V =Y ' (ng)| | =

0 0 0

Logo, as solugoes y1(n),ya(n),...,yx(n) sao linearmente independentes e, portanto,
formam um conjunto fundamental de solugdes. ]

Exemplo 4.5. Verifiquemos se {n,2"} sao solugdes fundamentais da equagao

2n
y(n) =0.

y(n+2)—?;;l+12y(n+1)+n_

Calculamos o Casoratiano W (n)

n AL
W(n) = det :
n+1 2n+l

Escolhendo n = 2 para evitar indeterminacao no coeficiente:
2 4
W(2) = det - =(2-8)-(4-3)=16-12=4+0.
Portanto, as solugoes sao linearmente independentes e formam um conjunto funda-

mental de solucoes.

O principio da superposi¢ao também é valido para equacoes de diferencas de ordem su-
perior, através dele e da independéncia linear definiremos a solugao geral dessas equagoes.

Para tal finalidade, vejamos a Teorema {4.3

Teorema 4.3 (Principio da Superposi¢ao). Se y1(n),ya(n), ..., yx(n) sao solugoes de 4.2

entao a combinagao linear

y(n) = aryr(n) + azya(n) + -+ aryp(n).
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Também é uma solucao de .2 para constantes reais quaisquer a;.

Demonstragao: Para demonstragao adotaremos a notacao de somatorio para a com-

binacao linear das solugoes:
k
y(n) = Zaz‘%(”)a
i=1

ao substituir essa relacao na equacao

yn+k)+pi(n)y(n+k-1)+-+pe(n)y(n) =0,

obtemos,

; ayi(n+k) +pi(n) ; ayi(n+k—=1)+-+pg(n) ;aiyi(n) (4.8)

Precisamos mostrar que o resultado da soma (4.8 é 0, para concluir que, de fato, a
combinagao linear das solucoes também ¢é solucao. Para isso, usaremos a hipétese de y;

ser solugao, entdo deve satisfazer a equagao [£.2] o que resulta na seguinte relagao
k
yr(n+k)+> pi(n)y,(n) =0, para todo 1 <r <k. (4.9)
i=1

Além disso, a relagao acima é invariante pelo produto com qualquer que seja a cons-
tante real. Assim, usando isso na soma [£.8] depois de organizé-la em rel¢ao ao indice da

constante a;, teremos

k k k

Zaiyi(n +k)+pi(n) Zaiyi(n +k—=1)++pp(n) Zaiyi(n)

i-1 i1 i1
=ay1(n+k)+agya(n+k)+-+apyr(n+k)

+pi(n)ayi(n+k=1)+pi(n)asys(n+k=1)+-+pr(n)agyr(n+k-1)

+pe(n)aryi(n) + pr(n)agyz(n) + -+ + pr(n)aryr(n)
=ai[yi(n+k) +pi(n)yi(n+k-1) + -+ pp(n)yi(n)]
tag[ya(n+ k) +pi(n)ya(n+k-1)+-+pr(n)yz2(n)]

+aplys(n+ k) +pr(n)ys(n+k=1) + -+ pr(n)yp(n)]

[y1<n+k>+zpi<n>y1<n>]+az ly2(”+k’)+zpi(n)yz(n)

i=1 i=1

+ay lyk(n +k)+ Zk;pl(n)yk(n)] =0.
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Pela relagao , certamente, podemos concluir que y(n) também define uma solucao

para a equacao 4.2l Portanto, o principio de superposicao estd demonstrado. [

Como mencionado anteriormente, defineremos do que se trata a solucao geral de uma

equacao de ordem superior homogénea.

Teorema 4.4. (Teorema Fundamental) Se py(n) # 0 para todo n > ng, entao a equagao

admite um conjunto fundamental de solugoes.

Demonstragao: Para demonstrar esse Teorema é preciso escolher as condigoes iniciais,

as quais defineremos para as k’s solugoes da seguinte forma
yi(ng+i-1) =1, para todo 1 <i<k.

As demais evolucoes consideraremos nulas. A escolha é feita, de forma proposital para

que o Casoratiano das evolugoes resulte em um valor diferente de 0. Vejamos,

y1(no) y2(n0) o yr(1o) 10
W (ng) = yl(”('ﬁl) yz(n(?+1) yk(n(?+1) :(.) 1
pi(n+k-1) y(n+k-1) ... y(n+k-1)] [0 0 ... 1

Dessa forma, podemos concluir que a equagao admite um conjunto fundamental de
solugoes, uma vez que o W(nyg) # 0. n
Observe que podemos definir outras condigoes iniciais de forma que o Casoratiano seja

nao nulo. Isso reforca a existéncia de mais conjuntos fundamentais de solucoes.

Defini¢ao 4.4. Seja {y1,...,yr} um conjunto fundamental de solugoes. A solugao geral

de .2 é dada por
k
y(n) = Zaz’yi(n)-
i1

em que os a,s sao constantes reais arbitrarias.

Teorema 4.5. O conjunto S de todas as solugoes de 4.2/ é um espaco vetorial.

Demonstragao: Usaremos aqui um dos atalhos conceituais, que a teoria da algebra
linear nos oferece: para provar que um conjunto é espaco vetorial, basta mostrar que
este é subespaco vetorial, ou seja, mostrar que o vetor nulo esta nele, que é fechado para
soma e para produto por escalar. A sequéncia y(n) =0 (vetor nulo) é solugao da equagao
[4.2] logo 0 € S. Demonstramos anteriormente que vale o principio da superposicao, dessa
forma, podemos concluir que S é fechado para soma e produto por escalar. Assim, S é

um subespaco vetorial e, portanto, um espagco vetorial. [
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4.1 Equacoes de Diferencas Escalares Lineares Ho-

mogeneas

Para esta segao iremos focar nossos estudos para equagoes de diferencas lineares ho-
mogéneas cujas as funcoes de coeficientes sao constantes. Para tal proposito, consideremos

a equacao de diferenca de ordem k&
ym+k)+pyn+k-1)+py(n+k—-2)+-+pry(n) =0, (4.10)

em que os pis sao constantes e, para garantir que a equacao acima seja de ordem k ¢

necessario e suficiente que py # 0.

Como estamos tratando da equacao homogénea podemos observar que a sequéncia
y(n) =0 é solugao da equagao m porém para encontrar o seu conjunto fundamental de
solugoes focaremos nas solugoes nao nulas. Para tanto, suponhamos que as solugoes do

tipo y(n) = A", onde A é um nimero complexo. Assim,

ym+k)+piyn+k-1)+py(n+k-2)+-+pry(n) =0
)\n+k+pl>\n+k—1 +p2>\"+k_2+"'+pk)\" =0

A (A4 pr AL 4 po A2 4y ) = 0,
como mencionado, solucoes nulas nao nos interessam, dessa forma a equagao resultara em

N DN o A2 e = 0. (4.11)

A equagao acima recebe o nome de equacgao caracteristica e as solugoes desta equagao
sao denominadas de raizes caracteristicas. Note que, como pg # 0, nenhuma das raizes
caracteristicas é igual 0. Mas, por qué? suponha por contradicao que A = 0 seja uma das

raizes da equagao caracteristica, dessa forma

Ok +p10k_1 +p20k_2 + .- +pk—10 + P = 0

pkzoa

contradicao, uma vez que, p, # 0 por definicao. De fato, podemos concluir que nenhuma

das raizes caracteristicas é 0.
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4.1.1 Solucao Geral

Para prosseguirmos com os nossos estudos analisaremos a forma da solucao geral da

equacao |4.10| a partir das relagoes entre as raizes caracteristicas.

Lema 4.2. (Determinante de Vandermonde) Se a

1 1 1
A Ao Nk
Yk =
MO

entao,

ye= [T (N-X).

1<i<j<k

Demonstragao: Vamos demonstra o Lema em questao por meio do principio de inducao

sobre k > 2. Para k = 2 a afirmagao é verdadeira, pois

1 1

=Xg— A = Ai—Ai).
A A 2 1 H (] )

1<i<j<2

Y2 =

Suponha por hipdtese de inducao que a afirmacao seja verdadeira para um certo k,

provemos para seu sucessor (k+1). Assim,

1 1 - 1 1
A A o AN A
Y1 = | : : :
R e
NN e

(k+1)x(k+1)

Vamos fazer a seguinte para cada linha L, com 2 < r < k faremos a substituigao
Mec1Lyp—1 — L. Assim,

1 1 1 1
Aks1 = A1 Ak+1 = Az S Ak = Ak Ak+1 = At
Yk+1 = : : : : :
At AT = AT A AT = AT e M TP - AT A NS - AR
M AT AT A AT AL e A T AR AT - A
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1 1 1
Aks1 = A1 Aisl = A2 Aka1 = Ak 0

Yk+1 = : : ) :
I U B VD VTV R WPV S U I
A AT AT AR A AR
1 1 1 1
(Aks1 = A1) (Aks1 — A2) (Ak+1 = Ag) 0
M2(Nr1 = A1) A 2N = A2) - A2 (Ngri—A) O
AN Mg = A1) AT Agrr = A2) o AP (A = A) 0

Aplicando a expansao de determinantes a partir da coluna (k+1) e pondo em evidéncia

os termos (A1 — A;), para 1 <i < k. teremos a seguinte igualdade

Yk+1 = H ()\k+1 - )\i)yk = H (>\k+1 - )\i) H (>\j - )\i) = H ()\j - )\i)>
1<i<k 1<i<k 1<i<j<k 1<i<j<k+1
portanto, a afirmacao é valida pelo principio de indugao. [
O Lema [4.2| nos auxiliara na demonstracao do Teorema [4.6 o qual vos fala da solucao

geral para as raizes caracteristicas distintas.

Teorema 4.6. Se as raizes caracteristicas Aj, Ao, ..., A\x sao distintas, entao o conjunto

{AT, AL, ..., A7} € um conjunto fundamental de solugoes.

Demonstragao: Para demonstrar o Teorema é suficiente que mostremos W (0) # 0. Note

que W(0) coincide com o determinante de Vandermonde, pois:

1 1 1
)\1 )\2 /\k

wo =1 = I =M
: : g : 1<i<j<k
)\lf_l )\15:—1 )\i—l

como as raizes caracteristicas sao distintas, isto é A\; # A; desde que j # 7 entao, de
fato, W(0) # 0. Dessa forma, {A}7,A},..., A} é um conjunto fundamental de solucdes,

consequentemente, a solugao geral de é

k
y(n) =Y a; A}, com ajs nimeros complexos. (4.12)
i=1
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Para o caso de raizes caracteristicas com multiplicidade nao necessariamente igual 1,

faremos uma abordagem por meio da relagao do operador avancgo
Bry(n) = y(n + k).
Assim, a equacao pode ser reescrita da seguinte forma

yn+k)+pyn+k-1)+py(n+k—-2)+-+pry(n) =0
EFfy(n) + prE¥'y(n) + p2 E* 2y (n) + -+ pry(n) = 0
(E* +pi E¥ 4+ po B* 2+ o+ pr ) y(n) = 0

h(E)y(n)=0 (4.13)

Sabemos que a solugao geral dependera da solugao da equagao h(A) =0 que nos dard
as raizes caracteristicas, nao necessariamente distintas. Dessa forma, suponha que as
raizes caracteristicas sejam A1, Ao, ..., A, com multiplicidade my, mo,...,m,. Neste caso,

a equacao [4.13| é equivalente a:
(E-X)™(E-=X)™(E-X\)"y(n)=0 (4.14)

Observe que se ¥q(n), Uy(n),...,¥,,,(n) sado solugoes de (E - \;)™iy(n) = 0 entao
estes também serao solucao de 4.14} pois

(E - Al)ml(E — )\2)m2(E — )\T)mT\Ifs(n)
(B = M) (B = Ag)™ (B = At )™ (E = Aot )™ (B — A )™ (E = \)™ Wy (n) = 0

=0

Uma vez capazes de encontra os conjuntos fundamentais de solucoes de cada um
desses fatores (E — \;)™iy(n) = 0, com 1 <7 < r, encontraremos o conjunto fundamental
de solugoes da equagao [4.14] por meio da uniao dos conjuntos fundamentais de solugoes
dos fatores expressados.

Teorema 4.7. O conjunto G; = {)\?,n)\?’l, @/\?*2, e WM)\?W”} é um

conjunto fundamental de solugoes de (E — \;)™iy(n) = 0.

Demonstragao: Para demonstrar o Teorema precisamos mostrar que o Casoratiano

W(0) # 0 e que, de fato, os elementos de G; sao solugoes da equacao

(E-X)™y(n)=0.
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Assim,

1 0 0
i 1
| e -
W(O) — >‘z 2)\1' - 2'3'(m7, - 2)' w0
At mi'_;l)\f”‘Q m

Nos resta mostrar que #%A?‘T é solucao de (E - X\;)™iy(n) =0, assim:

E A my n! ATL—T’ A'I’L—T E A my; n!
(_i)mi _i(_i)m
AT OGE - M)
n!
— )\’r'l,+m¢—1” E_ _[ m;
’ ( ) (n—-nr)lr!
n!
— )\’r'L+m¢—TAmi
‘ (n=r)lr!
=0.
Portanto, o conjunto em questao é um conjunto fundamental de solugoes. ]

O Teorema aborda um outro tipo de conjunto fundamental de solucoes de (4.14]),

o qual é aparentemente mais simples que o proposto anteriormente.

Teorema 4.8. O conjunto G; = {\I', nA?, n2\?, ... ,n™~1A\"} é um conjunto fundamental

de solugoes de [£.14]

Demonstracao: A demonstracao detalhada deste resultado pode ser consultada na re-
feréncia Luis (2006, p. 70 - 71). n

Nos dois ultimos teoremas encontramos conjuntos fundamentais de solugoes para o

fator (E—\;)™iy(n) =0, o préximo passo é determinar o conjunto fundamental de solugoes
da equacao (4.14), dessa forma emerge o Teorema [4.9]

Teorema 4.9. O conjunto

G = UG’H
i=1

é um conjunto fundamental de solugoes de [4.14]

~ . . , . .
Demonstracao: Sabemos que as funcoes dos conjuntos G'’s do Teorema sao solucoes

de Agora,
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1 0 ST | 0
A1 1 TR 1

W(O) = )\% 2)\1 )\2 2)\,« = H ()\] - )\Z)mjmz

1<i<j<k

M (k=DM e N (k= DA

kxk

Faremos a andlise semelhante ao Teorema das raizes distintas, observer que as raizes
A; # A; sempre que j # ¢, dessa forma conseguimos garantir que o W(0) # 0. Assim, G
define um conjunto fundamental de solugoes de [4.14] |
Acabamos de realizar uma tarefa crucial para encontrar a solugao geral para equacoes
com raizes caracteristicas nao necessariamente todas distintas, o préximo passo é expressar

a solucao geral.

Teorema 4.10. A solucao geral de é dada por
y(n) = Z AP (io + ann + aign® + -+ + @ m, 0™ "),
i=1

em que oS a; m,,-1 Sao constantes complexas.

Demonstragao: A demonstracao é imediata a partir do Teorema e da definicao
da solucao geral de uma equacao de diferencas. No mais, basta agrupar os termos cor-
respondentes a cada raiz caracteristica e suas respectivas multiplicidades, dessa forma a
solugao geral surge naturalmente, consolidando a estrutura analitica apresentada neste

Teorema. ]

4.2 Equacoes de Diferencas Escalares Lineares Nao

Homogeéneas

Para continuar o estudo das equagoes de diferencas de ordem superior com coeficientes
constantes, passamos agora a analisar o caso em que a equacao é nao homogeénea. Esse
tipo de equacao descreve sistemas onde ha uma influéncia externa agindo sobre o modelo

temporal.

Definicao 4.5. Chamamos de equacao de diferencas linear nao homogénea de ordem k

com coeficientes constantes a relagao da forma

y(n+k)+py(n+k-1)+py(n+k-2)+---+pry(n) = g(n), (4.15)
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em que os coeficientes py, pa, . . ., Pr S20 constantes reais, com py # 0, e g(n) é uma sequéncia

dada, nao identicamente nula.

Diferentemente do que ocorre no cenario homogeneo, as solugoes de nao consti-
tuem um espago vetorial. Isso significa que a soma de duas solugoes nao resulta em uma
nova solucao, tampouco a multiplicacao por um escalar conserva essa propriedade. Con-
tudo, o Teorema fundamental a seguir nos mostra como podemos caracterizar e construir

a solucao geral dessa equacgao utilizando a estrutura do caso homogéneo.
Teorema 4.11. Se y;(n) e y2(n) sdo solugdes de [4.1] entdo y;(n) - y2(n) é solugao de[d.2]

Demonstragao: Ja que y; e y, sao solucoes de assim

yi(n+k)+pi(n)yi(n+k—=1)+-+pe(n)yi(n) = g(n)
Yo(n+ k) +pr(n)yz(n+k—1) + -+ pp(n)y2(n) = g(n),

subtraindo e reorganizando com base nas fungoes coeficientes
[y1(n+ k) —ya(n+ k)] + -+ pp(n)[y1(n) - y2(n)] = 0,

de fato, y1(n) — y2(n) é solugao de [4.2] |
Este resultado nos auxiliard na demonstragao da solugao geral, a qual é abordada pelo

teorema a seguir.

Teorema 4.12 (Estrutura da Solugao Geral). Se {y1,...,y2} é um sistema fundamental
de solugoes da equagao homogénea associada e y,(n) é uma solugao particular da equacao

nao homogenea [4.15) entao a solugao geral da equacao ¢ dada por:

k
y(n) = yn(n) +yp(n) = ;aiyz-(n) +yp(n) (4.16)

com «; complexo, 1 <i < k. Em que y,(n) é a solucao geral da equacdo homogénea

associada e y,(n) é uma solugao particular da equagdo ndo homogénea m

Demonstragao: Represente-se por y(n) uma solugdo qualquer da equagdo nao ho-
mogénea [£.15] Por linearidade, a diferenca y(n) —y,(n) ¢ solugao da equagao homogénea
associada. Sendo assim, essa diferenca pertence ao espaco de solugoes da homogénea e

pode ser expressa de forma tnica como combinacao linear do seu sistema fundamental

{y1,...,y2}, ou seja: k

para a; complexo, com 1 <1 <k, o que conclui a demonstracao. [
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4.2.1 Método dos Coeficientes Indeterminados

Como ja sabemos determinar a solu¢do complementar y;,(n) através das raizes do po-
linomio caracteristico, o nosso foco principal se resume a encontrar uma solucao particular
yp(n). Embora existam métodos gerais baseados em operadores inversos ou variagao de
parametros, o Método dos Coeficientes Indeterminados destaca-se pela sua simplicidade
algébrica.

Este método consiste em realizar palpites estruturados sobre o formato que a solucao
particular deve assumir, baseando-se estritamente na forma matematica apresentada pelo
termo forcante g(n). Ele é perfeitamente aplicdvel quando g(n) envolve combinagoes
lineares ou produtos de fungoes elementares. Com a finalidade de justificar a funcionali-
dade do método dos coeficientes a determinar trataremos de um operador polinomial, o

polinémio anulador.

Definigao 4.6. Um operador polinémial N(FE), onde E é o operador avanco, é dito
anulador de g(n) se N(E)g(n) =0.

Exemplo 4.6. O polinomio N(F)=FE -5 é o anulador de g(n) = 5", pois
N(E)g(n) = (E - 5)5" = E5" — 5(5") = 571 — 57+1 =,
Exemplo 4.7. O polinomio N(F) = FE +1 é o anulador de g(n) = cos(n), pois

N(E)g(n) = (E +1)cos(nm) = Ecos(nm) + cos(nm)
=cos((n+ 1)) + cos(nm)

= —cos(nm) + cos(nm) = 0.

Como ja vimos, as equagoes estudadas nesta secao podem ser reescritas na forma

abaixo, mas agora com a presenca da funcao g(n)
h(E)y(n) = g(n). (4.18)
se aplicarmos o polinomio anulador de g(n), teremos a seguinte relacao
N(E)h(E)y(n) =0, (4.19)
com isso, teremos dois tipos de raizes caracteristicas: as raizes \,..., A\, provenientes de:

h(E)y(n) =0, (4.20)
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e as raizes i, .., fix associadas a equagao:
N(E)y(n)=0. (4.21)

Observagao 4.1. Nenhum dos ); é igual a qualquer um dos y;. Neste caso, escreva y,(n)
a solucao geral com constantes a determinar. Substituindo a solucao particular estimada

em encontramos os valores das constantes.

Observacao 4.2. )\; = p; para alguns 4, j. Neste caso, o conjunto de raizes caracteristicas
de ¢ igual a unido dos conjuntos {\;}, {u;} e, consequentemente, contém raizes de
multiplicidade maior do que os dois conjuntos individuais de raizes caracteristicas. Para
determinar uma solugao particular y,(n), primeiro encontramos a solucao geral de
e depois descartamos todos os termos que aparecem em y,(n). Em seguida, procedemos

como no Caso 1 para avaliar as constantes.

Exemplo 4.8. Considere a seguinte equagao (E? — 4)y(n) = cos(%), o objetivo é

nm
encontrar sua solugao geral, sabendo que o polinémio anulador de g(n) = 008(7) é

N(E)=E?+1.

Aplicando a dinamica apresentada anteriormente precisaremos encontras as raizes ca-
racteristica A; e Ay, bem como as raizes p; e po. Para tanto, precisamos resolver, respec-

tivamente, as equacoes
h(E)y(n)=0 e N(E)y(n)=0. (4.22)
Ou equivalentemente,
(E*-4)y(n)=0 e (E*+1)y(n)=0.

A primeira equacao fornece as seguintes raizes caracteristicas A\ = 2 e Ay = -2, en-
quanto a segunda equacao i =17 e = —i. Como se tratam de equagoes homogéneas temos
que a solucao geral proposta no exemplo serd a soma das solucoes gerais das equagoes

[4.22] Assim, a solugdo da primeira equagao serd dada por
yn(n) = a12™ + as(-2)", com ay e ay complexos.

As constantes a; e as podem ser determinandas por meio das condicoes iniciais, caso

houvessem. J& para segunda temos raizes complexas (+i), dessa forma, teremos a subse-
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quente solucao

nm . (nT
yp(n) = 1 cos — | resin| o, comerec complexos.

Diferentemente da primeira equacao, a segunda ¢é possivel determinar as constantes c;

e co, basta substituir na equacao proposta no exemplo
(B2 = 1)33(n) = cos

(E? - 4)[c; cos (Z—W) + ¢y 8in (n?ﬂ)] = o8 (

—5cy cos (%T) — bey sin (%T) = COS (

0

Cl=—€C =

—cos(nm)

5

Portanto, a soluc@o particular ¢é igual a y,(n) = . Logo,a solucao geral da

equagcao proposta no exemplo sera

—cos(n,m)

y(n) =a12" + as(-2)" + 5

, com aje as complexos.

O exemplo anterior ilustra a dinamica do polindmio anulador aplicado a funcao externa
g(n) e explica o funcionamento do método dos coeficientes a determinar. Caso o processo
nao tenha ficado claro, basta analisar a forma proposta para y,(n) e observar como esta
surge a partir das raizes do polinomio anulador N(FE); é justamente essa relacdo que
justifica a existéncia da tabela de solucoes estruturadas. Nesse sentido, a Tabela 4.1
apresenta os palpites referentes a forma analitica da solucao particular e servira de guia

para a aplicacao do método.

Tabela 4.1: Solucoes Particulares y,(n).

9(n) 3(n)
a™ cia”
nk co+Cin + -+ cpnk
nFa” (co+cin + -+ cpnk)am
sin(bn), cos(bn) c18in(bn) + co cos(bn)
a”sin(bn), a"cos(bn) (1 sin(bn) + co cos(bn))a™

a™n®sin(bn), a"nkcos(bn) | a™(co+ -+ cxn®¥)sin(bn) + a™(dg + -+ + dgn®) cos(bn)

Fonte: Adaptado de Elaydi (2005, p. 86).

Para compreender o funcionamento deste método, apresentaremos dois exemplos. O
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primeiro caso aborda a situagao em que a solucao da parte homogénea nao compartilha
termos com a parte nao homogénea g(n). J& o segundo caso ilustra o cendrio em que

ocorre o inverso, ou seja, quando hé sobreposicao entre as solugoes.

Exemplo 4.9. Determine a solucao geral da equacao de diferengas de segunda ordem
dada por:
y(n+2)+7y(n+1)+12y(n) = nb".

Primeiramente, buscamos a solucao da equacao homogénea associada resolvendo a

equacao caracteristica
AN +TA+12=0, isto 6, (A +3)(A+4) =0.

Logo, as raizes caracteristicas sao A\; = -3 e Ay = —4. Assim, a solucao da parte

homogénea é
yn(n) = a1(=3)" + az(-4)",

observando a fungao g(n) = n5", notamos que sua base exponencial é 5. Como A =5 nao
é raiz da equacao caracteristica, podemos propor uma solugao particular com a seguinte

forma

yp(n) = (co +c1n)5",

substituindo y,(n) diretamente na equagdo original , obtemos
(co+c1(n+2))5""2+7(co+ci(n+1))5"" +12(co + ¢ n)5™ = nd",
podemos simplificar a expressao dividindo todos os termos por 5"
25(co+cim+2c1) +35(co+ein+c1) +12(co + cin) =n
(25¢9 + 50cy + 25¢1m) + (35¢y + 35¢1 + 35cin) + (12¢ + 12¢4n) = n.
Agrupando os termos semelhantes em relagao a variavel discreta n, temos

(72¢c1)n + (72¢o + 85¢y) = n.

Para que essa igualdade seja valida para todo n € N, montamos o sistema linear por
igualdade de polinémios

T2¢; =1
T2¢co +8bc; =0
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observe que c; = 7%, substituindo ¢; na segunda equacao

1 85 85
72co + 85 (5) =0, logo 72¢y = ~m ou seja, ¢ = ST
Portanto, a nossa solugdo particular ¢ y,(n) = (_% + %) 57, Unindo as partes, a

solugao geral da equacao ¢ dada por

n n 85 nY\ .,
y(n) = a1 (=3)" + as(~4) +(_5184+ 72)5 .

Caso as condicoes iniciais fossem fornecidas poderiamos encontrar os valores das cons-

tantes a; e as.

Exemplo 4.10. Considere a equacao de diferencas dada pelo operador de deslocamento
(E-3)(E+2)y(n)=5(3"). (4.23)

Reescrevendo o operador na forma polinomial tradicional, temos a equacao carac-
teristica
(A=-3)(A\+2) =0,

cujas raizes sao A\; = 3 e Ay = —2. Portanto, a solucao complementar assume a forma:
yn(n) = 13" + co(-2)".

Analisando o termo nao homogéneo g(n) = 5(3"), vemos que a base da exponencial
¢ 3. Contudo, note que A = 3 ja é uma das raizes da nossa equacao homogénea, o que
caracteriza o Caso 2. Se tentassemos um palpite simples da forma as-3", ao substituir na

equacao, o resultado seria zero.

Para corrigir essa redundancia, multiplicamos a nossa proposta original por n. Assim,

definimos a nossa candidata a solucao particular como
yp(n) = azn3",
substituindo y,(n) na forma expandida da equacao de diferengas:
y(n+2)-y(n+1)-6y(n) =5(3").

Obtemos,
az(n +2)3"2 — ay(n +1)3"*! - 6a,n3™ = 5(3"),
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colocando os fatores em evidéncia e simplificando a poténcia de 3" em ambos os lados
as(n+2)-9-as(n+1)-3-6an=>5

9asn + 18ay — 3asn — 3as — 6asn = 5,

somando os termos que contém n, observamos que eles se anulam perfeitamente, o que
valida a correcao efetuada pela multiplicacao por n. Resta a seguinte equagao linear para
o coeficiente
L 1
15a9 =5, isto é, aq = —,
3
logo, a nossa solugao particular é
na3m
— _ n—1
yo(n) = " = 3,
3
Finalmente, a nossa solugao geral é construida pela soma das solugoes complementar e

particular,
y(n) = c13" + co(=2)" +n3" L.

Um outro método que nos auxilia no estudo das solugoes gerais de equagoes com
coeficientes constantes é o método da fungao geradora, a qual abordaremos na proxima

secao.

4.2.2 Método das Funcoes Geradoras

O método das fungoes geradoras constitui uma abordagem analitica para a resolucao
de equagoes de diferencas lineares com coeficientes constantes. A ideia central deste
método consiste em associar os termos de uma sequéncia discreta aos coeficientes do
desenvolvimento em série de poténcias de uma funcao continua. Dessa forma, as operagoes
de deslocamento temporal na equacao de diferencas transformam-se em manipulacoes
algébricas sobre a funcao associada. Para nos auxiliar neste estudo utizamos os tocantes
excertos referentes a solugdo de equagoes por recorréncias presentes nas referéncias [I] e
[10].

Antes de formalizarmos o procedimento de resolucao, faz-se necessario estabelecer
os conceitos fundamentais sobre séries de poténcias e a definicao estrita de uma funcao

geradora.

Definicao 4.7. Uma série de poténcias é uma série infinita da forma

(o)
Ao + Q1T + Qo2 + -+ apT™ + -+ = Zanx" (4.24)
n=0
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em que os coeficientes a,,, paran =0,1,2,... sao nimeros reais ou complexos e x designa

uma variavel independente continua.

Sob este arcabouco, definimos a ferramenta principal desta secao: As funcoes gerado-

ras, também conhecidas por funcdo geratriz.

Defini¢ao 4.8. A fungao geradora para uma sequéncia de ntimeros {a, },ez+ é a fungao

f(x) definida formalmente através da série de poténcias:
f(z) =3 a,a", (4.25)
n=0

Exemplo 4.11. Considere a equacao de diferencas de segunda ordem dada por
(E+2)(E-3)y(n) =5(3)",

com as condigoes iniciais y(0) =0 e y(1) = 0. Expandindo o produto dos operadores de

avanco, obtemos a forma equivalente:

y(n+2)—y(n+1)-6y(n)=>5(3)". (4.26)

A qual devemos multiplicar por z"*2, pois a ordem da nossa equacao é 2, caso fosse

de ordem k, deverfamos multiplicar por z"**. Assim,

y(n+2)x"? —y(n+1)2""? - 6y(n)z"*? = 5(3)"a™*2

No presente momento, imagine que estivéssemos calculando o valor da sequéncia para
cada n e, depois, somassemos todos esses termos ponderados por poténcias de x conti-

nuadamente. Dessa forma, teriamos a seguinte igualdade que define a funcao geradora
f(x):

Yoy(n+2)z"? =Y y(n+1)z"? -6 ) y(n)z™?* =52 3"a".

n=0 n=0 n=0 n=0

Definimos a funcao geradora f(x) associada a sequéncia y(n) como
flx) = y(n)z".
n=0

Aplicando as propriedades de deslocamento para as condigoes iniciais nulas (y(0) =
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y(1) =0, temos:

Z y(n+1)a" = Z y(n)a"" +y(0)z - y(0)x

-z i y(n)z" - y(0)z
=xf(x).

Zy(n+2)x’”2 Zy(nw -y(0) —y(1)x

= (@) -y(0) —y(1)z
= f().

o0

(1- 3575)2 g = (1-32)(1+ 30 +92% +272% + ) = 1

80

n,.n _ 1
7;)3 x =1 a2

Substituindo na equagao teremos a seguinte igualdade

2 51:2

f(x)—zf(x) - 6m2f(x)— logof(m)(l 3x)(1+2x)— %

Isolando a funcao geradora f(x),

52

f() = (1-32)2(1+2x)’

(4.27)

Para efetuar a transformada inversa, expandimos a expressao em fracoes parciais

5x? A s B . C
(1-32)2(1+22) 1-3z (1-32)2 1+22

f(x) =

Multiplicando pelo denominador comum, determinamos as constantes pelos valores

convenientes de x,

52% = A(1-3z)(1+2z) + B(1+2x)+C(1-3x)%

1 1 1
Para x = 3 teremos B = 3 agora, se tomarmos x = ~3 obtemos C' = = e, por ultimo

se x =0 entao A = T Substituindo as constantes em f(z) e expandindo cada termo de
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volta em séries de poténcias

8 & 1 & 1 &
fl@)=—=>13""+ =Y (n+1)3"a" + = > (-2)"z".
15 n=0 3 n=0 5 n=0
Coletando o coeficiente de =™, obtemos a solucao analitica geral da equagao de dife-
rencas
(n) == (3" + 5 (n+ 1)3"+ £ (-2)"
n)=-— =(n —(=2)™.
Y 15 3 5

Ou melhor,

B 3n (_2)n
_ . 3n 1_ Y
y(n)=n =t

Com condigoes iniciais 4(0) = y(1) = 0, mas vale a pena lembrar que para condi¢oes

iniciais distintas teriamos solugoes distintas.

4.3 Estabilidade de Equacoes de Diferencas Escalares

de Ordem Superior

O estudo do comportamento qualitativo e da estabilidade das solugoes de equacoes
de diferencas escalares de ordem superior possui fundamental importancia na analise de
modelos discretos. Embora seja teoricamente possivel converter uma equacao escalar de
ordem superior em um sistema de equacoes de primeira ordem de dimensao equivalente,
na pratica, essa abordagem nem sempre é vidavel ou conveniente. A analise direta da
equacao escalar preserva a estrutura original dos parametros e facilita a aplicacao de
critérios algébricos.

Considere a equacao de diferencas linear autonoma de ordem k dada por
yn+k)+piyn+k-1)+py(n+k-2)+--+pry(n) =0, (4.28)

onde os coeficientes p; sao nimeros reais para todo i =1,2,...,k, com pg # 0. O compor-
tamento assintotico das solucoes da equagao 4.28| é governado exclusivamente pelas raizes

do seu polinomio caracteristico associado
PO = N4 p ANt po 24 p =0 (4.29)

A partir do comportamento das raizes caracteristicas )\;, estabelecemos os critérios
fundamentais de estabilidade para a solucao nula.

Teorema 4.13. O ponto de equilibrio de é dito

i. Estavel: Se todas as raizes caracteristicas \; de satisfizerem |\;| < 1, e para as
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raizes com |)\;| = 1 (raizes sobre o circulo unitario), a sua multiplicidade algébrica

for igual a 1 (rafzes simples).

ii. Assintoticamente Estavel: Se todas as raizes caracteristicas satisfizerem |);| < 1.
Isto é, todas as raizes devem estar localizadas estritamente no interior do circulo

unitario do plano complexo. Neste caso, temos que:
lim y(n) =y*
n—>o0

iii. Instavel: Se existir pelo menos uma raiz caracteristica tal que |\;| > 1, ou se alguma

raiz com |\;| = 1 possuir multiplicidade algébrica maior do que 1.

Demonstracao: As demonstragoes dos resultados propostos pelos itens i e ii podem ser
encontrados em Luis (2006, p. 84). A veracidade do item (iii) decorre da estrutura da

solucao geral, composta por combinagoes lineares de termos da forma
nIA?, com 0<qg<m; —1.

Se |Ai| > 1, o termo A" cresce exponencialmente para o infinito quando n tende ao
infinito. J& se |A\;| = 1 com multiplicidade m; > 1, a presenga do termo polinomial n? (com
qg>1) forga

[N = n? — +o0.
Em ambos os casos, a solucao diverge, o que caracteriza a instabilidade do sistema. m

Exemplo 4.12. Considere a equacao de diferengas linear nao homogeénea de segunda

ordem:
y(n+2)—y(n+1)+ %y(n) _ 1. (4.30)

O ponto de equilibrio y* é obtido assumindo a solugao constante y(n+2) =y(n+1) =
y(n) =y*: X '
yoyrgysl=gy=l =y =2

Para analisar a estabilidade do ponto de equilibrio y* = 2 utilizando a Definigao [4.13],

extrai-se a equagao caracteristica a partir da componente homogénea associada
1
AQ -+ 5 =0.

Dessa forma, encontram-se as seguintes raizes complexas conjugadas

\ L+/1-4(1)(1/2) 1+v-1

1 1
= = — )\1,)\2:§:|:§7:.

2 2
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Para verificar se as raizes estao localizadas no interior do circulo unitario, calcula-se o

modulo (norma) do niimero complexo:

1\? [1)\? 1 1 1
M""\/(é) “(3) ‘\/1*1‘\[?0’707-

Como o mddulo das raizes satisfaz estritamente a condigao |\;| = \/g < 1, ambas estao

localizadas no interior do circulo unitario. Portanto, com base no item ii da Defini¢cao

[4.13] o ponto de equilibrio y* = 2 é assintoticamente estavel, assegurando que:
lim y(n) = 2.
n—oo

A préxima secao aborda o critério de Schur-Cohn para equacoes de segunda ordem.
O objetivo desta é apresentar as condigoes de estabilidade, as quais utilizaremos nas

aplicagoes no ultimo capitulo.

4.3.1 O Critério de Schur-Cohn para segunda ordem

A determinagao exata das raizes de P()\) para ordens elevadas (k > 3) torna-se anali-
ticamente complexa. Portanto, faz-se necessaria a utilizacao de métodos deterministicos
que avaliem se as raizes estao dentro do circulo unitario sem a necessidade de calcula-las
explicitamente. O método analitico mais importante para esse fim é o Critério de Schur-
Cohn. Para equacoes de ordens menores, o critério se traduz em desigualdades algébricas
simples sobre os coeficientes p;. Vamos detalhar o caso de segunda ordem (k = 2), ampla-
mente utilizado em aplicagoes economicas e biologicas. Para tanto, considere a equacao

de segunda ordem
y(n+2) +pry(n+1)+pay(n) =0, (4.31)

cujo polinémio caracteristico correspondente ¢é
P(A\) =X +pi A +py=0. (4.32)

Teorema 4.14. O ponto de equilibrio de [4.32] é assintoticamente estavel se, e somente

se, as seguintes condigoes forem simultaneamente satisfeitas

1+p1+p2>07 1—p1+p2>0 € p2<1 (433)

Demonstragao: As raizes caracteristicas sao dadas por
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Ay = ~p1 £ /D]~ 4ps
12 =

’ 2 Y

Analisamos os dois casos possiveis para a natureza das raizes.

Caso 1: Para que as raizes sejam reais, ¢ necessario que
pl—4p2 >0, o que implica \/p? — 4py > 0.

Para obter a estabilidade assintotica, exige-se que o médulo de todas as raizes seja

estritamente menor que 1, isto é,

“1< <A<

Analisando a condicao A\ < 1, temos

—p1 +/DF — 4p2

2

<1, o que implica em +/p? —4py <2+ py,

como a raiz quadrada é nao negativa (\/p? — 4ps > 0), para que essa desigualdade possua
solugao real é necessario que o membro da direita seja estritamente positivo, ou seja,

2+ p; > 0. Assim, podemos escrever

OS\/p%—4p2<2+p1,

elevando ambos os membros ao quadrado, visto que ambos sao nao negativos, obtemos

pi=4ps < (2+p1)?
P2 —4py <4+ 4p; + p?
—4ps <4 +4py
0<1+pi+po

De forma anéloga, da condicao —1 < A9, obtemos

N
VA pz,oumelhor\/p%—4p2<2—p1,

2

pelo mesmo motivo, a existéncia da solugao exige que 2 — p; > 0, garantindo que |py| < 2.

Dessa forma

0<\/pi—4p2 <2-py,



Capitulo 4. Equacoes de Diferencas Lineares de Ordem Superior 109

elevando ambos os membros ao quadrado

PP —4p2 < (2-p1)°
pt—4ps <4 —4py +p3
—4py <4 -4y

0<1-p1+po.

Caso 2: As raizes complexas conjugadas (p? — 4py; < 0), podem ser escritas na forma
A2 = a+if, o médulo ao quadrado é dado pelo produto das raizes, o qual corresponde

ao termo py. Desse modo,
I\l <1 o que implica em |A? <1, isto é py < 1.

|
Vejamos os seguintes exemplos ilustrando a utilidade do critério apresentado anteri-

ormente para equagoes escalares de segunda ordem.

Exemplo 4.13. A equacao
y(n+1)+y(n)+0,5=0,
tem pontos de equilibrio assintoticamente estaveis, uma vez que p; =1 e p, =0,5. Assim,
1+pr+p2=2,5>0, 1-p1+p2=0,5>0 e py=0,5<1.
Exemplo 4.14. A equacao
y(n+1)+y(n)+1=0,

nao tem pontos de equilibrio assintoticamente estaveis, pois p; = po = 1. Logo,

l+p1+p2=3>0, 1-p1+p2=1>0 e po=1 (ndo satisfaz a terceira desigualdade).

Esse critério sera utilizado, especialmente, na aplicacao sobre a Renda Nacional Bra-
sileira, a qual serd abordada no préoximo capitulo. A partir desse resultado almejamos

analisar qualitativamente a modelagem do ponto de vista matematico e socioeconomico.



Capitulo 5
Aplicacoes

As equacoes de diferencas sao amplamente utilizadas em métodos numéricos iterati-
vos, cujo objetivo é obter aproximagoes de solugoes com uma precisao previamente esta-
belecida, como na determinacao dos zeros de uma funcao. Além disso, constituem uma
ferramenta fundamental para a obtencao de solugoes numéricas de Equagoes Diferenci-
ais Ordinarias (EDOs) de primeira ordem formuladas como Problemas de Valor Inicial
(PVIs). As aplicagoes dessa natureza apresentadas neste trabalho sdo baseadas em [4].

Com o objetivo de ampliar o conjunto de aplicagoes, serao ainda estudados dois mo-
delos classicos: a ruina do jogador e a renda nacional. Essas aplicagoes buscam ilustrar a
utilizagao das equacoes de diferencas na modelagem e na andlise qualitativa de situagoes
relacionadas ao contexto brasileiro. Em particular, serao discutidos o jogo Fortune Tiger
e a evolucao do Produto Interno Bruto (PIB) nominal. A partir desses modelos, serao rea-
lizadas analises qualitativas de suas solugoes e projecoes, permitindo interpretar aspectos
sociais e macroeconoémicos sob a perspectiva da teoria das equacoes de diferencas. Essas

aplicacoes tém como principal referéncia [5], que constitui a base tedrica deste trabalho.

5.1 Meétodos Numéricos

5.1.1 O Método de Newton-Raphson

O método de Newton-Raphson é um dos algoritmos numéricos mais eficientes e am-
plamente utilizados para determinar aproximacoes de raizes de fungoes reais, isto é, para

encontrar solugoes da equagao

f(z)=0.

Sua principal caracteristica é a convergéncia quadratica, desde que a aproximagcao inicial
esteja suficientemente préoxima da raiz procurada e que determinadas hipdteses sobre a

funcao sejam satisfeitas.

110
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A interpretacao geométrica do método é apresentada na Figura|s.1l Em cada iteracao,
traga-se a reta tangente ao grafico da fungao no ponto (py,, f(pn)). A abscissa do ponto de
intersecao dessa reta com o eixo x fornece a proxima aproximagao da raiz, denotada por
pns1. Nesta secao, sera utilizada a notacao p, para representar as aproximacoes sucessivas
produzidas pelo método, embora ela seja equivalente a notagao p(n) empregada na teoria

das equagoes de diferencas.
Figura 5.1: Interpretacao geométrica do método de Newton-Raphson.
YA

Inclinacdo f'(p,) ~ v = f(x)

(pi-f(p))

Inclinacdo f'(py)

pe -

X

Po

(Po. f(Po))

Fonte: Adaptado de Burden et al. (2015).

A deducao analitica do método é obtida por meio da expansao de Taylor da funcao f
em torno de p,. Suponha que f € C?[a,b], que pg € [a,b] seja uma aproximagao da raiz

p, com f'(pg) # 0, e que |p — po| seja suficientemente pequeno. Entao,

f"(c)

f(p) = f(pn)+f’(pn)(p—pn)+T(p—pn)z, (5.1)

em que c pertence ao intervalo determinado por p e p,.

Desprezando o termo quadrético e utilizando o fato de que f(p) = 0, obtém-se

@) + ['(pn)(p—pn) ~ 0. (5.2)

Isolando p e tomando essa aproximagao como o préoximo iterando, chega-se a equacao

de diferencas que define o método de Newton-Raphson:

_ f(pa)
Pn+1 = Pn f'(pn)' (53)

Observe que a sequéncia de aproximagoes {p,} é definida por uma equacao de dife-

rencas nao linear de primeira ordem. Assim, o método de Newton-Raphson pode ser inter-
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pretado como o estudo da dinamica da sequéncia gerada pela equacao de diferencas dada
em e sua convergencia corresponde ao comportamento assintético dessa sequéncia.
Dessa forma, a analise do método pode ser realizada por meio dos conceitos de pontos de
equilibrio, estabilidade e convergéncia, evidenciando sua estreita relacao com a teoria das
equacoes de diferencas desenvolvida neste trabalho.

Para que o método possa ser aplicado, é necessario que f’(p,) # 0 em cada iteracao.
Além disso, sua convergéncia € local, isto é, depende da escolha da aproximacao inicial py.
Quando essa aproximacao esta suficientemente proxima da raiz e as hipéteses do método
sao satisfeitas, a sequéncia {p,} converge rapidamente. Por outro lado, uma escolha
inadequada de py ou a presenga de pontos nos quais f’(x) é nula ou muito préxima de
zero podem comprometer a convergéncia ou até mesmo provocar divergeéncia.

Na pratica, o processo iterativo é interrompido quando a aproximagao atinge uma
precisao previamente estabelecida, representada por € > 0. Entre os critérios de parada

mais utilizados estao

|pn+1 _pn| <& ou |f(pn+1)| <E.

O processo ¢ encerrado assim que um desses critérios € satisfeito. Observe que, quanto
menor for o valor de £, maior sera a precisao da aproximacao obtida, embora isso, em
geral, implique um nimero maior de iteragoes.

Para ilustrar a eficiéncia e a convergéncia do método de Newton-Raphson, considere-

mos o problema classico de aproximar a raiz quadrada positiva de 2.

Exemplo 5.1. Considere a fungdo f(x) = 22 - 2, cuja derivada é dada por f'(x) = 2x.

Aplicando o método de Newton-Raphson, obtém-se a equacao de diferencas
p-2 1 2
Pn+1 = DPn — :§ Pnt—|-

Tomando a aproximacao inicial py = 1,5 e o critério de parada

|f (pn)] < 5x 107,

a sequéncia de aproximagoes converge para a raiz positiva de 2. As primeiras iteracoes

estao dadas a seguir.
Primeira Iteracao: n=0e py=1,5

1 2 1 2
=Z —]==(1,5+—]=1,416666667.
P1 2(p0+p0) 2( ) +1’5) ’

A primeira iteracao nao satisfaz a precisao desejada, pois |f(p1)| = 0,00694 > ¢, dessa

forma, continuamos com as iteragoes.
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Segunda Iteragao: n=1¢ p; =1,416666667

1
pey (1,416666667+ ) _ 1,414215686.

2
1,416666667
A segunda iteragao ainda nao satisfaz a precisao desejada, pois |f(p2)| = 0,000006007 >

€, com isso, continuamos com as iteracoes.

Terceira Iteragao: n =2 e py =1,414215686

1
pi=3 (1, 414215686 + ) = 1,414213562.

1,414215686
A partir da terceira iteragao (ps), o valor j& atinge a precisao de nove casas decimais,
uma vez que |f(p2)| = 0,000000001 < £. A pouca quantidade de iteragoes dos valores exibe

perfeitamente a convergéncia inerente a formulacao do método.

5.1.2 O Método Explicito de Euler

O Método Explicito de Euler é um dos algoritmos numéricos mais simples e tradici-
onais para a aproximacao de solugoes de Problemas de Valor Inicial (PVIs) associados a
Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs). Assim como o método de Newton-Raphson, ele
pode ser interpretado como uma equagao de diferencas, uma vez que gera uma sequéncia

de aproximacoes para a solucao da EDO.

O método baseia-se na aproximacao da derivada por meio da diferenca finita progres-

siva,

y,(t) ~ y(t"'hi)L_y(t)7 (54)

em que h >0 representa o tamanho do passo.

Counsidere o Problema de Valor Inicial

y'(t) = g(t,y(t)),

y(a) = yo,

<t<b, (5.5)

onde g € C'([a,b] xR). O intervalo [a,b] é particionado em N subintervalos de mesmo

comprimento, sendo

Essa particao determina os nos

t, =a+nh, n=0,1,...,N.
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Substituindo a aproximacao (5.4) na equagao diferencial ([5.5]), obtém-se

O}

ou, de forma equivalente,
y(t+h) =y(t) +hg(t,y(t)).

Para descrever o método como uma equacao de diferencas, considera-se t = t,, = a +nh
e denota-se a aproximacao de y(t,) por y(n). Dessa forma, o Método Explicito de Euler

é definido pela recorréncia

y(n+1) =y(n) +hg(ta,y(n)), (5.6)

com condigao inicial
y(0) = yo.

Observa-se que a sequéncia {y(n)} é gerada por uma equagao de diferengas nao
autonoma de primeira ordem. Em cada iteracao, a nova aproximagao é obtida a partir
da aproximagao anterior, acrescida do produto entre o tamanho do passo h e a inclinacao
da solugao no ponto (t,,y(n)).

O método pressupoe que a inclinagao da solucao permaneca aproximadamente cons-
tante em cada subintervalo de comprimento h. Consequentemente, a sequéncia produzida
fornece apenas uma aproximacgao da solugao exata da EDO, sendo sua precisao influen-
ciada pela escolha do passo h. Em geral, quanto menor o valor de h, maior tende a ser a
precisao da aproximacao, embora isso implique um nimero maior de iteragoes.

Antes de analisar o erro associado ao método, apresentaremos alguns exemplos que

ilustram sua aplicacao.

Exemplo 5.2. Considere o seguinte problema de valor inicial:
y(£) = 0,5 y(t) +cos (1), t€[0,2]
y(0)=3

Aplique o método de Euler com o passo de 0,5. Pelo método explicito de Euler e com um

passo h = 0,5, temos o seguinte algoritmo:
y(n+1)=y(n)+0,5-[-0,5-y(n) + cos (t,)]

Donde y(0) =3, n=0,1,2e3et,=0+0,5-n=0,5-n. Agora, vamos iniciar as

iteragoes a partir das informacoes dadas.
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Primeira iteragao: n =0, y(0) =3 e ¢y = 0, temos pelo algoritmo que

y(1) =y(0) +0,5-[-0,5-y(0) + cos (t)]
=3+0,5-[-0,5-3+cos(0)]
=2,750

Segunda iteragao: n=1, y(1) =2,750 e t; = 0,5, temos pelo algoritmo que

y(2) =y(1) +0,5-[-0,5-y(1) +cos (t1)]
=2,750 +0,5-[-0,5-2,750 + cos (0,5)]
=2, 501

Terceira iteracao: n =2, y(2) = 2,501 e t5 = 1, temos pelo algoritmo que

y(3) =y(2) +0,5-[-0,5-y(2) + cos (t2)]
=2,501+0,5-[~0,5-2,501 + cos (1)]
= 2,146

Quarta iteracao: n =3, y(3) =2,146 e t3 = 1,5, temos pelo algoritmo que

y(4) = y(3) + Oa 5- [_07 5- y(3) + COS (t3)]
= 2,146 +0,5-[<0,5 2,146 + cos (1,5)]
1,644

Por meio das iteragoes obtidas pelo Método de Euler, construiu-se o Gréafico que
compara a solugao exata, representada pela curva em azul,

; -0,5¢
2 cos(t) . 4sin(t) s 13e 7
) ) D

y(t) =

com a solucao numérica, representada em vermelho. Esta iltima é obtida pela poligonal
formada pelos pontos (t,,y(n)), evidenciando a aproximagao da solugao exata nos nés da

discretizacao.
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Figura 5.2: Solugao exata e numérica com h =0, 5.

4 1
3¢
= \\.
1 1
0 0.5 1 1.5 2

t

Fonte: Produgao do Autor.

Para termos uma aproximacao melhor, basta diminuir o tamanho do passo, por exem-

plo, para h = 0,2 teremos o Gréfico [5.3]

Figura 5.3: Solucao exata e a solucao numérica com h =0, 2.

0O 02 04 06 08 1 12 14 16 1.8 2
¢

Fonte: Producao do Autor.

A partir do Grafico ¢é perceptivel que a solucao numérica se aproximou ainda mais
da solucao exata. A ressalva deste método é a exaustao para conseguir uma solugao
cada vez melhor, porém podemos utilizar softwares como o Python para contornar essa
situacao. Porém, além desse ponto é possivel identificar outra limitacao do Método
Explicito de Euler, uma vez que, depois de aplicar o algoritmo de Euler teremos um

conjunto discreto de aproximagoes, isto é, os pontos (¢,,y(n)), e ndo uma forma fechada
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como solucao aproximada do PVI. A pergunta que emerge é: através do Método de Euler

é possivel encontrar uma representacao analitica aproximada da solucao do PVI?

A resposta é afirmativa, ha alguns métodos de interpolacao ou ajuste de curvas que
podem ser aplicados ao conjunto de pontos gerados pelo MEE para obter uma repre-
sentacao analitica aproximada da solucao do PVI, no entanto, a depender do método
ele nao respeitard a natureza do problema, por exemplo, a interpolacao pelo Polinémio
de Lagrange darda um polindbmio como forma aproximada o que é distinto da exponen-
cial. Esse polinomio pode representar bem o comportamento da solu¢cao niimerica, porém
em intervalos pequenos, pois em intervalos maiores o polinomio pode nao acompanhar o

crescimento da exponencial, um compartamento intuitivamente esperado.

Exemplo 5.3. Considere o seguinte problema de valor inicial

y'(t)=e, te[1,3]

y(0) =1

Aplique outra vez o método de Euler com o passo de 0,2. Pelo método explicito de Euler

e com um passo h = 0,2, temos o seguinte algoritmo:
y(n+1) = y(n) +0,2-[e?],

donde y(0) =1, n =0,1,2,...,10 e t, = 1 + 0,2 -n. Agora, vamos iniciar as iteragoes a

partir das informacgoes dadas.
Primeira iteragao: n =0, y(0) =1 e ty = 1, temos pelo algoritmo que

y(1) =(0) +0,2- €%
=1+0,2-¢"
= 1,544.

Segunda iteragao: n =1, y(1) =1,544 e t; = 1,2, temos pelo algoritmo que

y(2) =y(1)+0,2- 'l
=1,544+0,2- "%
= 2,388.



Capitulo 5. Aplicacoes 118

Terceira iteragao: n =2, y(2) =2,388 e t5 = 1,4, temos pelo algoritmo que

y(3) =y(2) +0,2- ¢
=2,388+0,2- el
= 3, 808.

Os resultados das demais iteragoes encontram-se na Tabela [5.1}

Tabela 5.1: Iteracao do MEE do exemplo 3.2

Iteragao (n) ¢, y(n)

0 1,0 1,000
1 1,2 1,544
2 14 2,388
3 16 3,808
4 18 6,39
5 2,0 11,502
6 2,2 22421
7 24 47,715
8 2,6 111,185
9 2,8 283,713
10 3,0 791,754

Fonte: Producao do Autor.

Em posse do conjunto de pontos fornecidos pelo método de Euler podemos construir
a poligonal que os une. Todavia, o diferencial deste exemplo é que a sua solucao exata
nao possui uma forma fechada, ou seja, nao é possivel fazer a comparacao grafica entre a

solucao numérica e exata, como no exemplo anterior.
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5.2 A Ruina do Jogador e o * Jogo do Tigrinho”

A fim de ampliar o conjunto de aplicacoes das equacoes de diferencas lineares, esta
secao apresenta o problema classico da Ruina do Jogador, adaptado dos conceitos desen-
volvidos em [5]. Como forma de aproximar a discussao de uma realidade contemporanea,
o modelo serd contextualizado no cendrio das plataformas de apostas digitais, tomando
como exemplo o Fortune Tiger, popularmente conhecido no Brasil como “Jogo do Tigri-

nho”, ilustrado na Figura 5.4

Figura 5.4: Interface do jogo Fortune Tiger.

Fonte: Adaptado de O Globo.

O objetivo desta secao é utilizar a teoria das equacoes de diferencas para analisar, de
forma qualitativa, a evolucao do capital de um apostador ao longo de sucessivas apostas.
Em particular, serd demonstrado que, sob as hipéteses do modelo, a perda total do capital
— conhecida como ruina do jogador — constitui um desfecho inevitavel no longo prazo.
Dessa forma, além de ilustrar uma aplicagao classica das equacoes de diferencas lineares, o
modelo fornece uma fundamentagao matematica para a compreensao dos riscos inerentes

aos jogos de azar.
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5.2.1 Modelagem por Equacoes de Diferencas

Considere um apostador com capital inicial de n reais. A cada rodada, o jogador
ganha R$ 1,00 com probabilidade ¢ ou perde R$ 1,00 com probabilidade p = 1-¢[]] O jogo
prossegue até que o jogador atinja a ruina, isto é, seu capital se torne nulo, ou alcance
uma meta de capital fixada em N reais.

Seja P(n) a probabilidade de o jogador atingir a ruina quando seu capital atual é igual

a n. Pelo Teorema da Probabilidade Total, essa probabilidade satisfaz a recorréncia
P(n)=qP(n+1)+pP(n-1).
Reescrevendo a expressao, obtém-se a equacao de diferencas linear homogénea
gP(n+1)-P(n)+pP(n-1)=0.
Deslocando os indices, chega-se a forma
P(n+2) - 1P+ 1)+ 2P -0,
q q
sujeita as condigoes de contorno
P(0)=1 e P(N) =0.
Propoe-se uma solugao da forma
P(n)=\".
Substituindo-a na equacao de diferencas, obtém-se a equacao caracteristica
g\ =X +p=0.
Como p+q =1, segue que
gN’ = (p+@)A+p=(gr-p)(A-1),
de modo que as raizes caracteristicas sao

)\121 € )\22—.

!Para Viabilizar a aplicacdo analitica do modelo da Ruina do Jogador, assumiu-se a simplificacio de
apostas simétricas de valor unitario refletindo a assimetria exata do RTP do jogo real.
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No contexto dos jogos de cassino, assume-se que a banca possui vantagem matematica,
isto é,
p>q.

Assim, as raizes sao reais e distintas, e a solucao geral é dada por

P(n) :A+B(§)n.

N
Aplicando as condigoes de contorno, A+ B=1e A+ B (’5’) =0.

Da,
1
B=——

()
)

N

ESEiS]

() -

Portanto, a probabilidade de ruina ¢ dada por

o )

()

5.2.2 Parametrizagao para o “Jogo do Tigrinho”

Nas plataformas digitais de slots, os algoritmos sao programados com base no conceito
de RTP. Utilizando os dados reais do “Jogo do Tigrinho” (Fortune Tiger), o RTP oficial
¢ estipulado em 96,81%. Ao transpor a vantagem da casa de 3,19%, a probabilidade de
ganho do usuério em uma rodada isolada é de g = 0,484 (48,4%), o que resulta em uma
probabilidade de perda de p =0,516 (51,6%).

E fundamental destacar que o RTP de 96,81% nao signifca que, ao realizar uma
unica jogada de R$100,00 o usuério receberd exatamente R$96, 81 de volta. O algoritmo
do jogo opera de forma bindria em cada rodada: Ou se perde a aposta ou ganha um
prémio multiplo. O RTP é uma métrica estatistica e assintotica, calculada sobre o volume
acumulado de milhoes de rodadas.

Na realidade de um apostador comum, o dinheiro é movimentado em fragoes menores
ao longo de vdrias rodadas consecutivas. Se o jogador comeca com R$50,00 e ganha
algumas rodadas, ele pode reinvestir esses ganhos na plataforma. Assim, ele pode girar a
manivela centenas de vezes, acumulando um volume total movimentado bem maior que

sua banca inicial. A cada ciclo em que R$1,00 é apostado e reinvestido, a vantagem da
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casa consome silenciosamente cerca de R$0,0319. Dessa forma, a razao de desvantagem

do jogador é dada por:

1
p_U510 4 66115,
qg 0,484

Para ilustrar o comportamento assintotico, a Tabela simula a probabilidade de
ruina (P(n)) para um jogador que entra na plataforma com diferentes capitais iniciais
(n), estipulando uma meta de ganho de R$ 100,00 (N = 100) ou um cendrio sem limite

superior (N — o0).

Tabela 5.2: Probabilidade de Ruina (P(n)) no “Jogo do Tigrinho”

Banca (n) Meta (N) Férmula (P(n)) Prob. de Ruina (R,)

R$ 1,00 RS 100,00 ~(LOCUR_(LOGE) 99,99%
R$ 5,00 R$ 100,00 ~ (L06OLS)-(1.00G115) 2 99,94%

1-(1,066115)100

R$10,00  R$ 100,00 LU LG 99,84%

R$50,00  R$ 100,00 LU CLIGHIN 96,02%

n N
Qualquer n < oo  Sem limite  limp_eo % 100,00%
“\q

Fonte: Producao do Autor.

5.2.3 Estudo Qualitativo

O estudo assintético da solugao homogénea revela um comportamento importante.
Como § > 1, o termo (g) cresce geometricamente rumo ao infinito a medida que a
meta de capital N aumenta ou que o jogador estende o seu tempo de permanéncia na
plataforma girando o slot.

A aparente atratividade do jogo decorre da percepcao de que a probabilidade de vitéria,
por exemplo, 48, 4%, estd muito préoxima da de um jogo justo (50%). Entretanto, essa
pequena diferenca é suficiente para conferir uma vantagem matematica a banca. Embora
essa vantagem seja pouco perceptivel em uma tnica rodada, seus efeitos acumulam-se
ao longo das sucessivas apostas, reduzindo progressivamente as chances de sucesso do
jogador. Do ponto de vista probabilistico, esse comportamento é evidenciado pelo limite

da probabilidade de ruina quando a meta de capital N tende ao infinito:
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Este resultado prova que, sob a ética das equacoes de diferencas, a ruina do apostador
em plataformas como o “Jogo do Tigrinho” nao é uma questao de ma sorte, mas sim um
evento assintoticamente certo (100% de probabilidade). Embora possam ocorrer ganhos
temporarios no curto prazo, eles sao insuficientes para alterar a tendéncia de longo prazo,

determinada pela vantagem matematica da plataforma.

5.3 Renda Nacional Brasileira

Esta secao apresenta uma aplicacao baseada na formulacao tedrica do Modelo de
Multiplicador-Acelerador de Samuelson, adaptada a partir do texto cldssico de [5]. O
objetivo consiste em parametrizar e analisar qualitativamente o comportamento dinamico
do Produto Interno Bruto (PIB) utilizando dados reais da economia brasileira. Para esta
modelagem, foram coletadas as séries histéricas oficiais de Contas Nacionais obtidas junto
ao IPEADATA para o periodo de 2011 a 2022. A Renda Nacional (Y (n)) foi calculada

por meio da identidade macroeconomica fundamental:
Y(n)=C(n)+I(n)+G(n).

Onde C'(n) representa o consumo final das familias, I(n) denota a Formacao Bruta de
Capital Fixo (FBCF) e G(n) corresponde ao consumo final do governo. Para realizar o
estudo da presente aplicagao é importante que fagamos algumas suposicoes aceitas pelos

economistas:

A) C(n) =aY (n-1), onde a > 0 é propensao marginal a consumir. Em outras palavras,

o consumo final é proporcional a Renda Nacional do ano anterior.

B) I(n) = p[C(n)-C(n-1)], ouseja, a FBCF é proporcional ao aumento de consumo,

onde >0 é chamado de relagao.

C) G(n) =k é constante e nao negativa, ou pelo menos pode ser tomado com um valor
médio aproximado. Por exemplo, estipular o valor aproximado gasto por ano a

partir dos ultimos 10 anos.

Utilizando essas informagoes podemos reformular a equagao da Renda Nacional:

Y(n)=aY(n-1)+p[C(n)-C(n-1)]+G(n)
=aY(n-1)+BaY(n-1)-GaY(n-2)+k
=a(l+p)Y(n-1)-paY(n-2)+k.
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Dessa forma, a nossa equagao toma a seguinte forma:
Y(n+2)-a(l+B8)Y(n+1)+BaY(n)=k.

A solugao homogénea dependera do valor entre assumido pela propensao marginal e a
relacao, uma vez que temos uma equagao caracteristica associada de segundo grau, logo

as raizes caracteristicas sao:

_ a(l+8)++/a2(1+6)?2 - 4B« N = a(l+8) —\/a2(1+ )2 —4Ba'

A
! 9 2

Assim, a solugdo homogénea sera dada por:

i) Se a2(1+ ) > 45«, temos o caso das raizes caracteristicas reais e distintas, entao
Y(n) =1 AT + 2\l

ii) Se a?(1+ )2 =4f«, temos o caso das raizes caracteristicas reais de dupla multipli-

cidade, entao Y (n) = c; A} + con Al

iii) Se a?(1+ 3)% < 4B«, temos o caso das raizes caracteristicas complexas conjugadas,

entdo Y (n) = c; AT + co\y = r*[(¢1 + ¢2) cos(nf) +i(cy — c2) sin(nf)]. Se Ay = aq + 13
e Xy =ay+ify entao r=\/a2+ 32 e =tan! (é)

(€51

Um outro ponto é analizar se o ponto de equilibrio é ou nao estavel. Para determinar

esse resolvemos:
* * * k
Y*—a(l+B)Y*+paY " =k, logo Y* = o desde que a # 1.
-«

Com estas informacgoes busca-se fazer uma andlise da Renda Nacional Brasileira e

entender se a mesma é estavel a partir das trés condigoes abaixo:
a<l, 1T+a+2a8>0 e af<l.

Para continuarmos com o nosso estudo é preciso determinar as constantes a e 3 asso-

ciadas a Renda Brasileira e este é o proposito da préxima secao.

5.3.1 Estimacao dos Parametros a e 3

A adaptacao do arcabougo de [5] ao cendrio real exige a estimagao da propensao mar-

ginal a consumir («) e do acelerador de investimento (/) diretamente das séries histéricas
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brasileiras. As funcoes comportamentais subjacentes sao dadas por:

__C)

I
C(n)-C(n-1)

A Tabela apresenta os valores anuais extraidos das séries temporais e o passo
a passo do calculo algébrico para cada periodo. Cabe destacar que o ano de 2020 foi
desconsiderado no calculo da média do parametro g devido a contragao atipica do consumo
gerada pela crise da Covid-19, a qual resultou em uma distor¢ao matematica (denominador

negativo) que nao reflete a tendéncia estrutural de longo prazo do acelerador.

Tabela 5.3: Contas Nacionais (R$ Milhoes) e Estimacao de « e § (2011-2022)

Ano (n) C(n) I(n) G(n) Y(n) Qp B,
2011 2.573.419  901.927 817.038  4.292.384 — —
2012 2.883.929  997.460 892.180  4.773.569  0,6719 3,2123
2013 3.213.817 1.114.944 1.007.275 5.336.036  0,6733 3,3798
2014 3.555.352 1.148.453 1.106.874 5.810.679  0,6663 3,3626
2015 3.747.870 1.069.397 1.185.776  6.003.043  0,6450 95,5548
2016 3.939.208 973.271  1.277.645 6.190.124 00,6562 5,0867
2017 4.156.152  958.779  1.327.758 6.442.689  0,6714 4,4195
2018 4.423.548 1.057.409 1.393.480 6.874.437  0,6866 3,9545
2019 4.705.528 1.143.185 1.476.613 7.325.326  0,6845 4,0541
2020 4.700.085 1.260.228 1.532.205 7.492.518 0,6416 (Outlier)
2021 5.415.523 1.614.782 1.671.536 8.701.841  0,7228 2,2571
2022 6.356.658 1.794.223 1.854.884 10.005.765 0,7305 1,9064

Média — 1295272 — 0,6773 3,7188

Fonte: Adaptado do IPEADATA.

5.3.2 Modelagem para a Renda Nacional

Utilizando os valores médios estimados (« ~ 0,6773 e [ ~ 3,7188), estruturamos a

equacao de diferencas linear de segunda ordem que rege o comportamento dinamico do

PIB. Substituindo os parametros na forma canonica detalhada em [5], temos:

Calculando os coeficientes numéricos a partir das médias observadas na Tabela [5.3}

Y(n+2)-a(l+B8)Y(n+1)+aBY(n)=1.295.272.

a(l+05)=0,6773 x (1+3,7188) = 3,1960
af =0,6773x3,7188 =2,5187.
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Portanto, a dinamica macroeconoémica estimada para o caso brasileiro é dada por:
Y(n+2)-3,1960Y (n+1) +2,5187Y (n) = 1.295.272.

Para estabelecer a solucao precisamos encontrar a solucao homogénea e a particular,

algo interessante é que essa ultima coincide com o ponto de equilibrio. Assim,

k 1.205.272
l-a  0,3227

Y,(n)=Y"= =4.013.858,07.
Agora, basta encontrar a solucao homogénea em que as raizes aproximadas sao: A\, =

1,785 e Ay = 1,411. Logo, a solugao homogenea é dada por
Yi(n) =c11,785"™ + co1,411™.
Portanto a solugao geral é:

Y(n) =11, 785" + ¢51,411™ + 4.013.858, 07.

5.3.3 Estudo Qualitativo

A partir dos coeficientes determinados pela série histérica, realiza-se o estudo as-
sintético das solugoes do sistema aplicando os critérios analiticos de estabilidade discuti-
dos na literatura de equacoes de diferencas. Observa-se que o termo constante da equacao
caracteristica, dado por af = 2,5187, viola a condicao de estabilidade para equacoes de
segunda ordem (af < 1).

No contexto macroeconomico, essa divergéncia realca que, embora a estrutura analitica
classica proposta na literatura tedrica forneca uma excelente base de modelagem de
tendéncias iniciais, os dados empiricos de séries correntes de longo prazo demandam a
inclusao posterior de restricoes nao lineares para amortecer o comportamento puramente

explosivo da equacao linear de segunda ordem.

5.3.4 Projecoes para o Periodo 2023-2026

Para testar a aderéncia do modelo adaptado de [5], realizou-se a simulagao dinamica
da equacao de diferencas para o periodo de 2023 a 2026. Introduziu-se na equacao o valor
médio de 2011 até 2022 de despesas do governo (G(n)), com intuito de torna-la uma
constante. Tabela apresenta os resultados nominais gerados pelo modelo (Y (n)) a

partir das condigoes iniciais reais de 2021 e 2022.



Capitulo 5. Aplicacoes 127

Tabela 5.4: Projegoes do PIB Nominal Brasileiro (R$ Milhoes)

Ano (n) Gasto (G(n)) PIB (Y(n)) Comportamento

2021 1.671.536 8.701.841 Dado Real
2022 1.854.884 10.005.766 Dado Real
2023 1.295.272 11.356.373 Projecao
2024 1.295.272 12.388.717 Projecao
2025 1.295.272 12.286.317 Projecao
2026 1.295.272 9.358.878 Projecao

Fonte: Producao do Autor.

Sob a otica da taxa de crescimento real, as projecoes historicas do Fundo Monetario
Internacional (FMI) apontam que, apés o ciclo de recuperagao pés-pandemia em 2021
(+4,76%), a economia brasileira iniciou uma trajetéria de convergéncia, registrando cres-
cimentos reais (sem inflagao) de +3,24% em 2023, +3,41% em 2024 e sofrendo uma desa-
celeracao explicita para +2,29% em 2025.

Essa desaceleracao real corrobora a analise qualitativa das equagoes de diferencas line-
ares, pois o declinio da taxa de crescimento observado nos dados do FMI valida a hipétese
apresentada pelas projecoes. Portanto, a comparacao dos valores absolutos nominais de-
monstra a eficiencia do modelo no curto prazo, por exemplo no ano de 2023, o modelo
estimou um PIB de aproximadamente R$ 11,356 trilhdes, enquanto o PIB nominal verifi-
cado de mercado situou-se em R$ 10,9 trilhoes, o que representa um erro de aproximacao
aceitavel de +4, 18%.

Contudo, a partir de 2025, as projecoes tedricas descolam-se severamente da realidade
de mercado, revelando a instabilidade da trajetéria de longo prazo inerente ao modelo.
Na tabela a seguir podemos comprar as projecoes concebidas pelo modelo proposto nesta

segao e o valor real divulgado pelo Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE).

Tabela 5.5: Porcentagens de erros do PIB Nominal (RS trilhoes)

Ano (n) Projecao Valor real Erro

2023 11,356 10,9 14,18%
2024 12,389 11,7 +5,80%
2025 12,286 12,7 -3,26%
2026 9,359 - -

Fonte: Producao do Autor.

Em vez de manter uma estabilidade ou um crescimento sustentado, a combinacao li-
near das raizes sob as condicoes iniciais dadas for¢a o modelo a um declinio aparentemente
irreal e abrupto, caindo para R$ 9,36 trilhoes em 2026, porém segundo dados do IBGE
no primeiro trimestre de 2026 o PIB nominal em torno do valor de R $ 3.3 trilhoes, se

a tendencia persistir o PIB nomimal acumulado durante o ano sera um valor de, apro-
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ximadamente, R$ 13 trilhoes. Essa divergéncia ocorre porque, na formulacao classica,
assume-se que o acelerador § e a propensao ao consumo atuam de forma perfeitamente
linear.

Em suma, a divergéncia verificada entre a projecao do modelo e os dados observados a
partir de 2025 nao invalida a metodologia, mas reforca sua validade epistemologica. Este
modelo comporta-se como uma ferramenta de diagnéstico que evidencia como a propensao
ao consumo e o acelerador de investimentos conduzem a traajetéria do PIB a extremos

que a economia real e seu contexto tende a mitigar.



Consideracoes Finais

O presente trabalho explorou a teoria das equagoes de diferencas, estabelecendo um
paralelo com o calculo diferencial. Ao longo desta pesquisa, demonstrou-se que a discre-
tizagao de modelos nao ¢ apenas uma necessidade computacional, mas uma abordagem
que pode revelar comportamentos complexos, como bifurcacoes e caos, que muitas vezes
permanecem ocultos em modelos puramente continuos.

Nos primeiros capitulos, a fundamentacao sobre polindmios fatoriais e os operadores
de diferenga (A) e avango (F) permitiu consolidar a base necessaria para a resolucao de
equagoes de ordem superior. A aplicacao do critério de Schur-Cohn e o estudo da esta-
bilidade assintética mostraram-se cruciais para prever o comportamento de longo prazo
das solucoes, permitindo identificar se um sistema tende ao equilibrio ou a instabilidade.

As aplicacoes desenvolvidas no Capitulo 5 evidenciaram a versatilidade da teoria. Pois,
através dos métodos de Newton-Raphson e Fuler, ficou clara a importancia da precisao
e do tamanho do passo (h) na obtengao de aproximagoes confidveis para problemas sem
solucao analitica fechada. Adicionalmente, a modelagem aplicada ao cenario do “Jogo
do Tigrinho” trouxe uma conclusao matematica contundente: a vantagem da casa, por
menor que seja, torna a ruina do apostador um evento assintoticamente certo no longo
prazo, desmistificando a ilusao de ganhos sustentaveis em plataformas de apostas digitais.
Por fim, O uso do Modelo de Samuelson para o PIB brasileiro demonstrou a capacidade
de diagnéstico da teoria. Embora o modelo linear tenha apresentado boa aderéncia no
curto prazo, como o erro de apenas 4,18% para 2023, as divergéncias em projecoes futuras
ressaltaram a necessidade de considerar a instabilidade inerente ao sistema econdmico e
a influéncia de variaveis nao lineares.

Sob uma visao holistica, este trabalho cumpriu seu objetivo de unir o rigor da teoria
a andlise critica de problemas ligados a realidade brasileira. As equacoes de diferencas
revelaram-se essenciais para traduzir a realidade discreta em que vivemos, oferecendo
um campo fértil para futuras investigagoes, especialmente na integracao de modelos es-
tocasticos e ferramentas computacionais em Python, fundamentais para o tratamento de

sistemas de alta complexidade.
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