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Resumo

A filtragem adaptativa € aplicada na solucdo de diversos problemas da engenharia. Ha
muitas alternativas para melhord-la, uma delas é o uso de kernel e, em adi¢c@o, o uso de um
diciondrio pré-definido de dados. Neste contexto, este trabalho apresenta o KSIG, a versao
em kernel do algoritmo Sigmoide, um algoritmo que otimiza o erro do filtro pelo emprego
de uma funcdo de custo par e ndo linear. Ademais, € apresentada a versdo do KSIG com di-
ciondrio de dados pré-definido, visando reducio do grande nimero de dados utilizados para
obtencdo da saida decorrente do uso da técnica com kernel. A eficiéncia teérica do KSIG e
de sua versao com diciondrio pré-definido € um resultado presente nas provas de convergén-
cia construidas para ambos os algoritmos, as quais demonstraram que estes convergem em
média. J4 as curvas de aprendizagem obtidas nas simulagdes computacionais dos experi-
mentos realizados demonstraram que o KSIG quando comparado ao KLMS, em diferentes
problemas de filtragem adaptativa, apresenta convergéncia mais rapida, em menos iteracoes,

tanto nas versdes sem tanto com diciondario pré-definido de ambos os algoritmos.
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Abstract

Adaptive filtering is applied as solution for many problems in engineer. There are many
techniques to improve adaptive filtering as kernel methods and, in addiction, it is used a pre-
tuned dictionary. In this context, here is presented the KSIG algorithm, the kernel version of
Sigmoide, where is used the kernel, to decrease the error, and the non-linear and even cost
function to increase the convergence speed. Here it is described also, the KSIG with a pre-
tuned dictionary, to reduce the size of the data set used to calculate the filter output, which
is a kernel method consequence . The KSIG and KSIG with pre-tuned dictionary theoret-
ical efficiency is one result of their convergence proof, which evidence that the algorithms
converge in average. The learning curves, which are results of some experiments, show that
when KSIG and KLMS algorithms are compared, the first converges faster, in less iterations,

than the second, in the version with and without pre-tuned dictionary of both algorithms.
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Notacao

1. Letras mindsculas em itdlico sdo varidveis escalares. Exemplos: x, d, w, y;
2. Letras maitsculas denotam constantes escalares. Exemplos: X, D ;
3. Letras mindsculas em negrito sdo vetores. Exemplos: x, w ;

4. Todos os vetores (referidos no item anterior) sao matrizes coluna, sem exce¢dao. Exem-

}T.

plo: x = [x1, %9, ...,z 3
5. Letras maidsculas em negrito sdo matrizes. Exemplos: X, R;
6. Parénteses indicam tempo ou iteragdo. Exemplos: d(), y(i);

7. Todas as variaveis sao reais;

8. Subscrito € para indice em um vetor ou matriz, ou quando especificado, pode também

indicar iteragdo.
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Capitulo 1

Introducao

A filtragem adaptativa é observada em diversas tarefas da engenharia, sendo solu¢iao de mui-
tos problemas, principalmente de processamento de sinais, como a predi¢do ou o cancela-
mento de ruido [Haykin 2014]. Para estes tipos de problema, € necessario que no processo de
constru¢do do filtro alguns de seus pardmetros se modifiquem para aproximar a saida deste
de algum sinal de saida desejado, tarefa que ndo pode ser realizada quando se trata de filtros
digitais mais comuns, cujos parametros sao fixos, e ndo abrangem a complexidade desses
tipos de atividades.

Dentre os algoritmos de filtragem adaptativa mais conhecidos, hd o Least Mean Square
(LMS), que tem como caracteristica principal a facilidade de implementacdo e a eficiéncia
(que € préxima do filtro adaptativo 6timo), o que ratifica o porqué da frequéncia com que é
aplicado e estudado desde a sua criacdo em 1960 [Widrow and Stearns 1985].

O trabalho de [Santana et al. 2006b], traz o algoritmo Sigmoide, que tem uma fung¢ado par
e ndo linear como métrica de avaliacdo, ou fun¢do de custo, do erro na filtragem, substituindo
o MSE (do inglés mean square error) utilizado no LMS. O resultado do Sigmoide foi um
aumento na taxa de convergéncia, o que significa que o Sigmoide converge para a solugado
final em um ndmero menor de iteragdes quando comparado ao LMS.

Todavia, tanto no LMS quanto no Sigmoide, a filtragem pressupde a linearidade quanto
ao modelo do filtro adaptativo. Alguns trabalhos, noutra perspectiva, apontam para técnicas
com filtragem com modelo ndo linear, a partir do uso de funcdes positivas e simétricas,
denominadas kernel [Liu et al. 2010]. Esta técnica lida com a ndo linearidade a partir dos

dados transformados para um espaco de Hilbert gerado a partir da combinacdo de fung¢des



kernel.

O kernel LMS (KLMS) € um dos exemplos da aplicagcdo do kernel (“kerneliza¢do”) cons-
truido a partir do algoritmo LMS [Liu et al. 2010]. Como o resultado da kernelizacdo do
LMS foi obtida diminuicdo do MSE no processo final de filtragem, o que significa que a
saida do filtro ap6s a fase de treinamento foi mais proxima da saida desejada no KLMS que
no LMS [Liu et al. 2008].

As propostas do Sigmoide e do KLMS objetivaram a melhora da filtragem adaptativa
respectivamente pela troca na funcdo de avaliacdo e pela mudanca de dominio dos dados
para um espago vetorial diferente. Uma alternativa para melhorar a filtragem seria utilizar
ambas as técnicas, de modo a aproveitar a convergéncia mais rapida do Sigmoide e a queda
no erro do trabalho com kernel do KLMS.

Esta alternativa consiste na kernelizacao do algoritmo Sigmoide, a qual denominaremos
nesta dissertacdo de KSIG, que produz em hipétese, uma queda do erro como no KLMS, e
uma convergéncia mais rdpida que a encontrada neste, seguindo o principio de que o Sig-
moide € mais “rdpido” que o LMS, o KSIG é também mais “rdpido” em relacdo a conver-
géncia que o KLMS. Esta taxa de convergéncia mais rdpida representaria uma melhora no
contexto de aplicacdes cujo tempo de construcao do filtro deve ser o mais curto possivel.

Em complemento, dados alguns trabalhos recentes que fazem o uso de um diciondrio de
dados pré-definido no KLMS para lidar com o problema do alto custo associado ao célculo da
sua saida, € possivel propor uma versao do KSIG com diciondrio pré-definido, adaptando-o
também a este tipo de problema.

Este trabalho tem como objetivo apresentar duas solucdes para problemas de filtragem
adaptativa, o KSIG, a versdo kernel do Sigmoide e o KSIG em sua versdao com dicionario
pré-definido. Para este fim, nele estdo contidas além das descrigdes dos algoritmos, suas
andlises de convergéncia, especificando sob qual condi¢do cada um converge, e, na descri¢ao
de alguns experimentos em que se comparou o desempenho do KSIG com relagdo ao KLMS.

Para melhor compreensdo desta dissertacdo, esta estd organizado em capitulos, em que

e 0 capitulo 2 apresenta a fundamentagdo tedrica de filtragem adaptativa, a técnica de

uso de funcdo kernel e como sua utilizagdo na filtragem adaptativa;

e 0 capitulo 3 descreve trabalhos correlatos com alguns algoritmos para a solucdo de



problemas de filtragem adaptativa;
no capitulo 4 é apresentado o algoritmo KSIG e descrita sua andlise de convergéncia;

o capitulo 5 traz a versd@o com diciondrio pré-definido de dados do algoritmo KSIG,

bem como a andlise de convergéncia;

no capitulo 6 sdo apresentados alguns experimentos comparando o desempenho do

KSIG com o KLMS, bem como os resultados encontrados;

e finalmente, no capitulo 7 sdo apresentadas as conclusdes deste trabalho e as perspec-

tivas de trabalhos futuros.



Capitulo 2

Fundamentacao Teorica

Neste capitulo sdo tratados conceitos envolvidos na temadtica da filtragem adaptativa, o mé-
todo do gradiente descendente, matriz de autocorrelacio, correlacio cruzada, o conceito de
filtro adaptativo 6timo ou de Wiener; além disto, serdo abordados o algoritmo LMS e o ex-
cesso de MSE na filtragem. Por fim, serd apresentado o kernel e a técnica de “kernelizacao”,

dada a partir do truque do kernel, conceitos que serdo alicerce para os capitulos seguintes.

2.1 Filtragem Adaptativa

A filtragem adaptativa consiste no processamento de sinais cujas propriedades estatisticas
ndo sdo as mesmas para todas as entradas possiveis [Widrow and Stearns 1985]. Entretanto,
mesmo que seja possivel a adaptagdo, se a variacdo das propriedades estatisticas ocorrer em
um periodo de tempo muito curto, a filtragem adaptativa pode ndo obter bons resultados,
de modo que, para obtengdo de resultados em filtros adaptativos é necessario haver certo
periodo de estacionaridade dos dados o qual possibilite a adaptacao no filtro [Sayed 2008].

Assim, para atender a variagdo das propriedades estatisticas, é necessdria a adaptagdo
dos parametros do filtro, os pesos, por um determinado periodo de tempo (treinamento), de
modo que estes sejam os mais adequados possiveis (adaptados) as caracteristicas do sinal
de entrada, aproximando a saida do filtro da saida desejada. O esquema geral de um filtro
adaptativo € ilustrado no diagrama de blocos na Figura 2.1.

E possivel observar no diagrama de blocos na Figura 2.1 que h4 um sinal de entrada que

€ processado no filtro adaptativo, o qual gera uma saida que € dada como entrada a um bloco



2.1 Filtragem Adaptativa 5

7

saida
entrada A)I Filtro Adaptativo >

Avaliacdo

Figura 2.1: Ilustracdo genérica em diagrama de blocos do processo de filtragem adaptativa.

de avaliacdo. A saida deste ultimo bloco € utilizada no filtro adaptativo para possiveis ajustes
dos pesos, com objetivo de aproximar a saida do filtro adaptativo do valor 6timo da saida do
filtro, ou seja, o que possui minima diferenga com relagdo ao sinal desejado para a saida.

A seta inclinada que atravessa o bloco do filtro na figura 2.1 indica que este é adaptativo,
isto €, que seus pesos sdo ajustaveis, que podem ser modificados. Nao obstante, o processo
de adaptacgdo € finito, ou seja, o filtro tem um periodo determinado para adaptacdo, para os
ajustes dos pesos e melhora da filtragem, o que € similar a um treinamento em aprendizagem
de méquina, que consiste no periodo em que um algoritmo tem que aprender a realizar a
tarefa a qual € designado [Theodoridis and Koutroumbas 2008], de modo que a filtragem
adaptativa € classificada como um tipo de aprendizagem supervisionada [Liu et al. 2010].

No processo de adaptacao, ou periodo de aprendizagem, € necessario algum tipo de ava-
liacdo do filtro, a qual € realizada a partir de alguma funcdo do erro', o qual € definido como

a diferenca entre a saida desejada e o resultado na saida do filtro,
e(i) = d(i) — y(7) (2.1)

em que ¢ ¢ uma indicagdo de tempo discreto; d(i) é o valor desejado para a saida; y(i) é o
valor de saida encontrado pelo filtro.
A saida do filtro adaptativo linear, y(i), é definida como a relagio entre a entrada dos

dados e os pesos do filtro, sendo escrita como

y(i) =Y a(i)wi(i) = x(i)"w(i) 2.2)

!também conhecida como fungdo de custo.
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em que x(7) = [21(4), 72(4), ..., 2,(¢)]" € um vetor (matriz coluna) de tamanho n que re-
presenta o dado n-dimensional de entrada e; w(i) = [w1(4), wy (i), . .., w,(i)]T é o vetor de

pesos também de tamanho n.

wy (i)

Figura 2.2: Diagrama de filtro adaptativo como combinacgdo linear. Adaptado de [Widrow

and Stearns 1985]

A Figura 2.2 é uma ilustracdo dessas relacdes entre a entrada, os pesos, a saida e o erro
no filtro. Nesta figura, a saida do filtro y(i) é expressa como o somatério dos produtos de
cada elemento da entrada x(7) por um peso wy(7) do filtro. Também o erro pode ser visto na
figura como a diferenga entre sinal desejado d(i) e saida do filtro. Ao longo do processo de
adaptacao (¢ iteracdes de treino), o valor de cada wy, vai sendo modificado, para que o erro,
se possivel, diminua.

Conhecidas as relacdes e terminologia de filtros adaptativos, como a relacdo entre en-
trada, pesos e saida do filtro, na se¢do seguinte serd apresentado o filtro linear 6timo sob o

critério do erro quadréatico médio.

2.1.1 Filtro linear otimo

O filtro linear 6timo sob o critério do erro quadratico médio é aquele cujo erro é minimo. Ele
pode ser encontrado a partir de algumas manipulagdes das equagdes definidas na subse¢do

anterior. Substituindo (2.2) em (2.1) tem-se

e(i) = d(i) — x(i)Tw(i) = d(i) — w(i)"x(3) (2.3)
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Tomando o quadrado de (2.3) entao
e(i)? = d(i)* + w(i) x(i)x (i) w(i) — 2d(i)x(i)" w(i) (2.4)

Se, por hipétese, assume-se que o valor do filtro estd proximo do valor de convergéncia,
isto significa que w(7), em média ndo varia muito ao longo de cada iteracéo 7, assim, apli-
cando o operador expectancia em (2.4), considerando a variacdo em cada iteracdo, obtém-se

como resultado
Ele(i)’] = E[d(i)?] + w(i)" E[x(i)x(i)" Jw(i) — 2B[d(i)x ()" |w(i) (2.5)
A matriz R, matriz de autocorrelagio dos dados de entrada x(i), é definida como
R, = Elx(i)x(i)"] (2.6)
Ja a matriz de correlacdo cruzada p, por

p = Eld(i)x(1)] 2.7)

7z

Neste contexto, o erro quadritico médio, ou MSE, que se pode definir como & £ Ele(i)?], é

reescrito pela substituicao de (2.6) e (2.7) em (2.5), como
¢ = E[d(i)’] + w(i) Ruw(i) — 2p" w(i) (2.8)

Dado este resultado, o gradiente de £ em relagdo a w(i) é definido como

. S I 3 oc 17 |
V=W om0 dnG) a2 (2.9)

No filtro 6timo o erro é minimo, € o minimo de ¢ ocorre quando sua derivada em relagdo
a w(i) € o vetor nulo 0, ou seja, quando o gradiente € 0. Considerando w, como o vetor de
pesos 6timo, entdo por (2.9)

V=0=2Rw, —2p (2.10)
Desenvolvendo (2.10) € possivel obter a relacao
0 =2Ryw, — 2p

2Ryw, = 2p

RxWo =p



2.2 Least Mean Square 8

e entdo, assumindo que a matriz de autocorrelacdo possui inversa, multiplicando ambos os

lados deste dltimo resultado por Ry ', tem-se que
w, = R 'p (2.11)

Esta relagdo € conhecida na literatura como filtro de Wiener [Haykin 2014], sendo o filtro
6timo, com o minimo possivel de erro, definido como o produto do inverso da matriz de
autocorrelacdo dos dados pela matriz de correlagio cruzada.

Mesmo conhecendo a definicao do filtro de Wiener, ou 6timo, este € na realidade um
resultado tedrico, ndo necessariamente alcangédvel, haja vista que a matriz de autocorrelagdao
nem sempre é conhecida e o cdlculo da sua inversa pode ser bastante custoso; além disto,
nao hd como garantir a estacionaridade das propriedades estatisticas da mesma [Widrow and
Stearns 1985, Haykin 2014]. Assim, os algoritmos de filtragem adaptativa levam a filtros
que sdo aproximacoes do filtro de Wiener. Dentre estes algoritmos, estd o LMS, o qual serd

apresentado na secdo seguinte.

2.2 Least Mean Square

O LMS foi criado por Widrow e Hoff em 1960 e é um dos algoritmos de filtragem adaptativa
mais conhecidos e utilizados devido a sua facilidade de implementacdo e aos seus resultados
nas tarefas de filtragem [Haykin 2014].

A aproximagdo da solugdo 6tima é feita pelo LMS, a partir do método do gradiente
descendente, que toma como base o gradiente da funcdo a qual se deseja minimizar (ou
maximizar), fun¢do esta que no contexto de filtragem adaptativa é a funcdo de avaliacdo do
filtro, dada com relagdo ao erro, que € definido como a diferenca entre sinal desejado para a
saida e o valor na saida do filtro.

Pelo método do gradiente descendente, a cada passo, no LMS, o vetor de pesos € atua-
lizado a partir de seu valor atual, acrescido de algum percentual do gradiente da funcao de

avaliac@o, conforme a equagio
w(i+1)=w(i)— uV(i) (2.12)

em que u é conhecido como tamanho do passo, ou taxa de aprendizagem, e estd no geral,

dentro do intervalo de (0, 1].
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O tamanho do passo representa o quanto do gradiente é tomado em conta a cada atuali-
zagdo. Ele é um parametro experimental mas tem, como se verd ainda nesta se¢cdo, uma faixa
de valores possiveis na qual é garantida a convergéncia do algoritmo.

O método do gradiente descendente adotado no LMS, em sua fase de atualizagdo, leva
em consideracio apenas o erro atual, ou seja, o vetor de pesos € atualizado a partir da funcao
de avaliacdo sobre o erro no tempo ¢, ndo levando em conta os erros anteriores. Com esta
caracteristica, a cada iteracdo, o erro pode indicar uma dire¢do ndo deterministica no gradi-
ente, por isto, diz-se que o LMS utiliza um método de gradiente descendente estocdstico, em
que a cada novo passo o calculo do gradiente € independente, ndo determinado por qualquer
passo anterior [Liu et al. 2010, Haykin 2014].

Tomando a funcdo de avaliagdo como o MSE, o gradiente instantaneo (da iteracdo) &

definido como

V(i) = —2e(i)x(1) (2.13)
Entdo, substituindo (2.13) em (2.12) tem-se o algoritmo LMS
w(i+1)=w(i) —2ue(i)x(i) (2.14)

A dependéncia na atualizacdo do vetor de pesos em relagdo a entrada no LMS € evidenciada
por (2.14). Nao obstante, considerando o filtro préximo da regido de convergéncia, o valor
do vetor de pesos oscilard em torno de algum valor, seja o do vetor 6timo ou ndo, podendo-
se assumir a independéncia em relagdo aos dados de entrada quando préximo do estado
estacionario [Widrow and Stearns 1985].

Considerando que na regidao de convergéncia hd independéncia em relacdo aos dados de
entrada, na prova da convergéncia, obteve-se como resultado da andlise uma relagao desta
com a taxa de aprendizagem [Haykin 2014], de modo que, em média, o algoritmo LMS
converge se

O<pu<

(2.15)

)\mam

em que A, € o maior autovalor da matriz de autocorrelacio Ry. Assim, é garantida a

convergéncia do LMS quando a taxa de aprendizagem esta no intervalo indicado em (2.15).
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Além disto, se seu valor for muito pequeno a solu¢ido dada pelo algoritmo pode convergir
mais lentamente, mas se for muito alto, esta pode oscilar e ndo se aproximar da melhor
solugdo [Sayed 2008].

Mesmo em média convergindo para uma solucdo, o LMS € uma aproximacgao do filtro
de Wiener cujo erro € minimo, de modo que hda um excesso de erro no LMS com relagdo ao

erro do filtro 6timo e € sobre este excesso que trata a proxima subsec¢ao.

2.2.1 Excesso

No LMS, enquanto o vetor de pesos for diferente do vetor 6timo, w # w,, havera um excesso
de erro, isto significa que, considerando o erro (MSE) como £ e no filtro de Wiener como &,,,;,
(erro minimo possivel), enquanto £ > &,,;, haverd um excesso do MSE, definido [Widrow

and Stearns 1985] como
ExcessoM SE = E[& — &Enin] = pE[n Jtr{Ry} (2.16)

em que o subindice ¢ indica a i-€sima iteracdo; n se refere ao ruido no sistema [Santana
2006]; 1 é a taxa de aprendizagem e tr{e} é a fungdo traco da matriz 2, que € a soma dos
elementos da diagonal principal.

O desajuste, M, é uma medida comumente utilizada na literatura de filtragem adaptativa
[Haykin 2014], ele € definido como a relacdo entre o excesso € 0 erro minimo
E[& — &min]

Emin

Considerando que o erro minimo advém do ruido [Santana 2006], ou seja, & = E [nz],

1

M = 2.17)

entdo, o desajuste em (2.17) é reescrito como
Mias = ptr{Rx} (2.18)

A curva de aprendizagem consiste no grafico que apresenta o erro ao longo das iteragdes,
durante a fase de treinamento do algoritmo. O excesso do MSE € observado na curva de

aprendizagem do algoritmo LMS, como ilustrado na Figura 2.3. A métrica, que neste caso é

20 traco € utilizado como parametro, substituindo o maior autovalor \,,,, da matriz de autocorrelacdo
Ry, dado que tr{R} > A4, € por ser mais simples o computo do trago da matriz de que o célculo de seus

autovalores [Liu et al. 2010].



2.2 Least Mean Square 11

0 MSE do LMS, oscila em torno de uma curva de aprendizagem ideal, a qual serd definida a
seguir.

Na Figura 2.3, a curva de aprendizagem ideal, pontilhada, pode ser representada por uma
funcdo exponencial, enquanto a curva em linha continua é a do LMS, que oscila em torno da

curva ideal, esta oscilacdo ¢ a ilustragao do excesso do MSE.

1 —IMS
——-exp ||

o
oo

=
o)

erro quadratico médio
=
~J

o
Lh

=
I

0 100 200 300 400 500
1teracdes

Figura 2.3: Curva de aprendizagem tipica do LMS e aprendizagem 6tima

t
A equacdo exponencial que modela a curva ideal do LMS € da forma e” ™, em que ¢ se
refere ao tempo (iteracdo) e 7 é uma constante de tempo, que mantém uma relacdo estrita

com o n-ésimo autovalor de Ry (\,,), descrita segundo [Widrow and Stearns 1985] como

1
C2u\,

(2.19)

Tn

O conceito de excesso € utilizado em um modelo de prova de convergéncia de algoritmos
de filtragem adaptativa [ Yousef and Sayed 2001], o que mostra sua importancia e razdo pela
qual foi abordada neste capitulo. Além disto, o desajuste serd utilizado como pardmetro
noutra parte do préximo capitulo, por isso abordagem desses tOpicos nesta secao.

A partir das definicdes contidas nesta e nas subsecc¢des anteriores, fez-se uma revisao
sobre filtragem adaptativa linear, filtro linear 6timo, métricas de avaliacdo, excesso de erro
e desajuste, temas importantes para a proposta a ser apresentada. A secdo seguinte trata
de outra tematica essencial ao trabalho aqui apresentado, as fungdes kernel e as defini¢des

concernentes ao uso da técnica que utiliza os espacos vetoriais gerados por estas funcdes.
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2.3 Kernel

Esta secdo trata brevemente sobre kernel, sua definicdo e propriedades, e por fim faz um

apanhado geral dos espacos de Hilbert gerados por kernel.

2.3.1 Propriedades

Um kernel é uma fungio « : (X x X) — R, com X C R¥, tal que, dados x,x’ € X, valem

as propriedades [Liu et al. 2010]
l. k(x,x') >0 (positividade)
2. k(x,x') = k(x/,x) (simetria)
Os tipos mais comuns de fungdo kernel sao
252

N " _ —Jlx—x’|
1. gaussiano: k(x,x’) = exp , 0>0

2. polinomial: r(x,x’) = (xTx' +1)!, 1>2

2.3.2 Truque do kernel

Um espaco de Hilbert € um espacgo vetorial completo e com produto interno definido [Deb-
nath and Mikusinski 2005]. Existe a possibilidade de um espaco deste tipo ser gerado a
partir de uma combinagdo linear de funcdes kernel, se o kernel possuir propriedade de repro-
ducdo [Liu et al. 2010].

Segundo o teorema de Moore-Aronszajn, um kernel reprodutor pode gerar um tnico
RKHS (reproducing kernel Hilbert space, espaco de Hilbert reproduzido por kernel) e um
RKHS ¢ formado por apenas um kernel reprodutor [Santana Junior 2012]. Isto significa que
o espaco formado pela combinagdo linear de func¢des kernel € tinico e que todas operagcdes
sobre um RKHS refletem apenas sobre a fungdo kernel que € a geradora do espaco.

Para um RKHS H gerado pelo kernel k, hd um elemento g, (e) € H, tal que
gx{') = K’(X’ .)v
definido como representante de x, de modo que para todo f € H € vélida a propriedade

(9, [) = [(x), VfeH (2.20)
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em que (e, ®) é 0 produto interno de H.

Como g« € H, entdo, para cada x’ € X

gx(X') = (g, gx') 2.21)

Pela definicdo de representante, mostrada anteriormente, € possivel escrever

9x(x') = K(x,X). (2.22)

Substituindo a igualdade de (2.22) em (2.21),
K(X, X) = (gx, 9x') (2.23)

Este resultado é conhecido na literatura como "truque do kernel" [Parreira et al. 2012].
A partir dele, fica explicito que € possivel escrever o produto interno de dados do espago de
Hilbert a partir do kernel aplicado nos dados, os quais, os elementos deste mesmo espago de
Hilbert representam. O que significa que, a partir do truque do kernel, é possivel se trabalhar
com produto interno de um RKHS sem lidar com dados neste espaco e sim, com os dados
ainda no espaco original como entrada da funcdo kernel, a qual representa o produto interno
dos dados no RKHS.

Para utilizar o kernel, e mais especificamente o espaco de Hilbert por ele gerado, € en-
tao necessdrio expressar os dados, ou mesmo o préprio algoritmo que se quer "kernelizar"”,
como produto interno, e pelo truque do kernel substituir o produto interno pela fungao kernel
aplicada nos dados ainda no espago original, utilizando indiretamente a nao linearidade dos
dados no RKHS apenas com a aplicacao do kernel.

Esta é a descricao da técnica de "kernelizacdo", a qual permite observar como sao es-
truturados os algoritmos em kernel existentes, além de possibilitar também o cabedal para a
proposta de novos algoritmos em kernel, cuja exigéncia é expressad-los em termos de produ-

tos internos do RKHS.

2.4 Consideracoes Finais

A filtragem adaptativa € importante sobretudo em atividades em que ha variabilidade das

propriedades estatisticas dos dados. O filtro adaptativo 6timo € uma construcao tedrica, a
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aproximacgao deste filtro € feita a partir de algoritmos como o LMS, cuja faixa de valores
para sua convergéncia estd atrelada ao valor escolhido para a taxa de aprendizagem.

O excesso e o desajuste sdo formas de aferir a diferenca entre o erro 6timo € o erro
encontrado ao longo das iteragdes. A partir do truque do kernel € possivel utilizar o poder
de uma representacao num espago mais complexo sem lidar com os dados neste espago mas,
com sua representacdo do produto interno obtida pela func¢do kernel, ainda no espago original

dos dados.



Capitulo 3

Trabalhos Relacionados

Este capitulo apresenta alguns trabalhos relacionados a area de filtragem adaptativa, nele
estdo descritos os algoritmos Sigmoide e KLMS, e também, tdpicos relativos a andlise de

convergéncia destes.

3.1 Algoritmo Sigmoide

O erro a cada iteracdo, como descrito no capitulo 2, € definido como a diferenca entre sinal

esperado e o obtido na saida do filtro
e(i) = d(i) — w(i)"x(i) (3.1)

O termo F'(e(i)) é definido como a fungdo de avalia¢do (ou custo) do filtro. O gradiente

instantaneo, @(z), da func¢do de avaliac¢do € definido como

V(i) = 8vf(z’)F(€(i)) = F’(e(z))gi((?) _ p(e(iyy 240 5 w(i)"x(i)]

— —F(e(@)x() (32

w(7)

Denotando por f = F’, o algoritmo geral para atualizacdo dos pesos pode ser definido como
w(i+1) = w(i) — uf(e(i))x(z) (3.3)

No caso do MSE, f(e(i)) = e(i).
Em seu trabalho, Santana [Santana 2006] prop6s um modelo de filtragem com método do
gradiente descendente com F' como uma fung¢ao par e ndo linear, cuja superficie obtida ofe-

rece maior velocidade de convergéncia no que tange a encontrar o vetor de pesos 6timo, ou

15



3.1 Algoritmo Sigmoide 16

seja, melhora o tempo da filtragem adaptativa e diminui o excesso de MSE. Para exemplificar
este seu modelo, o autor propde o algoritmo Sigmoide (SA, do inglés Sigmoid Algorithm),
no qual,

F(e(1)) = In(cosh(ae(i))) (3.4)

em que « é uma constante que altera a inclina¢do da curva gerada por [n(cosh(e)). O

gradiente instantaneo de (3.4) € definido como

0
ow (1)

F(ae(1)) = —atanh(ae(i))x(7) (3.5)
Substituindo (3.5) entdo em (3.3)
w(i+ 1) = w(i) + patanh(ce(i))x(7) (3.6)

Como no caso do LMS, a convergéncia estd relacionada a taxa de aprendizagem, de

modo que, por [Santana 2006], para garantir a convergéncia do Sigmoide,

2
O<pu< 3.7
a atanh(apaz) — a2tanh(a e )sech(a e )2 S
No que se refere ao desajuste, no SA, algoritmo Sigmoide, é dado por
M= pE[tanh?(ang)|tr(Ry) 38)

2E[sech?(any)]|o?

Para comparar o desempenho do Sigmoide com o do LMS, [Santana 2006] considerou
que ambos tinham igual desajuste (M), o que permitiu que se estabelecesse uma relag@o entre
as taxas de aprendizagem dos algoritmos. Por (2.17) e o resultado em (3.8), considerando

iguais os desajustes

_ psaE[tanh?(ony,)|tr(Ry)
,U’LMStT<R'x(Z)) - 2E[sech2(ank)}afl
s = 2F[sech?(ang)]o?]urars (3.9)

uEtanh?(ang)]
Os experimentos realizados em [Santana 2006, Santana et al. 2006b] atestam o desem-
penho superior quanto a velocidade de convergéncia do Sigmoide em relagdo ao LMS em
duas tarefas de filtragem adaptativa, a primeira foi a identificacdo de uma planta e a segunda
a determinacao do componente deterministico de impedancia cardiogréfica.
O resultado de um dos experimentos estd ilustrado na Figura 3.1, que se refere a curva de

aprendizagem da modelagem da planta de um sistema, descrito pela fun¢do de transferéncia
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P(z) = 0.2037z7" + 0.5926272 + 0.203727%. Nesta modelagem foram executadas 100
simulacdes de Monte Carlo. Sendo prys = 0.03, e usa dado por (3.9). A partir desta
figura € possivel observar a convergéncia mais rapida do Sigmoide em relagdo ao LMS, pois
0 primeiro atinge a regido estaciondria entre 600 e 800 iteracdes, ja o segundo, em 1200

iteracdes aproximadamente.

1 A1 1 L 1 A1 1 L L
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Nuamero de iteragbes

Figura 3.1: Curva de aprendizagem do LMS e do Sigmoide. Disponivel em [Santana 2006]

Como descrito e explicitado pelo resultado supracitado, a mudanga na funcdo de ava-
liagdo provocou uma melhora no processo de filtragem adaptativa em termos do tempo de
convergéncia. Outro modo de melhorar a filtragem € pelo uso da técnica de kernelizacao, é

sobre esta técnica que versa a proxima sec¢ao.

3.2 Algoritmos kernel

A facilidade de lidar com o produto interno de um espaco de Hilbert sem a necessidade de
trabalhar com os dados neste espago, além da fundamentacdo matemadtica s6lida da técnica
baseada em fung¢des kernel, a tornou uma técnica bastante utilizada [Liu et al. 2008]. Em
filtragem adaptativa, o trabalho de [Liu et al. 2010] traz uma série de algoritmos em suas
versOes kernel, dentre eles o LMS, o RLS e o Adaline.

O uso de kernel é observado em aplicagdes de reconhecimento de padrdes quando se

objetiva por exemplo, a classificacdo ndo linear de dados. E o caso de aplicacdes com ma-
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quina de vetor de suporte (SVM) em que se faz uso do kernel [Theodoridis and Koutroumbas
2008].

No que se refere a uma formalizacdo do uso da técnica, o trabalho de [Chen and Zhang
2007] traz uma descri¢do geral do que € a kernelizacdo, que consiste em lidar com o algo-
ritmo original, mas aplicado sobre os dados transformados tomados seus produtos internos,
representados em elementos da matriz de Gram.

A matriz de Gram, G, € definida como a matriz cujos elementos sdo o produto interno de
algum conjunto de dados. Considerando {x;}? ; um conjunto de n vetores de entrada, cada
elemento g;; de G,,x,, € definido como g;; = (x;, xj>. Pelo truque do kernel (2.23), se os
dados estiverem num RKHS, entdo g;; = (p(x;), p(x;)) = K(Xi, X;j).

Segundo [Chen and Zhang 2007], se F(X) for o algoritmo original F aplicado nos dados
X de entrada, o algoritmo kernelizado nada mais é o que F(G(X)), em que G(X) é a matriz
de Gram dos dados em X. Isto significa que o algoritmo kernelizado ainda € o algoritmo
original, mas aplicado na matriz de Gram dos dados de entrada.

Um exemplo desta relacdo € ilustrado em [Santana Junior 2012], em que hd a proposta
da extracdo cega de sinais com uso da técnica de kernelizacdo, trabalhando com o resultado
diretamente escrito a partir da matriz de Gram dos dados transformados, cuja solu¢do final
possui similaridade com a encontrada a partir do algoritmo sem o kernel, uma solucio que se
assemelha ao algoritmo inicial em linhas mais gerais, mas aplicado na matriz de Gram dos
dados no RKHS.

Outra aplicagdo da técnica de kernelizacdo é o KLMS [Liu et al. 2008], e € sobre ele que

trata a préxima secao.

3.3 KLMS

O algoritmo KLMS (ou kernel LMS), de [Liu et al. 2008], é a aplicagdo da técnica de
kernelizacdo ao algoritmo LMS, podendo ser definido também como o LMS em um RKHS.

Para se obter o KLMS sdo necessérios alguns passos. Tomando a férmula do LMS em



3.3 KLMS 19

(2.14) e ignorando a constante!, a equacio de atualizacdo do LMS pode ser reescrita como
w(i+1) =w(i) + pe(i)x(7) (3.10)

Transformando entdo (3.10) para um dado do RKHS, tem-se a atualizac@o do vetor de pesos

redefinida como
w(i+1) =w(i)+ pe(i)p(i) (3.11)

em que w(e) e () representam respectivamente o vetor de pesos (w(e)) e o dado de entrada

(x(e)) no RKHS e (i) = ¢(x(7)), para simplificar a nota¢do. Expandindo (3.11)

wli +1) = w(i) + pe(i)(i)

— w(i — 1)+ re(i — )ep(i — 1) + pre(i)ep(i)

i

w(i+1) =w(0)+ > _e(d)e()) (3.12)

j=1
Considerando que w(0) = 0,

%

w(i+1)=p)_eli)el) (3.13)

Jj=1

A saida y no KLMS a partir do vetor de pesos (3.13) é definida como

=y e(i)ei) (i) (3.14)

Jj=1

~

Este resultado € uma soma de produtos internos do RKHS. A partir do truque do kernel

(2.23), este somatorio em (3.14) pode ser reescrito como

y(i) = Y e(i)r(x(h), x(i)) (3.15)

Considerando o filtro depois da fase de treino a sua saida para cada entrada € expressa

como

fi(x) = Z a(i)r(x(i), x) (3.16)

!Como a taxa de aprendizagem é ajustdvel experimentalmente e estd multiplicando o valor 2, entdo este

niimero se torna irrelevante, podendo-se adotar, por exemplo u' = 2u
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em que n é o tamanho do diciondrio de dados, em que este diciondrio consiste no conjunto
de dados utilizado para determinar a saida, cuja cardinalidade pode ser menor ou igual ao
numero de dados utilizados no treinamento [Gao et al. 2015, Parreira et al. 2012]; cada
a(i) = u(e(i)) € um dos coeficientes da combinagdo linear que forma o elemento de saida,
dada pelo somatdrio de cada a(i)x(x(), x).

Os resultados do algoritmo KLMS [Liu et al. 2008] apresentaram a queda nos valores de
erro no processo de filtragem adaptativa, ou seja, na diferenca entre sinal desejado e saida do
filtro, se comparado o KLMS com o LMS. Em [Liu et al. 2010], por exemplo, o KLMS e o

LMS foram utilizados na equaliza¢do de um canal ndo linear?

, como resultado, o algoritmo
kernelizado apresentou um MSE menor na regido de convergéncia, o que pode ser visto na
Figura 3.2. Enquanto, o MSE de um esté entre 0.6 e 0.4, o do outro estd entre 0 e 0.2 o que
evidencia superioridade quanto a filtragem adaptativa (menor erro) do KLMS em relagdo ao

LMS na equaliza¢do de um canal ndo linear.

1

—LMS
= = =KLMS

]
0.2} L

A l‘:‘l. ﬁ“a 1

|
- gL -I &
W,

" .‘I'

0 200 400 600 800 1000
iteragao

Figura 3.2: Curvas de aprendizagem do LMS e do KLMS para uma tarefa de equalizacdo de

um canal ndo linear. [Liu et al. 2010]

Alguns trabalhos trazem melhores resultados quanto a aplicagao do KLMS em atividades
como filtragem adaptativa online, [Gao et al. 2015], no cancelamento de ruido [Bao and Pa-

nahi 2009] ou na predicdo [Liu et al. 2010]. Enquanto alguns apresentam outros algoritmos

2cuja definicdio estd na subsegio 6.2.2.
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em versao kernel [Zhao et al. 2011, Liu et al. 2010], e € sobre estes trabalhos que trata a

secdo seguinte.

3.3.1 Outras propostas

Mesmo com resultados ja significativos quanto a diminui¢ao da taxa de erro, alguns trabalhos
propdem a melhora do algoritmo KLMS através do controle do tamanho do dicionério [Chen
et al. 2014] ou por algum tipo de normalizacdo feita nos dados [Takizawa et al. 2015,
Constantin and Lengellé 2013].

O dicionério consiste no conjunto de vetores de entrada utilizados para determinar o
valor de saida do KLMS (3.16), isto é, cada x (i) contido no somatdrio e que ¢ utilizado na
fase posterior a de treino para se obter o valor de saida. O uso do dicionério pré-definido e
inicialmente limitado (menor que o total do conjunto de treino) € uma proposta de reducao
do custo de célculo na saida.

Se o conjunto de dados de treino é muito grande, pode haver overffiting [Liu et al. 2010],
além de poder tornar o processo de cédlculo da saida muito custoso, no caso do diciondrio
conter todos os elementos do conjunto, o que € agravado pelo fato de que neste cdlculo
sdo computadas operacdes sobre alguma fungdo kernel, que geralmente envolve operagdo de
potenciagdo, tanto no kernel gaussiano quanto no polinomial, os kerneis mais utilizados.

Uma solucdo possivel para esse problema € a inclusao de parte do conjunto de dados de
treino e nao todo o conjunto. A selecdo de qual dado € incluido ou ndo no diciondrio € feito
sobre algum critério de relevancia [Liu et al. 2010]. E a partir desta solugio que alguns
trabalhos propdem a melhora do KLMS [Gao et al. 2015, Zhao et al. 2015, Constantin and
Lengellé 2013].

Além do diciondrio, alguns trabalhos desenvolveram técnicas que lidam com o espalha-
mento e com risco empirico [Constantin and Lengellé 2013]. Algumas técnicas da literatura
fazem uso de estimadores estatisticos [Liu et al. 2015], outras fazem a quantizacdo a partir
de distancia euclidiana no espaco de entrada dos dados [Pokharel and Principe 2014]. Nas

subsecoes seguintes serdo apresentados exemplos de algoritmos baseados no KLMS.
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3.3.2 Kernel Maximum Correntropy

O trabalho de [Zhao et al. 2011], inspirado no KLMS, propde o kernel Maximum Cor-
rentropy (KMC), o qual utiliza como fungao de custo o critério de mdxima correntropia, o
que € bastante similar a proposta do Sigmoide: alterar a funcado de custo para aprimorar os
resultados na filtragem adaptativa.

A correntropia consiste em um método alternativo para de estimar probabilisticamente a
similaridade entre varidveis aleatdrias [Zhao et al. 2011]. No KMC a funcao de custo adotada
é uma fungio kernel r,(d(i),w(i — 1)T(i)), a qual corresponde a medida de similaridade
da saida desejada com a saida do filtro.

No KMC, pelo algoritmo do gradiente descente estocdstico, a atualizacdo dos pesos €

dada por

wli 1 1) = wii) + e, wl =~ 1)70()

deoi — 1)
w(i+1) = w(i) + pexp (—gj_g“) e(i)p(i),  paraky(a,b) = exp <_HZT_2]D”2>

—e*(i—1) —e(1)

=l = 1) woxp (Z5 o ) eli = Dt = 1+ woww (1 ) it

wli+1) = /‘i [exp (_QQ(j)> e(j)cp(j)} ., assumindo w(0) = 0 (3.17)

= i i {exp <‘i§”) e(j)r (2(3), x(i))} (3.18)

A saida do KMC (3.18) possui semelhangas com a saida do KLMS (3.16), assim como
a forma como ela € encontrada também apresenta similaridade com relagdo ao modo como
ocorreu em (3.12). No que se refere aos resultados, estes foram melhores para o KMC, como

ilustrado em [Zhao et al. 2011].
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O uso da méxima correntropia como fun¢do de custo possibilitou a melhora na filtragem
adaptativa com decaimento do erro quando comparado com o KLMS. Esta mudanga na fun-
¢do de custo € a mesma observada em [Santana et al. 2006b], mas lidando com filtragem
adaptativa ndo linear utilizando kernel.

Na subsecao seguinte, serd apresentado o algoritmo de [Chen et al. 2014], que apresenta

uma solu¢@o baseada no KLMS com uso de diciondrio pré-definido.

3.3.3 KLMS com dicionario pré-definido

Os estudos de [Gao et al. 2015,Chen et al. 2014, Parreira et al. 2012] apresentam uma versao
do KLMS com um diciondrio pré-definido, observando principalmente o uso excessivo de
memoria caso nao seja utilizado algum critério de selecao de quais dados deverdo estar no
diciondrio.

A saida do KLMS, definida em (3.16), pode ser reescrita em notagdo vetorial como

f(x) = a’ Ky (3.19)
em que a = [a(1),a(2),...,a(n)]" e ky = [k(x(1),x), &(x(2),X), ..., &(x(n),x)]”. Con-
siderando que ha um diciondrio pré-definido de dados, w = [xw(l), X (2)s - - - ,xw(n)], para

otimizar o valor da saida do filtro, é necessario encontrar o melhor conjunto de coeficientes
a(j), ou seja, o vetor a, que minimize o erro, diferenca entre a saida desejada e a obtida em

(3.19). Isto pode ser feito a partir da regra de atualizac¢do dos coeficientes [Chen et al. 2014]
a(t) =a(i — 1) + pe(i)re(x()) (3.20)

em que K, (X(1)) = [K(Xw(1), X(2)), £(Xw@), X(2)), - .+, £(Xwm), x(2))] 7.
Os experimentos apresentados em [Gao et al. 2015, Chen et al. 2014, Parreira et al.
2012] ilustram que o KLMS com diciondrio pré-definido alcanga resultados nas simulagdes

proximos do que se espera em teoria, como ilustrado na Figura 3.3.

3.4 Analise de Convergéncia

O estudo da convergéncia de algoritmos de filtragem adaptativa comumente € realizado le-

vando em consideracdo a estatistica do filtro (algum momento estatistico), pelo fato da en-
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Figura 3.3: Curva de aprendizagem do KLMS com diciondrio pré-definido para identificacao

de sistema. Adaptado de [Gao et al. 2015]

trada deste tipo de algoritmo ser uma varidvel aleatdria, de modo que nao € possivel consi-
derar um modelo deterministico para anélise da convergéncia.

E possivel encontrar vdrios estudos sobre a convergéncia do LMS e de suas variantes,
em [Haykin 2014], por exemplo, hd uma prova da convergéncia do LMS na média, isto
significa que, em média, o algoritmo converge para a solucdo Gtima.

A andlise de convergéncia do LMS ¢é feita a partir de (3.10), sendo necessario assumir
algumas hipéteses de independéncia estatistica do vetor de pesos em relacdo a entrada. O
resultado obtido na andlise € a relacdo entre a taxa de aprendizagem () € o maior autovalor
da matriz de autocorrelacdo, como expresso em (2.15). Isto significa que se u estiver no
intervalo (0,2/\,,,q2[, em média, o LMS converge para a solug¢do 6tima 3.

Quanto a convergéncia do algoritmo Sigmoide, esta é detalhada em [Santana 2006] e se-
gue em linhas gerais o modelo de anélise do LMS, considerando por outro lado, ndo o MSE,
mas uma func¢do par nao linear como métrica de avalia¢ao. O resultado, assim como no LMS,

estd associado a taxa de aprendizagem, de modo que o Sigmoide converge como apresentado

. 2
em (3.7) se o tamanho do passo estiver em (O, YT (5 W T ooy 9 Wy 5 gy P [

No que se refere ao KLMS entretanto, o nimero de trabalhos com estudo sobre a con-

3mais detalhes em [Haykin 2014] ou [Widrow and Stearns 1985]
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vergéncia € bem mais reduzido, nas bases IEEExplorer, Scopus e WebOfScience foram en-
contrados alguns trabalhos sobre esta tematica, com dois trabalhos fazendo um estudo mais
completo [Chen et al. 2012a] e [Parreira et al. 2012]. Em ambos os casos a andlise se
baseou no emprego do kernel gaussiano. O segundo trabalho fez andlise no kernel polino-
mial também. Alguns dos outros trabalhos encontrados derivavam inclusive deste segundo
trabalho.

O estudo de [Chen et al. 2012a] traz uma abordagem sobre a convergéncia do KLMS
baseada no trabalho de [Yousef and Sayed 2001], que prop6s uma andlise de filtros adapta-
tivos tomando um ndmero menor de hipdteses, o que torna a andlise mais simplificada e, de
certo modo, mais genérica. Para isto, [ Yousef and Sayed 2001] propdem o estudo em termos
da energia do filtro adaptativo, analisando tanto o estado transiente quanto o steady state da
energia do filtro sobre algum momento estatistico.

Somente o KLMS com kernel gaussiano € analisado no trabalho de [Chen et al. 2012a].
Neste, é tomada a definicdo da regra de adaptacdo como definida em (3.11), considerando
a convergéncia do algoritmo em relacdo a média ao quadrado (segundo momento estatis-
tico). Como no estudo do LMS, sdo feitas algumas hipdteses sobre parametros e sobre o
filtro (vetor de pesos). Como resultado do trabalho de [Chen et al. 2012a] € representada a

convergéncia em funcao da taxa de aprendizagem, que deve ser escolhida de modo que

2E (e (i)]
— Bl @) + o)

em que o2 é a variancia do ruido de distdrbio *; jd e, (i) é o erro a priori da iteragio 7, definido

(3.21)

como

= (i) p(0) (3.22)

em que w(i) é o vetor de erro de pesos, a diferencga entre o vetor de pesos 6timo no RKHS
w* é o vetor de pesos na i-ésima iteragdo, w(i). O erro a priori é o produto do vetor de erro
de pesos pelo vetor de dados na ¢-ésima iteragao.

Um resultado desta primeira andlise € a convergéncia do KLMS no sentido da média ao

quadrado, se a taxa de aprendizagem for menor que a razdo no lado direito de (3.21). Outro

“Este conceito é melhor definido no modelo de filtragem adaptativa contido na subsecdo 4.2.1.
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resultado encontrado foi a relagdo que o tamanho (o) do kernel exerce sobre o algoritmo,
mesmo ndo afetando diretamente a convergéncia, como visto em (3.21), ele exerce certa
importancia no desempenho do KLMS [Chen et al. 2012a].

O segundo trabalho, [Parreira 2012], faz andlise de convergéncia do KLMS considerando
também (3.11), mas em seu desenvolvimento faz uso de um nimero maior de hipéteses. O
estudo explora tanto o kernel gaussiano quanto o polinomial, além disto, pressupde que hd
um diciondrio de dados pré-definido. Em sua andlise, este autor leva em conta o teorema
dos discos de Gerschgorin e a teoria da estabilidade de sistemas de controle, aplicando-os
sobre uma matriz 3, que € a matriz que tem origem na aplicac@o do kernel no diciondrio de
dados. A estabilidade (convergéncia) do KLMS estd relacionada aos autovalores de G, de
modo que, se dentro do intervalo de (—1, 1], garantem a estabilidade.

O resultado dos estudos em [Parreira 2012] traz a andlise do comportamento estocastico
do algoritmo, em que é expressa uma relacdo com a taxa de aprendizagem e a convergéncia,
relacionando-a a matriz G, bem como a convergéncia a partir do quadrado da média do
vetor de erro de pesos, o qual é expresso também em funcao de G. Deste estudo deriva o
trabalho [Parreira et al. 2012], o qual € fundamento para outros trabalhos disponiveis nas
bases de pesquisa consultadas, como [Chen et al. 2014, Paul and Ogunfunmi 2012].

A andlise da convergéncia do algoritmo KMC como o trabalho de [Chen et al. 2012a] é
baseada no modelo de [Yousef and Sayed 2001]. Enquanto os outros algoritmos que trazem
o KLMS com dicionério pré-definido fazem andlise baseada no trabalho de [Parreira et al.
2012], como citado anteriormente.

Na Figura 3.4 hd um diagrama que faz relaciona as duas anélises e alguns dos trabalhos

aqui citados.

3.5 Consideracoes finais

Este capitulo tratou de alguns temas pertinentes ao desenvolvimento de um dos objetivos
deste trabalho. O primeiro se refere ao algoritmo Sigmoide, o qual apresentou uma melhora
no desempenho na filtragem em termos do tempo de convergéncia, quando comparado com
o LMS, a partir da mudanga da funcao de avaliag@o.

O segundo tema exposto foi um estudo breve de kernelizag@o, o que permitiu expor por
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Figura 3.4: Diagrama de trabalhos e artigos derivados.

conseguinte 0 KLMS que é o LMS em um RKHS. Além do KLMS, foi exposto o KMC que

apresenta, como o Sigmoide, uma mudanga na funcao de custo. O resultado nos algoritmos

apresentados foi o decréscimo do erro na filtragem adaptativa, e no caso do KMC, uma

reducdo se comparada ao KLMS. Ainda foi apresentada uma versdo com diciondrio pré-

definido do KLMS, observando o ganho desta técnica quanto ao uso de muitos dados no

calculo da saida.

Por fim, fez-se um breve apanhado acerca de convergéncia, cuja andlise se d4, em linhas

gerais, a partir do estudo de alguma caracteristica estatistica do filtro. Em complemento,

deram-se alguns exemplos dos resultados das anédlises de convergéncia para o LMS, Sig-

moide, KLMS e o KMC.




Capitulo 4

Kernel Sigmoide - KSIG

Este capitulo apresenta o cerne deste trabalho, o algoritmo proposto e o estudo sobre a con-
vergéncia do mesmo, estudo este que € uma caracterizacdo geral do algoritmo, como pro-
posta que possibilita ou ndo a solu¢cdo de problemas de filtragem adaptativa. E, como ponto

inicial, a proxima se¢do traz a derivagdo do kernel Sigmoide.

4.1 KSIG

O KSIG, ou kernel Sigmoide, de [Silva et al. 2015], € a versao kernel do algoritmo Sigmoide
de [Santana 2006]. A sua derivacdo € bastante similar a utilizada para chegar ao KLMS. A

equacao de atualizacdo do vetor de pesos do Sigmoide é como descrita em (3.6)

w(i+ 1) =w(i) + patanh(ce(i))x(i) 4.1)
A qual é escrita em um RKHS como

w(i+ 1) = w(i) + patanh(ae(i))p(i) 4.2)
Considerando n = pa, como em (3.12) € possivel expandir (4.2)

w(i+ 1) = w(i) + ntanh(ae(i))p(7) 4.3)

=w(i — 1)+ ntanh(ae(i — 1))ep(i — 1) + ntanh(ae(i))p(i)

w(i+1) = w(0) +n Y _[tanh(ae()))p())]

J=1

28
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Considerando que o valor inicial do vetor de pesos é w(0) = 0, entdo (4.3) é reescrito como

w(i+1) =7 [tanh(ae(j))p(j)] (4.4)

j=1
A saida no RKHS com adic¢a@o do resultado de (4.4) € definida como

i) = @) wli ~ 1) = ()70 Y_ltanh(ae(1)) e ()
— 3 [sanh(ae () () o) @5)

7=1

Aplicando entdo o truque do kernel (2.23) em (4.5), tem-se

i—1

y(i) = n p_[tanh(ae(j))r(x(2),x(j))])

Il
D
X
~—~
>
—~
SN
S~—
»
—
<
N~—
=

(4.6)

em que ¢; = 1 tanh(ae(j)).
Ao fim do treinamento, a saida do algoritmo, dada uma entrada x, é definida como

n

Fx) = leir(x,x(5))] 4.7)

j=1
em que cada x(j) € um elemento do diciondrio obtido durante a fase de treinamento.

Para realizar experimentos sobre o KSIG, € preciso dispor de um conjunto de treino. No
treinamento, ¢ formado o diciondrio a partir de dados de entrada de treino, assim como o
erro correspondente a cada entrada, que forma cada constante c;.

Na Figura 4.1 pode-se observar o pseudocddigo do algoritmo KSIG. A entrada do al-
goritmo € o conjunto de dados de treino, os valores desejados, o fator de inclinagdo av e o
tamanho do passo . J4 a saida do algoritmo € o conjunto de constantes cujos valores sao
definidos no comando na linha 13.

Todavia, esta definicdo da saida pressupde que todos os dados de entrada serdo utiliza-
dos na saida, ndo sendo necessario o retorno dos préprios vetores de treino contido em X.
Caso fosse adotado algum critério de selecao dos dados a compor o diciondrio, o retorno do
algoritmo conteria além do vetor com as constantes ¢, o conjunto de vetores que compde o

dicionario.
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1: function KSIG(X, d, o, )

2: N aXu

3: n < size(d) > numero de dados de treino
4: e < zerovector(n) > erro, um vetor de zeros
5: y <— zerovector(n) > vetor de saida
6: ¢ < zerovector(n) > vetor de coeficientes

7: c(1) <= n x tanh(a x e(1))

8: for ) =2,... ,ndo > treinamento
9: fort=1,...,7—1do

10: y(j) < y(G) + (i) x k(X (1), X (7))

11: end for

12 e(j)  d(j) — y(j)

13: c(7) < n x tanh(a x e(j))

14: end for

15: return c

16: end function
Figura 4.1: Pseudocédigo do algoritmo KSIG.

Ainda sobre o pseudocédigo na Figura 4.1, no que se refere a complexidade, conside-
rando unitdrio o custo da atribuicdo nas linhas de cédigo 2, 3 e 7, bem como as criagdes de
vetores nas linhas 4, 5, 6; o lago na linha de cédigo 8 faz com que as operagdes de custo
unitdrio nas linhas 12 e 13 sejam executadas (n — 1) vezes; ja o lago na linha 9 faz com
que a atribui¢io na linha 10, considerando-a de custo unitdrio!, seja executada uma vez na
primeira itera¢do do laco na linha 8, duas na segunda, e assim por diante, o que resulta numa
progressdo aritmética de 1 a (n-1), cuja soma resulta em n(n — 1)/2, que é o custo total de

10. Somando todos o0s custos, tem-se
1+1+1+1+1+14nn—-1)/2+(1n—1)=n>+n+10)/2

que é limitado por O(n?) e deste modo, a complexidade do algoritmo KSIG é O(n?), em que

n € o nimero de vetores de treino.

!0 que pode ndo ser verdade se a linguagem ndo tiver um tratamento eficaz para o célculo de operagdes

sobre matriz.
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Para o célculo da saida (4.5), considerando que o custo do cdlculo da funcio kernel é
unitdrio, o gasto resultante é de O(m), em que m é o tamanho do dicionério de dados.

O algoritmo KSIG foi derivado a partir do Sigmoide de modo bastante similar ao KLMS,
o cdlculo de sua complexidade apresentou seu custo quadratico, e custo linear com rela-
¢do a obtencdo da saida. Na sec@o seguinte serd apresentada a andlise da convergéncia do

algoritmo.

4.2 Analise de Convergéncia do KSIG

A andlise de convergéncia visa validar a estabilidade do algoritmo, seja ela feita em estado
estaciondrio, supondo que o algoritmo estd na regido de convergéncia, ou no estado transi-
ente, observando o comportamento do algoritmo ao longo das iteragdes [Sayed 2008, Yousef
and Sayed 2001].

Como destacado em [Sayed 2008, Yousef and Sayed 2001] a andlise de estado transiente
€ complexa e usualmente ndo adotada. De modo que a andlise de convergéncia do KSIG
se baseard num modelo de andlise de estado estaciondrio, que ¢ uma forma menos com-
plexa, mas vélida, para atestar a efetividade do algoritmo. Além disto, a andlise serd feita
considerando o kernel Gaussiano.

Por conveniéncia, a andlise aqui desenvolvida é a mesma adotada para o KMC, dada a
similaridade deste algoritmo com o préprio KSIG. Entretanto, antes de inicia-la, € preciso es-
clarecer algumas defini¢des essenciais que serdo utilizadas durante a prova da convergéncia.

E sobre estas definicdes que trata a secdo seguinte.

4.2.1 Definicoes

No capitulo (2) foi definido o erro, e(7), na filtragem adaptativa, como fung¢do da saida dese-

jada e da saida do filtro. Esta defini¢do de (2.1) pode ser reescrita no RKHS como

e(i) = d(i) — w (i — 1 (i) (4.8)

O objetivo no KSIG, como em qualquer outro algoritmo de filtragem adaptativa, é mi-

nimizar o erro. Este objetivo pode ser traduzido como encontrar o melhor vetor de pesos, o
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mais préximo possivel do vetor 6timo, w,, o qual estd na definicdo do sinal desejado pela
relacdo

d(i) = wle(i) + v(i) (4.9)
em que v(i) € o ruido de distdrbio (do inglés disturbance noise), que é consequéncia do
erro no modelo, sendo inerente ao filtro [Haykin 2014]. Caso o filtro seja 6timo, ou seja,

w(i — 1) = w,, entdo, tomando (4.8) e (4.9)

e(i) = wop(i) + (i) —w' (i = 1)ep(0) (4.10)
= wlp(i) +v(i) - wle(i)
e(i) = v(1) (4.11)

isto significa que o erro é o minimo possivel, o ruido de disturbio, o qual ndo pode ser
eliminado do modelo.

O vetor de erro dos pesos (weight error vector) € uma medida de quao distante o vetor
de pesos estd em relac@o ao vetor 6timo [Widrow and Stearns 1985]. Esta medida € definida
pela diferenca do filtro 6timo pelo valor atual do filtro, & (i) £ w,—w(i). E possivel escrever

o erro como fun¢do desta medida a partir de (4.10)

e(i) = wo (i) + (i) — w' (i — 1)ep(0)
= w, (i) —w' (i — V(i) + (i)
e(i) = @" (i — 1)p(i) + v(i) (4.12)

H4 na literatura [Sayed 2008] dois tipos erros que sao dados como funcao do vetor de

erro dos pesos, 0 erro a priori (e,(1)) € o erro a posteriori (e,(i)), definidos como
ea(t) = @' (i — 1)ep(i) (4.13)
ep(i) = " (i) (i) (4.14)
E, a partir desta defini¢do de erro a priori € possivel reescrever (4.12) como
e(t) = eq(i) + v(i) (4.15)

A equacdo de atualizacdo do filtro no KSIG em (4.2) pode ser reescrita para fim de
simplificagdo como

w(i) = w(i — 1) +ngle(i)]e (i) (4.16)
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em que g[e(i)] = tanh(ae(i)). Entdo, subtraindo w, de ambos os lados de (4.16)

w(i) — wo = w(i—1) +ngle(i)]p(i) — w,
wo — w(i) = w, — w(i — 1) — ngle(i)]p(i)
w (1) = w(i — 1) —ngle(i)]e(i) (4.17)

tem-se assim a equacdo de atualizacdo do vetor de erro dos pesos. Utilizando (4.17) na

definicao do erro a posteriori em (4.14), obtém-se a relacdo

ep(i) = & (i) (i)
= [@(i — 1) = ngle(D])e()]" #(i)

ep(i) = @' (i — Dep(i) — ngle()|e” (1) (7) (4.18)

Pela definicdo do erro a priori em (4.13), este resultado € reescrito como

ep(1) = ea(i) — ngle(d)]r(x(2), x(2)) (4.19)

em que na ultima linha foi utilizado o truque do kernel [Liu et al. 2010]. Uma consequéncia

de (4.19) € que

gle(@)] = —M (4.20)

Substituindo (4.20) em (4.17), tem-se

[ep(i) — €a(d)]
r(x(7),%(1))

Esta expressdo ilustra que € possivel escrever o vetor de erro dos pesos em funcao dos erros

(i) =o(— 1)+ w(i) 4.21)

a priori € a posteriori.
Conhecidas algumas defini¢cdes de erro, seja sobre filtragem ou acerca do proprio vetor

de pesos, a proxima se¢do trds a andlise da convergéncia baseada na conservagdo da energia.

4.2.2 Relacao da conservacao de energia

A andlise de convergéncia de algoritmos baseado na relacdo de conservacdo da energia foi

desenvolvida por [Yousef and Sayed 2001] e € utilizado em varios trabalhos da literatura
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[Chen et al. 2012a,Chen et al. 2012b,Zhao et al. 2011]. Por conveniéncia e semelhanca com
o trabalho de [Zhao et al. 2011] esta serd a metodologia adotada para estudo da convergéncia
do KSIG. Além disto, sera considerado o kernel Gaussiano.

Para encontrar a energia, € necessario obter a norma do vetor [Sayed 2008], a qual é
definida como ||x||?> £ x”x, em que x é um vetor qualquer. A partir desta defini¢dio, tomando

(4.21) e aplicando a norma para obter a energia,

@@ = @i — D)2 + 22D =@, o [0 = ca®F 4.22)

Com isto, substituindo (4.20) em (4.22) tem-se que

A2 = ol — D% — 77g[e(z')]/<a(x(z'),x(z’))6
i) = i - D) — 2 28I

= [|@(i — D)II* = 2ngle(i)]ea(i) +n*g*[e(i)]r(x(i)

>
—~

~.
~—
~—

(4.23)

Como explicitado na sec¢do 3.4,a andlise da convergéncia € feita em geral a partir de
algum momento estatistico. Nesta esteira, aplicando o operador expectancia em (4.23), tem-

se que

E [llo@))*] = E [l — DIIP] — 2nE[gle(i)]ea(i)] + n*r(x(i), x(0)) E [g°[e(i)]] (4.24)

Em que o termo (x(i),x(7)) estd fora do operador expectincia pois seu valor no kernel
Gaussiano, no qual a andlise estd sendo construida, é x(x(i),x(i)) = 1, independente do
valor de x(7).

O algoritmo convergira se o vetor de erro dos pesos tender a zero, o que significa que o
vetor de pesos estd ficando mais proximo do vetor 6timo. O que pode ser interpretado com
relacdo a média da energia, de modo que a convergéncia do algoritmo ocorre em média se a

energia do vetor de erro dos pesos decresce monotonicamente ao longo de cada iteracao.
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Esta conclusdo é expressa pela relacdo

E [[lo@)]*] < E e - 1)|°] (4.25)

a qual € equivalente a estabelecer que, dado (4.24), para que (4.25) ocorra, a soma dos termos

a direita de E [||@(i — 1)||%] é negativa ou nula, ou seja,

—2nE [gle(i))eq(i)] + n*r(x(i), x(i)) E [¢?[e(i)]] <0 (4.26)

E possivel ainda a escrita deste resultado de (4.26) em funcdo do valor de 7

—2nE [gle(i)]ea(i)] + n*k(x(i), x(i)) E [¢*[e(d)]] <0

& n’k(x(i),x(i) E [g°[e(i)]] < 2nE[gle(i)]ea(i)]

o< 2Blle@le) 427)

— R(x(0), x(2)) E [g?[e(2)]]

Assim, desde que 7 seja escolhido de acordo com a condicao (4.27), o resultado do algoritmo

serd limitado, ou seja, (4.25) acontecerd, o que significa que o algoritmo convergird. E deste
modo, tem-se a relacdo entre a taxa de aprendizagem (u) e o fator de inclinacdo «, expressos

como 7, para que a convergéncia do algoritmo acontega.

4.3 Consideracoes finais

Este capitulo apresentou o algoritmo KSIG, cuja diferenca com relacio ao KLMS esta na
funcdo de custo, mesma diferenca do Sigmoide com relacdo ao LMS. Além disto foi ex-
plicada a anélise da convergéncia a partir do método de andlise proposto em [Yousef and
Sayed 2001], de modo que a convergéncia € garantida se 7, que € um parametro ajustavel no
algoritmo, atender a condi¢do (4.27).

Determinado o algoritmo e comprovada sua convergéncia, faltam alguns experimentos
para comprovar empiricamente 0 que se espera em teoria, uma convergéncia mais rapida, o

que serd feito em secdo posterior.



Capitulo 5

KSIG com dicionario pré-definido

Apesar de diminuir o erro, algoritmos em kernel trazem algumas vezes um custo referente a
memdria, ja que o diciondrio de dados para obten¢do da saida, se ndo for construido sobre
algum critério de selecao/exclusao de algum(ns) elemento(s) desnecessario(s), pode tornar o
gasto de memoria uma desvantagem consideravel.

Diversos autores, como [Gao et al. 2015, Chen et al. 2014, Parreira 2012] propuseram
versdes para o KLMS. Aqui serd apresentada uma versao com diciondrio pré-definido para

o algoritmo KSIG. E sobre isto que trata esta se¢io.

5.1 Algoritmo KSIG com o dicionario pré-definido

Um dos resultados do capitulo anterior € a expressdo de saida do algoritmo KSIG para uma

entrada x qualquer, definida em (4.7) como

N
Yy = Zcm(xi,x) (5.1)
i=1

em que cada ¢; é um coeficiente que dd um certo peso a fungo kernel k(x;, ®); e cada x; é

um elemento do dicionario de dados obtido durante a fase de treinamento [Liu et al. 2010],

diciondrio que no caso do algoritmo KSIG, € o conjunto de todos os dados de treino {x;} ;.

Como na se¢do 3.3.3, pode-se reescrever (5.1) na forma matricial
y=clhx (5.2)

em que ¢ = [c, ¢y, ..., cn|T € ky = [K(X1,X), K(X2,X), ..., k(xn, x)]T.

36
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Supondo que o conjunto de dados do diciondrio € pré-definido, ou seja, que ha um
w = [Xw(l), Xw(2)s - - - ,xw(n)} que € utilizado na determinac¢do da saida mesmo na fase de
treinamento, entdo, para melhorar a filtragem adaptativa durante a fase de treino, é preciso
alterar o valor de cada coeficiente, ou seja, do peso de cada x(x;,x) na determinagdo da
saida.

Com a forma matricial definida em (5.2), € possivel propor uma equacao adaptativa para

a aprendizagem do melhor coeficiente como
c(i+ 1) = c(i) + ntanh(we(i)) Ky, (x(7)) (5.3)

A : : . o
em que 7 = apu, com i definido como a taxa de aprendizagem e « o coeficiente de inclinagao;

x (i) é o dado de entrada usado no treino e;

Kx, (X(7) = [F(Xw@), X(7)), £(Xw(2), X(7)), - - -, K(Xe(n) x(i))]*.

Este resultado € o algoritmo KSIG com diciondrio pré-definido, cujo pseudocddigo € ilus-
trado na Figura 5.1.

A partir do pseudocddigo da Figura 5.1, € possivel calcular a complexidade do algoritmo.
Considerando que as operacgdes das linhas 2 a 8 tem custo constante; a operagao mais custosa
€ a da linha 11, que se repete ¢ vezes a cada iteracao do lagco mais externo, que se repete n
vezes, com ¢ como o tamanho do diciondrio e n 0 do conjunto de treino. As operagdes de 13
a 16 se repetem n vezes. Considerando que todas as operacdes tem custo unitario, o custo

total é de
1414141414141+ (nxt)x14nx1l+nxl+nx1l4+nx1l4+nx1l="T7T+nt+4n

Admitindo que o valor de ¢ > 4, entdo, pode-se afirmar que o custo é O(nt) para computo
dos coeficientes. Jd o cédlculo da saida tem custo O(t).

Conhecido o algoritmo KSIG com diciondrio pré-determinado, no qual o vetor de coefi-
cientes deve ser otimizado, um estudo sobre sua convergéncia é uma forma de verificar em

teoria a funcionalidade do algoritmo.
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1: function KSIG_DICIONARIO_PRE_DEF(X, d, dicionario, c, ji)

2: N aXu
3: n < size(d) > numero de dados de treino
4: e < zero_vector(n) > erro, um vetor de zeros
5: Y <— zero_vector(n) > vetor de saida
6: t + size(dicionario) > tamanho do dicionério
7: ¢ < ones_vector(t) > coeficientes
8: Ky <— ones_vector(t) > diciondrio
9: forj=1,...,ndo > treinamento
10: fori=1,....tdo
11: k(1) <= K(dicionario(:,i), X (:, 7))
12: end for
13: y < multiplica_vetores(c, k)
14: e(j) < d(j) —y
15: fator_atualizacao <— multiplica_constante_vetor(n x tanh(a, e(j)), kz)
16: ¢ < soma_vetores(c, fator_atualizazao)
17: end for
18: return c

19: end function
Figura 5.1: Pseudocddigo do algoritmo KSIG com diciondrio pré-definido.

5.2 Analise de convergéncia do KSIG com dicionario pré-

definido

Na andlise de convergéncia, desta se¢do, serd adotada, por conveniéncia, uma andlise de
estado estaciondrio, como proposta em [Santana 2006], devido ao algoritmo KSIG com di-
ciondrio pré-definido ser similar ao algoritmo Sigmoide.

No intuito de simplificar a notagdo, definir-se-d o vetor aleatorio Ky = Kx, (X(i)).

Além desta consideragdo, algumas hipdteses sdo necessdrias para validar a andlise

e 0s vetores de entrada K(;) a0 aleatorios, pois dependem da varidvel aleatdria x(1) ;
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e os vetores de entrada Ky (;) s30 estatisticamente independentes uns dos outros, ou seja,

para todo Ky(i), Kx(j), ¢ = 4, sdo independentes;

e cada elemento do vetor Ky(;) estd no intervalo [—d, 6], em que § < 1 (o que € garantido

caso k seja o kernel gaussiano);
e o ruido de distirbio v(7) € estatisticamente independente de ;)
e todas as varidveis ndo t€ém necessariamente distribuicao gaussiana;
e c(j) é estatisticamente independente de K.g;).

A tultima hipétese € em particular possivel pois, na andlise em estado estaciondrio, a entrada
nao mais influencia no vetor de constantes [Sayed 2008].

Definindo o vetor de erro dos coeficientes como &(i) £ c(i) — c,, em que c, é o vetor
de coeficientes 6timo, de modo que, dado o sinal desejado d(i), d(i) = ¢l kxq) + v(i); é

possivel reescrever o erro e(i) como

e(i) = d(i) —y(1)

e(i) = v(i) — e" (i) k() (5.4)

Ou seja, é possivel expressar o erro em fungao do ruido de distirbio do modelo e do vetor de
erro dos coeficientes. A partir desta definicao do erro e considerando para fim de simplifica-
¢do de notacdo g(x) £ tanh(ax), pode-se reescrever a equacio de atualizacio do vetor de

coeficientes em (5.3) como
c(i+1) = c(i) +ng (v(i) — & (I)kx@)) Kxr) (5.5)
Entdo, subtraindo ¢, de ambos os lados em (5.5), obtém-se
c(i+1)—c,= [c(z) + ng (v(z) — éT(i)&x(i)) nx(i)] -,

= c(i) — ¢, + 19 (v(i) — € () kx@)) Kx@)

c(i+1) = ¢€(@) +ng (v(i) — € ())kx@)) Kxi) (5.6)
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e assim, obtém-se a equacao de atualizacdo do vetor de erro dos coeficientes a cada iteracao,
a partir da qual € possivel provar a convergéncia como em [Santana 2006].
Expandindo a fungo g (v(i) — €7 (i)kx(;)) em série de Taylor sobre —¢” (i) kx(;), tem-se

como resultado

) —(~'2T 1 Kx(; .
tanh (v(i) — €" (i) kx@)) = Z g k"( ) ())vk(z)

= g (=€ (k) +9' (=€ (1)rx)) v(0)

1 T .
+ 59 (=67 (D)) v*(0)
1
+ ég(?’) (6)v*(4), (5.7
em que ¢g*¥) é a k-ésima derivada de g e § é um valor entre [0, v(4)]. E importante denotar,

- .. . L. (R) (—&T (i) Ko .
que sdo omitidos os demais valores da série, {ka (z)}

porque estes sdo
k=4

relativamente pequenos, devido ao denominador k!.

Substituindo o resultado de (5.7) em (5.6) tem-se que

&(i+1) 2 6(0) + 1 | g (=& (xy) + 90 (—&7 (D)rinie) v(0)
+ %g@) (—&” (i) ki) V2(3) + ég(?’) (5)1;3(1')} Kox(i) (5.8)

Dado que ¢(¢) ¢ varidvel aleatéria, pois depende de k(;), também aleatdrio, aplicando a

expectancia de ambos os lados de (5.8), tem-se

Efe(i+ D] = BE()] +n ( By (~&" (e o]
E [9 (€7 (i)kxe) v(i)Rxa)]

E Bg@) (—e" (i) kxi)) UQ(Z')"”"X(D]

_I_

_|_

+E [ég(3)(6)v3(i)nx(i)]) (5.9)

Como por hipétese, o ruido € independente das outras varidveis e, sabendo que os momentos
impares do ruido, que tem média zero, sdo zero [Papoulis 1991], o resultado em (5.9) pode

Ser reescrito como
Efe(i+ D] = BE()] +n ( By (~&" (e o]

1
o {59(” (=& (D) F»xm] ai) (5.10)
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em que 02 = E[v(i)] é a variancia do ruido.
Em [Santana 2006] é proposto um teorema para resolver o problema da prova da conver-

géncia do algoritmo Sigmoide, neste teorema' é estabelecido que

Teorema S : seja f uma funcdo impar e ndo linear, definida e continua no intervalo
(—0,0), em que § é um niimero positivo suficientemente pequeno, entdo f(af) ~ af(f),
paratodo «, 5 € (—4,0).

A partir deste teorema, a expectancia em (5.10) pode ser reescrita como

E[e(i + 1) = B[ei)] — 1 ( E o (mxo) & ()mxo] + E Bg@’ (roxi0) éT“)”“"@] “3>
~ E[&(i)] — n ( E [g (kx@)) Fxi)€(0)]
+E Eg@) (Fex(i)) '%f(né(i)] o, pois, &' (i) x(n) = Ry E(7)
= BLe(0)] —n (B [o (mxomlo) €0)
+E Bg(” (Fx(iy (o) é(i)} 03)
~ E [&(i)] — 1 ( E [g (Rnxm 6(2)}
1

2
= [1-n (o (Rey) 30 (R ) o) | Bleto 5.11)

T , . ~
em que Rg Fox(i) K (s)> € @ Matriz de autocorrelagdo.

x(i)

E possivel definir Ry, , como decomposi¢io de suas matrizes de autovalores \;, e de

autovetores, A e Q respectivamente, em que A = diag{\;, A2, ..., Az}, em que
Rk, = QAQ™! (5.12)

Ademais, pode-se definir também uma transformacao do vetor de erros dos coeficientes ba-

seado na matriz de autovetores, ¢ = Q'¢ (= ¢ = Qg), e com isto, reescrever (5.11)

'a prova do teorema se encontra em [Santana 2006]
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QE[c(i+1)] = [I -1 (9 (R""'xu))

+50% (R, ) o) | QE ) 5.13)

E entdo, multiplicando ambos os lados de (5.13) por Q! pela esquerda

Qe+ 0= Q7 [Ty (s (Rey, ) 4397 (Re,, ) )| @Eicli)

;
E(+1)] Q" —1Q g (Re.,,) +53Q 9% (Re,, ) 02 QE[E()
Q'Q-1Q (Re,, ) Q +5Q ¢ (Re,, ) Qo?| Ble(i)]
:I —n1Q™'g (Rnx(i)> Q +QQ‘19(2) ( Ko >> Qo; ] [€(i)]
:I—ng (Q 1R;@X()Q> +77 @ (Q‘ Rk, )02} E[e(i)] (5.14)

Efe(i+1)] = [T-ng (A) + 292 (A) a?,] E [e(i)] (5.15)

I

I

I

em que (5.14) decorre do fato de considerar Q‘lRK,X(i) Q um valor pequeno, podendo aplicar
entdo o Teorema S, consistindo entdo, em uma aproximacao; ja (5.15) é um resultado da

multiplicacdo de Q pela direita e de Q! pela esquerda em (5.12), ou seja,
I

—
Rk, ,Q=QA Q'Q multiplicacdo de Q pela direita

Q_IR,QX@Q =Q'QA multiplicacio de Q 'pela esquerda
I

Q 'Rk, ,Q=A
A equagdo em (5.15) € o valor esperado de

cli+1) = [1 “ng(A) — gg@) (A) 2] (i) (5.16)

Resultado que pode ser resolvido por indugdo

oi+1) =2 [T=ng (A) — 29 () 02| (i)

2
~ | M (@2 212 _,.
= _I —ng (A) — 29 (A) 7, | c(i—1)
: 7 (i+1)
S(i+1)= [I-ng(A) - 29® (A) 02| €(0) (5.17)
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em que ¢(0) é o vetor de erro dos coeficientes transformado, e estd associado ao valores
iniciais que sdo arbitrariamente escolhidos através da relagio ¢(0) = Q'¢(0).

No que tange a convergéncia do algoritmo, esta ocorrerd se o vetor de erro dos coefici-
entes tende ao vetor nulo ao longo das iteragdes, o que significa que o lado direito de (5.17)
quando ¢ — oo €, no limite,

(i+1)
lim [I —ng(A) —24@ (A2 =0 (5.18)

Como A ¢ uma matriz diagonal, os termos fora da diagonal sdo zero, entdo apenas os ele-

mentos da diagonal de A, autovalores, t€ém influéncia no limite definido em (5.18). Deste

modo, tomando o limite para cada autovalor, tem-se a relacao

(i+1)
lim {1 —71g (An) — gg@’ An)ogl =0 (5.19)
1—00
emquem=1,2,..., M, com M como o tamanho de R,gx“.).

A convergéncia € garantida (limite tende a zero), para cada autovalor no limite se o termo

entre colchetes em mddulo for menor que um, isto €,

_n
2
gg(z) (Amax) ag <1
1> =1+ 19 (Amax) + gg(z) (Amax) 02 > —1 =
2 > ng (Amax) gg(Q) (Amax) 03 >0

n

0 <19 (Amax) 59(2) (Amax) 03 <2&

1
0<n (g (Amax) + 59(2) (Amax) 05) <2&
2
g ()\max) + %Q(Q) ()‘max) 012)

1—=ng(An) — 29 (A\n) 02| < 1 <=

—-1< 1_ng()‘max)_ g

0<n<

(5.20)

em que Apax € 0 maior autovalor de Ry, 0 que garante a convergéncia para 0s outros

autovalores de menor magnitude. Substituindo g(z) por tanh(x) tem-se

2
0<n< N 5 (5.21)
tanh (aAmax) + 3 tanh® (A max) 02
Assim, desde que 7) esteja no intervalo delimitado em (5.21), é garantido que
lim €(i+1)=0 (5.22)

1—00
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Conhecendo a transformacgdo de ¢ para o espaco gerado por QQ e sua definicao baseada no

vetor de constantes, entao
i+1)=Qe=Q(c—c,)
Substituindo este resultado no limite em (5.22) e sabendo que Q # 0, entdo

lim Q '(c(i+1)—c,) =0

1—00

Q! lim (c(i+1)—c,) =0 pois Q' ndo muda com i
11— 00
lim (c(i+1)—c,) =0
11— 00

lim ¢c(i+1)—¢c,=0

—00

lim c(i+1) =c, (5.23)

11— 00

Este resultado indica que, no estado estaciondrio, o vetor de constantes em média tende
ao vetor 6timo, desde que a condi¢@o (5.21) seja respeitada. Isto significa que o algoritmo

converge para a solugdo 6tima, o que comprova teoricamente sua eficicia.

5.3 Consideracoes finais

Este capitulo apresentou a versdo do KSIG com dicionario de dados pré-determinado, cujo
objetivo principal € amenizar o gasto de memdria recorrente do uso indiscriminado de todo
o conjunto de dados, e mais especificamente a filtragem adaptativa online.

Além do algoritmo, foi apresentada a andlise da convergéncia do mesmo, baseada no
trabalho de Santana [Santana 2006], a partir da qual pode-se determinar que para haver

convergéncia, a taxa de aprendizagem deve estar no intervalo delimitado em (5.21).
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Experimentos

No capitulo anterior foram apresentados os algoritmos de filtragem adaptativa nao linear
KSIG e KSIG com diciondrio pré-definido, bem como as suas respectivas andlises de con-
vergéncia, o que auxilia a compreender teoricamente se os algoritmos convergiam em média
para uma solugao.

Este capitulo apresenta uma série de simulacdes, com alguns problemas comuns na lite-
ratura de filtragem adaptativa, para verificar experimentalmente a eficicia de cada algoritmo

proposto nesta dissertacio!

. Para tal fim, os resultados dos algoritmos serdo comparados
com os obtidos no algoritmo KLMS, para verificar se o KSIG converge mais rapido que
este, como o Sigmoide convergiu em relagdo ao LMS [Santana et al. 2006a].

Por conveniéncia, adotou-se a mesma metodologia desenvolvida em [Santana 2006], su-
pondo que o desajuste dos algoritmos é o mesmo, isto significa que, no fim, o erro tendera

ao mesmo valor em ambos os algoritmos, criando certa equidade na avaliacdo. A préxima

secdo detalha como foi feita a comparacao.

6.1 Critério de Comparacao

Para comparar a convergéncia dos algoritmos KSIG e KLMS, considerar-se-a4 que o desa-
juste de ambos é o mesmo como feito em [Santana 2006]. O desajuste M, em fungdes de

custo ndo lineares, ¢ muito complexo para ser calculado. Nao obstante, pode ser usada a

Cédigos disponiveis em https://github.com/edenpsilva/MasterExperiments

45
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aproximagao proposta por [Douglas and Meng 1994]

pE[f2(v(n)] Tr[R]
2E[f'(v(n))] o?

em que /4 € a taxa de aprendizagem do algoritmo; f é a derivada da funcio de custo, f2 é o

M:

(6.1)

quadrado de f, e f’ a derivada de f; R € a matriz de autocorrelagao dos dados; v o ruido do
modelo €; o2 a variancia do ruido do modelo.
Sabendo que f(e(i)) = atanh (we(i)), adaptando (6.1) o desajuste para o KSIG

(Mksia) é equivalente a

HKSIGE[CY tanhQ(ow(n] r[R,]

)
Music = 2E [a sech?(aw(n n))] o2
 HKSIG ’E [tanhz(av(n))} r[Ry]
B 20 E [sech (n))] o2
2(
Micsre — Lrsiao B [tanh av(n )] Tr[R 62)

2E [sech®(av(n))] o2
em que R, é a matriz de autocorrelagdo do diciondrio de dados. O desajuste do KLMS ¢é

definido como [Liu et al. 2010]

HKLMS

MKLMS = TI'[GQD] (63)

em que G, € a matriz de Gram do diciondrio de dados, sendo equivalente a R, o que

possibilita que o desajuste do KLMS seja reescrito como

_ MKLMS
MKLMS — 2N TI"[RR] (64)

Como os desajustes sdo equivalentes, igualando (6.2) a (6.4)

prsicoE [tanh®(av(n))] Tr[R,] _ BKLMS
2E [sech®(av(n))] o2 2N TriR.]

E [sech®(av(n))] o2
aN E [tanh?(av(n))] (6.5)

HKSIG = UKLMS

Este resultado torna clara a relacdo entre as taxas de aprendizagens dos algoritmos con-
siderando que ambos tem mesmo desajuste. E com base nele que so estabelecidos os expe-
rimentos, em que as taxas de aprendizagem mantém esta relagdo.

Conhecida a defini¢do das taxas de aprendizagem para mesmo desajuste, na proxima se-
¢ao serdo apresentados os experimentos relativos ao KSIG, para verificar experimentalmente

a convergéncia mais rapidas deste com relagdo ao KLMS.
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6.2 KSIG

Esta secdo traz duas simulagdes do algoritmo KSIG, para a solucdo de dois problemas de
filtragem adaptativa, o primeiro se refere a predicao em série temporal e o segundo a equa-
lizagdo de um canal ndo linear. Estas simulagdes foram compiladas em [Silva et al. 2015],
mas aqui trazem pequenas modificacdes, se adequando aos novos resultados tedricos desen-

volvidos na se¢do anterior.

6.2.1 Experimento 1

A predic¢ao consiste em descobrir o valor de um sinal no tempo atual, dadas algumas amostras
passadas deste mesmo sinal. Isto significa que, dadas varias amostras do sinal fonte em
momentos anteriores a i, {s(i — 1),s(i — 2),s(i — 3), ...}, deve-se descobrir o valor de s(7).

Para o primeiro experimento, foi utilizada, por conveniéncia, a mesma simulacdo de
predi¢do encontrada em [Liu et al. 2010], a qual trata da série de Mackey-Glass, que é
obtida a partir da equagdo

dx(t)
dt

ax(t —7)
1+ az(t—7)0

= —ba(l) + (6.6)

Por conveniéncia, os parametros a, b e 7 foram os mesmos utilizados para por [Liu et al.
2010], cujos valores sdao, b = 0.1, a = 0.2, e 7 = 30. O conjunto de dados é formado com
5000 pontos tomados a uma frequéncia de amostragem de seis segundos, armazenados em

arquivo “.MAT”. Algumas amostras da série estdo ilustradas na figura 6.1.

g15
=
i
< 1.0
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S|
%05
g 0
0 50 100 150 200 250
amostra

Figura 6.1: Amostras da série de Mackey-Glass

A predigdo ocorre a partir de um vetor de entrada x(i) = [z(i—10), z(:—9), ..., x(i—1)]7,

em que cada z(i — t) consiste nos dez valores anteriores ao tempo 4, a partir dos quais faz-se
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a previsao do valor da série no tempo ¢. A saida do filtro € entdo o valor da série previsto
para o tempo ¢, dados dez valores da série anteriores ao tempo <.

O kernel utilizado nesta simulacdo foi o Gaussiano [Liu et al. 2008] com tamanho
do kernel h = 1/+/2; o tamanho do passo (ou taxa de aprendizagem) do KLMS foi de
wrrvs = 0.2, que sdo os valores encontrados em [Liu et al. 2010]; a constante de inclina-
¢do o = 0.027, valor escolhido experimentalmente; ja o tamanho do passo no KSIG obtido
substituindo valores escolhidos de jix 1 ar5, @, € 0 tamanho do dicionério, N = 500, em (6.5),
foi de pxsrq = 1.632 x 10°.

Em cada iteracdo na fase de treinamento foram utilizados 100 dados de teste e coletado o
erro médio quadratico (MSE) para cada dado e feita a média aritmética a partir dos 100 MSEs
coletados. A Figura 6.2 ilustra o resultado da simulagao, nesta figura, o MSE médio ao longo
das iteracdes vai diminuindo até um certo ponto em que estabiliza (estado estaciondrio) para
ambos os algoritmos.

Na Figura 6.2, a curva tracejada, que é referente ao KSIG, estd claramente abaixo da
curva continua que representa 0 MSE médio do KLMS, pelo menos até pouco mais da tre-
centésima iteracdo, na qual, o MSE médio do KSIG estda com valor préximo ao do estado
estaciondrio, cujo valor é praticamente similar para ambos, como se observa da iteracao
quatrocentos em diante. Isto significa que o KSIG chega no estado estaciondrio em menos
tempo que o KLMS nesta atividade de filtragem adaptativa, neste caso, em aproximadamente

50 iteragoes.

| ——KLMS)|
|= = =KSIG | |

MSE médio
=
S

0.04F

0.02

0 100 200 300 400 500
iteracdo

Figura 6.2: Curva de aprendizagem para predi¢ao da série temporal pelo KLMS e KSIG
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Este resultado ilustra que o KSIG foi um pouco mais rdpido quanto ao tempo de conver-
géncia em relacdo ao KLMS. Na subsec¢do seguinte serd apresentada outra tarefa de filtragem

adaptativa.

6.2.2 Experimento 2

A equalizacdo consiste em, dado um sinal de entrada que passa por um canal nio linear, deve-
se fazer a equalizacdo (ou deconvolugdo), obtendo como saida da operacao de equalizacdo
o sinal de entrada, ou seja, a recuperagdo do sinal que passa pelo canal ndo linear [Haykin
2014].

Por conveniéncia o experimento aqui descrito foi retirado de [Liu et al. 2010]. Neste, o
problema consiste em, dado um sinal fonte bindrio que passa por um canal nao linear deve-
se obter o sinal fonte partir da saida do canal. Para isto, o sinal na saida do canal consiste
na entrada de um filtro adaptativo de equalizacdo, cuja saida desejada é o sinal fonte. A
ilustragcdo deste problema esta na Figura 6.3.

A partir da Figura 6.3, observa-se que o sinal fonte s(i) passa por um canal ndo linear
indicado pelo retingulo tracejado cuja saida € r(i). A primeira parte do canal é um filtro
linear com funcg@o de transferéncia H(z), com saida x(i), a qual é entrada de um filtro ndo
linear, em cuja saida é adicionada um ruido n(7), resultando em r (), que € a entrada do filtro
adaptativo, cuja saida desejada € o sinal fonte.

Neste experimento, as equagdes de z(i) e () sdo

z(1) = s(i) +0.5s(i — 1)

(i) = z(i) + 0.92(i — 1)* + n(i)

em que n(i) é um ruido de distribui¢do gaussiana e o2 de variancia.

Na simulacdo, foram utilizados os mesmos valores de pardmetros que em [Liu et al.
2010]. Nesta a entrada do filtro é o vetor [r(i),7(i + 1),...,7(i + )] e o sinal desejado
s(i—D),com! =5e D = 2 como em [Liu et al. 2010]. Foi adicionado um ruido Gaussiano
com variancia o2 = 0.4. J4 o kernel foi o Gaussiano com tamanho ¢ = 0.1 com tamanho
do passo do KLMS de s = 0.01.

O coeficiente o = 0.0015 teve seu valor escolhido experimentalmente e a taxa de apren-

dizagem do KSIG, dada por (6.5), com N = 1000 é igual a ixs7q = 1.488 x 10°.
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s(i)

i) + (i) Filtra iyle) i
¢ - . . 3 | :
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- T y 7 e(i)

canal de travsmizsdo ndo [inear

Figura 6.3: Problema da equalizacdo de canal ndo linear. Adaptado de [Liu et al. 2010].

A Figura 6.4 ilustra o resultado da simulagdo. Nesta figura, a curva de aprendizagem do
KSIG encontra-se ligeiramente abaixo da curva do KLMS, pelo menos até pouco depois da
iteracdo 600, onde ambas as curvas tornam-se praticamente sobrepostas, ou seja, em estado
estaciondrio. Assim, os resultados ilustram que o KSIG convergiu ligeiramente mais rdpido

que o KLMS, em algumas poucas iteragdes a menos.

1 . . . :
——EKLMS
- = =KSIG

0 L L L 1 i J
0 200 400 600 800 1000

iteracdo
Figura 6.4: Curvas de aprendizagem do KSIG e do KLMS para equalizagao.

Assim como na simulacdo com predicdo, a equalizacdo apontou que o algoritmo KSIG
converge mais rapido para a solu¢do que o KLMS, mas com um niimero ndo tdo grande de
iteracdes. Na proxima secdo serdo apresentados experimentos relativos ao KSIG com dicio-
ndrio pré-definido, verificando sua maior velocidade de convergéncia quando comparado ao

KLMS com diciondrio pré-definido.
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6.3 KSIG com dicionario pré-definido

Esta secdo traz duas simulagdes com duas tarefas de filtragem adaptativa para o KSIG na
versao com diciondrio pré-definido, e para o KLMS também com dicionario pré-definido

para fim de comparacao de desempenho.

6.3.1 Experimento 1

A identificacao de sistema € um dos quatro problemas comuns de filtragem adaptativa [Hay-
kin 2014]. Dado um sistema qualquer cujas caracteristicas de composi¢do sao desconheci-
das, o filtro deve, com a mesma entrada do sistema a identificar, produzir a mesma saida que
este, ou seja, o filtro € uma cdpia do sistema, uma identificagdo do mesmo, mas sem necessa-
riamente saber como o sistema original é construido. O diagrama de blocos na Figura (6.5)

ilustra esta tarefa.

; saida do sistema
entrada > Slstema_
Desconhecido . .
sinal desejado
+ erro
hY
i
saida do filtro
3| Filtro Adaptativo >

(

Figura 6.5: Diagrama de blocos da identificacdo de um sistema

Para a simulacao, foi utilizada a identificagdo do sistema proposto em [Gao et al. 2015].

Dado um sinal de entrada em que cada termo € definido pela equacao

x(i) = px(i — 1) + 0./ 1 — p?w(i) (6.7)

em que p € um parametro de controle, definido por [Chen et al. 2014] como circularidade do

dado de entrada, o, € o desvio padro da entrada; w(i) € um ruido com distribui¢do normal



6.3 KSIG com diciondrio pré-definido 52

padrdo. Este sinal passa pelo sistema nao linear

u(i) = 0.52(i) — 0.3z(i — 1) (6.8)

y(i) = u(i) — 0.5u%(7) + 0.1u>(3) + n(i) (6.9)

com n(7) definido como um ruido gaussiano, com média zero e desvio padrio o,, = 0.05. A
entrada do sistema é o vetor x(i) = [z(4), z(i — 1)]T e sua saida y(i). Neste experimento, a
entrada do filtro é a mesma do sistema, x(7), e, o sinal desejado, a saida do sistema y (7).

Para os parametros arbitrarios foram utilizados os mesmos valores que em [Chen et al.
2014], 0, = 0.5, p = 0.5, kernel Gaussiano com tamanho definido como o = (.25, o tama-
nho do passo para KLMS foi ajustado como pxrars = 0.05; ja o coeficiente de inclinagdo
a=3x1073.

O dicionério, que € o mesmo para ambos os algoritmos, contém vinte e cinco elementos
selecionados aleatoriamente da regido [—1,1] x [—1,1]. Determinado o tamanho, N, do
diciondrio, pxryms € o, por (6.5) o valor do tamanho do passo no KSIG foi de pxsie =
2.409 x 10,

Neste experimento foram executadas 300 simulacdes de Monte-Carlo. Para cada simu-
lagdo extraiu-se a curva de aprendizagem, no final foi feita a média simples do MSE para
cada iteracdo, obtendo uma curva de aprendizagem com um MSE médio para cada iteracao
de todas as repeticdes da tarefa.

O resultado do experimento estd ilustrado na Figura 6.6, na qual a curva de aprendizagem
do KSIG estd abaixo da curva do KLMS até a iteracdo 2000 aproximadamente, e a partir
deste ponto, ambas as curvas apresentam mesma posi¢do e inclina¢do, ambas em estado
estaciondrio. De fato, a curva do KSIG desde a iteragdo 500 ja se encontra no ponto de
estado estaciondrio diferentemente do KLMS cuja curva estd neste estado apds pouco mais
de 1500 iteracdes. Isto significa que, a convergéncia do KSIG ocorreu mais rdpido que
no outro algoritmo na versdo com diciondrio pré-definido, com um ndmero significativo de

iteracOes, metade das iteragdes realizadas.
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Figura 6.6: Curva de aprendizagem da identificacdo de sistema no KSIG e KLMS com

diciondrio pré-definido.

6.3.2 Experimento 2

O segundo experimento, que pode ser encontrado em [Parreira 2012], consiste na identifica-

¢ao de um sistema nao linear, definido como

L w(i—1)
0 = o

d(i) = x(i) + 2(7) (6.11)

+ut(i — 1) (6.10)

em que x(7) é a saida do sistema; u(7) € o sinal de entrada; d(7) € o sinal desejado; e z(7) um
ruido gaussiano adicionado a saida do sistema x(i). Neste problema a entrada do filtro é o
u(i) e saida deseja d(i).

No experimento, o ruido z(7) foi gerado com média zero e varidncia 0> = 1074 A
entrada u(7) € uma sequéncia gaussiana de média nula e varidncia o, = 0.15, enquanto o
kernel escolhido foi o Gaussiano, com tamanho i = 0.025; com o tamanho do passo para o
KLMS como pixrars = 0.07. O diciondrio, que € 0 mesmo para ambos os algoritmos, tem
tamanho N = 6. Para o KSIG, o coeficiente de inclinacdo o« = 3.1. E, por (6.5), dados
Wi rmvs, @ e N, o valor do tamanho do passo do KSIG € igual a p1x ;¢ = 0.0039.

Foram realizadas 300 simulagdes de Monte Carlo O resultado das simulagdes estd ex-

presso nas curvas de aprendizagem do KSIG e do KLMS ilustradas na Figura (6.7). Pela
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figura, € possivel observar que a curva de aprendizagem do KSIG por volta da iteracao 2500,
encontra-se no estado estaciondrio, o qual € observado na curva do KLMS apenas a partir
da iteracdo 5000. Este resultado ratifica a convergéncia mais rapida do algoritmo KSIG com

relacao ao KLMS

Figura 6.7: Curva de aprendizagem da segunda identificagc@o de sistema nao linear do KSIG

e do KLMS com diciondrio pré-definido.

6.4 Consideracoes finais

Este capitulo apresentou experimentos que constituem uma forma de vislumbrar a conver-
géncia mais rdpida do algoritmo KSIG, seja em sua versdo com ou sem diciondrio pré-
definido, com relacdo a um algoritmo bastante estudado na literatura, o KLMS.

Os resultados dos experimentos demonstraram que as curvas de aprendizagem do KSIG
se mostraram sempre abaixo da do KLMS até que ambos atingissem o estado estaciondrio,
que, para o KSIG, se deu em poucas iteracdes antes do KLMS; j4, para o KSIG com di-
ciondrio pré-definido a entrada no estado estaciondrio se deu em mais de 500 iteragdes de

antecedéncia, em relacdo ao KLMS, este também em versao com diciondrio pré-definido.



Capitulo 7

Conclusoes

A partir da revisdo da literatura, pode-se conceber um modelo geral acerca das técnicas de
kernel e da sua aplicagdao no Sigmoide, o que foi essencial para a criacdo do KSIG e sua
versao com diciondrio pré-definido.

No que se refere a andlise de convergéncia, verificou-se que hd na literatura dois tipos
de andlise para algoritmos que utilizam kernel, uma baseada na energia do filtro, o0 modelo
geral de anélise de estado estaciondrio proposta por [ Yousef and Sayed 2001], e um segundo
modelo de [Parreira 2012], no qual € tomada a teoria dos discos de Gerschgorin e a teoria
da estabilidade de sistemas de controle. Em ambas as metodologias € adotada andlise sobre
algum momento estatistico

Observou-se que a andlise de convergéncia do algoritmo de filtragem adaptativa KMC ¢é
baseada no modelo que faz uso da energia do filtro e, pela sua similaridade com o KSIG, foi
adotado este modelo de andlise de convergéncia do KSIG. Os resultados da anélise demons-
traram que a convergéncia do KSIG acontece desde que a relacdo em (4.27) seja respeitada.

Os estudos sobre a convergéncia do algoritmo Sigmoide propiciaram utilizar o0 mesmo
método para andlise da convergéncia do KSIG com dicionéario pré-definido, dada a seme-
lhanca entre estes algoritmos. Como resultado, obteve-se que a convergéncia do KSIG ocorre
desde que (5.21) aconteca.

Outra contribuicao deste trabalho se refere ao célculo da complexidade computacional
dos algoritmos, que no KSIG foi de O(n?) na fase de treinamento e O(n) para calculo da
saida, ja para o KSIG com diciondrio pré-definido de O(¢n) na fase de treinamento e O(t)

no célculo da saida do filtro, em que n é o nimero de dados de teste e ¢ o nimero de dados

55



56

no diciondrio. Destas diferencas de complexidade na fase de treinamento e no cdlculo da
saida, percebeu-se que o algoritmo com diciondrio pré-definido € menor em complexidade,
portanto mais eficiente, pois, com ¢ < n entdo O(nt) < O(n?),0(t) < O(n).

Na parte experimental foi possivel verificar a convergéncia mais rdpida dos algoritmos
propostos quando comparados ao KLMS em sua versdo sem e com diciondrio pré-definido.
Isto, considerando que o KLMS e o KSIG possuiam o mesmo desajuste em estado estacio-
ndrio, consideracio possivel a partir da relacdo entre suas taxas de aprendizagem em (6.5),
elaborada neste trabalho.

Assim, pode-se concluir que o objetivo tracado para este trabalho foi alcancado, pois
tanto o KSIG quanto o KSIG com diciondrio pré-definido tiveram descritas a sua construgao,
sua andlise de convergéncia, e alguns experimentos.

Como trabalhos futuros, ha a possibilidade da anélise da relagdo entre as constantes de
tempo tedricas do KSIG e do KLMS para estabelecer uma relagdo de superioridade ou infe-
rioridade dos algoritmos. Além disto, uma andlise desconsiderando a equidade do desajuste
possibilitaria vislumbrar se o algoritmo KSIG, além da convergéncia, pode apresentar uma
melhora na filtragem diminuindo o erro pela melhor combinagdo de taxa de aprendizagem e

coeficiente de inclinacdo.
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