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E considerada a particula de Dirac em 1+1 dimensbes sujeita a um potencial escalar da forma
exponencial. Foram encontradas solucdes exatas da equacdo de Dirac para o caso indicado e determinado
0 espectro da particula. No caso de espectro discreto as solugbes exatas sdo expressas através de
polindmios generalizados de Laguerre. Foi demonstrado que sempre existe pelo menos um estado ligado
com energia diferente de zero. A quantidade de estados ligados € limitada e determinada por parametros

el

do problema na forma ¥ = [=—=]. Foi analisado também a existéncia de estado com energia zero e

Brk

demonstrado que tal estado sempre existe. As autofungdes de todos os estados ligados sdo normalizaveis.
Os fatores de normalizagdo foram encontrados analiticamente. Além disso, vérias relagBes Uteis para
polindmios de Laguerre generalizados foram encontradas.
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In the article the Dirac particle in 1+1 dimensions subject to the exponential scalar potential is
considered. There were found exact solutions of the Dirac equation and energy spectrum of the particle.
For the case of discrete spectrum the exact solutions are represented by generalized Laguerre
polynomials. There was shown that at least one bound state with energy different from zero always exists.
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A number of bound states is limited and is determined by the parameters of the problem as [V = [=—=]. It

was also demonstrated that the zero energy state always exists. For all states the normalization factor was
found explicitely. Besides that various useful relations for generalized Laguerre polynomials were
determined.
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1. INTRODUCAO

Nesse trabalho consideramos a particula de Dirac em 1+1dimensdes sujeita a um potencial escalar na
forma exponencial. Esse modelo descreve um férmion cujo movimento é restrito a uma Unica dimensao.
Tal situacdo pode ser aplicada, por exemplo, em materiais cuja produgdo provém da tecnologia moderna
em escalas nanométricas. A anélise do comportamento da particula de Dirac realizada nesse trabalho pode
ser aplicada para prever propriedades de alguns nanomateriais. Por outro lado o problema considerado
desperta interesse por ser um modelo que pode ser resolvido de forma exata, isto é, a solucdo é
apresentada através de funcOes elementares ou especiais.

O problema da particula de Dirac em 1+1dimensBes vem sendo discutida em varias publicagdes. Na
década de 80 o interesse foi focalizado no atomo de hidrogénio unidimensional [1], [2], [3], [4], [5]. Foi
discutida a descrigdo adequada do modelo do atomo de hidrogénio em uma Unica dimenséo espacial, as
formas da equacdo de Dirac unidimensional, métodos de solugdo da equagdo com potencial vetorial,
apresentadas solucdes e estudadas suas propriedades. Mais recentemente foram estudados os modelos
modificados do atomo de hidrogénio unidimensional: potencial de Coulomb blindado [6], estados ligados
da particula de Dirac com auto-interacdo [7], ressonancia na presenca de interagdo adicional puntiforme
[8]. A equacdo de Dirac unidimensional com potencial escalar da forma linear foi estudada em trabalhos
[9], [20], [11], [12], [13] e da forma linear inversa em [14].

Nesse trabalho estudamos a particula de Dirac em 1+1 dimensdes sujeita a um potencial escalar da
forma exponencial. Em virtude do potencial ndo depender do tempo o problema é estacionario e se reduz
a equacdo de Dirac estacionaria com potencial escalar. Nos resolvemos o problema de forma exata e
apresentamos o0 espectro da particula de Dirac junto com as autofungdes expressas através de polindmios
de Laguerre generalizados e discutimos seu comportamento. Além disso, sdo discutidas varias
propriedades de polinbmios de Laguerre generalizados obtidas das autofungbes do problema.
Mencionamos que alguns aspectos do problema com o potencial na forma exponencial foram discutidos
em [15].
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2. FORMULAGAO DO PROBLEMA

Consideramos a equagdo estacionaria de Dirac em 1+1 dimensdes na forma

Hy = Gy 1
onde, o Hamilto_niano de Dirac é dado como
i =acp+Bmes+l;), @)

: . B, . . & 2 .
onde p= —:F;-__I— é o0 operador do momento, c é a velocidade da luz, i é a constante de Planck, m é a

massa da particula, 1; é o potencial escalar, & e 5 sdo matrizes de Dirac, que em 1+1 dimensdes podem
ser escolhidas como matrizes de Pauli na forma

_ o (0 =i - . (0
a=mot=(; o) Ff= at=(] ) (3)
Logo, a fungao de onda da Eq. (2) tem duas componentes
v=(9). @
Consideraremos o potencial escalar na forma exponencial
V, = ae™bx (5)

onde @ e & sdo constantes, pardmetros do problema, sendo @ arbitrario e b= Q
O problema é considerado para *: = 22 < X # 02,

3. METODO DE SOLUCAO

Escrevemos a Eq. (2) em componentes

[=tch + (mc? + V)]x = B ©)
licg + {me* + )¢ = Ex @)
expressamos a componente ¥ da Eq. (7) através de @& para energia E diferente de zero
yo=MEREETE £, ©
Substituindo a Eq. (8) na Eq. (6) recebemos a equagdo para componente @
""_o+11c:—s @ ©)
onde -
Wayi-2 eIl g £ (10
Aplicando a forma explicita do potencial escalar (5) recebemos a fungao W na forma
W=e -“l—ﬁ € “‘—lwr-—H-l—J (12)
Substituindo a Eq (11) na Eq (9) recebemos a equacdo do tipo Schréedinger para componente @
;'1" [r=-Vxlle=0, (12)
onde )
n= [E‘: - [_"‘"!_'J'l.]  V(x) = V, g=ibs 4 |, =¥ (13)
com

L—'I -.-—|'l_1-+-"': jl (14)

Analogamente podemos expressar a componente & através de i usando a Eq. (6)
Vel X

¢ =M TER B, (15)

Efetuando o mesmo procedimento para a componente i chegamos a equagéo
ﬁ'I= "= Vx)lr=0, (16)
onde
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7' == () ] V'6x) = V'ye ¥ 4 Vet (1
com )
vy m (&) 1 m fmp 4 5, (18)

Resolveremos o problema (12) para o caso do espectro discreto. Na Ref. [16] é demonstrado que a
condicdo necessaria do espectro discreto do problema (12) é determinada como

W»0 w0 (19)
A condicéo do espectro discreto do problema (12) é
V> Q Vi, %0 (20)

O espectro discreto do problema (1), da equacdo de Dirac, existe quando as condi¢des (19), (20) sdo
satisfeitas simultaneamente. Das Eqs. (19), (20) recebemos as condicbes para os parametros do problema
a, b que admitem espectro discreto da particula de Dirac

a®0,0%ba—, (21)
Segundo a Ref. [16] 0 espectro discreto do problema (12) é dado como
= _ ?‘l = l -t Bl e (22)

para autofungoes dadas da seguinte forma

n = Zhe SL(2), (23)
onde L, *#(z) sdo polindmios de Laguerre generalizados
- o 2| mpx = 5
=T e HE (24)
Restaurando os valores da energia E das Egs. (13), (10) recebemos

- "l—' i 21 1= |2| »ouin 25
£ = Lbeh S5 =123 (25)

onde o sinal “+” corresponde aos estados das particulas e o sinal “~" corresponde aos estados das anti-
particulas. De acordo com Ref. [16] a quantidade de estados iV;; g € determinada como

(26)

onde [x] é parte inteira da quantidade x.
Utilizando a Eq. (8) e relacdes entre polinémios de Laguerre generalizados (8.971.2 [17], (10.12 (23),
(24) [18]) encontramos a componente

—

Ay |I=l"'= "7.4 .z TTEH £

= grarel ) LE). 27)
'4 \' | - 1 1
Entdo, a forma da fungdo de onda i é

“(z)
Y, = Nzhe=#/i| e | 28
" ( S e =z}) -
A nNoT i~1 3
onde V' é o fator de normalizagdo, que deve ser encontrado pela condicdo de normalizacdo
S W dxm 1, (29)

Substituindo na Eq. (29) as componentes da Eq. (28) e trocando a variavel na integracdo temos

{"‘?‘JI}_—HIIEI_[TI":—|II d= +"'iﬁ E_Lﬁv e'lg'—‘.:':‘.’i £z) :l dzl= 1, (30)

Usando as expressdes das integrais na Eq. (30) da Eq. (53) do apéndice recebemos
vid[Putn+1) 2u+n [Zu+n) J .
AN T om -

h 2u .nk n 2u.ln=1)!
ou
,,“’r 4+“+“ =1
NS 2u.n!

de onde
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. In'.:' 2u.n! (30)
n = b PiZutnsl) "

3.1 ESTADO DE ENERGIA ZERO

Discutimos aqui a existéncia do estado de energia zero. A fim disso resolveremos a Eqg. (1) com
E = 0 no lado direito, 0 que permite encontrar as componentes na forma de integrais
b= Cyexp [-J'ﬁ (mes + i;iﬁ.\'] (32)

r=0; .\Fl ’ —~"1c + ¥ 'm‘]
Substituindo I nas formulas (32) e trocando a varlavel recebemos
me*1 1
— : i + 1o i —— - 1;.
J mes 4V )Jdx Jf behz 3,

..Ea

Das Eqgs. (24), (22) vemos que ; = i, para”t = 0, Portanto,

‘I‘F—L:_mcz Vo )dy = = | f—%ja: = =ulnz +£.

Logo, - ]

¢ = Qyahemd/t, (33)

v = Cyz=def :.

Analisando o comportamento assintotico das funces na Eqg. (33) vemos que

=0 g= Q{x = @)@ — 0 7= 0 (x= =gg) (34)
F=00, 5= Q(x=dhog) y =00, 2= 00 (¥ = =g)

que implica que deve ser escolhido €> = 0. Entfo, o estado de energia zero existe e tem a forma

1.'-*‘.. - |I1'|;: ‘*‘?-E {éj , (35)
onde g é o fator de normalizagéo.

A existéncia do estado de energia zero da equacdo de Dirac em 1+1dimensdes unicamente com 0
potencial escalar implica que o nimero fermibnico do sistema considerado é fracional [19]. O ndmero
fermidnico é determinado como (por exemplo, [19])

Ny = '%IEE.—,EE-]- = Zgisel]. (36)

Se 0 vacuo é determinado como o estado com a energia zero, entdo 0 ndmero fermiénico do vacuo é
Ny = =1/2, Levando em conta esse efeito o estado de energia zero pode ser interpretado como “a
metade” da particula, que implica a condigdo de normalizacdo do estado de energia zero

S
J ¥ pdxn==, (37)

Substltumdo na Eq (37) a forma expllmta da autofuncdo do estado de energia zero (35) recebemos
Ng* 7 Iﬂ_ zie=FEE = N =
= S

onde foi usada a deflnlgao da fungdo Gamma (8.310 (1) [17]). Finalmente obtemos o fator de
normalizacdo

Nom fomm, (38)

{a=ra

\rr L
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Figura 1: Densidade de probabilidade #{x) paran = 0,1,2, 3 a = =1/2 b= 0,7,

4. DISCUSSAO

Discutiremos algumas propriedades da particula de Dirac. A densidade da probabilidade da posi¢ao da
particula é determinada como _

plad = ¢io =l + 2, (39)
Apresentamos graficamente as distribuicdes de 2 para energia zero e para 0s primeiros estados

excitados na Fig. 1. A posicdo mais provavel da particula (o valor méximo de o) para ™ = 0 (energia
zero) é determinada como
1 f lal®
Xy ==l =—=], (40)
e e s
Para os estados com 1t * @ n&o é possivel encontrar a expressdo analitica da posicdo mais provavel da

particula, mas o valor correspondente pode ser encontrado numericamente, resolvendo a equagdo
transcendental com polinémios de Laguerre generalizados

oul PR o o pEf (o
wil| W T T g T

i = : ‘ (41)

Ty e T N L oy

Encontrado Z,,, a posi¢ao X, é obtida da Eq. (24).
Analisamos o comportamento da distribuicdo da densidade da probabilidade 2 com respeito a variagdo
dos pardmetros a e b do problema. As distribuicbes de 2 para varios valores do pardmetro b séo

representados na Fig. 2. Observemos que com decrescimento de b ocorre diminuicdo vertical e aumento
horizontal dos graficos de distribuigdes sem haver conservagao da semelhanga. A variagdo do parametro a

do potencial leva ao deslocamento da figura da distribuicdo de 2 para a direita, se |a! cresce, e para
esquerda, se |@! decresce, conservando a forma da distribuicdo de .
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Figura 2: Densidade de probabilidade 2!%)} para & m 0.9, 1/2,1/10, 1/20; n = 2, @ = =1 /2.

Introduzindo a quantidade — intervalo de localizacdo & da particula como um intervalo em que a
particula esta localizada mais provavelmente, podendo assim descrever o comportamento da particula de
maneira mais lacOnica. A particula esta localizada na vizinhanga da posicdo X, e o intervalo da
localizagéo da particula ndo muda com a variagdo do parametro a e aumenta (diminui) com o crescimento
(decrescimento) do pardmetro b. Em termos da densidade da probabilidade 2 definimos o intervalo da
localizagdo & da seguinte forma: determinamos a extremidade direita X', e a extremidade esquerda x; do
intervalo como

2Ly PLXyr —_

—— ===, (42)
T ST
onde % é um numero inteiro positivo. Sendo determinadas as posi¢des x; e X, o intervalo da localizagéo
seja
Am X, =X, (43)

Nos gréficos sdo usadas as quantidades adimensionais (designadas nas formulas abaixo com barra)
T=%bmbi === (44)

i‘
onde 4 é o comprimento de onda Compton da particula 4 = —JI

5. APENDICE
5.1 Célculo da integral
Demonstraremos o calculo da integral

lo 2= (L") da. (45)
Utilizando a relagéo de polindmios de Laguerre generalizados [20]

Lp¥(z) m (1 2H) = Epnma iy St ) (46)
e(0) = E.'”.*;_dﬂlf_;a.'_'_l o) = lﬂ.- 1

onde €1 (i), €211} séo coeficientes binomiais. Representemos o termo no integrando z=*L (= como
g, g =g (" T + ---| Lyn=iEaily 2utleg) (a7)

n =R c ™



A. Smirnov & A. D. O. Alves, Scientia Plena 5, 114809 (2009) 7

Na Eq. (47) aplicamos a relacdo (8.974.3 [17])

LS4T(2) = Tl 52) . (48)
Entdo, o segundo termo no lado direito da Eq. (47) toma a forma

pl =ik bl 1 n=- F..l. i r & .T

..E,':l’,?';_,: lr|1 Gtl( = T1 p'.lf‘ : T-:l;u H(zg) (49)
0 que levaa

o TP .‘.-.q\': .

rlf ;"1 1? .(_ n ""1'-";] [T (50)

(8 oumq _az(ThT 2HY ¢ "“.--,w o [y mgr R
|'-; a“r Iﬁ ;{ n ' :Il'ivl ',h’-‘lﬂu-lnlc H-Hﬁ— ‘Ln .nl'ir-l:l
No segundo termo no lado esquerdo da Eq (50) trocamos a ordem do somatorio e da integragdo
E.F__-.lf z E‘._,}!I.-ﬁ zlue=FL, Su £z) L; (s z)dz, (51)

= bt

f.‘"'_‘Lf"":g Wz

Na Eq. (51) todas as integrais sdo zero, o que é decorrente da condicfo para indice j, F 1 =1, e da
relacdo de ortogonalidade dos polindmios de Laguerre generalizados

-1 ()L (2) = Figw=pe=l) .
Jg = = "

Entdo, chegamos & expressao

(R _ oy . - Zk ___'\*"" S

Jo a8#=te=i (L34 (2)) dz=
Eq (52) utilizamos a relacéo [20]
1 , fa’' —a +n)

,lc: lema [&(z)dz = . |

ea expressao dos coeﬂmentes binomiais por meio da fun¢cdo Gamma
i 4 La®=l)
)

Ynm .

M+

n

un{)‘lfll; -"'"‘-lf 3 -;1_::1'“1;. (52)

I'a')

T ] = :h".- |'_1 [ II - 1
que leva a _
fl-Fﬁ;;“-lf-;(ﬂ'r::ﬁ:.:};l F'; = I?!IT;I:“:'.-I {:I. T t”u":“l , (53)

5.2 Ortogonalidade
De acordo com teoremas da teoria quantica [21] autofungdes que correspondem a autovalores
diferentes satisfazem a relacéo de ortogonalidade

S (dx =0 nmk. (54)
Aplicando a Eq. (54) nas autofuncgdes (28) recebemos
Ny 1n..-hl_i\lilc"""E -L"’“ ‘f' (z)dx (55)
ar AT Il.u"‘ ,IE]'”:'; " - ihy -; Y oVidar ==
N e e L (DL (Rdx = 0
onde
mc*

" beh
Portanto, as integrais da Eq. (55) devem ser zero. Trocando a variavel na integral concluimos que
[T zudvmlgmg 13k ()dz =0, n= k. (56)

A relacdo recebida acima junto com a relagdo (53) demonstra novas condi¢des de ortonormalidade
para polindmios da Laguerre que podem ser formuladas de maneira compacta como
(o el oy TR TIVO A e bmBTRTL o
Jo awtv=lema Ly --..,'L,-.;‘w,'ﬂ.—TQﬁn (57)
usEM=n>0, veEM=F>(,

onde &y é 0 simbolo de Kronecker.
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