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Resumo

Efeito Zeeman Anomalo para o Atomo de Hidrogenio no Espaco Nao Comutativo

Willien Oliveira dos Santos

Orientador: Prof. Dr. André Mauricio Conceicao de Souza

Resumo da Dissertagao de Mestrado apresentada ao Programa de Pés-Graduacao em Fisica da
Universidade Federal de Sergipe (UFS) como parte dos requisitos necessdrios para obtengao do titulo de

Mestre em Fisica.

Investigamos o efeito Zeeman anomalo para o atomo de hidrogénio em mecanica
quantica nao comutativa. Utilizando-se do método Bopp’s shift, o regime nao relativistico
¢ avaliado e o Hamiltoniano nao comutativo é determinado. Usando a teoria de per-
turbacao de primeira ordem, a correcao para a energia ¢ calculada para o caso de campo
magnético externo fraco. Obtemos os fatores de Landé orbital e de spin em espaco nao
comutativo. E mostrado que o valor experimental para os fatores de Landé orbital e de
spin, impoem um limite superior na magnitude do parametro de nao comutatividade da
ordem de © < (8GeV)™2 e © < (0,01GeV) ™2, respectivamente. Utilizamos o mesmo
calculo de perturbagao para o caso de campo magnético externo nulo, mostrando que
algum shift de energia aparece, que modifica o espectro de estrutura fina. Finalmente,
calculamos o Lamb shift e comparando o resultado com o valor experimental da espec-

troscopia, obtemos um novo limite para o parametro nao comutativo, © < (3GeV) 2.

Palavras-chave: Efeito Zeeman Anomalo, Hidrogénio, Mecanica Quantica, Espaco

Nao Comutativo.

Sao Cristévao

2012
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Abstract

Anomalous Zeeman Effect for the Hydrogen Atom on Noncommutative Space

Willien Oliveira dos Santos

Orientador: Prof. Dr. André Mauricio Conceicao de Souza

Abstract da Dissertagdo de Mestrado apresentada ao Programa de Pés-Graduagdo em Fisica da
Universidade Federal de Sergipe (UFS) como parte dos requisitos necessdrios para obtengao do titulo de

Mestre em Fisica.

We investigate the anomalous Zeeman effect for the hydrogen atom in noncom-
mutative quantum mechanics. By using of the Bopp’s shift method the nonrelativistic
regime is evaluated and the noncommutative Hamiltonian is determined. By means the
first order perturbation theory, the energy correction is calculated for the case of weak
external magnetic field. We obtained the orbital and spin Landé factors on noncommuta-
tive space. It is shown that the experimental value for the orbital and spin Landé factors
put an upper bound on the magnitude of the parameter of noncommutativity of the order
of @ < (8GeV) 2 and © < (0,01GeV )2, respectively. We use the same perturbation
calculation for the null external magnetic field case, showing that some energy shift ap-
pears, modifying the fine structure spectrum. Finally, we calculate the Lamb shift and
comparing the result with the experimental value from spectroscopy, we got a new bound

for the noncommutative parameter, © < (3GeV)™2.

Palavras-chave: Anomalous Zeeman Effect, Hydrogen, Quantum Mechanics, Non-

commutative Space.
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2012
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Capitulo 1

Introducao

A ideia de coordenadas nao comutativas foi proposta por W. Heisenberg em 1930 [1], com o
objetivo de eliminar o problema das divergéncias ultravioletas da teoria quantica de campos, em
particular, da eletrodinamica quéntica. Neste contexto, a ideia era utilizar a nao comutatividade
em escalas de comprimento muito pequenas para introduzir um parametro de corte efetivo
ultravioleta (UV) como forma de evitar o aparecimento das divergéncias. H. Snyder publicou
em 1947 o primeiro artigo nesse assunto[2], onde aplicava esta ideia ao espago-tempo, trocando

as coordenadas x,, por operadores nao comutativos z,, obedecendo a regra de comutacao,

[aj\m/'fl/] = i@uw (1.1)

sendo ©,,, o parametro de nao comutatividade, o qual, tém dimensao de comprimento ao qua-
drado, e que no caso mais simples é um tensor completamente antissimétrico. Desta forma,

passa a existir uma relacdo de incerteza entre as coordenadas do espaco-tempo,
1
Az, Az, > §|@W] (1.2)

e isto tem levado ao surgimento de teorias nao locais e até mesmo quebra da invariancia de
Lorentz e da Causalidade [3, 4]. Somando-se isto ao sucesso da teoria de renormalizacéo, na ob-
tencao de valores numéricos extremamente precisos dos observaveis da eletrodinamica quantica,
a proposta da nao comutatividade foi abandonada, e somente foi retomada na década de 80,
com os trabalhos de A. Connes e S. L. Woronowicz [5, 6]. Neste sentido, houve uma retomada

do interesse em tentar compreender a estrutura quantica do espaco-tempo, ou seja, uma teoria
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quantica da gravitacao. A escala quantica do espago-tempo é préxima a do comprimento de
Planck, Ip ~ 10733¢m, onde a fisica em que conhecemos sofre profundas modificacdes. Assim,
nesta escala de comprimento, ou talvez préximo, acredita-se que os efeitos da gravitagao quantica
sejam relevantes. Propriedades quanticas devem afetar os processos envolvendo as particulas em
ambientes de altas energias. De fato, existem duas formas de tratar as propriedades quanticas do
espaco-tempo e seus efeitos observaveis. A primeira forma é tentar construir uma teoria quantica
do espago-tempo de acordo com a teoria da relatividade geral e da mecanica quantica. Neste
contexto, destaca-se a teoria de cordas e a gravitagdo quantica, com previsoes fisicas numa escala
de energia de 10'TeV, muito acima das escalas de energia dos aceleradores de particulas atuais
7TeV no Large Hadron Collider (LHC). A segunda forma de tratar as propriedades quanticas
do espago-tempo é o das teorias efetivas, as quais abordam os efeitos quanticos do espago-tempo
sem necessariamente assumir o completo conhecimento da estrutura do espaco-tempo em es-
calas de comprimento pequenas. Com esta proposta é assumido que é impossivel especificar a
posicao de uma particula, jad que, formalmente é assumido relagoes de comutagao do tipo (1.1),
a qual esta associada uma relacdo de incerteza (1.2), que impossibilita a localizagao exata de
uma particula.

Nos tultimos anos, coordenadas nao comutativas tém sido objeto de pesquisa por muitos
fisicos da area de fisica de alta energia e até mesmo da matéria condensada com a supercon-
dutividade e efeito Hall quantico [7]-[9], sem falar nas intimeras aplicagoes em fisica estatistica
[10]-[20]. Evidéncias da nao comutatividade do espaco-tempo vém do limite de baixas energias
da teoria de cordas ou em situagoes de energias muito altas [21]. H& de se citar, que, em de-
terminado limite de campo magnético intenso na dinamica quantica da corda aberta, o efeito
da nao comutatividade aparece naturalmente [22, 23]. Desta forma, um dos efeitos fisicos bas-
tante conhecido da nao comutatividade das coordenadas em mecanica quantica é o problema
de Landau [24], em que uma particula carregada movimenta-se em um plano na presenga de
um campo magnético intenso, B, perpendicular a esse plano, e se verifica que o espaco torna-se
nao comutativo (NC). De fato, muitos trabalhos tem se dedicado ao estudo de vérios aspectos
de mecanica quantica em espago NC (quando apenas as coordenadas de posigdo nao comutam
entre si) e espago de fase NC (quando se introduz a nao comutatividade das coordenadas de
momento no espago NC) [25]-[47]. Neste contexto, o interesse é encontrar efeitos mensurdveis

de nao comutatividade.

IEstamos usando 1(GeV)~! = 1,973 - 10~ Hcem.
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Por outro lado, para termos uma ideia da ordem de grandeza de vO (0 = |©,v]), basta
considerar que de fato a ndo comutatividade é uma teoria efetiva que segue do limite de baixas
energias da teoria de cordas. Se a escala de comprimento da teoria de cordas é o comprimento
de Planck, [p, a nao comutatividade deve ter uma escala muito maior que, [p mais ainda assim
muito menor que a escala quantica, que é da ordem de 1fm ~ 10~3¢m. Todavia, estudos
recentes em mecanica quantica revelaram que o pardmetro NC nao é o mesmo para diferentes
sistemas [32]-[34]. Por exemplo, os autores nas referéncias [32]-[38] tém tratado o espectro do
atomo de hidrogénio no formalismo NC. Vale destacar o artigo do M. Chaichian [33], onde, a
nao comutatividade atua, como uma nova interagao, introduzindo correcoes ao Lamb Shift. Ele
obteve que o valor de © é vO < 107'8¢m, que corresponde em energia® a © < (10TeV) ™2,
Na referéncia [39] é obtido VO < 107 %em pelo estudo das transicoes do dtomo de hélio, que
corresponde em energia® a © < (1G6V)_2. Os limites VO < 107 8%cm e VO ~ 10~ 18em
foram obtidos nas referéncias [40, 41] pelo estudo do efeito Aharonov-Bohm, correspondendo as
seguintes energias® © < (1keV) 2 e © ~ (10TeV)~2. O efeito Aharonov-Casher foi tratado nas
referéncias [42, 43] para particulas de spin 1/2 e 1 e os autores obtiveram o limite v < 10~ 7¢m,
correspondendo para uma energia® de © < (10%2eV)~2. Através do efeito Hall, foram obtidos
VO <107 %em e VO < 10 2em [44, 45], que em unidades de energia® ficam © < (10GeV) ™2 e
O < (1meV)~2. Por fim, através do problema de Landau [46], foi obtido vO = 1,48 - 10~ 5¢cm,
ou em unidades de energia? © ~ (10eV)~2.

Obviamente, a nogao de nao comutatividade é um conceito fundamental na Mecanica Quantica
usual. Neste contexto os operadores que representam as coordenadas de posi¢ao e momento con-
jugados de uma particula nao comutam. Isto tem implicacoes importantes, a saber, por exemplo,
na impossibilidade de medir simultaneamente posicao e momento de uma particula. De fato,
a nao comutatividade é incorporada pela introducao de um produto NC para funcées sobre o
espaco de fase, o chamado produto Moyal ou estrela (x), tal que, é obtido uma nova &dlgebra
quantica nao comutativa dos observaveis. Este formalismo do produto estrela, foi iniciado por
Weyl e Wigner [48], e desenvolvido por Gronewold e Moyal [49]. Contudo, nesta dissertacao,
nao queremos levar em conta apenas a nao comutatividade entre as coordenadas de posicao e
momento, mas sobretudo que as coordenadas de posicao nao comutem entre si. Para tanto, em
vez de estudar o produto estrela, nés analisaremos os efeitos de nao comutatividade em mecanica
quantica usual. O método utilizado para fazer isto é o mapeamento via Boop’s shift [30].

Nesta dissertacao estaremos adotando o sistema de unidades Gaussiano (CGS). A apre-
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sentacao deste trabalho estd disposta da seguinte forma: no capitulo 2, introduzimos o forma-
lismo do espaco NC para a mecanica quantica. Ainda nesse capitulo, definimos o produto estrela
e derivamos a representacao de Boop’s shift, que sera ttil no desenvolvimento dos capitulos pos-
teriores. No capitulo 3, revisamos o efeito Zeeman anomalo para o dtomo de hidrogénio. Neste
mesmo capitulo, comparamos o efeito da estrutura fina com o efeito Zeeman, e asssim obtemos
um limite para o campo magnético fraco. No capitulo 4, apresentamos um Hamiltoniano inédito
para o efeito Zeeman andémalo NC. Além disso, neste mesmo capitulo temos obtido as corregoes
nao comutativas para os fatores de Landé orbital e de spin, e desta forma impomos um limite
superior para o parametro de ndo comutatividade. Ainda no capitulo 4 calculamos o Lamb
Shift, em seguida comparando com uma medida experimental impomos um novo limite para o
parametro de nao comutatividade. Por fim, no capitulo 5 apresentamos nossas consideragoes

finais e perspectivas.
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Capitulo 2

Mecanica Quantica em Espaco NC

Neste capitulo vamos implementar o mapeamento entre mecanica quantica definida em
espaco NC e comutativo. Para tanto utilizaremos o mapeamento via Bopp’s shift que serd ob-
tido através do produto estrela. Vale a pena enfatizar que o produto estrela embora atualmente
frequentemente associado a nao comutatividade espago-temporal, foi originalmente proposto no
contexto da mecanica quantica usual. Em particular, esse produto é uma deformacao nao comu-
tativa do produto usual entre fungoes reais [50]. Em mecéanica quantica, em vez dos observéveis
serem tratados como operadores no espaco de Hilbert, eles podem ser tratados como funcgoes
complexas obtidas a partir do simbolo de Weyl [51]. Assim, se define o produto estrela, o qual
é associativo mas NC e sua funcao seria preservar o mapeamento entre operadores e fungoes
complexas dado pelo simbolo de Weyl. Em mecanica quantica, tal produto é expresso como
uma expansao em poténcias de h. Por outro lado, no formalismo do espago NC, esse produto é

expresso como uma expansao em termos do parametro NC ©, como veremos.

2.1 Espaco NC

Como foi observado, o estudo de coordenadas nao comutativas surgiu como uma proposta
para eliminar as divergéncias da teoria quantica de campos, em particular, da eletrodinamica
quantica. Dado o espaco de fase classico, se define o espago de fase quantico ao substituirmos
as varidveis canonicas de posicao e momento x; e p; por operadores hermiteanos, que obedecam

as seguintes relagoes de comutacgao de Heisenberg:
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2.1 Espagco NC 14

[xhxj] = 0,
(@i, p;] = ihdy;, 4,5=1,2,3 (2.1)
pi.pj] = 0;

tais relagoes de comutacao definem o que chamaremos de espago comutativo usual. Além disso,

o fato de posicao e momento nao comutarem leva a seguinte relacao de incerteza,

AIIZZ'A])]‘ > géw (2.2)

A nao comutatividade passa a definir uma drea minima no espago de fase, conhecida como célula
de Planck. E desta forma, o espaco de fase deixa de ser continuo e passa a ser discreto. Contudo,
verifica-se facilmente a correspondéncia com o limite classico se A — 0.

Em escalas de comprimento muito pequenas, da ordem da escala de comprimento intrinseca
da teoria de cordas, nao somente as coordenadas de posicao e momento nao comutam, mas
também as coordenadas de posicdo ndo mais comutariam entre si. Assim, analogamente ao
processo de quantizacao do espaco de fase acima, podemos desenvolver um conceito geométrico
para um espaco NC de forma quantizada. Para tanto promovemos que as coordenadas do espaco
usual z; e p; devam ser substituidas por operadores hermiteanos T; e p; nesta nova geometria,
agora, quantica. Os operadores T; e p; devem, entdo, satisfazer relacées de comutacéo analogas

a de Heisenberg, contudo, definidas sobre a estrutura geométrica do espago NC:

[z, Z;] = 10y ,
(@i, D] = ihdy , (2.3)
[}/)\Zaﬁ] = 0,

sendo ©;; um tensor real completamente antissimétrico com dimensao de (comprimento)?, o
qual representa a nao comutatividade do espaco.
Uma das consequéncias da nao comutatividade espacial é que as coordenadas espaciais nao po-

dem ser simultaneamente diagonalizadas e, consequentemente, existird uma relacao de incerteza

2No espaco NC o pardametro de ndo comutatividade é ndo nulo apenas para as coordenadas espaciais.

O que equivale a fazer Op; = 0 ¢ ©,; # 0 no comutador (1.1).
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2.2 Produto estrela e mapeamento 15

da forma,
PO 1

Neste caso, a idéia de ponto em um espaco NC é perdida. Ou seja, os pontos do espaco
comutativo usual sao substituidos por células de area %|G)Z-j|, onde nao é possivel determinar

a localizacao exata dos eventos devido as flutuagoes quéanticas do espago NC.

2.2 Produto estrela e mapeamento

Em um espaco NC, o produto usual deve ser substituido pelo produto estrela:
i 0 0
*g)(zr)=exp |==—0;;—| f(x ’ 2.5
Fea)o) = eon |5 2030 falato], 2.5)
onde f e g sao duas fungoes arbitrarias e infinitamente diferenciaveis.
Como foi discutido na introdugao, é suposto que o parametro NC seja muito pequeno. Assim,
expandindo a exponencial em (2.5) em série de poténcias, temos:
i
(Fea)@) = cap|30.040,, | F(@lalo)]_

1 /i\?
y=x . y=x

+0(6?%)

7
+ ieijaxifang

= J@fW)|

= f(x)g(y)‘ - + %@ijamfang =

= (14 5040.0, ) f2dow)| _ +0@?
= [r0- 0u 2 (—n )] | +ore)

T op Y ox; 0y;
= |10~ g0un 0 | gt _ +0c?
— 1 (o= 550um) glo) 26)

Portanto, as coordenadas de posi¢ao nao comutativas podem ser expressadas em termos das
coordenadas de posicdo e momento comutativos. Para tanto, temos o seguinte mapeamento:

N 1

Ty = Tj — ﬁgijpj' (27)

Por outro lado, em um espago NC o operador momento nao muda sua forma em relagao ao

espaco comutativo:

pi = pi (2.8)

3A relacdo do produto estrela entre duas funcoes f e g encontra-se demonstrado no Apéndice A.
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2.2 Produto estrela e mapeamento 16

O mapeamento dado pelas equagoes (2.7) e (2.8) é conhecido na literatura como Boop’s shift.
Assim, em um espaco NC, o produto estrela pode ser substituido pelo produto usual pela
utilizacao do Boop’ shift.

O tensor ©;; é completamente antissimétrico e no espaco Euclidiano 3 existem apenas 3
componentes nao nulas independentes entre si, e podem ser definidas em termos do tensor de
Levi-Civita,

1
O = §5ijk@k (2.9)

em que O sdo as componentes do vetor . Entao a equacao das coordenadas nao comutativas
(2.7) pode ser escrita na forma de um vetor,

~ 1
rfr—ﬁpxé) (2.10)

que é a definicao de um vetor posicao no espaco NC. Uma particula dentro de tal espago na
posicao T é uma particula nao localizada, assim, consideraremos T como uma posi¢ao no espaco
Euclidiano sob flutuacdes quanticas. A localizacio da particula, no espaco i3, terd pelo principio
de incerteza, uma imprecisao do momento desta particula.

Para facilitar os cdlculos, assim como tém sido usado na literatura, iremos assumir que
® = (0,0,0,). Contudo, isto pode ser compreendido como uma rotagao ou redefini¢ao de

coordenadas. Segue-se entao, que as coordenadas NC de posicao e momento se tornarao, res-

pectivamente,

- 0. . 0.

T=2— by Y=Y+ pey 2= 2 (2.11)
e

Dz = P, ﬁy = Dy, D> = D (2'12)
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Capitulo 3

Efeito Zeeman Anomalo

Neste capitulo, iremos fazer uma breve revisao do efeito Zeeman andémalo para o atomo
de hidrogénio. Quando o campo magnético externo ao atomo é fraco ou nulo, a interacao
que prevalece é a interagao spin-érbita, que consiste na interagao entre o momento de dipolo
magnético de spin eletronico e o campo magnético interno do atomo. Tal interacdo é criada
porque o campo magnético interno é consequéncia do momento angular orbital do préton. Assim,
a interacao spin-érbita é em parte responsdvel pela estrutura fina do espectro dos atomos.
Por outro lado, quando o campo magnético externo nao é nulo, temos também a interacao do
conhecido efeito Zeemam. Neste sentido, o efeito Zeeman corresponde a mudanca das linhas
espectrais de um certo elemento quimico devido a presenca de um campo magnético externo B.
Para o caso de atomos cujo spin eletronico total S é nulo e 0 momento angular total J é igual ao
momento angular orbital L, as linhas de emissao se dividem em multipletos, cujas caracteristicas
dependem principalmente do elemento quimico e do campo magnético externo. Este fendmeno é
conhecido como efeito Zeeman normal, descoberto pelo fisico holandés Pieter Zeeman em 1896.
Por outro lado, quando se considera o caso em que o spin eletrénico total nao é nulo, tem-
se o chamado efeito Zeeman anomalo: as linhas de emissdo se decompoem em multipletos de
estrutura mais complicada. Isso ocorre porque o spin se acopla ao campo B. Neste sentido, a
interagao spin-Obita é muito importante pois acopla o spin e o momento angular orbital para

compor o momento angular total de acordo com,
J=L+S. (3.1)
Com isso, o torque aplicado pelo campo faz com que o dipolo magnético atébmico precessione

Programa de Pés Graduacao em Fisica - UFS



3.1 Formulacao do Hamiltoniano 18

em torno de B, um efeito chamado de precessao de Larmor. Entao, o campo magnético externo
faz com que J precessione lentamente em torno de B. Enquanto isto, L e S precessionam mais
rapidamente em torno de J devido a interacao spin-érbita. Contudo, se aumentarmos o campo,
a frequéncia da precessao de Larmor ficard mais rapida do que a precessao spin-6rbita de L e
S em torno de J, e o efeito Zeeman passa a ser conhecido como efeito Paschen-Back que esta
associado ao regime de campo magnético forte. Neste sentido, iremos analisar neste capitulo
apenas o caso de campo fraco, desta forma, estabeleceremos um limite para o campo magnético

externo, para, assim, distinguir o efeito Zeeman anémalo do efeito Paschen-Back.

3.1 Formulacao do Hamiltoniano

Considere a interagao entre o &tomo de hidrogénio e o campo magnético descrito pelo seguinte

Hamiltoniano nao relativistico:

1
2m,

H:

p2 4+ V(r), (3.2)

onde V(r) é a contribuicao da energia potencial, m. é a massa do elétron, p = p — £A é o
acoplamento minimo para o momento linear, sendo e e ¢ a carga do elétron e a velocidade da

luz respectivamente, A o potencial vetor, tal que B =V x A. Usando a seguinte identidade
(0-p)-(0-p)=p-p+io-(pxp)=p’ (3.3)

com o sendo as matrizes de Pauli, é possivel acoplar a contribuicao do spin no termo de energia

cinética. Entao, o hamiltoniano acima pode também ser escrito por

1

H =
2me

|:O' : (p - ZA)} ’ + V(r). (3.4)

Primeiramente iremos desenvolver o termo de energia cinética. Para tanto,

e 2 e 2 e
[‘7'<p_EA)] _ (p—EA) —i0-(pxA+AxD)
2
_ p2+iA2_E(p-A—|—A-p)—iga-(pXA-i-AXp) (3.5)
CQ IS C

mas,

(p-A+A-p)p = —ihV(Ay)—ihA -V
= —ih(V-A) — ihA - Vi) — ihA - Vip, (3.6)
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Escolhendo o gauge de Coulomb em que V - A = 0, temos:

(P-A+A-pp = —2ihA-Vy
= (2A-p)y (3.7)

temos ainda

c-PXxA+AxpPW = o-[—ihV x (Ay) — ihA x V)]
= o [—ih((V x A+ (V1)) x A) — ihA x V)]

= —iho - Bv. (3.8)
Resumindo, temos
2 2 2 h
[U-(p—EA)} —p?+ A2 ZA.p-T6.B, (3.9)
c c c c

Substituindo (3.9) no hamiltoniano (3.4) tém-se:

2 2
H=2 4+ ° A2 °© A-p—th o B+ V(r). (3.10)

2me  2mec? mMeC MeC

Considerando o campo magnético uniforme e orientado ao longo da direcao positiva do eixo z,

temos que o potencial vetor é:

1 By Bz

Assim, o hamiltoniano (3.10) pode ser reescrito como

o p2 62B2

2, .2\
= ame T amoe (x°+y°) —w(L, +2S,)+ V(r) (3.12)

eB
2mec

onde w = eS = %" sao a frequéncia de Larmor e o operador de spin.
Agora vamos explorar o termo de potencial do Hamiltoniano. Assumindo que V(1) = V(r)+
Vs (r), representa as contribui¢oes do potencial de Coulomb V.(r) e do potencial de spin-6rbita

Vis(r). O termo de Coulomb é

Ve(r) = : (3.13)

sendo Z = 1 o numero atomico.

Devido a forca central, o elétron experimenta um campo elétrico,

E - —évvc(r) (3.14)
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3.2 Corregao da Energia 20

e consequentemente existird um campo magnético efetivo dado por

E 1 1dV,
By - PXE_ 1 1dV(n)y (3.15)
MeC mecer dr
Desde que o momento magnético do elétron u seja dado por
eS
= 3.16
h= s (3.16)
o potencial de spin-érbita serd representado por
1 1dV(r) 1 Ze?
Vis(r) = —p - Beg = (L-S)= (L-S) (3.17)

om2c2r dr - 2m2c? 3
onde o fator % foi introduzido considerando a corre¢ao de Thomas. Para resumir, o hamiltoniano
(3.12) pode ser dado pelos seguintes trés termos:

2

p

Hy = \% 3.18
0 2. =+ C(T) ( )

1 Ze?
Hs=—-—(S-L 3.19
LS 2mgcg r3 ( ) ( )
Hp = —w(L, +2S,). (3.20)
Omitimos o termo gfnff; (22 + y?) considerando que o mesmo ndo é importante para um dtomo

de um elétron [53]. O termo (3.18) representa o hamiltoniano do dtomo de hidrogénio nao
perturbado. O hamiltoniano (3.19) descreve a interagao de spin-6rbita. Por fim, o hamiltoniano
(3.20) descreve o efeito Zeeman anémalo. Note que o fator 2 na frente de S, reflete o fato que,
para a mecanica quantica usual, o fator de Landé g5 do elétron é 2, a menos de corregoes da
ordem da constante de estrutura fina. Neste sentido, o cdlculo mais exato para o fator gs é dado
pela eletrodinamica quéntica que leva em conta os efeitos de polarizacao e flutuacoes do vacuo

que incrementam ligeiramente este valor para gs = 2,00231 [54].

3.2 Correcao da Energia

No limite de campo magnético externo fraco, o hamiltoniano Hrg domina e Hp deve ser
tratado como uma correcao nos estados obtidos com a correcao da interagao spin-orbita. Entao,
vamos calcular a correcao em primeira ordem na energia dos estados do sistema Hy+ Hyg. Neste

caso uma base apropriada ¢ definida pelos seguintes ntimeros quanticos n,l, s, j, m;, com spin
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3.2 Corregao da Energia 21

s, I é o nimero quantico orbital, j =1 + % é o numero quantico associado ao momento angular
total, m; e n sao os nimeros quanticos magnético e principal. Pela teoria de perturbacao de

primeira ordem, a correcao de Zeeman para a energia €

AEp = (nlsjm;|Hp|nlsjm;)
= —w((L:) +2(S.)) (3.21)

e, levando em conta o fato que [53]:
(L) = (nlsjm;j|L;|nlsjm;)

_ o [JU D) —s(s D)+ I+ 1)

R I
— B Jg+1)+s(s+1)— +
= J[ 255G+ 1) ] (3:23)

a correcao da energia dada por (3.20) serd

B , JG+D+s(s+1)—I(l+1)
AEp = —whm; [1+ 255G+ 1) ]

= —whmjg (3.24)

sendo g o fator de Landé. Para o caso de momento puramente orbital j =1 e s = 0, temos entao
g = 1. Contudo, para o caso de momento puramente de spin j = s el =0 e entdo g = 2. Além

disso, desde que em nosso caso s = % teremos

g1 JUFD s — D) ) T sed =15 (3.25)
2j(j+1) % sej=1—3.
A correcao da interacdo spin-orbita é:
AErs = (nlsjmj|Hpg|nlsjm;)
ﬁ i (S-L) (3.26)
2m2c? \ r3 '
usando [53]:
(S-L) = (nlsjm,|S - Linlsjm;)

Programa de Pés Graduacao em Fisica - UFS
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= <nlsjmj\% (J2 —L%2- SZ) |nlsjm;)
R2((F+1)—1(1+1)—s(s+1))

= 5 (3.27)
e, levando em conta uma das relagoes recursivas de Kramer,
1 . 1 .
<7"3> = <nl5jmj‘r3‘nlsymj>
_ Z° s (3.28)

W+ 3+ ndag” ™ mee?

onde ag é o raio de Bohr e n é um inteiro positivo, a corregao da energia dada por (3.19) ficara:

1 (meze\ G+ ) — 14+ 1) —s(s+ 1)
ABps = 4m§c2< h ) 1+ D+ 1)n3
mec?(Za)* |j(G+1) —1(1+1) —s(s+1)

(3.29)

4 WL+ )1+ 1)n3

2 7z 7’ . .
em que o = 7 ¢ a constante de estrutura fina. Além disso, observe que o denominador desta

expressao possui uma divergéncia em [ = 0. Contudo, esta singularidade é meramente aparente
’ ’ 1. . d . . 1 d 1/ . 2 A .
pois nds temos negligenciado a energia potencial do elétron com respeito para mec®. Assim, o
denominador é um numero finito em [ = 0. Em contrapartida, o numerador se anula em [ = 0
ja que isto implica em j = s = %, segue-se portanto que a interagao spin-érbita é nula em
[ = 0. Neste sentido, explanaremos na proxima secao uma expressao geral que inclui a correcao

relativistica na interacao spin-érbita, e que portanto valerd para todo .

3.3 Correcao relativistica e a formula de estrutura
fina

A expressao relativistica para o termo de energia cinética do hamiltoniano é

mec? 9

et (3.30)

O primeiro termo é a energia relativistica total (sem a contribuicdo da energia potencial), e o

T'rel =

segundo termo é a energia de repouso do elétron.

E preciso expressar T,..; em termos do momento relativistico,

mivec +m
p’c® +m2ct = €
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= — = (T + mec?)? (3.31)

entao

Tyet = /P22 + m2c* — mec? (3.32)

Esta dltima expressao esta escrita no limite relativistico p < mec. Desta forma, expandindo

(3.32) em poténcias de >, teremos:

p\° 1/p\ 1/p)\
Trel :mecz 1+ -1 = mec2 14 = — = +...—1
meC 2 \'mec 8 \ mec
2 4
P P
= ——+ ... 3.33
2me  8m2c? (3.33)
A corregao relativistica de ordem mais baixa para o hamiltoniano é entao

A L) pt

Hyep = — 8mic p-. (3.34)

De acordo com a teoria de perturbacao de primeira ordem, a corre¢ao de (3.34) serd dada pelo

seu valor esperado no estado nao perturbado:

AE.q = (nlsjm;|AHyq|nlsjm;)
1 . .
= — <8m302) {nlsjm;|p*|nlsjm;) (3.35)
usando,
2
P
=F,— .
T n— Ve (3.36)
teremos,
1
AElrel = _W(ETQL - QEn <V;:> + <‘/;2>)
1 2 2 /1 22/ 1
em que E, = —0‘22:';2‘32 é a energia de Bohr do estado em questao. Agora, é necessario usar os

valores esperados de (1) e ( %2> [53]:
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3.4 Fenomenologia para o campo magnético fraco 24

<i> - n2Za0 (3.38)

1 z?
- )= 3.39
<r2> (I + 3)nag )

usando estas expressoes na equagao (3.37), segue-se:

4 2
a*mec 4n

AFE, = — -3 . 3.40
rel Y (l i %> ] ( )

Comparando as expressoes (3.29) e (3.40) vemos que a corregao relativistica e o acoplamento

spin-6rbita sdo da mesma ordem a*m.c?, embora os mecanismos fisicos envolvidos sejam dife-

rentes. Se adicionarmos tais expressoes, obteremos a férmula de estrutura fina completa. Para

1

tanto, substituindo ! j =1+ (I = j — 1) na equacdo (3.29), temos:

omec?a® |JG+ ) -G -3 +3) -3
AE1LS - IR 1\, 3
4 (—2)iG+3)n
2 4
MeC 1
_ . 3.41
4+ 340
Agora, adicionando (3.40) e (3.41) obtém-se:
a‘mec? [ 4n 2n
AE = AES—FAE - 7_3_7
fs L rel nd ] ](] T %)
4 2 4
SOy ——C (3.42)

De fato, embora ambas as corregoes (3.40) e (3.41) possam ser questionaveis no caso de [ = 0,
sua soma, representada pela equagao (3.42) é correta para todo [. Além disso, tal expressao esta

de acordo com o resultado obtida pela equacao de Dirac sem recorrer a teoria de perturbacao.

3.4 Fenomenologia para o campo magnético fraco

A natureza do efeito Zeeman depende criticamente da magnitude do campo magnético

externo comparado com o campo interno efetivo gerado pela interacao spin-érbita. Assim, para

'Esta substitui¢do independe do sinal, j =1 — 3 (I = j + 1) dard o mesmo resultado
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3.4 Fenomenologia para o campo magnético fraco 25

B < B,y as corregoes da estrutura fina dominam, desta forma, podemos impor |[AEg| < |AEy,]|.
Neste sentido, estimaremos fenomenologicamente o valor das correcoes das energias dadas por
(3.29) e (3.42). Para tanto, tomaremos como referéncia o estado fundamental, n =1,1=0,j =

1_1 1 : .
I+ 5 =35 emj;= 3. Segue-se que, usando as seguintes constantes:

c=2,99792-10%¢em/s, h = 1,05457 - 10~ *"ergs - s

e = 4,80654 - 10~ ste, me. = 9,10938 - 10~ 2¢ (3.43)
obteremos,
|AE}g| = 2,90201 - 10~ Pergs (3.44)
€
|AEg| =9,28045 - 102! B. (3.45)

Desta forma, impondo |AEg| < |AEys|, teremos B < 3,12701 - 10*G. Neste sentido, adotare-

mos como campo fraco, B < 103G.
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Capitulo 4

Efeito Zeeman Anomalo no Espaco

NC

Neste capitulo, apresentaremos o estudo do efeito de nao comutatividade em mecanica
quantica através do efeito Zeeman andémalo. Assim, vamos analisar os efeitos que o espaco
NC introduz nas corregoes perturbativas de primeira ordem das energias do termo Zeeman e de
spin-orbita. Veremos que o espago NC introduz uma contribuicao orbital ao potencial Coulom-
biano. A partir de tal contribuigao, iremos propor um hamiltoniano inédito, para descrever o
efeito Zeeman andmalo para atomo de hidrogénio no espaco NC. Em seguida, obteremos uma
nova expressao para os fatores de Landé orbital e de spin definidos em espago NC. Por fim,
utilizando-se do valor experimental para fator g de spin, nés iremos impor um limite superior
para o parametro de nao comutatividade espacial. Para tanto, utilizaremos o conceito de campo

fraco desenvolvido no capitulo 2.

4.1 Formulacao do Hamiltoniano NC

O hamiltoniano nao relativistico para o 4tomo de hidrogénio submetido a um campo magnético,

tem a seguinte forma no espago NC:

1
2me

A= [0 (ﬁ-%z&)fﬂ/(m. (4.1)
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Consideraremos primeiramente as manipulacées do termo de energia cinética. Neste sentido,

sabemos que a seguinte expressao,
o (- A)) —p?+ A - ZR5- 0B (12)
c c c c
mantém a mesma forma da expressao (3.9) obtida para o espago comutativo usual. Além disso,
temos considerado o gauge de Coulomb e que o potencial vetor mantém a mesma forma do caso
comutativo usual,

~ 1 N —By Bx
A=-(B =|—,—,0]. 4.3
5857 = (S 500) (1.3

De fato, temos considerado que o campo magnético é uniforme e que o mesmo nao sofre os

efeitos do espago NC. Portanto, usando (2.12) e (4.3) é facil checar que

BQ

A-A = @+
= B B gy - B0 (4.0
€
A-p = 56D i)
= ng - BS% (2 + p})- (4.5)

Finalmente, usando (4.2), (4.4) e (4.5) o hamiltoniano (4.1) tomard a seguinte forma:

~ 1 p? ma?(z? +y?) - eBS .
H=—(p> +p? z — oL, — AT 4.6
em que,
- Me . eB
- ¢ = . 4.
i eBO, 2 ¥ ~ eBO, ( 7)
1+ 2me | 1+
&ch 8ch

Agora vamos explorar o termo de potencial do hamiltoniano. Assumindo que V(7) = V,(7)+
Vs (7), representam as contribuigoes do potencial de Coulomb V,(7) e do potencial de spin-6érbita

Vis(7), definidos no espaco NC. Neste sentido, o termo de Coulomb seré:

~ . Ze?
Ve(r) = T
A 2
= S (4.8)
r—ﬁpx@
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O campo elétrico experimentado pelo elétron é agora definido em termos das coordenadas

de posicao nao comutativas,
E=—-VV.(7) (4.9)
e

e consequentemente o campo magnético efetivo serd dado por

- pxE 1 1dV.(7)
B.r=— = — - L. 4.1
ef MeC mecer dr (4.10)

Desde que o momento magnético do elétron u seja dado por

eS
= 4.11
h= (4.11)
o potencial de spin-érbita serd representado em sua forma NC por
o N 1 1dV.(F
Vis(t) = —p - Bey = — o) (L-S). (4.12)

2m2c2r dr
Assim como no caso comutativo, o fator % designa a correcao de Thomas. Por outro lado, assim
0 0 N
— = —eentao V=V.
~ 6.%1 8.%’1
Desta forma S = S, pois a nao comutatividade do espaco nao tem efeito sobre o spin.

como foi observado pelo Alavi [55], da equacao (2.8), é assumido que

O parametro NC © pode se manifestar somente em uma escala de comprimento muito
pequena quando comparada com a escala bésica definida pelo comprimento de Planck [56].

1 ~
—-—6ij,
Ao

onde ©;; é um parametro adimensional e da ordem da unidade, de forma que Axc representa

Neste sentido, vale destacar que, em teoria de Campos, usualmente se escreve ©;; =

uma escala de energia caracteristica para a teoria nao comutativa, a qual é necessariamente

muito grande. Consequentemente, assumindo que o parametro NC seja muito pequeno, entao:

1 1
N - 1
r 272
[(r = 4p x ©)7]
- 1
- 1
- ey gior)’
1 @ * L 2
T (H 4hr2> TO©%)
1 @ ° L 2
= s 0% (4.13)
[§]
1 1
G

(x = 4p x ©)°]
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1

3
1 =52 k)
- 3 (”m«? ) +0(6?)
= T73+W+O(@ ) (4.14)

|

Desta forma, os potenciais de Coulomb e de spin-érbita se tornarao, respectivamente,

Ze? 0.L
V() =—""11 2z 2 4.1
®=-2=(1+ 55 ) +o@? (1.15)
e
Ze? 30,L
7) = 2 )(S-L %). 4.1
Vis() = g (14 s’ ) (81 + 0(6) (4.16)
Para resumir, o hamiltoniano (4.6) pode ser representado pelos seguintes termos:
2 2
~ o Ze
Hy— _ 4.17
0 2me T ( )
o = -~ (2 +172) + T (22 4 42) (4.18)
Hp = —&(aL, +bS.) + 0(6?) (4.19)
~ 1 Ze? 30.L
His(T) = ——— ——ZE)(S-L 2 4.2
LS(T) 2m362 r3 ( Ahr2 ) ( )+ 0(6 ) ( 0)
em que,
2 mecZe®,b
b= eBes T e (4.21)
8ch

O hamiltoniano (4.17) descreve o elétron na presenca do potencial coulombiano e, com
movimento numa dire¢do paralela ao campo magnético. O hamiltoniano (4.18) descreve o elétron
na presenca do potencial de oscilador harmoénico bidimensional, com massa m, frequéncia angular
w e movimento numa dire¢ao perpendicular ao campo B. Contudo, para o nosso caso, em que o
campo magnético é fraco, o efeito do potencial de tal oscilador harmoénico se torna desprezivel.
Por fim, as equagdes (4.19) e (4.20) sao, respectivamente os hamiltonianos NC para o efeito

Zeeman anomalo e para a interagao de spin-Orbita.
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4.2 Correcao para o espectro NC do efeito Zeeman
anomalo

Como foi apresentado no capitulo anterior, no limite de campo magnético externo fraco, a
contribuicao do termo Zeeman deve ser tratado como uma pequena perturbacdo. Assim, pela
teoria de perturbagao de primeira ordem, a correcao de Zeeman para a energia é:

AEp = (nljm;|Hg|nljm;)
B wmecZe®,b /L,
B 4hB

e, levando em conta (3.22) e (3.23) teremos

> —&(L.) — @b (S.) (4.22)

r3

BBn = oty (PFEL (L) ) (HH DAL O
: bgiz;l) +2§((jill))_l(l+l)>] (4.23)

sendo g o fator de Landé no espago NC. Quando fazemos ©, = 0 na expressao (4.23), o fator g
retorna para o caso comutativo usual dado pela equagao (3.25). Além disso, observe que o fator
de Landé no espago NC difere do caso comutativo, principalmente, por sua dependéncia com o
nimero quantico principal.

Por outro lado, assim como no caso do termo de spin-6rbita tratado no capitulo 2, o primeiro
termo na equagao (4.23) é indeterminado para [ = 0. Esta singularidade é meramente aparente
porque isto surge do fato que temos negligenciado a energia potencial do elétron com respeito
para m.c?, mas isto ndo é verdade no limite r — 0. De fato, foi mostrado em [62] que o

denominador <%3> ¢ finito nesta circunstancia, tendo em vista que pode ser substituido por

(r?(1 — apa®/2r)).

4.3 Expressao nao comutativa para os fatores de Landé

Orbital e de Spin

Nesta segao, obteremos os fatores g orbital e de spin para o elétron. Pela equagao (4.23)

teremos que o fator de Landé no epaco NC é:

- () ) (o).
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JG+1) +s(s+1)—=1(1+1)
+ b( 250G 1) ). (4.24)

Para o caso de momento puramente orbital j =1 e s = 0, entao:

. mecZeO,b [/ 4 apo?

O primeiro termo em (4.25) reflete a ndo comutatividade do espago. Obviamente, quando
O =0, entdo g; = g; = 1, nosso resultado retorna para o caso do espago comutativo. Isolando o

parametro NC, teremos:

—BAg,

0. = e(8ch)~1[B2Ag; — dmeZc2 (r=3(1 — apa? /2r))]

(4.26)

Considerando que o efeito Zeeman anoémalo para o dtomo de hidrogénio ocorre no limite de
campo magnético fraco B < 103G. Entdo, nos podemos observar que o parametro NC para o

caso de momento puramente orbital é aproximadamente linear ao campo magnético,

B|Agi|
0 =10~ : 4.27
©:] mecZe(2h)~1{r=3(1 — apa?/2r)) (4:27)
com |Ag;| = |g; — 1| sendo a precisao experimental para o fator g orbital.

Para o caso de momento puramente de spin j = s e [ = 0, o primeiro termo na equagao

(4.24) sera nulo, pois no termo ( %), o numerador L, se anula exatamente para [ = 0 enquanto

que o denominador <%3) é finito neste limite. Entdo, para um momento puramente de spin, o

fator de Landé sera:

~ 2

%zbzII;%; (4.28)

8ch

Observem que o efeito de nao comutatividade estd embutido no denominador, o qual é
ligeiramente diferente da unidade, e isto faz com que o fator g, seja deformado em relagao ao
espago comutativo usual. Obviamente, quando ©, = 0, entdo gs = gs = 2, que é exatamente o

resultado do caso comutativo usual. Isolando o parametro NC, teremos:

ch [ —8Ags ch ~
0,=—|——|~—(-8A 4.29
 eB (1—|—Ags> eB ( gs) (4:29)
com Ag; = 552_ 2 sendo a precisao experimental para o fator de Landé de spin.
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A equagao (4.29) mostra que 0, deve ser negativo, no entanto trata-se apenas da componente

de um vetor. Desta forma, o parametro NC permanecera positivo |@| = |0,| = ©,
ch
© = — (8Ay,). 4.30
< (383) (4.30)

Todavia, o sinal negativo na componente z do vetor ®, faz com que a deformagao causada
pelo espago NC, neste caso, seja interpretada como uma expansao. Ou seja, o efeito de nao
comutatividade age no sentido de aumentar ligeiramente o valor de algumas constantes. Eo que
ocorreu por exemplo com a massa do elétron em (4.7) e o mesmo acontece com o fator de Landé
de spin, em (4.28). Por outro lado, este resultado mostra que o parametro de nao comutatividade
diminui quanto melhor for a precisao na medida do fator g de spin. Além disso, o resultado
(4.30) sugere que o efeito Zeeman anémalo para o dtomo de hidrogénio, no caso de momento
puramente de spin, tém uma estrutura similar aos niveis de baixa energia de Landau, o qual
também sugere uma possivel conexao entre o parametro NC © e o campo magnético externo
B, © < B~!. Neste sentido, nosso resultado é muito coerente com varios resultados obtidos na
literatura, e muitos autores tém utilizado tal relacdo de proporgao, a saber, por exemplo [20],

27, [63]-69].

4.4 Estimacao fenomenolégica para o efeito de nao

comutatividade espacial

Nesta secao iremos estimar o parametro de nao comutatividade espacial. Como foi observado
na introdugao, na literatura, existe uma grande quantidade de trabalhos dando um limite para o
parametro NC. Além disso, tais estimagoes tem demonstrado que tal parametro nao é o mesmo
para todas as particulas, como foi bem observado pelo Stern [57]. Contudo, sendo o elétron no
atomo de hidrogénio a particula que estamos tratando, vale destacar, neste sentido, os trabalhos
do Chaichian [33] e Alavi [55], os quais obtiveram os contornos © < (107eV) 2 e © < (TeV)~2,
a partir do limite tedrico do Lamb shift e Hyperfine splitting no a&tomo de hidrogénio. Por outro
lado, um experimento de alta precisao atomica no Lamb shift para o atomo de hidrogénio foi
analizado por Stern [57] dando o contorno © < (6GeV)~2.

Usando os dados (3.43) na equagao (4.27), teremos:
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N B|Agi|
6,22351(r=3(1 — apa?/2r))"

0 =0, (4.31)

Considerando as recentes medidas de alta precisao dos fatores g e o experimento classico de
Kusch e Foley [70] que determinaram (0 — 29;) da relacao dos fatores g dos estados atomicos
do Ga e Na (obtidos a partir de seus espectros Zeeman), tem sido possivel concluir que o fator
g orbital do elétron é diferente de seu valor cldssico g; = 1 [71]. Um valor provével do fator g
orbital é g; = 1 — & onde & = (0,6 & 0,3) - 10~%. Consequentemente, usando B ~ 103G e a
precisio relativa |Ag;| < 107°, para o estado fundamental (r~3(1 — aga®/2r)) = 2, 50047 - 10%6

[35], teremos:

0 < (8GeV) 2 (4.32)

ou

VO <107 Pem. (4.33)

Este valor é bem proximo de uma das medidas mais precisas obtidas recentemente pelo Stern
[57].

Por outro lado, usando os dados (3.43) na equacao (4.30), obtém-se:

Ags
© = 5,26202- 1077 (Bg> . (4.34)

De fato, para estimar um contorno para o parametro NC acima, podemos usar o valor
experimental para o fator g de spin do elétron. Neste sentido, muitas medidas precisas do fator
gs do elétron foram obtidas na literatura, por exemplo, o valor gs/2 = 1,00115965218073(28) foi

obtido por Hanneke [58]. Assim, usando B ~ 103G e a precisdo relativa Ag < 10714, teremos:

O < (0,01GeV) 2 (4.35)

ou

VO <107 2em. (4.36)
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Este valor é muito maior que o limite obtido por alguns experimentos precisos. Contudo, tal
valor pode ser melhorado considerando uma melhor precisao no valor experimental para o fator
de Landé de spin. Além disso, dada a equivaléncia que a expressao (4.30) possui com os niveis de
baixa energia do problema de Landau, é possivel sugerir que o parametro de nao comutatividade
para o caso puramente de spin nao é tao preciso tendo em vista o fato de que o efeito Zeeman
anomalo ocorre no regime de campo magnético fraco, diferente do problema de Landau que

ocorre no regime de campo magnético forte.

4.5 Lamb shift e o parametro NC

O modelo relativistico de Dirac para a estrutura fina do dtomo de hidrogénio ainda nao
concorda inteiramente com os experimentos. Isto pode ser visto, por exemplo, a partir da
equagao (3.42) que depende somente de j, mas nao de [, e desta forma dois valores diferentes de
[ poderao dar uma mesma energia. Por exemplo, a aparente degenerescéncia que existe entre os
niveis 25’% (n=21=0,j= %) e ZP% mn=21=1,5= %) nao ocorre na realidade. Em 1947
Lamb e Rutherford apresentaram um experimento que demonstrou que existia uma separacao
nesses niveis. Tal diferenca de energia, ficou conhecida como Lamb shift. Além disso, eles
descobriram que o nivel 2.5 1 esta acima do nivel ZP% por cerca de um décimo do desdobramento
spin-érbita.

O Lamb shift [72] é explicado em termos da eletrodindmica quantica, a qual, prediz que os
efeitos de flutuagoes do vacuo fazem com que o elétron oscile em torno de um ponto de equilibrio,
de tal forma que a distribuicao de cargas é deformada em relacao a situacao sem flutuacoes do
vacuo. De fato, tais flutuagoes fazem com que a carga do elétron nao seja constante. Assim,
se medirmos o valor de sua carga de diferentes distancias, iremos obter valores diferentes e isto
implica que o elétron seja submetido a um potencial coulombiano que é nao uniforme. Neste
sentido, a posicao média do elétron devido ao efeito do campo eletrostatico nao uniforme com o
campo eletromagnético oscilante da flutuacao do vacuo faz com que a posicao média do elétron
em relacao ao nucleo seja diferente daquela sem a energia de ponto zero, alterando assim o valor
médio de sua energia. Sendo a distribuicao eletrénica diferente para diferentes valores de [, o
efeito é sentido de forma diferente para os orbitais S e P. Considerando que o elétron no orbital

S tem maior probabilidade de ser encontrado préximo ao nicleo que o elétron no orbital P,
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entao, as variagoes do potencial médio do primeiro sao maiores que no segundo, elevando assim,
o nivel de energia do orbital S ligeiramente acima do nivel do orbital P.

Nesta secao, iremos estimar o parametro de nao comutatividade através da precisao experi-
mental para o Lamb shift obtida na literatura.

Na auséncia do campo magnético externo, nao existira o efeito Zeeman e consequéntemente
prevalecerd a interacao spin-érbita. Contudo, vimos que o espaco NC introduz um termo de

correcao orbital para o espectro Zeeman. Portanto, na auséncia do campo magnético externo,

teremos:
Ze?® - L
AENC = — <nlsjmj ;%‘nl&’]m]>
_ mle, <Z62>4m.[j(j—i—l)—s(s—kl)—s—l(l—i—l)} 1
- 4h2 h I 2j(j +1) ndl(l+ 3)(1+1)
mc? © JG+1)—s(s+1)+1(1+1)
1 (Za)*(2m) v m; [ 2 +1) ]fn,l (4.37)
Observem que a expressao (4.37) é similar ao acoplamento spin-6rbita (3.19), onde (277)2%

¢é substituido por %, com A, = % sendo o comprimento de onda de Compton para o elétron.
Neste sentido, temos fortes indicios para acreditar que o spin possa estar associado ao efeito de
nao comutatividade. Na verdade, tal idéia ja foi explorada por alguns autores [56], [59] e [60].
Tal relagao revela que a proépria estrutura do espaco sofre uma deformacao devido a presenca
do spin.

Como foi observado pelo Chaichian [33], a transi¢ao (Lamb shift) dos niveis QP% — 28 1
difere do caso comutativo usual no qual o shift depende somente do niimero quantico [ (isto pode
ser visto tomando como referéncia a expressao do acoplamento spin-érbita) e todas as corregoes
sao devido ao efeitos de loop da teoria de campos. O Lamb shift para o atomo de hidrogénio
no espaco NC, além dos efeitos de loop, depende do nimero quantico m;. De fato, existird um
novo canal de transi¢ao que é aberto devido a nao comutatividade: 2P, : — QPE , com notagao
espectroscépica nl;nj para os niveis de energia. Assim, o Lamb shift éQagora se;arado em duas
partes 2P§ — 25’% e QPJ% — 25%.

2 3

Entao, o Lamb shift 251 — 2P:1 seré:
2 2

AEIJJ\;CT’nb = AETZ:%,Z:O,mj _AEéV:Cé,l:Lmj
MeC O,
= (2w)2(2a)4ﬁmj (4.38)
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1
com, mj = +3.
Agora, nos compararemos este resultado com uma das mais atuais precisoes experimentais
para o Lamb shift, 0,08k H z, obtida pelo Eides [61]. Convertendo tal precisao para unidades de

energia, no sistema Gaussiano, teremos:

AE = hAv = (5,30084 - 10~ ergs - 5) - (80s™1) = 5,30084 - 10~ Pergs (4.39)

que comparada com (4.38) resulta em,

O < (3GeV) 2 (4.40)
ou
VO <107 Yem. (4.41)

Observem que este resultado é muito préoximo ao valor obtido para o caso do fator de Landé

orbital.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

A introducao da nao comutatividade como uma proposta fisica dos fenémenos foi apresentada
em 1930 por Heisenberg, que sugeriu a introducao de relacoes de comutacao para as coordenadas
do espago-tempo: surgia assim, a proposta das coordenadas nao comutativas. Atualmente a
presenca da nao comutatividade é muito grande no desenvolvimento das teorias de cordas, no
estudo do espaco-tempo, nas propostas de violacao das simetrias em fisica de particulas e campos,
e em fenémenos em matéria condensada, como a supercondutividade e o efeito Hall quantico.

Nesta dissertacao, estudamos alguns aspectos e consequéncias do efeito de nao comutativi-
dade espacial em mecanica quantica. Para tanto, utilizamos o efeito Zeeman andémalo para o
atomo de hidrogénio, dentro do formalismo do espago NC. Neste ponto de vista, no capitulo 1,
abordamos, principalmente, alguns dos principais pontos de uma geometria nao comutativa que
se origina no mapeamento de Weyl, que é uma das principais ferramentas que relaciona uma
funcao no espago comutativo ao espago NC. Vimos que o produto de duas func¢oes em coordena-
das nao comutativas é deformado pelo produto estrela de Moyal, o que leva ao mapeamento via
Bopp’s shift. Munidos de tal mapeamento foi possivel propor uma mecanica quantica formulada
no espaco NC. Contudo, vimos que existe uma desvantagem neste tratamento, ja que passa a
existir relacées de incerteza nas varidveis introduzidas pelo Bopp’s shift e consequentemente a
interpretacao da teoria quantica se torna mais dificil. Isto pode se tornar mais evidente para
outros potenciais mais complicados, o que pode levar para hamiltonianos altamente nao locais,
uma vez que o Bopp’s shift é apresentado. Assim, temos verificado que a nogao de localizagao

da particula se perde.
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Como foi mencionado, os efeitos de ndo comutatividade podem se manifestar em sistemas de
baixas energias, desta forma, o efeito Zeeman anomalo para o &tomo de hidrogénio ¢ um ambiente
fertil neste sentido, o qual envolve energias da ordem de 10~ '7ergs, o que é relativamente
pequena. Neste sentido, abordamos inicialmente o caso comutativo, onde temos calculado por
teoria de perturbacao de primeira ordem a correcao para o espectro Zeeman anémalo no dtomo
de hidrogénio. Além disso, consideramos o limite ténue que existe entre o efeito Zeeman anémalo
(regime de campo fraco) e o efeito Paschen-Back (regime de campo forte). Também calculamos
a correcao perturbativa para o efeito da interacao spin-orbita, ja que, o efeito Zeeman anémalo
ocorreria quando a energia deste termo fosse bem menor que a energia do termo de spin-érbita.
Contudo, tal comparagao foi feita no estado fundamental, onde o termo de spin-érbita sofre uma
divergéncia aparente. Isto nos levou a introduzir a expressao geral da energia de estrutura fina,
que é nada mais que o termo de spin-6rbita com a correcio relativistica. Assim, comparando as
expressoes para as energias do termo Zeeman e de estrutura fina, fundamentamos que campo
fraco ¢ B < 103G.

No capitulo 3 implementamos o formalismo NC para o efeito Zeeman anémalo no atomo de
hidrogénio. Vimos que tal formalismo modifica o hamiltoniano do sistema, que passa a ter um
termo do potencial de um oscilador harmoénico bidimensional NC. Ademais, o espago NC intro-
duz um termo de correcao NC para o termo de efeito Zeeman e para o potencial de spin-érbita.
Realmente, isto ocorre porque o efeito de nao comutatividade age no sentido de modificar o
potencial de Coulomb, introduzindo uma contribuicao orbital que de fato propomos como uma
correcao para o termo do efeito Zeeman. Além disso, utilizando a teoria de perturbacao de pri-
meira ordem fizemos a correcao para o espectro Zeeman NC, e assim obtivemos a expressao geral
para o fator de Landé em espago NC, o qual, diferente do espago comutativo usual, possuindo
uma dependéncia com o estado excitado do elétron. Doravante, obtivemos os casos especificos
dos fatores de Landé orbital e de spin. No caso de momento puramente orbital o parametro NC é
diretamente proporcional ao campo magnético externo. Por outro lado, para o caso de momento
puramente de spin o parametro NC é inversamente proporcional ao campo magnético externo,
o que de fato estd de acordo com muitos trabalhos na literatura, os quais usam tal relacao de
proporgao, a saber por exemplo, o problema de Landau. Além disso, tal resultado nos levou a
definir a componente z do parametro NC como sendo negativa. E tal defini¢do nos levou a con-
cluir que o efeito de ndao comutatividade deforma o fator de Landé de spin da mecanica quantica

usual através de uma expansao. Ou seja, é esperado que seu valor seja ligeiramente maior do
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que 2, o que é muito razoavel se considerarmos as previsoes da eletrodinamica quantica. Em
contrapartida, concluimos também, pela expressao que obtivemos para o fator de Landé no caso
puramente orbital, que se a componente z do parametro NC é negativa, entao, o fator de Landé
orbital no formalismo NC deve ter seu valor ligeiramenete menor que 1, o que de fato estd de
acordo com o cléssico experimento de Kusch e Foley.

Ainda no capitulo 3 fizemos uma avaliagdo fenomenoldgica do efeito de nao comutatividade
espacial. Para o caso puramente orbital, utilizamos a precisao relativa para o fator de Landé
orbital prevista pelo Kusch e Foley, Ag; ~ 107 e encontramos um limite para o parametro
NC de © < (8GeV)~2. Tal resultado é muito razoavel se compararmos com uma das medidas
mais precisas obtidas recentemente pelo Stern. Neste ponto de vista, para o caso puramente
de spin, utilizamos a precisao relativa para o fator de Landé de spin medida no experimento de
Hanneke, Ag ~ 107! e encontramos um limite para o parametro NC de © < (0,01GeV)~2.
Este resultado é muito maior que o previsto por alguns experimentos precisos. Contudo, tal
valor pode ser melhorado quanto melhor for a precisao relativa para o fator de Landé de spin.

Por fim, ainda no capitulo 3 resolvemos investigar o efeito de nao comutatividade sobre o
espectro do atomo de hidrogénio no caso de campo magnético nulo. Neste sentido, a contribuicao
nao comutativa atua como uma corregao ao espectro de estrutura fina. Surpreendentemente, tal
correcao ¢ analoga ao termo de spin-orbita pela substituicao de (277)2% por % Além da relacao
de proporcionalidade entre o parametro NC e o médulo do vetor spin, isto nos leva a crer que o
spin deforma o espaco em nivel quantico, implicando efeitos na mecanica quantica. Doravante,
nés temos calculado o Lamb shift NC para a transicao 2S5 1= QP% e comparando com um
resultado experimental de alta precisao espectroscopica para o dtomo de hidrogénio, obtivemos
um novo limite para o parametro de nio comutatividade, © < (3GeV)~2. Este resultado é bem
préximo ao que obtivemos para o caso puramente orbital.

Como perspectivas podemos fazer uma anélise da estrutura hiperfina no 4tomo de hidrogénio.
Desta forma, levariamos em conta o spin nuclear para assim propor corregoes para o fator g do
préton. Além disso, os termos adicionais devido a corregao hiperfina podem melhorar os valores
obtidos para o pardmetro NC. De fato, a propria precisao para o espectro hiperfino é atualmente
muito boa, da ordem de 107'2. Uma outra proposta é utilizar o formalismo relativistico, tal
como a equacgao de Dirac para obter as correcoes nao comutativas para o espectro de energia do

atomo de hidrogénio. Sobretudo poderfamos também estudar o efeito Zeeman andémalo para o

atomo de hidrogénio no formalismo do espaco de fase nao comutativo. Neste sentido, poderiamos
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medir também os efeitos de nao comutatividade do momento linear. E claro que isto complicaria
muito o problema pois introduziria novas relagoes de incerteza, contudo é perfeitamente possivel
tratar tal formalismo assim como fizemos para o espaco NC. Sem mais delongas, poderiamos
também tratar toda a problemaéatica no espago-tempo NC, considerando que o tempo é uma
varidvel nao comutativa como foi mencionado na introducao, e assim medir seu efeito de nao

comutatividade e as quebras de simetrias associadas a tal tratamento.



Apeéendice A
O Produto Estrela

O procedimento de quantizagao de Weyl [48] fornece um formalismo que associa a algebra
de coordenadas nao comutativas (A\, -) com a &lgebra de fungoes de coordenadas comutativas
(A, %). Nos definimos o mapeamento W : A — A onde um elemento de A esté associado com

uma fungdo f(xl,...,2") = f(z) de A:

. 1 ny 7 ki
1@ = W) = s [ @I (A1)

em que f(k) é a transformada de Fourier de f(x)

Iy 1 n —ikix;
(k) = (%W/d o f (w)e=iki, (A2)

A multiplicagao dos dois operadores W (f) e W(g), obtidos de (A.1), produz outro operador
W(f*g):

~

W(f)-Wi(g) = f@)-g(x) =W(f*g), (A.3)
com f*g € (A, x), uma fungao classica bem definida, como nos mostraremos agora. Substituindo

(A.1) em (A.3) nos obtemos:

WD) = (27T1)"/2 / TEFR)T (27r1)n/2 / d"pg(p)e’s®
= Gy | [ @ iwatye e, (A1)

Ja que os expoentes nao devem comutar é preciso usar a formula de Campbell-Baker-Hausdorff
(CBH)

eAeB — A+B+3IA B+ 5 ([A[AB]+[[A,B],B))+.. (A.5)
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onde A e B s@o dois operadores nao comutativos. No caso do espaco NC os termos com mais

de um comutador desaparecem, entao, teremos:
W(f)-Wi(g) = d”k:/d”pf (p)eithtp)ii= 10;5kip!

B / Tk [ daFE)glg — R seukioh, (A.6)

27r

Na tltima linha foi feita uma mudanca de varidvel (k 4+ p); = ¢;. Comparando esta expressao

com
W(f*0) = Giors | el wala)e™™ (A7)
obteremos,
oy Y F v~ i0uki(a—k);
Fro(@) = Gmya | RFRIG — Rje 0507 (43)

O ultimo passo é obter a transformada de Fourier inversa

=L T (A [k F g — ke OokaRy ) e
Jroto) = (27r)”/2/ ! q((zmn/?/ PRIt e )
B (271r)n / d"p / d"kf (k)e™hsmem dROuPig(p)ebimi, (8.9)

Na tltima linha foi feita uma mudanga de varidvel (¢ — k); = p;. Para avaliar esta integral

faremos uma expansao em termos do parametro nao comutativo ©;;, calculando termo por

termo,

L d"k d"p ik —ipiys

fro@) = JE/WWWW)@ e X
i 1/i)?

X (1 - §k @ijpj + ) <2> ki, ki2@i1j1®i2j2pj1pj2 + >

T d"k dp .~ —ik;Tj —ip;Y;
= 7},13}: Wwﬂk)g(p)e e TIEX

i . 17N, . . .
X (1 + 5 (=tki)®ij(—ipj) + 5 <2) (—ikiy ) (—ikiy )iy Oinjo (—ipjy ) (—ips) + )

. . d"k dnp ~ ~ —ikjz; —ipiy;
= ;g/wwﬂk)g@)e e TIX
i 0 o 1[i\* 8 0 o 0
14+ 50—+ 5 {5 7919 .
X <+26xi@fayj+2<2> Dar, By, Ot Qo gy g T - )
~ e a

R d"k  d"p ~0 N —ikjx; —ipjy; .2 Dy Oii By

= l}gn/wwf(k)g(p)e e e !
mn

= lime

o Oiuar [ A"k o ke, [AP iy,
y— yj/(Qﬂ)n/gf(k)e Y (27r)n/29(p)€ o (A.10)

Resultando na seguinte expressao para o produto estrela de duas fungoes:

(T )o) = ean 5 500 | F0to)], (A11)




Apéendice B
Notacoes

Uma coordenada nao comutativa sera identificada pelo simbolo do chapel em cima do ope-
rador. Por exemplo, as coordenadas espaciais ou de posicao, serao denotadas por T;.
Utilizaremos a seguinte terminologia,
1) &, y e Z sdo coordenadas retangulares de posi¢ao nao comutativas;
2) r = ix 4 jy+kZz é o vetor posigao em coordenadas retangulares nao comutativas. Seu médulo
67 =@+ 77+ 2V
3) 8%2- é a derivada parcial na coordenada de posigao nao comutativa;
4) vV = ia% + ja% + ka% é o operador nabla em coordenadas retangulares de posicoes nao

comutativas;
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