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i

Resumo

Efeito Zeeman Anômalo para o Átomo de Hidrogênio no Espaço Não Comutativo

Willien Oliveira dos Santos

Orientador: Prof. Dr. André Mauricio Conceição de Souza

Resumo da Dissertação de Mestrado apresentada ao Programa de Pós-Graduação em F́ısica da

Universidade Federal de Sergipe (UFS) como parte dos requisitos necessários para obtenção do t́ıtulo de

Mestre em F́ısica.

Investigamos o efeito Zeeman anômalo para o átomo de hidrogênio em mecânica

quântica não comutativa. Utilizando-se do método Bopp’s shift, o regime não relativ́ıstico

é avaliado e o Hamiltoniano não comutativo é determinado. Usando a teoria de per-

turbação de primeira ordem, a correção para a energia é calculada para o caso de campo

magnético externo fraco. Obtemos os fatores de Landé orbital e de spin em espaço não

comutativo. É mostrado que o valor experimental para os fatores de Landé orbital e de

spin, impõem um limite superior na magnitude do parâmetro de não comutatividade da

ordem de Θ . (8GeV )−2 e Θ . (0, 01GeV )−2, respectivamente. Utilizamos o mesmo

cálculo de perturbação para o caso de campo magnético externo nulo, mostrando que

algum shift de energia aparece, que modifica o espectro de estrutura fina. Finalmente,

calculamos o Lamb shift e comparando o resultado com o valor experimental da espec-

troscopia, obtemos um novo limite para o parâmetro não comutativo, Θ . (3GeV )−2.

Palavras-chave: Efeito Zeeman Anômalo, Hidrogênio, Mecânica Quântica, Espaço

Não Comutativo.

São Cristóvão

2012
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Abstract

Anomalous Zeeman Effect for the Hydrogen Atom on Noncommutative Space

Willien Oliveira dos Santos

Orientador: Prof. Dr. André Mauricio Conceição de Souza

Abstract da Dissertação de Mestrado apresentada ao Programa de Pós-Graduação em F́ısica da

Universidade Federal de Sergipe (UFS) como parte dos requisitos necessários para obtenção do t́ıtulo de

Mestre em F́ısica.

We investigate the anomalous Zeeman effect for the hydrogen atom in noncom-

mutative quantum mechanics. By using of the Bopp’s shift method the nonrelativistic

regime is evaluated and the noncommutative Hamiltonian is determined. By means the

first order perturbation theory, the energy correction is calculated for the case of weak

external magnetic field. We obtained the orbital and spin Landé factors on noncommuta-

tive space. It is shown that the experimental value for the orbital and spin Landé factors

put an upper bound on the magnitude of the parameter of noncommutativity of the order

of Θ . (8GeV )−2 and Θ . (0, 01GeV )−2, respectively. We use the same perturbation

calculation for the null external magnetic field case, showing that some energy shift ap-

pears, modifying the fine structure spectrum. Finally, we calculate the Lamb shift and

comparing the result with the experimental value from spectroscopy, we got a new bound

for the noncommutative parameter, Θ . (3GeV )−2.

Palavras-chave: Anomalous Zeeman Effect, Hydrogen, Quantum Mechanics, Non-

commutative Space.
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2012
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3.1 Formulação do Hamiltoniano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3.2 Correção da Energia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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4.5 Lamb shift e o parâmetro NC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

5 Considerações Finais 37

A O Produto Estrela 41

B Notações 43

Programa de Pós Graduação em F́ısica - UFS



Caṕıtulo 1

Introdução

A ideia de coordenadas não comutativas foi proposta por W. Heisenberg em 1930 [1], com o

objetivo de eliminar o problema das divergências ultravioletas da teoria quântica de campos, em

particular, da eletrodinâmica quântica. Neste contexto, a ideia era utilizar a não comutatividade

em escalas de comprimento muito pequenas para introduzir um parâmetro de corte efetivo

ultravioleta (UV) como forma de evitar o aparecimento das divergências. H. Snyder publicou

em 1947 o primeiro artigo nesse assunto[2], onde aplicava esta ideia ao espaço-tempo, trocando

as coordenadas xµ por operadores não comutativos x̂µ, obedecendo à regra de comutação,

[x̂µ, x̂ν ] = iΘµν , (1.1)

sendo Θµν o parâmetro de não comutatividade, o qual, têm dimensão de comprimento ao qua-

drado, e que no caso mais simples é um tensor completamente antissimétrico. Desta forma,

passa a existir uma relação de incerteza entre as coordenadas do espaço-tempo,

∆xµ∆xν ≥
1

2
|Θµν | (1.2)

e isto tem levado ao surgimento de teorias não locais e até mesmo quebra da invariância de

Lorentz e da Causalidade [3, 4]. Somando-se isto ao sucesso da teoria de renormalização, na ob-

tenção de valores numéricos extremamente precisos dos observáveis da eletrodinâmica quântica,

a proposta da não comutatividade foi abandonada, e somente foi retomada na década de 80,

com os trabalhos de A. Connes e S. L. Woronowicz [5, 6]. Neste sentido, houve uma retomada

do interesse em tentar compreender a estrutura quântica do espaco-tempo, ou seja, uma teoria
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quântica da gravitação. A escala quântica do espaço-tempo é próxima à do comprimento de

Planck, lP ∼ 10−33cm, onde a f́ısica em que conhecemos sofre profundas modificações. Assim,

nesta escala de comprimento, ou talvez próximo, acredita-se que os efeitos da gravitação quântica

sejam relevantes. Propriedades quânticas devem afetar os processos envolvendo as part́ıculas em

ambientes de altas energias. De fato, existem duas formas de tratar as propriedades quânticas do

espaço-tempo e seus efeitos observáveis. A primeira forma é tentar construir uma teoria quântica

do espaço-tempo de acordo com a teoria da relatividade geral e da mecânica quântica. Neste

contexto, destaca-se a teoria de cordas e a gravitação quântica, com previsões f́ısicas numa escala

de energia de 1016TeV , muito acima das escalas de energia dos aceleradores de part́ıculas atuais

7TeV no Large Hadron Collider (LHC). A segunda forma de tratar as propriedades quânticas

do espaço-tempo é o das teorias efetivas, as quais abordam os efeitos quânticos do espaço-tempo

sem necessariamente assumir o completo conhecimento da estrutura do espaço-tempo em es-

calas de comprimento pequenas. Com esta proposta é assumido que é imposśıvel especificar a

posição de uma part́ıcula, já que, formalmente é assumido relações de comutação do tipo (1.1),

a qual esta associada uma relação de incerteza (1.2), que impossibilita a localização exata de

uma part́ıcula.

Nos últimos anos, coordenadas não comutativas têm sido objeto de pesquisa por muitos

f́ısicos da área de f́ısica de alta energia e até mesmo da matéria condensada com a supercon-

dutividade e efeito Hall quântico [7]-[9], sem falar nas inúmeras aplicações em f́ısica estat́ıstica

[10]-[20]. Evidências da não comutatividade do espaço-tempo vêm do limite de baixas energias

da teoria de cordas ou em situações de energias muito altas [21]. Há de se citar, que, em de-

terminado limite de campo magnético intenso na dinâmica quântica da corda aberta, o efeito

da não comutatividade aparece naturalmente [22, 23]. Desta forma, um dos efeitos f́ısicos bas-

tante conhecido da não comutatividade das coordenadas em mecânica quântica é o problema

de Landau [24], em que uma part́ıcula carregada movimenta-se em um plano na presença de

um campo magnético intenso, B, perpendicular a esse plano, e se verifica que o espaço torna-se

não comutativo (NC). De fato, muitos trabalhos tem se dedicado ao estudo de vários aspectos

de mecânica quântica em espaço NC (quando apenas as coordenadas de posição não comutam

entre si) e espaço de fase NC (quando se introduz a não comutatividade das coordenadas de

momento no espaço NC) [25]-[47]. Neste contexto, o interesse é encontrar efeitos mensuráveis

de não comutatividade.

1Estamos usando 1(GeV )−1 = 1, 973 · 10−14cm.
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Por outro lado, para termos uma ideia da ordem de grandeza de
√

Θ (Θ ≡ |Θµν |), basta

considerar que de fato a não comutatividade é uma teoria efetiva que segue do limite de baixas

energias da teoria de cordas. Se a escala de comprimento da teoria de cordas é o comprimento

de Planck, lP , a não comutatividade deve ter uma escala muito maior que, lP mais ainda assim

muito menor que a escala quântica, que é da ordem de 1fm ∼ 10−13cm. Todavia, estudos

recentes em mecânica quântica revelaram que o parâmetro NC não é o mesmo para diferentes

sistemas [32]-[34]. Por exemplo, os autores nas referências [32]-[38] têm tratado o espectro do

átomo de hidrogênio no formalismo NC. Vale destacar o artigo do M. Chaichian [33], onde, a

não comutatividade atua, como uma nova interação, introduzindo correções ao Lamb Shift. Ele

obteve que o valor de Θ é
√

Θ . 10−18cm, que corresponde em energia2 a Θ . (10TeV )−2.

Na referência [39] é obtido
√

Θ . 10−15cm pelo estudo das transições do átomo de hélio, que

corresponde em energia2 a Θ . (1GeV )−2. Os limites
√

Θ . 10−8cm e
√

Θ ∼ 10−18cm

foram obtidos nas referências [40, 41] pelo estudo do efeito Aharonov-Bohm, correspondendo as

seguintes energias2 Θ . (1keV )−2 e Θ ∼ (10TeV )−2. O efeito Aharonov-Casher foi tratado nas

referências [42, 43] para part́ıculas de spin 1/2 e 1 e os autores obtiveram o limite
√

Θ . 10−7cm,

correspondendo para uma energia2 de Θ . (102eV )−2. Através do efeito Hall, foram obtidos
√

Θ . 10−15cm e
√

Θ . 10−2cm [44, 45], que em unidades de energia2 ficam Θ . (10GeV )−2 e

Θ . (1meV )−2. Por fim, através do problema de Landau [46], foi obtido
√

Θ = 1, 48 · 10−6cm,

ou em unidades de energia2 Θ ∼ (10eV )−2.

Obviamente, a noção de não comutatividade é um conceito fundamental na Mecânica Quântica

usual. Neste contexto os operadores que representam as coordenadas de posição e momento con-

jugados de uma part́ıcula não comutam. Isto tem implicações importantes, a saber, por exemplo,

na impossibilidade de medir simultaneamente posição e momento de uma part́ıcula. De fato,

a não comutatividade é incorporada pela introdução de um produto NC para funções sobre o

espaço de fase, o chamado produto Moyal ou estrela (?), tal que, é obtido uma nova álgebra

quântica não comutativa dos observáveis. Este formalismo do produto estrela, foi iniciado por

Weyl e Wigner [48], e desenvolvido por Gronewold e Moyal [49]. Contudo, nesta dissertação,

não queremos levar em conta apenas a não comutatividade entre as coordenadas de posição e

momento, mas sobretudo que as coordenadas de posição não comutem entre si. Para tanto, em

vez de estudar o produto estrela, nós analisaremos os efeitos de não comutatividade em mecânica

quântica usual. O método utilizado para fazer isto é o mapeamento via Boop’s shift [30].

Nesta dissertação estaremos adotando o sistema de unidades Gaussiano (CGS). A apre-
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sentação deste trabalho está disposta da seguinte forma: no caṕıtulo 2, introduzimos o forma-

lismo do espaço NC para a mecânica quântica. Ainda nesse caṕıtulo, definimos o produto estrela

e derivamos a representação de Boop’s shift, que será útil no desenvolvimento dos caṕıtulos pos-

teriores. No caṕıtulo 3, revisamos o efeito Zeeman anômalo para o átomo de hidrogênio. Neste

mesmo caṕıtulo, comparamos o efeito da estrutura fina com o efeito Zeeman, e asssim obtemos

um limite para o campo magnético fraco. No caṕıtulo 4, apresentamos um Hamiltoniano inédito

para o efeito Zeeman anômalo NC. Além disso, neste mesmo caṕıtulo temos obtido as correções

não comutativas para os fatores de Landé orbital e de spin, e desta forma impomos um limite

superior para o parâmetro de não comutatividade. Ainda no caṕıtulo 4 calculamos o Lamb

Shift, em seguida comparando com uma medida experimental impomos um novo limite para o

parâmetro de não comutatividade. Por fim, no caṕıtulo 5 apresentamos nossas considerações

finais e perspectivas.

Programa de Pós Graduação em F́ısica - UFS



Caṕıtulo 2

Mecânica Quântica em Espaço NC

Neste caṕıtulo vamos implementar o mapeamento entre mecânica quântica definida em

espaço NC e comutativo. Para tanto utilizaremos o mapeamento via Bopp’s shift que será ob-

tido através do produto estrela. Vale a pena enfatizar que o produto estrela embora atualmente

frequentemente associado à não comutatividade espaço-temporal, foi originalmente proposto no

contexto da mecânica quântica usual. Em particular, esse produto é uma deformação não comu-

tativa do produto usual entre funções reais [50]. Em mecânica quântica, em vez dos observáveis

serem tratados como operadores no espaço de Hilbert, eles podem ser tratados como funções

complexas obtidas a partir do śımbolo de Weyl [51]. Assim, se define o produto estrela, o qual

é associativo mas NC e sua função seria preservar o mapeamento entre operadores e funções

complexas dado pelo śımbolo de Weyl. Em mecânica quântica, tal produto é expresso como

uma expansão em potências de }. Por outro lado, no formalismo do espaço NC, esse produto é

expresso como uma expansão em termos do parâmetro NC Θ, como veremos.

2.1 Espaço NC

Como foi observado, o estudo de coordenadas não comutativas surgiu como uma proposta

para eliminar as divergências da teoria quântica de campos, em particular, da eletrodinâmica

quântica. Dado o espaço de fase clássico, se define o espaço de fase quântico ao substituirmos

as variáveis canônicas de posição e momento xi e pi por operadores hermiteanos, que obedeçam

as seguintes relações de comutação de Heisenberg:
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2.1 Espaço NC 14

[xi, xj ] = 0 ,

[xi, pj ] = i~δij , i, j = 1, 2, 3 (2.1)

[pi, pj ] = 0 ;

tais relações de comutação definem o que chamaremos de espaço comutativo usual. Além disso,

o fato de posição e momento não comutarem leva à seguinte relação de incerteza,

∆xi∆pj ≥
~
2
δij . (2.2)

A não comutatividade passa a definir uma área mı́nima no espaço de fase, conhecida como célula

de Planck. E desta forma, o espaço de fase deixa de ser cont́ınuo e passa a ser discreto. Contudo,

verifica-se facilmente a correspondência com o limite clássico se ~→ 0.

Em escalas de comprimento muito pequenas, da ordem da escala de comprimento intŕınseca

da teoria de cordas, não somente as coordenadas de posição e momento não comutam, mas

também as coordenadas de posição não mais comutariam entre si. Assim, analogamente ao

processo de quantização do espaço de fase acima, podemos desenvolver um conceito geométrico

para um espaço NC de forma quantizada. Para tanto promovemos que as coordenadas do espaço

usual xi e pi devam ser substitúıdas por operadores hermiteanos x̂i e p̂i nesta nova geometria,

agora, quântica. Os operadores x̂i e p̂i devem, então, satisfazer relações de comutação análogas

a de Heisenberg, contudo, definidas sobre a estrutura geométrica do espaço NC:

[x̂i, x̂j ] = iΘij ,

[x̂i, p̂j ] = i~δij , (2.3)

[p̂i, p̂j ] = 0 ,

sendo Θij um tensor real completamente antissimétrico com dimensão de (comprimento)2, o

qual representa a não comutatividade do espaço.

Uma das consequências da não comutatividade espacial é que as coordenadas espaciais não po-

dem ser simultaneamente diagonalizadas e, consequentemente, existirá uma relação de incerteza

2No espaço NC o parâmetro de não comutatividade é não nulo apenas para as coordenadas espaciais.

O que equivale a fazer Θ0j = 0 e Θij 6= 0 no comutador (1.1).
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2.2 Produto estrela e mapeamento 15

da forma,

∆x̂i∆x̂j ≥
1

2
|Θij |. (2.4)

Neste caso, a idéia de ponto em um espaço NC é perdida. Ou seja, os pontos do espaço

comutativo usual são substitúıdos por células de área 1
2 |Θij |, onde não é posśıvel determinar

a localização exata dos eventos devido as flutuações quânticas do espaço NC.

2.2 Produto estrela e mapeamento

Em um espaço NC, o produto usual deve ser substitúıdo pelo produto estrela:

(f ? g)(x) = exp

[
i

2

∂

∂xi
Θij

∂

∂yj

]
f(x)g(y)

∣∣∣
y=x

(2.5)

onde f e g são duas funções arbitrárias e infinitamente diferenciáveis.

Como foi discutido na introdução, é suposto que o parâmetro NC seja muito pequeno. Assim,

expandindo a exponencial em (2.5) em série de potências, temos:

(f ? g)(x) = exp

[
i

2
∂xiΘij∂yj

]
f(x)g(y)

∣∣∣
y=x

= f(x)f(y)
∣∣∣
y=x

+
i

2
Θij∂xif∂yjg

∣∣∣
y=x

+
1

2!

(
i

2

)2

ΘijΘlm(∂xi∂xlf)(∂yj∂ymg)
∣∣∣
y=x

+ ...

= f(x)g(y)
∣∣∣
y=x

+
i

2
Θij∂xif∂yjg

∣∣∣
y=x

+O(Θ2)

=

(
1 +

i

2
Θij∂xi∂yj

)
f(x)g(y)

∣∣∣
y=x

+O(Θ2)

=

[
f(x)− 1

2~
Θij

∂f(x)

∂xi

(
−i~ ∂

∂yj

)]
g(y)

∣∣∣
y=x

+O(Θ2)

=

[
f(x)− 1

2~
Θijpj

∂f(x)

∂xi

]
g(y)

∣∣∣
y=x

+O(Θ2)

= f

(
x− 1

2~
Θijpj

)
g(x). (2.6)

Portanto, as coordenadas de posição não comutativas podem ser expressadas em termos das

coordenadas de posição e momento comutativos. Para tanto, temos o seguinte mapeamento:

x̂i = xi −
1

2~
Θijpj . (2.7)

Por outro lado, em um espaço NC o operador momento não muda sua forma em relação ao

espaço comutativo:

p̂i = pi. (2.8)

3A relação do produto estrela entre duas funções f e g encontra-se demonstrado no Apêndice A.
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2.2 Produto estrela e mapeamento 16

O mapeamento dado pelas equações (2.7) e (2.8) é conhecido na literatura como Boop’s shift.

Assim, em um espaço NC, o produto estrela pode ser substitúıdo pelo produto usual pela

utilização do Boop’ shift.

O tensor Θij é completamente antissimétrico e no espaço Euclidiano <3 existem apenas 3

componentes não nulas independentes entre si, e podem ser definidas em termos do tensor de

Levi-Civita,

Θij =
1

2
εijkΘk (2.9)

em que Θk são as componentes do vetor Θ. Então a equação das coordenadas não comutativas

(2.7) pode ser escrita na forma de um vetor,

r̂ = r− 1

4~
p×Θ (2.10)

que é a definição de um vetor posição no espaço NC. Uma part́ıcula dentro de tal espaço na

posição r̂ é uma part́ıcula não localizada, assim, consideraremos r̂ como uma posição no espaço

Euclidiano sob flutuações quânticas. A localização da part́ıcula, no espaço <3, terá pelo prinćıpio

de incerteza, uma imprecisão do momento desta part́ıcula.

Para facilitar os cálculos, assim como têm sido usado na literatura, iremos assumir que

Θ = (0, 0,Θz). Contudo, isto pode ser compreendido como uma rotação ou redefinição de

coordenadas. Segue-se então, que as coordenadas NC de posição e momento se tornarão, res-

pectivamente,

x̂ = x− Θz

4~
py, ŷ = y +

Θz

4~
px, ẑ = z (2.11)

e

p̂x = px, p̂y = py, p̂z = pz. (2.12)
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Caṕıtulo 3

Efeito Zeeman Anômalo

Neste caṕıtulo, iremos fazer uma breve revisão do efeito Zeeman anômalo para o átomo

de hidrogênio. Quando o campo magnético externo ao átomo é fraco ou nulo, a interação

que prevalece é a interação spin-órbita, que consiste na interação entre o momento de dipolo

magnético de spin eletrônico e o campo magnético interno do átomo. Tal interação é criada

porque o campo magnético interno é consequência do momento angular orbital do próton. Assim,

a interação spin-órbita é em parte responsável pela estrutura fina do espectro dos átomos.

Por outro lado, quando o campo magnético externo não é nulo, temos também a interação do

conhecido efeito Zeemam. Neste sentido, o efeito Zeeman corresponde à mudança das linhas

espectrais de um certo elemento qúımico devido a presença de um campo magnético externo B.

Para o caso de átomos cujo spin eletrônico total S é nulo e o momento angular total J é igual ao

momento angular orbital L, as linhas de emissão se dividem em multipletos, cujas caracteŕısticas

dependem principalmente do elemento qúımico e do campo magnético externo. Este fenômeno é

conhecido como efeito Zeeman normal, descoberto pelo f́ısico holandês Pieter Zeeman em 1896.

Por outro lado, quando se considera o caso em que o spin eletrônico total não é nulo, tem-

se o chamado efeito Zeeman anômalo: as linhas de emissão se decompõem em multipletos de

estrutura mais complicada. Isso ocorre porque o spin se acopla ao campo B. Neste sentido, a

interação spin-óbita é muito importante pois acopla o spin e o momento angular orbital para

compor o momento angular total de acordo com,

J = L + S. (3.1)

Com isso, o torque aplicado pelo campo faz com que o dipolo magnético atômico precessione
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3.1 Formulação do Hamiltoniano 18

em torno de B, um efeito chamado de precessão de Larmor. Então, o campo magnético externo

faz com que J precessione lentamente em torno de B. Enquanto isto, L e S precessionam mais

rapidamente em torno de J devido à interação spin-órbita. Contudo, se aumentarmos o campo,

a frequência da precessão de Larmor ficará mais rápida do que a precessão spin-órbita de L e

S em torno de J, e o efeito Zeeman passa a ser conhecido como efeito Paschen-Back que está

associado ao regime de campo magnético forte. Neste sentido, iremos analisar neste caṕıtulo

apenas o caso de campo fraco, desta forma, estabeleceremos um limite para o campo magnético

externo, para, assim, distinguir o efeito Zeeman anômalo do efeito Paschen-Back.

3.1 Formulação do Hamiltoniano

Considere a interação entre o átomo de hidrogênio e o campo magnético descrito pelo seguinte

Hamiltoniano não relativ́ıstico:

H =
1

2me
p2 + V (r), (3.2)

onde V (r) é a contribuição da energia potencial, me é a massa do elétron, p → p − e
cA é o

acoplamento mı́nimo para o momento linear, sendo e e c a carga do elétron e a velocidade da

luz respectivamente, A o potencial vetor, tal que B = ∇×A. Usando a seguinte identidade

(σ · p) · (σ · p) = p · p + iσ · (p× p) = p2 (3.3)

com σ sendo as matrizes de Pauli, é posśıvel acoplar a contribuição do spin no termo de energia

cinética. Então, o hamiltoniano acima pode também ser escrito por

H =
1

2me

[
σ ·
(
p− e

c
A
)]2

+ V (r). (3.4)

Primeiramente iremos desenvolver o termo de energia cinética. Para tanto,[
σ ·
(
p− e

c
A
)]2

=
(
p− e

c
A
)2
− ie

c
σ · (p×A + A× p)

= p2 +
e2

c2
A2 − e

c
(p ·A + A · p)− ie

c
σ · (p×A + A× p) (3.5)

mas,

(p ·A + A · p)ψ = −i~∇(Aψ)− i~A · ∇ψ

= −i~(∇ ·A)ψ − i~A · ∇ψ − i~A · ∇ψ. (3.6)
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3.1 Formulação do Hamiltoniano 19

Escolhendo o gauge de Coulomb em que ∇ ·A = 0, temos:

(p ·A + A · p)ψ = −2i~A · ∇ψ

= (2A · p)ψ (3.7)

temos ainda

σ · (p×A + A× p)ψ = σ · [−i~∇× (Aψ)− i~A×∇ψ]

= σ · [−i~ ((∇×A)ψ + (∇ψ)×A)− i~A×∇ψ]

= −i~σ ·Bψ. (3.8)

Resumindo, temos [
σ ·
(
p− e

c
A
)]2

= p2 +
e2

c2
A2 − 2e

c
A · p− e~

c
σ ·B. (3.9)

Substituindo (3.9) no hamiltoniano (3.4) têm-se:

H =
p2

2me
+

e2

2mec2
A2 − e

mec
A · p− e~

2mec
σ ·B + V (r). (3.10)

Considerando o campo magnético uniforme e orientado ao longo da direção positiva do eixo z,

temos que o potencial vetor é:

A =
1

2
(B× r) =

(
−By

2
,
Bx

2
, 0

)
. (3.11)

Assim, o hamiltoniano (3.10) pode ser reescrito como

H =
p2

2me
+

e2B2

8mec2
(x2 + y2)− ω(Lz + 2Sz) + V (r) (3.12)

onde ω = eB
2mec

e S = ~σ
2 são a frequência de Larmor e o operador de spin.

Agora vamos explorar o termo de potencial do Hamiltoniano. Assumindo que V (r) = Vc(r)+

VLS(r), representa as contribuições do potencial de Coulomb Vc(r) e do potencial de spin-órbita

VLS(r). O termo de Coulomb é

Vc(r) =
−Ze2

r
. (3.13)

sendo Z = 1 o número atômico.

Devido a força central, o elétron experimenta um campo elétrico,

E = −1

e
∇Vc(r) (3.14)
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3.2 Correção da Energia 20

e consequentemente existirá um campo magnético efetivo dado por

Bef = −p×E

mec
= − 1

mece

1

r

dVc(r)

dr
L. (3.15)

Desde que o momento magnético do elétron µ seja dado por

µ =
eS

mec
(3.16)

o potencial de spin-órbita será representado por

VLS(r) = −µ ·Bef =
1

2m2
ec

2

1

r

dVc(r)

dr
(L · S) =

1

2m2
ec

2

Ze2

r3
(L · S) (3.17)

onde o fator 1
2 foi introduzido considerando a correção de Thomas. Para resumir, o hamiltoniano

(3.12) pode ser dado pelos seguintes três termos:

H0 =
p2

2me
+ Vc(r) (3.18)

HLS =
1

2m2
ec

2

Ze2

r3
(S · L) (3.19)

HB = −ω(Lz + 2Sz). (3.20)

Omitimos o termo e2B2

8mc2
(x2 + y2) considerando que o mesmo não é importante para um átomo

de um elétron [53]. O termo (3.18) representa o hamiltoniano do átomo de hidrogênio não

perturbado. O hamiltoniano (3.19) descreve a interação de spin-órbita. Por fim, o hamiltoniano

(3.20) descreve o efeito Zeeman anômalo. Note que o fator 2 na frente de Sz reflete o fato que,

para a mecânica quântica usual, o fator de Landé gs do elétron é 2, a menos de correções da

ordem da constante de estrutura fina. Neste sentido, o cálculo mais exato para o fator gs é dado

pela eletrodinâmica quântica que leva em conta os efeitos de polarização e flutuações do vácuo

que incrementam ligeiramente este valor para gs = 2, 00231 [54].

3.2 Correção da Energia

No limite de campo magnético externo fraco, o hamiltoniano HLS domina e HB deve ser

tratado como uma correção nos estados obtidos com a correção da interação spin-órbita. Então,

vamos calcular a correção em primeira ordem na energia dos estados do sistema H0+HLS . Neste

caso uma base apropriada é definida pelos seguintes números quânticos n, l, s, j,mj , com spin
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3.2 Correção da Energia 21

s, l é o número quântico orbital, j = l ± 1
2 é o número quântico associado ao momento angular

total, mj e n são os números quânticos magnético e principal. Pela teoria de perturbação de

primeira ordem, a correção de Zeeman para a energia é

4EB = 〈nlsjmj |HB|nlsjmj〉

= −ω (〈Lz〉+ 2 〈Sz〉) (3.21)

e, levando em conta o fato que [53]:

〈Lz〉 = 〈nlsjmj |Lz|nlsjmj〉

= ~mj

[
j(j + 1)− s(s+ 1) + l(l + 1)

2j(j + 1)

]
(3.22)

e

〈Sz〉 = 〈nlsjmj |Sz|nlsjmj〉

= ~mj

[
j(j + 1) + s(s+ 1)− l(l + 1)

2j(j + 1)

]
(3.23)

a correção da energia dada por (3.20) será

4EB = −ω~mj

[
1 +

j(j + 1) + s(s+ 1)− l(l + 1)

2j(j + 1)

]
= −ω~mjg (3.24)

sendo g o fator de Landé. Para o caso de momento puramente orbital j = l e s = 0, temos então

g = 1. Contudo, para o caso de momento puramente de spin j = s e l = 0 e então g = 2. Além

disso, desde que em nosso caso s = 1
2 teremos

g = 1 +
j(j + 1) + s(s+ 1)− l(l + 1)

2j(j + 1)
=

 2l+2
2l+1 se j = l + 1

2

2l
2l+1 se j = l − 1

2 .
(3.25)

A correção da interação spin-órbita é:

4ELS = 〈nlsjmj |HLS |nlsjmj〉

=
Ze2

2m2
ec

2

〈
1

r3

〉
〈S · L〉 (3.26)

usando [53]:

〈S · L〉 = 〈nlsjmj |S · L|nlsjmj〉
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3.3 Correção relativ́ıstica e a fórmula de estrutura fina 22

= 〈nlsjmj |
1

2

(
J2 − L2 − S2

)
|nlsjmj〉

=
~2 (j(j + 1)− l(l + 1)− s(s+ 1))

2
(3.27)

e, levando em conta uma das relações recursivas de Kramer,〈
1

r3

〉
=

〈
nlsjmj

∣∣∣ 1

r3

∣∣∣nlsjmj

〉
=

Z3

l(l + 1
2)(l + 1)n3a3

0

, a0 =
~2

mee2
(3.28)

onde a0 é o raio de Bohr e n é um inteiro positivo, a correção da energia dada por (3.19) ficará:

4ELS =
1

4m3
ec

2

(
meZe

2

~

)4
[
j(j + 1)− l(l + 1)− s(s+ 1)

l(l + 1
2)(l + 1)n3

]

=
mec

2(Zα)4

4

[
j(j + 1)− l(l + 1)− s(s+ 1)

l(l + 1
2)(l + 1)n3

]
(3.29)

em que α = e2

~c é a constante de estrutura fina. Além disso, observe que o denominador desta

expressão possui uma divergência em l = 0. Contudo, esta singularidade é meramente aparente

póıs nós temos negligenciado a energia potencial do elétron com respeito para mec
2. Assim, o

denominador é um número finito em l = 0. Em contrapartida, o numerador se anula em l = 0

já que isto implica em j = s = 1
2 , segue-se portanto que a interação spin-órbita é nula em

l = 0. Neste sentido, explanaremos na próxima seção uma expressão geral que inclui a correção

relativ́ıstica na interação spin-órbita, e que portanto valerá para todo l.

3.3 Correção relativ́ıstica e a fórmula de estrutura

fina

A expressão relativ́ıstica para o termo de energia cinética do hamiltoniano é

Trel =
mec

2√
1− (vc )2

−mec
2. (3.30)

O primeiro termo é a energia relativ́ıstica total (sem a contribuição da energia potencial), e o

segundo termo é a energia de repouso do elétron.

É preciso expressar Trel em termos do momento relativ́ıstico,

p2c2 +m2
ec

4 =
m2
ev

2c2 +m2
ec

4[1− (vc )2]

1− (vc )2
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=
m2
ec

4

1− (vc )2
= (T +mec

2)2 (3.31)

então

Trel =
√

p2c2 +m2
ec

4 −mec
2. (3.32)

Esta última expressão esta escrita no limite relativ́ıstico p � mec. Desta forma, expandindo

(3.32) em potências de p
mec

, teremos:

Trel = mec
2

√1 +

(
p

mec

)2

− 1

 = mec
2

[
1 +

1

2

(
p

mec

)2

− 1

8

(
p

mec

)4

+ ...− 1

]

=
p2

2me
− p4

8m3
ec

2
+ .... (3.33)

A correção relativ́ıstica de ordem mais baixa para o hamiltoniano é então

4Hrel = −
(

1

8m3
ec

2

)
p4. (3.34)

De acordo com a teoria de perturbação de primeira ordem, a correção de (3.34) será dada pelo

seu valor esperado no estado não perturbado:

4Erel = 〈nlsjmj |4Hrel|nlsjmj〉

= −
(

1

8m3c2

)〈
nlsjmj |p4|nlsjmj

〉
(3.35)

usando,

p2

2me
= En − Vc (3.36)

teremos,

4Erel = − 1

2mec2
(E2

n − 2En 〈Vc〉+
〈
V 2
c

〉
)

= − 1

2mec2

[
E2
n + 2EnZe

2

〈
1

r

〉
+ (Ze2)2

〈
1

r2

〉]
(3.37)

em que En = −α2mc2

2n2 é a energia de Bohr do estado em questão. Agora, é necessário usar os

valores esperados de
〈

1
r

〉
e
〈

1
r2

〉
[53]:
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3.4 Fenomenologia para o campo magnético fraco 24

〈
1

r

〉
=

Z

n2a0
(3.38)

e

〈
1

r2

〉
=

Z2

(l + 1
2)n3a2

0

(3.39)

usando estas expressões na equação (3.37), segue-se:

4Erel = −α
4mec

2

8n4

[
4n

(l + 1
2)
− 3

]
. (3.40)

Comparando as expressões (3.29) e (3.40) vemos que a correção relativ́ıstica e o acoplamento

spin-órbita são da mesma ordem α4mec
2, embora os mecanismos f́ısicos envolvidos sejam dife-

rentes. Se adicionarmos tais expressões, obteremos a fórmula de estrutura fina completa. Para

tanto, substituindo 1 j = l + 1
2(l = j − 1

2) na equação (3.29), temos:

4ELS =
mec

2α4

4

[
j(j + 1)− (j − 1

2)(j + 1
2)− 3

4

(j − 1
2)j(j + 1

2)n3

]
=

mec
2α4

4

1

j(j + 1
2)n3

. (3.41)

Agora, adicionando (3.40) e (3.41) obtêm-se:

4Efs = 4ELS +4Erel = −α
4mec

2

8n4

(
4n

j
− 3− 2n

j(j + 1
2)

)

=
α4mec

2

8n4

(
3− 4n

j + 1
2

)
. (3.42)

De fato, embora ambas as correções (3.40) e (3.41) possam ser questionáveis no caso de l = 0,

sua soma, representada pela equação (3.42) é correta para todo l. Além disso, tal expressão está

de acordo com o resultado obtida pela equação de Dirac sem recorrer à teoria de perturbação.

3.4 Fenomenologia para o campo magnético fraco

A natureza do efeito Zeeman depende criticamente da magnitude do campo magnético

externo comparado com o campo interno efetivo gerado pela interação spin-órbita. Assim, para

1Esta substituição independe do sinal, j = l − 1
2 (l = j + 1

2 ) dará o mesmo resultado
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3.4 Fenomenologia para o campo magnético fraco 25

B � Bef as correções da estrutura fina dominam, desta forma, podemos impor |4EB| � |4Efs|.

Neste sentido, estimaremos fenomenologicamente o valor das correções das energias dadas por

(3.29) e (3.42). Para tanto, tomaremos como referência o estado fundamental, n = 1, l = 0, j =

l + 1
2 = 1

2 e mj = 1
2 . Segue-se que, usando as seguintes constantes:

c = 2, 99792 · 1010cm/s, ~ = 1, 05457 · 10−27ergs · s

e = 4, 80654 · 10−10stc,me = 9, 10938 · 10−28g (3.43)

obteremos,

|4Efs| = 2, 90201 · 10−16ergs (3.44)

e

|4EB| = 9, 28045 · 10−21B. (3.45)

Desta forma, impondo |4EB| � |4Efs|, teremos B � 3, 12701 · 104G. Neste sentido, adotare-

mos como campo fraco, B . 103G.
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Caṕıtulo 4

Efeito Zeeman Anômalo no Espaço

NC

Neste caṕıtulo, apresentaremos o estudo do efeito de não comutatividade em mecânica

quântica através do efeito Zeeman anômalo. Assim, vamos analisar os efeitos que o espaço

NC introduz nas correções perturbativas de primeira ordem das energias do termo Zeeman e de

spin-órbita. Veremos que o espaço NC introduz uma contribuição orbital ao potencial Coulom-

biano. A partir de tal contribuição, iremos propor um hamiltoniano inédito, para descrever o

efeito Zeeman anômalo para átomo de hidrogênio no espaço NC. Em seguida, obteremos uma

nova expressão para os fatores de Landé orbital e de spin definidos em espaço NC. Por fim,

utilizando-se do valor experimental para fator g de spin, nós iremos impor um limite superior

para o parâmetro de não comutatividade espacial. Para tanto, utilizaremos o conceito de campo

fraco desenvolvido no caṕıtulo 2.

4.1 Formulação do Hamiltoniano NC

O hamiltoniano não relativ́ıstico para o átomo de hidrogênio submetido a um campo magnético,

tem a seguinte forma no espaço NC:

Ĥ =
1

2me

[
σ ·
(
p̂− e

c
Â
)]2

+ V (r̂). (4.1)
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Consideraremos primeiramente as manipulações do termo de energia cinética. Neste sentido,

sabemos que a seguinte expressão,[
σ ·
(
p̂− e

c
Â
)]2

= p2 +
e2

c2
Â2 − 2e

c
Â · p̂− e~

c
σ ·B (4.2)

mantém a mesma forma da expressão (3.9) obtida para o espaço comutativo usual. Além disso,

temos considerado o gauge de Coulomb e que o potencial vetor mantém a mesma forma do caso

comutativo usual,

Â =
1

2
(B× r̂) =

(
−Bŷ

2
,
Bx̂

2
, 0

)
. (4.3)

De fato, temos considerado que o campo magnético é uniforme e que o mesmo não sofre os

efeitos do espaço NC. Portanto, usando (2.12) e (4.3) é fácil checar que

Â · Â =
B2

4
(x̂2 + ŷ2)

=
B2

4
(x2 + y2) +

B2Θ2
z

64~2
(p2
x + p2

y)−
B2Θz

8~
Lz (4.4)

e

Â · p̂ =
B

2
(x̂p̂y − ŷp̂x)

=
B

2
Lz −

BΘz

8~
(p2
x + p2

y). (4.5)

Finalmente, usando (4.2), (4.4) e (4.5) o hamiltoniano (4.1) tomará a seguinte forma:

Ĥ =
1

2m̃
(p2
x + p2

y) +
p2
z

2me
+
m̃ω̃2(x2 + y2)

2
− ω̃Lz −

eBSz
mec

+ V (r̂) (4.6)

em que,

m̃ =
me(

1 +
eBΘz

8c}

)2 , ω̃ =
eB

2m̃c

(
1 +

eBΘz

8c~

) . (4.7)

Agora vamos explorar o termo de potencial do hamiltoniano. Assumindo que V (r̂) = Vc(r̂)+

VLS(r̂), representam as contribuições do potencial de Coulomb Vc(r̂) e do potencial de spin-órbita

VLS(r̂), definidos no espaço NC. Neste sentido, o termo de Coulomb será:

V̂c(r̂) = −Ze
2

r̂

= − Ze2∣∣∣r− 1
4~p×Θ

∣∣∣ . (4.8)
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O campo elétrico experimentado pelo elétron é agora definido em termos das coordenadas

de posição não comutativas,

Ê = −1

e
∇̂V̂c(r̂) (4.9)

e consequentemente o campo magnético efetivo será dado por

B̂ef = − p̂× Ê

mec
= − 1

mece

1

r

dV̂c(r̂)

dr
L . (4.10)

Desde que o momento magnético do elétron µ seja dado por

µ =
eS

mec
(4.11)

o potencial de spin-órbita será representado em sua forma NC por

V̂LS(r̂) = −µ · B̂ef =
1

2m2
ec

2

1

r

dV̂c(r̂)

dr
(L · S) . (4.12)

Assim como no caso comutativo, o fator 1
2 designa a correção de Thomas. Por outro lado, assim

como foi observado pelo Alavi [55], da equação (2.8), é assumido que
∂

∂x̂i
=

∂

∂xi
e então ∇̂ = ∇.

Desta forma Ŝ = S, póıs a não comutatividade do espaço não tem efeito sobre o spin.

O parâmetro NC Θ pode se manifestar somente em uma escala de comprimento muito

pequena quando comparada com a escala básica definida pelo comprimento de Planck [56].

Neste sentido, vale destacar que, em teoria de Campos, usualmente se escreve Θij =
1

Λ2
NC

Θ̃ij ,

onde Θ̃ij é um parâmetro adimensional e da ordem da unidade, de forma que ΛNC representa

uma escala de energia caracteŕıstica para a teoria não comutativa, a qual é necessariamente

muito grande. Consequentemente, assumindo que o parâmetro NC seja muito pequeno, então:

1

r̂
=

1[(
r− 1

4~p×Θ
)2] 1

2

=
1

r
[
1− r·(p×Θ)

2~r2 + (p×Θ)2

16~2r2

] 1
2

=
1

r

(
1 +

Θ · L
4~r2

)
+O(Θ2)

=
1

r
+

Θ · L
4~r3

+O(Θ2) (4.13)

e

1

r̂3
=

1[(
r− 1

4~p×Θ
)2] 3

2
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=
1

r3
[
1− r·(p×Θ)

2~r2 + (p×Θ)2

16~2r2

] 3
2

=
1

r3

(
1 +

3Θ · L
4~r2

)
+O(Θ2)

=
1

r3
+

3Θ · L
4~r5

+O(Θ2). (4.14)

Desta forma, os potenciais de Coulomb e de spin-órbita se tornarão, respectivamente,

Vc(r̂) = −Ze
2

r

(
1 +

ΘzLz
4~r2

)
+O(Θ2) (4.15)

e

VLS(r̂) =
Ze2

2m2
ec

2r3

(
1 +

3ΘzLz
4~r2

)
(S · L) +O(Θ2). (4.16)

Para resumir, o hamiltoniano (4.6) pode ser representado pelos seguintes termos:

Ĥ0 =
p2
z

2me
− Ze2

r
(4.17)

ĤHO =
1

2m̃
(p2
x + p2

y) +
m̃ω̃2

2
(x2 + y2) (4.18)

ĤB = −ω̃(aLz + bSz) +O(Θ2) (4.19)

ĤLS(r̂) =
1

2m2
ec

2

Ze2

r3

(
1 +

3ΘzLz
4~r2

)
(S · L) +O(Θ2) (4.20)

em que,

b =
2

1 +
eBΘz

8c~

, a =
mecZeΘzb

4~Br3
+ 1 . (4.21)

O hamiltoniano (4.17) descreve o elétron na presença do potencial coulombiano e, com

movimento numa direção paralela ao campo magnético. O hamiltoniano (4.18) descreve o elétron

na presença do potencial de oscilador harmônico bidimensional, com massa m̃, frequência angular

ω̃ e movimento numa direção perpendicular ao campo B. Contudo, para o nosso caso, em que o

campo magnético é fraco, o efeito do potencial de tal oscilador harmônico se torna despreźıvel.

Por fim, as equações (4.19) e (4.20) são, respectivamente os hamiltonianos NC para o efeito

Zeeman anômalo e para a interação de spin-órbita.
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4.2 Correção para o espectro NC do efeito Zeeman

anômalo

Como foi apresentado no caṕıtulo anterior, no limite de campo magnético externo fraco, a

contribuição do termo Zeeman deve ser tratado como uma pequena perturbação. Assim, pela

teoria de perturbação de primeira ordem, a correção de Zeeman para a energia é:

4ÊB = 〈nljmj |ĤB|nljmj〉

= − ω̃mecZeΘzb

4~B

〈
Lz
r3

〉
− ω̃〈Lz〉 − ω̃b 〈Sz〉 (4.22)

e, levando em conta (3.22) e (3.23) teremos

4ÊB = −ω̃~mj

[(
mecZeΘzb

4~B

〈
1

r3

〉
+ 1

)(
j(j + 1)− s(s+ 1) + l(l + 1)

2j(j + 1)

)
+

+ b

(
j(j + 1) + s(s+ 1)− l(l + 1)

2j(j + 1)

)]
= −ω̃}mj g̃ (4.23)

sendo g̃ o fator de Landé no espaço NC. Quando fazemos Θz = 0 na expressão (4.23), o fator g̃

retorna para o caso comutativo usual dado pela equação (3.25). Além disso, observe que o fator

de Landé no espaço NC difere do caso comutativo, principalmente, por sua dependência com o

número quântico principal.

Por outro lado, assim como no caso do termo de spin-órbita tratado no caṕıtulo 2, o primeiro

termo na equação (4.23) é indeterminado para l = 0. Esta singularidade é meramente aparente

porque isto surge do fato que temos negligenciado a energia potencial do elétron com respeito

para mec
2, mas isto não é verdade no limite r → 0. De fato, foi mostrado em [62] que o

denominador
〈

1
r3

〉
é finito nesta circunstância, tendo em vista que pode ser substitúıdo por〈

r−3(1− a0α
2/2r)

〉
.

4.3 Expressão não comutativa para os fatores de Landé

Orbital e de Spin

Nesta seção, obteremos os fatores g orbital e de spin para o elétron. Pela equação (4.23)

teremos que o fator de Landé no epaço NC é:

g̃ =

(
mecZeΘzb

4~B

〈
1

r3

〉
+ 1

)(
j(j + 1)− s(s+ 1) + l(l + 1)

2j(j + 1)

)
+
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+ b

(
j(j + 1) + s(s+ 1)− l(l + 1)

2j(j + 1)

)
. (4.24)

Para o caso de momento puramente orbital j = l e s = 0, então:

g̃l =
mecZeΘzb

4~B

〈
r−3

(
1− a0α

2

2r

)〉
+ 1. (4.25)

O primeiro termo em (4.25) reflete a não comutatividade do espaço. Obviamente, quando

Θ = 0, então g̃l = gl = 1, nosso resultado retorna para o caso do espaço comutativo. Isolando o

parâmetro NC, teremos:

Θz =
−B∆g̃l

e(8c~)−1 [B2∆g̃l − 4meZc2〈r−3(1− a0α2/2r)〉]
. (4.26)

Considerando que o efeito Zeeman anômalo para o átomo de hidrogênio ocorre no limite de

campo magnético fraco B . 103G. Então, nos podemos observar que o parâmetro NC para o

caso de momento puramente orbital é aproximadamente linear ao campo magnético,

Θ = |Θz| ≈
B|∆g̃l|

mecZe(2~)−1〈r−3(1− a0α2/2r)〉
(4.27)

com |∆g̃l| = |g̃l − 1| sendo a precisão experimental para o fator g orbital.

Para o caso de momento puramente de spin j = s e l = 0, o primeiro termo na equação

(4.24) será nulo, póıs no termo 〈Lz
r3
〉, o numerador Lz se anula exatamente para l = 0 enquanto

que o denominador 〈 1
r3
〉 é finito neste limite. Então, para um momento puramente de spin, o

fator de Landé será:

g̃s = b =
2

1 + eBΘz
8c~

. (4.28)

Observem que o efeito de não comutatividade está embutido no denominador, o qual é

ligeiramente diferente da unidade, e isto faz com que o fator gs seja deformado em relação ao

espaço comutativo usual. Obviamente, quando Θz = 0, então g̃s = gs = 2, que é exatamente o

resultado do caso comutativo usual. Isolando o parâmetro NC, teremos:

Θz =
c~
eB

(
−8∆g̃s
1 + ∆g̃s

)
≈ c~
eB

(−8∆g̃s) (4.29)

com ∆g̃s = g̃s−2
2 sendo a precisão experimental para o fator de Landé de spin.
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A equação (4.29) mostra que Θz deve ser negativo, no entanto trata-se apenas da componente

de um vetor. Desta forma, o parâmetro NC permanecerá positivo |Θ| = |Θz| = Θ,

Θ =
c~
eB

(8∆g̃s) . (4.30)

Todavia, o sinal negativo na componente z do vetor Θ, faz com que a deformação causada

pelo espaço NC, neste caso, seja interpretada como uma expansão. Ou seja, o efeito de não

comutatividade age no sentido de aumentar ligeiramente o valor de algumas constantes. É o que

ocorreu por exemplo com a massa do elétron em (4.7) e o mesmo acontece com o fator de Landé

de spin, em (4.28). Por outro lado, este resultado mostra que o parâmetro de não comutatividade

diminui quanto melhor for a precisão na medida do fator g de spin. Além disso, o resultado

(4.30) sugere que o efeito Zeeman anômalo para o átomo de hidrogênio, no caso de momento

puramente de spin, têm uma estrutura similar aos ńıveis de baixa energia de Landau, o qual

também sugere uma posśıvel conexão entre o parâmetro NC Θ e o campo magnético externo

B, Θ ∝ B−1. Neste sentido, nosso resultado é muito coerente com vários resultados obtidos na

literatura, e muitos autores têm utilizado tal relação de proporção, a saber, por exemplo [20],

[27], [63]-[69].

4.4 Estimação fenomenológica para o efeito de não

comutatividade espacial

Nesta seção iremos estimar o parâmetro de não comutatividade espacial. Como foi observado

na introdução, na literatura, existe uma grande quantidade de trabalhos dando um limite para o

parâmetro NC. Além disso, tais estimações tem demonstrado que tal parâmetro não é o mesmo

para todas as part́ıculas, como foi bem observado pelo Stern [57]. Contudo, sendo o elétron no

átomo de hidrogênio a part́ıcula que estamos tratando, vale destacar, neste sentido, os trabalhos

do Chaichian [33] e Alavi [55], os quais obtiveram os contornos Θ . (10TeV )−2 e Θ . (TeV )−2,

a partir do limite teórico do Lamb shift e Hyperfine splitting no átomo de hidrogênio. Por outro

lado, um experimento de alta precisão atômica no Lamb shift para o átomo de hidrogênio foi

analizado por Stern [57] dando o contorno Θ . (6GeV )−2.

Usando os dados (3.43) na equação (4.27), teremos:

Programa de Pós Graduação em F́ısica - UFS



4.4 Estimação fenomenológica para o efeito de não comutatividade espacial33

Θ = |Θz| ≈
B|∆g̃l|

6, 22351〈r−3(1− a0α2/2r)〉
. (4.31)

Considerando as recentes medidas de alta precisão dos fatores g e o experimento clássico de

Kusch e Foley [70] que determinaram (δs − 2δl) da relação dos fatores g dos estados atômicos

do Ga e Na (obtidos a partir de seus espectros Zeeman), tem sido posśıvel concluir que o fator

g orbital do elétron é diferente de seu valor clássico gl = 1 [71]. Um valor provável do fator g

orbital é gl = 1 − δl onde δl = (0, 6 ± 0, 3) · 10−4. Consequentemente, usando B ∼ 103G e a

precisão relativa |∆g̃l| . 10−5, para o estado fundamental 〈r−3(1 − a0α
2/2r)〉 = 2, 50047 · 1026

[35], teremos:

Θ . (8GeV )−2 (4.32)

ou

√
Θ . 10−15cm. (4.33)

Este valor é bem próximo de uma das medidas mais precisas obtidas recentemente pelo Stern

[57].

Por outro lado, usando os dados (3.43) na equação (4.30), obtêm-se:

Θ = 5, 26202 · 10−7

(
∆g̃s
B

)
. (4.34)

De fato, para estimar um contorno para o parâmetro NC acima, podemos usar o valor

experimental para o fator g de spin do elétron. Neste sentido, muitas medidas precisas do fator

gs do elétron foram obtidas na literatura, por exemplo, o valor gs/2 = 1, 00115965218073(28) foi

obtido por Hanneke [58]. Assim, usando B ∼ 103G e a precisão relativa ∆g̃ . 10−14, teremos:

Θ . (0, 01GeV )−2 (4.35)

ou

√
Θ . 10−12cm. (4.36)
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Este valor é muito maior que o limite obtido por alguns experimentos precisos. Contudo, tal

valor pode ser melhorado considerando uma melhor precisão no valor experimental para o fator

de Landé de spin. Além disso, dada a equivalência que a expressão (4.30) possui com os ńıveis de

baixa energia do problema de Landau, é posśıvel sugerir que o parâmetro de não comutatividade

para o caso puramente de spin não é tão preciso tendo em vista o fato de que o efeito Zeeman

anômalo ocorre no regime de campo magnético fraco, diferente do problema de Landau que

ocorre no regime de campo magnético forte.

4.5 Lamb shift e o parâmetro NC

O modelo relativ́ıstico de Dirac para a estrutura fina do átomo de hidrogênio ainda não

concorda inteiramente com os experimentos. Isto pode ser visto, por exemplo, a partir da

equação (3.42) que depende somente de j, mas não de l, e desta forma dois valores diferentes de

l poderão dar uma mesma energia. Por exemplo, a aparente degenerescência que existe entre os

ńıveis 2S 1
2

(n = 2, l = 0, j = 1
2) e 2P 1

2
(n = 2, l = 1, j = 1

2) não ocorre na realidade. Em 1947

Lamb e Rutherford apresentaram um experimento que demonstrou que existia uma separação

nesses ńıveis. Tal diferença de energia, ficou conhecida como Lamb shift. Além disso, eles

descobriram que o ńıvel 2S 1
2

esta acima do ńıvel 2P 1
2

por cerca de um décimo do desdobramento

spin-órbita.

O Lamb shift [72] é explicado em termos da eletrodinâmica quântica, a qual, prediz que os

efeitos de flutuações do vácuo fazem com que o elétron oscile em torno de um ponto de equiĺıbrio,

de tal forma que a distribuição de cargas é deformada em relação a situação sem flutuações do

vácuo. De fato, tais flutuações fazem com que a carga do elétron não seja constante. Assim,

se medirmos o valor de sua carga de diferentes distâncias, iremos obter valores diferentes e isto

implica que o elétron seja submetido a um potencial coulombiano que é não uniforme. Neste

sentido, a posição média do elétron devido ao efeito do campo eletrostático não uniforme com o

campo eletromagnético oscilante da flutuação do vácuo faz com que a posição média do elétron

em relação ao núcleo seja diferente daquela sem a energia de ponto zero, alterando assim o valor

médio de sua energia. Sendo a distribuição eletrônica diferente para diferentes valores de l, o

efeito é sentido de forma diferente para os orbitais S e P . Considerando que o elétron no orbital

S tem maior probabilidade de ser encontrado próximo ao núcleo que o elétron no orbital P ,
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então, as variações do potencial médio do primeiro são maiores que no segundo, elevando assim,

o ńıvel de energia do orbital S ligeiramente acima do ńıvel do orbital P .

Nesta seção, iremos estimar o parâmetro de não comutatividade através da precisão experi-

mental para o Lamb shift obtida na literatura.

Na ausência do campo magnético externo, não existirá o efeito Zeeman e consequêntemente

prevalecerá a interação spin-órbita. Contudo, vimos que o espaço NC introduz um termo de

correção orbital para o espectro Zeeman. Portanto, na ausência do campo magnético externo,

teremos:

∆ENC = −
〈
nlsjmj

∣∣∣Ze2

4~
Θ · L
r3

∣∣∣nlsjmj

〉
= −m

3
eΘz

4~2

(
Ze2

~

)4

mj

[
j(j + 1)− s(s+ 1) + l(l + 1)

2j(j + 1)

]
1

n3l(l + 1
2)(l + 1)

= −mc
2

4
(Zα)4(2π)2 Θz

λ2
e

mj

[
j(j + 1)− s(s+ 1) + l(l + 1)

2j(j + 1)

]
fn,l. (4.37)

Observem que a expressão (4.37) é similar ao acoplamento spin-órbita (3.19), onde (2π)2 Θ
λ2e

é substitúıdo por S
~ , com λe = h

mc sendo o comprimento de onda de Compton para o elétron.

Neste sentido, temos fortes ind́ıcios para acreditar que o spin possa estar associado ao efeito de

não comutatividade. Na verdade, tal idéia já foi explorada por alguns autores [56], [59] e [60].

Tal relação revela que a própria estrutura do espaço sofre uma deformação devido à presença

do spin.

Como foi observado pelo Chaichian [33], a transição (Lamb shift) dos ńıveis 2P 1
2
→ 2S 1

2
,

difere do caso comutativo usual no qual o shift depende somente do número quântico l (isto pode

ser visto tomando como referência a expressão do acoplamento spin-órbita) e todas as correções

são devido ao efeitos de loop da teoria de campos. O Lamb shift para o átomo de hidrogênio

no espaço NC, além dos efeitos de loop, depende do número quântico mj . De fato, existirá um

novo canal de transição que é aberto devido a não comutatividade: 2P
− 1

2
1
2

→ 2P
1
2
1
2

, com notação

espectroscópica nl
mj

j para os ńıveis de energia. Assim, o Lamb shift é agora separado em duas

partes 2P
1
2
1
2

→ 2S 1
2

e 2P
− 1

2
1
2

→ 2S 1
2
.

Então, o Lamb shift 2S 1
2
→ 2P 1

2
será:

∆ENCLamb = ∆ENCn=2,l=0,mj
−∆ENCn=2,l=1,mj

=
mec

2

72
(2π)2(Zα)4 Θz

λ2
e

mj (4.38)
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com, mj = ±1
2 .

Agora, nos compararemos este resultado com uma das mais atuais precisões experimentais

para o Lamb shift, 0, 08kHz, obtida pelo Eides [61]. Convertendo tal precisão para unidades de

energia, no sistema Gaussiano, teremos:

∆E = h∆ν = (5, 30084 · 10−27ergs · s) · (80s−1) = 5, 30084 · 10−25ergs (4.39)

que comparada com (4.38) resulta em,

Θ . (3GeV )−2 (4.40)

ou

√
Θ . 10−15cm. (4.41)

Observem que este resultado é muito próximo ao valor obtido para o caso do fator de Landé

orbital.
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Caṕıtulo 5

Considerações Finais

A introdução da não comutatividade como uma proposta f́ısica dos fenômenos foi apresentada

em 1930 por Heisenberg, que sugeriu a introdução de relações de comutação para as coordenadas

do espaço-tempo: surgia assim, a proposta das coordenadas não comutativas. Atualmente a

presença da não comutatividade é muito grande no desenvolvimento das teorias de cordas, no

estudo do espaço-tempo, nas propostas de violação das simetrias em f́ısica de part́ıculas e campos,

e em fenômenos em matéria condensada, como a supercondutividade e o efeito Hall quântico.

Nesta dissertação, estudamos alguns aspectos e consequências do efeito de não comutativi-

dade espacial em mecânica quântica. Para tanto, utilizamos o efeito Zeeman anômalo para o

átomo de hidrogênio, dentro do formalismo do espaço NC. Neste ponto de vista, no caṕıtulo 1,

abordamos, principalmente, alguns dos principais pontos de uma geometria não comutativa que

se origina no mapeamento de Weyl, que é uma das principais ferramentas que relaciona uma

função no espaço comutativo ao espaço NC. Vimos que o produto de duas funções em coordena-

das não comutativas é deformado pelo produto estrela de Moyal, o que leva ao mapeamento via

Bopp’s shift. Munidos de tal mapeamento foi posśıvel propor uma mecânica quântica formulada

no espaço NC. Contudo, vimos que existe uma desvantagem neste tratamento, já que passa a

existir relações de incerteza nas variáveis introduzidas pelo Bopp’s shift e consequentemente a

interpretação da teoria quântica se torna mais dif́ıcil. Isto pode se tornar mais evidente para

outros potenciais mais complicados, o que pode levar para hamiltonianos altamente não locais,

uma vez que o Bopp’s shift é apresentado. Assim, temos verificado que a noção de localização

da part́ıcula se perde.
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Como foi mencionado, os efeitos de não comutatividade podem se manifestar em sistemas de

baixas energias, desta forma, o efeito Zeeman anômalo para o átomo de hidrogênio é um ambiente

fertil neste sentido, o qual envolve energias da ordem de 10−17ergs, o que é relativamente

pequena. Neste sentido, abordamos inicialmente o caso comutativo, onde temos calculado por

teoria de perturbação de primeira ordem a correção para o espectro Zeeman anômalo no átomo

de hidrogênio. Além disso, consideramos o limite tênue que existe entre o efeito Zeeman anômalo

(regime de campo fraco) e o efeito Paschen-Back (regime de campo forte). Também calculamos

a correção perturbativa para o efeito da interação spin-órbita, já que, o efeito Zeeman anômalo

ocorreria quando a energia deste termo fosse bem menor que a energia do termo de spin-órbita.

Contudo, tal comparação foi feita no estado fundamental, onde o termo de spin-órbita sofre uma

divergência aparente. Isto nos levou à introduzir a expressão geral da energia de estrutura fina,

que é nada mais que o termo de spin-órbita com a correção relativ́ıstica. Assim, comparando as

expressões para as energias do termo Zeeman e de estrutura fina, fundamentamos que campo

fraco é B . 103G.

No caṕıtulo 3 implementamos o formalismo NC para o efeito Zeeman anômalo no átomo de

hidrogênio. Vimos que tal formalismo modifica o hamiltoniano do sistema, que passa a ter um

termo do potencial de um oscilador harmônico bidimensional NC. Ademais, o espaço NC intro-

duz um termo de correção NC para o termo de efeito Zeeman e para o potencial de spin-órbita.

Realmente, isto ocorre porque o efeito de não comutatividade age no sentido de modificar o

potencial de Coulomb, introduzindo uma contribuição orbital que de fato propomos como uma

correção para o termo do efeito Zeeman. Além disso, utilizando a teoria de perturbação de pri-

meira ordem fizemos a correção para o espectro Zeeman NC, e assim obtivemos a expressão geral

para o fator de Landé em espaço NC, o qual, diferente do espaço comutativo usual, possuindo

uma dependência com o estado excitado do elétron. Doravante, obtivemos os casos espećıficos

dos fatores de Landé orbital e de spin. No caso de momento puramente orbital o parâmetro NC é

diretamente proporcional ao campo magnético externo. Por outro lado, para o caso de momento

puramente de spin o parâmetro NC é inversamente proporcional ao campo magnético externo,

o que de fato está de acordo com muitos trabalhos na literatura, os quais usam tal relação de

proporção, a saber por exemplo, o problema de Landau. Além disso, tal resultado nos levou a

definir a componente z do parâmetro NC como sendo negativa. E tal definição nos levou a con-

cluir que o efeito de não comutatividade deforma o fator de Landé de spin da mecânica quântica

usual através de uma expansão. Ou seja, é esperado que seu valor seja ligeiramente maior do
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que 2, o que é muito razoável se considerarmos as previsões da eletrodinâmica quântica. Em

contrapartida, conclúımos também, pela expressão que obtivemos para o fator de Landé no caso

puramente orbital, que se a componente z do parâmetro NC é negativa, então, o fator de Landé

orbital no formalismo NC deve ter seu valor ligeiramenete menor que 1, o que de fato está de

acordo com o clássico experimento de Kusch e Foley.

Ainda no caṕıtulo 3 fizemos uma avaliação fenomenológica do efeito de não comutatividade

espacial. Para o caso puramente orbital, utilizamos a precisão relativa para o fator de Landé

orbital prevista pelo Kusch e Foley, ∆g̃l ∼ 10−5 e encontramos um limite para o parâmetro

NC de Θ . (8GeV )−2. Tal resultado é muito razoável se compararmos com uma das medidas

mais precisas obtidas recentemente pelo Stern. Neste ponto de vista, para o caso puramente

de spin, utilizamos a precisão relativa para o fator de Landé de spin medida no experimento de

Hanneke, ∆g̃ ∼ 10−14 e encontramos um limite para o parâmetro NC de Θ . (0, 01GeV )−2.

Este resultado é muito maior que o previsto por alguns experimentos precisos. Contudo, tal

valor pode ser melhorado quanto melhor for a precisão relativa para o fator de Landé de spin.

Por fim, ainda no caṕıtulo 3 resolvemos investigar o efeito de não comutatividade sobre o

espectro do átomo de hidrogênio no caso de campo magnético nulo. Neste sentido, a contribuição

não comutativa atua como uma correção ao espectro de estrutura fina. Surpreendentemente, tal

correção é análoga ao termo de spin-órbita pela substituição de (2π)2 Θ
λ2e

por S
~ . Além da relação

de proporcionalidade entre o parâmetro NC e o módulo do vetor spin, isto nos leva a crer que o

spin deforma o espaço em ńıvel quântico, implicando efeitos na mecânica quântica. Doravante,

nós temos calculado o Lamb shift NC para a transição 2S 1
2
→ 2P 1

2
e comparando com um

resultado experimental de alta precisão espectroscópica para o átomo de hidrogênio, obtivemos

um novo limite para o parâmetro de não comutatividade, Θ . (3GeV )−2. Este resultado é bem

próximo ao que obtivemos para o caso puramente orbital.

Como perspectivas podemos fazer uma análise da estrutura hiperfina no átomo de hidrogênio.

Desta forma, levaŕıamos em conta o spin nuclear para assim propor correções para o fator g do

próton. Além disso, os termos adicionais devido a correção hiperfina podem melhorar os valores

obtidos para o parâmetro NC. De fato, a própria precisão para o espectro hiperfino é atualmente

muito boa, da ordem de 10−12. Uma outra proposta é utilizar o formalismo relativ́ıstico, tal

como a equação de Dirac para obter as correções não comutativas para o espectro de energia do

átomo de hidrogênio. Sobretudo podeŕıamos também estudar o efeito Zeeman anômalo para o

átomo de hidrogênio no formalismo do espaço de fase não comutativo. Neste sentido, podeŕıamos
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medir também os efeitos de não comutatividade do momento linear. É claro que isto complicaria

muito o problema póıs introduziria novas relações de incerteza, contudo é perfeitamente posśıvel

tratar tal formalismo assim como fizemos para o espaço NC. Sem mais delongas, podeŕıamos

também tratar toda a problemática no espaço-tempo NC, considerando que o tempo é uma

variável não comutativa como foi mencionado na introdução, e assim medir seu efeito de não

comutatividade e as quebras de simetrias associadas a tal tratamento.



Apêndice A

O Produto Estrela

O procedimento de quantização de Weyl [48] fornece um formalismo que associa a álgebra

de coordenadas não comutativas (Â, ·) com a álgebra de funções de coordenadas comutativas

(A, ?). Nos definimos o mapeamento W : A → Â onde um elemento de Â está associado com

uma função f(x1, ..., xn) ≡ f(x) de A:

f(x̂) = W (f) =
1

(2π)n/2

∫
dnkf̃(k)eikix̂i (A.1)

em que f̃(k) é a transformada de Fourier de f(x)

f̃(k) =
1

(2π)n/2

∫
dnxf(x)e−ikixi . (A.2)

A multiplicação dos dois operadores W (f) e W (g), obtidos de (A.1), produz outro operador

W (f ? g):

W (f) ·W (g) = f̂(x̂) · ĝ(x̂) = W (f ? g), (A.3)

com f ?g ∈ (A, ?), uma função clássica bem definida, como nos mostraremos agora. Substituindo

(A.1) em (A.3) nos obtemos:

W (f) ·W (g) =
1

(2π)n/2

∫
dnkf̃(k)eikix̂i · 1

(2π)n/2

∫
dnpg̃(p)eipj x̂j

=
1

(2π)n/2

∫
dnk

∫
dnpf̃(k)g̃(p)eikix̂ieipj x̂j . (A.4)

Já que os expoentes não devem comutar é preciso usar a fórmula de Campbell-Baker-Hausdorff

(CBH)

eÂeB̂ = eÂ+B̂+ 1
2

[Â,B̂]+ 1
12

([Â,[Â,B̂]]+[[Â,B̂],B̂])+... (A.5)

Programa de Pós Graduação em F́ısica - UFS



Considerações Finais 42

onde Â e B̂ são dois operadores não comutativos. No caso do espaço NC os termos com mais

de um comutador desaparecem, então, teremos:

W (f) ·W (g) =
1

(2π)n

∫
dnk

∫
dnpf̃(k)g̃(p)ei(k+p)ix̂i− i

2
Θijkip

j

=
1

(2π)n

∫
dnk

∫
dnqf̃(k)g̃(q − k)eiqix̂i−

i
2

Θijki(q−k)j . (A.6)

Na última linha foi feita uma mudança de variável (k + p)i = qi. Comparando esta expressão

com

W (f ? g) =
1

(2π)n/2

∫
dnqf̃ ? g(q)eiqix̂i (A.7)

obteremos,

f̃ ? g(q) =
1

(2π)n/2

∫
dnkf̃(k)g̃(q − k)e−

i
2

Θijki(q−k)j . (A.8)

O último passo é obter a transformada de Fourier inversa

f ? g(x) =
1

(2π)n/2

∫
dnq

(
1

(2π)n/2

∫
dnkf̃(k)g̃(q − k)e−

i
2

Θijki(q−k)j

)
e−iqjxj

=
1

(2π)n

∫
dnp

∫
dnkf̃(k)e−ikjxje−

i
2
kiΘijpj g̃(p)e−ipjxj . (A.9)

Na última linha foi feita uma mudança de variável (q − k)j = pj . Para avaliar esta integral

faremos uma expansão em termos do parâmetro não comutativo Θij , calculando termo por

termo,

f ? g(x) = lim
y→x

∫
dnk

(2π)n/2
dnp

(2π)n/2
f̃(k)g̃(p)e−ikjxje−ipjyj×

×

(
1− i

2
kiΘijpj +

1

2

(
i

2

)2

ki1ki2Θi1j1Θi2j2pj1pj2 + ...

)
= lim

y→x

∫
dnk

(2π)n/2
dnp

(2π)n/2
f̃(k)g̃(p)e−ikjxje−ipjyj×

×

(
1 +

i

2
(−iki)Θij(−ipj) +

1

2

(
i

2

)2

(−iki1)(−iki2)Θi1j1Θi2j2(−ipj1)(−ipj2) + ...

)
= lim

y→x

∫
dnk

(2π)n/2
dnp

(2π)n/2
f̃(k)g̃(p)e−ikjxje−ipjyj×

×

(
1 +

i

2

∂

∂xi
Θij

∂

∂yj
+

1

2

(
i

2

)2 ∂

∂xi1

∂

∂xi2
Θi1j1Θi2j2

∂

∂yj1

∂

∂yj2
+ ...

)
= lim

y→x

∫
dnk

(2π)n/2
dnp

(2π)n/2
f̃(k)g̃(p)e−ikjxje−ipjyje

i
2

∂
∂xi

Θij
∂

∂yj

= lim
y→x

e
i
2

∂
∂xi

Θij
∂

∂yj

∫
dnk

(2π)n/2
f̃(k)e−ikjxj

∫
dnp

(2π)n/2
g̃(p)e−ipjyj . (A.10)

Resultando na seguinte expressão para o produto estrela de duas funções:

(f ? g)(x) = exp

[
i

2

∂

∂xi
Θij

∂

∂yj

]
f(x)g(y)

∣∣∣
y=x

(A.11)



Apêndice B

Notações

Uma coordenada não comutativa será identificada pelo śımbolo do chapel em cima do ope-

rador. Por exemplo, as coordenadas espaciais ou de posição, serão denotadas por x̂i.

Utilizaremos a seguinte terminologia,

1) x̂, ŷ e ẑ são coordenadas retangulares de posição não comutativas;

2) r̂ = ix̂+ jŷ+kẑ é o vetor posição em coordenadas retangulares não comutativas. Seu módulo

é r̂ = (x̂2 + ŷ2 + ẑ2)1/2;

3) ∂
∂x̂i

é a derivada parcial na coordenada de posição não comutativa;

4) ∇̂ = i ∂∂x̂ + j ∂∂ŷ + k ∂
∂ẑ é o operador nabla em coordenadas retangulares de posições não

comutativas;
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