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Resumo

Neste trabalho, aplicamos o modelo de Ising com dilui¢ao por sitios ao estudo das pro-
priedades magnéticas de uma rede cubica de corpo centrado (do inglés, body centered cubic,
bcc), cujos sitios podem ser ocupados por spins. Como aplicacdo desse estudo, tragcamos al-
guns diagramas de fase da liga Fe-Al, com comparacdes entre o modelo tedrico utilizado e
dados experimentais e propomos uma interacao de troca entre os dtomos de Fe, na liga, com
dependéncia até terceira poténcia da concentragdo (q) de atomos de Al, possibilitando um me-
lhor ajuste entre teoria e experimento para o diagrama 7'-¢q desta liga. Tomamos como base a
técnica do operador diferencial para expandir as expressoes analiticas que surgem do modelo
de Ising diluido e descrevemos tal comportamento magnético por meio de aglomerados com 1
e 2 spins. Um bom acordo entre o0 modelo tedrico proposto e dados experimentais também €
obtido tanto para a magnetizacdo como funcao de ¢ quanto para o parametro de rede, r, como
funcdo de ¢, sendo que esta abordagem mostra-se como uma boa alternativa a outras técnicas
analiticas e computacionais utilizadas para o estudo de sistemas magnéticos diluidos. Os resul-
tados analiticos obtidos para a rede bcc foram comparados com a técnica de Monte Carlo para
verificar o grau de aplicabilidade do modelo bem como confirmar a validade dos resultados
encontrados analiticamente.



Abstract

In the present work, we study the magnetic properties in the site diluted two-state Ising
model on a body-centered cubic lattice. As an application of this study, we has been obtained
the phase diagram for Fe-Al alloys and comparisons between theoretical model and experimen-
tal data are made by using the exchange interaction between Fe atoms in the alloy up to the
third power dependence on concentration g of Al atoms. We have used the differential operator
technique to expand the analytical expressions that arise from the diluted Ising model and des-
cribe such behavior by means of magnetic clusters with one and two spins. A good agreement
between the theoretical model and experimental data is also obtained for both the magnetization
and to the lattice parameter,  as a function of ¢. In this approach, it is shown as a good alter-
native to other analytical and computational techniques used for the study of diluted magnetic
systems. The analytical results obtained for bcc lattice were compared with the Monte Carlo
technique to determine the degree of applicability of the model and confirm the validity of the
results obtained analytically.
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1 Introducao

1.1 Consideracoes Preliminares

Transi¢Oes de fase constituem uma classe de fendmenos dentre os mais interessantes
que ocorrem na natureza, de importancia central em Fisica da Matéria Condensada, e tém sido
tema de estudos académicos e de extensas pesquisas cientificas (UZUNOV, 1992; ZINN-JUSTIN,
2007; SKOMSKI, 2008; ZHAO; SONG; FAN, 2009), especialmente do inicio do século XX até
os dias atuais. Muitos sistemas exibem transicoes de fase e sabe-se que o modelo cléssico de
Ising (ISING, 1925) (entre outros) exibe transicdo de fase de segunda ordem. O modelo de
Ising (STANLEY, 1971; PARISI, 1988) é considerado um dos mais simples protétipos para o es-
tudo de fendmenos criticos de sistemas cooperativos e, ao longo dos anos, tem sido utilizado
para a descricdo dos mais variados sistemas, seja em magnetismo, economia, neurobiologia,
sociologia (HERBUT, 2006). Observacdes experimentais apontam para a existéncia de diversos
sistemas fisicos reais com algum tipo de comportamento critico. Aliada a técnicas experimen-
tais, uma gama de procedimentos tedricos investigativos faz-se necessaria para tentar explicar
tais comportamentos, sendo que, nesse contexto, a simplicidade do modelo de Ising e suas
variantes, aliada a riqueza de implicacOes fisicas, transforma-o numa importante ferramenta
para a descrigdo, tanto qualitativa como quantitativa, das propriedades criticas de sistemas que

apresentam desordem magnética.

O modelo mais simples utilizado para descrever o estado da matéria condensada € do cris-
tal ideal, que exibe estrutura perfeita e simetria de translacdo. Contudo, esta simplificagdo
mostra-se inadequada, mesmo para materiais cristalinos constituidos de um componente. Esta
inadequacdo ocorre porque estes materiais exibem defeitos, impurezas e estados de ndo equilibrio

que coexistem com a periodicidade na estrutura atdbmica do mesmo.

Dessa forma, deve-se buscar modelos que, mesmo mantendo certo nivel de simplicidade
matematica, incorporem caracteristicas intrinsecas de sistemas reais. Tal busca segue impulsi-
onada pelo desenvolvimento tedrico alcangado nas ultimas décadas. A evolugdo metodoldgica,

tanto na abordagem analitica quanto computacional, tem permitido tratamento mais realistico e



incorporado o estudo da desordem e defeitos estruturais. Desta forma, modelos tedricos simples
e elegantes - tanto fisicamente quanto matematicamente - como o modelo de Ising, t¢ém um pa-
pel extremamente importante no estudo de sistemas fisicos. Porém, quando se tem que aplicar
tais modelos a sistemas reais, certas cacateristicas destes sistemas, tais como a desordem (que-
bra de simetria), tém de ser levadas em conta, uma vez que diversas propriedades de sistemas

reais surgem devido a algum tipo de desordem (HOLOVATCH, 2004; CHIMOWITZ, 2005).

Neste capitulo procura-se descrever, em linhas gerais, as caracteristicas dos sistemas desor-
denados, com énfase nos sistemas magnéticos desordenados. Aspectos relacionados a diluicdo
magnética também serdo tratados, bem como consideragdes a respeito da relagc@o entre a teoria

das transi¢oes de fase e desordem magnética.

1.2 Desordem Magnética

A descricao mais realista de sistemas que exibem transicdes de fase ganhou um impulso
muito grande apds a primeira metade do século XX (STANLEY, 1971) com o desenvolvimento
de modelos que incorporam quebras de simetria, por exemplo, e que puderam ser testados com
o desenvolvimento de técnicas experimentais desenvolvidas com o objetivo de descrever diver-
sas propriedades de tais sistemas fisicos. Dentre esses, encontram-se os sistemas magnéticos
desordenados, que podem, como qualquer sistema que exibe algum tipo de quebra de simetria,
ser caracterizados por algum tipo de distribui¢cdo ndo homogénea dos sitios da rede, por exem-
plo. Dentre os diversos tipos de desordens que podem ser incorporadas ao tratamento tedrico de
tais sistemas, duas sao as mais simples (HOLOVATCH, 2004; ALBUQUERQUE, 1996; DOTSENKO,
2001): substitucional (ou composicional), sendo que tais defeitos sdo classificados como pontu-
ais; e desordem estrutural ou posicional. Vacancias numa rede regular podem ser incorporadas
na classe de desordem substitucional, enquanto que um arranjo espacial assimétrico pode ser
incorporado na classe de desordem estrutural. H4 também um tipo mais complicado de desor-

dem, € a desordem topoldgica, que nao serd levada em conta aqui neste trabalho.

Pode-se modificar as propriedades de sistemas magnéticos através de dopagem, dai o in-
teresse em descrevé-los teoricamente por meio de modelos de desordem. Em primeiro lu-
gar, busca-se dopar tais materiais magnéticos com fons que possuem afinidade quimica com
o material “hospedeiro”, independente dos mesmos terem ou nao quaisquer tipo de “afinidade”
magnética (i.e., propriedades magnéticas semelhantes), sendo que tal tipo de dopagem minimiza
efetos de distor¢cdo da rede. Por meio destes procedimentos pode-se conseguir materias com no-

vas caracteristicas, bem como diferentes formas de ordenamento magnético, entre outras, o que



significa que despertam maior interesse para estudos tedricos e experimentais.

A ordem magnética de longo alcance depende muito da interacdo entre sitios vizinhos numa
rede regular, sendo que em tais sistemas magnéticos ndo se pode deixar de levar em conta a ener-
gia de interacdo entre esses sitios (SKOMSKI, 2008). Pode-se citar como exemplo as interagdes
entre os spins numa rede regular que, no regime de baixas temperaturas, dao origem ao ordena-
mento ferromagnético, por exemplo, e se estabelece em altas temperaturas a fase desordenada,
ou paramagnética, onde correlagdes de longo alcance entre os sitios da rede podem ser negli-
genciadas. As varidveis de spins, o;, podem, em geral, ser associdadas a determinado modelo
utilizado para descrever a interacdo entre os sitios da rede, como ocorre, por exemplo, no mo-

delo de Ising (STANLEY, 1971).

Para facilitar o estudo dos fendmenos relacionados a ordem-desordem, pode-se partir do
conceito de rede regular de spins. Esta consiste num conjunto de spins o; idénticos, cada qual
preenchendo um sitio de uma rede que apresenta simetria de translacdo, sendo que esse conjunto
pode ser descrito por uma hamiltoniana com a mesma simetria da rede de spins (STANLEY, 1971;
PARISI, 1988; ALBUQUERQUE, 1996). A Figura 1 mostra um esboco de uma rede quadrada na

qual todos os sitios da mesma sao preenchidos por spins.

: :
e W ¥ W
' '
4 & *3 4 4

TS S

. =
- .
= .
L 5 L
&=

& *‘ 4 1:‘
Figura 1: Representacdo esquemadtica de uma rede regular de spins.

A classificag@o dos sistemas magnéticos desordenados em temperados (quenched) ou reco-
zidos (annealed) vai depender de como os d&tomos magnéticos podem ser distribuidos na rede.
Quando distribuidos de forma aleatdria, ou seja, em qualquer sitio da rede, independente da
ocupagao ou nao dos demais sitios, diz-se que o sistema € temperado (quenched). Quando
a distribuicdo de dtomos magnéticos se dd de forma a minimizar a energia livre do sistema,
diz-se que o mesmo € recozido (annealed) (ALBUQUERQUE, 1996), sendo que, nesse caso,
a distribuicao dos dtomos magnéticos nos sitios da rede ndo se da de forma completamente

aleatdria. Essa diferenca também diz respeito ao tratamento experimental dados as amostras



(BESNUS; HERR; MEYER, 1975; YELSUKOV; VORONINA; BARINOV, 1992), sendo que esse ponto

nao serd explorado aqui.

Nesses modelos, além do calculo da média térmica € necessario também o calculo da média
configuracional para a obtencdo de grandezas fisicas tais como a magnetizacao ou calor es-
pecifico, por exemplo. Sistemas que contém impurezas nao sdo, especialmente os descritos
pelo modelo temperado, estritamente sistemas em equilibrio, porém pode-se obter a energia
livre média, por exemplo, efetuando-se o In (Z), . no caso do modelo recozido (Z representa
a funcdo de parti¢do do sistema) e (In (7)), no caso do modelo temperado, onde s e ¢ repre-
sentam, respectivamente, as médias térmicas sobre todo o ensemble e a média configuracional

sobre determinada distribui¢do de impurezas.

Na proxima se¢ao, sistemas magnéticos diluidos serdo tratados, as concentragdes criticas
serdo definidas e serd explicitada a importancia de levar em conta a desordem para tratar dos
modelos de dilui¢do, em especial, a dilui¢do por sitios, que € o objeto de estudo do presente

trabalho.

1.3 Diluicao Magnética

A introdu¢@o de impurezas em dado material magnético da origem a sistemas conheci-
dos como diluidos, ou seja, sistemas magnéticos que contém uma certa fracdo de atomos
ou moléculas, magnéticos ou ndo, que dao origem a desordem magnética (DOTSENKO, 2001;
SKOMSKI, 2008). Essa introducao de impurezas geralmente obedece a uma dada distribuicao de
probabilidades P (SANTOS-FILHO, 2008), sendo que os tipos mais simples de dilui¢do s@o co-
nhecidos como diluicdo por sitios (“site problem”) e diluicdo por ligacoes (“bond problem™)
(FITTIPALDI, 1994; SOUSA; ALBUQUERQUE, 1993; ALBUQUERQUE, 1996). A Figura 2 ilustra o
processo de diluicao magnética em uma rede regular. Entende-se que numa dilui¢ao por sitios,
certo percentual de fons magnéticos € substituido por outros ions com afinidade quimica, porém,
sem momento magnético, enquanto que na diluicdo por ligacdes, uma certa fragao de ligacdes
magnéticas entre pares de ions (diferentes) da rede € eliminada de forma aleatéria, sendo que,
em sistemas reais, geralmente nao ocorre a total quebra de ligacdo, mas esta torna-se pratica-

mente desprezivel.

site bond
- €q. , COr-

Nesses modelos de dilui¢ao, existem concentr¢des criticas, denominadas g
respondentes, respectivamente, a ions ndo magnéticos e ligacdes magnéticas “quebradas” en-
tre os sitios da rede, acima das quais ndo ha ordenamento magnético de longo alcance (pode

haver ordem magnética restrita a certos aglomerados de spins na rede, porém nao na rede



Figura 2: Representacdo esquematica de diluicdo magnética: a inser¢do de impurezas em um
material magnético geralmente altera de forma significativa suas propriedades, a exemplo da
magnetizacdo e susceptibilidade.

como um todo) (SOUSA; ALBUQUERQUE, 1993; ALBUQUERQUE, 1996; ALBUQUERQUE; FITTI-
PALDI, 1994a). Em geral, os valores dessas concentracOes criticas sdo diferentes, sendo que

g5 < ¢ (ALBUQUERQUE, 1996).

A energia relacionada a interacdo de troca (exchange) prevalece sobre a energia térmica
quando h4 alta concentracao de ions magnéticos na rede (q. baixo) e a temperaturas menores
que a temperatura critica, 7.. A medida que, por exemplo, fons nio magnéticos sio “inseridos”
nos sitios da rede, o valor desta temperatura critica diminui (a exchange também diminui, em
geral, embora existam casos em que hd aumento em 7, e no J) e a competi¢cao entre energia
térmica e energia associada a interacao de troca aumenta, tornando a manuten¢do do ordena-
mento magnético de longo alcance cada vez mais dificil. Acima da concentragdo critica, g,
ndo havera ordem magnética de longo alcance para T" # 0, o sistema passara da fase magnética
ordenada, por exemplo a ferromagnética, para a fase magneticamente desordenada ou para-
magnética, sendo essa concentracdo critica, ¢., conhecida como concentracdo de percolacdo

(STAUFFER; AHARONY, 1985).

Um conjunto de pontos distribuidos no espacgo, em geral, de forma ordenada, que mantém
algum tipo de ligacdo ou interagdo pode ser o protétipo do que se define por percolacdo. As
posicdes ou ligacOes entre tais pontos podem ser fixas ou determinadas por alguma regra es-
pecifica, a depender do caso, sendo que disso resultam modelos de percolacdo por sitios (ou
site percolation) e percolacdo por ligacoes (bond percolation). A aplicabilidade de tal mo-
delo é vasta e vai desde a descri¢ao de sistemas magnéticos diluidos, até a economia, biologia,

incéndios florestais, propagacdo de virus, entre outras (OXLEY; WELSH, 1979; STAUFFER; AHA-



RONY, 1985; LI; SANDER, 1987; SANDER et al., 2002; MILLER, 2009; HAMZEHPOUR et al., 2009).

No modelo de Ising, procura-se usar as ideias oriundas da teoria de percolagdo para deter-
minar a concentracao critica g. acima da qual ndo haverd ordenamento magnético, bem como o
comportamento do diagrama de fases 7. versus q, com o intuito de descrever valores de tempe-
ratura de transic@o associados a cada concentragdo em particular e determinar o comportamento

do sistema na regido critica, ou seja, ¢ — ¢c.

1.4 Transicoes de fase

Fendmenos criticos e transi¢des de fase ocorrem em diversas substancias com as quais es-
tamos acostumados a lidar em nosso cotidiano. Seria dificil imaginar a vida na Terra sem a
agua nas fases solida, liquida e gasosa. Porém, hd substincias que exibem fases desconheci-
das ou estranhas ao nosso dia-a-dia, mas que sdo de extrema utilidade para o atual nivel de
tecnologia. Também, modelos cosmoldgicos atuais utilizam-se das idéias contidas nos estudos
sobre as transi¢des de fase e fendmenos criticos para tentar tracar um panorama para formacao

e evolucdo de estruturas tais como as galaxias (MORAIS, 2010).

Neste capitulo, procura-se descrever de forma introdutéria os conceitos relacionados ao
estudo dos fendmenos criticos, bem como algumas das teorias que surgiram em meados do
século XX com o objetivo de um melhor entendimento desta drea da Fisica. Passamos do
exemplo de estudos das transi¢des de fase nos fluidos simples até o desenvolvimento de teorias

que buscam explicar propriedades magnéticas de certos materiais.

As transicoes de fase podem ser classificadas em duas categorias: transi¢des de primeira or-
dem (ou descontinuas) e transicdes de fase continuas (HERBUT, 2006; REICHL, 1998; SALINAS,
1997). Se ha calor latente envolvido, diz-se que a transi¢@o € de primeira ordem, caso contrario,
diz-se transicdo continua (SALINAS, 1997). As transi¢des de primeira ordem acontecem, em
geral, de forma abrupta: a mudanga em certas propriedades do sistema fisico em questdo é
“repentina”. Para que exista uma transi¢do de fase € necessario que haja interagdes entre os
constituintes do sistema (particulas constituintes ou spins numa rede, por exemplo) (STANLEY,
1971; HERBUT, 2006; STINCHCOMBE, 1983). Essas interacdes podem ser de curto ou longo

alcance, ou ainda, ter formas mais exoticas (KAUL, 1983).

Matematicamente, as transicoes de fase podem ser definidas como pontos em que o poten-
cial termodinamico é uma fung¢do nao-analitica (REICHL, 1998; SALINAS, 1997). Por funcado
analitica, entende-se uma fun¢do que pode ser expandida em uma série de poténcias conver-

gente (mais precisamente, em séries de Taylor). Um primeiro critério para definicao de fun¢do



analitica é que ela seja infinitamente diferencidvel. No caso dos potenciais temodinamicos,
em geral, alguma derivada do mesmo € descontinua quando o sistema por ele representado
aproxima-se de uma transi¢do de fase. Logo, se uma derivada do potencial termodinamico
nao é definida (em determinado ponto, por exemplo), este deixa de ser uma fungdo analitica

(HERBUT, 2006; STINCHCOMBE, 1983).

E interessante notar que o potencial termodindmico pode ser escrito como uma soma infi-
nita (série infinita), cada termo da soma também € uma funcao analitica, representando, cada
uma, uma parte do sistema. A série somente converge para uma funcao analitica se hé infinitos
termos. Dessa forma, matematicamente, segundo teoremo de Yang-Lee (REICHL, 1998; SALI-
NAS, 1997), s6 ha possibilidade de transi¢dao de fase se o sistema € infinito. Como os sistemas
fisicos, a nivel macroscépico, tém na ordem de 10?3 graus de liberdade, pode-se tomar uma
aproximacao e tratar o fendmeno como uma transi¢do de fase num sistema infinito. Mesmo

sendo uma aproximacao, em geral, hd boa concordincia com resultados experimentais.

As propriedades ndo-analiticas de sistemas fisicos proximos a uma transi¢do de fase continua
estdo relacionadas aos chamados fendmenos criticos. No diagrama de fases, o ponto onde
ocorre uma transi¢do de fase continua € chamado ponto critico (REICHL, 1998; SALINAS, 1997).
No ponto critico, diversas grandezas termodinamicas tais como calor especifico e susceptibi-
lidade magnética divergem. Em transicdes continuas, define-se como parametro de ordem a
grandeza que assume valor finito numa fase e zero em outra. Um exemplo de transi¢ao de fase

continua € a que ocorre em um fluido simples.

A decri¢do matematica de fluidos baseia-se na defini¢ao de funcionais (equagao de estado)
que sdo escritos em termos de varidveis de estado. Um funcional desse tipo seria f(P, p,T") = 0.
Ele € escrito em termos da pressao (P), densidade (p) e temperatura (7°). Esse funcional define
uma superficie tridimensional em funcdo das varidveis acima citadas. O estudo grifico do
comportamento do sistema baseia-se na projecao desta superficie nos planos PT', Pp, ou pT.
Essas projecOes sdo os diagramas de fase (STANLEY, 1971; PARISI, 1988). Um exemplo de

diagrama de fases para um sistema fluido € dado na Figura 3.

A projecao no plano P71’ produz uma sepracdo em trés regides: fases sdlida, liquida e ga-
sosa. Ao longo das curvas de sublimacao, fusao e liquefacdo (ou pressao de vapor) ha equilibrio
entre as fases solida e gasosa, liquida e sélida e liquida e gasosa, respectivamente. Nas curvas
ha coexisténcia de fases, sendo que no ponto triplo, hd coexisténcia entre as trés fases. A linha
tracejada em volta do ponto (7, P.), que é o ponto critico, indica que o sistema pode ir da fase
de vapor para a fase liquida sem passar por mudancas abruptas. Isso caracteriza uma transicao

de fase continua (STANLEY, 1971; PARISI, 1988; HERBUT, 2006). De outra forma, ainda nio



Figura 3: Diagrama PT para fluidos simples, nas fases sélida (S), liquida (L) e gasosa (G).

se sabe ao certo se ha possibilidade de uma transi¢ao “suave”da fase liquida para a fase sélida.
Isso indica que hd uma grande diferenca entre a fase sélida e as fases liquida e gasosa. Isso se
da pelas propriedades de simetria: a fase solida exibe simetria espacial, enquanto que as fases
liquida e gasosa ndo. Nao ha diferenca fundamental entre as fases liquida e gasosa (STANLEY,

1971). Também para fluidos, tem-se na Figura 4 o diagrama Pp.

/ Liquido

T, :
77 ! N
T<?Tc /” | Tgygiasfézcia
Gas ! \\
! _ v
P, P

Figura 4: Diagrama Pp para fluidos simples.

Percebe-se que, a medida que se aproxima da temperatura critica, a diferenca entre a den-
sidade do estado liquido, py, e a densidade do gés, pg, diminui até anular-se em 7. p;, — pg €
igual a zero acima da temperatura critica e ndo nula abaixo da temperatura critica, 7. (ver Figura
5). Dessa forma, para fluidos, pode-se definir p;, — ps como sendo o parametro de ordem para

a transicao liquido-gas.
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pr Liquido

‘ Curva de
coexisténcia

i Gas
Figura 5: Projecao da superficie PpT sobre o plano pT'.

Pode-se ver no gréifico da Figura 4 que, em temperaturas muito altas, a dependéncia de P
com p € praticamente linear. Isso significa que, nesse caso, a lei dos gases ideais ¢é satisfeita.
Para 7" menor ou igual a temperatura critica, o gas ja ndo comporta-se mais como descrito pela

equacao de estado dos gases ideais (STANLEY, 1971).

Outro exemplo de transi¢c@o de fase continua € a que ocorre em sistemas magnéticos. Trata-
se da transicao ferromagnética-paramagnética, fase ordenada-desordenada. Em um sistema
magnético, pode-se fazer analogia entre campo externo aplicado (/) e pressdo num sistema
mecanico: aumentando a pressao num fluido, a densidade, p, aumenta, da mesma forma que,
aumentando-se a intensidade do campo magnético aplicado, aumenta-se a magnetizacao, M.
De certa forma, ja d4 para inferir da analogia que a magnetizacao, nesse caso, assume o papel

do parametro de ordem (MUSSARDO, 2010).

De forma andloga aos fluidos, pode-se ter outro funcional que relaciona as varidveis M, H
e T', de acordo com o qual, diagramas de fase seriam projecoes da superficie H MT" sobre os
planos HM, M'T" HT (REICHL, 1998; SALINAS, 1997). Observe o grafico da Figura 6.
H
A

m>0
m=0 m=0

m<0

Figura 6: Projecao da superficie H M'T" sobre o plano HT'.
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Acima da temperatura critica, 7, a magnetizagdo anula-se. Para 7' < T, a magnetizagao
tem valor ndo nulo, finito. Em uma situacdo apenas ilustrativa, se H > 0, os spins da rede
apontam para cima; se H < 0, os spins apontam para baixo. Ha possibilidade de magnetizacao
mesmo para H = (. Dessa forma, vé-se que a analogia feita acima, que designou a magnetizagao
como o parametro de ordem faz sentido. De fato, a magnetizacio é o parametro de ordem e a

transi¢c@o € continua. Um grafico andlogo ao da Figura 4 é mostrado na Figura 7.

M

Figura 7: Diagrama MT': magnetizacdo como parametro de ordem.

A susceptibilidade a temperatura constante, xr, € definida como: yr = Il{linm g—]\;, sendo
que no ponto critico, xr diverge. Do grafico da Figura 8 vé-se que ha um “achatamento”da
curva correspondente a 7' = T, o que implica uma mudanca descontinua em x7. Como
X7 estd relacionada a variancia de M, esse comportamento nas proximidades do ponto critico

implica em grandes flutuacdes de M na regido da criticalidade (SALINAS, 1997).

Apoés essa discussdo qualitativa de alguns exemplos de transicoes de fase e fenomenos
criticos, pode-se perguntar: como comportam-se grandezas tais como a susceptibilidade magnética
e a densidade nas proximidades da regido critica? O parametro de ordem também manteria
mesmo comportamento? Sabe-se que o ultimo € nulo para 7" > 7. e ndo nulo para ' < T,
mas, para T’ =~ T, o que acontece? Para tentar responder a tais questdes, o que significa estu-
dar os sistemas na regido da criticalidade, é que surgem as hipéteses de escala, tema que sera

discutido nas duas proximas secoes.
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Figura 8: Projecdo da superficie 4 M7 sobre o plano H M.

1.5 Universalidade e expoentes criticos

Grande parte das transicoes de fase que ocorrem na natureza sdo de primeira ordem.
Se analisarmos o grafico da Figura 3, percebemos que h4 apenas um ponto critico, ou no qual
ocorre transicdo continua, em contraposi¢dao a diversos outros pontos onde hd ocorréncia de
transi¢cOes de primeira ordem. Se transi¢cOes de primeira ordem sd@o mais comuns, por que o

interesse em estudar transi¢des continuas?

Uma resposta preliminar (e incompleta) seria que ha sistemas fisicos de grande interesse,
especialmente tecnoldgico, que exibem transicdes continuas. Porém, o interesse que estas
transicoes despertam estd numa caracteristica comum a todos os sistemas que a exibem: nas
proximidades do ponto critico, algumas propriedades de diferentes sistemas que passam por
transi¢cOes continuas comportam-se da mesma forma. Isso € o que se chama universalidade

(STANLEY, 1971; PARISI, 1988; MUSSARDO, 2010; YEOMANS, 1992).

Um exemplo desta caracteristica seria o fato de que o calor especifico no ponto critico da
transi¢cdo liquido-gds tem o mesmo comportamento que o calor especifico na regido critica da
transicao ferromagnética-paramagnética. Partindo disso, pode-se pensar que o comportamento
de grandezas como o calor especifico seria, na regido critica das transi¢des continuas, indepen-
dente da interacdes microscopicas entre os constituintes do sistema. E uma situagio paradoxal
pois, se ndo houvessem interagdes entre os constituintes do sistema, ndo haveriam transicoes de
fase. A solucdo para este aparente paradoxo vem com a Teoria de Grupo de Renormalizacdo,
desenvolvida em meados da década de 70 do século XX (WILSON, 1971a; WILSON, 1971b; YE-

OMANS, 1992). Nesta secdo, a preocupacdo serd em descrever, fisica e matematicamente, 0o
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comportamento de algumas grandezas na regido critica.

Nas proximidades do ponto critico, grandezas como calor especifico e susceptibilidade po-
dem ser descritas por leis de poténcia (STANLEY, 1971; PARISI, 1988; YEOMANS, 1992; HER-
BUT, 2006; MUSSARDO, 2010). Por exemplo, vamos definir uma varidvel, a saber, temperatura

reduzida, ¢, como: t = (T'— T¢)/Tc. Para T =~ T, tem-se que o calor especifico é:
Cy = Cy|t|™, (1.1)

onde C', (C_) refere-se at > 0 (out < 0). Em sistemas fluidos, também a variacdo da
densidade (nesse caso, o pardmetro de ordem) e a variacdo de pressdo das fases liquida e de

vapor, sdo dadas em termos de leis de poténcias:

pr—pa = po(—t)77, (1.2)
4
b —Pc _ PL — PG (1.3)
bc pc

Em geral, espera-se que as grandezas tenham comportamento assint6tico nas proximidades
do ponto critico, ou seja, quando ¢ ~ 0 (STANLEY, 1971; YEOMANS, 1992). Dessa forma, um
expoente critico associado com uma certa fungdo F'(¢) é dado por (HERBUT, 2006; YEOMANS,
1992):

A= limw, (1.4)
t—0 ln‘t’
F(t) = A1 +btM + ),

em que, apds tomar-se o limite e desprezar os termos de correcdo, pode-se escrever F'(f) em

termos de A, na forma:

F(t) ~ [t

A magnetizagdo, por exemplo, nas proximidades do ponto critico varia de acordo com a
relagdo: M (t) ~ (—t)ﬁ (STANLEY, 1971; YEOMANS, 1992). Usando a Equacéo (1.4), pode-se

escrever:

. InM
p = 15% m; (1.5)

dai conclui-se que, em geral, M é dado em termos de B,(—t)”(1 + B(—t)* + ...), ou seja, ha
termos de corre¢do na equagdo para M (¢), mas que se anulam em virtude do limite tomado na

Equacao (1.5).
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Grandeza Relacao
Calor especifico (H constante) Cg ~ |t|=
Magnetizagdo espontinea a campo nulo M(t) ~ (—t)P
Susceptibilidade isotérmica a campo nulo Xt ~ [t|7
Fungio de correlagdo em T G(r) ~ =
Comprimento de correlagio £~ |t|™Y

Tabela 1: Grandezas fisicas usadas na descri¢do de sistemas magnéticos na vizinhang¢a do ponto
critico.

Em sistemas magnéticos, as grandezas mais importantes que podem ser estudadas na regiao
da criticalidade sdo, além da magnetizacdo, a susceptibilidade isotérmica (yr), o calor es-
pecifico (Cy), a fungdo de correlagdo (G(7)) e o comprimento de correlagio (£). Na vizinhanga
do ponto critico, essas grandezas podem ser, assim como a magnetizagdo, escritas em termos

de leis de poténcia (STANLEY, 1971; YEOMANS, 1992).

Das grandezas citadas acima, duas sd@o de extrema importancia para que se possa ter nogao
de qudo precisa € a abordagem estatistica: comprimento de correlacdo e funcao de correlagdo.
Pode-se definir comprimento de correlacdo como a extensdo espacial de flutuacdes em uma
grandeza fisica em torno da média desta grandeza. Ja a fungdo de correlacdo, diz o quanto o
spin numa posicdo r estd correlacionado com um spin na posicdo 7’. Se ndo ha correlagao,
G(r) = 0. A fun¢ao de correlag@o, na vizinhanga da criticalidade, é dada por (STANLEY, 1971;
YEOMANS, 1992):

1
rd—2+n’

G(r) ~ (1.6)

onde d é a dimensdo do sistema e 7 é um expoente critico e, quando r — oo, G(r) — 0.
Quando kT > J, G(r) — 0. Quando mais distantes estiverem os spins um do outro, menor
serd a correlacdo. Na tabela 1, hd um resumo das grandezas fisicas mais usadas na descri¢ao de

sistemas magnéticos préximos da regiao critica, escritas em termos dos expoentes criticos.

O préximo passo é desenvolver mecanismos de calculo dos expoentes criticos, bem como
a descricdo de sistemas na regido critica. Com base em evidéncias experimentais, sabe-se que
sistemas fisicos exibem comportamento universal na regido de transi¢des coninuas. Partindo
dessa caracteristica, pode-se construir uma teoria para obter o valores destes expoentes criticos

universais. Isso serd descrito na proxima secao.
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1.6 Hipoteses de escala

Por meio da idéia de escala (STANLEY, 1971; WILSON, 1971a; WILSON, 1971b; YEO-
MANS, 1992), pode-se derivar todas as relacOes obtidas entre as grandezas termodinamicas e
0s expoentes criticos, bem como encontrar equacdes que relacionam esses mesmos expoentes,

com objetivo de obter previsdes tedricas para os valores destes.

Para alcancar tal objetivo, considere, por simplicidade, um ferromagneto uniaxial perfeito

(ou seja, no material, a magnetiza¢do tem um eixo preferencial). Deve-se assumir também que a

energia livre de Gibbs por unidade de volume (que, em principio, € uma funcdo da temperatura

e do campo magnético externo aplicado, /1) pode ser escrita, nas proximidades do ponto critico
(T~ T, ecom H = 0, como (STANLEY, 1971; YEOMANS, 1992; HERBUT, 2006):

1 H

(T H) = |t|“’\Iji(W>a (1.7)

em que VU, (z) parat > 0e W_(z) parat < 0 s@o fungdes de uma varidvel. A suposicdo

de escala, Equagdo (1.7), restringe a forma da fungéo f(7', H). Uma vez feita a suposigdo, as

leis de poténcia para magnetizacao, calor especifico e susceptibilidade surgem e pode-se obter

equagdes que relacionam os expoentes criticos.

Seja a magnetizacao por sitio da rede em H = ( escrita como:

of

_ 97 — 5T (0). .
o |,,_, It £ (0) (1.8)

m =

Como, parat > 0, o sistema € um paramagneto e m = (0, deve-se ter na Equacgdo (1.8)

U’ (0) = 0. A magnetizagdo é o pardmetro de ordem da transi¢ao para-ferromagnética, de
forma andloga a transi¢ao liquido-gés. Sendo assim, pode-se definir o expoente 3, por analogia

com a Equacdo (1.2), como:
m o (—t)?, (1.9)

para t < (. Comparando a Equacao (1.9) com a Equacao (1.8), tem-se:

goizv (1.10)

w

Para a susceptibilidade magnética, nas proximidades de T

a2f 1—2u
Y= — — [t 0(0). (1.11)
OH? |, _, *
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Comparando a Equagéo (1.11) com a equagdo y = ||, tabela 1, deve-se ter:

2u — 1
=t (1.12)
w

De forma andloga, para o calor especifico:

_ 01 (l - 1>t3u2, (1.13)

Heo Tc w\w

2
Taf

v ="Tors

em que « € dado por (por comparacdo da Equacdo (1.13) com a tabela 1):

1
a=2— — (1.14)
w
Usando as equacoes (1.10), (1.14) e (1.12) para eliminar u e w, tem-se uma relagao para os

expoentes criticos:

a+28+y=2. (1.15)

A equagdo acima € conhecida como identidade de Rushbrooke (STANLEY, 1971; YEOMANS,
1992). Em Termodinamica, a Equagdo (1.15) aparece como desigualdade (REICHL, 1998; YE-
OMANS, 1992; SALINAS, 1997). Experimentalmente, ha indicios de que as relagdes entre os
expoentes criticos sdo, de fato igualdades, sendo esta a justicativa fisica para as hipéteses de

escala (STANLEY, 1971; YEOMANS, 1992; HERBUT, 2006).

A hipétese de escala para a energia livre, Equacao (1.7), garante que os expoentes criticos
sa0 0s mesmos abaixo e acima do ponto critico. O mesmo nao € verdade para a funcdo de

escala, ¥, que tem formas diferentes parat > O out < 0.

Nos préximos capitulos, serd discutida a aplicacdo da técnica do operador diferencial ao
modelo de Ising, com o objetivo de descrever o comportamento de sistemas magnéticos diluidos.
O foco serd a aplicagdo ao modelo de Ising com dilui¢do por sitios, com destaque para estrutura
de rede do tipo ciibica de corpo centrado (body centered cubic, bcc), para posterior aplicacdo

ao estudo da transi¢@o ferro-paramagnética (ordem-desordem) da liga Fe,Al,_,,.
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2  Teoria de Campo Efetivo e técnica de
Monte Carlo

2.1 Consideracoes Gerais

Em Mecanica Estatistica, a descricado de muitos sistemas fisicos parte do conhecimento
da funcdo de particdo (REICHL, 1998; SALINAS, 1997) e, a partir desta, pode-se obter diver-
sas grandezas de interesse, a exemplo da energia livre, magnetizacdo, susceptibilidade, calor

especifico entre outras. No ensemble candnico, a fungao de particao é definida como:
Z:Tre’m{, (2.1)

em que 7'r(---) representa o traco matricial tomado sobre a hamiltoniana H que descreve o
sistema sob consideracdo, 5 = 1/kgT (kp é a constante de Boltzmann) e 7" é a temperatura

absoluta.

Quando existe alguma dificuldade inerente a obten¢do analitica da funcao de parti¢ao(por
exemplo, no modelo de Ising em trés dimensdes), pode-se obté-la através de aproximacodes
coerentes que permitem extrair informacdes quantitativas e/ou qualitativas para descrever, o
mais fielmente possivel, o sistema fisico. Por outro lado, procedimentos plausiveis em busca de
representacOes exatas para a Equacao (2.1), iniciam-se por diagonalizar a matriz H, reescrevendo-

a comao:

-3 e, (2.2)

i=1
em que \; representa os autovalores da hamiltoniana. No limite termodindmico, N — o0
(SALINAS, 1997) e, dessa forma, para resolver a Equacdo (2.2), deve-se calcular infinitos va-
lores. Por esse motivo, situacdes dessa natureza tém, em sua grande maioria, apenas solucdes
aproximadas. Dai surgem técnicas de aproximagio e computacionais com o objetivo de extrair

informacdes quando ndo quantitativamente pelo menos qualitativamente.
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Uma das técnicas para resolugdo de problemas deste tipo € a Teoria de Campo Efetivo (Ef-
fective Field Theory — EFT) (HONMURA; KANEYOSHI, 1979). Aliada a técnica do operador di-
ferencial proposta por Honmura e Kaneyoshi (HONMURA; KANEYOSHI, 1979) no fim da década
de setenta do século X X, com o objetivo de ser aplicada ao estudo do modelo de Ising, esta tem
sido bastante utilizada para o tratamento de diversos modelos envolvendo sistemas cooperativos
de varidveis de spins. A idéia consiste em considerar um sistema com /V sitios interagentes em
uma determinada rede e separd-la em duas partes distintas: uma representando um algomerado
(ou cluster) €) de n varidveis de spins e outra, que ndo possui spins pertencentes ao aglomerado,
denominada )’ (ver esbogo na Figura 9). Dessa forma, pode-se escrever a hamiltoniana total

como (KANEYOSHI et al., 1981)

H="Hq+Hq. (2.3)

Figura 9: Representacdo em duas dimensdes dos [V sitios interagentes. As propriedades fisicas
dos spins do aglomerado €2 sdo descritas por meio da hamiltoniana H,.

Para o ensemble canénico, a média de uma quantidade termodinamica () é definida como

(REICHL, 1998; SALINAS, 1997):

rlQe M
@)=

(2.4)

Se A((2) representa uma funcdo de varidveis de spins dentro do aglomerado, definida para
todos os spins pertencentes a este e O(2') uma fungio arbitraria de varidveis de spins externa ao
aglomerado, definida para um nimero qualquer de spins. Entao, em geral, a fungdo correlagao
de multi-spins é descrita como (HONMURA; KANEYOSHI, 1979; KANEYOSHI et al., 1981):

_ TrO()AQ)e P4
N Tr e BH '

(O()AQ)) (2.5)
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Na hipétese de que Hq e H'qr comutem, o trago sobre a Equagao (2.5) pode ser efetuado
da seguinte forma (CALLEN, 1963; SUZUKI, 1965; KANEYOSHI et al., 1981): primeiramente,
considere o trago sobre os spins pertencentes ao aglomerado, i. e., Trq; em seguida, sobre os

spins da vizinhanc¢a nao pertencentes ao aglomerado, T'rq,. Portanto, tem-se

_Tre [e PHar O(Q)Trq(A(Q)ePHe)]

(O(@)A®) L , 2.6)
que ainda pode ser reescrita como
Trole~PHar O(Q)Trg ¢ FHa TralAe )
(O()AQ) = e @7)
A aplicacdo das propriedades do operador trago permite escrever a eq. (2.7) como
Trle=PHO(Gy) gl 2]
(O(Q)AQ) = Trae 0 - (2.8)

Tr e BH
Da Equagéo (2.8) percebe-se que a média térmica de A({2) em um ensemble canédnico
(REICHL, 1998; SALINAS, 1997) pode ser escrita sob a forma

rQ e~ PHo
= (2B 29)

T'rq representa o traco parcial tomado sobre as varidveis de spins especificadas pela Ha-
miltoniana Hq, e (- --) a média termodindmica usual efetuada com a Hamiltoniana total H do
sistema. A Equacdo (2.9) € vdlida para qualquer valor de spin-S (SUZUKI, 1965; KANEYOSHI
etal, 1981) e qualquer dependéncia, com os spins localizados, do funcional 4(f2), desde que
a comutacdo entre Hq e Hg se verifique. Particularmente, para os sistemas classicos de spins
tipo Ising essa condigdo € satisfeita. Para modelos quanticos, generalizacdes de (2.9) podem
ser obtidas a exemplo do modelo de Ising na presenca de um campo transverso (KANEYOSHI;

JASCUR M.CUR; FITTIPALDI, 1993).

Apesar de ser uma relagdo exata, ha dificulades na manipulacdo analitica da Equacdo (2.9) o
que tem levado muitos autores a contornar esse problema por métodos alternativos, muitos dos
quais, gerando teorias de Campo Efetivo (HONMURA; KANEYOSHI, 1979; KANEYOSHI; JASCUR
M.CUR; FITTIPALDI, 1993; FITTIPALDI, 1994; FITTIPALDI; SARMENTO; KANEYOSHI, 1992) tendo
como ponto de partida a identidade de Callen-Suzuki (CALLEN, 1963; SUZUKI, 1965).

Na préxima se¢do uma breve descri¢do da técnica do operador diferencial serd apresentada,
sendo esta a base para a EFT, largamente usada na literatura nos dltimos anos e no presente

trabalho.
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2.2 Técnica do Operador Diferencial

Ao buscar-se solugdes para Equacgdo (2.9), ou seja, resolver o problema do célculo do

traco parcial desta equacdo, trilha-se o caminho da busca por uma funcio do tipo'

(AQ)) — (f(K, ;). (2.10)

A funcdo f(K, 0;) contém os parametros da hamiltoniana, K (= .J/kgT), além dos termos
relacionados aos spins, 0}, pertencentes ao aglomerado €)' que se encontram nas vizinhangas de
2. Para se obter o valor médio de f(K, 0;) é interessante utilizar a chamada técnica do operador

diferencial (HONMURA; KANEYOSHI, 1979; BARRETO; FITTIPALDI, 1981).

Pode-se relacionar o operador diferencial e uma funcdo exponencial por meio de expansao

em séries de poténcias, a saber

A" O
Ay =N 2.11
¢ ; n! O™ ( )

A expansdo de uma fungéo g(v + \) no entorno de A = 0, tem-se:

o0 n

A
. A (n) __AD,
g(v +X) = Z_% 19" (v) = e g(v), (2.12)
em que g™ representa a n-ésima derivada parcial de g com relagio a v. De modo simplificado,
v representa a variavel do niimero de spins do cluster. Assim, para cluster com apenas um spin

v = z, por simplicidade. Portanto, nesse caso

g(\) = e*g(z) (2.13)
=0
Dessa forma, pode-se escrever a Equacgado (2.10) como
) =T[5 ), .14
=0

JEQ
em que D, = 0/0z e j diz respeito ao conjunto de sitios que estdo na vizinhanga de 2. Como

f(z) ndo depende do estado de nenhum spin, em particular, esta pode ser removida para fora

L)~ (I i

'#(---) pode depender de um conjunto ainda mais extenso de varidveis.

do sinal da média. Portanto,

(f(K,0)) = < [T e P f=) (2.15)

jeQ
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Para sistemas de spin—1/2, as variaveis de spin possuem a propriedade: 0 =1le 02p =
o; (p € inteiro positivo), tem-se, para qualquer A:
A2 A
Ao ) N N 4 L
e =14 Ao + 2'0j+3' +4| +
A2, oM, AN
(l-l—g o; +EU +- )+aj(/\+3 +a+ )
=1 71
A2\ AN
(14-54-14— >+Uj<)\+3+a+ )
e i = cosh \ + ojsenh \. (2.16)

A Equacdo (2.16) é conhecida como identidade de Van der Waerden (TUCKER, 1994), com

oj==xle 0]2 = 1 e, com essa representacdo, a Equacdo (2.15) passa a ser escrita como

(f(K,0;)) = < 11 {cosh(K D,) + o;senh (K Dx)} >f(x) (2.17)

ke

=0

Pode-se calcular a magnetizagdao média através do cdlculo envolvendo variaveis de spins
pertencentes ao aglomerado (2. A prinicpio, por simplicidade, serdo considerados aglomerados
com um e dois spins e, dessa forma, pode-se utilizar a EFT, calculando-se as médias apenas re-
lativamente a vizinhanca do aglomerado sob consideracao (FITTIPALDI, 1994; ALBUQUERQUE;
FITTIPALDI; SOUSA, 2006; FREITAS; ALBUQUERQUE; MORENO, 2012b; FREITAS; ALBUQUER-
QUE; MORENO, 2012a) e referéncias citadas.

2.3 Modelo de Ising Puro

O modelo de Ising foi proposto por Wilhelm Lenz ao seu aluno de doutorado, Ernst
Ising, e 0 mesmo resolveu o modelo unidimensional em 1925 (ISING, 1925) chegando a con-
clusdo de que este ndo exibia transi¢do de fase. Em 1944, Lars Onsager resolveu o modelo
bidimensional (ONSAGER, 1944), mostrando que este exibe transicao de fase. De fato, o modelo
unidimensional ndo exibe transi¢do de fase para’l’ > 0 e o equivoco de Ising foi ter extrapolado

tal resultado para dimenensdes d > 1.

O modelo de Ising € utilizado desde o seu principio como prototipo para estudar o ferromag-
netismo e o anti-ferromagnetismo. Esse foi um dos primeiros modelos utilizados em Mecanica
Estatistica para explicar transi¢des de fase do tipo ordem-desordem, a exemplo de sistemas que

exibem magnetizagcdo espontanea (STANLEY, 1971; HERBUT, 2006; DOTSENKO, 2001).

Em geral, escreve-se o modelo em termos de varidveis discretas denominadas spins. Estes
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localizam-se em sitios de uma rede regular. Por simplicidade, considere o modelo de Ising de
spin-1/2, que € o modelo em que as varidveis de spins assumem um de dois estados possiveis,
a saber, 0 = +1. Na auséncia de campo magnético externo aplicado, a hamiltoniana desse

modelo é dada por

/H =—J O'Z'O'j, (218)

(i,5)
em que J corresponde ao parametro da interacao de troca (a principio variando para cada par
de spins), J > 0 corresponde ao caso ferromagnético e J < 0 ao caso antiferromagnético),
0;,(j) = £1 corresponde as varidveis de spins e (i, j) denota a soma entre os primeiros vizinhos

de um dado sitio numa rede de Bravais.

Considere aglomerados de um spin com m; = (o) e dois spins com my = %(01 +09). A
partir da Equacdo (2.18), as hamiltonianas Hg para as configuracdes de aglomerados de um e

dois spins sdo descritas como:
Hi = —Jor ) oy, (2.19)

J
7‘[2 = —J0102—J0120j/—J0220j//. (220)
j/ j//

Usando a equagao (2.9) para cdlculo de m; e ms, tem-se:
T?"{Ul} [Ule_BHl]
= 2.21
m < TT{O’I} [S_BHI] 7 ( )

<TT{U1+U2} [%(Ul + 02>€_BH2] >
TT{01+02} [676H2]

(2.22)

meo =

Resolvendo as equagdes (2.21) e (2.22) (ALBUQUERQUE; FITTIPALDI, 1994b), tem-se:

m, = <tanh(ZKai)> (2.23)

senh (u + v)
= 2.24
e <cosh(u +v) + e~2K12 cosh(u — v) >’ (2.24)

emqueuw = K) ,o0,v =K ,oneK = J/kgT. As equagdes (2.23) e (2.24) sdo
conhecidas como identidades de Callen-Suzuki generalizadas (SUZUKI, 1965; CALLEN, 1963).

A maior dificuldade em resolver as equagdes (2.23) e (2.24) esta na presenca das varidveis de
spins nos argumentos das fun¢des hiperbdlicas. Para resolver este problema, deve-se empregar

a técnica do operador diferencial introduzida na Secdo 2.2. Aplicando a Equagdo (2.17) as
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equagoes (2.23) e (2.24), tem-se:

my = <H[cosh(KDx) + ojsenh (KDx)]> f@)] (2.25)
i#1 =0
my = < H[cosh(KDx) + o;senh (K D,)] H[cosh(KDy) + o;senh (K D,)] x
J#1 J#2
[ lcosh(K D, + KD,) + oysenh (KD, + KDy)]> gz, y) . (2.26)
k#1,2 z,y=0

em que o produtdrio € realizado sobre os vizinhos mais préximos do(s) spin(s) que forma(m)
o(s) cluster(s), sendo que o ultimo termo a direita da equacgdo (2.26) somente surge quando os

dois spins do cluster t€ém vizinhos em comum.

As fungdes f(x) e g(x,y) sdo definidas como (ALBUQUERQUE, 1996; FITIPALDI; ALBU-
QUERQUE, 1992):

f(z) = tanh(z),

(2.27)
senh (z + y)
g(JJ, y) = —2K )
cosh(z + y) + e~2K12 cosh(z — y)
As fungdes f(z) e g(x,y) definidas em (2.27) satisfazem as seguintes propriedades:
f(@) = =f(=x), (2.28)

que juntamente com as propriedades do operador diferencial, definido em (2.13), permite con-
cluir que apenas funcionais impares (®(D);pqr). atuando sobre uma fungdo f(z) ou g(z,y),

contribuem para as expressoes (2.25) e (2.26), i.e.,

Dpar(De) f(2) la=0 = 0, (2.30)
(I)PGT(Dl’vDy)g(xvy) |x=0,y:0 = 0. (231)

As equacdes (2.25) e (2.26) sao a base para o estudo do modelo de Ising puro por meio da
EFT (ALBUQUERQUE, 1996; FREITAS; ALBUQUERQUE; MORENO, 2012b; FREITAS; ALBUQUER-
QUE; MORENO, 2012a; ALBUQUERQUE; FITTIPALDI; SOUSA, 2006; FITIPALDI; ALBUQUERQUE,
1992). Na préxima secdo, o tratamento tedrico desenvolvido aqui serd utilizado para estudo do

modelo de Ising diluido.
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2.4 Modelo de Ising Diluido

No modelo de Ising com diluicdo, a hamiltoniana (2.18) € reescrita na forma (na

auséncia de campo externo aplicado):

H = — Z Jijaiaj- (232)
(4,3

No problema de dilui¢dao usual por ligacdes, J;; sdo interagdes de troca que obedecem
a uma distribuicao de probabilidades temperada (quenched) (SANTOS-FILHO, 2008), denotada
por P(.J;;) onde se assume que esta seja independente das P(.Jy,;) para outras ligacoes (kl). A
média configuracional de uma quantidade (){J;;}, que dependa do conjunto {.J;; }, é definida

por:

(@Q{Jy}) = o Q{Ji} P(J;;)dJs;, (2.33)
[ el
P(Jiy) = pé(Ji; —J) +qd(Jyj).

Uma vez que a hamiltoniana (2.32) depende da configuracdo espacial, através da constante

de acoplamento J;;, que varia de sitio a sitio, € conveniente escrever este tltimo como
JZ']' = GijJ, (2343)

Jij = €€, (2.34b)

em que a Equacdo (2.34a) € utilizada no modelo de dilui¢do por ligagdes e a Equagao (2.34b)
para dilui¢do por sitios, €;;(¢;) sdo varidveis aleatdrias (operadores de ocupacdo) que assumem
valores iguais a um ou zero, a depender da ocupacdo ou nao, respectivamente, de um sitio da

rede, e obedecem a seguinte distribui¢do de probabilidades:
P(e) =pd(e — 1) + (1 — p)d(e), (2.35)

em que € = ¢;;, para dilui¢@o por ligacdes e € = ¢;, para dilui¢do por sitios.

Com a notagdo usada, p representa a probabilidade de existir uma ligagdo magnética entre
spins, por exemplo, p(**"? (ou um sitio ocupado magneticamente, p{*?*?)) e 1—p, a probabilidade

de ndo ocorrer a ligacio (ou um sitio ser ocupado ndo-magneticamente ou vazio).

As consideragdes acima, referentes a natureza aleatéria dos acoplamentos J;;, devem ser

introduzidas nas equagdes de estado que descrevem as magnetizagdes por spins estabelecidas
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em (2.25) e (2.26). Usando a identidade de Van der Waerden (TUCKER, 1994), tem-se:

e fiulr = cosh(Ke;;D,) + o;senh (Ke;;D,,)
= 1—e¢;+e€j(cosh(KD,)+ o;senh (KD,,)), diluicdo por ligagdes
= 1 — €€ + €ej(cosh(KD,) + o;senh (KD,,)), diluig¢do por sitios.
(2.36)

Aqui, D, = D,, D, ou ainda D, + D, (vizinhos comuns), com K = J /kpT e utiliza-
se o fato de que (¢;;)" = €;; e (¢;)" = ¢ para n inteiro positivo. Dessas consideragdes, as

hamiltonianas descritas em (2.19) e (2.20) assumem as formas:
7‘[1 = —Ulzjle'j, (237)
J

7‘[2 = —J12010'2 _O—lzt]lj’o—j’ —O'QZJQJ'/IUJ'//. (238)
i j//

J

Com isso, as equagdes (2.21) e (2.22) passam a ser escritas como:

: (2.39)

=0

my = < H[COSh(KljDI) + ojsenh (Klij)]>f(x)
A1

meo = < H[COSh(KUDI) + ajsenh (Klij)] H[COSh(KQij) + Ujsenh (KQJDy)] X
A1 i#2
(2.40)

z,y=0

H [cosh(K1x D, + Ko Dy) 4 opsenh (KD, + ngDy)]>g(x, Y)
kA1,2

No préximo capitulo, serd realizada a aplicacdo do presente formalismo, objeto deste tra-
balho, para descrever as propriedades magnéticas das ligas Fe-Al, com destaque aos resultados
recentemente publicados (FREITAS; ALBUQUERQUE; MORENO, 2012b; FREITAS; ALBUQUERQUE;

MORENO, 2012a). Antes, serd apresentada, de forma breve, a técnica de Monte Carlo.

2.5 Técnica de Monte Carlo

2.5.1 Consideracoes Preliminares

Numa simulagao Monte Carlo, tenta-se resolver problemas que envolvem sistemas que
mudam com o tempo sem seguir uma forma bem definida. A forma com que tais sistemas

mudam pode depender, por exemplo, de uma sequéncia de nimeros aleatdrios, gerados durante
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a propria simulagdo (LANDAU; BINDER, 2000).

Entre os sistemas que se enquadram na categoria acima citada, estdo redes discretas, ini-
cialmente vazias, que t€m seus sitios aleatoriamente preenchidos (seria um exemplo simples
de percolacao); fractais; sistemas com muitos constituintes, a exemplo de sistemas magnéticos
desordenados; dinamica molecular, entre outros. Em geral, o método Monte Carlo € usado para

resolugdo de problemas dificeis de se tratar de forma analitica.

O nome “Monte Carlo” foi dado por Metropolis (METROPOLIS; ULAM, 1949; METROPOLIS
etal., 1953) por causa da semelhanca entre a simulacdo e os jogos de azar e porque a capital de
Mobnaco, Monte Carlo, € um dos centros desses jogos. A primeira exposi¢ao sistemdtica deste
método deu-se com a publicagdo do artigo The Monte Carlo Method por N. Metropolis e S.
Ulam (METROPOLIS; ULAM, 1949).

Para ilustrar como o método de Monte Carlo funciona, pode-se partir do problema que se
quer tratar neste trabalho: como comporta-se um sistema de spins que interagem com o ambi-
ente externo? Este ambiente externo € chamado de banho térmico. Na linguagem da Mecanica
Estatistica, o “papel” desse banho térmico é trocar energia com o sistema de spins e leva-lo
a alcancar o equilibrio témico em alguma temperatura 7' (SALINAS, 1997; LANDAU; BINDER,
2000). Quando o sistema ganha ou perde energia para esse banho térmico, os spins mudam (1
ou |, £1, no caso do modelo de Ising de spin-1/2), levando o sistema a uma nova distribui¢ao
de microestados (SANTOS-FILHO et al., 2007). Cada um destes microestados corresponde a um
arranjo particular de spins. Os valores medidos de propriedades termodinamica tais como a
magnetizacdo, dependem da probabilidade de encontrar o sistema em uma configuracao parti-

cular de microestados.

O método Monte Carlo simula a troca de energia entre o sistema de spins € o banho térmico.
No caso do método Monte Carlo cldssico, no ensemble candnico, calcula-se a variagao de ener-
gia (A F) resultante na mudanca de estado de um spin (1 ou |, por exemplo); gera-se um nimero
aleatdrio; compara-se este nimero com exp (—AF /kgT') e, depois disso, permite-se ou ndo a
troca de estado do spin. Procede-se dessa forma para todos os outros spins da rede, aceitando-se
ou nao a mudanga no estado do spin, repetindo-se o procedimento para outros valores de 7', se

necessario.

Como o fator de Boltzmann depende da temperatura, vé-se que a possibilidade ou ndo
da troca no estado do spin também dependerad da temperatura. Se a troca de spin favorecer a
minimizacdo da energia, sua probabilidade do ocorrer € maior. O inconveniente dessa aborda-
gem € que muitos passos sdo necessdrios até o sistema atingir o equilibrio térmico. Com isso,

exige-se um alto custo computacional para implementacdo do método em redes discretas, nas
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quais deve-se levar em conta um nimero muito grandes de spins.

Devido a essa limitagdo computacional, embora conhecida desde o final da década de 1940,
a técnica de Monte Carlo s6 comegou a ser aplicada em grande escala apds o desenvolvimento
dos computadores, sendo otimizada a cada nova geracdo de computadores e algoritmos com-
putacionais. Estes algoritmos melhoram o desempenho da simulacdo, diminuindo o tempo
computacional, aproveitando o maximo oferecido por cada geracdao de computadores. Dentre
esses algoritmos, destaca-se o mais comumente utilizado: o algoritmo de Metropolis, que sera

brevemente exposto, em suas principais caracteristicas, na proxima secao.

2.5.2 Algoritmo de Metropolis

Este € o algoritmo mais comumente usado em simulacdes Monte Carlo. Baseia-se
na criacao de uma nova configuracio a partir de uma configuracio anterior (LANDAU; BINDER,
2000; SANTOS-FILHO et al., 2007). Considere um sistema num estado inicial n. O objetivo é fazer
o spin mudar para o estado n’. O primeiro passo € calcular a varia¢ao de energia em decorréncia
da alteragdo do estado do sistema: AE = E,, — E,. Se a energia do sistema diminuir ou nao
mudar, entdo gera-se o novo estado n’, levando o sistema de n para n’. Se a energia aumentar
com a alteragfio, gera-se o novo estado com probabilidade e #*F (a probabilidade do sistema
manter-se no antigo estado é dada por (1 - e #2F)). Com isso, a taxa de transicdo (taxa em que
sistema faz transi¢@o para o estado n’ ou saindo do estado n’ para outro estado qualquer) do
algoritmo de Metropolis € dada por (LANDAU; BINDER, 2000; SANTOS-FILHO, 2008):

1, se AE<O0

W(n—n')= (2.41)
e PAE se AE >0

A taxa de transi¢ao, W (n — n'), satisfaz a condi¢do de balango detalhado. Esta diz que a
razao entre as taxas de transicdo n — n’ e n — n’ € igual a razdo entre as probabilidades delas
ocorrerem, P(n’) e P(n), respectivamente:

W(n—n') P(n) _ -8AD
W(n' —n) P(n)

(2.42)

Desta forma, pode-se implementar o algoritmo de Metropolis seguindo os passos (SALINAS,

1997; LANDAU; BINDER, 2000; SANTOS-FILHO, 2008):

1. Escolhe-se um estado inicial.

2. Escolhe-se um sitio 7 da rede.
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3. Calcula-se a variag@o de energia A E resultante da possivel mudanca no estado do spin ¢

(se o spin for invertido).

4. Se AE < 0, aceita-se a nova configuracdo. Se AFE > 0, gera-se um nimero aleatério

o~ BAE

rentre 0 e 1. Se > r, aceita-se a nova configura¢do. Caso contrario, rejeita-se a

nova configuracio.

5. Escolhe-se outro sitio e recomega pelo passo 3.

A razdo entre as probabilidades na Equagdo (2.42) deve ser igual ao fator de Boltzmann
porque o modelo utilizado é o Monte Carlo cldssico. A criagcdo de uma nova configuracao
a partir de uma configuracdo anterior é chamada de processo markoviano. A esse processo
markoviano é que estd associada a taxa de transicdo W (n — n'), que depende somente dos

estados inicial, n, e final, n’.

Quando ndo hd variagdo com o tempo da probabilidade P(n) é que vale a Equacéo (2.42).
Como condig¢do para que o processo markoviano possa levar o sistema a atingir o equilibrio, o
sistema deve poder acessar, com igual probabilidade, todos os microestados acessiveis, a partir
de um dado estado inicial, ou seja, o processo deve ser ergddico. A hipétese ergddica € o ponto

de partida da Mecanica Estatistica.

Por meio da simulagao Monte Carlo, pode-se calcular o valor médio de uma grandeza fisica

(@) através da equag@o:

1 N
Qv =+ Z:; o (2.43)

sendo )y uma estimativa para o valor de (()), com N muito grande. Quando se trata de
sistemas magnéticos, as médias de grandezas fisicas tais como magnetizacao e susceptibilidade

sao dadas pelas equagoes:

1 N
Mj = NZ(R,
i=1

1 n
(M) = EZM]-, (2.44)
j=1
1
x = () = (M)°), (2.45)

em que NV representa o numero de sitios da rede e n representa o nimero de passos de Monte
Carlo.

No proximo capitulo, serdo apresentados os resultados da aplicagdo da Teoria de Campo
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Efetivo ao modelo de Ising de spin-1/2 com dilui¢ao por sitios bem como comparagdo destes
com os obtidos via simulagdo Monte Carlo. Apds este preambulo, os resultados obtidos serdao

utilizados na descri¢cao de propriedades magnéticas das ligas Fe-Al.
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3 Aplicacoes a sistemas magnéticos
diluidos

3.1 Modelo de Ising com diluicao por sitios em uma rede bec

Com o objetivo de estudar o modelo de Ising com dilui¢do por sitios, deve-se apli-
car a segunda das equacdes (2.36) as equacdes (2.39) e (2.40). Antes, deve-se fazer algumas

consideragdes sobre médias configuracionais e acoplamento de varidveis de spins.

Como a distribui¢ao dos sitios da rede € do tipo temperada (ou quenched) (ALBUQUERQUE,
1996; SANTOS-FILHO, 2008), deve-se, além do calculo das médias térmicas, fazer o calculo das
médias configuracionais das grandezas fisicas por meio da Equacao (2.33). Para o modelo de

Ising diluido, deve-se ter, para a média configuracional dos ¢;:
<€i>c B / P(Ei)ﬁidEi

= [i- 8- 1) + ad(elede
~ (1-q) (3.1)

com P(¢;) dado pela Equagdo (2.35) e (1 — ) = p. Dessa forma, a segunda das equagdes (2.36)

€ reescrita como:
e KiPr =1 — (1 — q)* + (1 — q)*(cosh(K D,,) + oysenh (K D,,)). (3.2)
Aplicando a Equacdo (3.2) as equagdes (2.39) e (2.40), tem-se:

my = <H[1 —(1—=¢)* + (1 — ¢)*(cosh(K D,) + o;senh (KDx))}>f(x)
A1
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mo = <ﬁ[1 — (1 =¢)*+ (1 —¢q)*(cosh(K D,) + ojsenh (K D,))] x
J#1

Z/

[ = (=) + (1= g)*(cosh(K D,) + o;senh (K D,))] x
J#2

Z//

[T-0-9%+1-q)’(cosh(KD, + KD,) +
k#£1,2

, (3.4)

z,y=0

orsenh (KD, + KDy))]>g($, Y)

onde o produto é feito sobre os vizinhos mais préximos (z), segundos vizinhos (z’) ou vizinhos

compartilhados (z”) do(s) spin(s) sob consideragao.

O célculo das equagdes (3.3) e (3.4) envolve produtos de varidveis de spin do tipo (0;0,;0...).
Por meio da EFT (BARRETO; FITTIPALDI, 1981; FITTIPALDI; SARMENTO; KANEYOSHI, 1992),
desconsidera-se a correlac@o entre o produto de varidveis de spin, levando-se em conta também

que, na média configuracional deve-se ter ((0;)). = m (magnetizagdo média por spin) e:
(oi0j0k) ~ (0:)(0;) (o) = m?, (3.5)

na aproximacao de Zernike (ZERNIKE, 1940), desacoplamento de ordem zero das correlacdes

de spins. Além disso, tem-se:

(o7 = 1 (3.6)
(0:). (3.7)

—
Q

<
3
+
AR

=

|

A Equacdo (3.5) € uma aproximag¢do que ndo leva em conta correlagdes de ordem mais alta
entre os spins (HONMURA; KANEYOSHI, 1979; KANEYOSHI et al., 1981), encontrada em outros
tipos de aproximagao para o modelo de Ising como a Teoria de Campo Médio (SALAZAR et al.,
2002). Ja as Equagdes (3.6) e (3.7) sdo exatas, o que difere a EFT da Teoria de Campo Médio
(Mean Field Theory, MFT) (INDEKEU; MARITAN; STELLA, 1982; INDEKEU; MARITAN; STELLA,
1987).

O proximo passo agora € aplicar as equagoes (3.3) e (3.4), utilizando as Equagdes (3.5),
(3.6) e (3.7), a uma estrutura particular: a rede ctibica de corpo centrado ou rede bcc (do inglés
body centered cubic). Tal sera feito separamente: para aglomerados com 1 spin e aglomerados

com 2 spins.
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3.1.1 Aglomerados com 1 spin

Cada spin da rede bcc tem z = 8 vizinhos mais préximos. Aplicando as aproximacgdes
(3.5), (3.6) e (3.7) a Equacdo (3.3), a magnetizacdo média para algomerados com 1 spin pode

ser escrita como:

m=[1—(1—¢)*+ (1 — g)*(cosh(K D,) + msenh (KD,))]" f(z) ) (3.8)
Com f(x) = tanh (x) e z = 8, tem-se:
m=[1—(1-¢)?+(1—q)*(cosh(KD,) + msenh (K D,))]" tanh(z) . (3.9)

Escrevendo cosh(K D,) e senh (K D,) em termos de fungdes exponenciais, aplicando-os

em tanh(x), levando em conta que tanh(—x) = — tanh(x) e a Equacao (2.13), tem-se:
senh (K D, ) tanh(x) . = %[BKD“ — e~ "*Pe] tanh(x) -
_ %[tanh(K) ~ tanh(—K)] = tanh(K)  (3.10)
cosh(K D,,) tanh(z) . = %[eKDm + e %P=] tanh(z) .
= %[tanh(K) + tanh(—K)] = 0. (3.11)

Expandindo os termos na Equacao (3.9) e utilizando as equacdes (3.10) e (3.11), pode-se

escrever a equacao para magnetizacdo em polinomios de m, na forma:

m = Ai1(q, K)m + Ay 5(q, K)m® + Ay 5(q, K)m® + Ay 7(q, K)m”. (3.12)

Os termos A,, ; foram obtidos por meio de programa computacional (ver Apéndice A). O

Ay 1, por exemplo, tem a forma (para ¢ = 0):

1 3 7 7

Ay = T tanh(8K) + 3 tanh(6K) + 3 tanh(4K) + 3 tanh(2K). (3.13)
As expressOes para os coeficientes sdo, em geral, muito extensas e ndo serdo exibidas aqui
(algumas delas sao mostradas no Apéndice A). A resolucdo da Equacgdo (3.12) permite escrever
a magnetizagdo como fung¢do da temperatura, ja que K = J/kpT. Pela dependéncia dos coefi-
cientes A,,; com a concentragdo ¢, ¢ evidente que a magnetizacdo também depende do grau de
dilui¢do do modelo. Nesse caso, p = 1 — ¢ representaria o percentual de sitios da rede ocupados

por variaveis de spins, que podem assumir os valores =1 (ou 1 e |, por exemplo) e ¢ = dilui¢ao
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da rede. Numa liga real como a Fe-Al, 1 — ¢ seria a concentracio de 4tomos magnéticos (Fe) e

q a concentracao de atomos nao-magnéticos (Al, lembrando que ¢ = 1 — p).

1.0

Ising puro

— =02
~S 084 — q=03
= —— q=04
—
= —— =05
~ 0.6
o
S
3
! 0.4 4
b
o
c
o)) 0.2+
©
=

0.0 T T ) T )
1 2 3 4 5 6 7
k, T/

Figura 10: Magnetizagdo versus temperatura reduzida (kz7'/.J), para diversos valores de g.

Para o modelo de Ising puro (¢ = 0), a temperatura critica obtida foi kgT./J = 7,06,
igual ao valor obtido em (DIAS; SOUSA; PLASCAK, 2009). O valor obtido por meio de simulac¢ao
Monte Carlo é kgT./J = 6,36 (LUNDOW; MARKSTRSM; ROSENGREN, 2009). Como se pode ver
no grafico da Figura 10, a magnetizacao reduzida mantém-se constante (e igual ao valor inicial,
M), comegando a variar quando 7' se aproxima de seu valor critico. Na vizinhanca do ponto

critico, m varia de acordo com a lei de poténcia expressa pela Equacao (1.9).

O carater de diluicdo do modelo fica expresso pela diminui¢do do valor da magnetizagao
a medida que a concentracdo ¢ aumenta. A concentracdo critica, obtida por esta abordagem,
na qual m — 0 (T.(p.) — 0), é g. ~ 0,54. Isso implica p. ~ 0,46, resultado bem préximo
ao obtido por Dias, p. = 0,469 (DIAS, 2009). Outra caracteristica importante da diluicdo €
que, quando aumenta-se a concentragdo ¢ de sitios vazios, diminui-se cada vez mais o valor
da temperatura critica, o que fica claro no grafico da Figura 10. Fisicamente, o aumento na
concentracdo de sitios vazios (ou, num material real, introducdo de dtomos nao-magnéticos)
destrdi, pouco a pouco, o ordenamento magnético, fazendo com que os aglomerados com sitios
preenchidos (ou d&tomos magnéticos) ndo consigam estender-se por toda a rede. No gréfico da

Figura 11, descreve-se a variacao da temperatura critica reduzida como fun¢do da concentragao.

O modelo de Ising exibe um comportamento peculiar, que pode ser visto também no gréfico
da Figura 11. Muito embora o valor da concentragao critica, ¢. (ou p. = 1 — g.), somente de-

penda da estrutura de rede, a declividade da curva T.(q) na regido critica depende do modelo
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Figura 11: Diagrama para temperatura critica reduzida em fun¢do da concentragao q.

1 dT.
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1993; ALBUQUERQUE; FITTIPALDI, 1994a), o que pode ser facilmente visualizado na Figura

utilizado: no caso do modelo de Ising, a declividade

p. — 00 (SOUSA; ALBUQUERQUE,

11. Outro aspecto apresentado no grafico da Figura 11 € que a temperatura abaixo da qual ha
ordenamento magnético diminui a medida que a concentracio ¢ aumenta até anular-se (rigoro-

samente falando, tender a zero) na concentracao critica.

Na Figura 12, observa-se que a magnetizagdo diminui até anular-se na concentragao critica,
q., sendo que, para diferentes valores de temperatura, tem-se diferentes valores de ¢., e pode-
se perceber, na mesma Figura 12, que, a medida que 7" aumenta, g. diminui. Isso se d4 pelo
aumento da contribui¢ido da energia térmica para a desordem do sistema a medida que a tem-
peratura aumenta, fazendo com que a magetizacdao se anule mesmo se nenhum sitio da rede
estiver vazio (DOTSENKO, 2001). Para certo valor de temperatura, nao havera magnetizacao es-
pontéanea, ja que os spins da rede estardo orientados aleatoriamente, sem ordenamento de longo

alcance.

3.1.2 Aglomerados com 2 spins

Com aglomerados de 2 spins, hd necessidade de calcular a média configuracional da

fun¢do g(x,y), Equacdo (2.27), ja que esta é escrita em termos da constante de troca dada pela
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Figura 12: Magnetizacao reduzida em fun¢do da concentracdo ¢ para diferentes valores de
temperatura.

Equacio (2.34b). Usando a Equagio (2.33), (g(z,y)). € escrita como:

senh (z + y)
— P(K:) K
el = [ o | pusyars
h(z+y)
a2 sen
(1=4) cosh(z +y) + e~2K cosh(z — y) *
senh (z + y)

(1-(1—-q)? (3.14)

cosh(x + y) + cosh(z — y)’
onde P(¢;;) é dado pela Equagdo (2.35).

Combinando a expressdo para g(x,y) dada pela Equacdo (3.14) com a Equacdo (3.4),

encontra-se uma expressio para a magnetiza¢ao por spin na forma:

6
m = Aya(q, K)m* . (3.15)
1=0

A partir da expansao dos termos da Equacao (3.15), pode-se tragar os diagramas de magneti-
zacdo em funcdo da temperatura e temperatura critica em fun¢do de ¢ (concentracdo de sitios
vazios), bem como encontrar o valor da temperatura critica, 7., quando m — 0. As expressdes
para os coeficientes As,(q, K), obtidas via programa computacional, da Equagdo (3.15) nio
serdo mostradas aqui por questdo de praticidade, ja que envolvem muitos termos e seria invidvel
colocé-las neste texto. A temperatura critica obtida para o modelo puro, com algomerados de
dois spins, é kgT/J = 6,96. O grafico da Figura 13 mostra uma comparagio entre os diagramas

de magnetizacdo em funcao da temperatura para clusters com um e dois spins.
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Magnetizagéo (M/M )

kg T/

Figura 13: Diagramas da magnetizacdo versus temperatura reduzida (kgT'/.J), com clusters de
1 e 2 spins.

O diagrama de T, versus q € mostrado no grafico da Figura 14 e pode-se perceber que ha
uma pequena diferenca entre os valores de 7.(q) obtidos para cluster com dois spins relativa-

mente aos valores obtidos para cluster com um spin.

K T3

0.6

Figura 14: Diagramas T, versus q para clusters com 1 e 2 spins.

A diferenca entre valores de temperatura critica obtidos para clusters diferentes somente se-
ria consideravel quando fossem tratados aglomerados com tamanhos muito maiores, por exem-
plo ao se comparar resultados obtidos com cluster de dois spins e os obtidos para cluster com
doze spins (ALBUQUERQUE; SANTOS-SILVA; MORENO, 2009), por exemplo. A principal dificul-

dade em trabalhar com aglomerados muito grandes se da pela estrutura da rede, pois quanto
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mais complexa for esta estrutura maior a dificuldade em tratar computacionalmente as grande-

zas envolvidas, o que implicaria num aumento do niimero de termos das equagdes envolvidas.

A escolha do numero de spins do aglomerado determina a convergéncia da abordagem de
campo efetivo. Quanto maior o nimero de spins, maior a precisdo nos valores criticos obtidos.
Porém, na escolha do niimero de componentes do algomerado deve-se levar em conta a simetria
de rede considerada, sendo que tal aglomerado deve ser escolhido de tal forma que sua estrutura

siga a simetria da rede em questao.

O célculo do expoente critico v associado ao comprimento de correlagdo ¢ (ver Tabela 1,
pag. 15), faz-se utilizando os coeficientes A,, 1 (¢, ') associados a expansdo da magnetizacdo
para os algomerados aqui tratados, com um e dois spins. Para aglomerados com um spin,
tem-se A; (¢, K); para aglomerados com dois spins, tem-se As 1(q, K’). Nas proximidades do

ponto critico, a magnetizagcdo obedece a relagdo de escala (1.9). Quando m — 0, a relag@o:
Al,l(qv K) = As.(q, K'), (3.16)

fornece o valor critico K, (SOUSA; ALBUQUERQUE, 1993; ALBUQUERQUE; FITTIPALDI, 1994a).
Da Equacdo (3.16), resulta a relagdo de recorréncia (ALBUQUERQUE, 1996):

K' =K'(K)— K=K =K, (naregido critica), (3.17)

A relagdo de escala envolvendo os coeficientes K e K’, para aglomerados com 1 e 2 spins,
pode ser escrita por meio das equagdes (3.16) e (3.17) da seguinte forma (SOUSA; ALBUQUER-
QUE, 1993; ALBUQUERQUE; FITTIPALDI, 1994a) (ver apéndice B):

= Wb (3.18)

0471 1(q,K)
— ok |K=K.
94y 1 (0, K)

oK/ |K’:KC

_d_
9d—5

QUE, 2000), onde d € dimensao da rede estudada. No presente caso, d = 3 e L = 34/ 21, 0 que

A relagdo de escala a ser considerada € tal que L = 3 (SLOTTE, 1987; ALBUQUER-

fornece, para v, a expressao:

v = | . (3.19)

oK |K=Kc
In 942 1(a,K")
R |K/=K.

Utilzando a Equacdo (3.19) e as expressoes para os coeficientes A, ;(q, K) e As1(q, K')

dadas pelas expansoes das equagdes (3.12) e (3.15), obteve-se v = 1,02. Na literatura, o valor
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de referéncia € v = 0,63 (STANLEY, 1971; PARISI, 1988; ALBUQUERQUE; SANTOS-SILVA; MO-
RENO, 2009). Embora distante do valor mais condizente com resultados de expansdes em séries
e experimentos, por exemplo, o que se obteve para v neste tratamento com 1 e 2 spins mostra-se
melhor quando comparado a outros trabalhos feitos utilizando-se a mesma abordagem de campo
efetivo (SALAZAR et al., 2002; ALBUQUERQUE; SANTOS-SILVA; MORENO, 2009). A convergéncia
para o valor 0.63 somente se daria aumentando-se muito o nimero de spins do aglomerado
(HONMURA; KANEYOSHI, 1979), o que, como discutido anteriormente, nao € vidvel do ponto de
vista computacional. Contudo, essa abordagem serve muito bem para uma descri¢ao qualitativa
sobre o comportamento de sistemas magnéticos diluidos, em especial, quando aplicada a ligas

bindrias tais como a Fe-Al (ALCAZAR; PLASCAK; SILVA, 1986; OUBELKACEM et al., 2010).

Na proxima sec¢do, serd feita uma comparragdo entre os resultados obtidos via técnica do
operador diferencial e simulagdo Monte Carlo. A seguir, a EFT serd utilizada para descri¢do
de algumas propriedades magnéticas de ligas Fe-Al, em estudo que visa tanto uma descri¢cao
qualitativa dos diagramas de fases quanto uma analise quantitativa de certos valores criticos

dessas propriedades magnéticas.

3.1.3 Comparacao com dados obtidos via simulacao Monte Carlo

Nas duas dltimas se¢des foram apresentados resultdos do estudo da rede bcc via EFT,
com clusters de 1 e 2 spins. Nesta secdo, resultados do estudo da bcc por meio da técnica de
Monte Carlo serdo apresentados. Em geral, esta técnica, se bem utilizada, permite que se ob-
tenha valores mais precisos de expoentes criticos associados a varia¢ao de grandezas tais como
a magnetiza¢do e comprimento de correlacdo, por exemplo, nas vizinhangas da temperatura
critica ;.. A titulo de comparagdo, esta secao trara graficos com dados relativos a EFT e técnica

Monte Carlo, confrontados de forma a assegurar a validade da aproximacao feita pela EFT.

A magnetizagdo reduzida € o parametro de ordem que define a transicdo continua em siste-
mas magnéticos, como por exemplo a transicao ferro-paramagnética em ligas tais como a Fe-Al.
Ao contrério de aproximagdes tais como a de campo médio, numa simulacdo Monte Carlo ndo
sao desconsideradas as correlacoes, e, por questdes de limitagcdo computacional, ha dificuldade
de se considerar redes com um nimero muito grande de spins: na simulacdo Monte Carlo, as
redes sdo finitas e deve-se fazer um tratamento correto para lidar com as condi¢des de contorno,
caso contrario pode-se obter resultados incorretos para médias de grandezas fisicas tais como a

magnetizagao, por exemplo.

O algoritmo utilizado para simulacdo foi o de Metropolis, com niimero de spins variando

entre 8 x 103 até 2,16 x 10° (L = 20 até L = 60). Foram utilizados cerca de 10* passos de
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Monte Carlo (MCS) por sitio da rede, sendo que os primeiros 2 x 10® foram descartados. O
procedimento foi repetido para cada intervalo de temperatura considerado (AT = 0, 1), sendo
que as grandezas fisicas tais como magnetiza¢ao por spin, susceptibilidade, eram calculadas
apos o descarte inicial. Na Figura 15, tem-se o grafico da magnetizacao reduzida em fungdo de
kgT/J, calculada utilizando-se a Equacao 2.44, com dados obtidos via simulagdo Monte Carlo,

comparados com o resultado fornecido via EFT-1 com cluster de 1 spin.

e MC, g=0
MC, q=0.1
¢ MC, g=0.2
—EFT 1, g=0
—EFT 1, g=0.1
——EFT 1, q=0.2

Magnetizagéo (M/M )

k,T/3

Figura 15: Diagramas de magnetizacao para varias concentragdes q, com L = 40.

O valor para temperatura critica obtido via simulacdo Monte Carlo, para o modelo puro,
ou seja, ¢ = 0, foi de kpT/J = 6,36, proximo do valor obtido nas referéncias (LUNDOW;
MARKSTRSM; ROSENGREN, 2009; STINCHCOMBE, 1983), que ficou na casa de kg7T'/J = 6, 35.
A magnetizacdo reduzida permanece aproximadamente constante até as proximidades da tem-
peratura critica, sendo que os valores obtidos via simulagdao Monte Carlo coincidem com aque-
les obtidos via EFT, porém, nessa regido, as flutuacdes de grandezas como a magnetizacao
sdo consideraveis e determinam a convergéncia ou nao do método utilizado (CHANDLER, 1987,
LUNDOW; MARKSTR&M; ROSENGREN, 2009), seja ele analitico ou computacional. Para o modelo
de Ising puro, € dificil obter o valor da temperatura critica via grafico da magnetizagdo, devido
a flutuagdes em torno do valor de 7,.. A melhor forma de se obter o valor da temperatura critica
¢ por meio do méximo da susceptibilidade, calculada através da Equagdo 2.45, como se pode

ver no grafico da Figura 16.

O grafico da susceptibilidade, Figura 16 mostra claramente que ha um pico em determinada
temperatura, sendo este o valor da temperatura critica. Percebe-se que esse valor muda a de-

pender da temperatura, sendo tanto maior quanto maior for o valor de p = (1 — ¢), até atingir o
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Figura 16: Diagrama da susceptibilidade em funcdo da temperatura reduzida, para varias
concentragdes ¢ = (1 — p), com L = 40.

valorde kgT'/J = 6,36 em p = 1 (modelo puro). No grifico da Figura 17, hd uma comparag@o

entre os diagramas de fase obtidos via EFT e simulacdo Monte Carlo:
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Figura 17: Diagramas T, em funco da concentra¢do ¢ = (1 — p) de sitios vazios, obtidos via
EFT e técnica Monte Carlo, para L = 40.

O limiar de percolacdo para bcc, ou seja, o valor de p para o qual nao ha mais transicao de
fase, obtido via técnica de Monte Carlo (DROUFFE; MORIARTY, 1989), € da ordem de p ~ 0, 25,
ou seja, ¢ ~ 0, 75. O valor previsto pela EFT é de ¢ ~ 0, 54. Pelo gréfico da Figura 17, vé-se
que os dados referentes a simulacdo Monte Carlo levam a um valor para 7, — 0 superior a
0, 54. Essa divergéncia entre os valores obtidos por meio dessas duas técnicas se dd porque as
correlagdes desprezadas por aproximacdes como a EFT ndo levam em conta todas as correlagdes
entre spins, que sdo importantes na regido de transicdo. Dessa forma, no diagrama da Figura

17, que lida justamente com valores da temperatura critica, ndo pode haver concordincia exata
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de valores obtidos pela EFT e pela simulacdo Monte Carlo, porém, deve-se obter o mesmo
comportamento. Para concentracdes diferentes, algumas vezes encontra-se, via EFT, valores
para T, maiores que os obtidos por meio da técnica de Monte Carlo, outras vezes encontra-se
valores menores que os obtidos por meio da técnica de Monte Carlo. No diagrama da Figura 17,
os valores obtidos via técnica de Monte Carlo sdo maiores que os obtidos pela EFT na regidao
q > 0,3, o que ndo estd em contradi¢do com essa caracteristica da aproximacdo de campo

efetivo.

Quando se trata do grafico da magnetizacdo em funcdo da concentracio ¢, Figura 18, em
uma temperatura especifica, 7' = 300K, ha uma melhor concordancia, pois ndo se trata de
calcular grandezas na vizinhanca do ponto critico. Hd também um limiar critico, g., para o qual
a magnetizacdo tende a zero. Esse valor obtido via EFT € ¢. ~ 0,49, enquanto que o valor
obtido via Monte Carlo € ¢. ~ 0, 5. Esse € mais um indicativo de que a diminui¢do no nimero
de spins na rede (ou seja, aumento no nimero de vacancias), faz com que o sistema nao mais
exiba magnetizacdo espontanea. Em redes reais, isso € 0 mesmo que aumentar a concentragao

de 4tomos ndo magnéticos.
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Figura 18: Magnetiza¢gdo em funcdo da concentracdo ¢ de sitios vazios, para 7' = 300K, com
L = 40.

Embora fornega valores precisos para o tratamento do modelo de Ising 3D, a simulagdo
Monte Carlo apresenta alguns problemas como, por exemplo, escolha do nimero de passos de
Monte Carlo (MCS) necessarios para o sistema “relaxar”, sendo que esse nimero de passos esta
ligado ao tempo de correlagdo (LANDAU; BINDER, 2000; SANTOS-FILHO, 2008), que depende do
tamanho da rede: nas vizinhancas do ponto critico, quanto maior o tamanho da rede, maior o
nimero de passos necessarios para que o sistema considerado atinja o equilibrio com o banho

térmico (LANDAU; BINDER, 2000; SANTOS-FILHO, 2008). Isso faz com que a escolha do tamanho
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da rede seja importante ndo s6 para determinar a convergéncia do método, como também para
contornar eventuais dificuldades relacionadas ao cédlculo de grandezas fisicas na regido critica.
Na Figura 19, tem-se diagramas para magnetizacdo em fun¢do da temperatura reduzida para

varios tamanhos de rede, em comparacdo com resultados obtidos via EFT.

—EFT1
L=10
L=20
L=30
L=40

1.0

0.8 =

0.6 =
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Magnetizagao (M/M )

0.0

Figura 19: Comparagdo entre o diagrama da magnetizagdo em funcdo da temperatura reduzida
e dados obtidos via algoritmo de Metropolis, com ¢ = 0, 13.

Nao hd grande diferenca qualitativa entre o comportamento da magnetizacdo em fungao
da temperatura reduzida para diferentes tamanhos de rede. Essa diferenca somente € notada
quando se considera o cdlculo da temperatura critica para varios tamanhos de rede, tomando

como base o maximo da susceptibilidade, como se pode ver no gréfico da Figura 20.
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Figura 20: Gréfico da temperatura critica em funcdo do tamanho de rede (L) para o mo-
delo de Ising puro. A linha € apenas um guia para os olhos (valor de referéncia: (LUNDOW;
MARKSTR6M; ROSENGREN, 2009; STINCHCOMBE, 1983)).
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O valor de T'¢(L) tende ao obtido via expansdo em séries a2 medida que o tamanho da rede
aumenta. O valor obtido em outras referéncias gira em torno de kg7'/.J = 6,35, que é o valor
limite para a temperatura critica obtida neste trabalho. Percebe-se que, para valores pequenos
de L, o valor de T, estd muito distante desse limite. Isso indica que, quando L — oo, T, tende

ao valor encontrado via expansao em séries, por exemplo.

Esta comparacao entre a técnica de Monte Carlo e EFT serve para assegurar a validade
da dltima como ferramenta matematica para estudo de sistemas que podem ser descritos via
modelo de Ising. Nao somente o comportamento qualitativo (mas principalmente este) coincide
com os resultados obtido via simulacdo computacional, como também valores obtidos para
grandezas fisicas tendem a manter-se proximos, dentro de certa margem de erro inerente a cada

modelo.

3.2 Ligas Fe-Al

As ligas Fe-Al, bem como outros compostos intermetalicos, tais como FeMn, vém
sendo estudadas tanto pelo potencial tecnolégico que apresentam quanto pela possibilidade de
servirem como prototipos para aplicacoes de modelos tedricos simples para descri¢cao de pro-
priedades magnéticas dos materiais (DIAS; SOUSA; PLASCAK, 2009; MORENO; MONTENEGRO,
1997; ALCAZAR; PLASCAK; SILVA, 1986; OUBELKACEM et al., 2010). Em geral, os modelos
tedricos mais utilizados para descrever propriedades deste tipo de liga sdo o de Ising e o de
Heisenberg (ALCAZAR; PLASCAK; SILVA, 1986; SALAZAR et al., 2002; PLASCAK; ZAMORA; AL-
CAZAR, 2000; ARZHNIKOV; DOBYSHEVA; TIMIRGAZIN, 2008), sendo que a técnica de Monte
Carlo também € muito utilizada para estudo dessas ligas (RESTREPO; GONZALEZ; ALC4ZAR,
1997).

A estrutura cristalina das ligas Fe-Al € do tipo cubica de corpo centrado (do inglés, body
centered cubic, bcc) (ASHCROFT; MERMIN, 1976; MORENO; MONTENEGRO, 1997; ALCAZAR,;
PLASCAK; SILVA, 1986). A distribuicdo dos dtomos de Fe e Al na rede bcc se da de acordo com
a concentracdo ¢ de atomos de Al e método de preparagdo das amostras, por exemplo, sendo que
estes determinam uma fase estrutural ordenada ou desordenada (MORENO; MONTENEGRO, 1997;
ALCAZAR; PLASCAK; SILVA, 1986; PADUANI; PLASCAK; SILVA, 1991). Na fase ordenada, os
atomos de Fe e Al distribuem-se em sub-redes ctibicas simples separadas (de forma homogénea,
ver Figuras 21 e 22), enquanto que na fase desordenada a distribuicao dos atomos da-se de forma
aleatdria, cada 4tomo de Fe ou Al ocupando qualquer sitio da rede. A fase magnética também

dependerd ndo s6 da temperatura como, também, da concentracdo de atomos de Al (MORENO;
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MONTENEGRO, 1997; BESNUS; HERR; MEYER, 1975).

Figura 21: Representagdo esquematica da Figura 22: Representacido es-
liga Fe-Al em sua fase ordenada. Os quemdtica da liga Fe-Al em sua
circulos azuis representam atomos de Fe e fase desordenada. Os circulos
os circulos marrons representam atomos de amarelos representam atomos de
Al Fe ou Al

A maior parte dos trabalhos tedricos e experimentais referentes as ligas Fe-Al foi feita con-
siderando a concentragdo de atomos de Al entre zero e cinquenta por cento (0 < ¢ < 0,5) (AL-
CAZAR; PLASCAK; SILVA, 1986; PLASCAK; ZAMORA; ALCAZAR, 2000). Estes trabalhos indicam
que essas ligas, na fase ordenada, apresentam uma rapida diminui¢ao da temperatura critica, 7,
com o aumento da concentragdo de Al, ¢, tendendo a zero quando ¢ =~ 0, 3, enquanto que, para
as ligas Fe-Al desordenadas, o ¢ critico € da ordem de 0,5 e o decréscimo de 7, € lento para
q < 0,3. De acordo com outros estudos relatados na literatura (ALCAZAR; PLASCAK; SILVA,
1986; MORENO; MONTENEGRO, 1997; SALAZAR et al., 2002), as ligas Fe-Al desordenadas pas-
sam por uma transi¢do ferro-paramagnética em temperatura ambiente, para uma concentracao
q = 0,475, valor bem diferente daquele referente as ligas ordenadas, ¢ ~ 0, 3. Neste trabalho,
serdo consideradas ligas Fe-Al desordenadas, com distribui¢do aleatéria dos dtomos de Fe e Al

nos sitios da rede dada pela equacdo (ALBUQUERQUE, 1996):
P(e;) = po(e; — 1) + (1 = p)d(e), (3.20)

em que a hamiltoniana para o modelo de Ising com diluicao por sitios, na auséncia de campo

magnético externo, é dada por:

H=—J(q)) _eeoi0, (3.21)

1:7j
em que considera-se o parametro de troca, J, como fun¢@o da concentracdo ¢ de dtomos de Al.
Nesse modelo, os 4&tomos de Al seriam os “diluidores”, ou seja, cada &tomo de Al é representado

por uma vacancia na rede, implicando que quanto maior o percentual de atomos de Al menor
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serd o valor da temperatura na qual o sistema apresenta magnetizacao espontanea.

Como j4 discutido na secao 3.1.2, ha pouca diferenca entre os resultados obtidos utilizado-
se aglomerados com 1 ou 2 spins. Dessa forma, serd utilizada a abordagem para aglomerados
com 1 spin, procedimento que simplifica, relativamente, os cdlculos permitindo o esboco dos

diagramas de fase necessarios ao estudo das propriedades magnéticas das ligas Fe-Al.

A magnetizacdo espontdnea ¢ dada pela Equagdo 3.12, com K = K(q) = pJ(q). A
forma do parametro de troca, ./, como fun¢do da concentracio ¢ € de crucial importancia para
o acordo entre a curva prevista via EFT e os dados experimentais. Os dados experimentais para
o diagrama 7" vs. ¢ ndo apresentam acordo com abordagens tedricas feitas, incluindo EFT (AL-
CAZAR; PLASCAK; SILVA, 1986; SALAZAR et al., 2002; RESTREPO; GONZALEZ; ALC4ZAR, 1997).
Dias, Sousa e Plascak (DIAS; SOUSA; PLASCAK, 2009) propdem uma interacdo de troca an-
tiferromagnética para corrigir a discrepancia entre teoria e experimento, mas nao ha suporte
experimental para o surgimento de uma fase anti-ferromagnética no intervalo de concentragdo
dado, ¢ < 0,3 (ALCAZAR; PLASCAK; SILVA, 1986; OUBELKACEM et al., 2010). Nesse modelo
proposto (DIAS; SOUSA; PLASCAK, 2009), introduz-se um .J;(q) variando linearmente com ¢,
representando a interag@o ferromagnética entre primeiros vizinhos (Fe-Fe) e um J3(¢q) depen-
dendo do quadrado de ¢, representando uma interacao de supertroca antiferromagnética entre

segundos vizinhos (Fe-Al-Fe).

A interagdo de troca, J, € a responsavel pela magnetizacdo espontanea que ocorre abaixo de
certo valor de temperatura critica, T, sendo que o sinal de J determinard se o sistema encontra-
se numa fase ferro ou antiferromagnética (SKOMSKI, 2008), como mostra o esquema da Figura
23. HA4, nesses sistemas com spins interagentes, uma competi¢do entre energia relacionada
a interacdo de troca e energia térmica, havendo predominancia desta quando a temperatura

ultrapassa certo valor critico (1" > T¢).

Figura 23: Representacdo esquemadtica para interagao de troca ferromagnética (J > 0) e anti-
ferromagnética (J < 0).

O “alinhamento”dos spins da rede (paralelo/antiparalelo) e, de certa forma, também a
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interacdo de troca estdo relacionados com a interacdo coulombiana (SKOMSKI, 2008), sendo
J, geralmente, escrita em termos do potencial coulombiano e das fun¢des de onda que descre-
vem o comportamento dinamico dos spins da rede (SKOMSKI, 2008). Essa relagdao de JJ com o
potencial coulombiano faz com que a interacao de troca dependa da distancia entre os momen-
tos magnéticos: em geral, quanto maior a distancia () menor o .J, sendo que alguns modelos
explicitando essa dependéncia foram propostos por (ALCAZAR; PLASCAK; SILVA, 1986; KAUL,
1983). Um modelo fenomenoldgico proposto por (KAUL, 1983) relaciona o J a exponencial de

r (r seria a distancia entre os a&tomos pertencentes a rede) da seguinte forma:
J(r) = Jiexpa[(r/a1) — 1], (3.22)

em que « € a; sdo parametros ajustados de acordo com os dados experimentais. Diversos
modelos tedricos, desenvolvidos com o objetivo de determinar, o comportamento de .J(r), de-
monstram que a intera¢do de troca pode diminuir' com a distincia entre os 4tomos com mo-
mento magnético nao nulo que ocupam os sitios da rede (ALCAZAR; PLASCAK; SILVA, 1986;
BESNUS; HERR; MEYER, 1975), porém ha poucos modelos que levam em conta a variagdo de
J(r) também com a concentragdo ¢ de dtomos nao-magnéticos, sendo que ha trabalhos que
mostram que essa concentragdo de dtomos nao-magnéticos também poderia alterar o carater

ferromagnético/antiferromagnético de J(r), por exemplo (DIAS; SOUSA; PLASCAK, 2009).

Em vias de simplificar a modelagem tedrica proposta para descrever o comportamento de
J, Pérez Alcazar, Plascak e Galvao da Silva (ALCAZAR; PLASCAK; SILVA, 1986) propuseram
uma expansdo da expressdo de J(r), Equacao 3.22, em poténcias de r e, por ser r pequeno

(distancias interatdmicas), considerar somente até o termo de primeira ordem:

J(r) = Jo Z anr",
n=0

J(r) = Jo(1+ ayr), (3.23)

ou seja, ha uma dependéncia linear entre J e r. Neste trabalho também serd considerada uma de-
pendéncia linear entre J e r, semelhante a Equacdo 3.23, porém, o foco da abordagem aqui ado-
tada serd na relag@o entre J, a interacao de troca, e ¢, a concentracdo de 4&tomos nao-magnéticos
na rede que representa a liga bindria, nesse caso, a liga Fe(;_,)Al,. Essa dependéncia entre .J e
q serd determinada por meio da relacdo entre o parametro de rede, 7, € ¢ (ALCAZAR; PLASCAK;

SILVA, 1986; DIAS, 2009).

Diversos trabalhos experimentais (BESNUS; HERR; MEYER, 1975; DIAS, 2009; YELSUKOV;

'"H4 possibilidade de J oscilar em determinado intervalo de r, vide, por exemplo, o modelo RKKY de interacdo
de troca (SKOMSKI, 2008).
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VORONINA; BARINOV, 1992) tém demonstrado que ha uma dependéncia entre 7 € ¢ € que o
comportamento de 7(¢q) depende do intervalo de ¢ a ser estudado e da forma como sio feitas as
medidas em determinada amostra (BESNUS; HERR; MEYER, 1975; YELSUKOV; VORONINA; BARI-
NOV, 1992). De forma intuitiva e meramente ilustrativa, percebe-se claramente que a inser¢ao
de dtomos nao-magnéticos de um tipo“xr”’numa rede que contém adtomos magnéticos do tipo
“y”, altera, de alguma forma, as distancias entre os d&tomos na rede. No caso da liga Fe-Al, o

comportamento tipico de r a medida que ¢ aumenta é mostrado no grafico da Figura 24.
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Figura 24: Variacdo de r com a concentracdo de dtomos de Al numa liga Fe-Al. Fonte: Refs.
(DIAS; SOUSA; PLASCAK, 2009; BESNUS; HERR; MEYER, 1975)).

Pérez Alcazar, Plascak e Galvao da Silva (ALCAZAR; PLASCAK; SILVA, 1986) e Dias, Sousa e
Plascak (DIAS; SOUSA; PLASCAK, 2009) propuseram um ajuste linear para o grafico da Figura 24,
ajuste esse que é mostrado no grafico da Figura 30. Percebe-se que esse ajuste linear € uma boa
descri¢ao para o comportamento de r(q) apenas para ¢ < 0, 3. Freitas, Albuquerque e Moreno
(FREITAS; ALBUQUERQUE; MORENO, 2012b) propuseram uma variacdo quadratica de r com ¢,
como mostra o grafico da Figura 31, onde percebe-se que ha um ganho significativo no acordo
entre teoria e experimento quando a segunda poténcia de g € levada em conta. Neste trabalho,
propde-se uma dependéncia cubica de r com ¢, com ajuste mostrado no gréafico da Figura 29. A
conclusdo l6gica da suposicao feita é que, como J depende linearmente de r e este depende de
q até a terceira poténcia, J também depende da terceira poténcia de ¢, representando apenas a
interacdo de troca ferromagética entre primeiros vizinhos, sem a necessidade de introdugao de

uma interacao de supertroca antiferromagnética entre segundos vizinhos Fe-Al-Fe, que ndo tem
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suporte em dados experimentais, com J(g) escrito na forma:
J(q) = Jo(1+ Aq+ B> + C¢°), (3.24)

onde Jy = 12,7meV, A = 1,65, B = —4.9, C' = —0.35. As constantes A, B ¢ C' foram
obtidas via ajuste de curvas e o J, € obtido experimentalmente (MORENO; MONTENEGRO, 1997,
YELSUKOV; VORONINA; BARINOV, 1992). O gréfico de J(q) (ver Figura 25) apresenta com-
portamento semelhante ao obtido pela referéncia (DIAS; SOUSA; PLASCAK, 2009; DIAS, 2009).
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Figura 25: Variacdo do parametro de troca, .JJ, em fun¢do da concentracdo ¢ de atomos de Al.

Da Figura 25, percebe-se que a inser¢ao de dtomos de Al faz com que a curva J(q) apresente
um pico em g ~ 0, 19, indicando que a concentracdo de Al influencia na interacdo de troca entre

primeiros vizinhos Fe-Fe. Isso fica evidente ao analisar-se o diagrama 7' — ¢ na Figura 26.

O gréfico de J(q) mostra que a interagdo é ferromagnética no intervalo em que hd pos-
sibilidade de magnetizacdo espontinea, nao havendo necessidade de supor uma interagdao de
supertroca antiferromagnética (J < 0). O grafico aqui obtido para J(q) é semelhante a0 mos-
trado em Dias, Sousa e Plascak (DIAS; SOUSA; PLASCAK, 2009; DIAS, 2009), havendo também

neste um méaximo na curva de J(q) para dado valor de ¢ (0.J(q)/0q = 0).

A inser¢do do J(q) variando com a terceira poténcia de ¢ faz com que ocorra uma maior
adequag@o entre a curva tedrica 7.(q) e os dados experimentais disponiveis, especialmente na
regido andmala, ¢ < 0,3, como mostra a Figura 26. Uma comparagdo entre o modelo tedrico

aqui utilizado para ajustar-se aos dados experimentais e outros modelos propostos encontra-
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Figura 26: Diagrama 7" — q para a liga Fe-Al (fonte dos dados experimentais: (YELSUKOV;
VORONINA; BARINOV, 1992)).

se na Figura 27. Pode-se notar claramente que, entre todos os modelos tedricos utilizados, o
apresentado neste trabalho € que melhor se ajusta aos dados experimentais para ¢ < 0, 3, sendo

que também € o unico a utilizar um J dependendo de ¢ até a terceira poténcia.

Percebe-se, da Figura 26, que 7.(¢) aumenta até atingir um maximo em ¢ =~ 0,06 e, a
partir dai, voltar a cair. Para ajustar-se melhor aos dados nesse intervalo de ¢, T.(q) deveria ser
constante (dT./dq = 0) até ¢ ~ 0, 15 e, a partir daf, decrescer, ou seja, a previsio tedrica feita
pelo modelo aqui utilizado tem um comportamento espurio, que ndo condiz com o relatado em
outros estudos feitos utilizando-se o modelo de Ising diluido (ALCAZAR; PLASCAK; SILVA, 1986;
PLASCAK; ZAMORA; ALCAZAR, 2000; DIAS; SOUSA; PLASCAK, 2009; OUBELKACEM et al., 2010).
A explicag@o para tal comportamento estd ligada a dois fatores: 7) utilizagdo de poténcias de ¢
para o ajuste de J(q); i7) o Fe possui spin efetivo igual a 3/2 para baixas temperaturas e spin 2
para altas temperaturas (KS6BLER et al., 2003), porém, neste trabalho, foi utilizado o modelo de
Ising de spin 1/2 para descri¢do da liga Fe-Al. No caso de ligas ferréicas tais como a Fe-Al,
o mais apropriado seria a utilizagdo do modelo de Ising de spin 2 ou spin 3/2 (KANEYOSHI;
JASCUR M.CUR,; FITTIPALDI, 1993; KANEYOSHI; TUCKER; JASCUR, 1992). Essa abordagem pode
corrigir, inclusive, o valor da concentragao critica, q., que € igual a 0, 65 para ligas Fe-Al, porém

a previsao feita pelo modelo de Ising de spin 1/2 é g. = 0, 54. Outra alternativa para resolver o
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comportamento andmalo seria a utilizacdo do modelo de Heisenberg quantico, pois através do
mesmo pode-se levar em conta flutuagdes quanticas inierentes a redes de spins (SALAZAR et al.,

2002; FREITAS; ALBUQUERQUE; MORENO, 2012a).
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Figura 27: Comparagdo entre diversos modelos tedricos utilizados para descri¢do do compor-
tamento andomalo da liga Fe-Al. Nota-se que os modelos utilizados adequam-se bem aos dados
experimentais para ¢ > 0, 3, porém, o melhor ajuste obtido para a regido andmala, ¢ < 0, 3, €
obtido pelo modelo proposto neste trabalho (fonte dos dados experimentais: (YELSUKOV; VO-
RONINA; BARINOV, 1992)).

A variagdo de T, com ¢ (dT./dq) é negativa em boa parte do intervalo de ¢ considerado.

Aqui, a exemplo do trabalho de Dias, Sousa e Plascak (DIAS; SOUSA; PLASCAK, 2009), encontra-

dz,

S€ um dq

< 1, para ¢ < 0,2. A variagdo pequena, indica que uma concentragido de 20%
de atomos de Al influencia muito pouco nas propriedades magnéticas da liga (ARZHNIKOV;
DOBYSHEVA; TIMIRGAZIN, 2008), como se pode perceber claramente no grafico da Figura 28. A
magnetizacdo reduzida é aproximadamente constante até ¢ ~ 0, 15, quando comeca a apresentar
uma queda que torna-se abrupta para ¢ = 0,15 (0 g. encontrado nesse grafico corresponde ao

valor para temperatura 7' = 300K, ja que ¢ varia com a temperatura).

A principal justificativa fisica para utilizacdo do J cubico surge da andlise do grafico da
Figura 29, parametro de rede em fung¢do da concentracdao q. O parametro de rede, que € a
distancia média entre os ions de uma rede cristalina (ASHCROFT; MERMIN, 1976), muda (em

geral, aumenta) quando ha inser¢ao de dtomos de Al em sitios da rede (DIAS; SOUSA; PLASCAK,
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Figura 28: Magnetizagdo reduzida em funcdo da concentracdo de atomos de Al, para 7' =
300K. Para ¢ < 0,2, percebe-se que M /M, permanece praticamente constante. (fonte dos
dados experimentais: (YELSUKOV; VORONINA; BARINOV, 1992))

2009). Pérez Alcazar, Plascak e Galvao da Silva (ALCAZAR; PLASCAK; SILVA, 1986), mostra
uma discussao sobre como o J varia com o parametro de rede, , onde propde-se uma variagdao
linear de J com r. Dessa forma, € o modo como 7 varia com ¢ que pode determinar o tipo de

fungdo J(q).

Pelo grafico da Figura 29, percebe-se que esse aumento no espagameno dos fons da rede é
aproximadamente linear até certa concentracdo q ~ 0, 2, que € valor de ¢ para o qual ha pouca
variagdo na magnetizacio reduzida e, consequentemente, na temperatura critica. Em seguida,
ha uma alterag@o ndo linear, mantendo-se constante apds ¢ = 0,5, porém com 7 maior que o
inicial.

Pérez Alcazar, Plascak e Galvao da Silva (ALCAZAR; PLASCAK; SILVA, 1986; SALAZAR
et al., 2002), propuseram um ajuste linear tanto para J(r) quanto para r(q), implicando numa
variacao linear de J em relacdo a q. No trabalho de Dias, Sousa e Plascak e Pérez Alcazar, Plas-
cak e Galvao da Silva (DIAS; SOUSA; PLASCAK, 2009; PLASCAK; ZAMORA; ALCAZAR, 2000), ha
proposta de utilizacdo de dois parametros de troca, um com dependéncia linear de J com g,
representando uma interacao ferromagnética entre primeiros vizinhos Fe-Fe, e outro, que de-

pende do quadrado de ¢, que representa uma interacao de supertroca antiferromagnética entre
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Figura 29: Parametro de rede em fun¢do da concentracdo de atomos de Al com ajuste apresen-
tado neste trabalho. (fonte dos dados experimentais: (BESNUS; HERR; MEYER, 1975))
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Figura 30: Ajuste linear (ALCAZAR; PLAS-
CAK; SILVA, 1986) feito para r(q).

Figura 31: Ajuste quadratico (FREITAS; ALBU-
QUERQUE; MORENO, 2012b) feito para r(q).

segundos vizinhos Fe-Al-Fe, mas esta proposta apresenta dois problemas principais: (i) nao
ha confirmagdo experimental da existéncia de uma interacao de supertroca antiferromagnética
entre segundos vizinhos (DIAS; SOUSA; PLASCAK, 2009; SALAZAR et al., 2002); (i¢) a variagdo
de r com ¢ € melhor descrita quando se adota o ajuste ctubico e nao o quadritico, como se pode

ver claramente na comparacgao feita nos graficos das Figuras 30 e 31.

Com estas comparagdes, percebe-se que a concordancia entre EFT e dados experimentais,
para o caso da liga Fe-Al é melhor quando se supde uma dependéncia cuibica entre 7 e ¢, le-
vando, também, a uma dependéncia cubica entre o parametro de troca, J, € ¢, ndo havendo
necessidade de supor uma interacdo de supertroca anti-ferromagnética, sendo que, dentre ou-

tras possibilidades de extensdo do trabalho aqui apresentado uma seria a utilizacdo do modelo
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de Heisenberg na abordagem EFT ou MFT para tratar das propriedades magnéticas das ligas
Fe-Al (SALAZAR et al.,, 2002; OUBELKACEM et al., 2010; FREITAS; ALBUQUERQUE; MORENO,
2012a).
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4 Consideracoes Finais

Neste trabalho, foi discutida uma aplicagao do modelo de Ising a sistemas magnéticos
diluidos, com especial atencdo a liga Fe-Al; fez-se uma revisdo das caracteristicas principais
de sistemas desordenados, bem como foi apresentado um panorama geral sobre universalidade,
expoentes criticos e as hipdteses de escala e, a partir dessas idéias iniciais, junto com o ferra-
mental matematico adequado, foram estudadas as propriedades magnéticas de uma rede cuibica

de corpo centrado.

Discutiu-se dilui¢ao por ligagdes e por sitios, sendo enfatizada esta ultima, pois corres-
ponde ao modelo utilizado para tratar a liga Fe-Al, sendo que, dentro dessa andlise da dilui¢do,
discutiu-se os respectivos limiares de percolacdo, tanto para sistemas diluidos por sitios quanto
para sistemas diluidos por ligacdes, salientando o processo de formacdo de aglomerados ou

clusters que favorecem a magnetizacao de longo alcance.

Igualmente importante para a descricdo de sistemas magnéticos, o estudo das transi¢oes
de fase em sistemas fisicos, magnéticos ou nao, foi, em seguida, abordado de forma sucinta,
porém diversos detalhes importantes relacionados a tais fenomenos foram descritos e junto a
essa andlise das transi¢oes de fase, foram apresentados universalidade e expoentes criticos, bem
como as relacdes de escala entre grandezas fisicas tais como a magnetizacao e energia livre. Este
€ o ponto de partida para descri¢do de sistemas fisicos que apresentam algum tipo de transi¢ao
de fase magnética e, a partir disso, concentrou-se na apresentacdo de todo um método para
buscar solucdes analiticas, mesmo que aproximadas, do modelo de Ising: a Teoria de Campo

Efetivo, juntamente a técnica do operador diferencial.

Ap6s isso, o modelo de Ising diluido foi apresentado, comparando-se os resulados por ele
obtidos aqueles oriundos de simulacao Monte Carlo. Posteriormente, tal modelo foi aplicado
ao estudo de diagramas de fase do modelo de Ising numa rede bcc, em especial, a liga Fe-
Al. Usando o modelo de Ising diluido, foram tracados diagramas de fase para a liga Fe-Al
e foi feita uma comparagdo entre a previsdo tedrica e os dados experimentais, usando uma

interacdo de troca que depende de poténcias da concentracdao de dtomos de aluminio, com de-



55

pendéncia cubica mais que linear, como anteriormente proposto em outros trabalhos, sendo essa
a principal modificacdo do modelo proposto relativamente a outras descricdes das propriedades
magnéticas da liga Fe-Al. Com boa concordancia entre modelo proposto e dados experimentais,
essa modificagdo da expressao correspondente a interacao de troca, de modo a incluir uma de-
pendéncia com a concentracdo de dtomos de Al, mostra-se uma alternativa interessante a outras
abordagens utilizadas para tratar sistemas magnéticos diluidos, mantendo o rigor matematico e

a possibilidade de aplicar o modelo a outros sistemas fisicos.

Muito embora tenha existido um bom acordo entre teoria e experimento, no caso da liga
Fe-Al, tanto nos diagramas de fase quanto na descri¢ao do comportamento do parametro de rede
em func¢do da concentragdo ¢, ainda ha dificuldades para se obter valores corretos de expoentes
criticos, tais como o expoente v, pois 0 nimero de spins dos clusters considerados foi o mais
simples possivel (com 1 e 2 spins). Aumentando-se consideravelmente o nimero de spins do

cluster, resultados melhores serdao obtidos.

Para estudos futuros, fica a proposta de utilizacdo do modelo de Heisenberg quéntico para
estudo das propriedades magnéticas desta liga, Fe-Al, e do modelo de Ising com valores mais
altos de spins, tais como Ising de spin 2 ou Ising de spin 3/2. Pode-se usar, da mesma forma
que o tratamento efetuado aqui, um J(g) dependendo de poténcias de ¢, bem como outras
alteracoes realizadas no modelo, de forma a melhorar ou generalizar a previsdo tedrica e obter

melhor ajuste.



56

APENDICE A - Coeficientes para aglomerados com
1 spin

Expressdes para o primeiro coeficiente da magnetizacdo, A; (¢, K), paraq = 0, ¢ =
0,2,g=0,4eq=0,5.

e g=20
Ai1(k) =1/16 tanh (8k) + 3/8 tanh (6 k) + £ tanh (4k) + % tanh (2k)

e ¢=0,2
A; 1 (k) = 0.156938103 tanh (5 £)+0.0017592186 tanh (8 k)+0.05731204397 tanh (6 k)+
0.3102834817 tanh (4 k) + 0.4542647880 tanh (3 k) 4+ 0.013853847 tanh (7 k) +
0.315192770 tanh (k) + 0.4806327637 tanh (2 k)

e ¢=0,4
A 1(k) = 0.00478674 tanh (6 k) + 0.3947412 tanh (k) + 0.4702759 tanh (2 k) +
0.29757168 tanh (3 k) 4+ 0.1175981 tanh (4 k) + 0.029933152 tanh (5 k) +
0.000438840 tanh (7 k) 4+ 0.0000176319760 tanh (8 k)

e ¢=0,5
A 1 (k) = 0.0461560 tanh (4 k) +0.00004004 tanh (7 k) 4+ 0.4015980646 tanh (2 k) +
0.000726730 tanh (6 k) + 0.17772100 tanh (3 k) 4+ 0.0074099894 tanh (5 k) +
0.00000095000 tanh (8 k) + 0.4373190210 tanh (k)
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APENDICE B - Obtengdo da relacdo de recorréncia

para cdlculo do expoente critico v

Para obter a relacdo de recorréncia utilizada para cédlculo do expoente critico v, re-
lacionado ao comprimento de correlagao (§), podemos comecar com um exemplo ilustrativo.
Considere uma rede com N spins, com espacamento a, que € subdividida em aglomerados
(blocos ou clusters) de lados iguais a La, sendo L > 1, obtendo-se, apds a renormalizagao,
N’ = L~%N algomerados com um total de L% spins por aglomerado, sendo que os novos N’
novos spins interagem da mesma forma que os spins da rede original. A Figura 32 ilustra a

situacdo para uma rede quadrada. Na transformac¢do do sistema original para o novo sistema

Figura 32: Representacdo de uma rede quadrada renormalizada (ou reescalada) em que cada
bloco da rede reescalada tem quatro spins da rede inicial.

renormalizado, o nimero de graus de liberdade diminui pelo fator

N/

N L= (B.1)

Grandezas tais como a anergia livre devem manter a mesma forma funcional na rede re-
normalizada, incorporando na sua expressao para a rede renormalizada o fator de escala, L,

que corresponde ao tamanho do aglomerado da rede reescalada. O comprimento de correlagdo,
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por exemplo, da rede renormalizada ({(K”’, 1)) pode ser escrito em termos do comprimento de

correlacdo da rede original, {( K, h), onde h é o campo magnético, como
(K1) = LE(K h) (B.2)

onde K’ e h' sao, respectivamente, o acoplamento e o campo magnético em forma reescalada,
sendo que no ponto critico, K’ = K = K. Na vizinhanga do ponto critico, o comprimento de
correlagdo tem comportamento singular, variando com (K — K¢)~”. Como, na regido de K¢,
o comprimento de correlagdo obedece a relacio de escala, Equagdo B.2, esta pode ser escrita da

seguinte forma:

EK' R =0)= (K — Ko)™
§(K,h=0)=(K—-Kc)™
(K' —Ko)" =L YK - Kg)™". (B.3)

Pode-se supor também que K’ é escrito em termos de K por meio de alguma relagao de
escala, como no caso da Equagdo B.2, resultanto em K’ = K’(K). Sendo assim, pode-se
escrever a relacdo de escala em termos da variagao de K, o acoplamento da rede renormalizada,
com relagdo a K, ja que, pela Equagdo B.3, quando |K' — K¢| = 0e |K — K¢o| = 0,

I;_‘—fgcc = Cé—fl?. Logo, pela Equagao B.3:

K-FKe\ _, .
K'— Kc
. (K'—K¢)  dK'

Para chegar a Equacdo 3.19, pode-se derivar a Equacdo 3.16 em relacdo a K e usar a
Equacao B.4:

aA’41,1(Q7 K) _ aAQ,l(Qa Kl) _ 8A2,1(Q7 K) dK/
0K 0K 0K’ dK

dK'
dK
aAl,al((LK) 1
— OK __ _ I
0A21(¢,K') Ly, (B.5)
oK'

NI

L

=

ou seja, aplicando In dos dois lados da Equagao B.5 chega-se a Equacgdo 3.19.
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APENDICE C - Artigos publicados

e Journal of Applied Physics
Freitas, A. S., de Albuquerque, Douglas F., Moreno, N. O. Mean field renormalization
group: A theoretical approach to the Fe;_,Al, in the bcc lattice. 111. p. 113921-1 -
113921-4. 2012.

e Journal of Superconductivity and Novel Magnetism
Freitas, Augusto S., de Albuquerque, Douglas F., Moreno, N. O. Magnetization of the
Site-Diluted Spin 1/2 Ising Model with Interactions in a Body Centered Cubic Lattice.
25. 1-4. 2012.

e Physica A
Freitas, A. S., de Albuquerque, Douglas F., Moreno, N. O. A new theoretical approach to
the Fe,_,Al, in the bcc lattice by employing effective field theory. 391. p. 6332-6336.
2012.
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