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Resumo

No presente trabalho, nés obtivemos as propriedades magnéticas e
termodindmicas do modelo classico de Hubbard. Este é de mais facil manipulagdo
que o modelo original de Hubbard, e conserva aspectos fundamentais como a
simetria particula-buraco e de carga. Encontramos a relagdo entre este modelo e o
de Ising. Para as redes quadrada e cubica simples, as propriedades
termodindmicas e diagramas de fase foram calculadas através do método de Monte
Carlo. Apresentamos o comportamento da energia interna, do calor especifico e da
susceptibilidade magnética como fun¢do da temperatura. Para as redes estudadas,
o estado fundamental é antiferromagnético. As temperaturas de Néel foram
encontradas como fung¢do da interacdo eletronica no caso de banda meio-cheia. No
limite de intera¢do nula ou infinita, encontramos valores que concordam com o

modelo de Ising.



ix

Abstract

In this work we obtain the magnetic and thermodynamic properties of the classical
Hubbard model. This one is easier to handle than the original Hubbard model, and
it maintains fundamental aspects like charge and particle-hole symmetry. We find
the relationship between this and the Ising model. For square and simple cubic
lattices, the thermodynamic properties and phase diagrams were calculated by
Monte Carlo method. We show the behavior of internal energy, specific heat, and
magnetic susceptibility as a function of the temperature. For the considered
lattices, the ground state is anti-ferromagnetic. The Néel temperatures were found
as a function of the electronic interaction in the case of half-filled band. In the limit

of vanishing of diverging interaction, our results agree with the Ising model.
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Capitulo 1

1 Introducéo

O estudo do magnetismo se configura como uma importante area da fisica
devido ao grande nimero de aplicaces essenciais a vida moderna, tais como a geracao
de eletricidade em usinas e em automdveis, a informética e o armazenamento de dados.
Sua descricdo completa ainda se caracteriza como um desafio para os fisicos. Essa
realidade é materializada com os metais de transicdo que possuem a camada “d”
incompleta. Nestes sistemas, um modelo que tem sido bastante aplicado é o de J.
Hubbard [1]. Contudo esse modelo tem solucdo exata apenas em alguns casos limites.
Diante da importancia de realizar o estudo das propriedades magnéticas desses
materiais, recentemente, foi proposto o modelo de Hubbard Classico [2] que é de mais
facil aplicacdo, ndo perdendo parte das principais propriedades do modelo de Hubbard
original.

A proposta do presente trabalho é realizar estudos no novo modelo para obter as
grandezas termodinamicas e magnéticas em redes bi e tridimensional e determinar os
diagramas de fase. Além disso, analisar a relacdo do modelo de Hubbard classico com o
modelo de Ising.

No primeiro capitulo sera feita uma abordagem histérica do magnetismo e a
apresentacdo de algumas grandezas e tipos de magnetismo. No segundo capitulo, o
novo modelo é introduzido. Mostraremos que ele respeita a simetria particula-buraco do
modelo de Hubbard original [1] e também sua relacdo com o modelo de Ising. Ja no
terceiro capitulo é utilizada a técnica da matriz de transferéncia para fundamentar a
solucdo analitica da rede unidimensional do novo modelo [2]. No capitulo quatro,
estudaremos sobre transi¢do de fases e em seguida explicamos em detalhes o algoritmo
utilizado na abordagem numérica do novo modelo nos casos das redes bi e
tridimensional. O quinto capitulo trata dos resultados. Apresentamos tabelas de
expoentes criticos, graficos das grandezas termodinamicas e diagramas de fase
acompanhados das discussdes. Para finalizar, o capitulo seis traz as conclusdes do
trabalho.



1.1 O Magnetismo da Matéria

Como a proposta do trabalho é a de obter propriedades magnéticas da matéria
utilizando um novo modelo tedrico, torna-se relevante uma abordagem preliminar
de como se deu a evolugdo do entendimento do magnetismo dos materiais, bem
como, das teorias aplicadas para tal fim. A seguir serdo feitas algumas
consideragdes respeitando a cronologia do desenvolvimento dos estudos sobre o
magnetismo. Isto é feito neste trabalho de forma sucinta, dividida em trés partes:
histdrico, definicdes preliminares e com a discussdo de alguns tipos de

magnetismo.

1.2 Historico

O magnetismo da matéria foi percebido desde a antiguidade. Segundo relatos
historicos, os chineses ja conheciam o fendmeno por volta de 1100 a.c. e na Grécia
antiga foi detectado por volta de 800a.c. na regido da Magnésia, por iSSO 0 nome
“Magnetismo”.O mineral encontrado nessa localidade tinha capacidade de atrair corpos
metélicos e foi chamado de magnetita, cuja formula quimica conhecida hoje € Fe3Os.

As primeiras aplicacdes do magnetismo foram dadas pelos chineses. No inicio
da era cristd, os adivinhos ou misticos chineses usavam a “colher que aponta para o
sul”, a qual era confeccionada de magnetita, e em equilibrio sobre um pino, girava
livremente na horizontal. Em qualquer situacdo o cabo da colher apontava para o sul e
era vista como um objeto mistico. Como os chineses também conheciam métodos para
magnetizar metais, eles desenvolveram a bussola e a partir dos séculos X e XI,
comecaram a utiliza-la para orientar as navegacoes [3,4].

A partir do século XII1 os estudos sobre 0 magnetismo de cunho cientifico foram
sendo realizados, principalmente pelos europeus. Em 1269, Pierre de Maricourt realizou
experimentos elementares sobre o magnetismo, detectando assim, os p6los magnéticos
de um im@ baseando-se na orientacdo natural da bussola e, os denominando pélo norte e
polo sul [3,4].

William Gilbert, autor da obra “De Magnete” publicada em 1600, acrescentou e
rediscutiu o trabalho experimental de Maricourt e de outros. Ele descobriu o processo de

imantacdo por indugdo e foi o primeiro a sugerir a existéncia do campo magnético



terrestre. E de fundamental importancia frisar que a obra de Gilbert nfo é baseada
apenas em dados cientificos, mas, também em explicacGes filos6ficas e até mesmo em
supersticoes [3,4].

O estudo do magnetismo teve uma grande evolucdo quando foi percebida a
estreita relacdo entre os fen6menos magnéticos e elétricos, pelo fisico dinamarqués
Hans C. Oersted (1777-1851). Ele foi o primeiro a notar que a agulha de uma bussola
sofria uma deflexdo quando se encontrava nas proximidades de um condutor percorrido
por uma corrente elétrica. Baseando-se nos experimentos de Oersted, Ampére
desenvolveu a teoria para a criacdo de equipamentos eletromagnéticos e descobriu as
leis que regem a atracéo e repulsdo das correntes elétricas em fios condutores. Em 1830,
Michael Faraday e Joseph Henry, trabalhando de forma independente, descobriram
quase simultaneamente a inducdo eletromagnética. A indugdo eletromagnética é o
fundamento fisico do funcionamento do gerador elétrico, do transformador e de outros
aparelhos que usamos no dia-a-dia. Ja em 1873 ocorreu a grande sintese do
eletromagnetismo com o trabalho de Maxwell intitulado: “Treatise on Electricity and
Magnetism”. Esse trabalho apresenta as equacdes de Maxwell que estdo para o
eletromagnetismo como as equacOes de Newton estdo para a mecénica de baixas
velocidades [4].

Oberlin Smith, um engenheiro mecéanico norte americano, em 1888, foi um dos
primeiros a idealizar um processo de gravacdo magnetica. Tal processo consistia em
converter sinais sonoros em sinais elétricos utilizando para isso o microfone do telefone
(recém inventado) que magnetizava um fio de aco enguanto 0 mesmo girava de um
carretel a outro, realizando assim a gravacao em todo o fio [3].

Pierre Curie (1859-1906) trabalhou com experimentos de magnetizacdo em
funcdo da temperatura, demonstrando a estreita relacdo entre essas duas grandezas. Ele
constatou que a magnetizacdo diminui com o aumento da temperatura, chegando a zero
em uma certa temperatura que é caracteristica de cada material. Essa temperatura foi
chamada de temperatura critica ou temperatura de Curie, (T¢) [5].

No ano de 1907 a teoria dos dominios magnéticos da matéria (materiais
ferromagnéticos) foi proposta por Pierre Weiss. A partir deste momento, até os dias
atuais, a ciéncia conta com ferramentas tedricas oriundas da Mecénica Estatistica e
Mecanica Quantica para explicar o magnetismo da matéria. E tem sido de fundamental

importancia o uso de computadores cada vez mais potentes para realizar simulac@es de



sistemas magnéticos, e na parte experimental, a melhoria dos equipamentos tem sido de

grande ajuda na descricdo do magnetismo dos materiais.

1.3  Definicdes Preliminares

As manifestacbes magnéticas da matéria se dao através de campos, e quando
falamos em campos, podemos imaginé-los como sendo uma regido do espaco onde

atuam forcas. No caso do magnetismo, 0 campo magnético pode ser chamado de
inducdo magnética e existe a seguinte convenc¢do:B é chamado de inducdo magnética e
H, de campo magnético. Por simplicidade, vamos entender H como 0 campo magnético

em meios materiais e B como 0 campo magnético fora dos materiais [5].
A unidade da indu¢do magnética no Sl (sistema internacional de unidades) € o
tesla, cujo simbolo € T. Um tesla (1T) corresponde a forca de um Newton (1N) sobre

uma carga de um Coulomb (1C) que move-se com uma velocidade de 1ms™ na direco

perpendicular a de B.

Outro comentario importante que devemos fazer é sobre momento magnético.
Na matéria, pode-se encontrar momento magnéetico no nucleo dos atomos [6,7]
momento de dipolo magnético orbital dos elétrons que orbitam um ndcleo atémico e
momento magnético intrinseco dos elétrons, chamado de Spin.

Para nossos objetivos vamos definir o momento de dipolo magnético orbital ().
Admitindo um circuito infinitesimal de area dA através do qual circula uma corrente
elétrica I, podemos definir o momento de dipolo magnético como pu=IdA sendo dA um
elemento orientado de area, definido pelo sentido da corrente. A unidade no Sl é o
Ampére vezes metro quadrado (Am?) ou em Joule por tesla (JT™).

Agora estamos aptos para definir uma outra grandeza muito importante para o
nosso trabalho, a magnetizacdo M . A magnetizacio M de um corpo € 0 momento

magnético total dividido por seu volume, matematicamente temos: I\Z =ny, sendo (n)o
namero de momentos magnéticos (M) por unidade de volume. A unidade de
magnetizacdo no Sl é dada em Webers por metro quadrado (Wbhm™).

Para concluir as considera¢es iniciais vamos ver a definicdo de suscetibilidade

magnética. A suscetibilidade magnética x é definida como a raz&o entre a magnetizagdo

Meo campo magnético H da seguinte maneira y = M/H ou em forma diferencial



x =0M/0H. A suscetibilidade y é adimensional e informa a medida da resposta

magnética de um meio sob a acdo de um campo magnético H.
1.4  Tipos de Magnetismo

Na literatura cientifica estdo registradas muitas formas do magnetismo da
matéria [5,6,7]. Sendo assim, vamos comentar algumas formas, tais como o

diamagnetismo, ferromagnetismo, paramagnetismo e antiferromagnetismo.
1.4.1 Diamagnetismo

Os materiais diamagnéticos sdo repelidos quando colocados préximo a um
campo magnetico. Esse comportamento caracteristico é explicado pela lei de Lenz que
diz o seguinte: O fluxo do campo magnético devido a corrente induzida opde-se a
variacdo no fluxo que causa a corrente induzida [5], ou seja, esses materiais apresentam
uma magnetizacdo induzida com direcdo oposta a do campo indutor, de modo que a
suscetibilidade y desse tipo de material é negativa.

O diamagnetismo ocorre em todos os materiais, mas, geralmente, é um efeito
muito mais fraco do que o paramagnetismo, e sendo assim, o diamagnetismo pode ser
observado com mais facilidade em materiais ndo paramagneticos. Exemplos de
materiais diamagneéticos: prata (Ag), chumbo (Pb),bismuto(Bi), a molécula de

hidrogénio (H;),a molécula de agua(H,0), etc.
1.4.2 Paramagnetismo

Nos materiais paramagnéticos 0 momento de dipolo magnético dos atomos é
permanente [5,7]. Estes momentos estdo associados com 0 momento orbital dos elétrons
e com o momento magnético de spin. Uma caracteristica dos paramagnetos € que as
direcbes dos seus momentos magnéticos estdo distribuidas de forma aleatoria,
configurando assim, a auséncia de um campo resultante macroscopico. Na figura 1
podemos ver um exemplo de configuracdo de um paramagneto. Mas, quando um
material paramagnético se encontra sob a influéncia de um campo magnético externo,

0S seus momentos tendem a se alinhar com esse campo e o material evolui para uma



configuracdo mais organizada no que se referi a direcdo dos momentos magnéticos,
propiciando o surgimento de um campo macroscopico resultante. Essa organizacdo se
mantém enquanto o campo estiver presente, se o campo for retirado, 0s momentos de
dipolo voltam a desordem e ndo existird mais um campo resultante. Essa reorganizacdo
dos momentos de dipolo magnético se da por fatores energéticos, pois, a energia dos
momentos alinhados com o campo externo é menor do que quando os dipolos estdo
antiparalelos com o campo externo. Essa tendéncia dos momentos de dipolo alinhar-se
com o campo externo pode sofrer redu¢do com o aumento da temperatura que tende a
aumentar a desordem. Portanto, a suscetibilidade depende da temperatura y=C/T (lei de
Curie) sendo C uma constante positiva caracteristica do material paramagnético. Como
exemplo de materiais com esse comportamento podemos citar o Aluminio (Al),

Magnésio (Mg), sulfato de cobre, etc.
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Figura 1 - Representacdo de momentos magneticos com ordenamento aleatorio,

inerente a materiais paramagnéticos.

1.4.3 Ferromagnetismo

Materiais ferromagnéticos também possuem momentos de dipolo magnéticos
permanentes [6,7]. A diferenca é que neste caso existe uma forte interacdo entre atomos
proximos que mantém os seus momentos de dipolo alinhados, formando assim, os
dominios magnéticos. A figura 2 mostra um exemplo de configuracdo de um
ferromagneto. Este fato propicia a existéncia de um campo resultante mesmo na
auséncia de um campo externo, e desta maneira, dizemos que esses materiais exibem
uma magnetizacdo espontanea. Mas, essa magnetizacdo sofre influéncia direta da
temperatura, pois, em T=0K a magnetizacdo € maxima, ja que, ndo existe neste caso

agitacdo térmica dos atomos e o ordenamento magnético € o melhor possivel. E em



temperaturas iguais ou maiores que Tc a magnetizacdo cai para zero e 0 material se
torna um paramagneto, pois neste caso a temperatura Tc, caracteristica de cada material,
indica que a agitacdo térmica foi o suficiente para desfazer o ordenamento magnético.
Tc € a temperatura critica ou de Curie onde ocorre a transicdo de uma fase
ferromagnética (momento magnético ordenado) para uma fase paramagnética
(momentos magnéticos desordenados). A figura 3 apresenta a curva de magnetizacdo
tipica em funcdo da temperatura. Como exemplos de matérias ferromagneticos podemos
citar o Ferro (Fe), Cobalto (Co), Niquel (Ni), Gadolinio (Gd), etc.

M
| 0 Te T
Figura 2 - Formacéo de dominios Figura 3 - Magnetizagdo em funcéo da
magnéticos minimizando a energia. temperatura.

1.4.4 Antiferromagnetismo

Essa classe de materiais possui momento de dipolo magnético permanente. No
entanto, eles apresentam campo magnético externo nulo. A razédo desse fato é atribuida
as interacOGes de troca (exchange) que forcam os momentos magnéticos dos atomos
vizinhos a assumirem orientacdo antiparalela, ou seja, 0s momentos magnéticos tém a
mesma dire¢do, mas, o sentido inverso. Os materiais antiferromagnéticos reais possuem
sub-redes com momentos magnéticos iguais e opostos resultando também em uma
magnetizacdo total nula [6]. Na figura 4 podemos ver um exemplo da organizacao
antiparalela dos materiais antiferromagnéticos. Essa organizacdo também depende da
temperatura, pois, com 0 aumento da agitacdo térmica os materiais antiferromagnéticos
passam a ser paramagnéticos. A temperatura onde essa transicdo ocorre € chamada de

temperatura de Néel.



RARARARARARAR,

Figura 4 - Organizacédo de spins antiparalela caracteristica de materiais

antiferromagnéticos.

A temperatura de Néel pode ser visualizada através dos graficos do inverso da
suscetibilidade magnética em funcdo da temperatura. Como exemplo de materiais
antiferromagnéticos podemos citar o Manganés (Mn), Crémio (Cr), etc.

O modelo, foco deste trabalho, tem uma fase inicialmente antiferromagnética nas redes
Quadrada e Cuabica Simples. No capitulo 5 serdo feitas mais abordagens sobre
propriedades termodinamicas dessa classe de materiais.



Capitulo 2

2 O Modelo de Hubbard Classico
2.1. Introducéo

No estudo da estrutura eletrénica dos solidos sdo aplicadas em geral duas linhas
tedricas. Uma é o modelo de Heitler-London, que faz uma descricdo puramente atémica
(eletron localizado) e descreve de forma consistente uma boa parte dos materiais
isolantes e os elétrons f dos metais de terras raras. A outra descreve o comportamento
dos elétrons itinerantes (modelo de Bloch) que despreza as correlacbes entre o
movimento dos n elétrons, e sendo assim, é aplicada na descricdo de bandas de
conducéo de metais [8].

Quando aplicados aos metais de transicdo, esses modelos citados ndo oferecem
resultados satisfatorios, devido ao comportamento dos elétrons da camada “d”
incompleta que apresentam caracteristicas de elétrons localizados e itinerantes ao
mesmo tempo. Diante desse fato, J. Hubbard propds em 1963 um modelo [1] que
descreve de forma satisfatoria os dois comportamentos. Esse modelo € muito utilizado
ndo s para 0s metais de transicdo como também em qualquer material que apresente
correlacdo entre elétrons em bandas estreitas. No entanto, a solu¢cdo do modelo original
de Hubbard permanece um desafio até os dias atuais. Um reflexo desse fato € que, até
hoje, s6 possui solucdo exata na rede unidimensional para algumas situacdes limites.
Pensando nesse fato e sabendo da importancia de estudar o efeito do termo eletrénico
itinerante foi proposto um modelo [2] que pode ser visto como um modelo classico de

Hubbard, e como veremos, uma generalizacdo do modelo de Ising.
2.2. O Hamiltoniano de Hubbard Classico

Partimos do hamiltoniano de Hubbard [1], que é definido para um orbital por

sitio como sendo:

H = — Y5 tijCi5 Cjo + UXinipnyy (2.1)
Em que Ci e C,, sdo, respectivamente, operadores criagao e aniquilagdo para elétrons

num sitio i de spin o, n;, = Ci£.C;; € 0 operador nimero que informa o nimero de



elétrons com spin ¢ no sitio i em questéo. A soma — ¥;; t;; ¢ cj-€ usualmente realizada
sobre os sitios primeiros vizinhos na rede. Neste caso, a integral de salto ou integral de
hopping esta representada por t;; = t. U € a repulséo coulombiana em um sitio “i”.

Portanto, o primeiro termo do hamiltoniano (2.1) expressa o salto dos elétrons
entre os sitios primeiros vizinhos. O segundo termo expressa a interacdo coulombiana
entre elétrons em um mesmo sitio, obviamente respeitando o principio de excluséo de
Pauli quanto a ocupacdo eletrdnica no sitio.

Na proposta classica [2], 0 modelo de Hubbard tem o seguinte hamiltoniano:
H = — Yo tijnis(1 — nje) + U Xinypny, (2.2).

O diferencial que o hamiltoniano (2.2) oferece é que ele considera a energia associada a
itinerancia do elétron como sendo proporcional ao numero total de saltos possiveis dos
elétrons na rede. Essa contagem é feita pelo primeiro termo do hamiltoniano (2.2), o
paréntese (1 —n;,) funciona como um contador de “buracos” nos sitios primeiros
vizinhos. O segundo termo tem a mesma funcdo do hamiltoniano (2.1). E importante
salientar que 0 modelo de Hubbard Classico [2] € um modelo que simula a itinerancia
de um sistema e o que é levado em consideracdo sdo as possibilidades de saltos
eletrbnicos e ndo os saltos propriamente ditos. Para explicitar esse mecanismo de

contagem, vamos analisar a situacéo da figura 5:

1 y ik

j i j j i j j i j
E =-2t E=-4t+U E=-t
@ (b) (c)

Figura 5- Representacdo da ocupacao eletronica em sitios de uma rede unidimensional.

Imagine que os quadrados da figura Ssejam sitios primeiros vizinhos, em (a) o
spin no sitio i tem duas possibilidades de salto, ja que os sitios vizinhos j estdo vazios
(njs=0) e substituindo esse valor de nj; para ambas as situagdes no hamiltoniano (2.2)
sera fornecido o valor de energia E= -2t,perceba que ndo existe dupla ocupacdo, logo

U=0. No caso (b) o sitio i esta duplamente ocupado e os sitios j estdo vazios (nj;=0),
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sendo assim cada elétron up (down) possui duas possibilidades de salto e substituindo
esses possiveis eventos no hamiltoniano (2.2) fornecem E= -4t +U. J& em (c) o elétron
no sitio i s6 possui uma unica alternativa para saltar e neste caso ndo ha também sitio
duplamente ocupado (U=0), entdo a energia fica igual a E=-t.

O modelo Classico de Hubbard (2.2) possui as seguintes caracteristicas: &
diagonal como o modelo de Ising, os estados do operador nimero sdo autoestado do
hamiltoniano, os termos de salto (hopping) e coulombiano comutam e as
transformagdes de simetria do modelo de Hubbard s&o preservadas tais como
transformacdo particula-buraco e a simetria de carga U(1). Quanto a obtencdo das
propriedades termodinamicas do modelo [2], nesta dissertacdo é feita via ensemble
grande candnico utilizando simula¢do computacional para redes bi e tridimensional. No
caso unidimensional reproduziremos a solucdo analitica feita em [2], efetuada utilizando

a técnica da matriz de transferéncia.

2.3.  Simetria Particula-Buraco

Por analogia com (Cj;,Ci;) vamos definir os operadores b, b;, criagdo e
aniquilagdo de buracos, respectivamente. E B;; = b{;b;; como sendo o operador
nimero de buracos. Quando falamos de buracos podemos entender como a
auséncia de elétrons no sitio, veja a relagio: Cj; — b;} ao destruir um elétron (Cj,)
cria-se um buraco (b{};) e Cif, - C;; ao criar um elétron (C;},) destrdi-se um buraco
(bio)-

Cic - b;-a

Ciy - bia

io
elétron - buraco

Devido a ideia de buraco adotada, ou seja, a auséncia de particulas no sitio, a

seguinte relagdo entre os operadores é vélida n;, + B;; = 1.

Portanto,
Njs = 1- Bio (23)
ou
Bio =1- Njs (24)
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Substituindo a relagdo (2.3) no hamiltoniano (2.2), ficamos com:

1° Termo: — Yiis tijnio(1 — Njs) = — ijo tiBjo (1 — Big)
2° Termo: X;njpny = U X BypBj, + U(Ng — Ng)

Sendo Ns o numero de sitios da rede e Ng 0 niimero de buracos, ficamos com:

H== tB,(1=Bip) +U ) BBy + UN, — Np)
i

ijo
O hamiltoniano buraco (Hg) é definido por:
Hp = —Z tjiBjc(1 — Bis) + UZ Bi1B;,
ijo i
Encontramos entdo a seguinte relagdo entre o hamiltoniano dos elétrons H e dos
buracos Hg.

Substituindo (2.3) agora na relacdo do numero de elétrons.

Ne = Xi(ny +nyy) (2.6)
Encontramos a seguinte relacdo entre os nameros de elétron, buraco e de sitio:

N, = Zi(niT + nil) = 2Ng — Np. (27)
Com as relacbes (2.5) e (2.7) podemos calcular o nimero medio de
elétrons usando a definicdo de média termodindmica no ensemble grande

canodnico.

(N.) = Tr{Nee—B[H—uNe]}
e/ = "1 {e-BH-RNe]}

(2.8)

Ent&o, fazendo a substituicdo das relagtes (2.5) e (2.7) em (2.8), temos que:
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Tr{(2N; — Np)e~FlHz+UNs—Np)-p(2Ns=Np)]}
( e) - Tr{e—B[HB+U(N5—NB)—,u(2NS—NB)]}

TT{NBe —.B[HB+U(Ns—NB)—M(2Ns—NB)]}

T‘r{e _B[HB+U(NS_NB)_M(2NS_NB)]}

(Ng) = 2Ng —

Tr{NBe‘ﬁ[HB—NB(U—H)]} e~BU-2uwNs

(Ne) = ZNS - Tr{e—ﬁ[HB—NB(U—/,L)]} e_B(U_ZIi)Ns
Tr NBe‘ﬁ[HB—NB#Bu]
(Ne) = ZNS - T{ —ﬁ[H —N ] }
r{e B=Npupul}
Mgy = U —p
sendo Tr{NgeB[HB-NB1Bul}

(NB) = Tr{e—B[HB—NBuBu]}

Chegamos em:
(Ne) = 2N — (NB) (29)

Portanto, fica claro que as relaces para 0 namero médio de elétrons (N.) e para

0 nimero médio de buracos (Ng) sdo equivalentes e se tornam iguais no caso da banda

meio cheia (u = U/Z), temos:

=gy =Y/5 = (No)=(Ng)=N;. (210)

Essa simetria do modelo de Hubbard Classico é valida para todos os tipos de

rede. O desenvolvimento completo dos calculos desta secédo esta no apéndice A.
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2.4. Relacdo com o Modelo de Ising.

Podemos explicitar a relagdo entre 0 modelo de Hubbard Classico com o modelo
de Ising através de uma mudanca de varidvel. Nessa mudanca vamos introduzir duas

variaveis de spin S; e g; sendo (S; =T ou 1) e (6; =T ou 1). Fazendo:

-1 .
Si=2np—1 = { 1 n; = 1+TS‘ (2.11)
=

-1 1+o0j
0'i=2nil—1${1 n;, =

(2.12)

Substituindo (2.11) e (2.12) no hamiltoniano (2.2), adicionado do termo do potencial

quimico —u Y,; n;, € supondo que:

Temos:

o _tz {(1 ; S [1 ~ (1 J; Sj)l . (1 J; o;) [1 ~ (1 J; oj)l}

ij
_I_Uz(l‘;si)_(1+°i)_u2[(142'31)+(1+01)l

2 2

H= —22{(1 +5) - (1=8)+ (1 +0)-(1-0)}

1

U
+ZZ(1 + Si + Oj + Sici) - 52[2 + Si + O'i]
i i
t U 1
H=-- {2 - SIS] - GiG]‘} + ZZ(]. + Si + (O + Sici) - EZ(Z + Si + Gi)
i i

4 L
ij

14



t U U-2
H=- (SIS] + O'iO'j) +— Sio-i + (—u) (Sl + Gi) +
42. 42 4 Z
ij i i

U tz
+ {NS (Z 5 u)} — Constante

[
I
Chamando !
I
\

O hamiltoniano fica:

H= ]Zl](SIS] + O'iO']') + Lzl Sio-i + hZI(Sl + Gi) (213)
Para 0 caso meio cheio — U=2u — h=0, a relagdo (2.13) se torna:

H= ]ZIJ(SIS] + Gicj) + LZI Sici (214)

Para L=0, (2.14) se torna:

Que corresponde a dois Ising independentes. Ja para L—oo, temos que o; = —S;e
encontramos:

H = 2]211 SLS] = ISing Com]’ = 2] > H :]IZUSLSJ (216)
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As relacbes (2.15) e (2.16) correspondem ao consagrado modelo de Ising a
campo externo nulo, iremos apresentar este modelo na préxima se¢cdo com um pouco
mais de detalhes. O desenvolvimento completo dos célculos desta se¢do esta no
apéndice B.

2.5. O Modelo de Ising

Na presente secdo vamos comentar o modelo de Ising, pois 0 mesmo serve como
um importante parametro de comparacdo com o modelo de Hubbard Classico, ja que
existe a estreita relagdo como mostrado na se¢do anterior. O modelo de Ising possui 0

seguinte hamiltoniano:

H= —]le O'iO']' - hzy:1 O; (217)

No modelo de Ising as varidveis de spin classica (o; = +1) permitem diferentes
interpretagGes [9,10]. Em (2.17) J representa a energia de Exchange e a soma J Y;; 0;0;

é feita sobre os pares de sitios primeiros vizinhos e representa as energias de interacao
que pode propiciar uma mudanca na orientacdo dos spins. Quando J € positivo 0
alinhamento paralelo dos spins é favorecido e quando J é negativo o alinhamento
antiparalelo é favorecido [10,11]. Ja o segundo termo h ¥\, o; considera a presencga do
campo externo h. Neste modelo a energia cinética ndao é contemplada, o que é levado
em consideracdo é a orientacdo dos spins em cada sitio e a distribuicdo espacial dos
mesmos na rede. O hamiltoniano (2.17) foi utilizado inicialmente para sistemas
magnéticos, mas, pode ser utilizado em quaisquer sistemas interagentes de dois estados

[11], como exemplo podemos citar ligas binarias e gas de rede.
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Capitulo 3

Solucao Analitica do Modelo de Hubbard Classico na rede

Unidimensional

3.1. Montagem da Matriz transferéncia

A ideia principal do método é escrever a funcdo de particdo em termos de uma
matriz chamada matriz transferéncia [9,10,11].
Para ilustrar o procedimento de montagem dessa matriz vamos utilizar o modelo

de Ising e a funcdo de particdo candnica
Zy=Yipe P (3D)
Considerando uma rede unidimensional periddica em que {o;} representa todas as

possiveis configuracBes dos spins, podemos assumir oy,,; = 0;. Substituindo a eq.
(2.17) em (3.1), temos:

Iy = Z{d.}eﬁ]ZiUiUHl"'ﬁhZidi (3.2)

Fazendo K=p4J e L= ph e escrevendo alguns termos das somatérias do expoente,

encontramos:

ZN = Z{U'}eK(0102+0203+0304+"')+L(01+02+a3+“') (33)

Reescrevendo os termos do segundo paréntese do expoente da eg. (3.3) de forma

conveniente, podemos escrever:

Ly = Sy X (RN FR(F ] (g

Agora, colocando em evidéncia os termos no expoente da eq. (3.4), chegamos a

forma fatorada:
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Zy = Z{Ji}eK(ﬂO'z)"'é(fﬁ"‘o'z) _ eK(0203)+§(02+U3). eK(030'4)+§(03+0'4) (3.5)

De maneira mais compacta, fica:

Zy = 2o T12T23T54 - Tu-11  (3.69)

ou
ZN = ZO'i...O'N Hiv=1 Ti,i+1 (36b)

Perceba que cada termo do produto esta em funcdo apenas de pares de sitios primeiros
vizinhos:

L L L
T1,2 — ek(0'10'2)+§(0'1+0'2),T2‘3 — ek(o'z0'3)"';(0'2"'0'3),“.TN_L1 — ek(GN_161)+E(GN_1+Gl). De

modo geral, temos:
Tiivr = k(GiGi+1)+%(6i+0i+1) (3.7)

As equac0es. (3.6a)e (3.6b) representam uma matriz produto escrita em termos
das componentes da matriz Te o tamanho da matriz depende do namero das formas
possiveis de ocupacdo do sitio e das interacGes consideradas [11]. No caso do modelo
de Ising o qual estamos considerando nesta secao, cada sitio pode ser ocupado de duas

maneiras diferentes.

_ {up =T=|1)

down ={=|-1)

Sendo assim, esse modelo fornecera uma matriz transferéncia 2x2 que pode ser escrita

aplicando os estados de spin em (3.7) da seguinte maneira:

L
(0i|T|o;, ) = ek *3(0i+0i41) o assim podemos escrever a matriz transferéncia T,

abaixo.
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T=[<1|T|1> <1|T|—1>J_[9K+KL eKKLJ (3.8)

CUTR) UTI-) (e e

Considerando o trago sobre todos os spin em (3.6a) a funcdo de particéo

candnica pode ser escrita como:

Zy= ) > ) = Y (ailTIoo)o:[Tlos)os | Tloy) = (ox[Tioy)

061 Oz O3 ON

Zy = ) (@T D 16:)(0:IT ) lo3) (03] =T ) low) (onlTloy)

Como Zloi)(oil =1
Oj
2
Zy = D (01 Toy) = (1) = AN
01 i=1
In =22, AN =2+ A (3.9

A eq. (3.9) é o traco da matriz TV representada em termos dos autovalores A; de

T. Resolvendo a equacdo matricial:

(T-41)=0 | (3.10)

Encontraremos os autovalores 4;, sendo que | é a matriz identidade. Resolvendo

(3.10) encontramos o0s seguintes valores:

{7\1 = eK cosh(L) + [e?X cosh?(L) — 2 sin(2K)] />
A, = eX cos h(L) — [e?X cosh?(L) — 2 sin(2K)] /2
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K =p]
L=ph

Sendo A1> Ay e lembrando que :
B=Yr

A importancia desse método fica evidente quando é feita a substituicdo da funcéo de
particdo Zy (3.9) escrita em termos dos autovalores da matriz transferéncia na funcéo da
energia livre no limite termodinamico:

f=—KsTlimy o ~In(Zy) . (3.12)

Depois de realizado esse processo grandezas como: entropia, magnetizacao, energia
interna e outras que sdo relacionadas, séo definidas via derivada da equacéo e (3.11)

COMO segue:
_ aln(Zy) - — a_f i = — a—f
U= -=35" (Energia  Interna), S = (aT)H (Entropia), M = (aH)T

(magnetizacao) e C _w_ 1 o
9 ¢ T 8T kpT? 92

[In(A,,5,)](Calor Especifico).

Esse mesmo metodo serd utilizado na proxima secdo para obter a solucdo

analitica unidimensional do modelo de Hubbard Classico.

3.2. Modelo de Hubbard Classico (Solucdo analitica para a rede

unidimensional)

No caso do modelo classico para realizar a montagem da matriz transferéncia é
mais indicado o uso da funcdo de particdo grande candnico, pois 0 hamiltoniano (2.2)
descreve sistemas itinerantes e sendo assim, 0 sistema estd sujeito a variagdes no
namero de particulas.

A grande funcéo de particdo ¢é dada por:
Z =Y, e BE-1N) (312)

Sendo p o potencial quimico e N 0 nimero de particulas. Realizando os mesmos passos
da secdo anterior e levando em consideracdo a condicdo de contorno ciclica (|ny,q) =

|n,)), temos que a matriz transferéncia é dada por:

Tiip1 = e—ﬁEﬁ' > Lo(Mig+Nit14) (3.13)
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O modelo (2.2) contempla quatro formas de ocupacdo em um sitio|n;) = |n;;, n;;), ou
seja, |0,0),11,0),10,1) e |1,1). Aplicando estes estados em (3.13) obtemos a matriz
transferéncia 4x4:

(00|T|00) (00|T|10) (0O|T|01) <(OO|T|11)
(10]|T|00) (10|T|10) (10|T|01) <(10|T|11)

T=1(o1Itl00y (01ITI10) (01ITjo1) (01jTj11) | 1%
(11|T[00) (11|T|10) (11|T|01) (11|T|11)
Para o caso da banda- meio- cheia p = U/2
1 eﬂ[HUﬂ eﬁ(t%] ezﬁt
T B eﬁ(H%) e% e[ZH%) ﬂ(H%)
eﬂ(Hf) eﬁ[zn%) e% eﬂ(n—j (3.15)
2t eﬂ[t+%) e ﬂ(u—%] 1

Diagonalizando a matriz, encontramos 0s autovalores:

BU
1 ez e2bt

U BU
(%\/1 + eBU+4) 1 oBU 4 o4tB 4 2eBU+20) 4 ZeZtﬁ—Zeﬁ(ZH?)—ZeT)

1 eﬁz_u e2Bt eﬁ(z”%)

U BU
(_%\/1 + eBWU+4) 4 oBU 4 p4tB 4 DpBU+2t) 4 ZeZtﬂ_Zeﬂ(2t+7)_267>
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Escrevermos os autovalores de forma a atender 1, > A, > A; > 1,. A grande funcéo de

particéo fica:

[1]

= Z?=1 /111'\’ (3.16)

Substituindo na relag&o da energia livre no limite termodindmico equagéo (3.11), temos:

1
f= —kBTI\III_I)I(}ONIH{H}

f=—kgT li 11 47\N
- B Nli?oﬁnzi

i=1

1
hh«ﬂymﬁmaﬂmy+w+wn

N N R S I
fz_kBTl\lll—{I;loﬁln A 1+@+@+@

y) N Y e
Para N — oo, (%) — 0 entdo ficamos com:

1
f = —kgTIn(};) (3.17)
Agora, fazendo uso de (3.17) podemos encontrar grandezas termodinamicas atraves
das suas derivadas para obter informagdes do sistema fornecidas pelo modelo

hamiltoniano Hubbard Classico.

Ust=0
Uf=1
— UUft=28
Uft=20

c/Nks

keT/t

Figura 6—Calor especifico ¢/N kg em funcdo da temperatura kgT /t para alguns
valores de U/t: U/t=0, U/t=1, U/t=8 e U/t=20.
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A figura 6 representa os valores da fungéo do calor especifico dados por:

U1 @2
©T 9T T kyT?0p2

[lTl (Améx)]

Os valores do calor especifico usados para a construgdo dos gréaficos estdo num
intervalo de temperaturas 0.1 < kgT/t < 5.01 e serve como um exemplo das
informacdes que podem ser colhidas utilizando as fungfes termodinamicas obtidas
através da técnica da matriz de transferéncia para o modelo. A discussao da figura 6 esta
na referéncia [2].
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Capitulo 4

4.1.Transicdo de Fase

A natureza possui varios sistemas onde ocorrem transicdes de fase. Como
exemplos, podemos citar: fluidos simples, ligas metélicas, materiais magnéticos e
outros. A transicdo de fase é caracterizada por uma singularidade na energia livre ou em
uma das suas grandezas derivadas, como o calor especifico por exemplo.

Outro aspecto das transicdes de fase é a mudanca em propriedades fisicas devido
a variagdo em grandezas termodinamicas, como a temperatura. E 0 que ocorre com 0

sistema da figura 7:

/N
I)
- T S e e
A
Sdlido Liquido
P s i i e e o
B
|
— - — - - - - - = - |
Gés
N e e e > ' i :
T I
| [ |
P! !
C i I
¢ | |
1| |
| - | >
5 PRI T T

Figura 7-Diagrama de fases de um fluido

O diagrama de fases da figura 7 representa as regides de transi¢do de estados de
um fluido em funcéo da temperatura, a curva A recebe o nome de curva de fusdo porque
delimita os estados solido e liquido. Ja a curva B é denominada de curva de
vaporizacdo, pois delimita as fases liquida e gasosa, e a curva C é chamada de curva de
sublimacéo e delimita as fases sélida e de vapor. No diagrama estdo representados dois
pontos importantes: o ponto triplo com temperatura Te 0 ponto critico com temperatura

T,., onde o ponto triplo representa a coexisténcia dos trés estados do fluido e a partir do
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ponto critico a transicdo entre as fases liquida-gasosa ndo é mais detectavel utilizando a

descontinuidade das propriedades macroscépicas.

No ponto critico, grandezas termodindmicas como o calor especifico apresenta
divergéncia assintdtica (picos) caracterizada por um valor denominado de expoente
critico que sdo universais para a mesma classe de sistemas fisicos como os fluidos
simples que possuem 0 mesmo expoente critico [11].

No capitulo 5 utilizaremos os dados oriundos da simulacdo computacional e
calcularemos os expoentes criticos do modelo de Hubbard Classico para o calor
especifico em redes bi e tri dimensional comparando-os com os valores do modelo de

Ising.

4.2. Método de Monte Carlo

Os recursos de simulacdo computacional sdo de extrema importancia para as
pesquisas cientificas, pois se caracterizam como uma ferramenta poderosa na
investigacdo de varios sistemas complexos. Uma técnica numeérica de grande relevancia
é 0 Método de Monte Carlo, onde a ideia fundamental é a de escolher uma sequéncia de
configuracOes aleatorias sendo que cada elemento da sequéncia depende exclusivamente
da probabilidade de ocorréncia da configuracdo imediatamente anterior [9].

No Meétodo de Monte Carlo existe um algoritmo de uso frequente chamado de
algoritmo de Metropolis [12]. Esse algoritmo tem as seguintes condicdes de

probabilidade para as configuracbes y e y’.

wy —»>y) =47 (4.1)

Sendo y a configuracgdo inicial do sistema em questdo e y’ a configuracéo final
ew(y - y') é a probabilidade de transicéo entre as configuracbes y e y’. Em geral

assume o valor 1 (um).
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Uma caracteristica interessante do Método de Monte Carlo é justamente esse
tratamento probabilistico w(y - y’) que ele propde, resultando em dados que

posteriormente fundamenta uma descricdo estatistica dos sistemas analisados.

4.2.1. Algoritmo de Monte Carlo para o Modelo de Hubbard Classico

Nesta secédo transcrevemos com algumas modificagdes o algoritmo da referéncia

[13], pois este foi adaptado para o nosso trabalho.

As dificuldades em encontrar solucGes analiticas em redes bi e tri dimensional
para 0 modelo de Hubbard Classico nos levaram a utilizar métodos computacionais. O
seguinte algoritmo contempla quatro formas de ocupacéo eletrdnica num sitio, ou seja,
|0,0>, |1,0>, |0,1> e |1,1>Em que O representa um sitio vazio. O 1 na primeira posicéo
representa um elétron de spin “up” e 0 1 na segunda posi¢do um sitio ocupado por um
elétron de spin “down”. Devido as quatro formas de ocupacdo, ficam evidentes as
possibilidades de variagcdo no numero de particulas do sistema, sendo assim, o algoritmo
utiliza o ensemble grande candnico.

O peso de Boltzmann exp[—(AE — uAN)/T] depende da variagdo da energia
AE e da variagdo do nimero de particulas AN. O potencial quimico (,u) desempenha

uma funcéo de controle do nimero médio de particulas na simulacéo.

A simulacdo oferece algumas limitacdes, pois a funcdo de grande particdo nédo
pode ser calculada ja que, trata-se de um processo estocastico que ndo considera todos
0s possiveis estados do sistema, e isso implica na impossibilidade de calcular grandezas
que dependam diretamente da funcdo de grande particdo como o grande potencial.

O Monte Carlo que utilizamos pode ser aplicado a modelos que tém

hamiltonianos diagonais e é neste sentido que dizemos que o modelo € classico.
4.2.2.Algoritmo

O seguinte algoritmo de Monte Carlo foi utilizado para calcular algumas
propriedades termodinamicas em redes quadrada e cubica simples utilizando o modelo
de Hubbard Classico. Reescrevendo o hamiltoniano (2.2) para as redes mencionadas

acima, temos, por exemplo, para a rede quadrada.
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H=Y2 52 i (4.2)

H = —tnj6[(1 = nisaje) + (1 = nijeae)] + Ulnyging ] (4.3)
No algoritmo consideramos kz =1 e que o numero aleatorio escolhido é

regularmente distribuido entre [0,1]. Assim, podemos escrever a sequéncia:

Inicio

1) Leia os dados de entrada.

Numero de sitios em cada direcdo L, L, (rede quadrada);
Interacdo Coulombiana U;

Potencial Quimico p;

Temperatura T,

Total de passos de Monte Carlo PMCT;

Passos de Monte Carlo descartados PMCD (tempo de relaxacao).

AN N N N NN

2) Crie um array No (i,j) rede quadrada, representando a ocupacéo dos sitios (i, j),
onde o valor -1 (+1), indicara um sitio magnético com elétron de spin down (up) e 2
(0) representa um sitio ndo-magnético com dois (nenhum) elétrons. Faga No « 0 para

todos seus elementos (sitios vazios) .

3) Comece a distribuir os féermions nos sitios, de forma que se obtenha a menor
energia interna possivel para o sistema (estado fundamental). O estado fundamental é
escolhido inicialmente, pois estatisticamente ele é relevante em qualquer temperatura
(maior peso de Boltzmann). A principio, impomos que o numero de férmions seja igual
ao nmero de sitios N=L, mas esse valor serd muito modificado a cada passo de Monte
Carlo PMC, convergindo em sua média corretamente no final da simulacéo, devido ao

valor do potencial quimico.

4) Calcule a energia interna do sistema E pelo hamiltoniano (4.3) para rede

quadrada. Use a condicdo de contorno periodicas.
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5) Crie variaveis Soma E e Soma N fazendo-as receber zero. Elas serdo Uteis para
os somatdrios de E e N ao final de cada PMC. Se for necesséario calcular outras

grandezas termodinamicas, crie outras varidveis com o mesmo intuito.

6) Comece o primeiro PMC«1.

7) Evolugdo de Metropolis: escolha um sitio (i, j) rede quadrada. Mudando
aleatoriamente o valor de No (i, j) ou No (i, j I) para um dos outros 2 valores possiveis.
Calcule a variagdo energética AE — uAN. Se ela for menor ou igual a zero, a mudanca é
aceita, pois é espontanea. Mas, se essa variacao for maior que zero, a probabilidade de
aceitacdo dessa mudanca é o peso de Boltzmann w = exp[—(AE — uAN)/T]. Se rand,
0 novo estado é aceito, caso contrario o estado anterior é restaurado, desfazendo a
mudanca. Se a mudanca foi aceita, atualize o valor das grandezas do sistema fazendo

E«<E+AEe N« N+ AN.

8) Repita 0 processo 7 até passar sem repeticdes por todos os sitios do array No

(ou até mais vezes se desejar).

9) Se PMC > PMCD entdo adicione as grandezas aos seus respectivos somatorios

fazendo SomaE«— SomaE + E e SomaN<«+— SomaN + N.

10) Fim do atual PMC. Se PMC < PMCT, faga PMC«— PMC + 1 e retorne ao

procedimento 7.

11) Calcule as médias aritméticas de Monte Carlo das grandezas termodinamicas
dividindo as somas pelas suas quantidades de termos (E) . < Soma E /(PMCT —
PMCD) e (N)yc <« Soma N/(PMCT — PMCD). Perceba pelos procedimentos 9 e 10
que as somas possuem PMCT-PMCD termos.

FIM

O mesmo procedimento foi adotado para o caso da rede cubica simples.
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Capitulo 5

Simulacdo das Redes Quadrada e Cubica Simples

5.1. Parametros

Com o algoritmo detalhado na secdo 4.2.1, foi feita a simulacdo do modelo
Classico de Hubbard para a rede quadrada com as seguintes quantidades de sitios:
N=100x100, N=200x200, N=500x500 e N=1000x1000. Utilizamos para cada tamanho
de rede os seguintes valores para a interagao coulombiana0 < U/t < 20.

Para 0 caso da rede cubica simples o novo modelo foi simulado para os
tamanhos de rede no intervalo 253 < N < 303 e também para N=403, N=603, N=703
e N=803com os mesmos valores de U/t usados na rede quadrada. O objetivo de simular
redes com diferentes tamanhos é determinar a sua influencia na obtengdo das grandezas

termodinamicas. Nos dois tipos de rede as simulacdes tiveram condi¢es de contorno
N - . U .
ciclicas (anel) para o caso da banda meio-cheia p = 5 = d=1(sendo d a densidade

eletrénica). Em cada simulacdo foram usados 10000 passos de Monte Carlo (MC) e
desprezados os 4000 primeiros passos. Em simulacbes de Monte Carlo existe essa
necessidade de descartar alguns passos, pois esses correspondem a valores que refletem
as escolhas das configuracdes iniciais para o sistema e que provavelmente fornecera

dados longe das médias da grandeza considerada na simulacao.

5.1.1. Obtencéo das Propriedades Termodinamicas

Na simulacdo foram obtidas a suscetibilidade magnética, calor especifico,
energia interna e magnetizacdo. A magnetizacdo e a energia interna sao determinadas

em cada estado do sistema de forma direta pelo algoritmo da secdo 4.2.1 calculando as
s g M .
suas médias de Monte Carlo como m = % O calor especifico pode ser encontrado
via derivada numérica da energia interna em relacdo a temperatura, mas no caso meio-
. - s U , H
cheio o potencial quimico u = - € constante em termos da temperatura, logo o seguinte

calculo pode ser feito para o calor especifico:
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_ 13(E)
TN aT

. (5.)
A suscetibilidade magnética a campo nulo é dada por:

_ 1o

X_ —
N oh |

1 8 T{Me BH-uN-hM)}
X=%on T,{e~BH-uN=RM)} °

(5.2)

5.2. Dependéncia das Grandezas Termodinamicas com a

Temperatura

A seguir, serdo mostrados alguns graficos das grandezas termodinamicas obtidos
da simulacéo, juntamente com as discussdes a respeito do comportamento das mesmas
com a variacdo da temperatura. Os graficos indicam a existéncia de uma transicao de
fase antiferro-paramagneto.

Inicialmente as figuras 8 e 9 mostram o comportamento da energia interna com a
mudanca da temperatura, respectivamente, para 0s casos da rede quadrada e cubica

simples.

;] —=—unr=o0
1 |—e—un=1 M
—e—U/it=8
oo ﬁ
—a— U/t =20 g W
’,0 A A

E/t

k_ T/t
B
Figura 8 - Energia interna E/t de uma rede Quadrada (N = 1000?%) em funcéo da

temperatura kgT /t para alguns valores de U/t: Ut=0, U/t=1, U/t=8 e U/t=20.
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-2 T
—-e—U/it=0
—o—U/t=1
34 |—e—U/t=8
—A—-U/t=20

E/t

k T/t
B
Figura 9 - Energia interna E/t de uma rede Cubica Simples (N = 803) em funcéo da
temperatura kg T/t para alguns valores de U/t: Uit=0, Ui=1, U=8 e U/t=20.

Ao analisar os graficos da energia interna, em ambos 0s casos, & possivel
perceber a mudanca de concavidade das curvas evidenciando uma transicdo de fase em
certos valores de temperatura Ty (Temperatura de Néel) que aumenta de valor a medida
que U/t cresce. Podemos perceber também que a mudanca de concavidade é mais suave
no caso da rede quadrada para os mesmos valores de U/t explicitando a influéncia da

dimensionalidade da rede no calculo dessa grandeza termodinamica.

* —s—U/t=0
L VY —o—Ult=1

Tm —e—Ulit=8
—a— U/t = 20
2 -
A
[ ]

k,Th

Figura 10 - Calor Especifico ¢/Nky de uma rede Quadrada (N = 1000%) em fungio
da temperatura kgT /t para os seguintes valores de U/t: U/t=0, U/t=1, U/t=8 e U/t=20.
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Figura 11 - Calor Especifico ¢/Nkg de uma rede Cubica Simples (N = 803) em

funcdo da temperatura kgT/t para 0s seguintes valores de U/t: U/t=0, U/t=1, U/t=8 e
U/t=20.

Nas figura 10 e figura 1lestdo representados o calor especifico ¢/Nkg das redes
quadrada e cubica simples, respectivamente, em funcdo da temperaturakzT/t. Veja 0s
valores que seguem nas tabelas extraidas das figuras 10 e 11:

Tabela 1 - Valores dos picos do calor especifico ¢/Nkg € das correspondentes

temperaturas kgT/t da rede Quadrada para alguns valores de U/t.

Rede Quadrada U/t=1 U/t=8 U/t=20

¢/Nkjg 3.165 2.80 1.91

kgT/t 1.4 2.0 2.2

Tabela 2 - Valores dos picos do calor especifico ¢/Nkg € das correspondentes

temperaturas kgT /t da rede Cubica Simples para alguns valores de U/t.

Rede Cabica Simples U/t=1 U/t=8 U/t=20

¢/Nkg 3.615 3.775 3.480
kgT/t 25 3.4 4.1
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No caso unidimensional [2] o gréafico do calor especifico, figura 6, tem o pico
maximo(c/Nkg = 1.38 em kzT/t = 0.6) para U/t=0.7 e a partir dai os picos comegcam
a decrescer. E em altas temperaturas com U/t — oo, 0 pico corresponde ao valor exato
do calor especifico do modelo de Ising que é c¢/Nkg = 0.44 em uma dimensdo. Os
dados simulados sdo diferentes pois temos transicdes de fases e 0s picos sdo gerados
porque estamos simulando redes finitas. No limite termodindmico teriamos
divergéncias. As curvas apresentadas na figura 10 e na figura 11 delineiam o caminho
que valida a abordagem feita na secdo 2.4 onde é demonstrado que quando L — o 0
modelo de Hubbard Classico torna-se 0 modelo de Ising tendo J* = 2J.

Os picos nos graficos do calor especifico (regido onde esta Ty) nas duas redes
abordadas colocam em evidéncia a transicdo de fase que o sistema sofre, indo da fase

inicial antiferro para uma fase paramagnética.

0,12 T T T T T
%S 0“0 Ay 4
0,10 - " "' n, Wb WA
e Y S % AA
I/ / A m % L.“.
0,08 ¢/ "2"22e% o *
,08 A nigges o -
~ 0 .
Z:s_ 0,06 - /l ° /1 -
= / f /
= 0,04 e A 4
[d  4& - Ult=0
/-./ :’If —o—U/t=1
0,02 o —e—Uit=8 | 1
. S —A— U/t =20
0,00 T T T T
0 1 2 3 4 5
K Tt

Figura 12 - Suscetibilidade Magnética (Xt/NulZ;) de uma rede Quadrada(N = 1000?)

em funcdo da temperatura(kgT/t) para os seguintes valores de U/t: U/t=0, U/t=1,
U/t=8 e U/t=20.
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Figura 13 - Suscetibilidade Magnética (yt/Nu2%) de uma rede Cdbica Simples
(N = 803) em funcéo da temperatura(kgT/t) para os seguintes valores de U/t: U/t=0,
U/t=1, U/t=8 e U/t=20.

Podemos verificar na figura 12 e na figura 13 a suscetibilidade magnética das
redes quadrada e cubica Simples respectivamente. O comportamento dos graficos
contendo os dados oriundos da simulacdo concorda com as caracteristicas das
substancias antiferromagnéticas, ou seja, os valores da suscetibilidade em ambos o0s
casos ndo tendem para o infinito na temperatura critica como ocorre nos materiais
ferromagnéticos, ao invés disso, apresentam os picos na regido onde se deve encontrar a
temperatura de Néel Ty (é a temperatura critica correspondente aos materiais
antiferromagnéticos).

Nos gréaficos da suscetibilidade figura 12 (rede quadrada) e figura 13 (rede
cubica) simples podemos verificar a dependéncia dos picos com os valores de U/t e com

a dimensédo das redes.
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Figura 14 - Inverso da Suscetibilidade (Nu%/xt) de uma rede Quadrada(N = 1000?)
em funcdo da temperatura (kgT/t) com U/t=0.
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Figura 15 - Inverso da Suscetibilidade (Nuﬁ/)(t) de uma rede Cuabica Simples
(N = 803%) em funcéo da temperatura (kgT/t) com U/t=0.

A figura 14 e a figura 15 representam, respectivamente, a dependéncia do
inverso da suscetibilidade magnética com a temperatura para as redes quadrada e clbica
Simples. Esses graficos explicitam o comportamento linear do inverso da
suscetibilidade magnética de materiais antiferromagnéticos para altas temperaturas,
acima da temperatura de Néel Ty caracterizando assim, a transicdo da fase
antiferromagnética para a paramagnética. O ponto no qual a curva do inverso da
suscetibilidade intercepta o eixo das temperaturas indicard o valor da temperatura de
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transicdo Ty do sistema. Os valores encontrados para a temperatura critica através dos
ajustes das curvas do calor especifico, estdo de bom acordo com os valores encontrados
para o inverso da suscetibilidade em ambas as redes, tabela 3 e tabela 4:

Tabela 3 - Valores de Ty em uma rede Quadrada (N = 1000?) encontrado através dos
graficos do calor especifico (¢/Nkg, e do inverso da suscetibilidade (Nu%/xt) com
U/t=0.

N = 10002 TN
c/Nky  1.148442
NuZ/xt  1.108860

Tabela 4 - Valores de Ty em uma rede Cubica Simples (N = 803%) encontrado através
dos gréficos do calor especifico (¢c/Nkg, e do inverso da suscetibilidade (NuZ/xt)
com U/t=0.

N =803 Tn
c/Nkgp 2.263122
Nuk/xt 2.086677

N&o se fez necessario tecer comentarios sobre os dados encontrados da
magnetizacdo total das redes via simulacdo, pois a magnetizacdo € nula tanto na fase

antiferromagnética como na fase paramagnética.
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5.3. Expoentes Criticos e Diagrama de Fases

A partir dos resultados analisados na secéo anterior que mostram a ocorréncia da
transicdo de fase antiferromagnética para paramagnética, passa a existir a necessidade
de realizar estudos das propriedades criticas da transi¢do de fase sofrida.

A teoria de fendmenos criticos [9,11] utiliza fun¢Ges com dependéncia térmica
das grandezas termodindmicas para valores proximos a temperatura de transi¢cdo que
neste caso é a temperatura de Néel (Ty). Fazendo uso dessas funcfes realizamos ajustes
das curvas do calor especifico numericamente para 0s nossos resultados. Para tanto,
utilizamos as seguintes funcdes para o calor especifico a campo nulo na regia préxima a
Tn:

a
C=A(1—%) para T<Ty (5.3)

C= A'(% —1)® para T>Ty (5.4)

Sendo

a,a’ os expoentes criticos
A, A', Ty, Ty constantes (5.5)
T variavel num intervalo préximo a Ty

Como os resultados da simulacdo na regido proxima a T, apresentaram uma
grande flutuacao para diferentes valores de U/t e da dimensédo das redes, procedemos da
seguinte forma para melhorar a confianca nos valores dos parametros (5.5) fornecidos

pelos fits nas duas redes abordadas pelo presente trabalho.

1° Passo — Para efetivar o ajuste numérico das curvas do calor especifico,
coletamos diretamente do grafico o valor da temperatura correspondente ao pico (o
provavel valor de Ty) e fornecemos valores aleatorios convenientes para (A, A’,a e a')
e substituimos nas relacbes (5.3) para T < Ty e (5.4) para T > Ty no intervalo de
temperaturas T sempre bem préximas a Ty. E os fits eram realizados até fornecer os
melhores valores possiveis de A, A’, Tn, Tn’, @ € a' a partir de cada configuracéo
inicial.
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2° Passo — Foram considerados como melhores valores para Ty a média (Ty) dos
valores das temperaturas criticas encontradas para T >Ty e T < Ty em cada caso como

Tn+ Ty

se segue Ty = . Esse valor Ty, agora é introduzido como uma constante nas
relagdes (5.3) e (5.4) e feitos novos fits para 0s mesmos intervalos de temperatura com o
objetivo de melhorar agora os valores de A, A’, a e a’ que inicialmente foram inseridos
de forma aleatoria.

Realizamos esses passos para alguns valores de U/t: U/t=0, U/t=1, U/t=8 e
U/t=20 com diferentes tamanhos das redes estudadas, obtivemos os valores dos
expoentes criticos e das temperaturas de transicdo Ty para cada caso. As tabela 5 e
tabela 6 mostram os valores das temperaturas (Tyn) e expoentes criticos para alguns
casos mais relevantes das redes estudadas. A tabela 7 mostra os respectivos valores para
0 modelo de Ising.

Tabela 5 - Valores das propriedades criticas de algumas redes Quadradas para U/t=0.

N Ty aparaT<Ty a'para T > Ty
1002 1.141983 0.395452 +0.012302 0.365149 + 0.021196
2002 1.127731 0.311071 +0.019010 0.401350 + 0.028764
5002 1.152384 0.532539 +0.012745 0.237469 + 0.013416
10002 1.148442 0.487986 + 0.010640 0.202455 + 0.014525

Tabela 6 - Valores das propriedades criticas de algumas redes Cubicas Simples para

U/t=0.

N

Ty

aparaT<Ty

a'paraT > Ty

403
503
603
803

2.246623
2.264210
2.276976
2.263122

0.161816 + 0.009613
0.297575 + 0.005048
0.363509 + 0.008478
0.280443 + 0.056352

1.267805 + 0.082084
0.296171 + 0.011551
0.206962 + 0.015594
0.319130 + 0.014867

Tabela 7 - Valores das temperaturas e expoentes criticos do modelo de Ising em duas e

trés dimensoes.

Modelo de Ising Te a
Ising 2D 2.2691 0 (log)
Ising 3D 45116 1/8
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Comparando os dados apresentados nas tabela 5 e tabela 6 provenientes da
simulagdo do modelo Classico de Hubbard com os dados da tabela 7 que tras os
respectivos valores da literatura para 0 modelo de Ising vemos que os valores estdo em
desacordo. O esperado era que os valores das propriedades criticas gerados na
simulagdo do novo modelo concordassem com os da tabela 7, ja que os dois modelos, o
de Ising e o de Hubbard Classico, possuem uma estreita relacdo como foi discutido no
capitulo 2. Atribuimos esse fato aos procedimentos utilizados para determinar os
expoentes criticos, citados nos passos 1 e 2 acima, que como sabemos sdo de grande
dificuldade em funcdo de fortes flutuagbes numéricas. Um estudo mais aprofundado

sera necessario para a obtencdo de expoentes criticos confiaveis.

2’8 T T T T T
26 l —n— Rede quadrada
w Valores de Ising 2D
_
2,4 4 -
] W-E-E-E-E-E
2,2 4 m-m-m” -
‘ Fase Paramagnética ‘ ’...’.
2,0 ,-’. -
& "
(3} A Y
= 1,84 = -
m /
4 u ]
1,6 - -/ Fase Antiferromagnética |
1,4 - I/ -
1,2 - / -
- . r
1’0 T T T T T
5 10 15 20
U/t

Figura 16 — Diagrama de fase temperatura critica kg T/t em funcdo da energia

coulombiana U/t para rede Quadrada.
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L] L] L] L] L]
5.0 - —m— Rede cubica i
Valores de Ising 3D
4,5 - -
[ ]

4,0 - -/---/ -
:u Fase Paramagnética ‘ ./I/ 1
- 3.5- - -

m
= 1 |
I/
3,0 - m” -
a”
a’ ‘ Fase Antiferromagnética
2,5 /I/ -
]
2!0 L] L] L] L] L]
0 5 10 15 20
U/t

Figura 17 - Diagrama de fase temperatura critica kg T/t em funcdo da energia
coulombiana U/t para rede Cabica Simples.

5 L] L] L] L] L]
44 I/-'-/- -
—
[ L
/-/
tu 3+ ,I‘- _ -
- [ | —H— Rede Cubica
m m”
. o’ —®— Rede Quadrada
/ >
- - —.—.-.-.--_-_-_-_-_
2 .-._._.-. [ ] i
.,0’. Valores de Ising 2D
g Valores de Ising 3D | 1
./
1 L] L] L] L] L]
0 5 10 15 20
U/t

Figura 18 — Diagrama de fase temperatura critica kg T/t em funcdo da energia

coulombiana U/t para as redes Quadrada e cubica Simples.

Diferentemente dos expoentes criticos as figuras de transicdo de fase 16 e 17
estdo totalmente de acordo com o esperado. Ambos os diagramas de fase confirmam a

transicdo da fase antiferromagnética para uma fase paramagnetica.
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Eles também demonstram que nos limites U/t =0 e U/t —» oo 0 modelo de
Hubbard Cl&ssico tende para as mesmas temperaturas de transicdo do modelo de Ising,
tanto na rede quadrada, figura 16,quanto na rede cubica, figura 17. Esse comportamento
pode ser visto através da aproximacdo dos pontos da simulacdo para as linhas vermelhas
horizontais que correspondem aos valores das temperaturas criticas do modelo de Ising
que no caso bidimensional vale kzT./t = 2.2691 e no caso tridimensional kzT./t =
4.5116.

A figura 18 faz um comparativo dos diagramas de fase das redes quadrada e
cUbica simples, mostrando que a temperatura de transicdo também sofre a influéncia da
dimensionalidade da rede, as linhas horizontais amarela (caso 3D) e vermelha (caso 2D)

representam os valores do Tc de Ising nas respectivas dimensdes.
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6. Conclusoes

Fizemos um estudo das propriedades magnéticas do modelo de Hubbard
classico. Demonstramos que a nova proposta conserva a simetria particula-buraco
do modelo original de Hubbard e encontramos sua relagdo com o modelo de Ising.

Através do método de Monte Carlo, definido no ensemble grande canoénico,
encontramos que na banda meio-cheia, tanto no caso da rede quadrada como no
caso da rede cubica Simples o modelo tem estado fundamental (kzT/t = 0)
antiferromagnético para U>0. Ocorre uma transicdo para uma fase paramagnética
em ambas as redes analisadas numa temperatura finita, que tende para os valores
de temperatura das transicao de fase do modelo de Ising nos limites de U/t=0 e
U/t - oo. Essa tendéncia ficou clara com os diagramas de fases (kgT./t) X (U/t)
que além de mostrar a dependéncia do T¢ com U/t mostra também a dependéncia
com a dimensdo da rede estudada.

No caso dos expoentes criticos nossos resultados tiveram forte flutuacao
numérica, o que nos impossibilitou de fazer conclusdes. Este estudo pode ser
indicado como perspectiva de trabalho futuro.

Do ponto de vista de aplicagdes, como o novo modelo de Hubbard Classico,
para o caso meio-cheio, tem como casos limites o modelo de Ising, o mesmo pode
ser aplicado em todos os casos onde o modelo de Ising é usado. Fica ainda como
desafio encontrar novos sistemas para a sua aplicagdo, tais como alguns materiais

com elétrons itinerantes.
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Apéndice A: Simetria Particula-Buraco

Esse apéndice tem por objetivo explicitar que o novo modelo respeita a simetria
particula-buraco do modelo original de Hubbard. Para isso serdo feitas algumas
definicdes iniciais.

Os operadores b;. e b;,séo respectivamente os operadores criacdo e aniquilagéo
de buracos, B;, = b}, b;, é 0 operador nimero de buracos. Lembrando que C;{ e C;, sdo
os operadores criacdo e aniquilagdo de elétrons respectivamente e quen;, = C;5C;, € 0
operador nimero de elétrons.

Um sitio s6 pode estar ocupado (n;,) ou vazio (B;,), sendo assim a seguinte
relacdo é valida:

Ny, + Biy =1 = ni,; =1— B, (Al).

Substituindo (A.1) no hamiltoniano  H = — ¥, t;nie(1 — njp) + U Xininyy

(2.2), encontraremos:

Para o 1° termo de (2.2), temos:

Sendo tij = tji =t

—tz N (1 —nj5) = —t Z{(l — Bi»)[1 - (1-B,)]}

ijo ijo

—tYiisfl = Bis — (1 = Bi,)(1 — Bjy)}
~tXijo{1 = Big — 1+ Bjs + Big — BigBjs}
—t Xijo Bjc(1 — Bis)

= —tijo Bjs(1 — Bis) (A2).

Para o 2° termo do hamiltoniano (2.2), temos:

UZ npn; = UZ(l — B;y)(1 - By)
7 7
=UX;(1 - B, — By + Bi1B;y)
=U [¥;1—-2%i(By + By) + X BByl
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Sendo Y,;1= N; 0 nimero de sitios e };(Bjy + B;) = Ny, 0 nimero de
buracos, ficamos com:

UXinpny = UXY BBy + U(Ns + Np) (A3).

Substituindo (A.2) e (A.3) no hamiltoniano (2.2) encontramos que:

H=—=t) B(1=Bp) +U ) ByBy+UW, = Ny)
i

ijo

Perceba que os dois primeiros termos da equagdo acima correspondem ao
hamiltoniano de buracos: Hg = -tY.;, Bjx (1 — B;;) + U X; Bi1B;, .

Entdo podemos escrever a relagdo entre os hamiltonianos, como segue:

H= Hg +U (N, —Ng) (A4
A equacdo (A.4) relaciona os hamiltonianos dos elétrons H e dos buracos Hsg.

Agora fazendo a substitui¢do de (A.1) na relacdo do numero de elétrons:

N, = Z(nn + 1)
i

Ne= > [(1=B)+ (1= By

l

N, = Z[Z — Byt — Byl

L
N, = ZZ 1 —Z(Bm + B;))
7 7

N, = 2N, — Ng (A.5).
Com (A.4) e (A.5) podemos relacionar o numero médio de elétrons, buracos e de sitios
utilizando para isso a definicdo de média termodindmica no ensemble grande canénico,

COMo Seqgue:

_ Tr{Nee—B(H—ﬂNe)}
<Ne) - Tr{e_B(H_ﬂNe)}

(A.6)
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Tr{(2N; — Np)e~FlHz+UNs—Np)-p(2Ns=Np)]}

(Ne) = Tr{e—B[HB+U(N5—NB)—#(2N5—NB)]}

TT{NBe —.B[HB+U(Ns—NB)—M(2Ns—NB)]}

(Ne) = 2N; — T,’,.{e—B[HB+U(N5—NB)—M(2NS_NB)]}

TT{NBe‘ﬁ[HB—NB(U—#)]} e~BWU-2uwN;s

(Ne) = 2N — Tr{e-FlHs—Nz W01} ¢-BU-2i0Ns
Tr{N,.eBHs—Npupu]
(Ne) = 2N, — T{ B—ﬁ[H Y }
r{e B BHBu]}
Sendo Tr{NB e—B[HB-Np uBu]} (A.8)

(Ng) = Tr{e—B[HB—NBuBu]}

Obtemos
(Ne) = 2N5 - (NB)

Perceba que as relacdes (A.6) e (A.8) sdo equivalentes e se tornam iguais no

caso da banda meio-cheia:

U
H:HB:§—> (Ne) = (Ng) = N

A simetria particula-buraco do modelo de Hubbard Classico € valida para qualquer rede.

46



Apéndice B: Relagdo com o Modelo de Ising.

Neste apéndice, serd& mostrado em mais detalhes os calculos da secéo 2.4, que
evidenciam a relacdo entre os modelos de Hubbard Classico e de Ising. Essa relacao
entre os modelos também ja foi confirmada pelo tratamento dos dados da simulacéo
para os casos limites da interagcdo coulombiana U/t=0 e U/t— oo.

Portanto, temos que o hamiltoniano (2.2) adicionado o termo de potencial

quimico fica:

H=—tYijsnis(1—nj) + UTinpny — uYini, (B.1)

Fazendo uma mudanca de variavel usando duas variaveis de spins (S;, g;), sendo que:

{Si =Tou |
op=Tou |
Temos:
1 1 +Si
Si=2m3—-1 = { g = (B.2a)
-1 N 2
1 1+ og;
op=2n;,—1= {_1 ny = — -~ (B.2b)

Substituindo (B.2 a) e (B.2 b) em (B.1), ficamos:

b —tz{(HSi) [1_(1+5j)]+(1;ai) [1_(1;;@]}

2 2

UZ _“Z[ 2 T2 ]

i

2 2

i

H = —EZ{(l +5)(1-85)+ A+ a(1- g))}
ij

U
+ ZZ(l + 0; + Si + Sio-i) - %Z[Z + Si + O'i]
i

i
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t
H = —ZZ{l—S]+ Sl—SlS]‘I‘l—O']‘I‘ o; — O'l'O'j}

U
+ZZ(1 +O'l' + Si +Si0'l') - gZ[Z + Si +O'l']
[

i

= __2{2 0101}

+ZZ(1 + o; + Si +Sl'0'l') —gz(Z +Si + O'L')
i

i

t t U U
ij ij i i
u 2 2
+ Zz SiUi —Ez 2 — Ez(sl + O'l')
i i i

Sendo

Z 2= ZZ Z 1=2N,z, <Z 1= = namero de smos)

i j1%wvizinhos

t U (U —2u)
= ZZ(SLS] + O'L'O'j) + ZZ SL'O-L' + 4 Z(Sl + O'i) +
ij i i

u tZz

+NS(Z—T—,H>—>C.1'.€
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U-2
h u

(
I

Chamando 4 e desconsiderando o termo constante (c.t.e) chegamos em:
I

J
L

AT RS

H =]ZLJ(SLS] + O'iO']') + LZL Sio-l' + hzl(Sl + O'i) (BB)

No caso meio-cheio - U = 2u — h = 0, arelagéo (B.3) se torna:

H =]ZLJ(SLS] + O'l'O']') + Lzl Sio-i (B4)
Para L=0 a relacdo (B.4) se transforma em:

H =]Z(Si5j + O'l'O']')
ij
H=]%,;SS;+]Xijoi0; (B.5)
A relacdo (B.5) € o correspondente a dois modelos de Ising independentes.

Para L tendendo ao infinito (L — o) é necessario que 0s spins na relacao (B.4)

sejam opostos (g; = —S;), para minimizar a energia do sistema. Logo, aplicando essa
condicdo em (B.4), temos:

H= ]Z[sisj + (=S)(=S$;)]
ij

H= ]Z[Sl-sj + S:S;]
i

H = 2] ¥,;; 5;S; — lsingcom ' = 2]
H=]"%;5sS; (B.6)

Sendo (B.6) igual ao modelo de Ising a campo nulo.
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Apédice C: Implementacao do Algoritmo de Monte Carlo em Fortran

90 no ensemble grande canénico

Caso 2D

SUBROUTINE PRINCIPAL(L,U,T1,T2,DT,MCST,MCSD)

IMPLICIT NONE

DOUBLE PRECISION
E,DELTAE,U,MI,RANF,T,EM,E2M,C,NM,ENM,MM,M2M,X,DM,D,T1,T2,DT,C1M
INTEGER
1,11,12,N,M,L(2),L2,DELTAN,NO(L(1),L(2)),DELTAM,DELTAD,MCS,NEWNO, &
SN,IA1,1A2,1D1,ID2,MCSL,MCST,MCSD,C1,DELTAC1

INTEGER TEMPO1, TEMPO2, TEMPO3

EXTERNAL RANF,SN

CALL SYSTEM_CLOCK(I1)

11 = (11**0.5)*COS(FLOAT(I1))
11 =1ABS(I1)
CALL RANSET(I1)
MI = U/2 IMEIO-CHEIO
L2 = L(1)*L(2)
ICONFIGURACAO INICIAL ANTI-FERRO
DOI1=1,L(2)
DOI12=1,L(2)
NO(11,12) = 2*MOD(11+12,2)-1 11 (up para impar) OU -1 (donw para par) - REDE
QUADRADA ANTI-FERRO
END DO
END DO
N=L2
M=0
E =-4*N 'HO
D=0
C1 = -4*L.2 ICORRELACAO SPIN-SPIN ENTRE PRIMEIROS VIZINHOS
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OPEN(L,FILE='SAIDAL.DAT)
CALL SYSTEM_CLOCK(TEMPO1)
DO T =T1,72,DT
CALL SYSTEM_CLOCK(TEMPO2)
EM=0

E2M =0

NM =0

ENM =0

MM =0
M2M = 0
DM =0
CIM =0
DO MCS = 1, MCST
DO 11 =1, L(1)
DO 12 =1, L(2)
NEWNO = INT(3*RANF())
IF(NEWNO==NO(I1,12)) NEWNO = -1
DELTAN = IABS(NEWNO)-IABS(NO(I1,12))
DELTAM = SN(NEWNO) - SN(NO(11,12))
DELTAD = NEWNO/2-NO(11,12)/2
ICOND. CONTORNO PERIODICA

IAL=11-1
IF(11==1) 1AL = L(1)
ID1=11+1
IF(I1==L(1)) ID1 =1
IA2=12-1
IF(12==1) 1A2 = L(2)
ID2=12+1

IF(12==L(2)) ID2 = 1

DELTAC1=DELTAM*(SN(NO(IAL,12))+SN(NO(ID1,12))+SN(NO(I1,1A2))+SN(NO(

11,1D2))) variacdo da fungéo de correlacdo spin-spin de 1°s vizinhos
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DELTAE = DELTAD*U + DELTACL +
DELTAN*(IABS(NO(IAL,12))+IABS(NO(ID1,12))+IABS(NO(I1,1A2))+I ABS(NO(I1,
D2))-4)

IF (DELTAE-MI*DELTAN)>=0)THEN
IF (DEXP(-(DELTAE-MI*DELTAN)/T)>RANF()) THEN
N =N + DELTAN

E=E + DELTAE

M =M + DELTAM

D =D + DELTAD
Cl=C1l+DELTACL

NO (11,12) = NEWNO

END IF

ELSE

N =N + DELTAN

E=E + DELTAE

M =M + DELTAM

D =D + DELTAD

Cl=Cl+ DELTACL

NO (11,12) = NEWNO

END IF

END DO !I2

END DO !I1

IF(MCS>MCSD)THEN

NM =NM + N

EM=EM+E

E2M = E2M + E*E

ENM = ENM + E*N

MM = MM + M

M2M = M2M + M*M

DM =DM +D

CIM=CIM+C1

END IF

END DO !IMCS

MCSL = MCST-MCSD
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NM = NM/MCSL

EM = EM/MCSL

E2M = E2M/MCSL

ENM = ENM/MCSL

C = ((E2M - EM**2) - MI*(ENM - EM*L2))/(T*T*L2)
ENM = ENM/MCSL

MM = MM/MCSL

M2M = M2M/MCSL

X = (M2M-MM**2)/T

DM = DM/MCSL

C1M = CIM/MCSL

CALL SYSTEM_CLOCK (TEMPO3)

WRITE (1,10) T,NM/L2,EM/L2,C,DABS(MM)/L2,X/L2,C1IM/L2
PRINT*, T, NM/L2, FLOAT (TEMPO3-TEMP02)/10000, 's'
END DO T

10 FORMAT (7(E11.4,2X))

CLOSE (1)

PRINT*, FLOAT (TEMPO3-TEMPQO1)/10000, 's'

RETURN
END

INTEGER FUNCTION SN (1)
IMPLICIT NONE
INTEGER |

SN = I - 2%(1/2)

RETURN

END
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Caso 3D

SUBROUTINE PRINCIPAL(L,U,T1,T2,DT,MCST,MCSD)

IMPLICIT NONE

DOUBLE PRECISION
E,DELTAE,U,MI,RANF,T,EM,E2M,C,NM,ENM,MM,M2M,X,DM,D,T1,T2,DT,C1IM
INTEGER
1,1,12,13,N,M,L(3),L3,DELTAN,NO(L(1),L(2),L(3)),DELTAM,DELTAD,MCS,NEW
NO, &

SN,IAL,1A2,1A3,ID1,1D2,1D3,MCSL,MCST,MCSD,C1,DELTAC1

INTEGER TEMPO1, TEMPO2, TEMPO3,IT,NT

EXTERNAL RANF,SN

CALL SYSTEM_CLOCK(I1)

11 = (11**0.5)*COS(FLOAT(11))
11 = 1ABS(11)

CALL RANSET(I1)

MI = U/2 IMEIO-CHEIO
L3 = L(1)*L(2)*L(3)

ICONFIGURACAO INICIAL ANTI-FERRO
DOI1=1,L(2)

DOI12=1,L(2)

DO 13=1, L(3)

NO(11,12,13) = 2*MOD(11+12+13,2)-1 11 (up para impar) OU -1 (donw para par) -
REDE QUADRADA ANTI-FERRO

END DO

END DO

END DO

N=L3

M=0

E =-6*N 'HO
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D=0

C1 = -4*L.3 ICORRELACAO SPIN-SPIN ENTRE PRIMEIROS VIZINHOS

OPEN(1,FILE='SAIDA1.DAT")

CALL SYSTEM_CLOCK(TEMPOQO1)

T=T1
DO WHILE(T<T2+DT/2)

INT = (T2-T1)/DT+1

IDO IT = 1,NT

| T=T1+(1T-1)*DT

CALL SYSTEM_CLOCK(TEMPO?2)

EM =0

E2M =0

NM =0

ENM =0

MM =0

M2M =0

DM =0

CIM =0

DO MCS = 1, MCST

DO I1=1, L(1)

DO 12=1, L(2)

DO I13=1, L(3)

NEWNO = INT(3*RANF())
IF(NEWNO==NO(I1,12,I13)) NEWNO = -1
DELTAN = IABS(NEWNO)-IABS(NO(I1,12,13))
DELTAM = SN(NEWNO) - SN(NO(I1,12,13))
DELTAD = NEWNO/2-NO(I1,12,13)/2
ICOND. CONTORNO PERIODICA
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IAL=11-1
IF(11==1) 1AL = L(1)

ID1=11+1
IF(11==L(1)) ID1 =1
A2 =12-1
IF(12==1) I1A2 = L(2)
ID2=12+1
IF(12==L(2)) ID2 =1
IA3=13-1
IF(13==1) IA3 = L(3)
ID3 =13 +1

IF(13==L(3)) ID3 =1

DELTAC1=DELTAM*(SN(NO(IAL,12,13))+SN(NO(I1D1,12,13))+SN(NO(I1,1A2,13))+
SN(NO(I1,ID2,13))+SN(NO(I1,12,1A3))+ &

SN(NO(11,12,1D3))) variacédo da funcéo de correlagéo spin-spin de 1°s vizinhos
DELTAE = DELTAD*U + DELTACL +
&DELTAN*(IABS(NO(IAL,12,13))+IABS(NO(1D1,12,13))+IABS(NO(I11,1A2,13))+ &
IABS(NO(11,1D2,13))+IABS(NO(11,12,1A3))+IABS(NO(11,12,1D3))-6)
IF((DELTAE-MI*DELTAN)>=0)THEN
IF(DEXP(-(DELTAE-MI*DELTAN)/T)>RANF())THEN

N =N + DELTAN

E=E +DELTAE

M =M + DELTAM

D =D+ DELTAD

Cl1=C1+DELTAC1

NO(11,12,13) = NEWNO

END IF

ELSE

N =N + DELTAN

E=E +DELTAE

M =M + DELTAM
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D =D + DELTAD
C1=C1+DELTACL
NO(I1,12,13) = NEWNO
END IF

END DO !12

END DO !11

END DO
IF(MCS>MCSD)THEN
NM = NM + N
EM=EM+E

E2M = E2M + E*E
ENM = ENM + E*N
MM = MM + M

M2M = M2M + M*M
DM =DM +D
CIM=CI1M + C1

END IF

END DO IMCS

MCSL = MCST-MCSD
NM = NM/MCSL

EM = EM/MCSL

E2M = E2M/MCSL

ENM = ENM/MCSL

C = ((E2M - EM**2) - MI*(ENM - EM*L3))/(T*T*L3)

ENM = ENM/MCSL

MM = MM/MCSL

M2M = M2M/MCSL

X = (M2M-MM**2)/T

DM = DM/MCSL

C1M = CIM/MCSL

CALL SYSTEM_CLOCK(TEMPO3)

WRITE(1,10) T,NM/L3,EM/L3,C,DABS(MM)/L3,X/L3,C1M/L3
PRINT*, T, NM/L3, FLOAT(TEMPO3-TEMP02)/10000, 's
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T=T+DT

END DO NIT

10 FORMAT (7(E11.4,2X))
CLOSE(1)

PRINT*, FLOAT(TEMPO3-TEMPO01)/10000, 's'
RETURN

END

INTEGER FUNCTION SN(I)
IMPLICIT NONE

INTEGER I

SN =1-2%(1/2)

END RETURN
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