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Resumo

Nesta dissertacao, forneceremos condicoes necessarias para que uma solucao de equi-
librio assintoticamente estdvel de uma equacao diferencial ordindria autbnoma e nao linear
seja globalmente estdvel. Uma das condicOes essenciais consiste numa generalizacdo dos
critérios de Bendixson e Dulac para equacgoes diferenciais bidimensionais que é usada para
garantir a inexisténcia de 6rbitas periddicas, o qual denominamos critério de Bendixson.
Forneceremos um novo critério de Bendixson robusto sobre uma C! perturbacio local, o
qual juntamente com o Principio da Estabilidade Global, garante a estabilidade global de um
equilibrio assintoticamente estdvel. Usaremos este critério no estudo do comportamento

assintotico de um modelo epidemiolégico intitulado SEIRS.

Palavras-chaves: Estabilidade Global - Critério de Bendixson - Pontos ndo-errantes -

Epidemiologia - SEIRS.



Abstract

In this dissertation, we provide necessary conditions for an asymptotically sta-
ble equilibrium solution of a nonlinear ordinary differential equation be globally stable.
An essential condition is a generalization of the criteria of Bendixson and Dulac for tow-
dimensional differential equations which is used to ensure the absence of periodic orbits,
we call this Bendixson criterion. We provide a new Bendixson criterion robust under C! lo-
cal perturbations, which together with the Global Stability Principle, ensure the global stabi-
lity of an asymptotically stable equilibrium. We use this criterion in the study of asymptotic

behavior of an epidemiological model called SEIRS.

Keywords: Global Stability - Bendixson Criterion - Epidemiology - Nonwandering
Points - SEIRS.
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Introducao

Nesta dissertacdo, estudaremos um novo critério para estabilidade global de so-
lucdes de equilibrio de equacdes diferenciais ordinérias ndo-lineares e autbnomas. Se uma
EDO possui uma solucao periédica no seu retrato de fase, entdo ela nao pode possuir um
equilibrio globalmente assintoticamente estdvel. Neste contexto, procuraremos condicoes
que impecam a existéncia de solu¢des periddicas ndo-constantes. O resultado cldssico de
Lyapunov aparece como caso particular.

Este critério serd usado no estudo do comportamento assintético de um modelo epi-
demiolégico intitulado SEIRS. Para isso, utilizaremos como principal referéncia o artigo de Li
Y. and Muldowney [11], intitulado "a geometric approach to global stability problems" . Este
artigo, € uma generalizacdo para dimensoes superiores dos cldssicos critérios de Bendixson
e Dulac para sistemas planares apresentado em dois artigos do mesmo autor, intitulados "On
Bendixson Criterion" [8] e "On R.A Smith's autonomous convergence theorem" [9] e na versao
local do Lema de fechamento de Pugh [15].

Este trabalho estd dividido em trés capitulos, cujos contetidos descreveremos, sucin-
tamente, a seguir.

O Capitulo 1, intitulado o problema da estabilidade global esta dividido em trés se-
coOes: na se¢do 1.1, apresentamos as definicoes e resultados classicos de estabilidade de solu-
coes de equilibrio, variedades estaveis e instaveis e na se¢do 1.2, apresentamos as principais
propriedades de conjuntos invariantes. Nestas secoes, usamos como principais referéncias
(5], [17] e [18]. Na seg¢do 1.3, apresentamos o conceito de Critério de Bendixson e Critério Ro-
busto de Bendixson [11] e [9], bem como alguns exemplos clédssicos de Critérios de Bendix-

son. O objetivo dessa secao é apresentar condi¢és para que a estabilidade assint6tica local de



solucoes de equilibrio implique na estabilidade assint6tica global. Conceitos como, Medida
de Lozinski [4] e segunda componente aditiva [13], bem como suas principais proprieda-
des [2] e [6] também sdo apresentadas nesta secao com intuito de apresentar um critério de
Bendixson, o qual serd generalizado no capitulo seguinte.

No Capitulo 2, definimos o nimero denotado por gz, para o qual a condicao g, <0,
sob algumas hipoteses relativamente simples, fornece um novo critério de Bendixson Ro-
busto sobre uma C! perturbacao local, que é usado para estabelecer critérios para estabi-
lidade global. O mesmo serd importante no estudo do sistema de equagdes gerado pelo
modelo epidemiolégico SEIRS. As principais referéncias deste capitulo sao [8] e [11].

No Capitulo 3, aplicamos o novo critério de Bendixson ao modelo SEIRS. Segundo CI-
RINO, "o mecanismo de transmissao de uma doenca é conhecido para a maioria das doen-
cas infecciosas"[3]; a estruturacdo formal de um modelo matematico se faz necessério pelo
fato de que as iteragoes ocorridas na transmissdao serem muito complexas. Dessa forma,
obtemos simula¢des que oportunizam experimentar a progressao de uma epidemia. Para
definir modelos epidemiolégicos em doencas infecciosas, classificamos os individuos como
Suscetvel (S), Exposto ou Latente (E), Infetado (I) e Recuperado (R). Assumimos que a taxa de
natalidade e mortalidade sao iguais e como consequéncia, a populacgdo total estd em equili-
brio. As principais referéncias utilizadas nesse capitulo sao [7], [10], e [19]. Este capitulo foi
dividido em 4 secoes: na se¢ao3.1 descrevemos o modelo epidemiolégico SEIRS, na se¢ao3.2
analisamos as solug¢oes de equilibrio, na secao3.3 estudamos a estabilidade do equilibrio de

imunidade e, por fim, na secdao3.4 estudamos a estabilidade do equilibrio endémico.



Capitulo 1

O problema da estabilidade global

1.1 Estabilidade de Solucoes de Equilibrio

Considere a Equagdo Diferencial Ordindria (EDO),
%= f(x) (1.1)

onde f: D — R" é uma funcéo de classe C! definida no aberto D c R””. Uma aplicacdo
diferencidvel x: I — D definida no intervalo I c R tal que x(¢) = f(x(#)) para todo ¢ € I é dita
solucdo de (1.1). Utilizaremos a notacao x(t, xp), t € I para representar a tinica solugao da

EDO (1.1) em [ tal que x(0) = xo.

Definicao 1.1. O espaco de fase da EDO (1.1) é o dominio D de defini¢do da aplicagdo f.
Dizemos que x € D é uma solugdo de equilibrio da EDO (1.1) se f(x) = 0, ou seja, X é uma

solugdo de equilibrio se, e somente se, a fungdo constante x(t) = X é uma solugdo de (1.1).

Definicao 1.2. Dizemos que X € D é um ponto atrator numa vizinhanga W de X, se x(t, xy) —

X quando t — oo, para cada xo € W.

Sabe-se da teoria basica de EDO que cada solu¢do x = x(¢) em D depende continua-
mente de ¢ e das condig¢oes iniciais £ e xo. Em particular, prova-se que pequenas mudancas
ou perturbacgdes em X, produzem pequenas mudanc¢as em x(f) num intervalo ao redor de
to. Mostra-se também que duas solucdes que comecam préximas, permanecem proximas
durante um intervalo de tempo suficientemente grande, mas finito. Uma pergunta que se

faz é se duas solucoes que se iniciam proximas permanecem proximas para todo tempo, ou



sera que existem solu¢des que se desviam, ndo importando o quao préximas elas se inicia-
ram. Questdes como estas pertencem a um ramo da matemaética conhecido como teoria da

estabilidade.

Definicao 1.3. Seja X um ponto de equilibrio de (1.1). Dizemos que X é:

(i) Localmente Estavel ou simplesmente Estavel se toda solugdo iniciada proxima de x se
mantém proxima de X no tempo futuro, isto é se, para cada vizinhanca U de X existe

uma vizinha¢ca W de x tal que x(t, W) c U, para todo t = 0.

(ii) Localmente assintoticamente estdvel ou simplesmente assintoticamente estével se é
estdvel e toda solugdo iniciada proxima de X converge para X, isto é, se para qualquer

vizinhanca U c R" de x existe uma vizinhanca W c R" de X tal que W c DN U:

@ x(t, W)cU,VxpeWet>0;

(b) x(t,x9) — X quando t — oo, para cada xy € W.

(iii) Instavel se ele ndo é estdvel, isto é, toda solugdo iniciada suficientemente proxima de x

se afasta dele.

Devido ao grande valor prético e tedrico, a teoria da estabilidade é uma das areas
muito importante na Matemadtica. Frequentemente, em problemas das engenharias, da fi-
sica, da biologia ou da prépria Matematica, precisa-se saber sobre a estabilidade de uma
solucdo de EDO. Nessa dissertacao, forneceremos critérios para estabilidade global e forne-
ceremos aplicagdes a EDO’s provenientes de modelos epidemiolégicos.

Consideremos agora o sistema linear
x=Ax (1.2)

em que A é uma matriz n x n cujas entradas a; ; sdo constantes reais. A matriz A pode ser vista
como um operador linear no espaco R", x — Ax, o qual pode ser estendido a um operador

linear A¢ no espaco complexo C” definido por Ac(x+iy) = Ax+iAy.

Teorema 1.4. As solucgoes da equacdo de (1.2) sdo combinagoes lineares de funcoes do tipo
tMe% cos Bt e t™e* sinBt. Mais especificamente, uma solucdo geral do sistema (1.2) é da

forma
k mj—-1

x()=Y Y (A;t'e" cos(B;t) + Byt e sin(B; 1))
j=1 1=0

5



onde Aj = a;j+if; sdo autovalores de A, m; é a dimensdo do bloco de Jordan associado ao

autovetor Aj eA;j eB;; sdo vetores fixos do R"paraj=1,..,kel=1,2,..,m;.
Pelo teorema visto acima, temos:

Teorema 1.5. Sejam A1, A,...,A, os autovalores da matriz A e suponha que ] é o bloco de
Jordan (em C) associado a A. Tem-se para a solucdo nula do sistema (1.2) as seguintes afirma-

coes:
1. Se A é uma matriz ndo-singular, ou seja, det A # 0; A é dita:

a) assintoticamente estdvel se, e somente se, Re(1y) <0 para todo k =1,2,...,n;

b) estdvel, mas ndo assintoticamente estdvel, se, e somente se, A tem ao menos um
par de autovalores imagindrios puros e sempre que cada bloco de Jordan J) (emC)
associado a cada autovalor imagindrio puro A é diagonal e o resto dos autovalores

possui parte real negativa;

¢) instdvel nos demais casos.
2. Sea matriz A é uma matriz singular, ou seja, det A=0; A é dita:

a) estdvel se os autovalores nédo nulos tem parte real negativa e o bloco de Jordan as-

sociado ao autovalor nulo é diagonal;

b) estdvel, mas ndo assintoticamente estdvel, no caso em que A tem ao menos um
par de autovalores imagindrios puros, sempre que cada bloco de Jordan ], (em C)
associado a cada autovalor imagindrio puro A seja diagonal, o bloco de Jordan
associado ao autovalor nulo é diagonal e o resto dos autovalores possui parte real

negativa;

¢) instdvel nos demais casos.

Sabemos que, se X € uma solucao de equilibrio de (1.1), no qual todos os autovalores
de D f(x) tem parte real negativa, entao x € assintoticamente estdvel. Se existir um autovalor

de D f(x) com parte real positiva, entdo X é instdvel. Para maior detalhes ver [5] e [18]

Definicao 1.6. Uma solugdo de equilibrio X da EDO (1.1) é dita hiperbdlica se todos os auto-

valores de D f (xX) tem parte real ndo nula.



Podemos concluir, desta forma, que se X um ponto de equilibrio hiperbélico de (1.1),
entdo ou X é assintoticamente estdvel ou x € instdvel. No caso linear, toda solucdo de equili-
brio assintoticamente estdvel, é hiperbolica.

Existem critérios de estabilidade que ndo envolvem o conhecimento dos autovalores
da parte linear da EDO. Se f é uma funcdo C!, a estabilidade local de um equilibrio X, tam-
bém pode ser verificada pela construcdao de uma funcao definida numa vizinhanca de X com
certas propriedades, denominada de fun¢ao de Lyapunov.

. d
Seja V: D — Ruma funcdo diferencidvel. Para cada xo € D, seja V (xg) = EV(x(t, x0))lz=0-

Definicao 1.7. Seja X uma solug¢o de equilibrio de (1.1). Uma funcao de Lyapunov para x é
uma fungao V : U — R diferencidvel definida em um aberto U que contém X, satisfazendo as

seguintes condigoes:
@ Vx)=0eV(x)>0,Vx #Xx;
(b) V<0emU
A fungdo de Lyapunov se diz estrita quando
() V<0emU-{x}

O seguinte resultado fornece um critério, conhecido como Critério de Lyapunov,
para andlise da estabilidade de uma solucao de equilibrio x do sistema (1.1). A existéncia
de uma func¢do de Lyapunov numa soluc¢do de equilibrio garante a estabilidade dessa solu-
cao. E a existéncia de uma funcao de Lyapunov estrita para a solucao de equilibrio garante a

estabilidade assintética, como segue.

Teorema 1.8. Seja X uma solugdo de equilibrio de (1.1). Se existe uma fungdo Lyapunov para

X, entdo X é estdvel. Se a funcdo for estrita, entdo X é assintoticamente estdvel.

Demonstracdo. Seja V : U — R uma funcdo de Lyapunov para X. Dado B = {xy € R";|x¢ —
X| =6} c U, o numero m = min{V(xy),|xo — X| = 0} € positivo. Em virtude da continuidade
de V, existe um aberto U; < B que contém X, tal que V(xy) < m para todo xy € U;. Como V
nao é crescente ao longo das solucdes, temos que x(f, xp) permanece no interior de B para
todo t =0 e xy € U;. Portanto x é estavel.

Vamos supor agora que V < 0 em U —{x}. Sejam x € U e |t,,| uma sequencia crescente

de ntimeros reais positivos tal que x(z,, xop) — y € B. Temos V (x(t,y)) — V(y) e V(x(t,y)) >

7



V(y), Yt = 0. Suponhamos y # X. Entdo V(x(¢,y)) < V(y) e para todo z suficientemente
préximo e y, V(x(1,z)) < V(y). Mas entdo, se n for suficientemente grande, V (x(xo, £, +1)) <
V(y), absurdo. Portanto y = X. Como B é compacto, isto é suficiente para provar que x é
assintoticamente estavel. d
Serdo apresentadas, a seguir, 4s definicoes de variedades estdveis e instdveis bem
como alguns resultados importantes os quais serdo usados nos capitulos seguintes.
Dizemos que o conjunto estavel de uma solucao de equilibrio X qualquer é o con-

junto W*(x) dos pontos cujas trajetdrias tende ao equilibrio, isto é:
WS (x)={yeD; lim x(t,y)=Xx)}.
t—+o00
Analogamente, a conjunto instavel de uma solucao de equilibrio X é o conjunto:
W% (x) ={yeD; [lim x(t,y) = X)}.
——00

Em geral, os conjuntos estével e instavel de uma solucao de equilibrio ndo sao aber-
tos. Mas sdo sempre nao vazios e invariantes. Mostremos que, no caso de X ser assintotica-

mente estavel, W (k) é uma aberto ndo-vazio.

Proposicao 1.9. Se x é uma solugdo de equilibrio de (1.1) assintoticamente estdvel entdo

WS(x) € D é um aberto ndo-vazio.

Demonstracdo. De fato, é claro que W*(X) # @ pois, X é uma solucdo de equilibrio, isto é,
X = tEI}lmx(t, X). Agora mostremos que: se y € W*(x) todos os pontos de uma vizinhanca
de y também tendem a X. Tomemos uma vizinhanca W, de x tal que Sgrglmx(s, Xp) = X para
cada xyp € W), a existéncia de Wy é assegurada pela estabilidade assintética de x. Como
y € W3(X) temos X = x(ty,y) € Wy para algum ¢y, suficientemente grande e, como x(ty, )
é continua em y, existe uma vizinhanca W de y tal que x(¢, W) c W,. Agora, dado z € W,
temos lim x(t, z) = lim x(s, x(fy, z) = X quando t — +oo, pois x(fy,z) e Wye s=1t—ty — +o0
assim W*(x) < D um aberto. O

Dizemos que X é um poc¢o da fun¢do f: D — R’ se a matriz D f (k) € M (n) tem todos
os autovalores generalizados com parte real negativa. Se X é um poco para (1.1), entado x é
uma equilibrio hiperbélico, que sabemos ser assintoticamente estavel.

No caso em que algum autovalor de D f(x), onde X é um equilibrio hiperbdlico, tem
parte real positiva e outros tem parte real negativa, o sistema é instavel, mas pode ser mos-

trado que, localmente em X, o conjunto estavel W*(x) é uma superficie de dimensao igual



4 dimensao do espaco vetorial gerado pelos autovetores generalizados associados aos au-
tovalores com parte real negativa. Nesse caso, o conjunto estdvel é denominado Variedade
Estéavel de x e o conjunto instdvel de um equilibrio hiperbdélico é uma superficie denomi-

nada Variedade Instavel de X.

Teorema 1.10. (Teorema da Variedade Estdvel) Seja x € D um equilibrio hiperbdlico da EDO
(1.1). O conjunto estdvel W*(x) é uma variedade imersa de classe C leo espago tangente a
W*(x) em x é um subespaco vetorial deR" gerados pelos autovetores generalizados associados
aos autovalores de D f () com parte real negativa. Resultados duais valem, evidentemente,

para a variedade instdvel.
A demonstracao desse teorema pode ser encontrado em [5].

Definicao 1.11. Um equilibrio X da EDO (1.1) é globalmente assintoticamente estavel ou
globalmente estavel com respeito a um subconjunto aberto D, c D, se é assintoticamente

estdvel e sua variedade estdvel contém D, .

Por conveniéncia, em todo o texto usaremos o termo globalmente estavel. Observe
que, da demonstracdo do Teorema 1.8, se U = D;, entdo X é globalmente estdvel com res-

peito a D;.

Definicao 1.12. Um conjunto K é chamado de absorvente em D para (1.1), se para cada

compacto F c D, tivermos x(t, F) c K, para todo t suficientemente grande.
Observacdo 1.13. Se o equilibrio x é globalmente estdvel com respeito a Dy, temos:

* X é necessariamente o tnico equilibrio em D, . De fato, se y € D, é tal que f(y) = 0 entdo

tlim x(t,y) =y, poroutro lado tlim x(t,y) = X portanto, y = X.

* D; possui um compacto absorvente K. De fato, basta tomar K como sendo o fecho de

uma bola aberta centrada em X de raio suficientemente pequeno.

1.2 Conjuntos invariantes

Definicdo 1.14. Um aberto D c R" é simplesmente conexo se cada curva fechada em D pode
ser continuamente deformada para um ponto dentro de D. De forma equivalente, D é sim-
plesmente conexo, se dada uma curva em D, o interior da regido delimitada pela curva estd

inteiramente contida em D.



Definicao 1.15. Seja Dy c D um subconjunto. Dizemos que D é:

(i) Invariante com respeito a EDO (1.1) se x(t, Dy) < Dy, para todo t € (—o0, +00);
(ii) Positivamente invariante com respeito a EDO (1.1) se x(t, Dy) < Dy, para todo t € (0, +00);
(iii) Negativamente invariante se x(z, D) < Dy, para todo t € (—00,0) .

Proposicdo 1.16. Se X é assintoticamente estdvel entdo W*(x) c D é um conjunto positiva-

mente invariante com respeito a (1.1).

Demonstracdo. Seja p € W?*(X). Entao tlim x(t,p) = Xx. Seja s > 0 qualquer e
q = x(s, p). Entao tlim x(t,q) = tlim x(t,x(s,p)) = tlim x(t+s,p) = x. Logo q = x(s, p) € W3(x),

como s > 0 é arbitrario, segue que W*(x) é positivamente invariante por (1.1). d
Definic¢do 1.17. Seja D € R" o espaco de fase da EDO (1.1). Os conjuntos:

* a(xo) = {y € D;3(tn) nen com ty — —oo tal que lim x(ty, Xo) = y}

* w(xp) =1{y € D;A(ty) nen com t,, — +oo tal que nlirilmx(tn,xo) =y}

Sdo chamados « - limite e w - limite, respectivamente, de xy € D.

Todos os pontos de uma trajetoria tem os mesmos conjuntos a e w- limite. Dessa
forma, os conjuntos a-limite e w- limite sao propriedades da trajetéria de um ponto e ndao de
um ponto. Passamos, agora, a enunciar e provar as principais propriedades dos conjuntos-

limites.

Lema 1.18. O conjunto w-limite de um ponto xo dA EDO (1.1) é fechado e positivamente

invariante com respeito a EDO (1.1).

Demonstracao. De fato, dado p € w(xy), existe uma sequéncia (f,) ,en, cOm £, — +oo tal que

x(tn, Xo) — p. Como x(t,, Xp) € continua em xp, para f fixado, temos:

lim x(f+t,,x0) = lim x(%,x(t,,x0)) = x(t, im x(t,, x0))) = x(, p)
n—+oo n—+oo n—+oo

e como f + t, — +oo, resulta que x(f, p) € w(xp), isto é, x(t,w(xp)) < w(xp). Isto mostra que o
conjunto w(xp) € invariante por (1.1).
Para mostrar que w(xp) é fechado, mostraremos que seu complementar é aberto. Es-

crevemos B(v,r) = {u € R";|u— v| < r} para a bola a centro v € R" e raio r > 0.
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Por definicao de w-limite, dado y € R” — w(xy), existem € > 0 e ¢ > 0 tais que x(t, xo) ¢
B(y,€), para cada t € R com t > . Decorre que B(y,€) Nw(xp) = @, de modo que B(y,€)
R" — w(xp) e, portanto, R" — w(xp) é aberto. O

De forma andloga se mostra para a(xy) é fechado e negativamente invariante por

(1.1).

Lema 1.19. Se P c D é um conjunto compacto e positivamente invariante, entdo w(xg) < P,

para todo xy € P.

Demonstracao. Se y € w(xp), com Xy € P, existe uma sequéncia t, — +oo tal que:
y= lim x(, xo).
n—+oo

Temos x(t,, xo) € P pela invariancia e, portanto, como P é fechado, contém o limite de toda

sequeéncia convergente de seus elementos, isto €, y € P. Logo w(xg) < P. O

Proposicao 1.20. Seja x equilibrio assintoticamente estdvel da EDO (1.1) e P ¢ D uma vizi-
nhanga de X, compacta e positivamente invariante. Seja V uma funcéo C' tal que V <0 em

P —{x}. Entdao P c W*(X) e consequentemente, X é globalmente estdvel com respeito a P.

Demonstracao. Sejam x € P e w(xp) = {y € D;3(t,) nen com £, — +oo tal que nl—i>IPOOX(tn’ Xg) =
¥} o conjunto w-limite de xy. Como P é fechado e positivamente invariante, pelo Lema 1.19,
w(xp) < P. Ainda, sabemos que, pelo Lema 1.18, w(xp) € invariante. Por outro lado, V é cons-
tante em w(xp). De fato, como V é continua, ’}1_{{)10 V(x(ty, x0)) = V(a) para toda sequéncia {z,}

de nimeros positivos tal que r}im x(tn, x) = a. Mas V decresce ao longo de x(t, xy), donde
—00
lim V(x(¢t;,,x0)) = lim V(x(t, xp)).
n—oo t—o00

Assim, V(a) = V(b) quaisquer que sejam a, b € w(xp), e V é constante em w(xp). Mas,
entdo V = 0 em w(xy). Como, w(xg) € Pe V <0 em P - {X} temos w(xy) = {X}. Note que
Vxo € Pw(xp) = {X}, garante que P c B(x). De fato, suponha que existe y € P\B(X). Assim
x(t,y) - X, ou seja, existe € > 0 e uma sequéncia f, — oo tal que || x(¢,,Y) — x|l >¢,Vn e N.
Por outro lado, como P é positivamente invariante, (x(¢, y))nen < P € por P ser compacto,
a menos de subsequéncia, x(t,,y) — a € w(y), ou seja, existe ny € N tal que n > ny implica
| x(t,, Y) — x|l <€, o que é uma contradicao. Portanto, P < W*(%), e consequentemente, X é

globalmente estdvel com respeito a P. O
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1.3 Condicoes para estabilidade global

A estabilidade assintética local de um equilibrio X pode ser verificada pela constru-
¢do de uma funcdo de Lyapunov em uma pequena vizinhanga de X ou linearizando a EDO
(1.1) em X, no caso em que a funcdo f é de classe C!, como vimos na se¢do anterior. Ainda
vimos que, o sinal dos autovalores da matriz jacobiana de f, também nos d4 informacdes
sobre a estabilidade local de um equilibrio. Um questionamento pertinente é: sobre quais
condicoes a estabilidade local de um equilibrio ¥ implica na estabilidade global.

A dificuldade associada com este problema é, em grande parte, devido a falta de fer-
ramentas praticas. O método de construcdo de fungdes globais de Lyapunov é mais comu-
mente usado, entretanto, a sua aplicacdo é frequentemente prejudicada pelo fato de, em
muitos casos, as fungdes de Lyapunov globais serem dificeis de construir e ndo hd pratica-
mente nenhuma abordagem geral para a construcao de tais funcoes.

Vimos na secdo anterior, que se X é globalmente estdvel com respeito a um subcon-
junto aberto D, entdo X € necessariamente o tnico equilibrio em D; e que D; possui um
compacto absorvente. O que podemos afirmar sobre a reciproca? Sem perda de generali-
dade, podemos formular o seguinte problema.

Assuma as seguintes hipdteses, a respeito de um subconjunto aberto D c R":
e (Hp): D é simplesmente conexo;
* (H»): Existe um compacto absorvente K c D;
* (Hs3): X é aunica solucao de equilibrio de (1.1) em D.

O objetivo, agora é encontrar condi¢des para que a estabilidade assintética de X im-
plique na estabilidade global com respeito a D. E obvio que, se a EDO (1.1) possui uma so-
lucao periddica em D entdo ela ndo pode ser globalmente estavel. Uma condicao satisfeita
por f na qual impede a existéncia de solugdes periddicas ndo constantes para a EDO (1.1)
é dita um critério de Bendixson para a EDO (1.1). Apresentaremos o método desenvolvido
nos artigos [8] e [11] para estudo da estabilidade global de uma solucao de equilibrio de uma

EDO do tipo (1.1).

Definicao 1.21. Um ponto xy € D é errante para (1.1), se existe uma vizinhanca U de x e
T>0talqueUnx(t,U) =@ parat>T. Un ponto x, é ndo errante se para toda vizinhanga

UdexyeT>0,existeteRtalquet>T eUnx(t,U) # .
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Note que x( é ndo errante se toda vizinhanca de xy, contém pontos x e f.x para t >0

arbitrariamente grande.

Lema 1.22. Seja xo € D. Se p € w(xy) entdo, p é ndo errante.

Demonstracdo. Seja p € w(xp). Vamos mostrar que p € ndo-errante. De fato, sejam U, uma
vizinhanca de p e T > 0 dados. Como p € w(xp), existe uma sequéncia (¢,) com ¢, — +oo tal
que x(,, Xo) — p. Dessa forma, existe ny € N tal que n > ng = x(ty, Xo) € Up. Tome ny,n; €N

tais que, nj, ny > ng e t,, — ty, > T e defina t = 1, — t,,. Note que:
x(tl’lg!x()) = x(tnl - tng)x(tngyx())) =q

Pela escolha de n; e np, temos g = x(ty,, X0) € Uy € g = X(tn;, — tny, X(In,, X0)) € Up.
Logo, U, nx(t,Up) # @. Ouseja, p é ndo-errante.

De forma anéloga se mostra que todo ponto do conjunto a-limite é ndo-errante. Ob-
serve que se p é um ponto de equilibrio a(p),w(p) = p, pois neste caso x(t) = p, para todo

t € R. Assim, todo ponto de equilibrio é ndo errante. O
Observacao 1.23. Note que existem pontos ndo errantes que ndo sdo de equilibrios.

De fato, seja ¢ uma solucao 7-periédica ndo constante e seja xy = ¢(0), ou seja @(t) =
x(t,xp). Assim, xy é ndo-errante e nao é de equilibrio. De fato, dado U vizinhanca de xj e
T >0, tome neN tal que nt > T. Assim, x(nt, xo) = x(0, xp) = X9. Logo xp € U nx(nt,U) # @.

Mais adiante, mostraremos que, sob algumas condicdes, todo ponto ndo errante é
um equilibrio. Antes, daremos algumas definicdes e proposi¢oes necessdrias para apresen-

tarmos um critério de Bendixson.

Definicao 1.24. Seja h: D — R" uma fungao. O suporte de h, denotado por supp(h) é o fecho

do seguinte conjunto: {x € D; h(x) # 0}.

Definicdo 1.25. Uma fungdo g : D — R" de classe C' é dita e - perturbagéo local de f no
ponto x € D, se existe uma vizinhanga aberta U de x em D tal que supp(f—g)cU el f -

gllc <€, onde

of 0g
0x * 0x

I - gl = sup{ L7 - g0 + xen]

e ||.Il denota uma norma vetorial em R" e também denota a norma de matrizes em R"*", e
of 0g

3 3z denota a jacobiana de f e g, respectivamente.
X 0x
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Para tal funcdo g, consideremos a correspondente equacao diferencial

X = g(x) (1.3)

Lema 1.26. Seja f : D — R uma funcdo definida no aberto D c R". Suponha que x, é um
ponto ndo errante da EDO (1.1) e que f(xp) # 0. Entdo, para cada vizinhanga U de xy e€ > 0,

existe umace - perturbagdo local C' de f em xy, a qual denotamos por g, tal que
1. supp(f—-g)cUe
2. osistema (1.3) tem uma solugdo periodica ndo constante cuja trajetoria passa por xy.

A demonstragdo do do Lema 1.26, serd omitida pois utiliza de argumentos geométri-
cos e topoldgico mais avancados, os quais fogem do objetivo desse trabalho. Este lema pode
ser encontrado em [9] e é baseada na versao local do lema de fechamento de Pugh, [15].

Um Critério de Bendixson é dito Robusto sobre uma C! perturbacio local de f em
Xo € D se, para cada € suficientemente pequeno e vizinhanca U de xy, cada € perturbacao
local g tal que supp(f — g) < U, também possui o mesmo critério de Bendixson.

Serdo apresentados alguns exemplos importantes de Critérios de Bendixson, que po-
dem ser encontrados em [5], os quais, serao utilizados na constru¢do do novo critério de
Bendixson robusto. Um resultado cldssico em EDO é O Teorema de Bendixson para existén-
cia de solucoes periddicas em sistemas de segunda ordem.

Quando o dominio D da funcao f é simplesmente conexo, o cldssico teorema de
Green d4d uma restricdo sobre o tipo de EDO que permite solucdes periddicas. Para enunciar

esse resultado, lembramos que

v = O 0f
Div(f) = o, +6x2 =tr(Jf.

ou seja, o traco da matriz jacobiana de f, é o divergente do campo f = (f1, f2), que define

uma funcdo divf: D — R.

Teorema 1.27. (Teorema de Bendixson) Seja f : D — R? de classe C! no aberto simplesmente
conexo D < R?. Se div(f) # 0 e ndo muda de sinal em D, entdo toda solugdo periodica de

X = f(x) é constante.

Demonstracao. Uma o6rbita periddica y de f = (fi, fo) é parametrizada pela solucdao de
(x1,x3) = (fi(x1,%2), fo(x1, X2)) por um ponto qualquer de y, de modo que fidx, — fodx) =

(—fg,fl).(dxl,de) = (—fz,fl).(fl,fz)dt =0dt, pois dxidt = fldt edx,dt= fgdl’. Assim,
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ffRdivfdA:ffR(g_ﬁJrZ_ﬁ)dA:iﬁfldxz—fzdh=0

onde R € o interior de y, contido em D, e a segunda igualdade é garantida pelo teorema de
Green.

Como f é uma funcéo C! em D, o divergente de f é continuo e, portanto, a igualdade
Jfrdiv(f)dA =0 garante que div(f) é identicamente nulo ou troca de sinal em R. O

Note que o Teorema de Bendixson pode ser interpretado como dando uma condicao
independente que proibe a existéncia de solucdes periddicas. Segue, do Teorema 1.27 que
a condicao div(f) =0 ou div(f) ndo mudar de sinal em D é um critério de Bendixson para
(1.1).

O Segundo resultado clédssico que queremos apresentar € devido a H. Dulac, o qual

representa uma ligeira generalizacao do Teorema de Bendixson.

Teorema 1.28. (Teorema de Dulac) Seja f : D — R? e g : D — R de classe C' no aberto
simplesmente conexo D c R2. Se div(gf) # 0 e ndo troca de sinal em D entdo x = f(x) ndo

admite trajetéria fechada.

Demonstracao. Basta usar o fato de que numa 6rbita periodica de f = (fi, f2), vale g fidx, —
gfodx, = g(fidx, — fodx;) =0dt. Agora use o teorema de Green, de forma andloga & prova
do Teorema de Bendixson. O

Seja V : D — R uma funcdo de classe C'. Entdo a condicdo
) ov
V(x) = af(x) =(gradV(x), f(x))<0se f(x) #0 (1.4)

é um critério de Bendixson, ja que V (x) é estritamente decrescente ao longo de cada solucdo
de (1.1). Tal funcao é chamada funcao global de Lyapunov para (1.1).

Os resultados a seguir, serdo importantes para garantir a nao existéncia de solucoes
periédicas ndo constantes para determinada EDO. Para isso, primeiro apresentaremos as de-
finicoes de Medida de Lozinski e algumas de suas propriedades e da Segunda Componente
Aditiva, segundo [4] e [13], as quais usaremos nos proximos capitulos.

A medida de Lozinski tem sido usada para estimar autovalores de matrizes. Ela
também é usada para andlise de estabilidade de sistemas de equagdes diferenciais linea-

res quando certas normas vetoriais de solucoes sao usadas como funcao de Lyapunov. E

possivel verificar em [4] que a medida de Lozinski depende da norma.
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A medida de Lozinski, com respeito a uma norma vetorial qualquer ||.|, € uma apli-
cagao u:R™" — R, que associa a cada matriz E(n x n) um nimero real y(E) que é definido

por:

. II+hE| -1
W) = hhrn _—

—40o R

Lema 1.29. Para toda matriz A esse limite sempre existe.

o n . llx+ hul - x|
Demonstracao.Sejam x, v € R". Vamos mostrar que hhm h
—+00

Sejaf € (0,1) entdo |[x+O0hul = |0(x+hu)+(x-0x)| < 10(x+hw) ||+ (1-0) x| =0l x+hul| +

sempre existe.

x|l — 61l x.
Segue que:
lx+6hul x| - lx+hul —Illx|
Oh B h
+hul|—-6h
Sendo & > 0= 0h < h e sendo f(h) = % = f(Oh) < f(h). Portanto f é ndo
lx+hull-lxl  x=hu-x |hul
decrescente e como ||x| —|y|| < ||x - yll, temos: 2 < A = 2 = | Al.
Logo f é limitada. O

Na sequéncia, apresentaremos algumas propriedades referentes a Medida de Lozinski
que serdo utilizadas no decorrer desse trabalho. A demonstracdo pode ser encontrada em

[4].

Proposicao 1.30. Seja u a medida de Lozinski com respeito a norma vetorial | .||, A e B matri-

zes e a € R. Sdo vdlidas as seguintes propriedades:
@) p(aA) =au(A), sea =0;
1D Al < L All;
(iii) W(A+ B) < u(A) + w(B);
(i) |u(A) —pB)l = |A- Bl

Proposicao 1.31. Se A(t) é uma matriz fungdo definida para t = ty, entdo para toda solugéo

y(t) da EDO (1.1)

t
ly(D)| exp (— ,u[A(s)]ds)
To
é uma fungdo ndo decrescente de t e
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t

ly (@) exp( ,u[—A(s)]ds)
To

é uma fungdo ndao crescente. Em particular, para t = t,

t

t
|y (to)l exp(— u[—A(S)]dS) <|y@®|l=lytp)lexp (— ,u[—A(S)]dS).
1o To

Se A = (a;;) é uma matriz n x n, sua Segunda Componente Aditiva A2l ¢ a matriz
(5) x(3) definida como segue. Para cada inteiro i = 1,2,...(}), seja (i) = (i1, i2) 0 i-ésimo termo
da ordem lexicogréfica do par de inteiros (i1, i) tal que 1 < i; < i» < n. Entao o elemento da

i-ésima linha e da j-ésima coluna de A"?! é:
ai i, + ai,i, se (i) = (j)
Xij=4 (=1)""%.a; j se exatamente um: i, € (i) implica i, ¢ (j) e i; € (j) implica i ¢ (i)
0, se nenhuma entrada de (i) ocorre em (j);
No caso em que n = 3, por exemplo, (1) = (1,2),(2) = (1,3) e (3) = (2,3). Assim, se

denotarmos a matriz A por:

ann diz2 as

A= | an ax ax

asy dsz dadss

entdo, a segunda componente aditiva de A serd definida pela matriz:

ap +apo ass —ai3
[2] _
A = asp ap +ass 731
—as) as1 azy + dss

Eno caso em que n = 4, por exemplo, (1) = (1,2),(2) = (1,3),(3) = (1,4),d) = (2,3),(5) =

(2,4) e (6) = (3,4). Assim, se denotarmos a matriz A por:

an diz a3z adig
azy dzx azz dpg

asy d3z2 ds3z dsg

asy A4 a43  Agg

entdo, a segunda componente aditiva de A serd a matriz 6 x 6 definida por:
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a1+ ap a3 Aoy —ai3 —ayy 0
asz ap +ass asq a 0 —ayy
a a an+a 0 a a
A2 — 42 43 11+ Qqq 12 13
—as; az) 0 ap + ass asy —ayy
—ay 0 az1 as3 a2 + Ay a3
| 0 —ay asy —ay as ass + dyy |

Uma importante conexdo entre a segunda componente aditiva de uma matriz A e equacao

dz
diferencial, ver [8] e [13], é que se z () e z» () sdo solucdes do sistema P A(t)z, entdo seu

d
produto exterior y(t) = z1(f) A z2(¢) € uma solucdo de d_)t} = A(1) [Z]y. Segue que, se x,..., Xp,

sdo autovetores de A, linearmente independentes, associados aos autovalores 1;,...An, en-

2] associados aos autovalores A + ... + An.
(2]

Denote a segunda componente aditiva da jacobiana de f por 3 Considere uma
X

tao x1 A ... A x;, sdo autovetores de A

matriz A néo singular (;) x (}), a matriz fun¢do x — A(x) de classe C l'em D e uma norma
vetorial ||.|| em RZ). Denote por Ay a matriz obtida trocando cada entrada a;; de A por sua

derivada direcional na direcdo de f. E seja 1 a medida de lozinski com respeito a norma |-

Teorema 1.32. Suponha vdlida as hipéteses (Hy) e (H). Se

of (2]

plApAT '+ A= AT =-6<0 (1.5)
0x

em K, entdo nenhuma curva simples fechada retificavel em D pode ser invariante com respeito

com respeitoa (1.1).

No artigo [9], Li.Y apresenta uma demonstracao desse teorema utilizando ferramen-
tas que, em nosso trabalho, s6 serdo apresentadas no capitulo 2. Desta forma, omitiremos
a demonstracao, entretanto, no proximo capitulo veremos que o Teorema 1.32 é uma con-
sequéncia direta do Teorema 2.4.

A condicdo (1.5) é equivalente a assumir que V (x, y) = || A(x) y|| € uma funcao de Lya-

punov cuja derivada com respeito ao sistema n + (g) - dimensional

dx _ dy of%
ar T G T e WY

é definido negativo.
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Esta regra nao vale somente para trajetoria periédicas mas também trajetérias ho-
moclinicas e heteroclinicas, uma vez que cada caso da origem a uma curva simples fechada
retificavel invariante.

Se A=1em (1.5), entao:

6f[2]
,u(a <0 (1.6)

A qual foi obtida primeiro em [13]. Se |.|| representa a norma euclidiana, entdo o célculo da

medida de lozinski x em (1.6) de acordo com [2] ou [13] produz

/11-%-/12 <0 1.7)

1 *
onde 1; = A, = ... = 1,, sdo autovalores de 5(% + % ). Note que quando n = 2, a condicao
(1.6) é um classico critério de Bendixson. O critério (1.5) proporciona a flexibilidade de uma
escolha de uma funcao arbitraria () x (},) e mais a escolha da norma vetorial |.|| derivando

em condicOes adequada.

1.3.1 Principio da estabilidade global

Observe que o Lema 1.26 nos diz que podemos perturbar o sistema (1.1), proximo de
um ponto regular ndo errante de modo a obter uma solugdo periédica ndo-contante. Com

objetivo de impedir a existéncia de tais solucdes podemos formular o seguinte resultado.

Proposicao 1.33. Suponha que um critério de Bendixson para a EDO (1.1) é robusto sobre
uma C' perturbagdo local f em cada ponto regular néo errante. Entdo todo ponto néo errante

de (1.1) é um equilibrio.

Demonstracdo. Suponha que o critério de Bendixson pra (1.1) é robusto sobre uma C! per-
turbacao local f em cada ponto ndo errante xp, tal que f(xp) # 0. Assim, para toda C!e-
perturbacdo local g de f em xp, (1.3) ndo admite solucdo periédica ndo constante. Suponha
que existe xo € D com f(xg) # 0 tal que xy é ndo errante. pelo lema 1.26 (b), a EDO (1.3)
admite uma solucao periddica nao constante, o que é uma contradi¢do. Logo todo ponto xy

tal que f(xp) # 0 é errante. O
Teorema 1.34. (principio da estabilidade global) Assuma que:
(1) D =R" e toda solugdo de (1.1) é limitada, para todo t = 0;
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(2) x € R™ é o tinico equilibrio de (1.1) emR"; e

(3) AEDO (1.1) satisfaz um critério de Bendixson robusto sobre C' perturbagdo local de f em

cada ponto ndo errante x, de (1.1) tal que f(x;) # 0.

Se X é assintoticamente estdvel entdo X é globalmente estdvel em R".

Demonstracdo. Por (1), para cada xp € R", existe um Ry, > 0 tal que x(¢,xp) € B(0,Ry,)
para t > 0. Note que, w(xy) < B(0,Ry,). De fato, se t, — oo, (x(tn, X0))nen < B(0, Ry,) =
r}i_{{.lox(tn,xo) € WRXO), caso esse limite exista. Vamos mostrar que w(xy) # @. Seja ()
uma sequéncia qualquer tal que ¢, — co. Assim, x(f,, Xy) € m Como W}?xo) é com-
pacta, existe (¢,,) subsequéncia de (¢,) tal que x(ty,, Xo) — ¢, para algum g € R". Segue que
w(xp) # @ e limitado. Em particular, como ele é fechado, concluimos que w(xp) é compacto.

Por (2) e (3), concluimos que, se xy € R"\{x}, xy € errante. Pelo Lema 1.22, todo ponto
de w(xp) é ndo errante, como w(xg) # @, concluimos que w(xy) = {X}, para todo xy € R".

Vamos mostrar que R” = W*(x). Suponha que existe x, € R" tal que xo ¢ W*(k). As-
sim, x(f, xp) - X quando t — oco. Dessa forma, existe um € > 0 tal que, para todo n € N existe
t, > ncom || x(t,, xo) — X|| > €.

Por outro lado, como (x(%;, x9)) nen € m, para algum Ry, > 0 a menos de sub-
sequeéncia, podemos supor que x(f,,Xp) — ¢q € w(xy) = {X}, ou seja, existe ny € N tal que
| x(t,, x0) — %Il <€, para todo n > ng, o que € uma contradicao. Logo R" = W*(x). Como X é
assintoticamente estavel e R = W*(%), x é globalmente assintoticamente estédvel. O

Se D c R" é um subconjunto aberto, resultados como o do Teorema 1.34 também sado
validos sob a suposicao (H») (que D contém um conjunto compacto absorvente K). Neste
caso, a trajetoria de cada solucdo de (1.1) eventualmente entra e permanece em K; ela ndao
se aproxima da fronteira de D. A condicao (3) do teorema 1.34 implica que seu conjunto
w-limite é o conjunto unitdrio {x}. Dessa forma , temos a seguinte versao local do Teorema

1.34.

Teorema 1.35. Suponha vdlidas as hipdteses (Hy) e (Hs) e que (1.1) satisfaz o critério de Ben-
dixson robusto sobre uma C* perturbacdo local de f em todo ponto néo errante que néo é de

equilibrio. Se X é assintoticamente estdvel entdo é globalmente estdvel com respeito a D.

Demonstracdo. Seja xo € D. Como K absorve D, existe ty, > 0 tal que x(f,xp) € K, para
todo f > ty,. De modo analogo ao Teorema 1.34, w(xp) € compacto ndo-vazio. Por (H3) e (3)

concluimos que se xp € D\{x}, xy é errante.
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Como w(xp) = {x}, para todo xp € D. Segue, de modo andlogo ao Teorema 1.34 que
D c W*(x). Assim, D c W*(X) e por hipétese X € assintoticamente estavel, concluimos, as-
sim, que X é globalmente estavel. O

Em muitos casos, um critério de Bendixson implicaria que o tnico equilibrio x € lo-
calmente assintoticamente estdvel. Este é o caso das condi¢des (1.4) e (1.5). O seguinte
Teorema, contém o cléssico resultado da estabilidade global de Lyapunov. Antes de enun-
ciarmos e demonstrarmos o teorema, apresentaremos dois lemas que serdo utilizados pra

demonstrar o teorema.

Lema 1.36. Se existe uma fungdo real x — V (x) satisfazendo (1.4) entdo todo ponto ndo-

errante de (1.1) é um equilibrio.

Demonstracao. Observe que (1.4) implica que V é estritamente decrescente ao longo de
cada trajetoria. Segue que, nenhuma trajetoria que sai de uma pequena vizinhanca de um
ponto regular, retorna. Isto também pode ser deduzido da versdo C° do Lema 1.26. Se x
€ um ponto ndo-errante para (1.1) e f(xp) # 0, entdo o conjunto U do Lema 1.26 pode ser
escolhido de modo que ele contém os zeros de f e U < D é compacto. Entdo a funcio g,
C° pode ser escolhida suficientemente proxima de f de modo que g—‘; g(x) <0, se g(x) #0,
e desta forma V(x(t)) é estritamente decrescente para toda solugdo regular x(¢) de (1.3) o
que implica que a solucdo nio pode ser periédica. Desta forma, a versido C° do Lema 1.26

implica que todo ponto ndo-errante de (1.1) é de equilibrio.

Lema 1.37. Seja f uma funcdo de classe C' e suponha vdlida as hipéteses (Hy) e (Hp). A

condigdo (1.4) implica que todo ponto nao-errante de (1.1) é um equilibrio.

Demonstracao. Se essas hipdteses sdo satisfeitas por f, entdo uma condi¢do similar tam-
bém é satisfeita por toda e-perturbacdo g de f de acordo com o Lema 1.26. Pelo Teorema
1.32 nenhuma dessa e-perturbacdao admite solucdo periédica nao trivial para (1.3). Desta

forma, todo ponto nao errante é uma solucao de equilibrio para EDO (1.1).
Teorema 1.38. Supondo vdlidas as hipotese (Hy), (H») e (Hs).
(i) A condigdo (1.5) implica que x é globalmente estdvel.

(ii) A condicao (1.4) implica que X é globalmente estdvel.
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Demonstracao. Por (H>),® # w(xg) < K, para todo xo € D. Pelo Lema 1.22, todo ponto de
w(xp) é nao errante, e pelos Lemas 1.36 e 1.37, todo ponto nao errante é de equilibrio. Assim
temos w(xp) < X. Segue que por (Hs), w(xp) = X. De forma andloga ao feito no Teorema 1.34,
x(t, xo) — X, paratodo xy € D. Logo, D € W*(k). Note que, as condi¢des (1.5) e (1.4) implicam

que o tnico equilibrio X é assintoticamente estavel. Portanto X é globalmente estavel. O
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Capitulo 2

Novo critério de Bendixson

Neste capitulo, apresentaremos um novo Critério de Bendixson Robusto sobre uma
C! perturbacao local, ver [11]. Lembremos que, conforme o capitulo anterior, um Critério
de Bendixson Robusto sobre uma C! perturbacio local para a EDO (1.1), é uma condicédo
satisfeita pela funcao f na qual impede a existéncia de solucoes periédicas ndo constantes
pra EDO (1.1), de modo que essa condi¢do também seja satisfeita para qualquer funcao de
classe C!, suficientemente préxima de f.

Conforme Teorema 1.35, assumindo as hip6teses (H>) e (Hs), a robustés do critério
de Bendixson sobre um ponto regular ndo errante, € uma condicdo necessdria para que a
estabilidade assint6tica implique na estabilidade global. Um questionamento pertinente
é: quais outras hipoteses garante a estabilidade global de um equilibrio? Apresentaremos
algumas definicoes e resultados que respondem 4 esse questionamento.

Assuma que existe um compacto absorvente K < D em (1.1), isto é a hip6tese (H>).
Entdo toda solucdo x(¢, x,) de (1.1) estd definida para todo ¢ > 0.

Seja

of
a_f Al 2.1)

B=A;AT'+A
X

(2]
onde A, Ay, Fm foram definidas no capitulo anterior e u é a medida do Lozinski. Entdo o
X

seguinte nimero estd bem definido:

t

1
Go = lim sup sup — | w(B(x(s,xp)))ds. (2.2)
I—oco xpeK 0

Nosso objetivo principal, neste capitulo, é demonstrar que a condicdo g» < 0 é um

critério de Bendixson robusto sobre uma C! perturbacio local. Para isso, precisamos de
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alguns conceitos e resultados que serdo apresentados a seguir.

Seja U um aberto de R?. E sejam U e 0U o fecho e a fronteira de U respectivamente.
A funcio Lipschitiziana ¢ : U — D sera descrita como uma superficie bidimensional sim-
plesmente conexa retificivel em D e a funcao Lipschitiziana v : 0U — D serd descrita como

uma curva fechada retificavel em D e serd chamada simples de for injetiva.

Definicao 2.1. Sejay : [a,b] — A uma curva ndo necessariamente regular. consideremos
P([a, b]) o conjunto de todas as parti¢oes de[a, b]. Umaparticiop=a=tH) <t < f...<t,=be€
P([a, b)) determina a sequéncia de pontos yy,,...,Y, no trago dey que definem uma poligo-
nal: s(p) = Zlyy; — v, . Dizemos que'y é retificdavel quando o conjunto {S(p); p € P(la, b))} é

limitado superiormente.

Dizemos que uma curva simples retificivel ¥ : U — D é invariante com respeito a

(1.1) se w(AU) é invariante com respeito a (1.1).

Lema 2.2. Se D é aberto simplesmente conexo, entdo o conjunto:
2(y,D)={p € Lip(U — D);p(0U) =y (0U)}

é ndo vazio para cada curvay simples fechada retificdvel em D.

Demonstracdo. De fato, seja (r,0) coordenadas polares em R2. Como D é um conjunto
simplesmente conexo, toda curva em D contorna apenas pontos de D. Entdo, existe uma
func¢do continua (r,0) — @(r,0) tal que @(r,0) = @(r,27) e p(1,0) = w(1,0), com r € [0,1] e
0 €10,2m].

Agora, particione U em regioes triangulares e defina:

¢(u) =y(u); se uedU;
Q(u) =
@(u); se u é um vértice no interior de U,

Interpolando linearmente os triangulos nos encontramos ¢ € Lip(U — D) tal que
W = 0p, como D é aberto, entdo ¢(U) c D. Podemos refinar a particio triangular de modo
que @ € X(y, D). (]
Seja &2 um funcional em Li p(ﬁ — R™) definido por

dp op P

2, = [ a2l 2L
¢ fU” ((p)aul/\auz

onde |.|| é umanormade R" e p = 1.
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Lema 2.3. Seja v é uma curva simples fechada retificdvel em R". Entdo existe um 6 > 0 tal

que
Pp=0
para todo ¢ € Z(y,R"). Mais ainda, defina um funcional S em Z(y, D) por:

o= oo gl

Para cada compacto F < D, existe 6 >0 tal que S, = 6 para todo ¢ € Z(y, D) com oU) cD.

Demonstracdo. Como todas as normas em R” sdo equivalentes, basta mostrar o lema para
0 caso em que ||.|| representa a norma euclidiana. Basta provar, também para o caso em
que ¢ € Z(y, K) onde K é um conjunto com fecho convexo e que contém 1 (0U). Seja IT um
hiperplano (n — 1)-dimensional em R tal que TNy (0U) = @ e ¢ € Z(w,R"). Projetando ¢
ortogonalmente sobre II, se necessario, podemos encontrar ¢ € Z(y,R") tal que &5 = 2,
e ¢(U) ndo corta II. Observe que on ly'| > 0 onde y(0) = yw(cosO, send) desde que y é
injetiva. Escolha uma funcao continoua b:y(@U) — R" tal que b(0) = (boy)(@) de modo

que / 2”(b o)’ seja suficientemente préxima de f 27[ |y'| para garantir que f 2ﬂ(b o) > 0.
Entéoob pode ser estendida continuamente a R" e ;())ode ser aproximada por uIOna funcdo a =
(ai, ..., ap) de classe C! tal que a@(dU) = ay (dU) e suficientemente préximo de fzn(bou/)’
para garantir a@(0U) >0 onde a é 1 — forma definida por a = Za; (x)dx;. ’

Pelo Teorema de Stoke

- aa] Ga,
f a(P(aU): B da(p(U) :f ) Zi,j _———
pOU) ) () 0x; 0x;j

onde
(u)—(i) (u)A(i) (W e zi= (a“’z)( )—(a““)(x)
V=157 ous )’ = 0xi2

n

com x = @(w), (i) = (i1,i2),i = 1,... N = (}).

dx; Adx; —f ' (wywdu,
@)

Desde que a é de classe C! em R” e ¢(u) € K, existe uma constante M independente

de ¢ tal que |z(u)| < M, para todo u € U. Desta forma, pela desigualdade de Holder

1 1
0 < ay(0U) = ap(0U) sf_lzllyl = (f Izl")q = (f Iyl”)p <71 M(P)7.
U U U

ap@U)|”
n‘liM

Assim, podemos tomar § =
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A existéncia de 6§ > 0 tal que S, = 6 segue do fato de |A~1(x)| ser uniformemente

limitada para cada x em um subconjunto compacto de D. O
0
Se ¢ = x(t, ), entdo y; (1) = a(pt, i = 1,2 sdo solucdes da equacao variacional da EDO
i
(1.1):
v = g(tp (w).y(1) (2.3)
ax T '
De fato,
0 0 0y, 0 Oy, 0 0 op; 0
— i) = —=() = — (=) = —(x(t,p)) = — —= .yi(1).
o0 (yi(D) 6t(6ui) 6ui( Y ) o (x(¢,¢)) ax(f((pt) ou; ax(f(tpt) yi(t)
. . _0p; 09, ~
Segue, do capitulo anterior, que z(t) = TN A N é solucao da segunda componente
1 2
da matriz da equacao variacional (2.3)
af (2]
2 === (¢p:w).z(0). (2.4)
0x
. . B Op; O0p; . Iepy
Conclui-se, assim que w(t) = A((pt)a— A 6_ satisfaz a EDO w'(f) = B(¢:(u))w(t), com B
25} [75)

definida como em (2.1).

Dessa forma, podemos estabelecer o seguinte resultado:

Teorema 2.4. Assuma as hipoteses (Hy) e (Hz). Se g» < 0, entdo nenhuma curva simples fe-
chada retificavel em D pode ser invariante com respeito a (1.1). Em particular g, < 0 é um

critério de Bendixson para (1.1).

Demonstracao.

Suponha g, < 0. E seja 2e = —g» > 0. Entao existe T >0 tal que, para t > T e xp € K,

t
f 1(B(x(s,x0)))ds < —€pt,
0

Segue da Proposicdo 1.31 que:

f

note que, Sy, — 0 quando ¢ — oo. Isto contradiz o Lema 2.3, se v for invariante com respeito

dp 0¢
Alp)—= N —L—
((,0) 6u1 A Ouz

0p; 0@

Se, = AlQ)=—N—
o fﬁ ((pt)aul/\auz

t
exp(fo L(B(ps(u))ds) < Spexp(—€ot).

a (1.1), uma vez que ¢; € X(y, D), isto é, (p(a(_]) = w(aﬁ) e (pt(ﬁ) c K, sendo K compacto
absorvente, para todo t suficientemente grande. O
Observe que a equacdo (1.5) implica g» < 0, de modo que o Teorema 1.32 pode ser

visto como uma consequéncia direta do Teorema 2.4.
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Mostraremos adiante que, acrescentando ao Teorema 2.4 a hipétese (Hs), a condi-
¢d0 g, < 0 é um critério de Bendixson Robusto sobre uma C! perturbacio local de f em
um equilibrio xy da EDO (1.1). Antes, apresentaremos alguns resultados necessdrios para a
demonstracao do Teorema Principal.

Seja xp € D um ponto ndo-errante tal que f(xp) # 0. Entdo, para cada vizinhanca U
de x( suficientemente pequena, existe f; > 0 tal que x(#;,,U)NnU =@ e x(t,U)NnU # @ para

algum ¢ > f;. Assim, os seguintes nimeros estdo bem definidos:

T(U,x0) =inf{t>0:x(t,U)NnU # @,edt) < ttalque x(t;,U)NnU = @}

T(x9) = sup{r(U; xp):U é uma vizinhanca de x, suficientemente pequenaj.

Quando xp é um equilibrio, 7 (xp) = 0. Chamamos 7(xp) de ponto minimo de retorno

ao ponto nao errante xj.

Lema 2.5. Seja xo um ponto ndo-errante. Uma solugdo x(t,xy) de (1.1) é periddica se, e so-

mente se, T(Xy) é finito, nesse caso, T(xg) é o periodo minimo.

Demonstracao. Seja A(U,xp) ={t>0:x(t,U)nU # @, eIf; < t tal que x(5;,U)nU = @}.
Suponha 7(xg) < co. Assim para toda vizinhanca U de xy 7(U, xo) < 7(xp). Por definicao de
supremo e tomando € = %, para todo k € N existe uma vizinhanca Uy de xy com Uk € B(xy, %)
tal que 7(xg) — % < 1(Uk, X0) < 1(x0). Como 7(Uy, X9) = in f A(Uk.Xp), por definicdo de infimo
existe um fx € A(Ug, xo) tal que 7(Ug, xo) < tr < T(Ug, Xx0) + % Como t; € A(Ug, xp) entao
xX(te, U N Uk # @. Seja xap+1 € X(t, Ur) N Ug. Por xop41 € x(tk, U) existe xox € Uy tal que
X(tx, X2k) = Xor+1- Note que, para todo K € N, Xok, Xor+1 € U € t — K € (1(xg) — %,T(Xo) +
%). Assim, (fx) e (xx) sdo sequéncias tais que xx — Xxg, I — T(xg) € xX(Ix, Xok) = Xof+1- S€
o periodo fosse T, teriamos 0 < T < 7(xy) 0 que contradiria o fato de 7(xy) ser o periodo
minimo de retorno a xy. Reciprocamente, se x(¢,xp) é uma solucdo de periodo T, entdo
7(U, x9) < T para toda vizinhanca U de x( suficientemente pequena, dessa forma x(7, xy) =

Xp € U e portanto 7(xg) = T. O

Teorema 2.6. Suponha 1(xy) = +oo. Entdo a condig¢do g, < 0 é um critério de Bendixson

robusto sobre uma C* perturbagdo local de f em x.
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Demonstracao. Seja 6 = —g» > 0. como K é absorvente, existe T > 1 tal que x(¢,K) c K if
t>Te
h 6(t1 — 1)

H(B(x(s,x1)))ds < B — (2.5)
153

paratodo t1,t =0talque t;—t, > T e Vx, € K. Aafirmacao 7(xg) = +oo implica que f(xg) #0
e 7(U; xp) > T para toda vizinhanca U de x; suficientemente pequena. Seja I1 tranversal (n-
1)-dimensional do vetor f(xp) de xo e U3 uma bola suficientemente pequena em II centrada

em Xxy. Considere o conjunto
2={x(r,U)):—a<t<a}

gerado pela evolugdo da bola U; c IT ao longo das solucdes de EDO (1.1) para todo intervalo

de tempo pequeno [—a, @]
' i)

y(t
/"

Fic. 1.

Seja I'y = x(a,Uy) e I'_ = x(—a,U;). Tomando uma bola U; c IT e a > 0 suficiente-
mente pequena, nos podemos garantir que toda solucao de (1.1) iniciada em X deixa X e que
7(Z, x9) > T. Como consequéncia, cada trajetoria iniciada em I'; deixa > e retorna paral_,
se alguma vez retornar, em um tempo superior a 7.

Seja g uma C! e-perturbacio local de f em x, tal que supp(f — g) c Z. Considere a
equacao diferencial (1.1). K é também absorvente para (1.1) se X é suficientemente pequeno
desde que f e g coincidem em D\X. Denote por B/ e B8 a matriz B definida em (2.1) e g (f)
e g2(g) o numero definido em (2.2) para f e g, respectivamente. Se a trajetéria de uma
solucao y(t,yo) de (1.1) nao intersecta X depois de certo tempo, entdo ela coincide com a

trajetoria de uma solugao de (1.1) para um ¢ suficientemente grande. Existe um 7 > 0 tal que
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nenhuma solucéo de (1.1) e (1.3) permanece em X para um intervalo de tempo superior a f.

Para tal solucao, segue de (2.5) que

1t 0
—f u(BE(y(s,y0)))ds<——
tJo 4

Suponha que a trajetéria de y(¢, yp) intersecta X infinita vezes. Nos podemos assumir

que YoeX, NK.Sejafy=0e
T<$1<h<$9H<h<.<$;<tp<S$p+1<...
Uma sequéncia tal que

(i) s; e t; sdo os tempos sucessivos que y(t, yp) intersecta I — e I' 4, respectivamente, quando

asolucao retornaa X,
(i) y(t,y0) €X,s; < t<t;,paracadai=1,

(iii) y(t,y0) € 2,1 < t < ;41 paracadai =0.

Entao nos temos
(iv) tj—sy < tparacadai=1,
(v) sit+1—t1 > T paracadai =0,

(vi) y(t, yo) coincide com a solucao x(t, y;) de (1.1) para ¢; < t < s;41, onde y; = y(t;, yo) para

cada i = 0 (ver figura- mesma da anterior)
Desde que | f — gl <€, nos podemos escolher € suficientemente pequeno de modo que
f 6
lu(BY (x)) — u(BE(y)I < i

para x, y € Z, Desta forma, para cada i =0,

liv1 Liv1

w(BE(y(s, yo))ds

I; Ii

w(BY (x(s, y))ds

iv1
+ f [u(Bf(x(s,yi)))—u(Bg(y(s,yo)))]ds

t 5 (2.6)
< _—(ti+1_ti)+(ti+1_3i+l)E
<

=i =—=—-——(h1— 1),
2 i+1 i 4 4 1+1 i
desde que t;+; —t; = T > 1. Assim, para ¢ suficientemente grande, t,, < f < f,+) para algum

n,e
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1 i 1
3 RICRRS ,u(Bg)

= f M(Bg)+ f,u(Bg)

1 t
;fo u(BE(y(s,yo)))ds

< Z o (i1 — t,)+t u(Bg)
6tn t

< ———4= B§
4t t tn“( )

Se t— t, > T, entdo, como em (2.6), = : ft 1(B8) < — 5 L t” . Desta forma, neste caso,

f ,u(Bg) =
t 0 4
T

Set—1t,<T,entdo % < % e, desta forma, t—f >1-+ % quando ¢ é suficientemente

grande. Consequentemente, neste caso,

t - ot, t—t,
t Jo 4t t

max (B8 (x)) < J
xeK H 16
Desta forma, para ¢ suficientemente grande e para xj € K,

1 0
f L(BE(y(s,y0))ds < T

com ¢»(g) >0, completamos a demonstragdo da proposicao. O

Pelo Teorema 1.35 os resultados estabelecidos no Teorema 2.4 implica que a estabi-
lidade global do tnico equilibrio X é equivalente a sua estabilidade local, sob a condicao
g» > 0. O seguinte resultado analisa o comportamento assint6tico de solugdes para (1.1)
préoximo de um equilibrio sob a condi¢do g» < 0 quando equilibrios multiplos sdao permiti-

dos.

Proposicao 2.7. Seu(B) <0em D, entdo adimensdo de toda variedade estdvel de toda solugéo
de equilibrio de (1.1) é no minimo (n—1). Se o equilibrio ndo é isolado, entdo a variedade
estdvel tem dimensdo (n— 1) e ela tem uma variedade central de dimesdo 1 o qual contem

toda a vizinhanga do equilibrio.

Demonstracao. Se x; é um equilibrio, entao

0 [2]
A—f A7l

=uB)<0
0x HB) <

30



0
em x; desde que f(x1) = 0 implica Af,) = 0. Se v;(x1) sdo autovalores de é(xl) com

Re[v1(x1)] = Re[v2(x1)] = ... = Re[v,(x1)], entdo v;(x1) + vj(x1),i # j s@o os autovalores de

0 (2] 0 (2]
a—f (x1) edessa formade a—f Al (xp). Segue que, a desigualdade acima implica Re [v;(x1)+
X X

vi(x)] 6_§(x1)A_1(x1) < 0; desta forma, Re[v;(x;)] = Re[va(x1)] = ... = Re[v,(x1)] e so-
mente vy (x;) pode ter parte real ndo negativa; a variedade estdvel tem dimensdao no maximo
(n—1). Se o equiibrio x; nao é isolado, %(xl) € uma matriz nao singular, 0 = v;(x;) en-
tdo a variedade estdvel, tem dimensao (n — 1) e existe uma variedade central dimensional

um. Desde que todas as semi-trajetdrias positivas préximas de x; sdo assintdticas para uma

trajetoria na variedade central, todo equilibrio préximo de x; € uma variedade central. O

Corolario 2.8. Suponha vdlidas as hipéteses (Hy) e (Hz). Se g2 <0, entdo a dimensdo de uma
variedade estdvel de toda solugdo de equilibrio de (1.1) é no minimo (n—1). Se um equilibrio
ndo é isolado, entdo a variedade estdvel tem dimensdo (n—1) e ela tem uma variedade central

de dimensdao um o qual contém toda a vizinhanga do equilibrio.

Demonstracao. Observe que no equilibrio x;, g, < 0 implica

9 f2!
U Aé A7ll<o0

desde que f(x;) = 0 implica A,y = 0. De forma andloga a Proposic¢do 2.7, conclui-se a

demonstracao. O

Teorema 2.9. Suponha vidlidas as hipéteses (Hy),(H>) e (H3). Se g» <0, entdo o tinico equili-

brio x é globalmente estdvel em D.

Demonstracao. Dos Teoremas 1.35 e 2.4 e da proposicdo 2.6, resta provar a estabilidade
assintdtica de x. Assuma o contrario. Entdo X é o a-limite e w-limite, sdo de uma traje-
toria homoclinica, a qual d4 origem a uma curva y = {x(f); t € (—oo, +0o0)} simples fechada
retificavel cuja existéncia é impedida por g, < 0 pelo Teorema 2.4. Afirmamos que C =
Y U {X} é o traco de uma curva simples fechada retificavel. Esta curva é invariante com
respeito a (1.1), x(¢,C) = C, e a existéncia de uma curva invariante é impedida pela ge-
neralizacao do Critério de Dulac como mostrado em [8]. Resta provar que C é retifica-
vel.Desde que y estd em uma variedade central ou numa variedade instdvel de X, e esta é
uni-dimensional, é necessdrio somente mostrar que y; = {x(f); f € [1,00)} é o traco de uma

curva retificavel. Se ela ndo se aproxima de X através de uma variedade central, entao, pelo
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teorema da variedade central,ela se aproxima exponencialmente de X com o tempo. As-
sim, | f(x(£))| = Me™*!, para alguma constante M, A > 0, desde que f(x;) = 0. Conside-
rando p(s) = (1 — s)_l,y(s) = x(p(s)), s € [0,1), n6s encontramos y'(s) = f(x(p(s))).p'(s) tal
que |y (s)| = Me=4*) p/(5) = Me~A1=97" (1 - 5)2 e ' é limitado com y[0,1) = y.. O

A chave para esta demonstracao estava na estrutura local da solugao de (1.1) préximo

do equilibrio estabelecido na proposicao 2.8.

Observacao 2.10. Na presenga de equilibrios multiplos, foi provado em [9] que todos os alfa
e omega limite sdo conjuntos unitdrios representados por um equilibrio sob qualquer dos cri-
tério de Bendixson estabelecidos em (1.4), (1.32) e (1.7). Resultados deste tipo sdo chamados
Teoremas de Convergéncia Auténoma. Os principais ingredientes na prova dada em [9] sdo a
robustez C! do Critério Bendixson, um resultado como 2.8, e do Teorema da variedade central.
Desta forma, o mesmo resultado se mantém sob as suposi¢oes (H) e (H») e nossa condigio

mais fraca g, < 0.
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Capitulo 3

Aplicacao ao Modelo Epidemiologico

SEIRS

Os modelos baseados em sistemas de equac¢des diferenciais estao sendo cada vez
mais utilizados para entender a dinamica de doencas infecciosas. O estudo de sua proli-
feracdo é a base da ciéncia conhecida como epidemiologia matemadtica, que nos permite
conhecer esses sistemas e entender os seus efeitos, por meio da proposicdao de modelos que
possam ajudar na criacao de estratégias de controle dessas doencas [16].

O nosso objetivo neste capitulo é estudar o comportamento assintético do modelo
epidemiolégico SEIRS, com a andlise da estabilidade local e global dos seus dois pontos de
equilibrio: um ponto de equilibrio de imunidade (ndo doenca) e um ponto de equilibrio
endémico.

A estabilidade global do ponto de equilibrio de imunidade é provada exibindo uma
funcao de Lyapunov. E para a estabilidade global do ponto de equilibrio endémico, sdo usa-
das as matrizes da segunda componente aditivas, as quais foram estudadas no capitulo 1,
com intuito de provar que o critério de Bendixson g, < 0 é verificado. Para tal andlise, apli-

caremos a teoria apresentada no capitulo 2 e usaremos como principais referéncias [2] e [19]

3.1 Descricao do modelo SEIRS

Considere as seguintes classes epidemiologicas, para todo tempo ¢ = 0: S é a classe
de todos os individuos suscetiveis de contrair a doenca; E é a classe dos individuos expostos,

isto é, que ja estdo infectados mas ainda nao infecciosos, portanto, ndo tem ainda a capa-

33



cidade de transmitirem a doenca; I é a classe dos individuos infecciosos, ou seja, daqueles
que transmitem a doenca a individuos suscetiveis, através de varias formas de contato; R é
a classe dos individuos recuperados, ou seja, que apos estarem infectados adquirem imuni-
dade 4 doenga. Em geral, esta imunidade pode ser temporaria ou permanente.

Para o modelo em andlise, considere todos os individuos suscetiveis; desde que ex-
postos a uma doenca infecciosa, tornam-se infectados, em seguida, recuperados com imu-
nidade tempordria e entdo, com a perda da imunidade, tornam-se suscetiveis novamente.

Os parametros (ou taxa) de transferéncias entre as classes sdo dados da seguinte
forma:

A: é a taxa a que os individuos suscetiveis se tornam expostos a determinada doenca
infecciosa;

€: é taxa a que os individuos expostos se tornam infecciosos;

Y: é a taxa de recuperacao dos individuos infecciosos;

0: é ataxa a que os individuos recuperados voltam a tornar-se suscetiveis.

Assumimos que a taxa de mortalidade e natalidade sao iguais, e denotamos essa taxa

por v, e como consequéncia a populacao total estd em equilibrio, isto €,
S(H)+E()+1(t)+R(¢) =1, para todo tempo t >0 e Ve, y,A,v=0.

Definindo V : I ¢ R — R” temos que a funcao V(t) = S(t) + E(t) + I(t) + R(t) é uma
integral primeira para o sistema (3.1).
Definindo as classes e os parametros de mudancas de classes, escrevemos o seguinte

sistema de equacdo diferencial o qual descreve o modelo SEIRS:

S=-ASI+v—VvS+06R

E=AIS-(e+V)E
(3.1)

I=eE-(y+v)I
R=yI-(6+V)R

onde o X representa a derivada de X com relacdo ao tempo.

Observe que v = 0 corresponde a nenhuma morte e nenhum nascimento; 6 = 0 signi-
fica que individuos infectados se recuperam com imunidade permanente, isto é, ndo se tor-
nam suscetiveis novamente. Observe ainda que sempre temos € > 0, uma vez que estamos
considerando as doencas infecciosa. Também assumimos que v+¢ > 0, caso contrério a po-

pulacao recuperada ganharia imunidade permanente. De fato, como v,6 = 0 entdo v+06 = 0.
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Se tivéssemos v + 6 = 0 entdo teriamos v =0e d =0, isto €, ndo ha morte nem nascimento e

nenhum recuperado seria suscetivel novamente.

3.2 Solucodes de equilibrio
Vamos agora introduzir os conceitos de ponto de equilibrio endémico e de ponto de
equilibrio de imunidade e niimero de contato. Seja I' um regido em R?, definida por:
I={S,ELRER:S+E+I+R=1}

Definicao 3.1. Considere o sistema de equacoes diferenciais (3.1) na regido I'. Dizemos que

uma solugdo de equilibrio desse sistema é:
(i) Equilibrio de Imunidade se corresponder a um niimero nulo de individuos infecciosos.
(ii) Equilibrio Endémico se estiver em no interior de I'. Nesse caso, denotamos por P*.

Definicao 3.2. O niimero médio de contatos adequados de um infeccioso durante o periodo

de infecdo é denominado namero de contato e denotado poro.

E possivel notar que o sistema (3.1) sempre admite o equilibrio de imunidade (trivial)
Py=(1,0,0,0) o qual corresponde ao desaparecimento da doenca. Note ainda que, qualquer

equilibrio deve satisfazer:

p=_r

= . 2
€ 0+v 3.2)

Observamos que todos os pardmetros sao positivos, dessa forma, em qualquer equilibrio
nao trivial, as varidveis E, I e R sdo positivas e S < 1. Um equilibrio nao trivial corresponde a
persisténcia da doenca. Fazendo E=0e S =1- E— I - R, temos que todo equilibrio também
deve satisfazer:

AMA—-E-I-R)=(e+V)E (3.3)

Observe que substituindo (3.2) em S =1—- R— I — E, obtemos:

O +V)(y+v+e)+ey

S=1-
ed+v)

(3.4)

Por outro lado, substituindo as equacoes (3.2) na equacao (3.3), e observando que I # 0,

obtemos a equacao:
B e+v)(y+v)

S
€A

(3.5)
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Segue de (3.4) e (3.4) que:

(1——)—l (3.6)
H) o '

€ +v) Ae
= e o0=——.
Ye+ O +V)e+y+v) e+v)(y+v)

onde,

(3.7)

Araiz I de (3.6) que é menor que H corresponde ao equilibrio ndo trivial de sistemas
(3.1); umavez que I é especificado, R e E sao determinados por (3.2) e S por (1 — é) Quando
o < 1, ndo existe um equilibrio ndo trivial. E quando o > 1, existe um tnico equilibrio ndo
trivial que tende a um equilibrio trivial quando o tende a 1.

Fazendo R =1- S - E - I, podemos reduzir o sistema (3.1) ao seguinte sistema tridi-

mensional;
S=-ASI+v—-vS+8(1-S—E-1)

E=AIS-(c+V)E (3.8)
I=eE-(y+v)I
e transformar a regido simples I' = R? na seguinte regido em R3 convexa e positivamente

invariante, em Ri
T={S,E,DcR3;0<S+E+I<1}.

O equilibrio de imunidade P, torna-se (1,0,0) e equilbrio endémico P* torna-se um
equilibrio interior de T. Para simplificar, vamos continuar denotando estes dois equilibrios

de (3.8) por Py e P*.

3.3 Estabilidade do equilibrio de imunidade

Podemos estudar a estabilidade assintética do equilibrio de imunidade através da
matriz linearizada do sistema (3.1) da seguinte forma: escrevemos S =1—-R—E—I e fazemos
a substituicdo no sistema (3.1). Segue que o SEIRS se reduz a um sistema tridimensional, nas

varidveis E, I e R, o qual pode ser escrito na forma matricial por:

E —(e+v) A 0 E AM(-R—-E-1)
= € —(y+v) 0 VA s 0
R 0 % -0 +v) R 0
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Proposicao 3.3. Se o < 1, entdo equilibrio de imunidade Py é assintoticamente estdvel. Se

o > 1 equilibrio de imunidade P, é instdvel.
Demonstracao. O polindmio caracteristico da matriz da parte linear do novo sistema é:

px) =[x+ 6 +v)].q(x),

onde,

q(x):x2+[(e+v)+(y+v)]x+(e+v)(y+v)—/1€.

Um autovalor é x; = —(6 + v). Como (6 +v) >0 entdo x; <0, isto € um autovalor tem
parte real negativa. Os outros dois autovalores sdo as raizes de g(x). Calculando as raizes de
q(x), temos:

A=[(e+V)+(y+M]? =4l +V)(y+v) - Ael.

Observe que A é sempre ndo negativo, pois

[(€+V)+(y+V)]12=4.[(e+V)(y +v) — Ae]

E+V2+2(€+V)(y +V) + (Y + V)2 —4(e+V)(y +v) +4de =

(e+v)2—2(e+v)()/+v)+(y+v)2+4/1€ [(€+v)—(y+v)]2+4/1€20.

Portanto, todas as raizes de g(x) sao reais. Sejam x; e x3 as raizes de q(x).

o= —[e+V)+(y+v)]— \/[(€+v)+(y+v)]2—4.[(e+v)()/+v)—)Le]
2

. —[e+V)+(y+v)]+ \/[(e+v)+(y+v)]2—4.[(e+v)(y+v)—ﬂte]
3= .
2

Observe que x; é negativa. Para que x3 seja negativa, temos que ter:

[E+V) + (Y +V)]? > [[e+V) = (Y +V]? +4de] < 2(€+ V) (Y +V) > =2(e +V)(y +V) +4.Ae] <
o=,
(e+v)(y+v)

Segue que, o < 1, implica que todos os autovalores tem parte real negativa, conse-
quentemente, todos os equilibrios do novo sistema, sao assintoticamente estaveis. Final-
mente, se 0 > 1, um equilibrio nao trivial emerge e o equilibrio trivial se torna instavel, desde
que um autovalor tem parte real positiva. Note que se ndo existe infecao (E = I = 0), entdo

R(¢) ainda se aproxima de zero para o > 1. O
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A estabilidade assintética no caso o = 1 ndo é detectada por meio da anélise dos auto-
valores do sistema linearizado, visto que x = 0 € um autovalor. No entanto, podemos provar
que quando o < 1, o equilibrio de imunidade P, é globalmente estdvel exibindo uma func¢ao
global de Lyapunov, mas antes, enunciaremos o Principio de invariancia de LaSalle, o qual

podemos encontrar sua demonstracao em [1].

Teorema 3.4. (Principio de Invariancia de LaSalle) Suponhamos que exista uma fungdo de
LyapunovV : W — R paraa EDO (1.1), com W € D = R". Seja E = {x € W; V = 0} e M 0 maior
subconjunto de E invariante por (1.1). Entdo toda solugdo limitada (no tempo) de (1.1) que

permanece em W aproxima-se de M quando t — oo.
Proposicao 3.5. Considerea regidofactz’vel? ={(E,LRIE=0,I=0,R=0,E+I+R<1}.
(i) Se o < 1, 0 equilibrio de imunidade é globalmente estdvel em T.

(ii)Se o > 1, Py é instdvel e as trajetorias suficientemente proximas de Py deixam Py, exceto

aquelas no eixo S que se aproximam de Py ao longo desse eixo.

Demonstracao. Considere as seguinte a funcao:

+v
I.

€
L(E,I,R)=E+
€

. . . €E+v.
L(Py) =0e L(x) >0,Vx #0. Observe que L < 0. De fato, se L(E,I,R) = E+ TI entdo,

. A A
L=[ASI-(e+V)E] + HTV[G:E— (y+wI] = [—; + AS]I < 0. Se tivéssemos 5 +AS|1>0

entdo oS > 1, mas por hip6tese S <1 e o < 1, o que seria um absurdo. Segue que L é uma
funcdo de Lyapunov. A igualdade, L = 0 sé acontece quandooc=1e E=I=R=00ul=0.0
conjunto onde I =0 e E # 0 ndo € invariante e, uma vez que [ # 0, temos [<0.SeI=E=0,
entdo E=1=0,e R=—(6 + V)R, de modo que R — 0. Assim, o maior subconjunto invariante
do conjunto onde L = 0 é (E,I,R) = (0,0,0). Desta forma, pelo Principio de Invariancia de
LaSalle, o equilibrio de imunidade é globalmente estdvel, isto é, toda solu¢do iniciando na
regido factivel {(E,I,R)|[E=0,1=0,R=0,E+ [ + R < 1} se aproxima da origem.

_—}L +0S

o
a condicdo o > 1, implica que para toda vizinhanca U de Py, podemos tomar um ponto P,

I,

Para finalizar, mostraremos que se o < 1 entdo Py é instavel. Sendo L =

com coordenadas arbitrariamente préximas de 1, tal que L > 0. Entdo P é instavel. a
Observe que quando isolando a variavel R, é possivel mostrar da mesma forma que
a Proposicao 3.5 que (S, E,I) = (1,0,0) é o maior subconjunto invariante do conjunto onde

L=0. Segue que, o equilibrio de imunidade Py = (1,0,0) é globalmente estdvel em T
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3.4 Estabilidade do equilibrio endémico

Como vimos nas secao anteriores, o comportamento qualitativo de (3.1) é determi-

nado pelo ntimero de contato o, definido por

Ae
o=————.
(e+v)(y+v)

Se 0 <1, o equilibrio de imunidade Py = (1,0,0,0) é uriico e é globalmente assintoti-
camente estdvel na regido simples I', o que significa que a doenga desaparece. Se o > 1 entao
Py perde a estabilidade e o tinico equilBrio endémico P* emerge do interior de I'. Para mos-
trar que P* é assintoticamente estavel usaremos o Teorema de Hurwitz cuja demonstracao

pode ser encontrada [12].

Teorema 3.6. (caso n=3) Seja A a matriz do sistema linear A € M3.3(R) cujo polinémio ca-
racteristico p(x) = aox3 + a2x2 +ayjx+az. Sea; >0,a, >0,a3 >0 ea ay—agasz >0, entdo o

equilibrio é assintoticamente estdvel.

No caso 7 = 3 o polinémio caracteristico pode ser escrito da forma p(x) = x3+tr(A) x>

Mx+det(A)

Proposicao 3.7. Seo > 1 o equilibrio endémico P* é assintoticamente estdvel.

Demonstracao. A matriz jacobiana de (3.1), nas varidveis E, I e R no ponto de equilibrio

endémico P* = (E,I,R) € T, é dada por:

—Al—(e+v) A=-2A1 —AI
J(E,I,R) = € —(y+v) 0
0 Y -6+v)
Neste caso, basta aplicar o critério de Routh- Hurwitz para obter as condi¢des neces-
sarias e suficientes para a estabilidade assintética do ponto de equilibrio endémico. Neste

critério, para que todos os autovalores tenham parte real negativa, devemos ter:
(i) tr=traco(]) <0,
(ii) det =det(J) <0,
(iii) C=tr x M—det <0,

onde M é a soma da menor principal de segunda ordem de J.
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(i) Calculando o traco(J), temos:

tri)=FA-v—-e-Fy+Vv)-0+Vv)=—Al+e+y+06+3v)

Como estamos analisando a jacobiana num equilibrio endémico, I é uma raiz positiva

de (3.6), e todos os parametros sdo positivos, portanto ¢r(J) < 0.

(ii) Calculando o det(J), temos:
det(J))==[AI+(v+e)lly+V)(O+V)—eyAl+e(A-2AD)(6+Vv) =
—O+V)IIAI+pu+e)(y+v)+ed(1-2D]—eyAI <0

Calculando o C, usando o método de Routh- Hurwitz, concluimos que o equilibrio endémico
é assintoticamente estével. O

Foi conjecturado em [19] que P* é globalmente estdvel no interior de I' quando o > 1
de modo que a doenca permanece endémica e se aproxima do Unico equilibrio endémico
para todas as configuracoes iniciais.

Foi provado em [9] que essa conjectura é verdade , quando 6§ = 0. A parte crucial da
demonstracao é que quando, 6 = 0, o sistema (3.1) pode ser reduzido a sistema tridimensio-
nal competitivo. Desde que essa propriedade de (3.1), ndo pode ser preservada no caso em
que 6 > 0 o método em [9], nao se aplica ao caso § > 0.

Nesta secdo vamos aplicar a teoria desenvolvida no capitulo 2 para mostrar que esta
conjectura também é verdade no caso para um 6 pequeno.

A Proposicdo 3.5 determina a dinamica global do sistema (3.8) em T parao casoo < 1.
A suaimplicacdo epidemioldgica é que a fracdo de infectados (a soma das fraces de latentes
e infecciosos) da populagdo desaparece com o tempo e a doencga extingue-se.

Observe que estabilidade global de Py em T, quando o < 1 exclui a existéncia de ou-
tros equilibrios. O estudo de um equilibrio endémico € assim restringido ao caso em que
o > 1. Desta forma, veremos a seguir que quando o > 1, a doenca persiste e torna-se endé-
mica. A no¢do de endemia de uma doencga pode ser entendida através da nocao de persis-

téncia uniforme:

Definicao 3.8. O sistema (3.8) é dito uniformemente persistente, se existe ¢ > 0 tal que toda

solugdo (S(¢), E(1),(1(1)) de (3.8) com (S(0), E(0), I(0)) no interior de T satisfaz

}L%loinfll(s(t),E(t),(I(l‘))ll 2c
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Definicao 3.9. Um conjunto compacto invariante F c T de (3.8) é dito isolado se existe uma

vizinhanga N c T de F tal que F é um subconjunto invariante maximal de N.

Definicdo 3.10. O conjunto estdvel fS de F é o conjunto dos P € T tal que o conjunto, w(P) c

F, (w-limite), isto é:
f$={PeT;w(P)cF}

Seja X um espaco métrico com a métrica d, f : X — X uma aplicacdo continua e
) c X fechado tal que f(X\Y)) < X\2). Assumimos que X tem um atrator global X, tal que
X < X é um subconjunto compacto invariante e d(f”"(x), X) — 0 quando n — oo, para
todo x € X. Note que, em geral, ) ndo é um conjunto positivamente invariante. Seja M um
compacto invariante maximal em ). Entdao M c X.

Seja WS = {x € X; f* — M, quando n — oo}.
Proposicao 3.11. a fungdo [ é uniformemente persistente se, e somente se:
(i) O compacto invariante M é isolado em X.
i) WS(M) Y.
Demonstracao. A demonstracdo deste resultado pode ser encontrada em [7].

Proposicao 3.12. Seo > 1 o sistema (3.8) é uniformemente persistente.

Demonstracao. A demonstra¢do pode ser encontrada em [11].

Teorema 3.13. Assuma o > 1. Entdo existe um & > 0 tal que o tinico equilibrio interior P* é

globalmente estdvel no interior de T quando 5 <.

Demonstracao. Pela proposicao 3.12, quando o > 1, existe uma compacto no interior de T
que é absorvente para (3.8). A demonstracdao do teorema consiste na escolha adequada da
norma vetorial |.| em R® e da funcdo matriz 3 x 3, A(x) de modo que o ntimero g, definido

em (2.2) seja negativo.

Seja A a seguinte matriz diagonal:

) E E
A(SE, D) = dmg(l,y,T) (3.9

Entdo A€ C! e ndo singular no interior de T. Seja f o campo vetorial de (3.8) entdo
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. E(I\ E(I
AfA™ =diag|0,—|=]| ==
I\E);" 1\E);

0
A segunda componente aditiva /'?! da matriz jacobiana J = é pode ser calculada

como segue:

—Al-6—-€-2v AS AS+0
€ —Al-6-y-2v -0
0 Al —-€—-y-2v

Desta forma, a matriz B= A fA‘l + AJ® A=1 pode ser escrita em blocos da forma:

Bi1 B2
B= (3.10)
By Ba»
ASI (AS+0)I e¢E
comBjj=-AI-60-€¢-2v,Bjp=|—,———|eBy;=|—,0]e
E E
I(E
HE) carsyne
E\I);
BZZ = I(E
Al —(—) —€—y—-2v
E\I);
A norma vetorial ||.|| em R3 = R@) € escolhida como
|(u, v, w)| = supflul,|v+ wl} (3.11)
A medida do lozinski u(B) com respeito |.|| pode ser estimada como segue
H(B) = supigi, 82} 3.12)
onde,
AS+6
g12311+|312|:—/1]—5—€—21/+( i )I (3.13)
I(E eE
82:M1(322)+|Bz1|5—(—) -0—y—-2v+— (3.14)
E\I); I

e z . . . . .
Sed < 2 Note que p(Bs2) é a medida de lozinski da matriz 2 x 2, By» com respeito a
norma euclidiana em R? e |B;,| e |B;| sdo as normas dos operadores Bj» e B, quando eles
sdo considerados como operadores de R?> — R e R — R? respectivamente, e R> é munido

com a norma euclidiana.
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Também note que, desde que B;; é um escalar, a medida de lozinski com respeito a
alguma norma vetorial em R! é igual a B;.

A solucao (S(1), E(1), (I(?)) para (3.8) com (S(0), E(0), (1(0)) no conjunto absorvente K
existe para todo ¢ > 0.

Da equacao (3.8) encontramos

I(E E I

—(—) =—=_= (3.15)
E\1); E 1

ASI E

—=—+4€+v (3.16)
E E

E_I ., (3.17)
—_— == Vv .
T 177

(3.12) a (3.17) implica
E 5
Bys—-6- ——AILO;.
u(B) 7 v+sup{E }

Desde que (3.8) é uniformemente persistente quando o > 1, existe c >0e T > 0 tal

que ¢ > T implica
1 0+v
Et)y=c I(t)=c e ;logE(t) < —

Para todo (S(0), E(0), (1(0)) € K. Seja 6 = min{%,)tcz}. Entdo t > T e § < 6 implica

——AI =0eassim
E

1 [t 1
—f dt<logE(t)—0+v)<=-(6+V).
tJo 2

Para todo (S(0), E(0), (1(0)) € K que por sua vez implica g, < 0, e assim, concluimos a

demonstracao. O
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