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Resumo

Neste trabalho, discutimos alguns critérios de regularidade para uma solucao fraca do sistema
de equacoes tridimensionais de fluido Magneto-micropolar. Além disso, mostramos que é possivel
estender, para este mesmo sistema, alguns resultados recentes obtidos para as equagoes de Navier-
Stokes. Em ordem a citar um exemplo, provamos que uma solugao fraca (u, w,b)(t) definida em
[0, 7] é suave em R3 x (0,T) se esta satisfaz a condigao dzus, 3w, d3b € L>(0, T; L?(R?)).

Palavras-chave: Regularidade de Solucao; Equagoes Magneto-micropolares.



Abstract

This work, we discuss some criteria of regularity for a weak solution of the Magneto-micropolar
equations. Furthermore, we show that it is possible to extend some recent results from the Navier-
Stokes equations to the Magneto-micropolar equations. In order to give an example, we prove that
a weak solution (u, w, b)(t), defined in [0, 77, is smooth on R? x (0, T), if it satisfies the condition
Osus, 03w, 03b € L™ (0, T LZ(R?’)).

Keywords: Regularity of Solutions; Magneto-micropolar Equations.
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Introducao

Neste trabalho, apresentamos alguns critérios de regularidade para uma solucao fraca do se-
guinte sistema de equagoes magneto-micropolar que descreve um fluido incompressivel:
w +u-Vu+ V(p+3|b]?) = (u+x)Au+b-Vb + xVxw,
w;+u-Vw = yAw + kV(V-w) + xVxu — 2xyw,
b; + u-Vb = vAb + b-Vu, (1)
V-u=V-b =0,

u(-,()) = Uy, W(,O) = Wy, b(,O) = bo,

onde u(x,t) = (uy(x,t), uz(x,t),u3(x,t)) € R? denota o campo velocidade incompressivel, w(x, t) =
(w1 (x, 1), wa(x,t), w3(x,t)) € R3 descreve a velocidade micro-rotacional, b(x,t) = (b1 (x, ), ba(x, t),
bs(x,t)) € R? o campo magnético e p(x,t) € R a pressdo. As constantes positivas p, X, v, K, e v estdo
associadas a propriedades especificas do fluido; mais precisamente, u é a viscosidade cinematica,

1 ¢ o nimero

x ¢ a viscosidade do vértice, k e v sao as viscosidades de rotacao e, por ultimo, v~
magnético de Reynolds. Os dados iniciais para os campos velocidade e magnético, dados por ug e

bp em (1), sdo assumidos livres de divergente, i.e., V-ug =V - by = 0.

Duas questoes relevantes com respeito ao sistema magneto-micropolar (1) podem ser considera-
das aqui: a primeira diz respeito a unicidade de solugGes fracas e a outra é inerente a regularidade
destas mesmas solugoes. Com isso em mente, nosso interesse, nesta dissertacao, reside em estudar
quais hipéteses podemos assumir sobre uma solugao fraca de (1) em ordem a obtermos suavidade
para esta. Ao leitor mais curioso em compreender a teoria sobre a existéncia de tais solucoes,

recomendamos a leitura dos artigos [47, 54] e referéncias inclusas.

E também importante salientar que o mesmo problema do milénio envolvendo a finitude do

tempo maximo de existéncia para a solugao forte do sistema de Navier-Stokes (3) abaixo estd



também em aberto para o sistema magneto-micropolar (1). Para mais detalhes, envolvendo a

solugao forte de (1), recomendamos a leitura de [46, 53] e referéncias inclusas.

Permita-nos informar que os resultados principais discutidos no Capitulos 2 desta dissertacao
relatam, minuciosamente, as informagoes obtidas em [1, 61]. Em adic@o, destacamos que [61]
estende o artigo [10], o qual considera regularidade de solugoes fracas para o sistema de equagoes
da magnetohidrodinamica (MHD)

(
u + u-Vu+ V(p+3|/b|?) = pAu + b- Vb,
b; +u-Vb = vAb + b - Vu,
V-u=V-b =0,

u(-,O) = uO(')v b(',O) = bO(')'

E facil notar que o sistema acima ¢ derivativo de (1) quando consideramos w = 0 e x = 0. Outros
trabalhos relacionados as equagbes MHD (2) podem ser encontrados em [4, 5, 10, 12, 14, 21, 24,
27, 28, 29, 32, 37, 40, 41, 55, 63, 64, 65, 71, 83, 84, 85, 86, 87] e referéncias inclusas.

O artigo [1] também exibe critérios para regularidade de solugoes do sistema (1), os quais sao

inspirados em resultados obtidos para as classicas equagoes de Navier-Stokes, i.e.,

w + u-Vu + Vp = pAu,
V-u =0, (3)
u('70) = 110(‘),

estas, por sua vez, seguem diretamente de (2) se considerarmos b como sendo o campo magnético
nulo. E importante referir aqui alguns trabalhos que estao relacionados, ou serviram de inspiragao,
a essa dissertagao; sendo assim, veja [2, 6, 7, 8, 9, 11, 13, 15, 17, 18, 19, 22, 23, 25, 26, 30, 31, 34,
35, 36, 38, 39, 42, 43, 45, 48, 49, 50, 51, 52, 56, 57, 58, 59, 60, 68, 69, 70, 72, 73, 74, 75, 76, 78, 79,
80, 81, 82, 88, 89] e referéncias inclusas.

Resumidamente, gostariamos de ressaltar que o Capitulo 3 deste trabalho apresenta extensoes

dos principais resultados obtidos em [68, 73, 74].

A partir de agora, vamos discorrer sobre todo o nosso trabalho com mais detalhes. Assim
sendo, estamos interessados em apresentar critérios de regularidade para uma solucao fraca do sis-
tema magneto-micropolar (1), quando adotamos condi¢oes envolvendo uma componente do campo

velocidade ou do seu gradiente. Citamos aqui alguns artigos que estao diretamente relacionados a



esta dissertacao: [1, 61, 62, 66, 67, 77] e referéncias inclusas.

No Capitulo 2, estudamos, com detalhes, o artigo [61]. Neste trabalho, Y. Wang mostra que
é possivel estender suavemente, além de ¢ = T, uma solucao fraca (u,w,b)(+,t) de (1), definida
no intervalo de tempo [0, 7], quando lhe é imposta a seguinte condigdo sobre uma componente do

gradiente do campo velocidade u(-,):

r 3 2
1Osu(-,t)[[jdt < oo, —+-<1,p=>3.
0 p q
Vejamos, com mais detalhes, o teorema que garante a afirmacao dada acima.

Teorema 0.1 (ver [61]). Seja (ug, wo,bg) € HY(R?) tal que V-ug = V -bg = 0. Assuma que

(u,w,b)(-,t) € uma solucao fraca para o sistema magneto-micropolar (1) no intervalo [0,T]. Se

r 32
| lostooiga<oe, 242<ipzs
0 p q

entao a solugao (u,w,b)(-,t) pode ser estendida suavemente além de t =T.

Ainda no Capitulo 2, exibimos minuciosamente dois dos resultados obtidos por Y. Baoquan [1].
Tais resultados, também tratam da regularidade de uma solugao fraca (u,w,b)(-,t) das equagoes
magneto-micropolares (1). No primeiro deles, Y. Baoquan provou que tal solugao, definida em [0, T,
pode ser suavemente estendida além de t = T', quando adotamos a seguinte condigao envolvendo

somente o campo velocidade u(-, t):

3 2
ue LU0, T; LP(R%), =+=<1,3<p<c.
P q

Mais precisamente, vejamos como a afirmagao acima pode ser enunciada.

Teorema 0.2 (ver [1]). Seja (ug, wo,bg) € HY(R3) tal que V-ug = V -by = 0. Assuma que
(u,w,b)(-,t) € C[0,T; H'(R3)) N C(0,T; H*(R3)) é uma solu¢io suave para o sistema (1). Se
(u,w,b)(-,t) satisfaz

u € L0, T; L (R?)),

+-<1,3<p<L oo,

T lw
LS

entao a solugao (u,w,b)(-,t) pode ser suavemente estendida além de t =T.

Ainda por [1], estabelecendo determinada exigéncia sobre o gradiente do campo velocidade,

Vu(-,t), vimos detalhadamente como estender suavemente além de ¢ = T, uma solucdo fraca



(u,w,b)(-, ), definida em [0, 7], de (1). Segue a exigéncia necesséria para a obtengao do resultado.

T 3 2 3
| Ivucolga <o 242<2 S <pn
0 P q 2

Vejamos, especificamente, como se da o enunciado de tal afirmacao.

Teorema 0.3 (ver [1]). Seja (g, wo,bo) € H*(R3) tal que V-ug = V -bg = 0. Assuma que
(u,w,b)(-,t) € C[0,T; H}(R3)) N C(0,T; H*(R3)) ¢é uma solu¢io suave para o sistema (1). Se
(u,w,b)(-,t) satisfaz

T 3 2 3
/ [Va(-, t)||9dt < oo, f—l—f§2,§<p<oo.
0 p

entdo a solug¢ao (u,w,b)(-,t) pode ser suavemente estendida além de t =T.
Os Teoremas 0.1, 0.2 e 0.3 serao estudados com detalhes nas Segoes 2.1, 2.2 e 2.3 desta dis-
sertacao.

No Capitulo 3, apresentamos extensoes, no contexto das equagoes magneto-micropolares (1), dos
resultados obtidos em [68, 73, 74]. Ou seja, conseguimos provar que uma solucao fraca (u, w, b)(-, )

de (1) é suave se adotarmos a seguinte hipétese:
(Vus, Vyw, Vib) € L7 (0,T; L2(R3)).

Mais precisamente, demonstramos o seguinte teorema:

Teorema 0.4. Sejam (ug,wg,bg) € L*(R?) com V-ug = V -bg = 0. Assuma que T > 0.
Considere que (u,w,b)(-,t) € uma solugdo fraca das equag¢oes magneto-micropolares (1) em [0,T]

com condig¢do inicial (up, wo,bg). Se,
(Vus, Vaw, Vab)(,t) € L7 (0,T5 L2(R%),

entio (u,w,b) é suave em R x (0,7T).

O critério dado no teorema acima foi provado em [73], se considerarmos o caso particular das
equagoes de Navier-Stokes. Mais claramente, Z. Zhang e X. Yang [73] estabeleceram que uma
solucdo fraca u(-,t), definida em [0, 7], é suave em R? x (0,7 se é assumida a seguinte hipStese

sobre o gradiente da terceira componente do campo velocidade u(-, t):

Vus € L7 (0,T; L2(R?)).



Para mais detalhes ver [73].

Ao estudarmos Z. Zhang e X. Yang [74], é possivel nos depararmos com outro critério de
regularidade para uma solucao fraca u(-,t), definida em [0, 7], das equagoes de Navier-Stokes (3).

Este é descrito da seguinte forma:
dzuz € L>®(0,T; L*(R3)).

(Para mais detalhes ver [74]). De forma andloga ao desenvolvimento dado em [74], garantimos a
suavidade de uma solucao fraca (u,w,b)(-,t), definida em [0, 7], do sistema magneto-micropolar

(1), exigindo a condigao abaixo:
(D3us, dsw, O3b) € L>=(0,T; L*(R?)).

Escrevendo a afirmacgao acima em forma de teorema, temos o seguinte:

Teorema 0.5. Sejam (ug,wo,bg) € L*(R3?) com V-ug = V-bg = 0. Assuma que T > 0.
Considere que (u,w,b)(-,t) € uma solugdo fraca das equag¢oes magneto-micropolares (1) em [0,T]

com condig¢do inicial (ug, wo,bg). Se,
(Osus, O3w, dsb) (-, ) € L*(0,T; L*(R?)),

entio (u,w,b) é suave em R x (0,7T).

Por fim, Z. Zhang [68] mostrou que uma solucao fraca u(-,t), definida em [0,7], do sistema de

Navier-Stokes (3) é suave em R3 x (0,T), quando

3 2 3 3 3
\V LP(0,T; LY(R? 4= 4 2 Z<cg<s.
u3E (7 3 ( ))7 q+p 2+4q72 q

(Para mais detalhes ver [68]). A extens@o de [68], obtida nesta dissertagao, para o contexto das

equagoes magneto-micropolares (1), é dada como segue.

Teorema 0.6. Seja (ug, wo,bg) € L2(R3) com V-ug =V -bg =0 e T > 0. Assuma que
(u,w,b)(-,t) € uma solugao fraca das equagées magneto-micropolares (1) em [0,T] com condi¢do

inicial (ug, wo,bg). Se,
3 3 2 3
(Vus, Vw,Vb)(-,t) € LP(0, T; LY(R%)); Sro=g

entdo a solucdo (u, w,b) € suave em R3 x (0,T).



Todas as extensoes citadas acima, estao devidamente detalhadas, nas Segoes 3.1, 3.2 e 3.3 dessa

dissertacgao.

E importante destacar aqui que todas as provas dos resultados principais desta dissertacao
consideram derivadas cldssicas da solucao fraca (u, w,b)(+, t) para (1). A existéncia de tais derivadas
seguem do fato que quando comparamos o tempo maximal 7™ para a existéncia da solucao forte do
sistema (1) com T' (ver Teoremas 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5 e 0.6) sé precisamos analisar o caso T* < T,
j& que a outra condicao nos leva, de forma trivial, a desejada regularidade da solugao fraca (esta,

neste caso, serd a solugao forte).

O esbogo do restante do trabalho é dado como segue: no Capitulo 1 apresentamos as notagoes, as
definigoes e os resultados béasicos necessarios para um bom entendimento do conteido; no Capitulo
2, as provas dos resultados dados em [1, 61] sao estabelecidas; e, por ultimo, no Capitulo 3, acres-

centamos as extensoes obtidas a partir dos artigos [68, 73, 74].



Capitulo 1

Notacoes, Definicoes e Resultados

Preliminares

Neste capitulo, listamos algumas notacoes e definigoes que serao aplicadas em todo o trabalho.
Aproveitamos também para acrescentar, sem provas, alguns resultados bem conhecidos que serao

utilizados aqui como, por exemplo, Desigualdades de Holder e Gagliardo-Nirenberg.

1.1 Notacoes e Definicoes

Primeiramente, vamos apresentar algumas notagoes e definicbes que serao utilizadas ao longo

dessa dissertacao.

e Letras em negrito denotam campos de vetores, como por exemplo,

a=a(x,t) = (ar1(z,t), as(x, ), az(x,t)), = cR3 t>0.

e A norma Euclidiana de qualquer vetor a = (a, ...,a,) € R" é denotada por |a| = /> a?.

e A notacio L¥(R3;R3) é utilizado para o espaco de Lebesgue equipado com a norma || - ||a,

onde 1 < a < oo; mais especificamente,

1
falle = ([l de) ", 1<a<,
R3



[alle := sup ess {[a(z)l},
z€R3

onde a: R?* — R" (n € N) é uma funcio mensurdvel. Definimos o produto interno em L? de

duas fungoes vetoriais por
(a,b)g := / a(z) - b(x) dz,
R3

onde c-d = Y1, ¢;d; para ¢ = (c1,...,¢p),d = (d1,....,d,,) € R ea,b:R* - R" (n € N)

sao fungoes mensuraveis.

Considere Va = (Vay, ..., Va,) a notacdo para o gradiente de a = (ay,...,a,) € R™, onde

Va; = (01a;, 0204, 03a;), com 0; = 0/0z; paratodoi=1,2,3ej=1,...,n.

O gradiente horizontal é denotado por Vya = (Vyay, ..., Viyay), onde a = (ay,...,a,) € R" e

Vhia; = (01a;,02a;), com j =1,...,n.

Aquia-V := Z?Zl a;0;, onde a = (a1, as,az) € R3.
V x a indica o rotacional de a = (a1, as, a3) € R3.
Denote V-a = Z?:1 d;a;, onde a = (a1, as, a3) € R3.
A representa o operador Laplaciano.

O Laplaciano horizontal é denotado por Apa = (Apay, ..., Apay), onde a = (ay, ...,a,) € R

2 52 ,
e Apaj =Y 7 ,07a;,comj=1,..n.

O espago de Sobolev H!(R?) é munido da norma

lall.2 = +/llall3 + | Vall3,

onde a : R? — R" (n € N) é uma funcao mensuravel.

Seja (X, || - ||) um espago de Banach e assuma que 1 < 8 < oo, ¢,d € R. Denotamos por
LP(c,d; X) o espago de todas as funcdes mensurévelis f:le,d] = X com ||[f(0)| € LP([e,d])
dotado com a norma HfHLB(c,d;X) — (fcd K& dt)g ;onde 8 < 0o; e também || f| Loo (c,q;x) =
sup ess {[f(t)]}-

t€le,d]

CL(R™) denota o espago das fungoes de classe C1(R™) com suporte compacto em R”.



o C°(R™) denota o espago das fungoes suaves com suporte compacto em R".

e Definimos uma solucao fraca de (1) do seguinte modo: Seja T > 0 e (ug, wg, bg) € L?(R?),
com V-ug=V-by=0. A fungdo mensuravel (u, w,b)(z,t) chama-se uma solugao fraca de

(1) em [0,T) se as seguintes condi¢oes sao garantidas

L. (u,w,b)(z,t) € L0, T; L2(R%)) 1 L2(0, T; H'(R%));
2. o sistema (1) ¢ satisfeito no sentindo de distribuigoes;

3. a desigualdade de energia ¢é vélida, isto é,

t t
Iy w, b) (- 8)[3 4+ 20+ x) /O V() dr + 2y /0 IVw(., 7|3 dr

t t t
Lo / IVb( )| dr + 2% / IV w3 dr + 2x / Iw(-, )3 dr
0 0 0

< [[(ao, wo, bo) |3, (1.1)
para todo 0 <t < T.

e As constantes, neste trabalho, podem mudar linha por linha, mas serao denotadas da mesma
maneira. Também, em alguns momentos, nao nos preocuparemos com a notagao de de-

pendéncia em z e t, por exemplo, |[ul|2 ou |[u(t)||2 significara ||u(-,?)]2.

1.2 Resultados Preliminares

Nesta secao, apresentaremos alguns resultados que serdo aplicados com bastante frequéncia

neste trabalho.

e (Desigualdade de Holder)(ver [20]): Sejam 1 < p, ¢ < oo expoentes conjugados, isto é, %—}—% =
1. Sejam f:R3 = Re g:R? — R funcoes tais que f € LP(R?) e g € LI(R3). Entdo,

/ [f(@)g ()| dz < (| fllpllgllq-
RS

e (Desigualdade de Young)(ver [20]): Se 1 < p,q < oo tais que % + % = 1, entdo para todo par

de nimeros reais a e b nao negativos, vale a desigualdade

aP  b?
ab < —+ —.
b q



e (Desigualdade de Gronwall)(ver [16]): Seja f(¢) uma funcao nao negativa e diferenciavel em

[0, T, que satisfaz:
F(t) < g@0)f(t) + h(t), Ve[0T,
onde g(t) e h(t) sao fungbes continuas nao negativas em [0, 7]. Entao,

F(t) < elos@dr[£(o) +/th(7) dr], Vtelo,T].
0

e (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg)(ver [44]): Sejam 1 <p<n,1 <s<ooe0<H < 1.

Existe uma constante positiva C' tal que
—0 0
lullg < Cllull="Vully, (1.2)
1 _pf1_1 1-0
ondea—0<5—5)+T.
e (Desigualdade de Interpolagao)(ver [20]): Sejam 0 <p < g <r <ooeu € LPNL". Entao,

0 —0
ullg < flullplluf=*

71_,’,71
p— )

q

com f = 1
p —-T
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Capitulo 2

Critérios de Regularidade Envolvendo

Somente o Campo Velocidade

Neste capitulo, estudaremos, minuciosamente, o resultado principal apresentado em [61]. Mais
precisamente, mostraremos como Y. Wang [61] provou que uma solugao fraca (u, w, b)(-, ), definida

em [0, 7], do sistema magneto-micropolar (1) pode ser estendida suavemente além de T se

A extensao relatada acima, também discutida aqui, foi provada por Y. Baoquan [1] quando foi

assumida uma duas hipdsteses abaixo:

3 2
u('>t) S Lq(O,T; LP(RS))a -+ - é 17 3< p S 0,
P q

ou ainda

\]

T 3 3
[ Ivucigae<oe, 242 <02 cp<o
0

Q

2.1 Critério de Regularidade Envolvendo Somente dsuf(-, ?)

Nesta se¢ao, nossa meta é provar que uma solucao fraca (u,w,b)(-,t) do sistema magneto-

micropolar (1), definida em [0, 7], pode ser estendida suavemente além de T', quando a seguinte
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hipé6tese, envolvendo somente uma componente do gradiente do campo velocidade u(+, t), é imposta:

T 3 2
| sl <oe, 242 <1pzs
0 p q

Antes de enunciar o resultado que garante o cumprimento de nosso objetivo, permita-nos es-
tabelecer dois lemas que desempenham um papel importante na prova do Teorema 2.1 abaixo. O

primeiro deles foi provado em [10].
Lema 2.1 (ver [10]). Assuma que 0, ),V € R satisfazem

1 2 3
1< <00, =4+—>1,14-=

0 A ¥ +

2
=,

| =

Assuma que f € HY(R?), 01 f,00f € LNR3) e 05f € LY(R?). Entdo, existe uma constante positiva
C tal que

1fllo < ClloLfI 1102113 105113 -

Particularmente, se A\ = 2 e f € HY(R?), 05f € LI(R3) (com 1 < 0 < o), entdo existe uma

constante positiva C' tal que
1 1 1
1fllso < ClloLflZ 1021113 105 f1l5 - (2.1)
Demonstragdo. Considere, sem perda de generalidade, que f € C°(R?). Assim sendo, note que

/ml O1{[f (5, w2, )] =) ds = [1 4 (1 B i) ] / (52, 23)] 7370, £ (5, 0, ) ds.

—00

Assim, pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos que
14+(1-1)v o (1-1)v
F@I DT <0 [ 700,001 (5,0,0)|
1
< C'/ | (@1, 22, 25)| (737 |01 f (@1, @2, 23)] day.
R
Analogamente, conclui-se que
|f (@) (-2)7 < C/ |f (@1, 22,23)| (737 |0y f (21, 0, a3)| daca
R
e também

|f () (1=0)7 < C/R |f (@1, 9, 23)|176)7 |05 f (21, w0, 23)| das.

12



Desta forma, chegamos a

f@) <c ( /R (@1, 22,23)| (17820 f (21, 22, 23)] dasl) :

x ( [ 1) (0707 0 (1,2, ) dx2)2
R

1 2
([ 1fera a0 s, ) o)
R
Integrando com respeito a x1, chegamos a

1
2

/ \f (21, 72, 23)[” day §O< / |f (@1, 22, 23)| (73)7 [0y f (21, w2, 23)] dm)
R R

. /R (/R |f(:1:1,x2’333)|(1—§)19 |02 f (1, 22, x3)] d:ﬂ)

x ( [ V1122, 23)[ 0780 a2, 5) dz3> dar.
R

N|=

N[

Portanto, pela Desigualdade de Hélder, podemos escrever o seguinte:

N

/ rf<x1,x2,m3>rﬁdx1sc( / f (@1, @2, 23)| (737 |0y f (21, 2o, 3)| d:cl)
R R

N

. (/ |f (@1, w0, 23)| (737 0 f (21, w2, 23)] dmm)
RQ

N

X (/ |f(3317w2,$3)\(1_%)19 |03 f (21, x2, x3)| dmdxs)
RQ

Agora, integrando com respeito a xo e x3, obtemos

/ PPz < C / < / (@2, 23)| ()10, f (21, 29, 25)] dm)
R3 R2 R

X </ !f($1,$2,963)|(17%)19 |02 f (1, 22, 23)] dﬂmdxz)
R2

N

1
2

1
2

X </ ]f(xl,xQ,xg)\(l_%)ﬁ \83f(x1,x2,x3)] dmldacg) d.%'gdl’y).
R2

13



Com isso,

1

/ Pz < C / ( / @2, 23)| ()10, f (21, 29, 25)] d$1d$z>2
R3 R R2

. /]R </R |f(x1,x2’x3)|(17%)19 |51f($1,l‘2,x3)| dx1> ?

X </ ]f(xl,xQ,xg)\(l_%)ﬂ \83f(x1,x2,x3)] dmldacg) d.%'gdl’y).
R2

N

Consequentemente, pela Desigualdade de Hoélder, infere-se que

[iras<c ([ antDmande)” [ ([ 1m0 s, 00| dovds

X </ |f($1,$2,933)|(1_%)19|31f($1,562,$3)| d$1d$2> dxs.
RZ

N

N|—=

Deste modo, aplicando a Desigualdade de Holder mais uma vez, chegamos a

[nras <o ([ a0 e da:) ([ 110220 dx) RuGy: d:C)?

Assim, aplicando a Desigualdade de Holder a cada uma das integrais encontradas do lado direito

da desigualdade acima, obtemos

1—1

1718 < elaS > paurig 1S nawsid 14150 % s s

Por conseguinte, encontramos

-3 1
I£1I5 < Cliflly 2 HalfH,\ Ha?fH)\ 1034 -

Por fim, obtemos

3 1 1 1
1115 < ClloLfIX 10215 19115 -

O caso partcular segue facilmente da desigualdade acima. Isto conclui a prova do lema em questao.
O

O segundo lema também foi demonstrado em [10].

Lema 2.2 (ver [10]). Seja 2 < q < 6 e assuma que f € H'(R3). Entdo existe uma constante
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positiva C tal que

6-q a=2 a=2 q=2
2 2 2 2
1fllg < CUA™ 101 F1l7 102 f[lo™ N0sfllo™ -

Demonstragdo. A Desigualdade de Interpolacdo nos informa que

3q—6

6—g 6—-g  39—=6
2 2 2
C= AR e (2.2)

.
1 lle < WA 11

desde que 2 < ¢ < 6. Porém, por (2.1), obtemos

I£lls < ClloLf1I3 192113 95115 -

Assim sendo, chegamos a

3q—6

5 < oS |0 f I 05
1Flls™ < Cllowfll™ 192517 195 f1l5™ -

Portanto, substituindo a desigualdade acima em (2.2), encontramos

6-q a=2 a=2 a=2
1fllg < CUFI Nof 1l 110211157 1105 fllo* -

Isto completa a prova do lema em questao. ]

Agora, estamos aptos a provar o resultado principal desta secao, o qual foi estabelecido em 2013
por Y. Wang [61]
Teorema 2.1 (ver [61]). Seja (g, wo,bg) € HY(R3) tal que V-ug = V -bg = 0. Assuma que

(u,w,b)(,t) é uma solugao fraca para o sistema magneto-micropolar (1) no intervalo [0,T]. Se

%_

QN

<1, p>3, (2.3)

T 3
/ losu(-,t)2dt < 0o, >
0 P

entdo a solug¢ao (u,w,b)(+,t) pode ser estendida suavemente além de t =T .

Demonstragdo. Vamos provar que |(Vu, Vw, Vb)(-,t)||2 é limitada por uma constante que nao
depende de t no intervalo de tempo [0,7]. Dessa forma, concluiremos que (u, w,b)(+,t) pode ser

estendida suavemente além de T'.

Primeiramente vamos encontrar uma desigualdade de energia para a solugdo (u,w,b)(:,t).

Sendo assim, observe que se aplicarmos o produto interno (-,u)s & primeira equagao do sistema
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magneto-micropolar (1) obtemos

1d
gﬁHuH% = (Opu,u)y
1
= (p+ x)(Au,u)2 — (u-Vu,u)z + (b- Vb,u)s — (V(p + §|b|2)7u)2 + x(V x w,u)s.

(2.4)

Agora vamos estudar cuidadosamente alguns dos termos descritos no lado direito das igualdades

acima. Dessa forma, integrando por partes, chegamos a

3
(Au,u)g = Au~udac:2/ dtu - udr
R3 =1 JR3
3
:—Z ou-o;udxr = — Vu-Vudzx
— JR3 R3
= —||Vulj3.
Portanto, tem-se que
(Au,u)y = —||Vul3. (2.5)
Provaremos abaixo que também ocorre a seguinte igualdade:
(u-Vu,u)2 =0. (2.6)

Com efeito, utilizando integragdo por partes novamente, encontramos

3 3
/R3 (u~Vu)‘udx:Z/Rs w;0ju-udr = Z /R3 ui(Oyuj)u; dx
i=1

4,j=1

3 3
_ ot Ny A Va2
= Z /]1&3 Oi(usuj)u; d Z /]1&3 (Oiui)uj dx

i,j=1 i,j=1

3
- Z/ uz(azuj)u]da:
R3

1,j=1
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Aqui é importante notar que

3 3
- i(Oguj)uj do = Oi(ujuj)uj d
Z /Risu (Ouj)u; dx Z /}R3 (ujuj)uj dx

i,j=1 i,j=1
3 3
= Z/ (&uz)u?dx—i- Z/ uz(azuj)ujdx,
ij=1"% =17

isto é equivalente a

3 3
1 2
— Z /R3 ui(Ouj)uj de = 3 Z /R3 (Oiui)uj dx.

i,j=1 i,j=1

Com isso, conclui-se

3 3
1
— 1 )12 il 01 )12
/Riﬂ (u-Vu) - -ude = — g /11@3 (Oiui)uj dx + 5 E /]R3 (Oiui)uj dx

i,j=1 B,j=1

3
1

ij=1

3
_ 1 2
__2;/1R3(V u)u; dx

=0,
pois V -u = 0. Agora, estamos interessados em estabelecer a igualdade abaixo:
Lo
~(V(p+ ), wp = 0.
De fato, por integracao por partes, obtemos

1 1
(Yt b))y = — / V(p+ S b2 udz
2 - 2
3 1
:—2/ Oi(p + = [bl?)u; da
, R3 2
=1

3
=3 [ 5RO o
=1

— [+ 5P w s
R3

)

17



desde que V - u = 0. Desta maneira, substituindo (2.5), (2.6) e (2.7) em (2.4), chega-se a

1d
5 ulz = =G+ 0 Vall3 + (b Vb, w)s + x(V x w, ),
isto é,
1d 2 2
§$||u|]2+(,u+x)HVu||2 = (b-Vb) -udzr + x (VX w)-udz. (2.8)
R3 R3

Analogamente, aplique o produto interno (-, w) a segunda equagdo do sistema (1) em ordem a

encontrar:
1d
5@”“’”% = (0w, W)
— (AW, W)y + K(V(V - W), W)y — 2x(w, W)z — (1 - Vw, w)s + x(V x u,w)a.
(2.9)
Permita-nos avaliar alguns termos do lado direito das igualdades acima. Assim,
3
(V(V-w),wy= | V(V-w)-wdz=Y [ 9(V-ww;dx
R3 — JR3
3
:—Z/ (V-w)(&;wi)d:c:—/ (V- w) (V- w) da
=1 /R R?
=—||V-wl3. (2.10)
A seguir, vamos demonstrar que
—(u-Vw,w)z =0. (2.11)

De fato, é facil ver que

(- Vwow =~ [ (@ VW) wda

R3

3
= — Z / ul(&wj)w] dx
R3

ij=1

3
= Z/ @(uiwj)wjda:
R3

ij=1

3 3
= 21 Va2 N
=X [ owedae Y [ @,

1,j=1 4,j=1
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Por outro lado, é verdade que

Z/ ui(Qwj)w; de = — Z/d 8uzw dac—Z/ ui(Oyw;)w; de,

3,0=1 i,7=1 4,7=1

ou equivalentemente,

uzaw w; d:c——f 8uzw dx.
)w;

3,0=1 231

Consequentemente, chegamos a

—(u-Vw,w) = Z/ 8uzwda:

,Jl

1 2
:2; Rg(v-u)wjdx

=0,
pois u é livre de divergente. Analogamente ao que foi feito em (2.5), obtemos
(Aw, W)y = —||Vw|[3. (2.12)
Logo, por substituir os resultados encontrados em (2.10), (2.11) e (2.12) em (2.9), infere-se
S w3 = =AIVwl3 = 6V - w3 = 2x[[ w3 + x(V x u, w)s,
ou seja,

537 1B+ IV + RV i+ 2xlwld = x [ (V%) w (2.13)

Agora, estamos interessados em estudar a norma L? do campo magnético b. Para este fim, considere

o produto interno (+,b)s a terceira equacao do sistema (1) para mostrar que

5 2 Ibl3 = (211, b),
=v(Ab,b)2 — (u- Vb,b)2 + (b - Vu, b)s. (2.14)
Analogamente a (2.5), temos que
(Ab,b)s = —||Vbl3 (2.15)
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e, por (2.11), também temos

—(u-Vb,b)s = 0.

(2.16)
Assim sendo, substituindo (2.15) e (2.16) em (2.14), chegamos a
~—|bllz3 + v[|Vb]||53 = (b-Vu)-bdz. (2.17)
2dt R3
Somando (2.8), (2.13) e (2.17), encontramos
ld 2 2 2 2 2 2
371w w, b3 + (1 + ) IVullz +v[Vwliz + v Vb + &[]V - wiiz + 2x[lwl2
/ (b-Vb)~uda:+X/ (wa)-udx+x/ (qu)-wd:v+/ (b-Vu)-bdx.
R3 R3 R3 R3
(2.18)

Vamos agora estudar as duas parcelas que envolvem rotacionais. Sendo assim, é facil ver que

(V X W) u = (81w2)U3 + (82'11}3)'&1 + (83w1)uQ — (83w2)u1 — (8111)3)’112 — (82101)'&3

e também que

(V X 11) W = (812@)’[03 + (82U3)w1 + (83’&1)21)2 — (83U2)U}1 — (61U3)w2 — (82u1) 3.

Dali, utilizando integracao por partes, obtemos

X/ (wa)-udw—i—x/ (Vxu) wdx

R3 R3

=X /3 [—wa(01u3) — w3(Dour) — wi(d3uz) + wa(O3u1) + w3(druz) + wi(d2us)] dx
R

+ X/3 [(81UQ)U)3 + (82U3)w1 + (83u1)w2 - (83u2)w1 - (81U3)w2 - (82u1)w3] dx

R

= 2y I:/ wl(agu;g - 83UQ> da:] + 2x I:/ wg(agul — 61U3) dx

R3 R3

+ 2x [/ wg(ﬁluz — 62U1) dx]
R3

=2x [ w-(Vxu)dz,
R3

onde

V xu = (Oquz — d3ug, 03uy — Oyus, O1uz — Oauy).
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Consequentemente, pelas Desigualdades de Cauchy e Young, temos que
X)W (V xu)da < 2x|[wl2|V x ufl2 < x||wf3 + x|V > ulf3.
Pela Identidade de Parseval, temos que
IV x a2 = [V xulz = [k xul2.
Como
3 3 3 -
kE-u= ijﬂj = —iZiijaj = —izajuj =—iV-u= 0,
7=1 7j=1 7=1
desde que V - u = 0, entao
IV ulf = <@l = [ kPP k= [ [Ful? k= |Val
R3 R3
onde na tultima igualdade usamos novamente a Identidade de Parseval. Por fim,

x/ (V x w) - udz +x/ (V xu)-wdz < x||wl|j3 + x[|Vul3. (2.19)
R3 R3

Analisando as outras duas integrais que restam no lado direito da desigualdade (2.18), encontramos

3 3
R3 R3 R3 R3

ij=1 ij=1
3 3
= — 2/ 8i(biuj)bj dxr + Z/ bi(aiuj)bj dx
ij—17/R3 ij—17/R
3 3
= — Z/ (@bz)u]b] dr — Z/ bz(azuj)b] dx
i =17/ R ij—17/ R
3
+ Z/ bz(@u])bj dx
ij—17/R?
= 0, (2.20)

pois V- b = 0. Portanto, substituindo (2.19) e (2.20) em (2.18), encontramos

1d

5 7 1@ W, D)3+ p Vullz + [ Vw3 + v[|Vb]3 + 4]V - wliz + x| wllz < 0.
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Integrando a desigualdade acima em relacdo ao intervalo [0, ¢], temos que

1
w0+ [ 1V Bar o [ 19w a4 [ 1v6e73dr
b [ 19w Bar [t < 3l wobo)

para todo t € [0,T].

Ainda em ordem a encontrar um limite para ||(Vu, Vw, Vb)||2, procuraremos uma estimativa
para ||(Osu, 3w, 03b)]||2 que serd util na busca pela concretiza¢ao do nosso objetivo. Dessa forma,

derive a primeira equagao do sistema (1), com relagao a x3, em ordem a obter

1d
5@’@3“”% = (0y03u, O3u)s

= (M + X)(Aagu, 83u)2 — (83u - Vu, 8311)2 - (u - Vosu, 8311)2 + (83b - Vb, 83u)2
1
+ (b . Va3b, agu)g — (V@g(p + §|b’2), (9311)2 + X(V X 83W, 8311)2. (2.21)

Permita-nos examinar alguns termos do lado direito das igualdades acima. Assim sendo, analoga-

mente ao que foi feito em (2.6), temos que

(u-Vosu,dsu)s = Z / u;(0;03u;)03u; dx

t,j=1

:—Z/ (O5u;)( 63u] dx—Z/ u;(0;03u;)03u; dx

3,j=1 i,j=1
=— ]Zl/RS u;(0;03u;)O3u; d,
pois V - u = 0. Portanto,
(u-Vozu,dsu); = 0. (2.22)

Observando (2.7), podemos concluir que
1 & 1
—(VOs(p+ ~b]2), su)s = — Z/ 0,05(p + ~[b[2)(Bsu) dar
2 2 Jgs 2

3
1
=3 [ aslo+ 3IbPs (00w de
=1 /R

=0,
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ja que u é livre de divergente. Logo,
(Vos(p + f\b\ ), O3u)a = 0. (2.23)

Além disso,
3

(Adsu,03u); = | 0703u- dsuda
i—1 /R?

3
= — E 8i83u : 8i83u dx
» R3

= - Vosu - Vosudx
R3

— | VosulZ (2.24)
Assim, substituindo os resultados obtidos em (2.22), (2.23) e (2.24) em (2.21), encontramos

1d

5 dtH(‘)gqu (1 + x)||V63uH§ = —/ (Osu - Vu) - d3udx +/ (03b - Vb) - dsudx
R3

RS

+/ (b . Vagb) -Osudzr + X/ (V X 83W) - Ozudz.
R3 R3

(2.25)

Derive a segunda equacao do sistema (1), com relacao terceira componente da varidvel espacial,

para obter

1d

5 dtHa?»W’b = (003w, O3wW )2

= ’Y(Aagw, 83w)2 + IQ(V(V . 83w), 83w)2 — 2X(83W, 83W)2 — (6311 -Vw, 83w)2
— (u -Vosw, 83W)2 + X(V X Ozu, 83W)2.

Note que, analogamente a (2.10), é facil obter
(V(V - O3w), B3w)g = Z 0 (V - 03w)dsw; dx

_ Z . (V- 03w)(030;w;) dx

= _/ (V- 03w) (V- 0sw) dx
R3

— |V - dswl3. (2.26)
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Além disso,

(u-Vosw,05w)g = Z / u;(0;05w;)O3w; dx

1,j=1

——Z/ (O5ui)( 83w] dx—Z/ ui(0;03w;)0zw; dx

z]l 3,7=1

= Z / u;(0;03w;) 03w de,
R3

4,j=1

ja que u é livre de divergente. Dessa forma,
(u . V@gw, ng)g =0. (2.27)

Por utilizar (2.24), (2.26) e (2.27), conclui-se que

1d
2dt

+ X/ (V x O3u) - Osw du. (2.28)
R3

— 05w l3 + 1 VOsw3 + £[|V - sw|3 + 2x[| 05w |3 = — /3 (Gzu - Vw) - dsw d
R

E veja também que,

2dt\lazﬂollz = (0403b, 03b)a

= V(Aagb, 83b)2 — ((9311 . Vb, 83]2))2 — (u . V@gb, agb)g
+ (63b : VU, 83b)2 + (b . V&gu, (93]2))2.

Por (2.24) e (2.27), temos que
(Adsb,d3b)y = —||Vdsb||3 e (u-Vdsb,dsb)y = 0.
Consequentemente,
2dt||83b||2 + v||Vasb]2 = _/RB (931 - Vb) -03bdm+/ (9sb - V) - d5b da

R3

+ / (b - Vdsu) - 93b da. (2.29)
R3
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Somando (2.25), (2.28) e (2.29), obtemos

1d

5 g7 (@51, 05w, 0sb)II3 + (1 + x) | Vsl + ([ VOsw]3 + v[[VOsbll3 + £V - d3wl
—|—2XH33WH% = —/ (83u-Vu) '83ud:n+/ (83be) -83udﬂc+/ (bV@g,b) - Osudx
R3 R3 R3

+X/ (V X &gw) '83udx —/ (8311- VW) -63Wd95+x/ (V X 8311) '83de
R3 R3 R3

— / (8311 . Vb) - Osbdzx + / (83b . Vu) -Osbdx + / (b . V@gu) - Osbdz.
R3 R3 R3

Analogamente a (2.19), temos

X/ (V x Osw) - Osudzx + X/ (V x 03u) - 93w dz < x||Osw|)3 + x| VIsull3, (2.30)
R3 R

3
ja que V- u = 0. Da mesma forma que em (2.20), temos

/ (b-Vagb)~83uda:+/ (b-Vsu) - b dr = — Z/ i (9;03u,) (D3b;) da
R3 R3 R3

3,7=1

+ Z/ i(830;u7) (93b;) da: = 0, (2.31)

i,j=1

pois b ¢ livre de divergente. Assim, por (2.30) e (2.31), obtemos

H(33u 93w, 03b)[|3 + 1| VOsul|3 + || VOsw||3 + v||[VIsb|)5 + &[|V - dswl|3 + x[|Osw]|3

2 dt
< —/ (Osu-Vu) - 3udr + / (0sb - Vb) - J3udx — / (Osu - Vw) - 3w dx
R3 R3 R3
—/ (8311Vb) 83bdl’+/ (agqu)ngdx = Lh+1o+ I3+ 14+ I5. (232)
R3 R3

No que segue, iremos estimar I; (j = 1,...,5). Por integragao por partes, temos que
Il = / (8311 . Vu) . 8311 dzx
]R3

:_Z » (O3u;)(05u;)(O3uj) dx

t,j=1
= Z/ (0;05u;5)(03u;)u; do + Z/ (O3u;)(0;03u;)u; dz
i,j=1 i,j=1
= Z/ (0;05u;)(03u;)u; dx,
t,j=1
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pois V - u = 0. Portanto, pela Desigualdade de Holder, obtemos

3
L< Y [ 18i0susll0suillug| de < C [ |Vosul|dsullal de < C||VOsullz]dsull, ] [[ullsp,
R3 R3

ij=1

onde

Segue da Desigualdade de Gagliardo-Nirenber

que
I
2p
onde r = 2.
3(p—1)
encontramos
onde

INIAN A

IA

1 1

1

=, 2<p<6.
PRI <p<

g

(1.2), do Lema 2.1 e da Desigualdade de Young,

1-3(3—7) 3(3-5)
ClIVosullz||dzully = " [Vsully ™ * [lullsp

1-3(3-3) 3(3-5) 1 1 !
ClIVsull2[|d5ull, IVOsull, [O1ul[3[|02ull3 [[O5ull

1+3(1-1) 1-3(:-1) 2 1
C|[Vozuly, ~* “|osul, > “(|Vul3 [|0sull
K T T
§||V83u\|%+C||83u|!%IIVuH% [05u|5,, (2.33)

Quando p > 3, temos r < 1. Dai, usando a Desigualdade de Young novamente,

M e
5L < §HV83UH§ + C|dsull5(r||Vull3 + (1 —r)[|dsull, )
I
< §HV83HH§ + C9sull3(Vull3 + [[0sul))), (2.34)
f J— 2,302

1—7’:p—3e )

Agora, vamos encontrar uma estimativa para I». Primeiramente, note que, pela Desigualdade de

Holder, temos

3
L= / (s Vb) - dyudr = Y /R (Dsbi) (D1by) (D)

1,j=1

<C [ 1oublIbliosu]dz < CTba]Osb] 2 [Oru
: :

Usando as Desigualdades de Gagliardo-Nirenberg (1.2) e Young, obtemos

1—-3 3
Iy < C|[Vbllz [[9sull, [|8sbll, " [[VOsbll3

IN

2p 2p 2p—6

1% — — -
< §IVasblz+ ClIVb]S™™ [[dzull" [asbll5"
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Novamente, pela Desigualdade de Young, temos que

2p—6

1% -
I < |[Vasbll3 + C(IVDl3 + 195ullp) [9sb5"". (2.35)

Analogamente ao que foi feito para Is podemos estimar I3. De fato, pela Desigualdade de Hélder,

concluimos que

3
I = — /R3 (Osu-Vw) - dgwdr =— > /Rs (O3u;)(O5w; ) (O3w;) da

ij=1

< © [ 10wl Vevl|ovw| di < Vol |Osw] 2 | 9vu
R =
Novamente pelas Desigualdades (1.2) e Young, chegamos a

1—3 3
I3 < CIVwj2]|0zullp[|dswlly *[[VOswll3
2p 2p 2p—6

< IV 0swl3 + CITw| 37 9u 57 w3~

2p—6

g =
< S IVswll3 + C(IVwl3 + [[9sul;) 195wl (2.36)

Agora, estamos interessados em encontrar um limite para Iy. Sendo assim,

I4 = —/ (6311 . Vb) . 83b dz
R3

3
S /RS (O3u;)(0;b5)(0sb;) dx:

ij—1

< c/ 10u]|Vb)|[9sb| dz
R3

< C||Vb||2\|83b||%||63qu

1—-3 3
< C|[Vb|2[|9sulp[|9sb]l, *|[VIsb]3

v 2p 2p 2p—6
< 5 IVsbIlz + CIVb]57 |05ully” [[9sb]157
v 2p—6
< §lIVasblz + C(IVb]3 + 15ull;)[|0sb]|5™ (2.37)
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Por fim, estimemos I5. E facil ver que

I5 = / (831) . Vu) . 83bdx
R3

3
-y /]R (93:)(0;)(9sby) da

i,j=1
3 3
=-> / (0;0b;) (Dabi)uy dx — > / (93b;) (D5 03b; )u; da
ij—17/R3 ij=17/R3
3
= — Z /R3 (81836])(83131)% da:,
2,j=1

pois V - b = 0. Deste modo, pela Desigualdade de Hélder, infere-se

3
Is < ) | 10:05b5] 1050l [ujldz < C | |VO5bl|8sbl|uldz < C[[Vsb|2]|0sbll,]ulls.
R3 R3

3,j=1

Pelas Desigualdades de Gagliardo-Nirenberg e Young, e também pelo Lema 2.1 chegamos a

1—3(1_-1 3(i_1
Is < C||Vasbllz ||03bll, (83) Hvastz(2 p)HuHSp
< c1vasblla 101 C ) 198wl ) 1aul 1asul ol
< C|Vsbl|z [|9sb]], |[Vdsbl, [01u]|3 [|O2ul|3 ||O3ul|;
1 1 1

1-3(3-3) LTI S
C[[Vasbllz (25Dl [Vasbl,* " [Vul3 [9sull;
v T s
< ZlIVasbl3 + Cllasbl3 [ Vul3 asull;,

IN

onde r = -1 Quando p > 3, temos que r < 1. Dal, usando Desigualdade de Young, obtemos
Iy < =||VAsb|l3 + C||asb|3([Vul3 + [|95u])?) (2.38)
5 = 6 3 2 3 2 2 3 p/s .

% + 2 = 1. Combinando (2.32)-(2.38), encontramos

i 2 | M 2, 7 2 Y 2 2 2

/(@ Dsw, 05b) 3 + £ 119 05ul3 + 2V asw|3 + 2V asbl3 + x|V - dsw3 + xloswl3

2p—6

< Cllosul3(IVull3 + 185ullp) + CIVBZ + |9sullp)|9sbll3" + C(IVwI3 + [|0ullp)

1
2

2p—6

% [10swl|5"=* + C[19sbl[3(IVul3 + [|95ully).
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Consequentemente, pela Desigualdade de Young, obtemos

1d v

521D, Dgw, 05 [ + £V Osul3 + 2 [V aswll3 + Z[[Vsb|3 + ][V - dgwl3 + x| w3
2 2 2 1) 2 2 2 =

< C(IVull3 + Vw3 + [ VBI + [ 9sull))(195ull3 + [ 95wl3 + 2sb[3 + [ 9su 5~

2p—6 2p—6

+ [|9swll5" " + [|0sb]l5"?)
< C(IVull3 + Vw3 + VB3 + 3sul2)(|8sul3 + | @swll3 + 19sbl3 + C - 175
> ujjg Wil2 2 3Ulp 3U||2 3Wil2 3D(2

2p—6 2p—6 p—6

2p=6 o, 3
+ (0]l + Oswli37 " + 9sb]l37 ) 75 )
< C(H(Vu, Vw, Vb)H% + H83u||g)(1 + H(a3u7 3w, a3b)”%)7 (239)

onde no ultimo passo utilizamos a desigualdade (a + b+ c)? < C(a? + b + cP). Por aplicar o Lema

de Gronwall, a desigualdade (1.1) e a hipdtese (2.3), segue que

||(83u,83w,83b)(‘,t)||§ < oC Jo N(Vu,yw,Vb) (1) 3+[0su(-7)|] dTH|(33110733W0,33b0)H§
¢
+ C/o (I(Vu, Vw, Vb)(-, 7)|3 + ”3311('77')%) dr]
< oo bo)[E+[y [0suC-5 4[| (Dguq, Dywo, B3bo) 3
T
+Clwo.wo, b+ [ O, e
0

< C. (2.40)

Integrando (2.39) em relacao ao intervalo [0,¢], com 0 < ¢t < T e por usar (2.40), (1.1) e (2.3),

obtemos
t t t
(85w, 5w, Bsb) (-, D)3 + / IVosu(, )[3ds + / IVsw(-, )13 ds + v / Vb, 5)|13 ds
0 0 0
t t t
P / IV - dsw(-,)[3ds + 2 / IVsw(-,s)|3ds < C / |(Vu, Vv, Vb) (-, 5)|2ds
0 0 0

t T
+C/ |83u(-, 5)[lp ds < ||(83uo,83w(],83bo)||§+C(H(UO,Wo,bo)II§+/ 185u(-, )|l db) < C,
0 0
(2.41)

para todo t € [0, 7.

Considerando p = 3, temos r = 1. Assim, busquemos estimativas para [;, com j = 1,...,5.
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Note que,

I

IN

W
5 1V0sul3 + Cllosul3] Vull3]osulls

W
< 51IVasullz + Clldsulz| Vullz, (2.42)

onde nesta ultima desigualdade usamos a hipétese. Agora, observe que pelo Lema 2.1, por hipétese

e pela Desigualdade de Young, temos

I, < C||Vb|2[|05b|l¢]|0sulls
< C[|Vb]la]|13sb [9:05b13 | 9s05b§
< C[|Vb|2[[Vsb]2
< Z|IVasbl3 + C|[ Vb3, (2.43)

Analogamente ao feito para Is podemos estimar I3. Com efeito,

Iy < C|[Vwllal| 05wl | 9sul;
< O[Vwla|ordw] |20 | Ds0sw 3
< C[Vw s Voswll»
< IVl + C[Vwl3. (2:44)

Agora, estimando I, obtemos

I4 < C||Vb||2[|03b|6||03ul|3
< C|[Vb]l2/|:sb§ 9205513 235§
< C||Vb||2[[VIsb|[2
< &IVasbl3 + O Vb3, (2.45)

Por fim, estimemos I5. Assim,

I5

IA

1%
5 IVOsbI3 + Cllosb 3] Vull3l|osulls

IN

1%
5 IVasbli3 + Cllosbl3 Vull3. (2.46)
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Combinando (2.42)-(2.46), encontramos

@5, asw, 053+ L Vasul3 + L |Vaswl + L VasbI3 + IV - aswl+ xldswl3

< C||sul|Vul3 + ClIVb|3 + CIIVwI3 + C19sb]13| vl

< C[[(V, Vw, Vb)[3 + C||(9su, 95w, 35b) 3| (Vu, Vw, Vb)) [3

< CI|(Va, Vw, Vb)[3(1 + [|(9su, 5w, dsb) ). (2.47)

Aplicando o Lema de Gronwall e (1.1), obtemos

(05w, D3w, B5b)(-, )12 < €€ o ITaTwIDCDIZ (|| (9yuq, D3wo, Do) I3
+/0t||(Vu,vW,Vb)(-,T)II§dT]

< O I ITuTw.ID)C DB 411 (Dyug, Bywo, Dsbo)|2
+/OTH(Vu,VW,Vb)(-,T)H%dT]

<C. (2.48)

Integrando (2.47) em relacao ao intervalo [0,¢], com 0 <t < T e utilizando (2.48) e (1.1), temos

t t t
H(asu,@sw,@zb)(wt)llg+u/ HV3311(',8)H3655+7/ HVC%W(-,S)II%dSJrV/ IV05b(-, )13 ds
0 0 0

¢ ¢ t
+ 2&/ IV - Osw(-, s)||§ ds + 2)(/ 03w (-, 5)||% ds < C/ |(Vu, Vw, Vb)(, 5)||§
0 0 0

X (1+[/(95u, 3w, 83b) (-, )[3) ds < C, ¥Vt € [0,T]. (2.49)

Estamos prontos para provar que a norma-L? do gradiente da solucdo (u,w,b)(-,t) de (1)

é limitada em [0,7]. Primeiramente, se aplicarmos (-, Au)y & primeira equagao do sistema (1),

obtemos
1d ) 5
5z IVullz = (V(0u), V)2 = > (9:0ra, 0u),
i=1
3
= =) (0, 07u)s = —(9u, Au)s
i=1

1
= ~(n+x)(Au, Au)y + (u- Vu, Au)y — (b Vb, Au)y + (V(p + 5 [b[), Au)
—x(V x w, Au)s.
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Vamos mostrar que a parcela que envolve a pressao é nula. De fato,

1 1
(V(p+ 5 [b[?), Au), :/ Yo+ LbP) - Auds
2 R3 2
3
1 2
22/ 8i(p + =|b|?) Au; dz
¢ 3 2
:—Z/ (p+ 31bP) A@iu) do
=0,
pois V-u = 0. Assim,
1
5 IVul+ Gt 0lsulE = [ (V) Aude— [ (b Vb)-Auds

- X/]RS (V xw)-Audz. (2.50)

Analogamente ao que foi feito para a primeira equagao de (1), podemos inferir o seguinte sobre a

segunda equacao deste mesmo sistema:

S IV w3 = (0w, Aw)

= —’)/HAWH% —k(V(V-w),Aw)s + 2x(w,Aw)s + (u- Vw, Aw)y — x(V X u, Aw)s.

E facil ver que

(V(V-w),A Z (V- w)(92w;) dx
_Z 050V - w)(Ojwi) d
=—Z 05(V - W) (0;00;) d

= Z » 0;(V-w)0;(V - w)dx
j=1

— —(V(V-W),V(V-w))s
= —[IV(V - w)li3.
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Além disso,

3 3

(W, Aw)y = Z(w,@?w)g = — Z(@iw,&-w)g = —(Vw,Vw)y = —||Vw]3.
i=1 i=1

Dessa forma, chegamos a

1d
5 I TWIE + 218w+ k| V(7w + 20 Twl = [ wVw- dwds —x [ (Vxw)-Awds
R3 R3
(2.51)
Aplicando o produto (-, Ab)s & terceira equagao do sistema (1), conclui-se
1d
iaHVt’Hg = (VO;b,Vb),
= —(0tb, Ab),
= —v||Ab|j2 + (u- Vb, Ab); — (b - Vu, Ab),,
ou equivalentemente,
=—||Vb||3 + v||Ab||5 = (u-Vb)-Abdz — (b-Vu) - Abdz. (2.52)
2dt R3 R3

Somando (2.50), (2.51) e (2.52), temos

1d
5 71V, Vw, Vb)[I3 + (i -+ x) | Aullz + [ Awl3 + vI|Ab]3 + £ V(V - w)ll3 + 2x[[ Vw3

- /Rg(u~Vu)-Audx—/Rg(b-Vb)-Audx—x/

(V xw)-Audw—i—/ (u-Vw) - Awdz
R3

R3

—X/R3(Vxu)-Awdw—l—/R3(u-Vb)-Abd:v—/R?)(b-Vu)-Abdx. (2.53)
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Note que, por integragao por partes, obtemos

X/ (wa)~Audm—X/ (V xu) Awdzx
R3 R3

—x/
= —X/ (aleAu;; + OhwsAuq + 03w Aug — O3waAug — OqwsAug — 82’u}1AU3) dx

3

= OrwoAug + dwzAuy + 03w Aug — Oz3weAuy — OwzAug — 82W1AU3) dx

3

=

(
(81u2Aw3 + OousAwy + O3u1 Awg — Oz3us Awy — djusAwsy — agulAwg) dx

)
w

=

— X/ (—811U3AU2 — Oow1 Aus — O3woAug + 03wy Aug + djwaAus + 32w3AU1) dzx
R3
= —2x/ (V x w)-Audz.
R3
Assim, usando as Desigualdades de Cauchy e Young, obtemos
—X/ (Vxw)-Audz — X/ (V xu)- Awde < 2x[|V x w2 |Aulls < x[|V x |3 + x| Aulf3.
R3 R3
Agora, aplicando a Identidade de Parseval, chegamos a
IV x w2 = / IV x w|2dk = / IV x w2 dk
R3 R3
:/]MXWFM:/RkXWPM
R3 R3
< / kP dk = / w2 dk
R3 R3
:/ \Vw|? dk = || Vwl]|3.
R3
Portanto,
—x/ (Vxw)-Audz — X/ (V xu)-Awdz < x||[Vw|3 + x| Aulf5. (2.54)
R3 R3

Substituindo (2.54) em (2.53), temos

1d

5 71V, Vw, Ub)[I3 + p Aullz + | Awl3 + v[|Ab]3 + £V (V - w)[l3 + x[| Vw3

§/ (u-Vu)-Audw—/ (b-Vb)-Aud;r—l—/ (u-VW)-Awdfc+/ (u-Vb) - Abdx
R3 R3 R3 R3

—/ (b-Vu) - Abdz. (2.55)
R3
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Agora, nosso interesse é estimar as integrais do lado direito da desigualdade acima. Assim sendo,

/M (u-Vu) - Audz = Z / s () (0P dae

t,5,k=1
= _ Z /Rd (Okui)(O5uj)(Opuj) de — Z /}RduZ 0k0iu;) (O de.
7]k 1 ,]k 1

Observe que

3
Z / i (Or03u;) (Opuj) da = Oui) (03u;) da + Z / i (80 u;) (Opuj) da
j,k=

7, 1/( 1,7,k=1
> e

. ﬁMw

= Z‘(az‘akuj‘)(akuj) dx
i,7,k=1

pois V - u = 0. Por conseguinte,

Z / ui (Or0;uj) (Okuj) de = 0.
i,5,k=1
Logo,
/( -Vu) - Audr = — Z/ (Okus)( 8u3)(8ku])d:c<0/ |Vul? dz.
R3

i,5,k=1

Seguindo as mesmas ideias temos que

/Rg(u Vb) - Abdz — Z / s (D3b;)(02b;) da

i,5,k=1
3
=— Z/ (Opui) (D3b;) (Ob;) da — Z / u; (30ib; ) (Ob;) da
i,5,k=1 g.k=1

A {ltima integral acima é nula. Com efeito,

3
_ Z / wi (00:b;) (Db dr = 3 / (O,u:)(82b;) da + Z / s (i) (D) da
i k=1 ije=1/R? ij k=1
3
= /ul(&@kbj)(@kbj)da:,
ije=1/R?
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pois V - u = 0. Deste modo, infere-se

3
Z / uz 8k8b )(akb])dl' =0.
j,k=1
Assim, podemos concluir que
/ (u-Vb)-Abdz = Z (D) (9:b;) (Ob;) d < c/ |Vu||Vb|? dz.
R3 R3

i,5,k=1

Analogamente, obtem-se
/ (u-VW)-Awdang/ |Vu| |[Vw|? d.
R3 R3

Veja ainda que

_/RB(b Vb) - Audr = — Z / 65)(8k“1)d

i,5,k=1

Z/ (81b:) (95b;) (Opu;) daz + 2/ i (0k0:b;) (Bu;) d.

1,3,k=1 i,5,k=1

Por integracao por partes e usando o fato que V - b = ( é facil encontrar o seguinte resultado para

a dltima integral exposta acima.

bi(050;b;)(Okuj) de = — (9 b;)(Oku;)(0kbs) dx — b;(0;0ku;)(0kb;) dx
i) i) )

i,7,k=1 i,7,k=1 i,j,k=1

= - Z/ i(0i0n;) (Okb;) da

1,5,k=1

Consequentemente, chegamos a

_/ (b-Vb) - Audy < 0/ Vb2Vl dz — Z / bs(03011;) (Oub; ) dir. (2.56)
R3
,7,k=1
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Também é verdade que

3
/W (b-Vu) - Abd > /Rgbz(& )(92b;) d

i k=1

3 3
— Z /R3 (O1bi)(9iu;) (Okby) dx + Z /R3 by (O 0iu;) (Okb;) daz

1,5,k=1 i,5,k=1

3
0/ Vb Vu|dz + > /bi(akaiuj)(akbj)dx. (2.57)
R3 L~ R3
1,5,k=1

IN

Assim, somando (2.56) a (2.57), encontramos
—/ (b-Vb)-Audx—/ (b-Vu)-Abdz < c/ IVb|?|Vu| dz.
R3 R3 R3

Substituindo estes resultados acima na desigualdade (2.55), chegamos a

2dt
< C/ Vu|3d1:+(]/ |Vb|? |Vul d:c+C’/ |Vu| |Vw|? dx
R3 R3 R3

(Vu, Vw, Vb)|3 + pl| Aul3 + 4| Aw3 + V]| Ab| + &[|V(V - w) 3 + x[[Vwl|3

= J1+ o+ Js. (2.58)
No que segue, encotraremos estimativas para J;, para ¢ = 1,2, 3. Note que, pelo Lema 2.2, obtemos
Ji = C’/ |Vul? dx
R3

3 1 1 1

< Cl[Vul3 [[Vorul|l [[VOpull3 [[VOsull3
3 1
< O VVullg [[Vull3 [[VOsull3.

Usando a Desigualdade de Young, conclui-se

I < LIVVul+ OVl [Vosulls

,u
= §IIVVulz + CIVall3([Vall: [Vosullz)

1
< EHVVUI@+CHVUH§(HVUII§+ IV d3ul3). (2.59)
Pela Desigualdade de Holder, obtemos

Jyi=C / V[ [Vu| da < C||Vulls] Vb3
R3
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Portanto, pelo Lema 2.2, temos que

1 1 1 1 1 1 1

Jo < C|[Vull3 [[Vorull§ [[VOeul|§ [Vsull§ Vb2 [[Vaib||3 [Veb|3 [|[VIsb]|;
1 1 1 2 1
< ClVul[3 [VVull3 [[Vasulls Vb2 [VVD|3 [[VOsbl|3.

Usando a Desigualdade de Young, obtemos

I 3 1 8 4 2
Ja < EHVVUIBJrCHVUHS [VOzul|3 [[Vbll; [VVbIl3 [[VOsbll;

IN

I v 1 2
EHVVUH% §HVVbH§+CHVuH2 IV8sull3 [Vb|3 [IVasbll3
L v
< gHVVuH% +5IVVb]3 + CIVb[3(IVull3 + [IVsul3 + [Vasb]3) (2.60)

Analogamente ao que foi feito para estimar Jo, podemos encontrar as estimativas abaixo (basta

aplicar as Desigualdades de Holder e Young e o Lema 2.2):

J3 1= C/ \Vu| |Vw|? dx
R3

= C[|Vul|3]|Vwl]3

IN

0 3 1 8 4 2
G1VVuls + ClIvalls [Vosul3 Vw3 [VVwli3 [Vaswl3

IN

Iz ol 3 3
IVl + S [VVwliz + CIVwlE([Valls [Vosull3 [[Vosw]3)
H g
< GIVVuls + SIVVwE + CIVwlE(IVallz + [Vsull; + [[Voswl]3). (2.61)

Substituindo (2.59), (2.60) e (2.61) em (2.58), obtemos

d

1V, Vw, VB)[3 + pl|Aul + v Aw| + v A3 + 26 V(V - w)ll3 + 2x(| Vw3
< Cl(Vu, Vw, Vb)[5([[Vul3 + [|(VOsu, Vosw, Vasb)|3).

Por fim, aplicando o Lema de Gronwall, (2.41), (2.49) e (1.1), chegamos a

[(Vu, Vw, Vb) (-, t)[|2 < [|(Vug, Vwg, Vbyg) | 2e” Jo (IVa(8)B+(VO3u, V5w, VI3b) (-,5)[13) ds

<C, Vtelo,T].

Pela teoria classica para solugoes do sistema (1), (no caso de Navier-Stokes, ver [33]), concluimos

que (u,w,b)(+,t) pode ser estendida suavemente além de t = 7. O
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2.2 Critério de Regularidade Envolvendo Somente u(-, )

Nesta secao, estamos interessados em demonstrar que uma solugao fraca (u, w, b)(-,t) do sistema
magneto-micropolar (1), definida em [0,7], pode ser estendida suavemente além de T', quando a

seguinte hipétese, envolvendo somente o campo velocidade u(-,t), é assumida:

2 3
ue LU0, T; LP(R%), =+><1,3<p<c.
q p

Mais especificamente, estabeleceremos minuciosamente o seguinte teorema, o qual foi provado em

2010 por Y. Baoquan [1].

Teorema 2.2 (ver [1]). Seja (g, wo,bo) € H*(R3) tal que V-ug = V -bg = 0. Assuma que
(u,w,b)(-,t) € C[0,T; H}(R3)) N C(0,T; H*(R3)) ¢é uma solu¢io suave para o sistema (1). Se
(u,w,b)(-,t) satisfaz

2
u € LY0,T; LP(R?)), =+ 3 <1,3<p< oo, (2.62)
q p

entao a solugdao (u,w,b)(-,t) pode ser suavemente estendida além de t =T

Demonstragao. Para a demonstracao desse teorema, iremos considerar dois casos para p.
Caso 1: Assuma que 3 < p < oo.

Estamos, primeiramente, interessados em provar uma estimativa para a norma-L? da i-ésima
componente do gradiente da solugao (u, w,b). Assim sendo, considere esta derivada na primeira

equacao do sistema (1) em ordem a obter

Ld

§dt”aiu”% = (0;0¢u, 0;u)2

= (,u + x)(A@iu, 61'11)2 — (8111 . Vll, 6Z-u)2 — (ll . V@iu, 6Z-u)2 + (alb . Vb, 8iu)2
1
+ (b . Vazb, 81'11)2 — (V&(p + §|b‘2)2, 6111)2 + X(v X aZ'W, 81'11)2.

Permita-nos estudar algumas parcelas encontradas no lado diereito das igualdades acima. Dessa
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forma, note que

3 3
(Adu, du) = > (9,701, 0u)2 = — Y _(9;0,u,0;0iu),
J=1 j=1
= —Z 18;05ull3. (2.63)
j=1

Também temos que

(u-Voiu, diu)y Z/ u;(0;0yuy) (Ojuy) dx

7,k=1

:—Z (O5u;)(Osug)(Osug) dm—Z/ u;(0;0yuy) (Ouy) dx
7,k=1 R? 7,k=1

:—Z/ u;(0;0yuy) (Oyuy) dx,
7,k=1

pois, V - u = 0. Consequentemente,
(ll . V@iu, aill)z =0. (264)

Observe ainda que

Mw

1
—(Voi(p+ §|b12),3iu)2 = (0;0:(p + *!b\ ), Oitij)2

1

1
(Oi(p + 5\‘0\2)73;‘@‘%‘)2

<
Il
-

Il
.ka}

Il
L

ja que u é livre de divergente. Deste modo,

3
H@ uH2 M + X) Z Ha]azuH% = —(&-u - Vu, 61'11)2 + (&b - Vb, aiu)g + (b - V0;b, 8iu)2
j=1

2dt

X(v X @-w,@iu)g. (265)
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Derivando a segunda equagao do sistema (1) com relagao a i-ésima varidvel espacial, chegamos a

1d
5@”@'“’“% = (0:0iw, O;w)2
=Y(Adw,0iw)2 + k(V(V - Oiw), Oiw)a — 2x(Oiw, ;w)a — (O;u - Vw, 0;w)s

— (u-Vow,0;w)2 + x(V x 0;u, O;w)a.

Note que, por integracao por partes, obtemos

3
(V(V . 8zw), 81W)2 = Z(GJ(V . (%W), 8Z'wj)2

=1

<.

3
= — Z(V . aiW, aj&wj)g

7j=1
= —(V . aiW, V- 81W)2
= ||V - dyw]3.

Analogamente ao que foi feito em (2.63) e (2.64), concluimos que
3
(Adw, w)a = = [|0;0iw3
7j=1

e também
(11 . V@ZW, alW)Q = 0.
Desta forma,

1d

3
5@!\@‘“’\!% +9 ) _110;0w3 + ||V - iw |3 + 2x[|0;wl[5 = —(9u - Vw, ;w)a + x(V x u, ;w)a.

j=1
(2.66)

E, por fim, aplicando o operador 9; a terceira equacao do sistema (1), encontramos

Ld

5 dtHaz‘bH% = (0:0;b, 0;b)2

= I/(Aaib, azb)g — (8zu - Vb, &b)g — (u - VO;b, (%b)g + (sz - Vu, 8Zb)2
+ (b . V&iu, 6Zb)2
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Analogamente ao que foi feito em (2.63) e (2.64), obtemos
(Ad;b, 8;b)s Zua d;b||?

e também
(ll . V&b, alb)z =0.

Portanto,

Ha b2 + 1/2 10;0:b[|3 = —(diu - Vb,d;b)a + (8;b - Vu,d;b)2 + (b - Vd;u,d;b)s.  (2.67)
Jj=1

2dt

Somando os resultados obtidos em (2.65), (2.66) e (2.67), infere-se

1d

5 100, 0w, Ob) 5 + (e +x) Y 1050al13 + D 0013 + v D 0015 + 5]V - Orw 3

j=1 j=1 j=1
+ 2XH3ZWH% = —(Oiu - Vu, 8iu)2 + (azb . Vb, &u)g + (b . V@zb, 8iu)2 + X(V X 8iw, aiu)g

— (&u -Vw, &W)Q + X(V X o;u, 81W)2 — (&u - Vb, 8zb)2 + ((%b - Vu, 6111))2 + (b - Voju, &b)g

Agora, vamos estudar os termos do lado direito da igualdade acima. Primeiramente, observe que

3
(b - Vd;b,du)s + (b - Vd;u, d;ib)s Z/ [(8;0ibr,) (Diug,) dm—i—Z/ {(8;05up,) (Diby,) da:

J,k=1

3
i(0;0;uy) (03by) da + i(0;05ur)(0iby) dx
kz/ O (@b z/ ) (Db

pois V - b = 0. Analogamente ao que foi feito em (2.19), temos

X(v X 8iW, 8iu)2 + X(V X aiu,&-w)g = 2X(v X 81'11, 8lw)2 < XHV&LUH% + XH@ZWH%
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Assim, chegamos a

1d

3
5 7100, 0w, ) 5 + D (ulldj0rull3 +10;0:w 3 + v]10;0b(3) + 5|V - dewl[3 + xl|Orw |3
J=1

< [(Opu - Vu,0u)a| + [(0;b - Vb, 0;u)a| + |(9u - VW, 0;w)2| + [(O;u - Vb, 0;b)s|
=: L1 —+ LQ =+ L3 =+ L4 + L5. (268)

Agora, iremos estimar L;, para j = 1,...,5. Inicialmente vejamos que, por integracao por partes e

por utilizar o fato que V - u = 0, encontramos

L1 = |(8,u . Vu, (9,‘11)2‘

3
‘Z (0;0u;) 8ukukdm+2/ (O5u;)(0;05u ) uy, dx
R3

< Z/ 1050110, Dy g | d

j,k=1

< c/ /| Vu|[D2u] da
R3
Logo, pelas Desigualdades de Holder e Gagliardo-Nirenberg, obtemos
L < CIIUHpIIVHII%IID%IIz

p=3 3
< Cllull|ID*ull2[[Vully,” [[D?ull3

p=3 9 p+3
= Cllullp[[Vully” | D7ul],"
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Analogamente,
L2 = ‘(azb . Vb, &-u)g\

B ‘ 23_: /R;g (aibj)(ajbk)(aiuk)dx‘
_’Z/ (9:9:b5) abkukdf”Z/ i) (0;0;b )uy, dx

7,k=1

< c/ || Vb|| Db dz
R3

p+3

p—3
< Cllull,[[Vblly” |D*bl|,”
e também
L3 = |(8,u : VW,(%‘W)2|

- | i_ L, ) @) @) e
_‘Z/ (05w (D) u,dm+2/ (Bhwe) (Osdhw)u; da

7,k=1
< C’/ lu||Vw||D*w| dx
R3

pt3

p=3 9 P
< Cllullp[[Vwly” [[D7wl][,”

Prosseguindo de forma semelhante, encontramos

p+3

p—3
Ly < Clully[|[Vb],” [|D*b|l,”

e também
p=s et
Ls < ClluflpIVb[y" [D”bl|5"

Logo, passando a soma em (2.68), quando ¢ = 1,2, 3, obtemos

1d

2dt
p+3 p+3 p+3

<CHqu[HVqu” 1D?ull,” +HVszp 1D?bll," +HVWH2” ID?wl," .

—I(Vu, Vw, Vb)llz + pl[D?ulf3 + VHDQWHQ +v||D*b]3 + nHv Vw3 + x| Vw]3
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Mas, pela Desigualdade de Young, temos que
P e~ Vip2
Cllull,[Vbll,” [D*b]l,” < 3 [D?*b]3 +CHUH 7|Vl
Analogamente, obtem-se
o 0B < Pip2ygi2 = 2
CHu”pHquZP 1D%ull,” < SlIID%ullz + Cllullp | Vull;
e também
2 /5 < Tip2
CHquHVwHQp ID?wll,” < 5| D*wl3 +CHuH 5 Vw3,
Por conseguinte, infere-se
d
1 (Vu, Vw, Vb)|3 + pllD*ul3 + v D*w|3 + v D*b|3 + 24[|V - Vw3 + 2x|[Vw]3
< CHUH 71|V, Vw, Vb) .

Pelo Lema de Gronwall, chegamos a

2p_
[(Vu, Fw, Vb) (-, )[[3 < [[(Vug, Vwo, Vho)[[3eC o IO vy e o, 77

Como

entdo, pela hipétese (2.62), conclui-se
|(Vu, Vw,Vb)(-, ) < C, Vtel0,T].

Por fim, pela teoria cldssica envolvendo a solucao (u, w, b)(-,t) do sistema magneto-micropolar (1),

(no caso de Navier-Stokes, ver [33]), o resultado segue.
Caso 2: Considere agora que p = 0o.

Vamos estimar novamente L;, j = 1,...,5. Primeiramente, pela Desigualdade de Holder, temos

L<C / [Vl D?u] dz < Cfjulls / Vul[Du dr < Clullee|Vull2] D?ul.
R3 R3
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Analogamente, é simples mostrar que

Ly < Clullc|[Vb2[ D*b] 2,

Lz < Olulloc|[VWll2 ]| D*w ]2,

Ly < Cllulloo[[Vb|2]| Dbz,
e também
Ls < Cl[ullo||Vb|[2]| D*b|2.

Consequentemente, podemos escrever

Ld
2 dt
< Cllull[l[Vull2l| D?ullz + [|Vb|2|D*bll2 + [[Vw ]2 | D*w]2]-

1(Vu, Vw, Vb)|3 + | D*ul3 ++ID*w|3 + v[|D*b[3 + £V - Vw3 + x[|Vw]3

Logo, pela Desigualdade de Young, obtemos

d
N (Va, Vw, Vb)[[3 + p D*ul3 + (| D*wllz + v[[D*bll3 + 26[|V - Vw3 + 2x[| Vw3

< Cllul%[I(Va, Vw, Vb)]J3.
Assim, pelo Lema de Gronwall, chegamos a
[(Va, Vw, Vb) (-, 1) 3 < [|(Vuo, Vwo, V) [3e o Il vy e [0, 7).
Entao, pela hipétese (2.62), conclui-se que
[(Vu, Vw,Vb)(-, )2 < C, Vtel0,T].

Por fim, pela teoria cldssica envolvendo a solu¢do (u, w, b)(-,¢) do sistema magneto-micropolar (1),

(no caso de Navier-Stokes, ver [33]), o resultado segue. O
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2.3 Critério de Regularidade Envolvendo Somente Vu(,t)

Nesta segao, nosso desejo é mostrar que uma solugao fraca (u, w,b)(-,t) do sistema magneto-
micropolar (1), definida em [0, 7], pode ser estendida suavemente além de T', quando a seguinte

hipétese, envolvendo somente o gradiente do campo velocidade Vu(-,t), é considerada:
T 5 )
/ HVu(',t)Hgdt<oo, §<p§00’,+7<2'
0

Mais precisamente, provaremos o seguinte resultado, o qual foi estabelecido por Y. Baoquan [1] em

2010, sobre regularidade de solugdes fracas para o sistema (1).

Teorema 2.3 (ver [1]). Seja (g, wo,bg) € H*(R3) tal que V-ug = V -bg = 0. Assuma que
(u,w,b)(-,t) € C[0,T; H}(R3)) N C(0,T; H*(R3)) € uma solu¢io suave para o sistema (1). Se
(u,w,b)(-,t) satisfaz

T
3 2
/ [Va(-, |1 dt < oo, 5 <P <oo, —+—-<2. (2.69)
0

entdo a solu¢ao (u,w,b)(+,t) pode ser suavemente estendida além de t =T.

Demonstragdo. Separaremos a prova deste resultado em dois casos.
Caso 1: Considere que % <p < o0.
J& vimos, no Teorema 2.2, desigualdade (2.68), que

1d

3
5 710, Oiw, Ob)5+ D (uld;00ll3 +1|0;0:wl13 + v[|9;0:bl3) + &I|V - w3 + x| 9iwll3

j=1
< ‘(8111 - Vu, 8¢u)2\ + ’((%b - Vb, 81'11)2’ + ](&u -Vw, 61W)2| + ‘(8111 - Vb, 821))2‘
+ ‘(@b . Vu, &b)g\

=Q1+ Q2+ Q3+ Q1+ Qs.

Agora, iremos estimar (), para j = 1,...,5, de uma outra forma. Comecemos com Q1.

3
Q=[O Va0l = | Y [ @) 0@ da| < € [ vul*a.
k=1
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Logo, pelas Desigualdades de Holder e Gagliardo-Nirenberg, chegamos a
9 23 9 3
Q1 < ClIVully [Vull%y < Cl[Vullp [Vully *[|D%u]l3.
P
Analogamente, é facil ver que

9_3 3
Q2 := [(9;b - Vb, diu)s| < C/ |Vu||Vb|* dz < C||Vull, [ Vb, "[|D*b|3,
R3
9_3 3
Qs = |(Ou- Vw,0;w)a| < C/ \VuHVW\Zd:B < C||Vul, ||[Vwl|y pHD2wH§,
R3

9_3 3
Q4 := (- Vb, 9ib)s| < C/ Vul|[Vb[*dz < C[[Vull, Vb, "[|D*b]3
R3

e também
23 9 3
Qs < C|[Vullp[|[Vb|y "[|Db]3.

Logo, passando a soma em (2.68), quando i = 1,2, 3, obtemos

1d
37 1(Va, Vw, Vb)|[3 + pl[ D?ull3 + v D*wl|3 + v D*b|3 + HHV Vw3 + x[Vw]3

2p—3 -3

< ClIVulfp[[[Vull, * HD2u”2 + HVWH2 HD2WH2 + HVng HDszz]-

Mas, pela Desigualdade de Young, temos que

2p

3
S o_p
CIIVquIIVulb ||D2u||5 ZIIDQUHﬁCIIVuIIQ” * | Vulf3.

Analogamente, obtém-se

g
CHVUHpHVWHg HD2WH2 < §HD2WH2+CHVHH2” HIvwli3

e também

2p

3
= v
CIIVquIIVsz ||D2b||5 SID*DII3 + C[Vull” Vb3,
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Portanto, podemos escrever o seguinte:

d
(Y0, VW, VB[ + p D*ull3 + 7| D*wl3 + v[[ D*b[[3 + 26|V - Vw3 + 2x| Vw3

2p

< C[[Vulp"* [(Vu, Vw, Vb)|13.

Pelo Lema de Gronwall, conclui-se

2p
|(Vu, Vw, Vb) (-, )|} < |(Vuo, Vw, Vh)|[3eCfo IVuCDI"dr -y ¢ [0, 7).
Mas,
2 3 2p—6 3 2p-—
3_-6,3_20-6+6_,
2p 2 2
73 p P p P

Logo, por utilizar a hipétese (2.69), chegamos a
I(Vu, Vw,Vb)(-,t)|. < C, Vtel0,T].

Por fim, pela teoria cldssica envolvendo a solug¢ao (u, w, b)(-, ¢) do sistema magneto-micropolar (1),

(no caso de Navier-Stokes, ver [33]), o resultado segue.
Caso 2: Assuma que p = oo.

Vamos estimar novamente Q; (j = 1,...,5) utilizando uma abordagem levemente diferente.

Assim sendo,

Q1 < C/R3 |Vu||Vul? dz < C||Vu s /R3 (Vu|? dz < C||Vul|so||[Vul|3.
Da mesma forma, temos

Q2 < C/RS [Vu||[Vb|* dz < C||Vu| o /RS |Vb[?dz < C||Vul|s|| Vb3
Analogamente, podemos chegar a

Q3 < C[|Vull|[VW]3,

Q4 < C||Vul|«|| VD3
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e também
Qs < C[|Vull [ VbIf3.
Portanto por (2.68), concluimos que

d
I (Vu, Vw, Vb) |3 + 2ul|D*ul3 + 29| D*wl[3 + 20| D?b|[3 + 2]V - Vw3 + 2x [ Vw3
< C||Vull||(Va, Vw, Vb)]J3.

Logo, pelo Lema de Gronwall, obtemos
Yu, Vw, Vb)(#)|12 < [[(Vug, Vwo, Vbo)|[2eC Jo IVuCnllsdr vy o 77,
2 2

Por fim, pela teoria cldssica envolvendo a solugao (u, w,b)(+, ) do sistema magneto-micropolar (1)
T

o resultado segue. Aqui usamos o fato que / IVu||oo dt < 0o (ver (2.69)).
0

O

Em ordem a concluir este capitulo, é importante destacar que se (u, w,b)(+,t) é uma solucdo
fraca para o sistema magneto-micropolar (1) em [0,00) (sobre existéncia deste tipo de solucao
citamos [47, 54] e referéncias inclusas) e (u’, w’, b’)(-, ) é a solugao forte para o mesmo sistema no
intervalo maximal [0,T*) satisfazendo (u’,w’,b’)(-,0) = (ug, wo, bg) € H'(R3) (sobre existéncia
deste tipo de solucao listamos [46, 53] e referéncias inclusas), entao (u', w’, b')(-,t) = (u,w,b)(-, )
para todo t € [0,7%); desde que, (v, w’,b’)(+,t) é a tnica solugao fraca de (1) em [0,7*). Portanto,
se supusermos, por absurdo, que T* < T nos Teoremas 2.1, 2.2 e 2.3, assim as hipdteses (2.3),
(2.62) e (2.69) sao satisfeitas para (v, w’,b’)(-,t)(= (u,w,b)(:,t)) em [0,7*). Consequentemente,
estes teoremas garantem que (u’, w’, b’)(-,t) pode ser estendida suavemente além de t = T™*. Isto é
uma contradi¢do pela maximalidade deste tempo. Por fim, T' < T*. Deste modo, (u, w,b) é suave

em R3 x (0,T); j4 que, o mesmo ocorre com (u/,w’,b’) em R? x (0,T%).
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Capitulo 3

Critério de Regularidade Envolvendo

uma Entrada do Campo Velocidade

Neste capitulo, mostraremos como é possivel estender trés resultados de regularidade para uma

solucao fraca das equagoes de Navier-Stokes (3) para as equagoes magneto-micropolares (1).

3.1 Critério de Regularidade Envolvendo (Vus, V,w,V;b)(:, 1)

Nesta se¢ao, temos como objetivo mostrar mais um critério de regularidade para uma solucao
fraca (u,w,b)(-,t) do sistema de equagoes magneto-micropolares (1). Com base em um resultado
de regularidade para uma solugao fraca u(-,t) das equagoes de Navier-Stokes (3), o qual garante
suavidade para u(-,t) quando lhe é imposto a seguinte hipdtese sobre a terceira coordenada do

campo velocidade,
Vus(-,t) € L7 (0,75 LA(R?)),

ver [73], conseguimos obter um resultado semelhante para (u,w,b)(+,t), quando adotamos uma

hipétese como segue:

(Vus, Viow, Vib) (-, t) € L7 (0, T; L(R)).

Para este fim, exibimos um lema que desempenha um papel importante na prova da afirmacao

acima. Tal resultado foi demonstrado em [63].
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Lema 3.1 (ver [63]). Sejam i,j,k permutacao de 1,2,3. Assuma que f,g,0;9,0jg,h,0;h,0xh €
L?(R®). Entdo,

1
/ |f(z (@) dz < C| fll2 ||g||2 ||829||2 ||319H2 HhHQ Hakh||2 10;hll3

onde C € uma constante positiva.

Demonstra¢do. Sem perda de generalidade consideraremos que f,g,h € CP(R3) ei=1,k=2,j =

3. Observe que, pela Desigualdade de Holder, obtemos

[ 1rghl@yae < [ s |g<x1,x2,m3>|( / Ifhld:m) dsds
R3 R2 z1€R R

1 1
3 3
§/ sup |g(z1,x2, x3) (/ ]f\Qdaq) </ \h\Z dx1> dxodzs
R2 z1€R R

:/ sup |g(z1, z2, 23)|[| f (-, 22, 23) ||2]| A (-, 22, 23) ||2 dT2dT3. (3.1)
R

2 z1€R

Note que,

01(9%)(x) = 2g(2)Drg(x).

Desta forma, integrando em (—oo, x1), pelo Teorema Fundamental do Célculo e Desigualdade de

Hoélder, chegamos a

1
2 x) :/ 3192(s,x2,x3)d5
—00

1
= 2/ g(57x2,$3)81g(3,1’2,$3) ds
—o0

IN

T1
2/ l9(s, 22, 23)[|019(s, w2, 23)| ds

—00

1 1
3 3
2 (/ ’9(361,362,563)\261161) </ |01g(1, 2, 3)]? d$1> -
R R

Assim, podemos escrever

IN

1 1
SU%|9($1,I2,$3)| < V2|\g(-, 22, 23)[13 1019(-, w2, 3) |3 -
T1E
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Substituindo a desigualdade acima em (3.1), encontramos, através da Desigualdade de Holder, que

1 1
/R |fohl(z)dr < V3 /R gt w,25) I 10rg(c,w, 25)3 117 22,25 ol 2, 23)o deadiny

1 1
<V2 S (RG22, 2)l2llg (- 23) 15 1909 (- 2a) 13 1/ s) |2 ds. (3.2)
z2€

Note que,

T2
\h(:c)]Z = 2/ h(z1,s,x3)02h(x1, s, x3)ds < 2/]R |h(z1,z2, x3)| |02h(x1, 22, 23)| dxa.

— 00

Dessa forma, podemos inferir

Hh(‘,%g,%g)”% § 2/2 |h(x1,$2,az3)| |82h(a;1,a:2,a:3)] da:ldazg.
R

Com isso, pela Desigualdade de Holder, obtemos

sup ||h(-, 22, z3)||]2 < V2 </ [h(-, w2, 23) |2 [|O2h(-; 22, 23) |4 d$2>
R

z2€R

1 1
< \/§||h(a ,ZL‘3)||22 ||82h(a 71:3)H22 :
Substituindo a desigualdade acima em (3.2), concluimos que
1 1 1 1
[ Vahlde <2 [ TG @l 100Gl Lozl 1018l 1) e dos

1 1 1 1
<2 sup {uh<-,-,x3>ugug<-,-,w3>r\5} [ 1020 )5 s )15 1) o

r3€R

1 1 1 1
<2 SU%{llh(w S 3)l3 [lg( '7963)”5} 102R]|3 (01913 11 1l2-
r3€

Por fim, note que novamente pelo Teorema Fundamental do Célculo e pela Desigualdade de Holder,

chegamos a

|h(z)|* = 2/ h(x1,z2, x3)03h(x1, T2, x3) da3

1 1
2 2
< 2 </ ’h(x1,1'2,$3)‘2d£173> (/ \th(:cl,xg,xgﬂ? d(L‘3> .
R R
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Desta forma, podemos escrever

1R (- 2s)l5 < 2/2 1Az 1, 22, ) |[2 193h (21, 22, )|y dw1dy
R

1
— 2 2
R R ? (i

< 2[[h]l2 |0shl, -
Consequentemente,
5o i T
1h(-s- z3) 13 < V2[IRI3 [|8sh]|3 -
Analogamente, obtemos

1 1 1
lg(, - as)ll3 < V2llgll3 1059ll3 -

Logo,
1 1 1 1 1 1
sup {[IA(, - 23)l3 [l9C, - 2) 13} < V2llgll3 1859113 113 195h113 -
r3€R
Portanto,
1 1 11 1 1
/RS [fghldz < 2v2| fll2 [0191l3 [82n13 913 IB113 1939113 195h113 -
Isto completa a prova do lema em questao. O

Agora, estamos preparados para apresentar o resultado principal desta secao.

Teorema 3.1. Sejam (ug,wg,bg) € L*(R3) com V-ug = V -bg = 0. Assuma que T > 0.
Considere que (u,w,b)(-,t) é uma solugao fraca das equagoes magneto-micropolares (1) em [0, T

com condi¢do inicial (ug, wo,bg). Se
(Vus, Viw, Vib) (-, t) € L7 (0, T; L*(R)), (3:3)

entio (u,w,b) € suave em R x (0,7T).

Demonstra¢do. Seja 0 < ¢ < T arbitrario. Como (u,w,b)(,t) € L?(0,T; H(R3)), conclui-
se que (Vu,Vw,Vb)(-,t) € L?(0,T;L*(R3)). Isto nos informa que existe 0 < to < € tal que
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(Vu, Vw, Vb)(-,t9) € L?(R?); caso contrério,
€ T
00 :/ [(Vu, Vw, Vb) (-, t)||3 dt g/ 1(Vu, Vw, Vb) (-, t)||3 dt < cc.
0 0

Sabemos que existe uma tinica solugao forte (u’, w/, b')(-,t) € C([to, T*); HX(R3))NL%(to, T*; H*(R3))
de (1) (sobre solugao forte ver [46, 53] e referéncias inclusas) tal que (', w’, b’)(+, tg) = (u, w, b)(+, o),
t = T* é o tempo maximo de existéncia desta solucdo e (u’,w’,b’) € C®(R3 x (0,T*)) (pois con-
sideramos € > 0 arbitrdrio). Assim, se T' < T*, entao (u,w,b)(-,t)(= (u/,w',b’)(-,t)) é suave em
R3 x (0,T). Em contrapartida, assumindo T* < T, provaremos abaixo que ||(Vu, Vw, Vb)(-,1)]|2 é
limitada quando t  T*. Porém, isto nao pode ocorrer desde que, deste modo, (u’, w’, b’) poderia

ser estendida além de ¢t = T™.

Inicialmente, iremos encontrar uma estimativa para a norma-L? de (Vju, V,w, Vib). Como
podemos escrever a derivada de tal norma da forma

1d
2dt||(th Virw, Vib)|3 = %thuﬂg + HVhWHz + thHVhsz,

(3.4)

entdao vamos em busca de estimativas para cada uma das parcelas do lado direito da igualdade
acima, e dessa forma conseguiremos estimar ||(Vyu, Vw, Vi, b)||2. Assim, observe que pela primeira

equagao do sistema (1), obtemos

2
1d
2 dt ”th”2 (Vhatu, th)g = Z(azatu, @u)g
i=1
2
Z (Opu, 0%u)y = —(dpu, Apu),
i=1

—(p+ )(Au Apu)z + (u-Vu, Apu)y — (b Vb, Apu)s

+ (V(p+ f|b| ), Apu)e — x(V x w, Apu)s.

Mas, por integracao por partes, obtemos

(Au, Ahu)g =

3 2
(070, 7u)y = =Y > (951, 0:07u);

=1 j=1

-
Mw

N
I

—
.
I

_

(8;00u, 0;0,u)2 = | VVjul2 (3.5)

I
-M“
Mw

@
Il

—
.
Il

—
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e, além disso

3

1 1
(V(p+ 5/b%), Apu)z = ;@-(p + 5 b[%), Anus)s

pois V- u = 0. Logo,

2 pn HthH2 (1 +X)|IVVaul3 = (u- Vu,Apu)s — (b- Vb, Apu)s — x(V x w, Apu)a.  (3.6)

Agora, veja que pela segunda equacgao do sistema (1), temos

QﬁHVhWHz—(Vh@“thw)
= — (0w, Apw)2
= —v(Aw,Apw)a — k(V(V - W), Apw)2 + 2x (W, Apw)2 + (u- Vw, Apw)o
—x(V x u, Apw)as.

Permita-nos avaliar alguns dos termos do lado direito das igualdades aima. Asim sendo, por

integragao por partes, obtemos

3 3 2
(V(V-w), Apw)y = > (0i(V - W), Apwi)e = > > (9 ), O2w;)2
=1 =1 j=1
3 2 3 2
== Y (9;0:(V-w),0wi)2 = > Y (9;(V - W), 0;01w;)a
i=1 j=1 i=1 j=1
2
= (95(V - w),05(V - w))2 = [Va(V - W)]3. (3.7)
j=1
Além disso,
2 2
(W, Apw)a Z Z ojw,0;w)a = —||Vw3.
Jj=1 j=1

Analogamente a (3.5), temos que

(AW, AhW)Q = ”VVhW||%
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Desta forma, obtemos

1d
5 dtHVhWHz +AVVRW|3 + KlIVA(V - W5+ 2x[[Vawll3 = (u- Vw, Apw)s — x(V X 1, Apw)s.
(3.8)
E, veja ainda que pela terceira equagao do sistema (1), podemos escrever
9 dtHVhbH2 - (Vhatb vhb)
= —(0;b, Apb)2
= —I/(Ab, Ahb)z + (u - Vb, Ahb)z — (b - Vu, Ahb)g,
ou seja,
5 dtuvhbu2 +v||VVbl3 = (u- Vb, Apb)s — (b - Vu, Apb)s. (3.9)

Desta forma, substituindo (3.6), (3.8) e (3.9) em (3.4), encontramos

H(th Viw, Vib) 3 + (1 + ) IV Vpul3 + 1V Vawl][3 + [V V|3 + £ Va(V - w)|3

2 dt
+2x||Vaw|? = (u- Vu, Apu)s — (b- Vb, Apu)s — x(V x w, Apu)s + (u- Vw, Apw),
- X(V X u, Ahw)z + (u : Vb, Ahb)Q - (b : Vu, Ahb)Q. (3.10)

Neste momento, vamos em busca de relagoes para todas as parcelas do lado direito da igualdade

acima. Primeiramente, observe que

3
(u-Vu,Apu)s Z /Ri% wi(O5uj) Apu; dx

i,j=1

— /3 (Oyuj) Apuj dr + Z/ u3(Osu;) Apuj dx
R

w=1

+ Z /l;d uz-(é?iu?,)Ahug dx
=1

=: M1+M2+M3. (3.11)

[\

A partir de agora, buscaremos estimativas para M;(j = 1,2,3). Primeiramente vamos provar a

seguinte afirmacgao:
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Afirmacgao 3.1. A sequinte igualdade € vdlida:

Z/ wi(Oyuj) Apu; de = - Z/ (O5u;)? (D3u3) d[]f—/[(81U1)<82U2)<83U3)dx

i,j=1 U 1 R

+ /5(61u2>(62U1)(63U3) dx.
R
Com efeito, observe que, por integragéo por partes, podemos escrever

2/ ui(Ojuj) Apu; do = Z / ui(Oju;) 6kuj)d

4,7=1 i,5,k=1
= — Z / (Okui)(Osuj)(Okuj) doe — Z / wi(Ok0iu;)(Oku;) d.
i,5,k=1 R3 i,5,k=1 R3

Mas, por integracao por partes novamente, encontramos
Z / wi(Ok0su;)(Opuj) de = — Z / (Ozus)( ﬁku] )*dx — Z / ui(0;0ku;)(Okuy) dx,
7]k 1 7]k 1 ,]k 1
ou equivalentemente,
2
Z / wi(Or0;u;)(Opuj) de = — = Z / (Ozuq)( 8ku] dx.
7,k=1 i,7,k=1
Assim sendo, conclui-se
Z / ui(Ojuj) Apu; de = — Z / (Okui)(Oiuj) 8kuj)dx+ Z / (Oyui)( 6ku]) dx.
i,j=1 i,5,k=1 ,gk 1
Como u é livre de divergente, entao

— Z/ (O5u;) (Okuj) da:——Z/ (Ozus)( 8kuj dx.

,jk 1 7,k=1
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Agora note que

— Z / (Okui)(Osuj) 8ku])dx——/ (81u1)3dx—/ (81u1)2(82uQ)dx—/ (82u2)3dx
R3 R3 R3

i,5,k=1
— / (82U2)2(81U1) dr — / (8111,1)(8111,2)2 dr — / (8111,2 (9271,2 dr — 8211,1 81U1
R3 R3 R3 R3
— / (82’&2)(32’&1)2 dr + / (Glul)z(agug) dr + / (02’112 (91U1 dr — Gluz Ggul Olul) dx
R3 R3 R3 R3

/ (Oauq)(O1u2)(D2usg) dx.
RS

Consequentemente, chegamos a

— Z / 8kuz 6u] 6kuj da:— Z/ 83U3 8ku] dx—/[(83U3)<81U1)<82U2)d.%'

3
i,7,k=1 7,k=1 R

+/RB<83U3)(81UQ)(82U1)CZ$.

Portanto,

2

Z/ ui(Oyuy) Apu d:v—f Z / (Ozus)( akuj) dm—/Rg(agu;g)(@lul)(@guz)dx

ij—17R? ij 1

+ /H§3(03U3)(81u2)(82u1)dx.

Isto finaliza a prova da Afirmacao 3.1.

Note que, pela afirmacao acima, temos que

RS

1o )
=3 ';1 /R3 (O3u3)(Okuj)” do — /]1{3 (O1u1)(Orus2)(03us) daz+/ (Oou1)(Oruz)(d3u3) dz
(3.12)

Para M, e M3 usaremos a integracao por partes em ordem a obter
2
My = us(03ui) Apu, dx
2 Z/RB 3(03 J) htj
Z / ug(03u;) akuj)
7,k=1

2
__ Z (D) (Osuy) (D) do — 3 / 3 (00, (D) do
R3 k=
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Por outro lado, observe que
Z/ us akagu] 8ku] d:L'— Z/ 83U3 8ku] dr — Z/ us 8k83uj 8kuj)dm
jh=1"% Jk=1 jh—17R®
Assim, podemos inferir
Z/ us 8k83uj 8kuj dx——* Z/ 83’LL3 8ku] dx.
7,k=1 R? ]k 1
Logo,
Z/ 8kU3 83u] Okuj dl‘—l— Z 33U3 akuj dx. (3.13)
7,k=1 Jk 1 R3

Além disso, é facil concluir que
3
M; —Z/ u; (Ojus) Apug dx

2

3
—ZZ Suzf)u;), 8U3)

i=1 j=1"R
3 2
:—ZZ/ (0ju;)(O5us)(O5us) dx—ZZ/ u;(0;0;u3)(0;u3) dx

=1 j=1 R3 =1 j=1
Por outro lado, pode-se inferir
3 2
ZZ/ u;(0;0;u3)(Ojusz) do = — ZZ/ (Oiu;)(0ju3) dm—ZZ/ u;(0;0;u3)(0jus) dx.
=1 j=1 =1 j=1
Com isso,

ZZ/ ui(0j0;u3)(0jus) de =0,

=1 j=1

pois u € livre de divergente. Logo,

ZZ/ (Ojui)(Ous)(0jus3) dx. (3.14)

=1 j=1
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Substituindo (3.12), (3.13) e (3.14) em (3.11), encontramos

(u-Vu, Apu), Z/ (Ozus)( akuj dx — Z/ (Okug)(03uj)(Okuy) dz

]kl j,k=1

—ZZ / (9u0) (Brus) (Oyus) s — / (Drun)(Daun) (Dsus) da

3
i=1 j=1 R

+ /]R (82w (9ruz) (Dsu3) da

< Z/ |O3us||Opuj|? da + Z/ |Ous||O3uj||Opuj| dx

7,k=1

+ZZ/ \8uz\|8u3H8u3|dx+/ \alulHaquﬂagug\dw

=1 j=1

+/ ]82u1|]81u2]\83u3]d:c.
RS
Por conseguinte,
(u-Vu,Apu)s < C’/ |VU3|]th]2d:E+C/ |Vyus||Vul|Viyu| de
R3 R3
+c/ IV s | [Vais | [V | dae
R3
< c/ V||V [V e
R3

Agora, observe que

—(b- Vb, Aju)s ZZ/ (0;b;) (03u;) d

i,j=1 k=1
_ZZ/ (Obi) (Dib;) (Owu;) dx+ZZ/ i(0k0;b;) (Opu;) dav
1,7=1 k=1 i,0=1 k=1
<c/ |Vhb||Vb\|th|dx+ZZ/ i (O 0ib; ) (D) da:
i,0=1k=1
Além disso, podemos escrever
(u-Vw, Apw)g = ZZ/ ui(Ow;) 8kw])
i,9=1 k=1
3 2
:—ZZ/ (Oku;) (O5w;) (Opw;) do — ZZ/ u;i (Ox05w;) (Opwj) da.
i,j=1k=1 ij=1k=1 R3
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Mas, como u € livre de divergente, temos

_ZZ/ ui(OR0;w;) (Opw;) do = ZZ/ (Diui)( 8kwj) dx

i,j=1 k=1 1,j=1 k=1

3 2
+ Z Z/Rd uz(ﬁzakwj)(akwj) dx

1,j=1k=1
3 2
= Z 2/3 uz(azakw])(ﬁkwj)dx

Consequentemente, infere-se

i,j=1 k=1
Assim, é verdade que
(u-Vw,Apw)so Z Z/ (Okui) (Oyw;) 8kw])d:r<0/ IVow||Vw||Vyu| de.
1,7=1 k=1

Analogamente, conseguimos a seguinte desigualdade:
(- Vb, Apb)s < o/ V4b|[Vb||Vu] dz.
R3

pois V - u = 0. Observe ainda que,

3 2
—(b-Vu,Apb)y = — Z Z/ bi(9yu;)(92b;) da

(O1bs) (Biuj) (Bkb;) dx—i—ZZ/ i (OrOsu;) (Ob;) dax.

ij=1k=1"R ij=1k=1

3 2
Z Z/ 8k8 UJ 8kb )dx = — Z Z/Rs 8kb 8ku])dx
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ja que V- b = 0. Assim sendo, chegamos a

—(b- VuAth—ZZ/ (Obi) (O5;) (i) dx—ZZ/ i (9;0kb;) (Byuj) dz:

1,j=1 k=1 i,j=1 k=1
< C/ |Vb||Vu||Vb| dz — Z Z/ i (8;0kb;) (Byuj) dax.
1,j=1 k=1

Analogamente ao feito em (2.54), temos que

(V xu, Apw)2 = 2x(V x (Viu), Vaw)s < x[|[Vi VU3 + x| Vaw]]3.

—X(v X W, Ahu)g — X
(3.15)

Desta forma, voltando para (3.10), temos

Viu, Vaw, Vib)|[3 + pl VVaul3 + y(IVViw|3 + v VVib[3 + & Vi(V - w)I[3 + x| Vaw|3

thH(
< c/ Vus| V| [Vaul da:—i—C/ Vw| [Vw] [Vaul dm+C’/ V| [Vb] [Vyul da
R3 R3 R3

+c/ V,b| [Vl |Vyb| dz
R3

<C |(Vus, Viw, Vib)| |(Vu, Vw, Vb)| |(Vhu, Viw, Vi b)| dz.
R3

Logo, pelo Lema 3.1, obtemos

2dtll(th VW, Vib)[3 + ul[VVaul3 + 1 VVaw (3 + v[[VVib|3 + & VA(V - w3 + X[ Vaw]]3

<C [ [(Vus,Vpw,Vyb)| |(Vu, Vw,Vb)| [(Vyu, Vyw, Vi, b)| dz
R3

1 1 3

S CH(VUg,VhW,Vhb)HQ H(Vu, VW,Vb) f H(th, Vhw,Vhb)HQ*H(Vth, Vvhw,vvhb)||22.

Pela Desigualdade de Young, p=4e¢e q= %, obtemos

2dtl!(VhUl Viw, Vib) |3 + ol [(VViu, VV4w, VVib) |3 + 6] Vi (V - W) |13 + Xl Viw]3
< C|[(Vus, Vaw, Vib)|l3 [[(Vu, Vw, Vb) |2 [(Vau, Viw, Vib)|2

n %n(vvhu, VVaw, VV,b)|12,
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onde o = min{yu, v, v}. Assim, chegamos a

d
Z(Vhu, Viw, Vib) 3 + al| (VVhu, V3w, VV3b) 5 + 26[VA(V - w) 3 + 2x] Vaw|3
< C||(Vus, Viw, Vib)|[3 [|(Vu, Vw, Vb)|l2 [(Viu, Viw, Vi,b) 2.

Integrando a desigualdade acima sobre [T — 7, ], onde 7 serd escolhido mais adiante, obtemos

t t

1(VVhu, VVw, VV,b) (-, 8)||3 ds + 2+ / VAV - w(-,8)|3ds

T*—1

(V. Vw, Vab) (- D)2 + /
T*—1

t t

+2X/ thw(73)H% ds<C+C H(vu?vth?vhb)('ﬂS)H%H(vuv VW7Vb)('7S>H2
T*—1 T*—1

X |(Vru, Viw, Vib) (-, 5)||2 ds.

Definamos

t

1
I()=_ swp [[(Vaw, Viw, Vab)(5)la + / |(VVia, VVaw, VV3b) (-, 5)[3 ds)

T*—1<s<t T* 7

e também

t 1

J(t):= sup ||(Vu,Vw,Vb)(-,s)|l2 + </ |(Au, Aw,Ab)(-,s)H%ds)a.

T*—7<s<t T*—1

Assim sendo, concluimos que

¢
Iz(t) <2 sup |[(Vpu, VhW,Vhb)(~,s)H§+2/ (VVpu, Vvhw,vvhb)(-,s)H%dS

T*—1<s<t T*—r
t
<C+C |(Vus, Viw, Vib) (-, S)H%H(Vu, Vw,Vb)(-, s)|2[(Vru, Viw, Vib) (-, 8)||2 ds
T*—1
¢ 1
<C+ C'jz(t)f(t)/ 1(Vus, Viw, Vib) (-, s) |3l (Vu, Vw, Vb) (-, s)|3 ds
T*—T1

3 T 32
<C+ 054(t)1(t)/ [[(Vus, Vaw, Vib) (-, s)[ly” + [[(Vu, Vw, Vb)(-, 5)[3] ds,
0

onde nesta ultima desigualdade foi usada a Desigualdade de Young, com p = % e ¢ = 8. Note que,

pela hipédtese (3.3), (1.1) encontra-se
T2(t) < C+ CT2(t),
basta aplicar a Desigualdade de Young novamente. Logo,

I(t) < C+CTi(1). (3.16)
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Agora, estamos em condigoes de estimar ||[(Vu, Vw, Vb)||2. Inicialmente, vejamos que

1d

Vu, Vw, Vb) [} = 5 =

@3+ 2wl + b2,

2dtH( 2dt 2dt

Desta forma, para alcancar o nosso objetivo, iremos estudar cada parcela do lado direito da igual-

dade acima. Observe que, pela primeira equagao do sistema (1), temos

HVuH2 = (Voyu, Vu),
= —(0yu, Au)s
—(p+ x)(Au,Au)2 + (u- Vu,Au)s — (b - Vb, Au)s

2dt

1
+ (V(p+ §|b|2),Au)2 —x(V x w, Au)s.

E facil ver novamente que o termo que envolve a pressao é nulo. De fato, podemos escrever

3
1 1
(Vip+ 5“3\2, Au))y =Y (di(p+ §|b\2, Aug)o

i=1
3
Lo
== _((p+5[bl", Adiui)2
i=1
=0,
pois V-u = 0. Assim,

5 dt||VuHQ (1 + x)||Aulj3 = (u- Vu,Au)s — (b- Vb, Au)y — x(V x w, Au)s. (3.17)

Agora, note que pela segunda equacao do sistema (1), obtemos

Vw(3 = (Vow,Vw)s
= — (0w, Aw)s
= —(Aw,Aw)y — k(V(V - W), Aw)s + 2x (W, Aw)s + (u- Vw, Aw)sy
—x(V x u, Aw)s,.

2dt|
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Veja que, analogamente a (3.7), temos

3 3
—(V(V-w),Aw)y = — Z(ai(v W), Aw;)g = Z(v -w, A(Ow;) )2

e, por integragcao por partes, obtemos

3 3
(W, Aw)y = Z(w,afw) = — Z(@‘W,@‘W) = —(Vw,Vw) = —||Vw]|3.

i=1 i=1
Assim, chegamos a seguinte igualdade:

1d

thIIVWllz+7||AW||2+HHV(V w3+ 2x| Vw3 = (- Vw, Aw)z — x(V x u,Aw)z. (3.18)

Por fim, veja que pela terceira equacao do sistema (1), obtemos

5 S IVbB = (Varb, V),
_(8tb7 Ab)?

= —V(Ab, Ab)g + (11 - Vb, Ab)g — (b - Vu, Ab)g,
ou seja,

5 S IVBI + v AbJ3 = (u- Tb, Ab), — (b Vu, Ab),. (3.19)

Logo, somando (3.17), (3.18) e (3.19), obtemos

3 dt L (, T, TB)3 + (1 + )| Au} + 7 Awl3 + | ABJ + £ V(T - w)[3 + 21 Vw3
= (u-Vu,Au); — (b-Vb,Au); — x(V x w,Au)s + (u- Vw,Aw)s — x(V x u, Aw)s

+ (u - Vb, Ab)g - (b - Vu, Ab)g
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A partir de agora, iremos estudar as parcelas do lado direito da desigualdade acima. Observe que,

((u-V)u, Aug—ZZ/ ui(Ojuj) Auj dx

=1 j=1

Z/ ug(03u;) Apu; d:):—l—ZZ/ ui(Ouj)Auj do

=1 j=1

+ Z /3 U3(83uj)(8§uj) dx
=17

= K1+ Ky + Ks.

A fim de estimar o produto interno do lado esquerdo da desigualdade acima, iremos explorar K

para cada j = 1,2, 3. Veja que, por integracao por partes, temos

j=17%
3 2
ZZZ/ u3(Osu;) (Ofuy) de
=1 k=1 "R
= D) M MCTBICINCYRIEES 3) B IRICCABICRBEE
j=1k=1"R Pl

Porém, também por integragao por partes, temos

3.2 3 2
_ZZ/ u3(OkO3u;)(Okuy) d ZZ/ (Osus)( 8ku]) dz

=1 k=1 =1 k=1 'R

3 2
+ Z Z /R3 u3(930ku;)(Okuy) dx

j=1k=1

Assim, podemos escrever

3 2
_ZZ/ u3 (0, 03u;) (Oku;) do = 222/ (O3u3) (Opuj)? da.

j=1k=1 j=1 k=1

—_
w
)

Logo, encontramos a seguinte expressao para Ki:

3 2 1 3.2
Ky = - ZZ/RS (Owus) (Fzu;) (Opuy) da + 5 ZZ/W (9su3) (Ouwy)” da.

j=1k=1 Jj=1 k=1
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Agora, vejamos que

i=1 j=1
2 3
=305 [ o) ) d
i—1 j k=17’
2 3
——ZZ/ (Okui) (O5uj) (Okuy) d:L'—ZZ/ ui(Or0;u;)(Opuj) de.
i=1 j,k=1 i=1 jk=1

De forma andaloga a (3.20), obtemos

"2

i(Ok0iu;) (Opuy) doe = = (0yu;) (Opu;)? de.
/Rsu(k u;)(Opu;) dz ZZ/ u;)(Opu;)* de

3
=1 j,k=1 i=1 j,k=1

=

Assim,

2 3
ng—z Z/ (Okui)(O5uj) (Okuj) do + = Z Z/ (05u;) (Opu)? dev. (3.22)

i=1 j,k=1 i=1 j,k=1

E, por fim, observe que, analogamente a (3.20), chegamos a

Kg = Z/ us 83u] 83u] = —— Z s 83U3 83uj dx.
Como V - u = 0, ou seja, d1u1 + dous + O3uz = 0, entdo dzuz = —dup — druz. Com isso,
13
2
= 5 Z o (81u1 + 82U2)(83Uj> dz. (3.23)

Logo, combinando (3.21)-(3.23), obtemos

3 2
/]R5 (u-V)u-Audz < ZZ/ |Okus||03uj||Okuj| doe + = ZZ/ |O3us| Oy |* dx
j=1 k=

7j=1k=1

+ZZ/ |Opws || D5 | O | da + = ZZ/ |Oiui ||| da

i=1 jk=1 i=1 j,k=1

3
1 2 1 2
+ § ;/Rz; ’alulHag’U,j‘ dr + 5 ;/}Rd ‘82U2H83Uj’ dx.
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Portanto,
/ (u-V)u-Audz < C/ |Vhu||Vul? de.
R3 R3

Agora, vejamos que

(u-V)w,Aw)y =

7/7

3 2
ZZ/SU3 d3w;) (Ofw;) dx—f—ZZ/ w; (Oyw;) (Ofw;) dz

j=1k=1"R i=1 j k=1

ngw

[ wi@i;) 0w d
RS

=1

Assim, com o intuito de estimar o produto interno acima, iremos estudar R; com j € {1,2,3}.

Vejamos que, por integracao por partes, temos

3 2

3 2
j=1 k=1 /R Pl
Mas, é facil notar que
3.2 3 2
_ZZ/ U3(ak83wj 8kw] ZZ/ 83U3 8kw]) dr
j=1k=1"R? SR
3 2
+ZZ/ u3(030kw;) (Opw;) de.
=1 k=1"R®
Desta forma,
3 2 L 3.2
_ZZ/R?’ u3 (O 0sw;)(Opw;) de = 5 ZZ/ (Ozus)( 8kw] dzx.
Jj=lk=1 =1 k=1
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Logo,

3 2
ZZ/ (Oku3)(Osw;)(Opw;) da + ZZ/RJ (O5us) (pw;)* da

j=1k=1 j=1k=1

gc/ ]thgHVwHVhw\dx+C/ (Vg | Vw2 da.
R3 R3

Agora, note que

2 3

u;i (Ow;)( 8 wj

S K 2uj) da
2

(Orus) (Dsw;) (Opwy) da — Y Z / u; (OpOiw; ) (Opw;) da

i=1 j k=17’ i=1 j,k=1

2 3 2 3
—Z Z/ u; (OR0;w;) (Opw;) d :Z Z (O5uq)( 8kwj) dx
i—1 j =17k = R
2 3
+Z Z / u;(0;0,w;) (Opw;) de.
i—1 j =17 R
Com isso,
2 3
—ZZ/ ui(OpOiw;) (Opw;) de = — ZZ/ (O5u;)( 8kw] dx.
i1 j k=17 R i=1 j k=1
Logo,

ZZ/ (Okui) (Ojw;) (Opw;) de + = ZZ/ (Oyui)( 6kw] dz

i=1 j,k=1 i=1 j,k=1

gc/ \Vu]Vhw]dex—i—C/ IV u| Vw2 da.
R3 R3

E, por fim, note que

3
:Z/ 3(03w;) (O3w;) da
j=1
3
Z/ (Osu3)(Osw;) dx—Z/ uz(0zw;)(03w;) da
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Como V -u =0, ou seja, 01uq + dous + 03ug = 0, entao d3ug = —O1u1 — dous. Desta forma,

= 2
__Z/Rs 63U3 8310] dr = = ZZ - 8kuk ng] dac<C/ ’thHVw‘ dzx.

j 1 k=1
(3.26)

Assim, juntando (3.24)-(3.26), obtemos
(- V)w, Aw)y < 0/R3 V| [Vw|[Vyw| dz + 0/R3 V||V w2 dz + C/RB IV ul|Vw|? da.
Analogamente, podemos encontrar

(n- V)b, Ab)s < c/w Vu||Vb||V,b| dz + C/W V||V abl2 da + C/R3 Vu|[Vb 2 da

Observe que,

3

—(b-Vb,Au); — (b-Vu,Ab)y = — Z/ i (0ib;) (Ofuy) dx — Z/ i (O5u;) (OFb;) da

',jk—l i,5,k=1
Z (Okbs) (Dib;) (Dpusz) dax + Z/ i (O 0ib;) (Ouy) dax
7]k 1 RS ,]k‘ 1
+ Z/ (Orbi) (i) (Orby) da: + Z/ i(OOyu; ) (Okby) dax
7Jk" 1 ,]k} 1

Portanto, usando o fato que b é livre de divergente, encontramos

3
—(b- Vb, Au)s — (b - Vu, Ab), 2/ (Obi) (9b;) (Bhu;) da: — Z/ i (0;0ku;) (b)) dz
i,5,k=1 k=1

3
+ Z/ (Okb:)(0iu;) (Oxb;) da + Z Agbi(akaiuj)(akbj)dx.

1,5,k=1 1,3,k=1
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Consequentemente,

3 3
_(b - Vb, Au)Q — (b - Vu, Ab)g = Z /5 (8kbz>(6zb])<8ku]) dx + Z /3 (8kbz)(8zu])(8kbj) dx
igk=1"R i k=1"R

/r (8kb3)(83b])(8ku]) dx + / <8kbg)<83'uj)(8kb]) d.%':|
R3 R3

+§2: 23: [/RS (akbi)(aibj>(6kuj)d$+/

3
i=1 j,k=1 R

I
1
ﬁw

<6kb¢><aiuj><akbj>dw]

(Oubs) O Do) o+ [ (D) @) 1) dx]

R3 R3

=P +Ph+P

Com o intuito de conseguir uma estimativa para a diferenca apresentada no lado esquerdo da
igualdade acima, iremos analisar P; para j € {1,2,3}. Vejamos que, por integragao por partes,

obtemos

(9kb3) (D51,) (Db, da:}

3 2
n=Y S| [ @@ s |

< c/ V,b|[Vb||V,ul dx—l—C/ Vb| [Vu|[Vb| da. (3.27)
R3 R3

Além disso,
3
Py = Z > [/RB (3kbz')(8z‘bj)(3kuj)d$+/w (8kbi)(aiuj)(akbj)d4

< c/ Vb||V,,b|[Vul dm+C/ Vb||V,yu|[Vb| dz (3.28)
R3 R3

e também, pelo fato que V - b = 0, chegamos a

3
P=Y [ [ @) @sb) @ruy) d+ [ (i) @) 020 dw}

=1 R
3 2
> [ @@t da+ [ @it @y 0aty)
< c/ Vbl [Vu|[Vb| dz. (3.29)
RS
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Logo, combinando (3.27)-(3.29), temos
—(b-Vb,Au) — (b Vu, Ab) < C/ \VhbHVbHth]dx—i—C/ IV, b||Vu||Vyb]| da
R3 R3

+0/ |Vb|Vhb||Vu|d:v+C/ Vb|[Vul|Vb| dz.
R3 R3

Vimos em (2.54) que

—2x(V x u, Aw)y = 2x(V x (Vu), Vw),

IA

_X(v X W, Au)2 - X(v X, AW)Q
XIIVwI3 + x| Auls.

A

Desta forma, pelo Lema 3.1, temos que

1d
5@”(%7 Vw, Vb) |3 + plAull3 + v Aw|3 + v[|[Ab|3 + [ V(V - w)[[5 + x| Vw3
<C [ |(Vhu,Viw,V;b)|[(Vu, Vw, Vb)|? dz

R3

1 1
< C(Vrpu, Vpw, Vpb)|2||(Vu, Vw, Vb) |5 [[(VVpu, VVw, VV,b) (2] (Au, Aw, Ab)||3.

Por conseguinte, podemos escrever

d
1 (Vu, Vw, Vb) |3 + 2af|(Au, Aw, Ab)|3 + 24| V(V - w)||3 + 2x[|Vw][3

1 1
< Ol(Vau, Viw, Vib)ll2 [[(Vu, Vw, Vb) |3 [[(VViu, VVLw, VV;b)|2[[(Au, Aw, Ab)||3,

onde o = min{y, v, v}. Integrando a desigualdade acima sobre [T — 7, s], onde s < ¢, e utilizando

a desigualdade de Holder obtemos

I(Au, Aw, Ab) (-, 7)|3 d7 + 2*6/ IV(V - w)( )13 dr

(Y, Vw, Vb)(-, )[3 + 20 /

T*—71 T*—1
1
s s 7
vox [T owt.nlBdr < o+ oz < [ vW,Vb><~,T>||%dT>
T*—1 T*—1
s % s i
X </ (VVu, vvhw,vvhb)(.,r)H%) (/ I(Au, Aw, Ab)(-,T)H%dT)
T*—1 T*—1

< C+CT2(MT1) </T_ 1(Vu, Vw, Vb)(-, 7)||2 dT) '
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Utilizando a Desigualdade de Young, chegamos a

T2(t) < C + CT2(t) T2 (1) (/t |(Vu, Vw, Vb)(-,7)|13 dT> !

T*—1

<oz ([ 1vuvw b nigar) "+ 570

T*—T1

Assim, infere-se, por (3.16), que

g0 <o+ ([ 1vuvw o) gar )

<C+C(C+ ng(t))% (/ |(Vu, Vw,Vb)(-y)\%dr)

T*—1

T*—1

<CH(C+CTW) (/ 1(Vu, Vw, Vb)(-, 72 d7> ‘

Por utilizar (1.1) e considerar 0 < 7 < 1 tal que

D=

T*
1
b)(-, 7|2 d —
</T*T\I(Vu,vw,v )72 T) <3

obtemos
Com isso, chegamos a

Logo,
[(Va, Vw,Vb)(-,t)|o < C, VT —7<t<T".

Isto é um absurdo (ver desigualdade de Leray em [3]). E isto conclui a prova do teorema. O

3.2 Critério de Regularidade Envolvendo (Jsus, 05w, dsb)(+,t)

Nesta se¢@o, nosso intuito é exibir mais um critério de regularidade para uma solucao fraca

(u,w,b)(-,t) do sistema de equacoes magneto-micropolar (1). Tal critério é uma extensao do
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resultado envolvendo uma solugao fraca u(-,t) das equagoes de Navier-Stokes (3), o qual garante a

suavidade de u(-,t) em (0,7"), quando adotamos a seguinte hipdtese:
83U3(', t) € LOO(Oa T L2(R3))

(Para mais detalhes ver [74]). Mais precisamente, provaremos a mesma implicagao para (u, w, b)(-,t),

quando assumirmos que

(O3us, 03w, d3b)(+,t) € L=(0,T; L*(R%)).

Em ordem a obtermos éxito, provaremos a seguir um lema que desempenha papel importante

na demonstracao do resultado principal desta secao.

Lema 3.2 (ver [74]). Sejam f € LS5(R3),g € L?(R?) tais que Osf € L*(R3), Vg € L%(R3). Entdo,

vale a sequinte desigualdade:

[ @)Ploa)) e < 292513105513 g2 Vsl (3.30)

Demonstra¢do. Suponha, sem perda de generalidade, que f,g € C°(R?). Primeiramente, vamos

provar que a seguinte desigualdade é vélida:

lg (- 23)l3 < 20l9(, -, 23) 31 Vag (-, -, 23) 3. (3.31)

Com efeito, observe que, pelo Teorema Fundamental do Calculo, chegamos a

Tk
gQ(x) = 2/ g(x1, e, x3)0kg(x1, T2, x3) dxg, k=1,2.

—00
Assim sendo, temos que
2 o
max g°(z1, v2, ¥3) = QmaX/ 9(z1, T2, ¥3) kg (21, T2, T3) d);

zER zrER o

< 2/ \9(z1, 22, 23)Okg(z1, T2, 3)| dy, (3.32)
R
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onde k = 1,2. Desta forma, por (3.32) e pela Desigualdade de Holder, obtemos

/ g4(x1,m2,:1;3) dxld:cgg/ [max g (xl,xg,xg)][maxgz(xl,m,xg)] dx1dxy
R2 R2 r1ER r2ER

/man $1,332,$3)d$1)( maXQQ(iEl,Iﬂz,%s)dfh)
R T2€R R Z1ER
< 4/2 |g(z1, x2, 23)029(x1, X2, x3)| dridxs
R
X /2 lg(w1, 22, 23)019(w1, T2, 23)| dx1dT2
R

1
§4</ |9($1,$2,$3)|2d$1d9€2)</ 019(21, 2, 23)|? d$1d$2)2
R2 R2

1

X (/ ’a2g($1,$2,x3)\2dx1dx2)2.
RQ

Portanto, pela Desigualdade de Young, infere-se que

1
/ 91,2, 5) durdrz < 4(/ |g(x1’x2’x3)|2dx1d$2) (/ |019(1, 2, 3)|? dﬂc1dm2)2
R? R2 o
2 2
X (/ |02g(1, T2, 23)] dxlde)
RQ
S 2</ ‘g(x17x27x3)’2dx1dx2> |:/ ’819(331,1‘2,1‘3)’2 dl’ldmg
R2 R2
+/ |829(3317$2,£E3)|2d$1d1‘2}
]RQ

< 2(/ |g($1,$2,$3)|2d$1dx2)(/ !th(m,x27x3)|2d$1d$2)-
R2 R2

E isto conclui a prova da desigualdade (3.31). Por usar a Desigualdades de Holder e (3.31), encon-

tramos

/ PP da < / 1723219, - @)l das
R3 R
< V2 /R 1723 219G, 23)l2l Vg - x3) 2 des

1 1

2 2

< Vamax [ £ a3) (/ \g(-,-,m)u%dm) (/ thgc,-,asg)r\%dxg) .
z3€R R3 R3

Dessa forma, chegamos a
2g® de < V2max || f( - 23)[319]2l Vagll2-
R3 z3€R

Agora, vamos estimar o méximo encontrado no lado direito da desigualdade acima. Primieramente,
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note que
3 . 3
[ aniesds = [ [ ou(r e was) dodaads = 5
R? J—o0 R? J—00

onde usamos o Teorema Fundamental do Célculo e o fato de f € C°(R3). Consequentemente,

encontramos

max | (- x3)|% < 2 (/R !f!3\83f]dx)2 |

r3€R

Logo, pela Desigualdade de Holder, temos

;
[ ratae<2va( [ irfosias) Lol Vil

<ova( [ tas) ([ iourPar) gl Tl

3 1
= 2V2|[ £ 195113 91l Vag]l2-

Isto prova a desigualdade (3.30). O

Agora, permita-nos enunciar o resultado principal desta secéao.

Teorema 3.2. Sejam (ug,wo,bg) € L?(R3) com V-ug = V -bg = 0. Assuma que T > 0.
Considere que (u,w,b)(-,t) € uma solugao fraca das equagoes magneto-micropolares (1) em [0,T)

com condigdo inicial (ug, wo,bg). Se
(Dzus, d3w, O3b) (-, 1) € L=(0,T; L*(R?)), (3.33)

entdo (u,w,b) € suave em R x (0,T).

Demonstracao. A mesma discussao estabelecida no inicio da demonstracao do Teorema 3.1 serd
considerada aqui. Assim sendo, vimos na demonstracao do Teorema 3.1, em (3.10), que
1d H
2dt
+2x||Vaw|3 = (u- Vu, Apu)s — (b- Vb, Apu)y — x(V x w, Apu)s + (u - Vw, Apw),
— X(V X u, AhW)Q + (u - Vb, Ahb)g — (b - Vu, Ahb)g.

(Vaw, Viow, Vib)[13 + (1 + )V Viull3 + v VVaw |3 + vV Vb3 + 5[V (V - w13

Agora, iremos analisar cada parcela do lado direito da igualdade anterior. Afirmamos que o primeiro
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termo satisfaz a desigualdade a seguir:
(- Vi, Apu)s < c/ s | [Vu] [V | e
R3

Com efeito, j4 vimos na demonstragao do Teorema 3.1, em (3.11), que

(u-Vu, Apu)y = Z/ ui(Oyuy) Ahujdx—i—Z/ u3(03u;) Ahujdx—i—Z/ u; (Oyuz) Apug dx.

1,j=1

Assim, pela Afirmacgao 3.1 e por integracio por partes, temos que

(u-Vu, Apu)y Z  (05u3)(ru;) dw—/ (31U1)(52U2)(53u3)d$+/3(32U1)(31U2)(33u3)d$
Jk | /R R

+Z/ U3 831,03 8kuj dl’+ZZ/ Uz 8’&3 aku3)d

jk=1 i=1 k=1

1 2
=3 Z
k=
2
=1

/ (63U3)(8]€uj')2 dl‘—/ (81U1)(62u2)(63U3) d.%'—i—/ (82U1)(81U2)(83U3) dx
j 1 R3 R3
+

j; R

3 2

R3
ZZ/ ui (O Oiuz) (Opus) di.

Observe que, também por integragao por partes, obtemos

/ 3(03u;) 8ku3 ZZ/ (Oku;)(Oius) (Okus) dx

=1 k=1

3 2

3 2 3 2
_ Z Z/ u; (O O;us) (Opus) de = Z Z . (Dyu;) (Opus)? dx + Z Z/ i(0;0kus3) (Okug) dx
i=1 k=1

=1 k=1 =1 k=1
2

w I

/ uz 8 8ku3)(8ku3) d

i=1 k=1

pois u ¢ livre de divergente. Consequentemente,

3 2
N ZZ/ ui(Or0;u3)(Okus) dr = 0.

i=1 k=1
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Assim, por integracao por partes, obtemos

(u Vu Ahu Z/ 83U3 8ku] dx—/ (alul)(82UQ)<83U3)dx
]k 1 R3
+/3 (O2u1)(O1u2)(03us) dx + Z / u3(d3u;) (Ouy) dx
R
7,k=1
2
—ZZ/ 8kuz Bug 8kU3)d
i=1 k=1
e consequentemente,
(u Vu, Ahu Z/ us 638ku] Bku])dx—i—/ ((%,(91U1>((92U2)U3d$

Jik=1

+ /3 (81U1)(8382U2)U3 dr — /3 (8382u1)(81uQ)u3 dx
R R

_/R (Oou1)(0301u2)us dx + Z/ u3(dsuz)(Ofuy) d

7,k=1

+ZZ/3 8kuz 6u3 U3 dac—i—ZZ/ Gkul Ok&ug)ug dz.

i=1 k=1 i=1 k=1

Deste modo, podemos escrever

(u-Vu,Apu)s < C/ luz||Vul||VVul de.
R3

Observemos, agora, que

i,=1 k=1
3 2 3 2
== 35 [ @ @)@y dr— S0 S [ wi@rdi) Ouy) do
i,7=1 k=1 R i,j=1 k=1 R
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Mas, por integracao por partes, obtemos

3 2
- Z Z/ Uz 6ka w] 8kw])d.%' = Z Z/ (8Z»ui)(6kwj)2 dx

ig—1 k=1 ig=1k=1"R°
3 2
+ Z Z/duz(&ﬁkwj)(akw]) dz.
= R

Com isso, chegamos a

— Z Z/ ui(Or0;w;) (Opw;) dx =0,

i,=1 k=1

pois V - u = 0. Assim, podemos escrever

(u-Vw, Apw)s Z Z/ (Okui) (Ojw;) Opwj da

i,=1 k=1
3 2

3 2
Z 2/3 (030kw;) (Orwj)w; da + Z Z/ (Oku) (0;0kwj)w; dx
ij=1k=1"% j=1k=1

3

[\

/ (8ku1)(816kwj)wj dx
ij=1 k=1 R

< c/ ]|Vl [V w| da,
ja que u é livre de divergente. Analogamente, obtemos

(u- Vb, Apb)y < c/ b||Vu||VV,b| dz.
R3

Note também que

3 2
—(b-Vb,Apu); — (b-Vu, Apb)s Z Z [/ bi (9ib;) (D7) m—/R3 bi(iu;)(92b;) dx

IA
Q
w\

Ib||Vb|[VV ul de + c/ b|[Vu|[VV,b| da.
R R3

Por fim, é verdade que

_X(v X W, Ahu)Q - X(v X u, AhW)Q < XvahuH% + XthWH%?
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ver (3.15). Por conseguinte, chegamos a

d
aH(th, Vaw, Vib)[3 + 2a][(VVu, VVuw, VV,b)|[[3 + 26|V, (V - W[5 + 2x (| Vaw|3

<C / ((ug, w, b)| |(V, Vv, Vb)| (Y, VVw, VV,b)| dz, (3.34)
R3
onde o = min{yu,~,v}. Pela Desigualdade de Young, obtemos

d
21 (Ve Viw, Vib)[3 + al(VVau, VVaw, VV;b) |5 + 2[Vi(V - w)|13 + 2x || Vawl]3

< C/ |(u3, w,b)|? |(Vu, Vw, Vb)|? dz.
R3
Assim, pelo Lema 3.2 e Lema 2.1, e por usar a hipdtese (3.33), encontramos
d
S (Vha, Vaw, Vib) |3 + ol (VVu, VYW, VV3b) 3 + 26]| V(Y - w) 15 + 2x[Vawll3
<C [ Jusw b [(Va, Vw. VD) dz
R3

3 1
< CH (U3, w, b)”é ||(33U3, 83W7 aib) H22 H (vuv VW, Vb)H?H (vvhu7 Vth, vvhb)H?
< Cl(Vau, Viw, Vib)|2]|(03us, 93w, d3b) ||2(| (Vu, Vw, Vb)|[2[[(VViu, VV,w, VV;b)|2
< C|(Vpu, Viw, Vib)|l2 [[(Vu, Vw, Vb)|2 [|(VVhu, VVw, VV;b)|2.

Desta forma, por aplicar a Desigualdade de Young, obtemos

d o
@H(th, Viw, Vib) |5 + 5II(Vth, VVLw, VVb) (13 + 26(|VL(V - W)|I5 + 2x|| Vaw]]3
< C|(Vru, Viw, Vib)|3]|(Vu, Vw, Vb)|[3.

Assim, pelo Lema de Gronwall, inferimos
[(Vaw, Viw, Vib) (-, 1)[13 < C|[(Viu, Viw, Vhb)(-,d)H%eféT IV, YW, Vb)(9)l3ds w4 ¢ [0, T7).
Por (1.1), temos que
1(Vhu, Viw, Vib) (- )3 < C, Vit e [5,T%). (3.35)

J& vimos, também na demonstracao do Teorema 3.1, que
1d
2 dt
<C [ [(Vpu,Vyw,Vb)||(Vu, Vw, Vb)? dz.
R3

[(Vu, Vw, Vb) |3 + o (Au, Aw, Ab)|13 + || V(V - w) |13 + x[| VW3

81



Assim, por (3.35) e pelas Desigualdades de Holder, Gagliardo-Nirenberg e Young, chegamos a

1d
SoTL
< CH(th, Viw, Vhb)HQ ||(Vu, VW,Vb)HZ

Vu, Vw, Vb)|3 + al[(Au, Aw, Ab) |3 + & VV - w3 + x| Vw]}3

1 3
< C[[(Vu, Vw, Vb) |3 [[(Au, Aw, Ab)|3
< CJ|(Vu, Vw, VD)3 + S| (Au, Aw, Ab)|3

Consequentemente, obtemos
d
(Ve Vw, Vb)[[3 + af| (Au, Aw, Ab)|3 + 2 [[V(V - w) |3 + 2x[[Vw]i3 < C[[(Vu, Vw, Vb)|[5.
Logo, pelo Lema de Gronwall, temos que

A2 s\ 12.C [ ds *
[(Vu, Vw, Vb)(-, )|z < [|(Vu, VW, Vb)(-, §) |27 /o @, Vo <t <T"

Isto é uma contradigao (ver desigualdade de Leray em [3]). Isto finaliza a prova do Teorema 3.2. [

3.3 Critério de Regularidade Envolvendo (Vusz, Vw, Vb)(-, )

Nesta secao, estenderemos um critério de regularidade estabelecido para uma solugao fraca
u(-,t) das equagdes de Navier-Stokes (3), o qual garante a suavidade desta solugao em [0,77],

quando adota-se a seguinte hipdtese:

2 3 3 33
. t) € LP(0,T: LY(R? Syt =2 3.
VU3(,)€ (7 ) ( ))7 p+q 2+4q72<q<

(Para mais detalhes ver [68]). Nesta dissertacao, conseguimos um resultado semelhante para uma

solugao fraca (u, w,b)(-,t) das equagoes magneto-micropolares (1), quando assumimos que

(Vu37VW7Vb)('7t) € Lp(O,T; Lq<R3)); -+ - = +

9

2 3 3 33
q 2

Primeiramente, provaremos uma desigualdade que sera tutil na prova do resultado principal

desta secao.
Lema 3.3 (ver [68]). Sejam 3 < g <3 e f,g € CL(R®). Entdo a sequinte desigualdade é verdadeira:
2(2¢—3) 2(3—q)

” [f(@)Plg()] dz < CIVFIZIgll, * Vaglly *
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onde C' € uma constante positiva que depende somente de q.

Demonstracao. Note que, pela Desigualdade de Holder, temos

q 2q9—3

2 92 29 3; _2q q
ffg°dx < | f|3=4 dx1dzo lg|2a=3 dz1dxs dxs
RR3 R \JR2 R2

—q 29—3

3—q
< max </ |f(a:1,x2,a:3)]32qu dxlda:2> ! / (/ ]9]2;733 dmldm) ! dzs.
r3€ER R2 R R2

Vamos agora estimar o maximo encontrado do lado direito da desigualdade acima. Assim sendo,

pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos

2q 3(q

2q z3 29 —1)
f37a(x) :/ 33f3q(331,$2,8)d8§0/ |f(x1, 22, 23)| 30 |03f (21,22, 23)| dx3.
—00 R

Consequentemente,

q 3—q

_2q q 3(g—1) q
max </ |f(x1, 22, x3)|3~9 d:cldq:g> <C (/ |f] 31 |05 f] d:c)
z3€R R2 R3

Aplicando a Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg

2¢—3 3—q
HUHQ‘LZ < CHU”2 ! ||thng )
q—3

e a Desigualdade de Holder, chegamos a

2q—3 3—q

9 9 3(¢—1) %q 9 Ta 9 q
[oratae<c( [ mna) [ ([ ) " ([ ViR dode) " ds

3(g—1) 3—q 2(2¢—3) 2(3—q)

< Clfll s’ 19s1lla” llglly ™ Vagly
—4q

Por fim, por aplicar o Lema 2.1, encontramos

3(¢=1) g—1 g—1 g-1
Il o’ =< Cloflle” N102F1la” 1198 lla" -
—q
Isto completa a prova do lema em questao. ]
Agora estamos prontos para enunciar o resultado principal desta secao.

Teorema 3.3. Seja (ug, wo,bg) € L2(R3) com V-ug = V-bg =0 e T > 0. Assuma que

(u,w,b)(-,t) € uma solugao fraca das equagées magneto-micropolares (1) em [0,T] com condi¢do

83



inicial (ug, wo,bg). Se
3 2 3 3

entdo a solucdo (u, w,b) € suave em R3 x (0,T).

Demonstragdo. A mesma discussao estabelecida no inicio da demonstracao do Teorema 3.1 serd
considerada aqui. Assim sendo, como (Vu,Vw,Vb)(-,t) € L?(0,T;L*(R3)) (ver defini¢io de

solugao fraca), entao existe I' € [ty, T™) tal que

T*
|(Vu, Vw,Vb)(-, )] < C e / |(Vu, Vw, Vb)(-,t)||2dt < 4, (3.37)
r
onde § > 0 seré estabelecido a seguir.

Relembrando a deigualdade (3.34), concluimos que

d
£||(th, Vuw, Vib)|3 + 2a||VVu, VVw, VV,b) |15 4 26| VL(V - w)|13 + 2x|| Vaw|3

<c /R (g, B)][(Vt, Vw0, Tb) | (VY 3, VT, Vb
onde o = min{y, v,v}. Consequentemente, pela Desigualdade de Young, temos
%H(vhu, Viw, Vib)[l5 + 2a|[(VViu, VV,w, VV;b)|[3 + 26[| V5 (V - W[5 + 2| Vaw]3
< c/R3 (s, w, b) 2| (Y, Vw, Vb)[2 dz + | (VV 1, VVw, VVb)[2.
Portanto, pelo Lema 3.3, chegamos a

d
@H(vhu, Vw, Vib)|3 + ol (VViu, VVw, VVb) |13 + 26(|VL(V - W) |15 4 2X|| Vaw||3

2(2¢—3) 2(3—q)

SCH(VU;),,VW,Vb)HZ”(Vu,VW,Vb)HQ T (VVRu, VVLwW, VVL b)), *

Com isso, pela Desigualdade de Young, encontramos
d
SV, Vaw, Vib) |3 + al|(VV3, VYW, VV3b) 5 + 26]| V(Y - w)[13 + 2x][ Vawll3

2q

< O||(Vus, Vw, Vb)[|2*||(Vu, Vw, Vb) |2 + %H(Vvhu, VV,w, VVb)|2.
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Assim sendo, podemos escrever

d o
Z(Vru, Vuw, Vab) |3 + S [(VViu, VYW, VVLb)|3 + 26 Vi (V - w)II3 + 2x[| Vw3

2q

< C||(Vuz, Vw, Vb) |7 [ (Vu, Vw, Vb)|3.

Integrando sobre [I',¢], onde t < T*, a desigualdade acima, chegamos a

t t
[(Vhu, Viw, Vib) (-, )3 + & (VVau, VV,w, VVb) (-, 8)|[3ds + 26 | [|[VL(V -w)(-,s)|3ds
2 Jr r

24

¢ ¢
+ 2)(/ thw(-,s)H%dS <C+ C/ [(Vus, Vw, Vb) (-, 8)|[4° |V, VW,Vb)(~,s)|]§ds.
r r

Definamos,

t
I%(t)zriug [(Vhu, VhW,Vhb)<-,T)H%+/ [(VVhu, VVw, VV,b)(-, 7)||3 dr
<r<t T

e também

t
Fé0) = s [V, Ve, TB)DIE+ [ (Au, Aw, Ab)C.7) .

Assim, pela hipétese (3.36) e por (1.1), temos

=

nw<creaio[  (Vus, Vo, VBT dT)Z (/ C(Vu, Vw, Vb i)
<C+ CJF% (t).
Por conseguinte,
TA(t) < C+Cj§(t), VI <t<T* (3.38)

Ja vimos, na demonstracao do Teorema 3.1, que

1d

2 dt

<C [ |(Vpu,Viw,Vb)||(Vu, Vw, Vb)|*dz
R3

1(Va, Vw, Vb)|[3 + af| (Au, Aw, Ab) |3 + &[|V(V - w)|[5 + x| Vw]3

< C[(Vru, Viw, Vib)||2[|(Vu, Vw, Vb)|13,

onde na ultima passagem utilizamos a Desigualdade de Holder. Assim, pela Desigualdade de
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Interpolacao, pelo Lema 2.1 e a Desigualdade de Young, obtemos

2dt”<vu Vw, Vb3 + af|(Au, Aw, Ab) |3 + &[|V(V - W) 5 + x| Vwl]3

< OV, Taw, Vi) o[ (T, Vw, V) [ [[(Vu, Vw, Vb) |

< Cl(Vau, Vaw, Vib)|2[[(Vu, Vw, Vb)||2% [(VViu, VVyw, VV;b) |2 (Au, Aw, Ab)”é
< C[[(Vpu, Viw, Vhb)||§ [(Vu, Vw, Vb) HE [(VVhu, VV,w, Vvhb)\é

(%

+ 2)|(au, Aw, Ab) 3
Assim, podemos inferir que

d
g 1(Vu, Vw, Vb) |3 + all(Au, Aw, Ab)|[3 + 2x[|V(V - w)|[3 + 2x[[ Vw3

4 2 4
< Cl[(Viu, Vaw, Vib) |3 [(Vu, Vw, Vb)||3 | (VVAu, VViw, VVb)]|3.

Integrando sobre [I',¢], onde t < T*, a desigualdade acima, obtemos

|(Vu, Vw, Vb)( HQ+a/ |(Au, Aw, Ab)(-, s HstJrzn/ IV(V -w)(-,8)|3ds

N colno

t
o [ IV s)13as < 040 [T Taw, Vi) 1T, T, TR )
r r

4
x [(VVhu, VVRw, VV,b)(-, 5)||3 ds.

Desta forma, pela Desigualdade de Holder e (3.38), chegamos a

2

t 3
( / 1(VVhu, VV,w, VV,b)|[3 ds)
r

=

JE(t) < C’+CIS </ |(Vu, Vw, Vb)|2 ds>

W=

< C’—l—CI“ (/ [(Vu, Vw, Vb)]|3 ds>

<ciolot ot (/ |(Va, Vw, Vb) 2 ds)

[

T*

<O+ [CH+CTFED)] </F |(Vu, Vw, Vb)||2 ds> 3 .

Por (3.37), temos que

T*
/ |(Vu, Vw, Vb)(-, )3 ds < 6,
I
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onde § = %. Logo,
JEt)<C, Vte[l,T*).

E isto conclui a prova desse teorema.

87



Referéncias Bibliograficas

1]

2]

3]

[4]

[9]

[10]

Y. BAOQUAN, Regularity of weak solutions to magneto-micropolar fluid equations, Acta
Mathematica Scientia, 30B(5) (2010), 1469-1480.

H. BEIRAO DA VEIGA, A new regularity class for the Navier-Stokes equations in R™,
Chinese Ann. Math. Ser. B 16 (1995), no. 4, 407-412.

P. Braz E Sitva, W. G. MELO, P. R. ZINGANO, Lower bounds on blow-up of solutions

for Magneto-micropolar fluid systems in homogeneous Sobolev spaces, preprint (2015).

E. CaFrLisH R, I. KLAPPER, G. STEEL, Remarks on singularities, dimension and energy
dissipation for ideal hydrodynamics and MHD, Comm Math Phys, 184 (1997), 443-455.

M. CaANNONE, C. X. MiAao, N. Prioux, B. Q. YUAN, The Cauchy problem for the
Magneto-hydrodynamic system, Banach Center Publications, 74 (2006), 59-93.

C. S. Cao, Sufficient conditions for the regqularity to the 3D Nawvier-Stokes equations,
Discrete Contin. Dyn. Syst. 26 (2010), no. 4, 1141-1151.

C. S. Cao, J. L. QIN, E. S. Trr1, Regularity criterion for solutions of three-dimensional
turbulent channel flows, Comm. Partial Differential Equations 33 (2008) 419-428.

C. S. Cao, E. S. Trti, Global reqularity criterion for the 3D Navier-Stokes equations
involving one entry of the velocity gradient tensor, Arch. Ration. Mech. Anal. 202 (2011),
no. 3, 919-932.

C. S. Cao, E. S. TiT11, Regularity criteria for the three-dimensional Navier-Stokes equa-
tions, Indiana Univ. Math. J. 57 (2008), no. 6, 2643-2661.

C. Cao, J. Wu, Two reqularity criteria for the 3D MHD equations, J. Differ. Equ. 248
(2010), 2263-2274.

88



[11]

[12]

[13]

[14]

[16]

[17]

[18]

J. Y. CHEMIN, P. ZHANG, On the critical one component reqularity for the 8D Navier-
Stokes equations, arXiv:1310.6442 [math.AP], 24 Oct 2013.

Q. L. CHEN, C. X. M1ao, Z. F. ZHANG, The Beale-Kato-Majda criterioa for the 3D
magneto-hydrodynamics equations, Comm Math Phys, 275 (2007), 861-872.

P. ConstanTIN, C. FI10AS, Navier-Stokes equations, Chicago Lectures in
Mathematics.(1988).

G. Duvant, J. L. LioNs, Inequations en thermoelasticite et magnetohydrodynamique,
Arch Ration Mech Anal, 46 (1972), 241-279.

L. Escauriaza, G.A. SEREGIN, V.SVERAK, L3 -solutions of Navier-Stokes equations
and backward uniqueness, Russian Math. Surveys 58 (2003), no. 2, 211-250.

L. C. Evans, Partial Differential Equations, American Mathematical Society, Second Edi-
tion, 2010, pp. 749.

J. S. FAN, S. JiaANG, G. NAKAMURA, Y. ZHOU, Logarithmically improved reqularity
criteria for the Navier-Stokes and MHD equations, J.Math. Fluid Mech. 13 (2011), 557-
571.

J. S. Fan, S. JiaNnGg, G. NAKAMURA, Y. ZHOU, On regularity criteria for the n-

dimensional Navier-Stokes equations in terms of the pressure, J.Differencial Equations 244
(2008), 2963-2979.

D. Y. Fang, C. Y. QIAN, The reqularity criterion for the 3D Navier-Stokes equations
involving one velocity gradient component, Nonlinear Anal. 78 (2013) 86-103.

G.B. FOLLAND, Real Analysis: Modern Techniques and Their Applications, Pure and Ap-
plied Mathematics: A Wiley-Interscience Series of Texts, Monographs, and Tracts. Second
Edition, 1999, pp. 408.

S. GALA, Extension criterion on regularity for weak solutions to the 3D MHD equations,

Math. Methods Appl. Sci. 33 (2010), 1496-1503.

S. GALA, Remarks on reqularity criterion for weak solutions to the Navier-Stokes equations
in terms of the gradient of the pressure, Appl. Anal. 92 (2013), 96-103.

G. P. GALDI, An Introduction to the Mathematical Theory of the Navier-Stokes Equations,
Vols I, II. Springer, New York (1994).

89



[24]

[25]

[26]

S. Q. Gao, H. Y. DuAN, Negative norm least-squares methods for the incompressible
magnetohydrodynamic equations, Acta Math Sci, 28B (2008), 675-684.

C. HE, Regularity for solutions to the Navier-Stokes equations with one velocity component

regular, Electron. J. Differencial Equations 2002 (2002), 1-13.

X. W. HE, S. GALA, Regularity criterion for weak solutions to the Navier-Stokes equations
in terms of the pressure in the class L*(0,T; B;ol,oo (R?)), Nonlinear Anal. Real World Appl.
12 (2011), 3602-3607.

C. HEe, Y. WANG, On the regularity for weak solutions to the magnetohydrodynamic equa-
tions, J. Differ. Equ. 238 (2007), 1-17.

C. HE, Y. WANG, Remark on the reqularity for weak solutions to the magnetohydrodynamic
equations, Math. Methods Appl. Sci. 31 (2008), 1667-1684.

C. HE, Z. XIN, On the regularity of solutions to the magnetohydrodynamic equations, J.
Differ. Equ. 213 (2005), 235-254.

X. J. J1ia, Z. H. JIANG, An anisotropic regularity criterion for the 3D Navier-Stokes
equations, Commun. Pure Appl. Anal. 12 (2013) 1299-1306.

X. J. Jia, Y. ZHOU, Remarks on regularity criteria for the Navier-Stokes equations via
one velocity component, Nonlinear Anal. Real World Appl. 15 (2014) 239-245.

Q. S. Jiu, D. J. N1u, Mathematical results related to a two-dimensional magnetohydrody-
namic equations, Acta Math Sci, 26B (2006), 744-756.

H.O. KRreEiss, J. LORENZ, Initial-boundary value problems and the Navier-Stokes equati-
ons, Reprint of the 1989 edition. Classics in Applied Mathematics, 47. Society for Industrial
and Applied Mathematics (STAM), Philadelphia, PA, 2004.

I. KUKAVICA, M. ZIANE, Navier-Stokes equations with reqularity in one direction, J.Math.
Phys. 48 (2007) 065203.

I. Kukavica, M. ZIANE, One component regularity for the Navier-Stokes equations, Non-
linearity 19 (2006) 453-469.

O. A. LADYZHENSKAYA, On uniqueness and smoothness of generalized solutions to the
Navier-Stokes equations, Zap. Nauchn. Sem. Leningard. Otdel. Mat. Inst. Steklov. (LOMI)
5 (1967) 169-185.

90



[37]

[38]

[41]

[42]

[43]

Z. LEI, Y. ZHOU, BKM criterion and global weak solutions for magnetohydrodynamics
with zero viscosity, Discrete Contin. Dyn. Syst., Ser. A 25 (2009), 575-583.

P. G. LEMARIE-RIEUSSET, Recent Developments in the Navier-Stokes Problem, Chapman
and Hall, London, 2002.

J. LERAY, Sur le mouvement d’un liquide visqueuzr emplissant l’espace, Acta Math. 63
(1934) 193-248.

F. P. L1, B. Q. YUAN, On some explicit blow-up solutions to 3D incompressible mag-
nethohydrodynamic equations, Acta Math Sci, 29A(6) (2009), 1651-1656.

A. E. LirscHITZ, Magnetohydrodynamics and spectral theory, In: Developments in Elec-

tromagnetic Theory and Applications, vol. 4. Kluwer Academic, Dordrecht (1989).

J. NEUSTUPA, A. NOVOTNY, P. PENEL, An interior reqularity of a weak solution to the

Navier-Stokes equations in dependence on one component of velocity, topics in mathematical

fluid mechanics, Quad. Mat. 10 (2002) 163-183.

J. NEUSTUPA, P. PENEL, Regularity of a suitable weak solution to the Navier-Stokes equa-

tions as a consequence of reqularity of one velocity component, Applied Nonlinear Analysis.
Kluwer/Plenum, New York (1999), 391-402.

L. NIRENBERG, On elliptic partial differential equations, Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa (3)
13 1959 115-162.

T. OHYAMA, Interior regularity of weak solutions of the time-dependent Nawvier-Stokes
equation, Proc. Japan Acad. 36 (1960) 273-277.

E. E. ORTEGA-TORRES, M. A. R0OJAS-MEDAR, Magneto-micropolar fluid motion: Global
existence of strong solutions, Abstr. Appl. Anal. 4 (1999) 109-125.

E. E. ORTEGA-TORRES, M. A. ROJAS-MEDAR, On the uniqueness and regularity of the

weak solution for magneto-micropolar fluid equations, Rev. Mat. Apl. 17 (1996) 75-90.

P. PENEL, M. POKORNY, Improvement of some anisotropic reqularity criteria for the
Navier-Stokes equations, Discrete Contin. Dyn. Syst. Ser. S 6 (2013) 1401-1407.

P. PENEL, M. POKORNY, On anisotropic reqularity criteria for the solutions to 3D Navier-
Stokes equations, J.Math. Fluid Mech. 13 (2011) 341-353.

91



[50]

[51]

[61]

[62]

P. PENEL, M. POKORNY, Some new reqularity criteria for the Navier-Stokes equations
containing gradient of the velocity, Appl. Math. 49 (2004) 483-493.

M. POKORNY, On the result of He concerning the smoothness of solutions to the Navier-
Stokes equations, Electron. J. Differential Equations 2003 (2003) 1-8.

G. ProD1, Un teorema di unicitd per le equazioni di Navier-Stokes, Ann. Mat. Pura Appl.
48 (1959) 173-182.

M. A. RoJAS-MEDAR, Magneto-micropolar fluid motion: existence and uniqueness of
strong solutions, Math. Nachr. 188 (1997) 301-319.

M. A. RoJAS-MEDAR, J. L. BOLDRINI, Magneto-micropolar fluid motion: existence of
weak solutions, Rev. Mat. Complut. 11 (1998) 443-460.

M. SERMANGE, R. TEMAM, Some mathematical questions related to the MHD equations,
Commun. Pure Appl. Math. 36 (1983), 635-664.

J. SERRIN, The initial value problem for the Navier-Stokes equations, in: Nonlinear Pro-
blems, Proc. Symposium, Madison, Wisconsin, University of Wisconsin Press, Madison,
Wisconsin, 1963, pp.69-98.

7. SKALAK, A note on the reqularity of the solutions to the Navier-Stokes equations via
the gradient of one velocity component, J.Math. Phys. 55 (2014) 121506.

Z. SKALAK, On the regularity of the solutions to the Navier-Stokes equations via the gra-
dient of one velocity component, Nonlinear Anal. 104 (2014) 84-89.

S. TAKAHASHI, On interior reqularity criteria for weak solutions to the Navier-Stokes equa-
tions, Manuscr. Math. 69 (1990), 237-254.

R. TEMAM, Navier-Stokes Equations, Theory and Numerical Analysis, AMS ChelseaPu-
blishing, 2001.

Y. WANG, Regularity criterion for a weak solution to the three-dimensional magneto-

micropolar fluid equations, Boundary Value Problems, 58 (2013).

Y. WaNG, L. Hu, Y. WANG, A Beale-Kato-Madja criterion for magneto-micropolar fluid
equations with partial viscosity, Bound. Value Probl. 2011, Article ID 128614.

F. WaNG, K. Y. WANG, Global existence of 3D MHD equations with mized partial dissi-
pation and magnetic diffusion, Nonlinear Anal. Real World Appl. 14 (2013) 526-535.

92



[64]

Y. WANG, H. ZHAO, Y. WANG, A logarithmally improved blow-up criterion of smooth
solutions for the three-dimensional MHD equations, Int. J. Math. 23 (2012), Article ID
1250027.

J. Wu, Viscous and inviscid magneto-hydrodynamics equations, J. Anal. Math. (Jerus.) 73
(1997), 251-265.

J. YUAN, Existence theorem and blow-up criterion of the strong solutions to the magneto-

micropolar fluid equations, Math. Methods Appl. Sci. 31 (2008) 1113-1130.

B. YUAN, Regularity of weak solutions to magneto-micropolar fluid equations, Acta Math.
Sci. 30 (2010) 1469-1480.

Z. ZHANG, An almost Serrin-type reqularity criterion for the Navier-Stokes equations in-

volving the gradient of one velocity component, Z. Angew. Math. Phys. 66 (2015) 1707-1715.

Z. J. ZHANG, A remark on the regularity criterion for the 3D Navier-Stokes equations
involving the gradient of one velocity component, J.Math. Anal. Appl. 414 (2014) 472-479.

Z. J. ZHANG, A Serrin-type regularity criterion for the Navier-Stokes equations via one

velocity component, Commun. Pure Appl. Anal. 12 (2013) 117-124.

Z. J. ZHANG, Regularity criteria for the 3D MHD equations involving one current density

and the gradient of one velocity component, Nonlinear Anal. 115 (2015) 41-49.

Z. F. ZuANG, Q. L. CHEN, Regularity criterion via two components of vorticity on weak
solutions to the Navier-Stokes equations in R3, J.Differential Equations 216 (2005) 470-481.

Z. ZHANG, X. YANG, A note on the reqularity criterion for the 3D Navier-Stokes equations
via the gradient of one velocity component, J. Math. Anal. Appl. 432 (2015), 603-611.

Z. ZHANG, X. YANG, On the reqularity criterion for the Navier-Stokes equations involving
the diagonal entry of the velocity gradient, Nonlinear Anal. 122 (2015), 169-175.

Z. J. ZHANG, Z. A. Yao, P. L1, C. C. Guo, M. Lu, Two new reqularity criteria for the
3D Navier-Stokes equations via two entries of the velocity gradient, Acta Appl. Math. 123
(2013) 43-52.

Z.J. ZHANG, Z. A. YAO, M. Lu, L. D. N1, Some Serrin-type reqularity criteria for weak
solutions to the Navier-Stokes equations, J.Math. Phys. 52 (2011) 053103.

93



[77]

78]

Z. ZHANG, A. YAO, X. WANG, A reqularity criterion for the 3D magneto-micropolar fluid
equations in Triebel-Lizorkin spaces, Nonlinear Anal. 74 (2011) 2220-2225.

Z. J. ZHANG, D. X. ZHONG, L. Hu, A new regularity criterion for the 3D Navier-Stokes
equations via two entries of the wvelocity gradient tensor, Acta Appl. Math. 129 (2014)
175-181.

X. X. ZHENG, A regularity criterion for the tridimensional Navier-Stokes equations in

terms of one velocity component, J.Differential Equations 256 (2014) 283-309.

Y. Zuou, A new regularity criterion for the Navier-Stokes equations in terms of the gradient

of one velocity component, Methods Appl. Anal. 9 (2002) 563-578.

Y. Zuou, A new reqularity criterion for weak solutions to the Navier-Stokes equations,
J.Math. Pures Appl. 84 (2005) 1496-1514.

Y. ZHOU, On regularity criteria in terms of pressure for the Navier-Stokes equations in

R3, Proc. Amer. Math. Soc. 134 (2006) 149-156.

Y. Zuou, Regularity criteria for the 3D MHD equations in terms of the pressure, Internat
J Non-Linear Mech, 41 (2006), 1174-1180.

Y. ZHoU, Regularity criteria for the generalized viscous MHD equations, Ann Inst H Poin-
caré Anal Non Linéaire, 24 (2007), 491-505.

Y. ZHou, Remarks on regularities for the 3D MHD equations, Discrete Contin. Dyn. Syst.
12 (2005), 881-886.

Y. Zuou, S. GALA, A new reqularity criterion for weak solutions to the viscous MHD
equations in terms of the vorticity field, Nonlinear Anal. 72 (2010), 3643-3648.

Y. Zuou, S. GALA, Regularity criteria for the solutions to the 3D MHD equations in the
multiplier space, Z. Angew. Math. Phys. 61 (2010), 193-199.

Y. ZHou, M. POKORNY, On a regularity criterion for the Navier-Stokes equations involving
gradient of one velocity component, J.Math. Phys. 50 (2009) 123514.

Y. ZHou, M. POKORNY, On the reqularity of the solutions of the Navier-Stokes equations
via one velocity component, Nonlinearity 23 (2010) 1097-1107.

94



