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Resumo

O objetivo principal deste trabalho consiste em mostrar a existência de métricas com curva-
tura de Ricci positiva na classe conforme de uma métrica Riemanniana com curvatura escalar
positiva em variedades compactas de dimensão 3 e 4. Catino-Djadli [3] e Gursky-Viaclovsky
[13] mostraram que se as curvaturas escalar e de Ricci de uma métrica g satisfazem a uma
desigualdade integral em uma variedade compacta tridimensional, então g é conforme a al-
guma métrica de curvatura de Ricci positiva. No primeiro artigo os autores trabalham em
variedades tridimensionais e no segundo em variedades de dimensão 4.

Palavras Chaves: Métricas conformes, curvatura de Ricci positiva, desigualdade integral.
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Abstract

The main objective of this work is to show the existence of metrics with positive Ricci
curvature in the class as a Riemannian metric with positive scalar curvature on compact
manifolds of dimension 3 and 4. Catino-Djadli [3] and Gursky-Viaclovsky [13] showed that
bends climbing and Ricci of a metric g satisfies an integral inequality in a three-dimensional
compact manifold, then g is according to some metric of positive Ricci curvature. In the
first article the authors work in three-dimensional manifolds and second manifolds 4.

Key Words: Conformal metrics, positive Ricci curvature, integral inequality.
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1.4 Funções Simétricas Elementares e o Tensor de Schouten . . . . . . . . . . . . 11

1.5 Métricas Conformes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.6 Elipticidade e Estimativa Gradiente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2 Deformações Conformes em variedades de dimensão 3 31

2.1 Limite Superior . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.2 Limite Inferior . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.3 Demonstração do Teorema Principal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

2.4 Aplicação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3 Deformações Conformes em variedades de dimensão 4 56

3.1 Limite Superior . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3.2 Limite Inferior . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

3.3 Demonstração do Teorema Principal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

3.4 Aplicação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

Referências Bibliográficas 68
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Introdução

Em 1904, o francês Henri Poincaré apresentou uma conjectura sobre a esfera tridimensi-

onal que intrigou grandes mentes da matemática por quase um século até sua prova em

2002 por G. Perelman. Hoje ela é conhecida como a Conjectura de Poincaré. Desde que

Poincaré lançou sua conjectura, muitos matemáticos dedicaram-se a encontrar propriedades

topológicas ou geométricas de uma variedade através de sua estrutura métrica. Como exem-

plo, podemos perguntar sob quais condições no tensor curvatura uma variedade Riemanniana

é homeomorfa ou difeomorfa a uma forma espacial.

Em 1951, Rauch H.E. [21] perguntou se uma variedade Riemanniana Mn compacta sim-

plesmente conexa de dimensão n com curvatura seccional no intervalo (1, 4] é necessariamente

homeomorfa ou difeomorfa à esfera Sn. Devido ao trabalho de Berger e Klingenberg sabe-se

que a resposta a esta pergunta é positiva para o caso de ser homeomorfa e devido ao trabalho

de Brendle e Shoen [1] o resultado é verdadeiro para o caso diferenciável, hoje conhecido

como o Teorema da Esfera Diferenciável.

Em [4] os autores mostraram que dada uma variedade Riemanniana fechada (M, g) de

dimensão 4 com o invariante de Yamabe positivo e satisfazendo a desigualdade∫
M

(
1

3
R2

g − |Ricg|2 −
1

2
|Wg|2

)
dvg > 0,

onde Ricg, Rg e Wg são o tensor de Ricci, a curvatura escalar e o tensor de Weyl da métrica

g, respectivamente, então segue que M é difeomorfa à esfera S4 ou ao espaço projetivo RP 4.

Na primeira parte deste trabalho iremos apresentar um resultado semelhante ao resultado

em [4], porém para variedades tridimensionais. Mais precisamente, provaremos no Caṕıtulo

2 o seguinte teorema de Catino e Djadli [3].
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Teorema 0.1. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana fechada de dimensão 3 com cur-

vatura escalar positiva. Se ∫
M

|Ricg|2g dVg ≤
3

8

∫
M

R2
g dVg,

então M é difeomorfa a uma forma espacial esférica.

A grosso modo, a demonstração deste teorema consiste em mostrar que a variedade

admite uma métrica de curvatura de Ricci positiva, e então usar o resultado de Hamilton

[14] sobre fluxo de Ricci para concluir o resultado. Em 1982, Hamilton introduziu o fluxo de

Ricci, que nada mais é do que uma famı́lia diferenciável a 1-parâmetro de métricas g(t) que

satisfaz a equação
∂

∂t
g(t) = −2Ricg(t).

Então ele mostrou em [14] que se g(0) possui curvatura de Ricci positiva, então o fluxo

converge para uma métrica de curvatura seccional constante positiva, e isto implica que M

é difeomorfa a uma forma espacial esférica.

Na segunda parte do trabalho, caṕıtulo 3, apresentaremos um resultado de Gursky e

Viaclovsky [13] em variedades de dimensão 4. Em resumo, esse resultado nos diz que sobre

certas condições a variedade admite uma métrica de curvatura de Ricci positiva. Mais

precisamente, mostraremos o seguinte teorema.

Teorema 0.2. Seja (M4, g) uma variedade Riemanniana fechada de dimensão 4 com cur-

vatura escalar constante positiva. Se

F2([g]) +
1

6
(1− t0)(2− t0)

(
Y (M, [g])

)2
> 0, (1)

para algum t0 ≤ 1, então existe uma métrica conforme g̃ = e−2ug com Rg̃ > 0 e σ2(A
t0
g̃ ) > 0.

Isso implica a desigualdade tensorial

(t0 − 1)Rg̃g̃ < 2Ricg̃ < (2− t0)Rg̃g̃. (2)

As demonstrações dos teoremas 0.1 e 0.2 consistem em deformar conformemente a métrica

g através de soluções para a equação

σ2(g
−1At

g̃) = f 2e4u, (3)
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onde σ2 é a segunda função simétrica elementar, g̃ = e−2ug,

At
g̃ =

1

n− 2

(
Ricg̃ −

t

2(n− 1)
Rg̃g̃

)
onde Ricg̃ e Rg̃ são o tensor de Ricci e a curvatura escalar da métrica g̃, respectivamente, e

f é uma função suave positiva a ser escolhida adequadamente. A escolha de f é de tal forma

que a equação possua solução para t < 0 suficientemente grande em valor absoluto.

Usaremos o método da continuidade para mostrar que esta equação, no caso de dimensão

3, possui solução para t0 = 2/3, e no caso de dimensão 4, possui solução para t0 = 1.

Conclúıremos que a métrica conforme correspondente a essa solução será a métrica que nos

dá o resultado para o teorema.

Apresentaremos neste trabalho as demonstrações dos Teoremas 0.1 e 0.2 contidas em [3] e

[13], respectivamente. No caṕıtulo 1 serão apresentadas as definições básicas e as ferramentas

necessárias para um bom entendimento dos caṕıtulos posteriores. Os caṕıtulos 2 e 3 são

dedicados às demonstrações dos resultados principais. Além disso, fazemos ao final destes

caṕıtulos uma aplicação do resultado principal para subvariedades e para a Q-curvatura,

respectivamente.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo apresentaremos algumas definições básicas da geometria Riemanniana, bem

como ferramentas que serão utilizadas ao longo do trabalho. Em todo o texto usaremos a

notação de Einstein que diz que ı́ndices repetidos abaixo e acima representam somas variando

de 1 até a dimensão da variedade, como por exemplo,

aib
i =

n∑
i=1

aib
i.

1.1 Métricas Riemannianas e Curvatura

Em todo o texto iremos denotar por X (M) o conjunto de todos os campos de vetores suaves

em uma variedade diferenciável M e por C∞(M) o conjunto de todas as funções suaves

f : M → R.

Definição 1.1. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferenciável M é um tensor

suave g do tipo (2, 0) em M tal que em cada ponto p ∈ M , a aplicação gp : TpM ×TpM → R
dada por

gp(u, v) := g(U, V )(p),

onde U, V ∈ X (M) são tais que U(p) = u e V (p) = v, é um produto interno em TpM .

Uma variedade Riemanniana (M, g) é uma variedade diferenciável M munida com uma

métrica Riemanniana g.
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Definição 1.2. Uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável é uma aplicação

∇ : X (M)×X (M) → X (M),

que será denotada por ∇XY := ∇(X,Y ), satisfazendo as seguintes propriedades:

i) ∇fX+gYZ = f∇XY + g∇YZ;

ii) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ;

iii) ∇X(fY ) = (Xf)Y + f∇XY ;

para todo X,Y, Z ∈ X (M) e f, g ∈ C∞(M).

Teorema 1.3. Dada uma variedade Riemanniana (M, g) existe uma única conexão afim ∇
satisfazendo as condições:

i) [X, Y ] = ∇XY −∇YX (simétrica);

ii) Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(X,∇XZ) (compat́ıvel com a métrica).

A conexão dada pelo Teorema 1.3 é chamada de Conexão Riemanniana ou de Levi-Civita.

A menos que se diga o contrário, iremos trabalhar com esta conexão.

Em um sistema de coordenadas locais, definimos os śımbolos e Christoffel Γk
ij como

∇ ∂
∂xi

∂

∂xj

= Γk
ij

∂

∂xk

.

Pelo Teorema 1.3, obtemos

Γk
ij =

1

2
gkm

(
∂gjm
∂xi

+
∂gim
∂xj

− ∂gij
∂xm

)
, (1.1)

onde (gij) são as componentes da métrica neste sistema de coordenadas e (gij) é sua inversa.

Definição 1.4. Seja T um tensor do tipo (r, 0). A derivada covariante ∇T de T é um tensor

de ordem (r + 1, 0) definido como

∇T (X1, · · · , Xr, X) := (∇XT )(X1, · · · , Xr)

:= X(T (X1, · · · , Xr))−
r∑

k=1

T (X1, · · · ,∇XXk, · · · , Xr).

5



Utilizaremos a seguinte notação para a derivada covariante definida anteriormente

Ti1···ir;j := ∇T

(
∂

∂xi1

, · · · , ∂

∂xir

,
∂

∂xj

)
.

Definição 1.5. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. O tensor curvatura de (M, g) é o

tensor de tipo (3, 1) definido como

R(X,Y )Z := ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z,

onde ∇ é a conexão Riemanniana e X, Y, Z ∈ X (M).

Usando a métrica, obtemos um tensor do tipo (4, 0) definido por

R(X, Y, Z,W ) = ⟨R(X,Y )Z,W ⟩,

onde X,Y, Z,W ∈ X (M). Suas componentes, em coordenadas, são

R

(
∂

∂xi

,
∂

∂xj

)
∂

∂xk

= Rl
ijk

∂

∂xl

e

Rijks := R

(
∂

∂xi

,
∂

∂xj

,
∂

∂xk

,
∂

∂xs

)
= Rl

ijkgls.

Pelo Teorema 1.3, obtemos

Rl
ijk =

∂

∂xj

Γl
ik −

∂

∂xi

Γl
jk − Γp

jkΓ
l
ip + Γp

ikΓ
l
jp. (1.2)

Proposição 1.6. Tem-se as seguintes propriedades para o tensor curvatura

i) Rijkl = −Rjikl = Rjilk = Rlkji;

ii) Rijkl +Riklj +Riljk = 0 (1a identidade de Bianchi);

iii) Rijkl;m +Rijlm;k +Rijmk;l = 0 (2a identidade de Bianchi);

iv) 2gij∇iRjk = ∇kRg (2a identidade de Bianchi contráıda).

Proposição 1.7 (Identidade de Ricci). Seja T um tensor do tipo (r, 0), com r > 0. Então

(∇i∇j −∇j∇i)Tk1···kr = −
r∑

l=1

Rm
ijkl

Tk1···kl−1mkl+1···kr .
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Note que na fórmula anterior aparecem dois somatórios, um em l e outro em m.

A curvatura seccional de um plano π ∈ TpM gerado pelos vetores X e Y é definido

como

Kπ(X, Y ) =
R(X, Y,X, Y )

|X ∧ Y |2
=

R(X,Y,X, Y )

∥X∥2∥Y ∥2 − ⟨X, Y ⟩2
, (1.3)

onde X, Y ∈ TpM são quaisquer vetores que formam uma base para π. É posśıvel mostrar

que (1.3) independe da base escolhida no plano π.

Variedades Riemannianas que possuem curvatura seccional constante são chamadas de

formas espaciais.

O Tensor de Ricci é um tensor do tipo (2, 0) definido como

Ric(X, Y ) := tr(Z → R(X,Z)Y ).

Suas componentes são

Rij = Rk
ikj = gklRikjl.

e a curvatura escalar é definida como

Rg := gijRij.

O tensor curvatura pode ser escrito como

R = Wg −
Rg

2(n− 1)(n− 2)
g ⊙ g +

1

n− 2
Ricg ⊙ g

= Wg + Ag ⊙ g,

onde Wg é o tensor de Weyl,

Ag :=
1

n− 2

(
Ricg −

Rg

2(n− 1)
g

)
(1.4)

é o tensor de Schouten e ⊙ é o produto de Kulkarni-Nomizu, que é definido como

A⊙B(X, Y, Z,W ) = A(X,W )B(Y, Z) + A(Y, Z)B(X,W )

A(X,Z)B(Y,W )− A(Y,W )B(X,Z),

para quaisquer tensores simétricosA eB do tipo (2, 0). Observe queAg é um tensor simétrico.

Veja [6] para mais detalhes.
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Proposição 1.8. Uma variedade Riemanniana (Mn, g) possui curvatura seccional constante

k se, e somente se o tensor curvatura satisfaz

R =
k

2
g ⊙ g,

onde ⊙ é o produto de Kulkarni-Nomizu.

1.2 Subvariedades Riemannianas

Sejam Mn e M
m+n

variedades diferenciáveis e f : M → M uma imersão. Pelo Teorema da

Função Inversa, para cada p ∈ M existe uma vizinhança V de p em M , tal que f : V → M

é um mergulho. Segue que f(V ) é uma subvariedade mergulhada de M . Como V e f(V )

são difeomorfos, temos que

dfp : TpM → Tf(p)f(V )

é um isomorfismo para todo p ∈ V . Assim podemos identificar V com f(V ) e campos

X ∈ X (V ) com df(X) ∈ X (f(V )). Se (M, g) é uma variedade Riemanniana, então consi-

derando a métrica f ∗g em M teremos que f é uma imersão isométrica. Daqui em diante

iremos considerar que M ⊂ M . Observe que para todo p ∈ M , podemos decompor TpM na

soma direta

TpM = TpM ⊕ (TpM)⊥.

Considere ∇ a conexão Riemanniana de M e defina ∇ : X (M)×X (M) → X (M) por

∇XY = (∇XY )⊥,

onde X e Y são extensões locais de X e Y a M , respectivamente. Pode-se mostrar que ∇
assim definida é a conexão Riemanniana de M .

A segunda forma fundamental da imersão f é a aplicação bilinear simétrica

B : X (M)×X (M) → (X (M))⊥

dada por

B(X,Y ) = ∇XY −∇XY,

onde X,Y ∈ X (M) e X e Y são extensões locais de X e Y , respectivamente, a M . Pode-

se mostrar que para todos X,Y ∈ X (V ) o valor de B(X, Y ) não depende das extensões

escolhidas.
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Dado p ∈ M e η ∈ (TpM)⊥, defina a aplicação linear Sη : TpM → TpM por

Sη(u) = −(∇uN)⊥,

onde (·)⊥ denota a componente tangente e N é uma extensão local do vetor η normal a M .

Observe que a aplicação Sη satisfaz

⟨Sη(u), v⟩ = ⟨B(u, v), η⟩,

para todo u, v ∈ TpM . Segue da simetria da aplicação B que Sη é uma aplicação auto-

adjunta.

Proposição 1.9 (Equação de Gauss). Para todos X,Y, Z,W ∈ TpM vale

R(X, Y, Z,W ) = R(X,Y, Z,W ) + ⟨B(X,W ), B(Y, Z)⟩ − ⟨B(X,Z), B(Y,W )⟩.

onde B é a segunda forma fundamental de M .

1.3 Operadores Diferenciáveis e a Fórmula de Böchner-

Weitzenböck

Definição 1.10. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Dada uma função f ∈ C∞(M),

definimos o campo gradiente de f como o único campo de vetores ∇gf ∈ X (M) tal que

∇f(X) = X(f) = df(X) = g(∇gf,X),

para todo X ∈ X (M).

Em coordenadas, obtemos

∇gf = gij
∂f

∂xj

∂

∂xi

.

Definição 1.11. A Hessiana de f é um tensor do tipo (2, 0), denotada por ∇2f e definida

como

∇2f(X,Y ) = Y (X(f))−∇YX(f).

A Hessiana é um tensor simétrico. De fato,

∇2f(X, Y )−∇2f(Y,X) = (Y X −XY )(f)− (∇YX −∇XY )(f)

= [X,Y ](f)− [Y,X](f)

= 0.

9



Definição 1.12. Seja X ∈ X (M). O divergente de X com respeito à métrica g é definido

como

divgX = tr(Y → ∇YX).

Se {ei} é um referencial ortonormal, então

divgX =
∑
i

g(∇eiX, ek) =
∑
i

ωi;i,

onde ω é a 1-forma definida como ω(Y ) = g(X, Y ).

Definição 1.13. Seja f ∈ C∞(M). O Laplaciano de f com respeito à métrica g é definido

como

∆gf := divg(∇gf) = tr(∇2u).

Em coordenadas,

∆gf =
∂2f

∂x2
i

− Γk
ii

∂f

∂xk

.

Teorema 1.14 (Fórmula de Böchner-Weitzenböck). Seja (Mn, g) uma variedade Rieman-

niana de dimensão n. Seja f ∈ C∞(M). Então

1

2
∆g(|∇gf |2g) = |∇2

gf |2g + ⟨∇gf,∇g(∆gf)⟩+Ricg(∇gf,∇gf). (1.5)

Demonstração. A demostração pode ser encontrada em [22].

Corolário 1.15 (Fórmula Integral de Böchner-Weitzenböck). Sejam (Mn, g) uma variedade

Riemanniana compacta sem fronteira de dimensão n e seja f ∈ C∞(M). Então∫
M

(∆gf)
2 dVg =

∫
M

|∇2
gf |2g dVg +

∫
M

Ricg(∇gf,∇gf) dVg. (1.6)

Demonstração. Pelo Teorema da Divergência obtemos que∫
M

∆g(|∇gf |2g) dVg = 0

e ∫
M

⟨∇gf,∇g(∆gf)⟩ dVg = −
∫
M

(∆gf)
2 dVg.

Logo, como M é sem fronteira, integrando a fórmula de Böchner-Weitzenböck, (1.5),

obtemos o resultado desejado.
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1.4 Funções Simétricas Elementares e o Tensor de Schou-

ten

Seja λ = (λ1, λ2, . . . , λn) ∈ Rn. Definimos a k-ésima função simétrica elementar em Rn como

σk(λ) =
n∑

1≤i1<...<ik≤n

λi1λi2 . . . λik ,

No decorrer deste trabalho, iremos utilizar apenas os casos onde k = 1 ou 2. Note que,

para k = 1 temos,

σ1(λ) =
n∑

1≤i≤n

λi = λ1 + λ2 + . . .+ λn, (1.7)

e para k = 2 temos

σ2(λ) =
n∑

1≤i<j≤n

λiλj =
1

2

(
σ1(λ)

2 − |λ|2
)
. (1.8)

Defina

Γ+
2 =

{
σ1(λ) > 0

}
∩
{
σ2(λ) > 0

}
⊂ Rn. (1.9)

Diremos que um tensor simétrico A do tipo (2, 0) pertence a Γ+
2 , ou seja, A ∈ Γ+

2 , se seus

autovalores pertencem a Γ+
2 .

Denotaremos por σk(Ag) as funções simétricas aplicadas aos autovalores do tensor de

Schouten com respeito a métrica g. Neste caso

σ1(Ag) = trgAg = gijAij (1.10)

e

σ2(Ag) =
1

2

(
σ1(Ag)

2 − |Ag|2g
)
. (1.11)

Além disso, quando a métrica a qual as funções simétricas elementares estão relaciona-

das forem diferentes da métrica ao qual os tensores estão definidos, usaremos as seguintes

definições

σ1(g̃
−1Ag) = trg̃Ag = g̃ijAij (1.12)

e

σ2(g̃
−1Ag) =

1

2

(
σ1(g̃

−1Ag)
2 − |Ag|2g̃

)
, (1.13)
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onde g̃ e g são métricas Riemannianas. Observe que, por (1.4) e (1.10) temos

σ1(Ag) = tr(Ag) =
Rg

2(n− 1)
. (1.14)

Note que,

|Ag|2g =
1

(n− 2)2

(
|Ric|2g −

R2
g

n− 1
+

nR2
g

4(n− 1)2

)
, (1.15)

e por (1.11), obtemos

2σ2(Ag) = σ1(Ag)
2 − |Ag|2g

=
R2

g

4(n− 1)2
− 1

(n− 2)2

(
|Ric|2g −

R2
g

n− 1
+

nR2
g

4(n− 1)2

)
=

R2
g

4(n− 2)2

(
(n− 2)2 + 4(n− 1)− n

(n− 1)2

)
−

|Ric|2g
(n− 2)2

.

=
n(n− 1)R2

g

4(n− 1)2(n− 2)2
−

|Ric|2g
(n− 2)2

=
nR2

g

4(n− 1)(n− 2)2
−

|Ric|2g
(n− 2)2

.

Logo,

σ2(Ag) =
1

2(n− 2)2

(
nR2

g

4(n− 1)
− |Ric|2g

)
. (1.16)

Para o desenvolvimento deste trabalho é de fundamental importância definir o seguinte

tensor

At
g :=

1

n− 2

(
Ricg −

tRg

2(n− 1)
g

)
. (1.17)

Perceba que para t = 1 temos o tensor de Schouten. Podemos escrever o tensor At
g da

seguinte forma

At
g =

1

n− 2

(
Ricg −

Rg

2(n− 1)
g +

Rg

2(n− 1)
g − tRg

2(n− 1)
g

)
= Ag +

1

n− 2

(
(1− t)Rg

2(n− 1)
g

)
.

Assim, por (1.14),

At
g = Ag +

1− t

n− 2
σ1(Ag)g. (1.18)
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Veja que, por (1.10) e (1.17), obtemos que

σ1(A
t
g) =

2(n− 1)− nt

2(n− 2)(n− 1)
Rg, (1.19)

ou ainda, por (1.10) e (1.18)

σ1(A
t
g) = σ1(Ag) +

1

n− 2

(
n(1− t)Rg

2(n− 1)

)
= σ1(Ag) +

n(1− t)

n− 2
σ1(Ag). (1.20)

Elevando ao quadrado, temos

σ1(A
t
g)

2 = σ1(Ag)
2 +

2n(1− t)

n− 2
σ1(Ag)

2 +
n2(1− t)2

(n− 2)2
σ1(Ag)

2. (1.21)

Agora, note que

|At
g|2g = |Ag|2g +

2(1− t)

n− 2
σ1(Ag)

2 +
n(1− t)2

(n− 2)2
σ1(Ag)

2. (1.22)

Com isso, por (1.11), (1.21) e (1.22), temos

2σ2(A
t
g) = σ1(A

t
g)

2 − |At
g|2g

= σ1(Ag)
2 +

2n(1− t)

n− 2
σ1(Ag)

2 +
(1− t)2n2

(n− 2)2
σ1(Ag)

2

−|Ag|2g −
2(1− t)

n− 2
σ1(Ag)

2 − (1− t)2n

(n− 2)2
σ1(Ag)

2

= 2σ2(Ag) +

(
(3− t)n− 4

)
(n− 1)(1− t)

(n− 2)2
σ1(Ag)

2.

Portanto,

σ2(A
t
g) = σ2(Ag) +

(
(3− t)n− 4

)
(n− 1)(1− t)

2(n− 2)2
σ1(Ag)

2. (1.23)

Definição 1.16. Seja A : V → V uma aplicação linear auto-adjunta, onde V é um espaço

com produto interno de dimensão n. A primeira transformação de Newton associada a A é

T1(A) := σ1(A) · I − A, (1.24)

onde I é a identidade em V.
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Para t ∈ R definimos a transformação linear

Lt(A) := T1(A) +
1− t

n− 2
σ1

(
T1(A)

)
· I. (1.25)

Lema 1.17. Se A : R → Hom(V, V ), então

d

ds
σ2(A)(s) =

∑
i,j

T1(A)ij(s)
d

ds
(A)ij(s), (1.26)

isto é, a primeira transformação de Newton surge a partir da diferenciação de σ2.

Demonstração. Sabemos que σ2(A) =
∑

1≤i<j≤n

λiλj, onde λi são os autovalores de A. Assim,

d

ds
σ2(A) =

∑
1≤i<j≤n

(
λ′
iλj + λiλ

′
j

)
=

∑
1≤i<j≤n

λ′
iλj +

∑
1≤i<j≤n

λiλ
′
j.

Faça

S1 =
∑
i<j

λ′
iλj e S2 =

∑
i<j

λiλ
′
j.

Agora, desenvolvendo o somatório S1, fixando cada i e variando j, temos

∑
i<j

λ′
iλj = λ′

1

(
n∑

j=2

λj

)
+ λ′

2

(
n∑

j=3

λj

)
+ · · ·+ λ′

n−2

(
n∑

j=n−1

λj

)
+ λ′

n−1λn

= λ′
1(σ1 − λ1) + λ′

2

(
σ1 −

2∑
k=1

λk

)
+ · · ·+ λ′

n−2

(
σ1 −

n−2∑
k=1

λk

)

+λ′
n−1

(
σ1 −

n−1∑
k=1

λk

)

= σ1(A)

(
n−1∑
i=1

λ′
i

)
− λ′

1λ1 − λ′
2

(
2∑

k=1

λk

)
− · · · − λ′

n−2

(
n−2∑
k=1

λk

)

−λ′
n−1

(
n−1∑
k=1

λk

)

= σ1(A)

(
n−1∑
i=1

λ′
1

)
− λ1

(
n−1∑
j=1

λ′
j

)
− λ2

(
n−1∑
j=2

λ′
j

)
− · · · − λn−2

(
n−1∑

j=n−2

λ′
j

)
−λn−1λ

′
n−1.
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De forma análoga ,em S2, fixando cada i e variando j, obtemos

∑
i<j

λiλ
′
j = λ1

(
n∑

j=2

λ′
j

)
+ λ2

(
n∑

j=3

λ′
j

)
+ · · ·+ λn−2

(
n∑

j=n−1

λ′
j

)
+ λn−1λ

′
n.

Perceba que fazendo S1 + S2, vários termos serão cancelados, a saber

S1 + S2 = σ1(A)

(
n−1∑
j=1

λ′
j

)
+ λ1(λ

′
n − λ′

1) + λ2(λ
′
n − λ′

2) + · · ·+ λn−1(λ
′
n − λ′

n−1)

= σ1(A)

(
n−1∑
j=1

λ′
j

)
+ (σ1 − λn)λ

′
n −

n−1∑
i=1

λiλ
′
i

= σ1(A)

(
n−1∑
j=1

λ′
j

)
+ σ1λ

′
n − λnλ

′
n −

n−1∑
i=1

λiλ
′
i

= σ1(A)

(
n∑

j=1

λ′
j

)
−

n∑
i=1

λiλ
′
i.

Logo,

d

ds
σ2(A) = S1 + S2 = σ1(A)

(
n∑

j=1

λ′
j

)
−

n∑
i=1

λiλ
′
i,

ou seja,

d

ds
σ2(A) =

∑
i,j

σ1(A)Iij
d

ds
(A)ij −

∑
i,j

(A)ij
d

ds
(A)ij

=
∑
i,j

[(
σ1(A)Iij − (A)ij

) d

ds
(A)ij

]
=

∑
i,j

T1(A)ij
d

ds
(A)ij.

Proposição 1.18. Se os autovalores de A estão em Γ+
2 , então T1(A) é positivo definido.

Consequentemente, para t ≤ 1,

Lt(A) := T1(A) +
1− t

n− 2
σ1

(
T1(A)

)
· I

também é positiva definida.
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Demonstração. Para demonstração, ver [2] e [10].

Agora, associaremos a At
g o tensor definido por

Ât
g := −At

g +
1

n
σ1(A

t
g)g,

onde At
g = At

g −
1

n
σ1(A

t
g)g.

Vejamos o seguinte lema

Lema 1.19. Os tensores Ât
g e At

g satisfazem as seguintes igualdades

i) σ1(Ât
g) = σ1(A

t
g);

ii) σ2(Ât
g) = σ2(A

t
g).

Demonstração. i) Temos que,

Ât
g = −At

g +
1

n
σ1(A

t
g)g

= −At
g +

1

n
σ1(A

t
g)g +

1

n
σ1(A

t
g)g

= −At
g +

2

n
σ1(A

t
g)g.

Assim,

σ1(Ât
g) = −σ1(A

t
g) + 2σ1(A

t
g) = σ1(A

t
g).

ii) Observe que, de (1.11) obtemos que

2σ2(A
t
g) = σ1(A

t
g)

2 − |At
g|2g

= σ1(A
t
g)

2 −
∣∣∣∣At

g +
1

n
σ1(A

t
g)g

∣∣∣∣2
= σ1(A

t
g)

2 −
(
|At

g|2g +
1

n
σ1(A

t
g)

2 +
2

n
σ1(A

t
g)σ1(At

g)

)
.

Mas, note que

σ1(At
g) = σ1(A

t
g)− σ1(A

t
g) = 0.
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Com isso,

2σ2(A
t
g) = σ1(A

t
g)

2 −
(
| − At

g|2g +
1

n
σ1(A

t
g)

2 − 2

n
σ1(A

t
g)σ1(At

g)

)
= σ1(A

t
g)

2 −
∣∣∣∣−At

g +
1

n
σ1(A

t
g)g

∣∣∣∣2 .
Por i), temos que σ1(Ât

g) = σ1(A
t
g), logo

σ2(A
t
g) =

1

2
σ1(Ât

g)
2 − 1

2
|Ât

g|2g

= σ2(Ât
g).

Proposição 1.20. Se para alguma métrica Riemanniana g em M temos At
g ∈ Γ+

2 , então

− At
g + σ1(A

t
g)g > 0 (1.27)

e

At
g +

n− 2

n
σ1(A

t
g)g > 0. (1.28)

Demonstração. Como At
g ∈ Γ+

2 , pela Definição 1.16 e pela Proposição 1.18 temos que

T1(A
t
g) = σ1(A

t
g)g − At

g > 0. Ou seja,

−At
g + σ1(A

t
g)g > 0.

Por outro lado, pelo Lema 1.19 σ1(Ât
g) = σ1(A

t
g), assim

T1(Ât
g) = −Ât

g + σ1(Ât
g)g

= −
(
−At

g +
1

n
σ1(A

t
g)g

)
+ σ1(Ât

g)g

= At
g −

1

n
σ1(A

t
g)g + σ1(A

t
g)g

= At
g −

2

n
σ1(A

t
g)g + σ1(A

t
g)g

= At
g +

n− 2

n
σ1(A

t
g)g.

Como At
g ∈ Γ+

2 , então σ1(A
t
g)g > 0 e σ2(A

t
g)g > 0. Com isso, pelo Lema 1.19 obtemos

que σ1(Ât
g)g > 0 e σ2(Ât

g)g > 0. Dessa forma, Ât
g ∈ Γ+

2 . Pela Proposição 1.18 a primeira

transformação de Newton T1(Ât
g) é positiva definida.
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Portanto,

T1(Ât
g) = At

g +
n− 2

n
σ1(A

t
g)g > 0.

1.5 Métricas Conformes

Duas métricas Riemannianas g e g̃ em uma variedade diferenciável M são ditas conformes

se existe uma função positiva suave f : M → R tal que

g̃ = fg.

O conjunto de todas as métricas conformes a uma métrica g é chamado de classe conforme

e é denotado por [g], isto é,

[g] :=
{
g̃ = fg / f ∈ C∞(M) é positiva

}
.

Note que se g̃ ∈ [g], então podemos escrever g̃ = eug, onde u ∈ C∞(M).

Será necessário definir o seguinte funcional

Q(g) :=

∫
M

Rg̃ dVg̃(∫
M

dVg̃

)n−2
n

,

onde M é uma variedade diferenciável fechada de dimensão n ≥ 3. Restrito a uma classe

conforme, o funcional Q é limitado inferiormente. Assim, podemos definir

Y(M,[g]) := inf
g̃∈[g]

Q(g) = inf
g̃∈[g]

∫
M

Rg̃ dVg̃(∫
M

dVg̃

)n−2
n

. (1.29)

O número Y (M, [g]) é chamado invariante de Yamabe.

É posśıvel mostrar que Y (M, [g]) > 0 se, e somente se, existe g̃ ∈ [g] tal que Rg̃ > 0.

Resultado análogo vale para o invariante negativo e nulo. Ver [18] para detalhes.
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Proposição 1.21. Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana n-dimensional. Se g̃ = e−2ug,

então

Ricg̃ = Ricg + (n− 2)∇2
gu+ (∆gu)g − (n− 2)|∇gu|2gg + (n− 2)du⊗ du (1.30)

e

Rg̃ = e2u
(
Rg + 2(n− 1)(∆gu)− (n− 1)(n− 2)|∇gu|2g

)
. (1.31)

Demonstração. Ver [8] para demonstração.

Proposição 1.22. Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana n-dimensional. Se g̃ = e−2ug,

então

At
g̃ = At

g +∇2
gu+

1− t

n− 2
(∆gu)g + du⊗ du− 2− t

2
|∇gu|2gg.

Demonstração. Sabemos, por (1.17), que

At
g̃ :=

1

n− 2

(
Ricg̃ −

tRg̃

2(n− 1)
g̃

)
.

Assim, pela Proposição 1.21

At
g̃ =

1

n− 2

[
Ricg + (n− 2)∇2

gu+ (∆gu)g − (n− 2)|∇gu|2gg + (n− 2)du⊗ du

− t

2(n− 1)
e2ug̃

(
Rg + 2(n− 1)(∆gu)− (n− 1)(n− 2)|∇gu|2g

)]
=

1

n− 2
Ricg +∇2

gu+
1

n− 2
(∆gu)g − |∇gu|2gg + du⊗ du− t

2(n− 1)(n− 2)
Rgg

− t

n− 2
(∆gu)g +

t

2
|∇gu|2gg

=
1

n− 2

(
Ricg −

tRg

2(n− 1)
g

)
+∇2

gu+
1− t

n− 2
(∆gu)g + du⊗ du− 2− t

2
|∇gu|2gg.

Ou seja,

At
g̃ = At

g +∇2
gu+

1− t

n− 2
(∆gu)g + du⊗ du− 2− t

2
|∇gu|2gg.

Vejamos a seguinte observação importante que será bastante utilizada no decorrer do

trabalho.
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Observação 1.23. Seja g̃ = e−2ug. A inversa de g̃ é dada por g̃−1 = e2ug−1. Note que,

σ1(A
t
g) = trg(A

t
g) = gijAt

ij = e−2ug̃ijAt
ij = e−2utrg̃(A

t
g) = e−2uσ1(g̃

−1At
g). (1.32)

Além disso

|At
g|2g = gijgklAt

ikA
t
jl = e−4ug̃ij g̃klAt

ikA
t
jl = e−4u|At

g|2g̃, (1.33)

e dáı

σ2(A
t
g) =

1

2

(
σ1(A

t
g)

2 − |At
g|2g
)

=
1

2

(
e−4uσ1(g̃

−1At
g)

2 − e−4u|At
g|2g̃
)

(1.34)

= e−4uσ2(g̃
−1At

g).

Por outro lado, fazendo o mesmo processo, trocando a métrica g por g̃, obtemos

σ1(A
t
g̃) = trg̃(A

t
g̃) = g̃ijAt

ij = e2ugijAt
ij = e2utrg(A

t
g̃) = e2uσ1(g

−1At
g̃) (1.35)

e

|At
g̃|2g̃ = g̃ij g̃klAt

ikA
t
jl = e4ugijgklAt

ikA
t
jl = e4u|Ag̃|2g. (1.36)

Assim,

σ2(A
t
g̃) =

1

2

(
σ1(g̃

−1At
g̃)

2 − |At
g̃|2g̃
)

=
1

2

(
e4uσ1(g

−1At
g̃)

2 − e4u|At
g̃|2g
)

(1.37)

= e4uσ2(g
−1At

g̃).

Note também que se g̃ = e−2ug, então

dVg = enudVg̃, (1.38)

já que, em coordenadas, dVg =
√
detgijdx.

1.6 Elipticidade e Estimativa Gradiente

Seja Ω ⊂ Rn um domı́nio limitado. Dado α ∈ (0, 1), defina

∥u∥Ck,α(Ω) = ∥u∥Ck(Ω) + sup
x ̸=y

|∇ku(x)−∇ku(y)|
|x− y|α

,
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onde x, y ∈ Ω e

Ck,α(Ω) = {u ∈ Ck(Ω); ∥u∥Ck,α(Ω) < ∞}.

Dada uma variedade Riemanniana (M, g) compacta, considere um número finito de cartas

coordenadas (Ui, φi) tais que B2(0) = φ−1(Ui) e

M =
∪
i

φi(B1(0)).

Defina

∥u∥Ck,α(M) =
∑
i

∥u ◦ φi∥Ck,α(B1(0)).

Definição 1.24. Sejam M uma variedade Riemanniana, k ∈ N e α ∈ (0, 1). Defina o

espaço de Hölder em M como

Ck,α(M) = {u ∈ Ck(M); ∥u∥Ck,α(M) < ∞}.

Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana fechada de dimensão n ≥ 3. Nos próximos

caṕıtulos estudaremos a seguinte equação

σ2(g
−1At

g̃) = f 2e4u, (1.39)

onde g̃ = e−2ug, para alguma função u ∈ C∞(M) e f ∈ C∞(M). Considere o operador

Gt(u) = σ2(g
−1At

g̃)− f 2e4u. (1.40)

O operador linearizado de G em uma função u é definido como

Lt(v) =
d

ds

∣∣∣
s=0

Gt(u+ sv). (1.41)

Proposição 1.25 (Propriedade de Elipticidade). Seja u ∈ C2(M) uma solução de

σ2(g
−1At

g̃) = f 2e4u, (1.42)

para algum t ≤ 1 onde g̃ = e−2ug. Assuma que At
g̃ ∈ Γ+

2 . Então o operador linearizado em

u,

Lt : C2,α(M) → C0,α(M),

é inverśıvel, com α ∈ (0, 1).
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Demonstração. Defina

Ft(u) = σ2(g
−1At

g̃)− f 2e4u. (1.43)

Seja u ∈ C2(M) tal que Ft(u) = 0, com At
g̃ ∈ Γ+

2 . Dado φ ∈ C2,α(M) defina us = u+ sφ.

Dáı

Lt(φ) =
d

ds

∣∣∣
s=0

Ft(us)

=
d

ds

∣∣∣
s=0

σ2(g
−1At

g̃s)−
d

ds

∣∣∣
s=0

(f 2e4us), (1.44)

onde g̃s = e−2usg.

Por (1.37)

σ2(g
−1At

g̃) = e−4uσ2(A
t
g̃).

Assim,

d

ds

∣∣∣
s=0

σ2(g
−1At

g̃s) =
d

ds

∣∣∣
s=0

e−4usσ2(A
t
g̃s)

= −4φe−4uσ2(A
t
g̃) + e−4u d

ds

∣∣∣
s=0

σ2(A
t
g̃s). (1.45)

Note que, por (1.26), temos

d

ds

∣∣∣
s=0

σ2(A
t
g̃s) =

∑
i,j

T1(A
t
g̃)ij

d

ds

∣∣∣
s=0

(At
g̃s)ij

Da Proposição 1.22, temos

d

ds

∣∣∣
s=0

(At
g̃s) =

(
∇2φ+

1− t

n− 2
(∆φ)g − (2− t)⟨du, dφ⟩g + du⊗ dφ+ dφ⊗ du

)
. (1.46)

Portanto,

d

ds

∣∣∣
s=0

σ2(A
t
g̃s) =

∑
i,j

T1(A
t
g̃)ij

(
∇2φ+

1− t

n− 2
(∆φ)g − (2− t)⟨du, dφ⟩g

+ du⊗ dφ+ dφ⊗ du

)
ij

. (1.47)

Para o segundo termo do lado direito de (1.44), temos

d

ds

∣∣∣
s=0

(f 2e4us) = 4f 2e4uφ. (1.48)
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Combinando (1.44), (1.45), (1.47) e (1.48), conclúımos que

Lt(φ) = −4φe−4uσ2(A
t
g̃) + e−4u d

ds

∣∣∣
s=0

σ2(A
t
g̃s)− 4f 2e4uφ

= e−4u
∑
i,j

{
T1(A

t
g̃)ij

(
∇2φ+

1− t

n− 2
(∆φ)g − (2− t)⟨du, dφ⟩g

+ du⊗ dφ+ dφ⊗ du

)
ij

}
− 4φe−4uσ2(A

t
g̃)− 4f 2e4uφ

= e−4u
∑
i,j

{
T1(A

t
g̃)ij

(
∇2φ+

1− t

n− 2
(∆φ)g

)
ij

}
− 4e−4uσ2(A

t
g̃)φ− 4f 2e4uφ

+ e−4u
∑
i,j

{
T1(A

t
g̃)ij

(
(t− 2)⟨du, dφ⟩g + du⊗ dφ+ dφ⊗ du

)
ij

}
= e−4u

∑
i,j

{
T1(A

t
g̃)ij∇i∇jφ+

1− t

n− 2
T1(A

t
g̃)ijδij∆φ

}
− 4
(
e−4uσ2(A

t
g̃) + f 2e4u

)
φ

+ e−4u
∑
i,j

{
T1(A

t
g̃)ij

(
(t− 2)⟨du, dφ⟩g + du⊗ dφ+ dφ⊗ du

)
ij

}
= e−4u

{∑
i,j

T1(A
t
g̃)ij∇i∇jφ+

1− t

n− 2
σ1(T1(A

t
g̃))∆φ

}
− 4
(
e−4uσ2(A

t
g̃) + f 2e4u

)
φ

+ e−4u
∑
i,j

{
T1(A

t
g̃)ij

(
(t− 2)⟨du, dφ⟩g + du⊗ dφ+ dφ⊗ du

)
ij

}
= e−4u

∑
i,j

{
T1(A

t
g̃)ij∇i∇jφ+

1− t

n− 2
σ1(T1(A

t
g̃))∇i∇jφ δij

}
− 4

(
e−4uσ2(A

t
g̃) + f 2e4u

)
φ

+ e−4u
∑
i,j

{
T1(A

t
g̃)ij

(
(t− 2)⟨du, dφ⟩g + du⊗ dφ+ dφ⊗ du

)
ij

}
= e−4u

∑
i,j

{(
T1(A

t
g̃)ij +

1− t

n− 2
σ1(T1(A

t
g̃))δij

)
∇i∇jφ

}
− 4
(
e−4uσ2(A

t
g̃) + f 2e4u

)
φ

+ e−4u
∑
i,j

{
T1(A

t
g̃)ij

(
(t− 2)⟨du, dφ⟩g + du⊗ dφ+ dφ⊗ du

)
ij

}
. (1.49)

Usando a definição de Lt em (1.25), podemos reescrever os termos principais da equação

(1.49) e obter

Lt(φ) = e−4u
∑
i,j

Lt(At
g̃)ij∇i∇jφ− 4

(
e−4uσ2(A

t
g̃) + f 2e4u

)
φ
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+ e−4u
∑
i,j

{
T1(A

t
g̃)ij

(
(t− 2)⟨du, dφ⟩g + du⊗ dφ+ dφ⊗ du

)
ij

}
. (1.50)

Para t ≤ 1, a Proposição 1.18 implica que Lt(At
g̃) é positivo definido, e assim Lt é eĺıptico.

Como os coeficientes de φ são estritamentes negativos, temos que o operador linearizado em

u é inverśıvel no espaço de Hölder.

Lema 1.26. Em coordenadas normais em p, temos em p que∑
l,m

(∂i∂jg
lm + 2∂lΓ

m
ij )ulum = 2

∑
l,m

Riljmulum,

onde Riljm são as componentes do tensor curvatura de Riemann de g.

Demonstração. Lembre-se que por (1.1) temos

Γk
ij =

1

2
gkm

(
∂gjm
∂xi

+
∂gim
∂xj

− ∂gij
∂xm

)
.

Veja que

grmΓl
jr + glrΓm

jr =
1

2

{
grmglk(∂jgrk + ∂rgjk − ∂kgjr) + glrgmk(∂jgrk + ∂rgjk − ∂kgjr)

}
=

1

2

{
grmglk∂jgrk + grmglk∂rgjk − grmglk∂kgjr + glrgmk∂jgrk

+ glrgmk∂rgjk − glrgmk∂kgjr

}
.

Permutando r e k obtemos

grmΓl
jr + glrΓm

jr =
1

2

{
grmglk∂jgrk + gkmglr∂kgjr − grmglk∂kgjr + glkgmr∂jgkr

+ glkgmr∂kgjr − glrgmk∂kgjr

}
= grmglk∂jgrk. (1.51)

Por outro lado, glmgmk = δlk. Diferenciando na direção xj temos que

∂jg
lmgmk + glm∂jgmk = 0.

Multiplicando por gkr obtemos

∂jg
lmδmr + glmgkr∂jgmk = 0.
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Ou seja,

∂jg
lr = −glmgkr∂jgmk,

o que implica que

∂jg
lm = −glrgkm∂jgrk = −glkgrm∂jgkr = −grmglk∂jgrk. (1.52)

Assim, combinando (1.51) com (1.52) temos que

∂jg
lm + Γl

jrg
rm + Γm

jrg
lr = 0.

Logo, diferenciando na direção xi temos, em p,

0 = ∂i∂jg
lm + ∂iΓ

l
jrδ

rm + ∂iΓ
m
jrδ

lr

= ∂i∂jg
lm + ∂iΓ

l
jm + ∂iΓ

m
jl .

Isto é,

∂i∂jg
lm = −∂iΓ

l
jm − ∂iΓ

m
jl . (1.53)

Usando (1.53), temos que∑
l,m

(∂i∂jg
lm + 2∂lΓ

m
ij )ulum =

∑
l,m

(−∂iΓ
l
jm − ∂iΓ

m
jl + 2∂lΓ

m
ij )ulum

= 2
∑
l,m

(∂lΓ
m
ij − ∂iΓ

m
lj )ulum

= 2
∑
l,m

Riljmulum,

a segunda igualdade segue permutando os ı́ndices do primeiro termo e a terceira igualdade

segue de (1.2) e do fato que em coordenadas normais em p tem-se que Γk
ij(p) = 0.

Lema 1.27. Existe uma constante β > 0 tal que para t ∈ [δ, 1],∑
i,j,l

Tijuliulj +
1− t

n− 2

∑
i,j,l

Tlluijuij ≥ β
∑
l

Tll|∇gu|4.

Demonstração. Ver o Lema 4.1 de [13].
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Proposição 1.28. Seja ut ∈ C3(M) uma solução de

σ2(g
−1At

g̃t) = f 2e4ut (1.54)

para algum δ ≤ t ≤ 1 com At
g̃t ∈ Γ+

2 . Assuma que ut ≤ δ̄, onde δ̄ é uma constante

independente de t. Então ∥∇gut∥g,∞ < C0, onde C0 depende somente de (M, g) e δ̄.

Demonstração. Considere a função h = |∇u|2. Como M é compacta e h é cont́ınua, suponha

que o máximo de h ocorre em um ponto p ∈ M . Tome um sistema de coordenadas normais

(x1, x2, . . . , xn) em p. Então gij(p) = δij, Γ
i
jk(p) = 0 e ∂igij(p) = ∂ig

ij(p) = 0.

Dessa forma, localmente, podemos escrever h como

h = glmulum. (1.55)

Diferenciando h na direção xi, numa vizinhança de p, temos

hi = ∂i(g
lmulum) = ∂ig

lmulum + glm∂i(ulum)

= ∂ig
lmulum + 2glmulium. (1.56)

Uma vez que p é ponto de máximo de h, avaliando (1.56) em p, temos

0 = ∂ig
lmulum + 2δlmulium.

Como num sistema de coordenadas normais, as primeiras derivadas da métrica se anulam

em p, obtemos que ∑
l

uliul = 0 (1.57)

Em seguida, diferenciamos (1.56) na direção xj, obtemos

hij = ∂j∂i(g
lmulum) = ∂j

(
∂ig

lmulum

)
+ ∂j

(
2glmulium

)
= ∂j∂ig

lmulum + ∂j(ulum)∂ig
lm + 2∂jg

lmulium

+ 2glmulijum + 2glmuliumj.

Como p é ponto de máximo, ∂j∂i(g
lmulum) é negativa semidefinida e temos, em p, que

0 ≥ ∂j∂i(g
lmulum) = ∂j∂ig

lmulum + 2δlmulijum + 2δlmuliumj

= ∂j∂ig
lmulum + 2

∑
l

ulijul + 2
∑
l

uliulj.

26



Logo, em p, temos que

0 ≥ 1

2
∂j∂ig

lmulum +
∑
l

ulijul +
∑
l

uliulj. (1.58)

Recordamos da Proposição 1.18 que

Lt
ij = Tij +

1− t

n− 2

∑
l

Tllδij (1.59)

é positivo definido, onde Tij =
(
T1(g

−1At
g̃)
)
ij
.

Observe que em p temos que

g(∇2h, L) =
∑
i,j

∇i∇jhL
t
ij.

Por outro lado, como ∇2h é simétrica então existe uma base ortonormal em p de autove-

tores de ∇2h. Isto implica que todos os autovalores são não positivos, já que ∇2h é negativo

semidefinido. Se (λi) são os autovalores de ∇2h, então nesta base temos que

g(∇2h, L) =
∑
i

λiL
t
ii.

Mas como Lt
ij é positivo definido, obtemos que Lt

ii > 0 para todo i. Logo,

g(∇2h, L) ≤ 0.

Dáı, por (1.58) e (1.59) obtemos

0 ≥ 1

2

∑
i,j

Lt
ij∂j∂ig

lmulum +
∑
i,j,l

Lt
ijulijul +

∑
i,j,l

Lt
ijuliulj. (1.60)

Agora, diferenciaremos a equação (1.39) afim de substituir o termo ulij por termos de

ordem mais baixa. Com respeito ao sistema de coordenadas normais, temos pela Proposição

1.22 que

(At
g̃)ij = (At

g)ij + uij − urΓ
r
ij +

1− t

n− 2
gkl(ukl − urΓ

r
kl)gij + uiuj −

2− t

2
(gpqupuq)gij. (1.61)

Em seguida, diferencie (1.54) com respeito a xm. Assim,

∂m

{
σ2(A

t
g̃)
}
= ∂m

(
f 2e4u

)
.
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Pelo Lema 1.17 e por (1.61), obtemos∑
i,j

Tij

(
∂m(A

t
g)ij + uijm − urmΓ

r
ij − ur∂mΓ

r
ij +

1− t

n− 2

{
∂mg

kl
(
ukl − urΓ

r
kl

)
gij

+ gkl
[
uklm − (urmΓ

r
kl + ur∂mΓ

r
kl)
]
gij + gkl

(
ukl − urΓ

r
kl

)
∂mgij

}
+ uimuj + uiujm − 2− t

2

[
∂mg

pqupuq + gpq(upmuq + upuqm)
]
gij (1.62)

− 2− t

2
gpqupuq∂mgij

)
= ∂mf

2e4u + 4f 2e4uum.

Avaliando (1.62) em p e usando (1.57), obtemos que∑
i,j

Tij

(
∂m(A

t
g)ij + uijm − ur∂mΓ

r
ij +

1− t

n− 2

∑
k

(
ukkm − ur∂mΓ

r
kk

)
δij + 2uimuj

)
= ∂mf

2e4u + 4f 2e4uum. (1.63)

Note que os termos de terceira ordem da expressão acima são∑
i,j

Tij

(
uijm +

1− t

n− 2

∑
k

ukkmδij

)
=

∑
i,j

Tijuijm +
1− t

n− 2

∑
i,j,k

Tijδijukkm

=
∑
i,j

Tijuijm +
1− t

n− 2

∑
i,l

Tlluiim

=
∑
i,j

Tijuijm +
1− t

n− 2

∑
i,j,l

Tllδijuijm

=
∑
i,j

Lt
ijuijm. (1.64)

Usando (1.64) podemos reescrever (1.63) da seguinte forma∑
i,j

Lt
ijuijm +

∑
i,j

Tij

(
∂m(A

t
g)ij − ur∂mΓ

r
ij −

1− t

n− 2

∑
k

(
ur∂mΓ

r
kk

)
δij

= ∂mf
2e4u + 4f 2e4uum. (1.65)

Multiplicando (1.65) com um e usando (1.57) temos a seguinte igualdade∑
i,j,m

Lt
ijumuijm +

∑
i,j,m

Tij

(
um∂m(A

t
g)ij − umur∂mΓ

r
ij −

1− t

n− 2

∑
k

(
urum∂mΓ

r
kk

)
δij

)
= um∂mf

2e4u + 4f 2e4u|∇u|2. (1.66)
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Substituindo (1.66) em (1.60), obtemos

0 ≥ 1

2

∑
i,j,m

Lt
ij∂j∂ig

lmulum +
∑
i,j,m

Tij

(
− um∂m(A

t
g)ij + umur∂mΓ

r
ij

+
1− t

n− 2

∑
k

(
urum∂mΓ

r
kk

)
δij

)
+ um∂mf

2e4u +
∑
i,j,l

Lt
ijuliulj. (1.67)

Usando (1.59) e o Lema 1.26, obtemos

1

2

∑
i,j,m

Lt
ij∂j∂ig

lmulum = Tij

(
Riljmulum − ∂lΓ

m
ijulum

)
+
1− t

2

∑
k

Tkkδij

(
Riljmulum − ∂lΓ

m
ijulum

)
= Tij

(
Riljmulum − ulum∂lΓ

m
ij

1− t

2

∑
k

Rklkmulumδij −
1− t

2

∑
k

(ulum∂lΓ
m
ij )δij

)
(1.68)

Com isso, substituindo (1.68) em (1.67) obtemos

0 ≥
∑
i,j

Tij

(
1− t

n− 2

∑
k

Rklkmulumδij +Riljmulum − um∂m(A
t
g)ij

)
+um∂mf

2e4u +
∑
i,j,l

Tijuliulj +
1− t

n− 2

∑
i,j,l

Tlluijuij. (1.69)

Pelo Lema 1.27, temos

0 ≥
∑
i,j

Tij

(
1− t

n− 2

∑
k

Rklkmulumδij +Riljmulum − um∂m(A
t
g)ij

)
+um∂mf

2e4u + β
∑
l

Tll|∇gu|4. (1.70)

Ou seja,

β
∑
l

Tll|∇gu|4 ≤
∑
i,j

Tij

(
t− 1

n− 2

∑
k

Rklkmulumδij −Riljmulum + um∂m(A
t
g)ij

)
−um∂mf

2e4u.
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Uma vez que |ui| ≤ |∇gu|, para cada 1 ≤ i ≤ n e ut ≤ δ, obtemos

β
∑
l

Tll|∇gu|4 ≤ C1|∇gu|2 + C2|∇gu|,

onde C1 e C2 dependem apenas de (M, g) e δ.

Como β > 0 e Tll é positiva definida, temos

|∇gu|4 ≤ C ′
1|∇gu|2 + C ′

2|∇gu|.

Note que se |∇gu| ̸= 0, então 1 ≤ C ′
1

|∇gu|2
+

C ′
2

|∇gu|3
. Dessa forma, podemos ver que |∇gu|

é limitada, pois caso contrário teŕıamos 1 ≤ 0, o que é um absurdo.

Logo, ∥∇gu∥g,∞ ≤ C0, onde C0 depende somente de (M, g) e δ.

Proposição 1.29. Seja ut ∈ C4(M) uma solução de

σ2(g
−1At

g̃t) = f 2e4ut

para algum δ ≤ t ≤ 1 tal que At
g̃t ∈ Γ+

2 , δ < ut < δ e ∥∇ut∥g,∞ < C0. Então para 0 < α < 1,

∥ut∥g,C2,α ≤ C2, onde C2 depende somente de (M, g).

Demonstração. Ver [9], [12], [13], [16] e [19] para a demonstração.
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Caṕıtulo 2

Deformações Conformes em
variedades de dimensão 3

Neste caṕıtulo, trabalharemos apenas com variedade de dimensão 3 e temos como objetivo

principal provar o seguinte resultado de Catino e Djadli [3]

Teorema 2.1. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana fechada de dimensão 3 com cur-

vatura escalar positiva. Se ∫
M

|Ricg|2g dVg ≤
3

8

∫
M

R2
g dVg,

então existe uma métrica g̃ conforme a g tal que Ricg̃ é sempre positivo.

A demonstração deste teorema consiste em deformar a métrica g conformemente através

de soluções para a equação

σ2(g
−1At

g̃) = f 2e4u, (2.1)

onde g̃ = e−2ug, At
g̃ = Ricg̃ −

t

4
Rg̃g̃ e f é uma função suave positiva a ser escolhida. Usaremos

o método da continuidade para mostrar que esta equação possui solução para t =
2

3
e a

métrica correspondente a essa solução terá Ricci positivo.

Assim, sob essa condição no tensor de Ricci, um resultado de Hamilton [14] garante que

a variedade é difeomorfa à uma forma espacial esférica, ou seja, M admite uma métrica com

curvatura seccional constante.
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Corolário 2.2. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana fechada de dimensão 3 com cur-

vatura escalar positiva satisfazendo∫
M

|Ricg|2g dVg ≤
3

8

∫
M

R2
g dVg.

Então M admite uma métrica com curvatura seccional constante.

Demonstração. A demonstração segue direto do Teorema 2.1 e do resultado de Hamilton

[14] para variedades Riemannianas de dimensão 3.

2.1 Limite Superior

Proposição 2.3. Seja ut ∈ C2(M) uma solução de

σ2(g
−1At

g̃) = f 2e4u, (2.2)

para algum t ∈ [δ, 2
3
] com At

g̃ ∈ Γ+
2 . Então ut ≤ δ̄, onde δ̄ depende somente de (M, g).

Demonstração. Da desigualdade de Newton
√
3σ

1/2
2 ≤ σ1, temos

√
3σ

1/2
2 (g−1At

g̃) ≤ σ1(g
−1At

g̃).

Por (2.2), √
3fe2ut ≤ σ1(g

−1At
g̃),

para todo x ∈ M .

Lembre-se que, da Proposição 1.22, temos

At
g̃ = At

g +∇2
gut + (1− t)(∆gut)g + dut ⊗ dut −

2− t

2
|∇gut|2gg.

Como M é compacta, seja p ∈ M máximo de ut, assim (∇gut)(p) = 0. Logo, em p, temos

At
g̃ = At

g +∇2
gut + (1− t)(∆gut)g.

Dessa forma, no ponto p, obtemos

√
3fe2ut ≤ σ1(g

−1At
g̃)

= σ1(A
t
g) + ∆gut + (3− 3t)(∆gut)

= σ1(A
t
g) + (4− 3t)(∆gut)

≤ σ1(A
t
g),
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pois 4 − 3t ≥ 0 e (∆gut)(p) ≤ 0, uma vez que p ∈ M é máximo de ut. Com isso, como

f(p) > 0,

e2ut(p) ≤
σ1(A

t
g)(p)√

3f(p)
.

Note que, por (1.20), σ1(A
t
g) = (4− 3t)σ1(Ag) ≤ (4− 3δ)σ1(Ag), ∀ t ≥ δ. Assim,

e2ut(p) ≤ (4− 3δ)σ1(Ag)(p)√
3f(p)

=
(4− 3δ)Rg

4
√
3f(p)

,

o que implica que

ut(p) ≤
1

2
log

(
(4− 3δ)Rg

4
√
3f(p)

)
≤ δ,

já que a curvatura escalar Rg é positiva.

Portanto, ut ≤ δ, onde δ só depende de (M, g).

2.2 Limite Inferior

Lema 2.4. Para uma métrica conforme g̃ = e−2ug, temos a seguinte transformação conforme∫
M

σ2(Ag̃)e
−4u dVg =

∫
M

σ2(Ag) dVg +
1

8

∫
M

Rg|∇gu|2g dVg −
1

4

∫
M

|∇gu|4g dVg

+
1

2

∫
M

∆gu|∇gu|2g dVg −
1

2

∫
M

Ag(∇gu,∇gu) dVg.

Demonstração. Fazendo t = 1 e n = 3 na Proposição 1.22, obtemos

Ag̃ = Ag +∇2
gu+ du⊗ du− 1

2
|∇gu|2gg. (2.3)

Com isso,

e−2uσ1(Ag̃) = σ1(Ag) + ∆gu+ |∇gu|2g −
3

2
|∇gu|2g

= σ1(Ag) + ∆gu− 1

2
|∇gu|2g.

Dessa forma,

e−4uσ1(Ag̃)
2 = σ1(Ag)

2 + (∆gu)
2 +

1

4
|∇gu|4g + 2(∆gu)σ1(Ag)

−|∇gu|2gσ1(Ag)−∆gu|∇gu|2g

= σ1(Ag)
2 + (∆gu)

2 +
1

4
|∇gu|4g +

1

2
(∆gu)Rg (2.4)

−1

4
|∇gu|2gRg −∆gu|∇gu|2g
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e

e−4u|Ag̃|2g̃ =

∣∣∣∣Ag +∇2
gu+ du⊗ du− 1

2
|∇gu|2gg

∣∣∣∣2
g̃

= |Ag|2g + |∇2
gu|2g + |∇gu|4g +

3

4
|∇gu|4g + 2⟨Ag,∇2

gu⟩

+ 2⟨Ag, du⊗ du⟩ − 1

4
|∇gu|2gRg + 2⟨∇2

gu, du⊗ du⟩

− |∇gu|2g∆gu− |∇gu|4g

= |Ag|2g + |∇2
gu|2g +

3

4
|∇gu|4g + 2⟨Ricg,∇2

gu⟩ −
1

2
Rg∆gu

+ 2Ric(∇gu,∇gu)−
1

2
|∇gu|2gRg −

1

4
|∇gu|2gRg

+ 2∇2
gu(∇gu,∇gu)− |∇gu|2g∆gu.

Logo,

e−4u|Ag̃|2g̃ = |Ag|2g + |∇2
gu|2g +

3

4
|∇gu|4g + 2⟨Ricg,∇2

gu⟩ −
1

2
Rg∆gu

+ 2Ric(∇gu,∇gu)−
3

4
|∇gu|2Rg + 2∇2

gu(∇gu,∇gu) (2.5)

− |∇gu|2g∆gu.

Dessa forma, por (1.11), (2.4) e (2.5), obtemos

2e−4uσ2(Ag̃) = e−4uσ1(Ag̃)
2 − e−4u|Ag̃|2g̃

= σ1(Ag)
2 + (∆gu)

2 +
1

4
|∇gu|4g +

1

2
(∆gu)Rg

− 1

4
|∇gu|2Rg −∆gu|∇gu|2 − |Ag|2 − |∇2

gu|2

− 3

4
|∇gu|4 − 2⟨Ricg,∇2

gu⟩+
1

2
Rg∆gu− 2Ric(∇gu,∇gu)

+
3

4
|∇gu|2Rg − 2∇2

gu(∇gu,∇gu) + |∇gu|2∆gu.

= 2σ2(Ag) + (∆gu)
2 − 1

2
|∇gu|4g + (∆gu)Rg − |∇2

gu|2

− 2⟨Ricg,∇2
gu⟩ − 2Ric(∇gu,∇gu) +

1

2
|∇gu|2Rg

− 2∇2
gu(∇gu,∇gu).

Dáı,

e−4uσ2(Ag̃) = σ2(Ag) +
1

2
(∆gu)

2 − 1

4
|∇gu|4g +

1

2
(∆gu)Rg −

1

2
|∇2

gu|2

− ⟨Ricg,∇2
gu⟩ −Ric(∇gu,∇gu) +

1

4
|∇gu|2Rg

− ∇2
gu(∇gu,∇gu).
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Uma vez que ∇2
gu(∇gu,∇gu) =

1

2
⟨∇gu,∇g|∇gu|2⟩, temos que

e−4uσ2(Ag̃) = σ2(Ag) +
1

2

(
(∆gu)

2 − |∇2
gu|2 − ⟨∇gu,∇g|∇gu|2⟩

)
− Ric(∇gu,∇gu)− ⟨Ricg,∇2

gu⟩+
1

2
(∆gu)Rg −

1

4
|∇gu|4g

+
1

4
|∇gu|2Rg.

Agora, defina

G := − Ric(∇gu, ∗ ) +
1

2
Rgdu− 1

2
∇2

gu(∇gu, ∗ ) +
1

2
(∆gu)du− 1

2
|∇gu|2du.

Note que, usando a segunda identidade contráıda de Bianch e a Identidade de Ricci,

obtemos

div G = gij∇i

(
− gkl∇kuRlj +

1

2
Rg∇ju− 1

2
gkl∇ku∇l∇ju+

1

2
∆gu∇ju− 1

2
|∇gu|2g∇ju

)
= gij

(
− gkl(Rlj∇i∇ku+∇ku∇iRlj) +

1

2
(Rg∇i∇ju+∇iR)g∇ju

−1

2
gkl(∇i∇ku∇l∇ju+∇ku∇i∇l∇ju) +

1

2
(∇i∆gu∇ju+∆gu∇i∇ju)

−1

2
(∇i|∇gu|2g∇ju+ |∇gu|2g∇i∇ju)

)
= −⟨Ricg,∇2

gu⟩ −
1

2
⟨∇gu,∇gRg⟩+

1

2
Rg∆gu+

1

2
⟨∇gu,∇gRg⟩ −

1

2
|∇2

gu|2g

−1

2
gkl∇ku∆g∇lu+

1

2
⟨∇gu,∇g∆gu⟩+

1

2
(∆gu)

2 − 1

2
⟨∇gu,∇g|∇gu|2g⟩

−1

2
|∇gu|2g∆gu

= −⟨Ricg,∇2
gu⟩+

1

2
Rg∆gu− 1

2
|∇2

gu|2 −
1

2
gkl∇ku(∇l∆gu+ gpqRpl∇qu)

+
1

2
⟨∇gu,∇g∆gu⟩+

1

2
(∆gu)

2 − 1

2
⟨∇gu,∇g|∇gu|2⟩ −

1

2
|∇gu|2g∆gu

= −⟨Ricg,∇2
gu⟩+

1

2
Rg(∆gu)−

1

2
|∇2

gu|2 −
1

2
Ric(∇gu,∇gu)

+
1

2
(∆gu)

2 − 1

2
⟨∇gu,∇g|∇gu|2g⟩ −

1

2
|∇gu|2g∆gu.

Assim,

e−4uσ2(Ag̃) = div G+ σ2(Ag)−
1

2
Ric(∇gu,∇gu)−

1

4
|∇gu|4g

+
1

4
|∇gu|2Rg +

1

2
|∇gu|2∆gu.
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Por outro lado, temos que

−1

2
Ric(∇gu,∇gu) = −1

2
Ag(∇gu,∇gu)−

1

8
|∇gu|2Rg.

Dessa forma,

e−4uσ2(Ag̃) = div G+ σ2(Ag) +
1

8
|∇gu|2Rg −

1

4
|∇gu|4g

+
1

2
|∇gu|2∆gu− 1

2
Ag(∇gu,∇gu).

Finalmente, integrando com respeito à métrica g e usando o fato que M é compacta sem

fronteira, obtemos∫
M

σ2(Ag̃)e
−4u dVg =

∫
M

σ2(Ag) dVg +
1

8

∫
M

Rg|∇gu|2g dVg −
1

4

∫
M

|∇gu|4g dVg

+
1

2

∫
M

∆gu|∇gu|2g dVg −
1

2

∫
M

Ag(∇gu,∇gu) dVg.

Lema 2.5. Se At
g̃ ∈ Γ+

2 , então temos a seguinte estimativa

1

2

∫
M

Ag(∇gu,∇gu) dVg <
3− 2t

8

∫
M

Rg̃|∇gu|2ge−2u dVg +
1

4

∫
M

∆gu|∇gu|2g dVg

−1

4

∫
M

|∇gu|4g dVg,

onde g̃ = e−2ug.

Demonstração. Como At
g̃ ∈ Γ+

2 , pela Proposicão 1.20, obtemos −At
g̃ > −σ1(A

t
g̃)g̃. Por outro

lado,

At
g̃ = Ag̃ + (1− t)σ1(Ag̃)g̃.

Dessa forma,

σ1(A
t
g̃) = σ1(Ag̃) + 3(1− t)σ1(Ag̃)

= (4− 3t)σ1(Ag̃).

Asssim, −σ1(A
t
g̃)g̃ = −(4− 3t)σ1(Ag̃)e

−2ug. Com isso, −At
g̃ > −(4− 3t)σ1(Ag̃)e

−2ug. Conse-

quentemente,

−Ag̃ − (1− t)σ1(Ag̃)e
−2ug > −(4− 3t)σ1(Ag̃)e

−2ug.
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Logo,

Ag̃ < (3− 2t)σ1(Ag̃)e
−2ug.

Aplicando isto em ∇gu e multiplicando a desigualdade por
1

2
obtemos

1

2
Ag̃(∇gu,∇gu) <

3− 2t

8
Rg̃|∇gu|2ge−2u. (2.6)

Lembre que pela Proposição 1.22, temos que

At
g̃ = At

g +∇2
gu+ (1− t)(∆gu)g + du⊗ du− 2− t

2
|∇gu|2gg.

Assim,

Ag̃ = Ag +∇2
gu+ du⊗ du− 1

2
|∇gu|2gg.

Aplicando em ∇gu, temos

Ag̃(∇gu,∇gu) = Ag(∇gu,∇gu) +∇2
gu(∇gu,∇gu) + (du⊗ du)(∇gu,∇gu)

−1

2
|∇gu|2gg(∇gu,∇gu)

= Ag(∇gu,∇gu) +∇2
gu(∇gu,∇gu) +

1

2
|∇gu|4g. (2.7)

Com isso, integrando (2.7) com respeito a dVg, obtemos∫
M

Ag̃(∇gu,∇gu) dVg =

∫
M

Ag(∇gu,∇gu) dVg +

∫
M

∇2
gu(∇gu,∇gu) dVg

+
1

2

∫
M

|∇gu|4g dVg. (2.8)

Note que, combinando (2.6) e (2.7) temos que

1

2
Ag(∇gu,∇gu) +

1

2
∇2

gu(∇gu,∇gu) +
1

4
|∇gu|4g <

3− 2t

8
Rg̃|∇gu|2ge−2u.

Integrando com respeito a dVg, obtemos

1

2

∫
M

Ag(∇gu,∇gu) dVg <
3− 2t

8

∫
M

Rg̃|∇gu|2ge−2u dVg −
1

2

∫
M

∇2
gu(∇gu,∇gu) dVg

−1

4

∫
M

|∇gu|4g dVg. (2.9)

Observe que,∫
M

∇2
gu(∇gu,∇gu) dVg =

∑
i,j

∫
∇iu∇ju∇i∇ju dVg
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= −
∑
i,j

∫
∇iu(∇i∇ju)∇ju dVg

= −
∑
i,j

∫
(∇i∇iu∇ju+∇i∇ju∇iu)∇ju dVg

= −
∫
M

|∇gu|2∆gu dVg −
∫
M

∇2
gu(∇gu,∇gu) dVg.

Logo, ∫
M

∇2
gu(∇gu,∇gu) dVg = −1

2

∫
M

|∇gu|2∆gu dVg. (2.10)

Agora, combinando (2.9) com (2.10), temos

1

2

∫
M

Ag(∇gu,∇gu) dVg <
3− 2t

8

∫
M

Rg̃|∇gu|2ge−2u dVg +
1

4

∫
M

|∇gu|2∆gu dVg

−1

4

∫
M

|∇gu|4g dVg.

Portanto, segue o resultado.

Lema 2.6. Se g̃ = e−2ug, então∫
M

σ2(Ag̃)e
−4u dVg ≥

∫
M

σ2(Ag) dVg −
1− t

4

∫
M

Rg̃|∇gu|2ge−2u dVg

−1

4

∫
M

∆gu|∇gu|2g dVg +
1

4

∫
M

|∇gu|4g dVg.

Demonstração. Da Proposição 1.21, temos que

Rg̃e
−2u = Rg + 4∆gu− 2|∇gu|2g.

Multiplicando ambos os lados por 1
8
|∇gu|2g e integrando com respeito a dVg, temos

1

8

∫
M

Rg̃|∇gu|2ge−2u dVg =
1

8

∫
M

Rg|∇gu|2g dVg +
1

2

∫
M

∆gu|∇gu|2g dVg

−1

4

∫
M

|∇gu|4g dVg.

Pelo Lema 2.4, obtemos∫
M

σ2(Ag̃)e
−4u dVg =

∫
M

σ2(Ag) dVg +
1

8

∫
M

Rg̃|∇gu|2ge−2u dVg

−1

2

∫
M

Ag(∇gu,∇gu) dVg.
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Usando o Lema 2.5,∫
M

σ2(Ag̃)e
−4u dVg >

∫
M

σ2(Ag) dVg +
1

8

∫
M

Rg̃|∇gu|2ge−2u dVg

−3− 2t

8

∫
M

Rg̃|∇gu|2ge−2u dVg −
1

4

∫
M

∆gu|∇gu|2g dVg

+
1

4

∫
M

|∇gu|4g dVg.

Portanto, ∫
M

σ2(Ag̃)e
−4u dVg ≥

∫
M

σ2(Ag) dVg −
1− t

4

∫
M

Rg̃|∇gu|2ge−2u dVg

−1

4

∫
M

∆gu|∇gu|2g dVg +
1

4

∫
M

|∇gu|4g dVg.

Lema 2.7. Seja At
g̃ ∈ Γ+

2 , com t ∈ [δ, 2
3
], dado ε > 0 temos que∫

M

R2
g̃e

−ut dVg̃ ≥
2

ε

∫
M

Rg̃|∇gut|2ge−2ut dVg −
1

ε2

∫
M

|∇gut|4g dVg,

onde g̃ = e−2ug.

Demonstração. Como At
g̃ ∈ Γ+

2 , temos por (1.9) e (1.19) que

0 < σ1(A
t
g̃) =

4− 3t

4
·Rg̃,

o que implica que Rg̃ > 0.

Pela desigualdade ab ≤ a2

2
+

b2

2
, com a =

√
εRg̃e

−2ut > 0 e b =
1√
ε
|∇gut|2g ≥ 0, temos∫

M

Rg̃|∇gut|2ge−2ut dVg ≤
ε

2

∫
M

R2
g̃e

−4ut dVg +
1

2ε

∫
M

|∇gut|4g dVg,

ou seja,
ε

2

∫
M

R2
g̃e

−4ut dVg ≥
∫
M

Rg̃|∇gut|2ge−2ut dVg −
1

2ε

∫
M

|∇gut|4g dVg.

Logo, ∫
M

R2
g̃e

−4ut dVg ≥
2

ε

∫
M

Rg̃|∇gut|2ge−2ut dVg −
1

ε2

∫
M

|∇gut|4g dVg,

para todo ε > 0. Como ∫
M

R2
g̃e

−4ut dVg =

∫
M

R2
g̃e

−ut dVg̃,

segue o resultado.
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Proposição 2.8. Seja φ ∈ C∞(M) tal que para g̃ = e−2φg, tem-se que Vol(M, g̃) = 1. Se p

é um ponto onde φ atinge o mı́nimo, temos que

e−3φ(p)Vol(M, g) ≥ 1

e existe C0 dependendo somente de (M, g) tal que φ(p) ≤ C0. Se |∇gφ|g ≤ C1, então

maxφ ≤ C0
′,

onde C0
′ depende somente de (M, g). Além disso,

e−C0
′
(
Y (M, [g])

)2
≤
∫
M

R2
g̃e

−φ dVg̃.

Demonstração. Observe que

1 = Vol(M, g̃) =

∫
M

dVg̃ =

∫
M

e−3φ dVg

pois dVg̃ = e−3φ dVg. Assim,

1 =

∫
M

e−3φ dVg ≤ max
M

(e−3φ)

∫
M

dVg = max
M

(e−3φ) · Vol(M, g).

Como φ atinge o mı́nimo em p, max (e−3φ) = e−3φ(p) e com isso

1 ≤ e−3φ(p)Vol(M, g).

Vejamos que φ(p) é limitada por uma constante que depende somente de (M, g). De fato,

e3φ(p) ≤ Vol(M, g),

o que implica que

φ(p) ≤ 1

3
log
(
Vol(M, g)

)
.

Basta tomar C0 =
1

3
log
(
Vol(M, g)

)
.

Agora, seja q ∈ M onde φ(q) = maxφ e seja α : [0, l] → M uma curva diferenciável, onde

l = diam(M), tal que α(0) = q e |α′(t)| = 1, para todo t ∈ [0, l]. Pelo Teorema do Valor

Médio, temos

(φ ◦ α)(t)− (φ ◦ α)(0)
t

= (φ ◦ α)′(c), para algum c ∈ (0, t).
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Assim,

| (φ ◦ α)(t)− (φ ◦ α)(0) | = | (∇gφ(α(c)) · α′(c) | · t

≤ l · | ∇gφ(α(c)) · α′(c) |

≤ l · | ∇gφ(α(c)) | · | α′(c) |

= l · | ∇gφ(α(c)) |

≤ l · C1.

Por outro lado, se t0 ∈ [0, l] é tal que α(t0) = p, então

| (φ ◦ α)(t0)− (φ ◦ α)(0) | = | φ(p)− φ(q) |

≥ | φ(q) | − | φ(p) | .

Logo,

| φ(q) | − | φ(p) | ≤ l · C1,

o que implica que

| φ(q) | ≤ l · C1+ | φ(p) | ≤ C0
′,

ou seja,

| φ(q) | ≤ C0
′,

onde φ(q) = max φ.

Portanto,

max φ ≤ C0
′.

Dessa forma, eφ ≤ eC0
′
, o que implica que e−C0

′ ≤ e−φ e assim

e−C0
′
∫
M

R2
g̃ dVg̃ ≤

∫
M

R2
g̃e

−φ dVg̃. (2.11)

Usando a Desigualdade de Hölder com p = q = 2, f = 1 e g = Rg̃, obtemos∫
M

Rg̃ dVg̃ ≤
(∫

M

dVg̃

) 1
2

·
(∫

M

R2
g̃ dVg̃

) 1
2

= Vol(M, g̃)
1
2 ·
(∫

M

R2
g̃ dVg̃

) 1
2

=

(∫
M

R2
g̃ dVg̃

) 1
2

.
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Assim, ∫
M

Rg̃ dVg̃ ≤
(∫

M

R2
g̃ dVg̃

) 1
2

. (2.12)

Por outro lado, como

Y (M, [g]) := inf
M

∫
M

Rg̃ dVg̃(∫
M

dVg̃

) 1
3

e

(∫
M

dVg̃

) 1
3

= Vol(M, g̃)
1
3 = 1, temos que

Y (M, [g]) := inf
M

∫
M

Rg̃ dVg̃ ≤
∫
M

Rg̃ dVg̃ ≤
(∫

M

R2
g̃ dVg̃

) 1
2

,

por (2.12). Logo,

Y (M, [g]) ≤
(∫

M

R2
g̃ dVg̃

) 1
2

,

o que implica que (
Y (M, [g])

)2
≤
∫
M

R2
g̃ dVg̃.

Com isso, por (2.11), conclúımos que

e−C0
′
(
Y (M, [g])

)2
≤ e−C0

′
∫
M

R2
g̃ dVg̃ ≤

∫
M

R2
g̃e

−φ dVg̃.

Proposição 2.9. Assuma que∫
M

|Ricg|2g dVg ≤
3

8

∫
M

R2
g dVg.

Então existe δ dependendo somente de (M, g) tal que se ut ∈ C2(M) é solução de

σ2(g
−1At

g̃) = f 2e4ut , (2.13)

e se At
g̃ ∈ Γ+

2 então ut ≥ δ, onde t ∈ [δ, 2/3] e g̃ = e−2ug.

Demonstração. Por (1.23)

σ2(A
t
g) = σ2(Ag) + (1− t)(5− 3t)σ1(Ag)

2, (2.14)
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Considere g̃ = e−2utg. Por (1.37), (2.13) e (2.14), obtemos que

e4utf 2 = σ2(g
−1Ag̃) + (1− t)(5− 3t)σ1(g

−1Ag̃)
2

= e−4utσ2(Ag̃) + e−4ut(1− t)(5− 3t)σ1(Ag̃)
2

= e−4ut

(
σ2(Ag̃) + (1− t)(5− 3t)σ1(Ag̃)

2
)

= e−4ut

(
σ2(Ag̃) + (1− t)(5− 3t)

(
Rg̃

4

)2
)

= e−4ut

(
σ2(Ag̃) +

1

16
(1− t)(5− 3t)R2

g̃

)
.

Seja C > 0 uma constante tal que C ≥ f 2. Integrando com respeito a dVg, obtemos

C

∫
M

e4ut dVg ≥
∫
M

e4utf 2 dVg

=

∫
M

σ2(Ag̃)e
−4ut dVg +

1

16
(1− t)(5− 3t)

∫
M

R2
g̃e

−4ut dVg

=

∫
M

σ2(Ag̃)e
−4ut dVg +

1

16
(1− t)(5− 3t)

∫
M

R2
g̃e

−ut dVg̃,

Note que
1

16
(1− t)(5− 3t) =

1

24

(
7

10
− t

)
+ P2(t),

onde P2(t) é dado por

P2(t) =
1

16
(1− t)(5− 3t)− 1

24

(
7

10
− t

)
=

3

16
t2 − 11

24
t+

7

20
.

Como o coeficiente de t2 é positivo, o gráfico de P2(t) é uma parábola de concavidade

voltada para cima. Já que o discriminante é negativo não existem ráızes reais e segue que

P2(t) é positivo para todo t.

Assim,

C

∫
M

e4ut dVg ≥
∫
M

σ2(Ag̃)e
−4ut dVg +

(
1

24

(
7

10
− t

)
+ P2(t)

)∫
M

R2
g̃e

−ut dVg̃.

E, pelo o Lema 2.6, obtemos

C

∫
M

e4ut dVg ≥
∫
M

σ2(Ag) dVg +
1

24

(
7

10
− t

)∫
M

R2
g̃e

−ut dVg̃
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+P2(t)

∫
M

R2
g̃e

−ut dVg̃ −
1− t

4

∫
M

Rg̃|∇gut|2ge−2ut dVg

−1

4

∫
M

∆gut|∇gut|2g dVg +
1

4

∫
M

|∇gut|4g dVg.

Usando a desigualdade, ab ≤ a2

2
+

b2

2
, com a =

√
εRg̃e

−2ut > 0 e b =
1√
ε
|∇gut|2g > 0,

temos ∫
M

Rg̃|∇gut|2e−2ut dVg ≤
ε

2

∫
M

R2
g̃e

−4ut dVg +
1

2ε

∫
M

|∇gut|4 dVg,

o que implica que∫
M

R2
g̃e

−4ut dVg ≥
2

ε

∫
M

Rg̃|∇gut|2e−2ut dVg −
1

ε2

∫
M

|∇gut|4 dVg.

Como P2(t) é positivo, temos

P2(t)

∫
M

R2
g̃e

−4ut dVg ≥
2P2(t)

ε

∫
M

Rg̃|∇gut|2e−2ut dVg −
P2(t)

ε2

∫
M

|∇gut|4 dVg.

Mas, lembre-se que ∫
M

R2
g̃e

−4ut dVg =

∫
M

R2
g̃e

−ut dVg̃.

Assim

C

∫
M

e4ut dVg ≥
∫
M

σ2(Ag) dVg +
1

24

(
7

10
− t

)∫
M

R2
g̃e

−ut dVg̃

+
2P2(t)

ε

∫
M

Rg̃|∇gut|2e−2ut dVg −
P2(t)

ε2

∫
M

|∇gut|4 dVg

−1− t

4

∫
M

Rg̃|∇gut|2ge−2ut dVg

−1

4

∫
M

∆gut|∇gut|2g dVg +
1

4

∫
M

|∇gut|4g dVg

=

∫
M

σ2(Ag) dVg +
1

24

(
7

10
− t

)∫
M

R2
g̃e

−ut dVg̃

+

(
2P2(t)

ε
− 1− t

4

)∫
M

Rg̃|∇gut|2ge−2ut dVg

−1

4

∫
M

∆gut|∇gut|2g dVg +

(
1

4
− P2(t)

ε2

)∫
M

|∇gut|4 dVg.
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Sabemos pela Proposição 1.21 que Rg̃e
−2ut = Rg + 4∆gut − 2|∇gut|2g, com isso

C

∫
M

e4ut dVg ≥
∫
M

σ2(Ag) dVg +
1

24

(
7

10
− t

)∫
M

R2
g̃e

−ut dVg̃

+

(
2P2(t)

ε
− 1− t

4

)∫
M

(Rg + 4∆gut − 2|∇gut|2g)|∇gut|2g dVg

−1

4

∫
M

∆gut|∇gut|2g dVg +

(
1

4
− P2(t)

ε2

)∫
M

|∇gut|4 dVg

=

∫
M

σ2(Ag) dVg +
1

24

(
7

10
− t

)∫
M

R2
g̃e

−ut dVg̃

+

(
2P2(t)

ε
− 1− t

4

)∫
M

Rg|∇gut|2g dVg

+

(
8P2(t)

ε
− (1− t)− 1

4

)∫
M

∆gut|∇gut|2g dVg

+

(
3− 2t

4
− P2(t)

ε2
− 4P2(t)

ε

)∫
M

|∇gut|4 dVg.

Como P2(t) > 0 podemos escolher ε =
32

5− 4t
P2(t) > 0. Dessa forma,

8P2(t)

ε
− (1− t)− 1

4
= 0. (2.15)

Podemos concluir então, com essa escolha, que

2P2(t)

ε
− 1− t

4
=

1

16
≥ 0

e
3− 2t

4
− P2(t)

ε2
− 4P2(t)

ε
= P2(t)

(
P2(t)

8
− (5− 4t)2

322

)
≥ 0,

pois P2(t) é positivo e
P2(t)

8
− (5− 4t)2

322
=

5

128
t2 − 37

384
t+

349

5120
que é um polinômio em t

onde seu gráfico tem concavidade voltada para cima e não possui ráızes reais.

Finalmente, lembrando que pela Proposição 2.3, temos que existe δ que não dependente

de t tal que ut ≤ δ. Logo, pela Proposição 1.28 temos ∥∇gut∥g,∞ ≤ C0, com C0 dependendo

somente de (M, g) e, para algum C > 0 também dependendo somente de (M, g), obtemos a

seguinte estimativa

C

∫
M

e4ut dVg ≥
∫
M

σ2(Ag) dVg +
1

24

(
7

10
− t

)∫
M

R2
g̃e

−ut dVg̃

≥
∫
M

σ2(Ag) dVg +
1

24

(
7

10
− t

)
inf

g̃=e−2φg,|∇gφ|g≤C0

(∫
M

R2
g̃e

−φ dVg̃

)
.
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Defina

I(M, g) := inf
g̃=e−2φg,|∇gφ|g≤C0

(∫
M

R2
g̃e

−φ dVg̃

)
.

Assim, para g̃ = e−2φg faça i(g̃) :=

∫
M

R2
g̃e

−φ dVg̃. Note que i(λg) = i(g), para todo λ > 0,

constante, pois neste caso Rλg = λ−1Rg, dVλg = λ
3
2dVg e e−φ = λ

1
2 . Temos que

I(M, g) := inf
g̃=e−2φg,V ol(M,g̃)=1 e |∇gφ|g≤C0

(∫
M

R2
g̃e

−φ dVg̃

)
.

Seja φ ∈ C∞(M) tal que ∥∇gφ∥g,∞ ≤ C0, onde C0 é dada pela Proposição 1.28, e se

g̃ = e−2φg tem-se que Vol(M, g̃) = 1. Dáı pela Proposição 2.8 temos que

e−C0
′
(
Y (M, [g])

)2
≤
∫
M

R2
g̃e

−φ dVg̃.

Assim, e−C0
′
(
Y (M, [g])

)2
é cota inferior de

∫
M

R2
g̃e

−φ dVg̃. Por outro lado I(M, g) é a

maior das cotas inferiores, logo

e−C0
′
(
Y (M, [g])

)2
≤ I(M, g).

Isto prova que existe uma constante positiva C = C(M, g) dependendo somente de (M, g)

tal que

C
(
Y (M, [g])

)2
≤ I(M, g).

Usando este controle inferior de I(M, g), temos que

C

∫
M

e4ut dVg ≥
∫
M

σ2(Ag) dVg +
1

24

(
7

10
− t

)
C
(
Y (M, [g])

)2
.

Agora, defina

µt :=

∫
M

σ2(Ag) dVg +
1

24

(
7

10
− t

)
C
(
Y (M, [g])

)2
.

Afirmação 2.10. µt > C > 0, para alguma constante que depende somente da classe

conforme de g..

Primeiramente observe que σ1(Ag)
2 =

1

16
R2

g e |Ag|2g = |Ric|2g −
5

16
R2

g.
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Assim, por (1.11) obtemos que

σ2(Ag) =
1

2

(
1

16
R2

g − |Ric|2g +
5

16
R2

g

)
=

1

2

(
3

8
R2

g − |Ric|2g
)
.

Dáı, ∫
M

σ2(Ag) dVg =
1

2

∫
M

(
3

8
R2

g − |Ric|2g
)

dVg,

o que implica que

2

∫
M

σ2(Ag) dVg =
3

8

∫
M

R2
g dVg −

∫
M

|Ric|2g dVg ≥ 0,

pois

∫
M

|Ric|2g dVg ≤
3

8

∫
M

R2
g dVg, por hipótese.

Por outro lado, temos que
1

24

(
7

10
− t

)
C
(
Y (M, [g])

)2
> 0, para todo t ∈

[
δ,
2

3

]
, já que

o menor valor é assumido em
2

3
.

Portanto, a afirmação está provada.

Dessa forma,

e4maxut · C
∫
M

dVg ≥ µt,

que implica em

4max
M

ut ≥ log µt − log
(
C
(
Vol(M, g)

))
.

Portanto,

max
M

ut ≥ 1

4
log µt − C(g). (2.16)

Agora, sejam pt, qt ∈ M e uma geodésica α : [0, l] → M tal que α(0) = pt e α(1) = qt,

com |α′(s)| = 1, s ∈ [0, l], onde ut(pt) = minut e ut(qt) = maxut. Assim, usando o fato de

que ∥∇ut∥g,∞ < C0, temos

max
M

ut −min
M

ut = ut(qt)− ut(pt)

= ut(α(1))− ut(α(0))
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=

∫ 1

0

d

ds
(ut ◦ α)(s) ds

=

∫ 1

0

∇ut(α(s)) · α′(s) ds

≤
∫ 1

0

|∇ut(α(s))| ds

≤ C0 = C(M, g).

Logo,

max
M

ut −min
M

ut ≤ C(M, g). (2.17)

Comparando as desigualdades (2.16) e (2.17), vermos que

min
M

ut + C(M, g) ≥ max
M

ut ≥
1

4
log µt − C(g),

o que implica que

min
M

ut ≥
1

4
log µt −

(
C(g) + C(M, g)

)
.

Agora, veja que

µt =

∫
M

σ2(Ag) dVg +
1

24

(
7

10
− t

)
C
(
Y (M, [g])

)2
≥

∫
M

σ2(Ag) dVg +
1

24

(
7

10
− 2

3

)
C
(
Y (M, [g])

)2
= µ 2

3
, ∀ t ∈

[
δ,
2

3

]
.

Logo, log µt ≥ log µ 2
3
, para todo t ∈

[
δ, 2

3

]
. Assim,

minut ≥
1

4
log µ 2

3
− C = δ.

Portanto, ut ≥ δ, onde δ depende somente de (M, g).

2.3 Demonstração do Teorema Principal

Para demonstrar o resultado principal, Teorema 2.1, usaremos o método da continuidade.

Observe que σ2(A
δ
g) > 0 para δ < 0 com |δ| suficientemente grande, pois

Aδ
g = Ricg −

δ

4
Rgg
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tem autovalores positivos para esta escolha de δ, já que Rg > 0. Considere a equação

σ2(g
−1At

g̃t) = f 2e4ut , (2.18)

para t ∈ [δ, 2/3], com f = σ
1/2
2 (Aδ

g) > 0, onde g̃t = e−2utg.

Defina

S =

{
t ∈
[
δ,
2

3

]
; existe uma solução ut ∈ C2,α(M) de (2.18) com At

g̃t ∈ Γ+
2

}
.

Afirmação 2.11. S ̸= ∅.

Claramente, com a escolha de f , u ≡ 0 é uma solução para t = δ. Como Aδ
g é definido

positivo, segue que σ1(A
δ
g) > 0 e σ2(A

δ
g) > 0, o que implica que Aδ

g ∈ Γ+
2 . Logo δ ∈ S.

Afirmação 2.12. S é aberto.

Suponha que t0 ∈ S, então existe ut0 solução de (2.18). Pela Proposição 1.25 o operador

linearizado em ut0 ,

Lt0 : C2,α(M) → C0,α(M),

é inverśıvel. Pelo Teorema da Função Impĺıcita, temos que existe uma vizinhança Vt0 de t0

e uma função cont́ınua h : Vt0 → C2,α(M) tal que h(t0) = ut0 e F (t, h(t)) = 0, para todo

t ∈ Vt0 . Além disso, a condição At
g̃t ∈ Γ+

2 é uma condição aberta.

Logo, S é aberto e, como f ∈ C∞(M), pela teoria de regularidade eĺıptica segue que

ut ∈ C∞(M).

Afirmação 2.13. S é fechado.

Seja (tn) ⊆ S uma sequência convergente, por exemplo para t0 ∈ [δ, 2/3], e considere as

correspondentes soluções (utn) em C2,α(M) de (2.18). Pela Proposição 2.3, existe δ, inde-

pendente de t, tal que ut ≤ δ. Assim, pela Proposição 1.28 temos que sup
M

|∇gut| < C0, para

alguma constante C0 independente de t, e pela Proposição 2.9 existe δ, independente de t, tal

que ut ≥ δ. Pela Proposição 1.29, existe uma constante C2 que depende somente de (M, g)

tal que ∥ut∥g,C2,α ≤ C2. Assim pelo Teorema de Arzela-Ascoli, existe uma subsequência, que

continuaremos denotando por (utn), que converge na norma C2 para alguma função ut0 em

C2(M). Como a convergência é na norma C2, segue que ut0 é solução de (2.18).

49



Vejamos que At0
g̃t0

∈ Γ+
2 . De fato, por (2.18) e pela Observação 1.23 temos que

f 2e4ut0 = σ2(g
−1At0

g̃t0
) = e−4ut0σ2(A

t0
g̃t0

),

isto é,

σ2(A
t0
g̃t0

) > 0. (2.19)

Note que 2σ2(A
t
g̃t) = σ1(A

t
g̃t)

2 − |At
g̃t|

2. Dáı,

σ1(A
t
g̃t)

2 = 2σ2(A
t
g̃t) + |At

g̃t |
2 > 0,

para todo t ∈ S. Logo, de (2.19) obtemos que

σ1(A
t0
g̃t0

)2 > 0. (2.20)

Por outro lado, por continuidade temos que σ1(A
t0
g̃t0

) ≥ 0, já que lim tn = t0 e tn ∈ S.
Portanto, por (2.20) segue que σ1(A

t0
g̃t0

) > 0.

Logo,

At0
g̃t0

∈ Γ+
2 .

Com isso, temos que (tn) converge para t0. Logo S é fechado.

Portanto S = [δ, 2/3].

A métrica g̃ = e
−2u 2

3 g satisfaz σ2(A
2
3
g̃ ) > 0 e Rg̃ > 0. Finalmente, pela Proposição 1.20,

temos que

A
2
3
g̃ +

1

3
σ1(A

2
3
g̃ )g̃ > 0,

ou seja,

Ricg̃ −
Rg̃

6
g̃ +

Rg̃

6
g̃ > 0,

pois σ1(A
2
3
g̃ ) =

1

2
Rg̃. Portanto,

Ricg̃ > 0,

como queŕıamos demonstrar.
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2.4 Aplicação

Nesta seção faremos uma aplicação do Corolário 2.2 envolvendo hipersuperf́ıcies compactas

de dimenão 3 imersas em formas espaciais de dimensão 4, seguindo o que foi feito em [15].

Teorema 2.14. Se (M3, g) é uma hipersuperf́ıcie compacta de dimensão 3 numa forma

espacial F 4(c) de dimensão 4 e curvatura seccional c, tal que a curvatura escalar de M é

positiva e a segunda forma fundamental de M , B, satisfaz∫
M

(
32c2 − 12c|B|2 − 213|B|4

)
dVg ≥ 0 (2.21)

então M é difeomorfa a uma forma espacial esférica de dimensão 3. Em particular, se M é

simplesmente conexa, então M é difeomorfa à esfera S3 de dimensão 3.

Demonstração. Escolha um sistema de coordenadas locais ortonormais {e1, e2, e3, e4} em

F 4(c) tal que restrita a M , os vetores {e1, e2, e3} são tangentes a M . Então, pela Proposição

1.9, temos a equaçao de Gauss

Rijkl = Rijkl + (hikhjl − hilhjk), (2.22)

para 1 ≤ i, j, k, l ≤ 3, onde hij é a segunda forma fundamental e Rijkl e Rijkl são os tensores

curvatura de Riemann de F 4(c) e M , respectivamente. Como F 4(c) é uma forma espacial,

pela Proposição 1.8, temos

Rijkl = c(δikδjl − δilδjk). (2.23)

Além disso, como a matriz (hij)1≤i,j≤3 é simétrica, podemos escolher {e1, e2, e3} tal que

(hij)1≤i,j≤3 seja diagonal, isto é,

hij = 0 se i ̸= j e 1 ≤ i, j ≤ 3. (2.24)

Note que por (2.22), (2.23) e (2.24),

Rijkl = c(δikδjl − δilδjk) + (hikhjl − hilhjk). (2.25)

Suponha que i ̸= k. Dáı, se i = j ou k = j, então Rijkj = 0. Caso contrário, i ̸= j, por

exemplo, então também temos Rijkj = 0. Logo, quando i ̸= j temos que Rijkj = 0 para todo

j ∈ {1, 2, 3}. Logo, o tensor de Ricci de M satisfaz

Ricik =
3∑

j=1

Rijkj = 0, (2.26)
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para i ̸= k e 1 ≤ i, k ≤ 3.

Agora vejamos que para i = k, temos que

Ricii =
3∑

j=1

Rijij =
3∑

j=1

c(δiiδjj − δijδji) + (hiihjj − hijhji). (2.27)

Com isso, quando j = i temos que Rijij = 0. Logo, obtemos que

Ricii =
3∑

j ̸=i

Rijij = 2c+ hii

∑
j ̸=i

hjj

= 2c+ hii

( 3∑
j=1

hjj − hii

)
= 2c+Hhii − h2

ii, (2.28)

para cada i fixado, onde H =
3∑

j=1

hjj é a curvatura média de M . Portanto,

Ricii = 2c+Hhii − h2
ii

para cada i ∈ {1, 2, 3}. Logo

Ric2ii = 4c2 + 4cHhii − 4ch2
ii +H2h2

ii − 2Hh3
ii + h4

ii

para cada i ∈ {1, 2, 3}. Assim, somando em i de 1 a 3 obtemos

3∑
i=1

Ric2ii = 12c2 + 4cH2 − 4c
3∑

i=1

h2
ii +H2

3∑
i=1

h2
ii − 2H

3∑
i=1

h3
ii +

3∑
i=1

h4
ii.

Segue de (2.26) que o quadrado da norma do tensor de Ricci de M é dado por

|Ric|2 =
3∑

i,k=1

Ric2ik

=
3∑

i=1

Ric2ii (2.29)

Logo, obtemos que

|Ric|2 =
3∑

i=1

Ric2ii

= 12c2 + 4cH2 − 4c
3∑

i=1

h2
ii +H2

3∑
i=1

h2
ii − 2H

3∑
i=1

h3
ii +

3∑
i=1

h4
ii. (2.30)
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Por (2.28) segue que a curvatura escalar de M é dada por

Rg =
3∑

i=1

Ricii = 6c+H

3∑
i=1

hii −
3∑

i=1

h2
ii = 6c+H2 −

3∑
i=1

h2
ii, (2.31)

o que implica que

R2
g =

(
6c+H2 −

3∑
i=1

h2
ii

)2

= 36c2 + 12cH2 − 12c
3∑

i=1

h2
ii +H4 − 2H2

3∑
i=1

h2
ii +

(
3∑

i=1

h2
ii

)2

. (2.32)

Assim, por (2.30) e (2.32), obtemos

3

8
R2

g − |Ric|2g =
3

8

36c2 + 12cH2 − 12c
3∑

i=1

h2
ii +H4 − 2H2

3∑
i=1

h2
ii +

(
3∑

i=1

h2
ii

)2


− 12c2 − 4cH2 + 4c
3∑

i=1

h2
ii −H2

3∑
i=1

h2
ii + 2H

3∑
i=1

h3
ii −

3∑
i=1

h4
ii

=
27

2
c2 +

9

2
cH2 − 9

2
c

3∑
i=1

h2
ii +

3

8
H4 − 3

4
H2

3∑
i=1

h2
ii +

3

8

(
3∑

i=1

h2
ii

)2

− 12c2 − 4cH2 + 4c
3∑

i=1

h2
ii −H2

3∑
i=1

h2
ii + 2H

3∑
i=1

h3
ii −

3∑
i=1

h4
ii

=

(
3

2
c2 +

1

2
cH2 +

3

8
H4

)
−
(
1

2
c+

7

4
H2

) 3∑
i=1

h2
ii

+ 2H
3∑

i=1

h3
ii +

3

8

( 3∑
i=1

h2
ii

)2

−
3∑

i=1

h4
ii

=
4

3
c2 +

( √
3

2
√
2
H2 +

1√
6
c

)2

−
(
1

2
c+

7

4
H2

) 3∑
i=1

h2
ii

+ 2H
3∑

i=1

h3
ii +

3

8

( 3∑
i=1

h2
ii

)2

−
3∑

i=1

h4
ii

≥ 4

3
c2 −

(
1

2
c+

7

4
H2

) 3∑
i=1

h2
ii + 2H

3∑
i=1

h3
ii −

5

8

( 3∑
i=1

h2
ii

)2

,

onde usamos a desigualdade ( 3∑
i=1

h2
ii

)2

≥
3∑

i=1

h4
ii.
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Logo, ∫
M

(
3

8
R2

g − |Ric|2g
)

dVg

≥
∫
M

[
4

3
c2 −

(
1

2
c+

7

4
H2

) 3∑
i=1

h2
ii + 2H

3∑
i=1

h3
ii −

5

8

( 3∑
i=1

h2
ii

)2
]

dVg. (2.33)

Para 1 ≤ i ≤ 3, temos

|hiiH| ≤
∣∣∣hii

3∑
j=1

hjj

∣∣∣ ≤ 3

2

3∑
j=1

h2
jj,

o que implica que ∣∣∣∣H 3∑
i=1

h3
ii

∣∣∣∣ ≤ 3∑
i=1

h2
ii|Hhii| ≤

3

2

( 3∑
i=1

h2
ii

)2

. (2.34)

Pela Desigualdade de Hölder, temos que

H2 =

( 3∑
i=1

hii

)2

≤ 3
3∑

i=1

h2
ii. (2.35)

Usando (2.34) e (2.35), podemos reescrever (2.33) da seguinte forma∫
M

(
3

8
R2

g − |Ric|2g
)

dVg ≥
∫
M

[
4

3
c2 −

(
1

2
c+

21

4

3∑
i=1

h2
ii

) 3∑
i=1

h2
ii −

29

8

( 3∑
i=1

h2
ii

)2]
dVg.

(2.36)

Por (2.24), o quadrado da norma da segunda forma fundamental de M é dado por

|B|2 =
3∑

i,j=1

h2
ij =

3∑
i=1

h2
ii. (2.37)

Combinando (2.37) com (2.36), obtemos

3

8

∫
M

R2
g dVg −

∫
M

|Ric|2g dVg ≥
∫
M

[
4

3
c2 −

(
1

2
c+

21

4
|B|2

)
|B|2 − 29

8
|B|4

]
dVg(2.38)

≥
∫
M

(
4

3
c2 − 1

2
c|B|2 − 71

8
|B|4

)
dVg. (2.39)
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Observe que∫
M

(
4

3
c2 − 1

2
c|B|2 − 71

8
|B|4

)
dVg =

1

24

∫
M

(
32c2 − 12c|B|2 − 213|B|4

)
dVg ≥ 0,

por hipótese.

Portanto, M é uma variedade Riemanniana compacta de dimensão 3 com curvatura

escalar positiva tal que
3

8

∫
M

R2
g dVg ≥

∫
M

|Ric|2g dVg.

Logo, pelo Teorema 2.1 e o Corolário 2.2, podemos concluir que M é difeomorfa a uma

forma espacial esférica.
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Caṕıtulo 3

Deformações Conformes em
variedades de dimensão 4

Neste caṕıtulo iremos considerar (M4, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensão

4. Inicialmente defina um funcional F2 : M → R como

F2(g) :=

∫
M

(
−1

2
|Ricg|2 +

1

6
R2

g

)
dVg

= 4

∫
M

σ2(Ag)dVg, (3.1)

onde M é o conjunto de todas as métricas Riemannianas em M4 e Ag =
1
2

(
Ricg − 1

6
Rgg

)
é

o tensor de Schouten.

Pela Proposição 1.21 mostra-se que F2 é um invariante conforme, isto é,

F2(e
fg) = F2(g), (3.2)

pra toda f ∈ C∞(M). Desta forma, podemos escrever

F2([g]) := 4

∫
M

σ2(Ag)dVg, (3.3)

onde [g] é a classe conforme de g.

Neste caṕıtulo, como iremos trabalhar com variedades de dimensão 4, definimos o seguinte

tensor

At
g =

1

2

(
Ricg −

t

6
Rgg

)
. (3.4)

Observe que, com t = 1 temos o tensor de Schouten.
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Nosso principal interesse é provar o seguinte teorema

Teorema 3.1. Seja (M4, g) uma variedade Riemanniana fechada de dimensão 4 com cur-

vatura escalar constante positiva. Se

F2([g]) +
1

6
(1− t0)(2− t0)

(
Y (M, [g])

)2
> 0, (3.5)

para algum t0 ≤ 1, então existe uma métrica conforme g̃ = e−2ug com Rg̃ > 0 e σ2(A
t0
g̃ ) > 0.

Isso implica a desigualdade tensorial

(t0 − 1)Rg̃g̃ < 2Ricg̃ < (2− t0)Rg̃g̃. (3.6)

Um corolário imediato é aplicar o teorema para t0 = 1.

Corolário 3.2. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana fechada de dimensão 4 com curva-

tura escalar constante positiva. Se F2([g]) > 0, então existe uma métrica conforme g̃ = e−2ug

com Rg̃ > 0 e σ2(A
t0
g̃ ) > 0. Em particular, o tensor de Ricci satisfaz

0 < Ricg̃ < Rg̃g̃.

Demonstração. Perceba que se F2([g]) > 0 a equação (3.5), do Teorema 3.1, em t0 = 1

também é positiva. Logo, segue o resultado.

3.1 Limite Superior

Proposição 3.3. Seja ut ∈ C2(M) uma solução de

σ2(g
−1At

g̃t) = f 2e4ut

para algum t ∈ [δ, 1], onde g̃ = e−2ug. Então ut ≤ δ, onde δ depende apenas de g.

Demonstração. Da Desigualdade de Newton
4√
6
σ
1/2
2 ≤ σ1, temos que

4√
6
fe2ut =

4√
6
σ
1/2
2 (g−1At

g̃) ≤ σ1(g
−1At

g̃).

Pela Proposição 1.22, temos que

At
g̃ = At

g +∇2
gut +

1− t

2
(∆gut)g + dut ⊗ dut −

2− t

2
|∇gut|2g.
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Como M é compacta, seja p ∈ M máximo de ut, assim ∇gut(p) = 0 e (∆gut)(p) ≤ 0 em p.

Logo,

At
g̃ = At

g +∇2
gut +

1− t

2
(∆gut)g.

Dessa forma, no ponto p, obtemos

4√
6
fe2ut ≤ σ1(g

−1At
g̃)

= σ1(A
t
g) + ∆gut + (2− 2t)(∆gut)

= σ1(A
t
g) + (3− 2t)(∆gut)

≤ σ1(A
t
g),

pois 3− 2t ≥ 0 , já que t ≤ 1. Com isso, como f(p) > 0,

e2ut(p) ≤
√
6 σ1(A

t
g)(p)

4f(p)
.

Note que, σ1(A
t
g) = (3− 2t)σ1(Ag) ≤ (3− 2δ)σ1(Ag), para todo t ≥ δ. Assim,

e2ut(p) ≤
√
6(3− 2δ)σ1(Ag)

4f(p)
=

√
6(3− 2δ)Rg

24f(p)
,

o que implica que

ut(p) ≤
1

2
log

(√
6(3− 2δ)Rg

24f(p)

)
≤ δ.

Portanto, ut ≤ δ, onde δ só depende de (M, g).

3.2 Limite Inferior

Lema 3.4. Para toda métrica g′ ∈ [g], temos∫
M

R2
g′ dVg′ ≥

(
Y (M, [g])

)2
.

Demonstração. Usando a Desigualdade de Hölder com p = q = 2, f = 1 e h = Rg′ , obtemos∫
M

Rg′dVg′ ≤
(∫

M

dVg′

) 1
2

·
(∫

M

R2
g′ dVg′

) 1
2

=
(
Vol(M, g′)

) 1
2 ·
(∫

M

R2
g′ dVg′

) 1
2

,
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ou seja, (∫
M

R2
g′ dVg′

) 1
2

≥

∫
M

Rg′dVg′(
Vol(M, g′)

) 1
2

≥ Y (M, [g]).

Como g tem curvatura escalar positiva, segue que Y (M, [g]) > 0. Assim,∫
M

R2
g′ dVg′ ≥

(
Y (M, [g])

)2
.

Proposição 3.5. Assuma que para algum t ∈ [δ, 1],

F2([g]) +
1

6
(1− t)(2− t)

(
Y (M, [g])

)2
= λt > 0.

Se ut ∈ C2(M) é uma solução de

σ2(g
−1At

g̃t) = f 2e4ut (3.7)

satisfazendo ∥∇ut∥g,∞ < C0, onde g̃t = e−2utg, então ut > δ, onde δ depende somente de g,

C0 e log λt.

Demonstração. Temos por (1.23)

σ2(A
t
g) = σ2(Ag) +

3

2
(1− t)(2− t)(σ1(Ag))

2. (3.8)

Considere g̃t = e−2utg. Por (1.37), (3.7) e (3.8), temos

e4utf 2 = σ2(g
−1Ag̃t) +

3

2
(1− t)(2− t)σ1(g

−1Ag̃t)
2

= e−4utσ2(Ag̃t) + e−4ut
3

2
(1− t)(2− t)σ1(Ag̃t)

2

= e−4ut

(
σ2(Ag̃t) +

3

2
(1− t)(2− t)σ1(Ag̃t)

2
)

= e−4ut

(
σ2(Ag̃t) +

3

2
(1− t)(2− t)

(
Rg̃t

6

)2
)

= e−4ut

(
σ2(Ag̃t) +

1

24
(1− t)(2− t)R2

g̃t

)
.
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Seja C > 0 uma constante tal que C ≥ f 2. Integrando com respeito a dVg, obtemos

C

∫
M

e4ut dVg ≥
∫
M

e4utf 2 dVg

=

∫
M

σ2(Ag̃t)e
−4ut dVg +

1

24
(1− t)(2− t)

∫
M

R2
g̃e

−4ut dVg

=

∫
M

σ2(Ag̃t) dVg̃ +
1

24
(1− t)(2− t)

∫
M

R2
g̃ dVg̃t ,

pois e−4ut dVg = dVg̃t .

Usando o Lema 3.4 e a invariância conforme de F2,

C

∫
M

e4ut dVg ≥
∫
M

σ2(Ag̃t)e
−4ut dVg +

1

24
(1− t)(2− t)

(
Y (M, [g])

)2
=

1

4
F2(g) +

1

24
(1− t)(2− t)

(
Y (M, [g])

)2
=

1

4
F2([g]) +

1

24
(1− t)(2− t)

(
Y (M, [g])

)2
=

1

4
λt > 0,

uma vez que λt > 0, por hipótese.

Com isso,

C · e4maxut

∫
M

dVg ≥ λt,

que implica que

log
(
e4maxut · C

(
Vol(M, g)

))
≥ log λt,

ou seja,

4max
M

ut ≥ log λt − log
(
C
(
Vol(M, g)

))
.

Portanto,

max
M

ut ≥ 1

4
log λt − C(g). (3.9)

Agora, sejam pt, qt ∈ M e uma geodésica α : [0, l] → M tal que α(0) = pt e α(1) = qt,

com |α′(s)| = 1, s ∈ [0, l], onde ut(pt) = min ut e ut(qt) = maxut. Assim, usando o fato que

∥∇ut∥g,∞ < C0, temos

max
M

ut −min
M

ut = ut(qt)− ut(pt)
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= ut(α(1))− ut(α(0))

=

∫ 1

0

d

ds
(ut ◦ α)(s) ds

=

∫ 1

0

∇ut(α(s))α
′(s) ds

≤
∫ 1

0

|∇ut(α(s))| ds

≤ C0 = C(M).

Logo,

max
M

ut −min
M

ut ≤ C(M). (3.10)

Comparando as desigualdades (3.9) e (3.10), podemos ver que

min
M

ut + C(M, g) ≥ max
M

ut ≥
1

4
log λt − C(g),

ou seja,

min
M

ut ≥
1

4
log λt −

(
C(g) + C(M, g)

)
.

Portanto, ut ≥ δ, onde δ depende somente de g, C(g) + C(M, g) e log λt.

Em particular, observe que

λt ≥
1

4
λt =

1

4
F2([g]) +

1

24
(1− t)(2− t)

(
Y (M, [g])

)2
≥ 1

4
F2([g])

=
1

4
λ1, para todo t ∈ [δ, 1].

Logo, log λt ≥ log λ1

4
, para todo t ∈ [δ, 1]. Assim,

min ut ≥
1

4
log

λ1

4
− C = δ,

onde δ depende somente de (M, g).

3.3 Demonstração do Teorema Principal

Finalmente, usando os resultados anteriores, podemos provar o Teorema 3.1. A demons-

tração segue de forma análoga à demonstração do Teorema 2.1, no caṕıtulo anterior, sendo

o conjunto S estendido para t ≤ 1.
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Note que σ2(A
δ
g) > 0 para δ < 0 com |δ| suficientemente grande, pois

σ2(A
δ
g) = Ricg −

δ

4
Rgg

tem autovalores positivos para esta escolha de δ, já que Rg > 0. Considere a equação

σ2(g
−1At

g̃t) = f 2e4ut , (3.11)

para t ∈ [δ, 1], com f = σ
1/2
2 (Aδ

g) > 0, onde g̃t = e−2utg.

Defina

S =

{
t ∈ [δ, 1]; existe uma solução ut ∈ C2,α(M) de (3.11) com At

g̃t ∈ Γ+
2

}
.

Afirmação 3.6. S ̸= ∅.

Claramente, com a escolha de f , u ≡ 0 é uma solução para t = δ. Como Aδ
g é definido

positivo, segue que σ1(A
δ
g) > 0 e σ2(A

δ
g) > 0, o que implica que Aδ

g ∈ Γ+
2 . Logo δ ∈ S.

Afirmação 3.7. S é aberto.

Suponha que t0 ∈ S, então existe ut0 solução de (3.11). Pela Proposição 1.25 o operador

linearizado em ut0 ,

Lt0 : C2,α(M) → C0,α(M),

é inverśıvel. Pelo Teorema da Função Impĺıcita, temos que existe uma vizinhança Vt0 de t0

e uma função cont́ınua h : Vt0 → C2,α(M) tal que h(t0) = ut0 e F (t, h(t)) = 0, para todo

t ∈ Vt0 . Além disso, a condição At
g̃t ∈ Γ+

2 é uma condição aberta.

Logo, S é aberto e, como f ∈ C∞(M), pela teoria de regularidade eĺıptica segue que

ut ∈ C∞(M).

Afirmação 3.8. S é fechado.

Seja (tn) ⊆ S uma sequência convergente, por exemplo para t0 ∈ [δ, 1], e considere as

correspondentes soluções (utn) em C2,α(M) de (3.11). Pela Proposição 3.3, existe δ, inde-

pendente de t, tal que ut ≤ δ. Assim, pela Proposição 1.28 temos que sup
M

|∇gut| < C0, para

alguma constante C0 independente de t, e pela Proposição 3.5 existe δ, independente de t, tal

que ut ≥ δ. Pela Proposição 1.29, existe uma constante C2 que depende somente de (M, g)
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tal que ∥ut∥g,C2,α ≤ C2. Assim pelo Teorema de Arzela-Ascoli, existe uma subsequência, que

continuaremos denotando por (utn), que converge na norma C2 para alguma função ut0 em

C2(M). Como a convergência é na norma C2, segue que ut0 é solução de (3.11).

Vejamos que At0
g̃t0

∈ Γ+
2 . De fato, por (3.11) e pela Observação 1.23 temos que

f 2e4ut0 = σ2(g
−1At0

g̃t0
) = e−4ut0σ2(A

t0
g̃t0

),

isto é,

σ2(A
t0
g̃t0

) > 0. (3.12)

Note que 2σ2(A
t
g̃t) = σ1(A

t
g̃t)

2 − |At
g̃t|

2. Dáı,

σ1(A
t
g̃t)

2 = 2σ2(A
t
g̃t) + |At

g̃t |
2 > 0,

para todo t ∈ S. Logo, de (3.12) obtemos que

σ1(A
t0
g̃t0

)2 > 0. (3.13)

Por outro lado, por continuidade temos que σ1(A
t0
g̃t0

) ≥ 0, já que lim tn = t0 e tn ∈ S.
Portanto, por (3.13) segue que σ1(A

t0
g̃t0

) > 0.

Logo,

At0
g̃t0

∈ Γ+
2 .

Com isso, temos que (tn) converge para t0. Logo S é fechado.

Portanto S = [δ, 1].

A métrica g̃ = e−2ut0g satisfaz σ2(A
t0
g̃t0

) > 0 e Rg̃t0
> 0.

Pela Proposição 1.20 temos que

0 < At
g̃ +

1

2
σ1(A

t
g̃)g̃.

Assim

0 <
1

2
Ricg̃ −

t

12
Rg̃g̃ +

3− 2t

12
Rg̃g̃

=
1

2
Ricg̃ +

3− 3t

12
Rg̃g̃,
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ou seja,

2Ricg̃ > (t− 1)Rg̃g̃. (3.14)

Por outro lado, também pela Proposição 1.20, sabemos que

0 < −At
g̃ + σ1(A

t
g̃)g̃,

com isso

0 < −1

2
Ricg̃ +

t

12
Rg̃g̃ +

3− 2t

6
Rg̃g̃

= −1

2
Ricg̃ +

6− 3t

12
Rg̃g̃,

isto é,

2Ricg̃ < (2− t)Rg̃g̃. (3.15)

Conclúımos por (3.14) e (3.15) que

(t− 1)Rg̃g̃ < 2Ricg̃ < (2− t)Rg̃g̃,

onde t ∈ [δ, 1].

Assim, conclúımos a demonstração.

3.4 Aplicação

Nesta seção faremos uma aplicação em variedades Riemannianas fechadas de dimensão 4

com curvatura escalar positiva. Ver [13] para mais detalhes.

Definição 3.9. A Q-curvatura de Branson é definida por

Qg = − 1

2(n− 1)
∆gRg +

n3 − 4n2 + 16n− 16

8(n− 1)2(n− 2)2
R2

g −
2

(n− 2)2
|Ricg|2. (3.16)

Definição 3.10. O operador de Paneitz é definido por

Pg = ∆2
g + divg

{( (n− 2)2 + 4

2(n− 1)(n− 2)
Rgg −

4

n− 2
Ricg

)
(∇g, ∗)

}
+

n− 4

2
Qg. (3.17)

Proposição 3.11. Se

Ricg ≤ Rgg,

então Pg ≥ 0, e KerPg = {const.}.
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Demonstração. Temos, pela Definição 3.10, com n = 4, que

Pgu = ∆2
gu+ divg

{(
2

3
Rgg − 2Ricg

)
(∇gu, ∗)

}
. (3.18)

Integrando por partes,∫
M

uPgu dVg =

∫
M

(
(∆gu)

2 +
2

3
Rg|∇gu| − 2Ricg(∇gu,∇gu)

)
dVg. (3.19)

Pela Fórmula Integral de Böchner-Weitzenböck, Corolário 1.15, temos que∫
M

(∆gf)
2 dVg =

∫
M

|∇2
gf |2 dVg +

∫
M

Ricg(∇gf,∇gf) dVg. (3.20)

Ou seja,

0 =

∫
M

(
|∇2

gu|2 +Ricg(∇gu,∇gu)− (∆gu)
2
)
dVg. (3.21)

Substituindo (3.21) em (3.19), obtemos∫
M

uPgu dVg =

∫
M

(
− 1

3
(∆gu)

2 +
4

3
(∆gu)

2 +
2

3
Rg|∇gu| − 2Ricg(∇gu,∇gu)

)
dVg

=

∫
M

(
− 1

3
(∆gu)

2 +
4

3
|∇2

gu|2 +
2

3
Rg|∇gu| −

2

3
Ricg(∇gu,∇gu)

)
dVg.

Defina ∇̂2
gu = ∇2

gu− 1

4
(∆gu)g. Assim,

|∇̂2
gu|2 = |∇2

gu|2 −
1

4
(∆gu)

2,

o que implica que
4

3
|∇̂2

gu|2 =
4

3
|∇2

gu|2 −
1

3
(∆gu)

2.

Dessa forma,∫
M

uPgu dVg =

∫
M

(
4

3
|∇̂2

gu|2 +
2

3

(
Rgg −Ricg

)
(∇gu,∇gu)

)
dVg

≥ 4

3

∫
M

|∇̂2
gu|2 dVg, (3.22)

pois Ricg ≤ Rgg, por hipótese. Consequentemente, Pg ≥ 0.
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Suponha, por absurdo, que Pgu = 0, e que u não é constante. Assim,

0 =

∫
M

uPgu dVg ≥
4

3

∫
M

|∇̂2
gu|2 dVg,

o que implica que ∇̂2
gu ≡ 0.

Dessa forma, ∇2
gu− 1

4
(∆gu)g = 0, ou seja,

∇2
gu =

1

4
(∆gu)g.

Por [[20], Teorema A], g é homotética a S4, ou seja, existe uma constante positiva λ > 0

tal que g = λgS4 , onde gS4 é a métrica canônica de S4. Assim, Rg = 12λ−1 e

Ricg = RicgS4 = 3gS4 = 3λ−1g = 1
4
Rgg. Logo,

Rgg −Ricg = Rgg −
1

4
Rgg =

3

4
Rgg.

Dáı, de (3.22) obtemos que

0 =

∫
M

uPgu dVg =
4

3

∫
M

|∇̂2
gu|2 dVg +

1

2
Rg

∫
M

|∇gu|2 dVg.

Logo ∇gu = 0, o que é um absurdo, pois supomos u não constante.

Portanto, KerPg = {const.}.

Teorema 3.12. Seja (M4, g) uma variedade Riemanniana fechada de dimensão 4 com cur-

vatura escalar positica, Rg > 0. Se∫
M

Qg dVg +
1

3

(
Y (M, [g])

)2
> 0, (3.23)

então o operador de Paneitz é não-negativo, Pg ≥ 0, e Ker Pg = {const.}. Portanto, por um
resultado em [4], existe uma métrica conforme g̃ = e−2ug com

Qg̃ = const.

Demonstração. A Q-curvatura é dada por

Qg = −1

6
∆gRg +

1

6
R2

g −
1

2
|Ricg|2 = −1

6
∆gRg + 4σ2(Ag). (3.24)
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Integrando temos ∫
M

Qg dVg = 4

∫
M

σ2(Ag) dVg = F2([g]).

Logo de (3.23), obtemos

F2([g]) +
1

3

(
Y (M, [g])

)2
> 0. (3.25)

Logo, podemos aplicar o Teorema 3.1 com t0 = 0 para obter uma métrica conforme

g̃ = e−2ug,

Ricg̃ < Rg̃g̃.

Pela Proposição 3.11, conclúımos que o operador de Paneitz Pg̃ é não-negativo e KerPg̃ =

{const.}.

Finalmente, por um resultado em [4], existe uma métrica conforme g = e−2ug com

Qg = const,

como queŕıamos demonstrar.
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