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Resumo

O objetivo principal deste trabalho consiste em mostrar a existéncia de métricas com curva-
tura de Ricci positiva na classe conforme de uma métrica Riemanniana com curvatura escalar
positiva em variedades compactas de dimensao 3 e 4. Catino-Djadli [3] e Gursky-Viaclovsky
[13] mostraram que se as curvaturas escalar e de Ricci de uma métrica g satisfazem a uma
desigualdade integral em uma variedade compacta tridimensional, entao g é conforme a al-
guma meétrica de curvatura de Ricci positiva. No primeiro artigo os autores trabalham em
variedades tridimensionais e no segundo em variedades de dimensao 4.

Palavras Chaves: Métricas conformes, curvatura de Ricci positiva, desigualdade integral.



Abstract

The main objective of this work is to show the existence of metrics with positive Ricci
curvature in the class as a Riemannian metric with positive scalar curvature on compact
manifolds of dimension 3 and 4. Catino-Djadli [3] and Gursky-Viaclovsky [13] showed that
bends climbing and Ricci of a metric g satisfies an integral inequality in a three-dimensional
compact manifold, then ¢ is according to some metric of positive Ricci curvature. In the
first article the authors work in three-dimensional manifolds and second manifolds 4.

Key Words: Conformal metrics, positive Ricci curvature, integral inequality.
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Introducao

Em 1904, o francés Henri Poincaré apresentou uma conjectura sobre a esfera tridimensi-
onal que intrigou grandes mentes da matematica por quase um século até sua prova em
2002 por G. Perelman. Hoje ela é conhecida como a Conjectura de Poincaré. Desde que
Poincaré langou sua conjectura, muitos matematicos dedicaram-se a encontrar propriedades
topoldgicas ou geométricas de uma variedade através de sua estrutura métrica. Como exem-
plo, podemos perguntar sob quais condigoes no tensor curvatura uma variedade Riemanniana

¢ homeomorfa ou difeomorfa a uma forma espacial.

Em 1951, Rauch H.E. [21] perguntou se uma variedade Riemanniana M" compacta sim-
plesmente conexa de dimensao n com curvatura seccional no intervalo (1, 4] é necessariamente
homeomorfa ou difeomorfa a esfera S™. Devido ao trabalho de Berger e Klingenberg sabe-se
que a resposta a esta pergunta € positiva para o caso de ser homeomorfa e devido ao trabalho
de Brendle e Shoen [1] o resultado é verdadeiro para o caso diferencidvel, hoje conhecido

como o Teorema da Esfera Diferenciavel.

Em [4] os autores mostraram que dada uma variedade Riemanniana fechada (M, g) de

dimensao 4 com o invariante de Yamabe positivo e satisfazendo a desigualdade

1 1
/ (gRE — |Ric,? - 5|Wg|2> dv, > 0,
M

onde Ricy, Ry e W, sao o tensor de Ricci, a curvatura escalar e o tensor de Weyl da métrica

g, respectivamente, entao segue que M é difeomorfa & esfera S* ou ao espaco projetivo RP?.

Na primeira parte deste trabalho iremos apresentar um resultado semelhante ao resultado
em [4], porém para variedades tridimensionais. Mais precisamente, provaremos no Capitulo

2 o seguinte teorema de Catino e Djadli [3].



Teorema 0.1. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana fechada de dimensdo 3 com cur-

vatura escalar positiva. Se

_ 3
/M|chg|§ dv, < g/MRj dVy,

entao M ¢é difeomorfa a uma forma espacial esférica.

A grosso modo, a demonstracao deste teorema consiste em mostrar que a variedade
admite uma métrica de curvatura de Ricci positiva, e entao usar o resultado de Hamilton
[14] sobre fluxo de Ricci para concluir o resultado. Em 1982, Hamilton introduziu o fluxo de
Ricci, que nada mais é do que uma familia diferencidvel a 1-parametro de métricas g(t) que
satisfaz a equacao

5% (t) = —2Ricy).
Entao ele mostrou em [14] que se ¢g(0) possui curvatura de Ricci positiva, entdo o fluxo
converge para uma métrica de curvatura seccional constante positiva, e isto implica que M

é difeomorfa a uma forma espacial esférica.

Na segunda parte do trabalho, capitulo 3, apresentaremos um resultado de Gursky e
Viaclovsky [13] em variedades de dimensao 4. Em resumo, esse resultado nos diz que sobre
certas condigoes a variedade admite uma métrica de curvatura de Ricci positiva. Mais

precisamente, mostraremos o seguinte teorema.

Teorema 0.2. Seja (M*,g) uma variedade Riemanniana fechada de dimensao 4 com cur-

vatura escalar constante positiva. Se

ol + 0~ )2~ 10) (Y (M, [g)) > 0 (1)

para algum ty < 1, entdo existe uma métrica conforme §g = e *'g com Rz > 0 e 0-2(1420) > 0.

Isso implica a desigualdade tensorial

(t() — 1)Rg§ < 2Ric§, < (2 — to)Rgg (2)

As demonstragoes dos teoremas 0.1 e 0.2 consistem em deformar conformemente a métrica

g através de solugoes para a equagao

oa(gtAY) = e, (3)



onde o3 ¢ a segunda funcao simétrica elementar, § = e=24g,

1 t
t_ o iy
Az = m— (chg 2 = 1)Rgg>

onde Ricz e Rz sao o tensor de Ricci e a curvatura escalar da métrica g, respectivamente, e

f é uma funcao suave positiva a ser escolhida adequadamente. A escolha de f é de tal forma

que a equacao possua solugao para t < 0 suficientemente grande em valor absoluto.

Usaremos o método da continuidade para mostrar que esta equacao, no caso de dimensao
3, possui solugdo para ty = 2/3, e no caso de dimensdo 4, possui solugao para t, = 1.
Concluiremos que a métrica conforme correspondente a essa solugao sera a métrica que nos

déa o resultado para o teorema.

Apresentaremos neste trabalho as demonstragoes dos Teoremas 0.1 e 0.2 contidas em [3] e
[13], respectivamente. No capitulo 1 serao apresentadas as definigdes bésicas e as ferramentas
necessarias para um bom entendimento dos capitulos posteriores. Os capitulos 2 e 3 sao
dedicados as demonstracoes dos resultados principais. Além disso, fazemos ao final destes
capitulos uma aplicagao do resultado principal para subvariedades e para a )-curvatura,

respectivamente.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas definigoes basicas da geometria Riemanniana, bem
como ferramentas que serao utilizadas ao longo do trabalho. Em todo o texto usaremos a
notagao de Einstein que diz que indices repetidos abaixo e acima representam somas variando

de 1 até a dimensao da variedade, como por exemplo,

n
Gin: E Clibl.
i=1

1.1 Meétricas Riemannianas e Curvatura

Em todo o texto iremos denotar por X' (M) o conjunto de todos os campos de vetores suaves
em uma variedade diferencidvel M e por C*(M) o conjunto de todas as fungoes suaves
f:M—=R.

Definicao 1.1. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M é um tensor
suave g do tipo (2,0) em M tal que em cada ponto p € M, a aplicagao g, : T,M x T,M — R
dada por

gp(u,v) = g(U,V)(p),

onde U,V € X (M) sdo tais que U(p) =u e V(p) = v, € um produto interno em T,M.

Uma variedade Riemanniana (M, g) é uma variedade diferencidvel M munida com uma

métrica Riemanniana g.



Definicao 1.2. Uma conexdao afim V em uma variedade diferencidvel é uma aplica¢ao
V:X(M)x X(M)— X(M),
que serd denotada por VxY =V (X,Y), satisfazendo as segquintes propriedades:
i) VixigyZ = fVxY +gVyZ;
i) Vx(Y +2)=VxY +VxZ;
iii) Vx(fY)= (XY + fVxY;
para todo X,Y,Z € X(M) e f,g € C>*(M).

Teorema 1.3. Dada uma variedade Riemanniana (M, g) existe uma unica conexdo afim V

satisfazendo as condicoes:

i) [X,Y] =VxY — Vy X (simétrica);

i) Xg(Y,Z) = g(VxY,Z) 4+ g(X,VxZ) (compativel com a métrica).

A conexao dada pelo Teorema 1.3 é chamada de Conexao Riemanniana ou de Levi-Civita.
A menos que se diga o contrério, iremos trabalhar com esta conexao.

Em um sistema de coordenadas locais, definimos os simbolos e Christoffel Ffj como

0 0
Tk _Z
va(zi 0z Y Oxy,

Pelo Teorema 1.3, obtemos

1 Ogjm  Ogim  0gij
Il =g (= — 1.1
i1 = 99 ( 0z * oz axm) ’ (1.1)

onde (g;;) sao as componentes da métrica neste sistema de coordenadas e (¢g%) é sua inversa.

Definicao 1.4. Seja T um tensor do tipo (r,0). A derivada covariante VT de T é um tensor
de ordem (r +1,0) definido como

VT( Xy, -, X, X) = (VxT)(Xy, -+, X,)

= X(T(Xh o 7X7")) - ZT(XD ',VXXk,' t aXr)‘
k=1



Utilizaremos a seguinte notacao para a derivada covariante definida anteriormente
0 g 0
Ernir;j =VT ) T ) .
Ty 093“ ij

Defini¢ao 1.5. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. O tensor curvatura de (M, g) € o

tensor de tipo (3,1) definido como
R(X,Y)Z = VyVxZ — VxVyZ + VixyiZ,

onde V € a conexdo Riemanniana e X,Y,7Z € X(M).

Usando a métrica, obtemos um tensor do tipo (4,0) definido por
R(X,)Y, Z W)= (R(X,Y)Z W),

onde X,Y,Z W € X(M). Suas componentes, em coordenadas, sao

a o\ o ., 0
R(a_a_)a_Ra

e 9 o 0o l
Rijks == R <8_xz’ oz, Oy a—%) Rij191s-

Pelo Teorema 1.3, obtemos

0
Uk 8xj

0

— T} — I —I0 T + T (1.2)

Proposicao 1.6. Tem-se as sequintes propriedades para o tensor curvatura
i) Rijii = —Rjit = Rjuk = Rikji;
i) Rijki + Rigi; + Rijr = 0 (1% identidade de Bianchi);
i01) Rijkizm + Rijimk + Rijmky = 0 (2% identidade de Bianchi);
w) 2¢“V,; R, = ViR, (2% identidade de Bianchi contraida).

Proposigao 1.7 (Identidade de Ricci). Seja T um tensor do tipo (r,0), com r > 0. Entdo

(ViV; = V;Vi) Tk, = ZRkTMmkk



Note que na férmula anterior aparecem dois somatorios, um em [ e outro em m.

A curvatura seccional de um plano 7 € T,M gerado pelos vetores X e Y é definido

CO1mMo
R(X,Y,X,Y) R(X,Y,X,Y)
K (X,Y) = = , (1.3)
X AY? XY = (X, Y)?

onde X,Y € T,M sao quaisquer vetores que formam uma base para m. E possivel mostrar

que (1.3) independe da base escolhida no plano 7.

Variedades Riemannianas que possuem curvatura seccional constante sao chamadas de

formas espaciais.
O Tensor de Ricci é um tensor do tipo (2,0) definido como
Rie(X,Y) == tr(Z — R(X, Z)Y).

Suas componentes sao
k i
Rij = Ry, = 9" Rigji.

ikj

e a curvatura escalar ¢é definida como

O tensor curvatura pode ser escrito como

R, 1
o= W ! @9 T e

= W,+4,0y9,

onde Wy é o tensor de Weyl,

b (e ) »

n— n—1
é o tensor de Schouten e ® é o produto de Kulkarni-Nomizu, que é definido como

A®B(X,Y,Z,W) = AX,W)B(Y,Z)+ A(Y, Z)B(X,W)
A(X, Z)B(Y,W) — A(Y,W)B(X, Z),

para quaisquer tensores simétricos A e B do tipo (2, 0). Observe que A, é um tensor simétrico.

Veja [6] para mais detalhes.



Proposicao 1.8. Uma variedade Riemanniana (M™, g) possui curvatura seccional constante
k se, e somente se o tensor curvatura satisfaz
k
R=-g0g,
29 g

onde ® € o produto de Kulkarni-Nomizu.

1.2 Subvariedades Riemannianas

Sejam M" e M variedades diferencidveis e f: M — M uma imersdo. Pelo Teorema da
Funcéo Inversa, para cada p € M existe uma vizinhanca V de p em M, tal que f:V — M
é um mergulho. Segue que f(V) é uma subvariedade mergulhada de M. Como V e f(V)
sao difeomorfos, temos que

dfy : T,M — Ty f(V)

é um isomorfismo para todo p € V. Assim podemos identificar V' com f(V') e campos

X € X(V) com df(X) € X(f(V)). Se (M,g) é uma variedade Riemanniana, entdo consi-
derando a métrica f*g em M teremos que f é uma imersao isométrica. Daqui em diante
iremos considerar que M C M. Observe que para todo p € M, podemos decompor TPM na

soma direta
T,M =T,M & (T,M)".

Considere V a conexio Riemanniana de M e defina V : X (M) x X(M) — X(M) por
VxY = (VxY)*,

onde X e Y s@o extensoes locais de X e Y a M, respectivamente. Pode-se mostrar que V

assim definida é a conexao Riemanniana de M.

A segunda forma fundamental da imersao f é a aplicagao bilinear simétrica
B:X(M)x X(M)— (X(M))*+
dada por
B(X,Y) =VxY — VyY,

onde X,Y € X(M) e X e Y sao extensoes locais de X e Y, respectivamente, a M. Pode-
se mostrar que para todos X,Y € X (V) o valor de B(X,Y) nao depende das extensoes

escolhidas.



Dado p € M e n € (T,M)*, defina a aplicagao linear S, : T,M — T,M por
Sy(u) = —(VuN)*,

onde (-)* denota a componente tangente e N é uma extensao local do vetor 7 normal a M.

Observe que a aplicagao S, satisfaz

<S77(u)v U) = <B(u7 U)v 77>7

para todo u,v € T,M. Segue da simetria da aplicacao B que S, ¢ uma aplicacao auto-

adjunta.

Proposigao 1.9 (Equacao de Gauss). Para todos X,Y,Z W € T,M wvale

R(X.Y,Z,W)=R(X,Y,Z,W) + (B(X,W),B(Y, Z)) — (B(X, Z), B(Y, W)).

onde B € a sequnda forma fundamental de M.

1.3 Operadores Diferenciaveis e a Formula de Bochner-
Weitzenbock

Defini¢ao 1.10. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Dada uma fungao f € C°(M),

definimos o campo gradiente de f como o unico campo de vetores V,f € X(M) tal que
VX)) =X(f) =df(X) =g(V,f, X),
para todo X € X (M).

Em coordenadas, obtemos
;O 0

Vol =90 5 oy

Definigao 1.11. A Hessiana de f é um tensor do tipo (2,0), denotada por V*f e definida

como

VEA(X,Y) =Y(X(f) - Vv X(f).

A Hessiana é um tensor simétrico. De fato,
VAX,)Y) = VAV, X) = (YX = XY)(f) = (VyX = VxY)(f)

= X Y]() - [V, X](f)
= 0.



Definigao 1.12. Seja X € X(M). O divergente de X com respeito a métrica g € definido

como
divgX = tr(Y — VyX).

Se {e;} é um referencial ortonormal, entao
divgX = Zg(veiX, er) = Zwm,
i i

onde w ¢ a 1-forma definida como w(Y) = g(X,Y).

Defini¢ao 1.13. Seja f € C°(M). O Laplaciano de f com respeito a métrica g € definido
como
A, f = divg(V,f) = tr(V:u).

Em coordenadas,

Of 4 0f

Agf = (9:1:22 P

Teorema 1.14 (Férmula de Bochner-Weitzenbock). Seja (M™,g) uma variedade Rieman-
niana de dimensao n. Seja f € C*(M). Entdo

SV f12) = [V + (Vo Vo)) + Ricy(V,f, V). (1)

Demonstragao. A demostracao pode ser encontrada em [22]. ]

Corolario 1.15 (Férmula Integral de Béchner-Weitzenbock). Sejam (M™, g) uma variedade

Riemanniana compacta sem fronteira de dimensao n e seja f € C°(M). Entao
| @urp avy= [V vy [ Riey(9,5.9,0) v, (16)
M M M

Demonstracao. Pelo Teorema da Divergéncia obtemos que

| 19,1 av, =0
M

| ) v, = = [ (@7 v,

Logo, como M é sem fronteira, integrando a férmula de Bochner-Weitzenbock, (1.5),

obtemos o resultado desejado. O]
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1.4 Funcoes Simétricas Elementares e o Tensor de Schou-
ten

Seja A = (A1, Ag, ..., Ay) € R™. Definimos a k-ésima funcao simétrica elementar em R” como

n

g = > Ay A

1<ii<..<ip<n

No decorrer deste trabalho, iremos utilizar apenas os casos onde k£ = 1 ou 2. Note que,
para k = 1 temos,
oA =D N=M+dt...+ A\, (1.7)
1<i<n
e para k = 2 temos
- 1
()= 3 A= 5(01@)2 - w?). (1.8)
1<i<j<n
Defina
i = {01()\) > o} N {02(A) > 0} C R™ (1.9)

Diremos que um tensor simétrico A do tipo (2,0) pertence a F;L, ou seja, A € F;, se seus

autovalores pertencem a I'j.

Denotaremos por o;(A,) as fungoes simétricas aplicadas aos autovalores do tensor de

Schouten com respeito a métrica g. Neste caso

01(A,) = tryA, = g Ay (1.10)

1

o2(4,) = 5 (01(40) = 14,2). (1.11)

Além disso, quando a métrica a qual as fungoes simétricas elementares estao relaciona-
das forem diferentes da métrica ao qual os tensores estao definidos, usaremos as seguintes
defini¢oes

01(§_1A9> = tTgAg = giinj (112)

02(57 4 = 5 (71574, — 1A4,2). (113)

11



onde § e g s@o métricas Riemannianas. Observe que, por (1.4) e (1.10) temos

R,
o1(Ay) =tr(A,) = —2(n ) (1.14)
Note que,
1 R? nR?
2 _ 2 1Y g
|Agl, = n—2) (|ch|g —— +4(n—1)2) , (1.15)

e por (1.11), obtemos

QUQ(AQ) = (71(Ag)2 - |Ag‘§
R? 1 R? R?
- [Ricf2 — —%— 4
4n—12 (n—2)2 9 n—1 4(n—1)2
_ R? ((n—2)2—|—4(n— 1) —n) B | Ric|?

4(n — 2)? (n—1)2 (n—2)%
_ n(n — 1)R§ B \Ric\z

4n—1)2(n—2)2 (n—2)2
B nR; |Ric|?

4in—1)(n—2)2 (n—2)%

Logo,

o9(A,) = 20 i O (4(21?1) — |Rz'c|§) : (1.16)

Para o desenvolvimento deste trabalho é de fundamental importancia definir o seguinte
tensor ) ‘R

Al = Ric, — —2—q). 1.17

97 n-—2 ( " Q(n—l)g> (1.17)

Perceba que para t = 1 temos o tensor de Schouten. Podemos escrever o tensor A; da

seguinte forma

1 R R tR
At — L g g _ g
9 T p_2 <R”g 2mn—17 " 2m =17 2(n—1)g>

= A+ niQ ((21(;?%9) .

Assim, por (1.14),

Ay =Ay+ —a1(Ay)g (1.18)
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Veja que, por (1.10) e (1.17), obtemos que

o1(AL) = R, (1.19)

ou ainda, por (1.10) e (1.18)
Ul(Ag) = o1(4,) + ! (n(l — t>Rg>

n—2\ 2(n-—1)
= (A, + "S_ ;) o1 (Ay). (1.20)
Elevando ao quadrado, temos
t\2 >, 2n(l-1) o ML —1t) 2
01(A,)" = 01(4y) +ﬁ01(149) +W01(Ag) - (1.21)
Agora, note que
t12 _ », 2(1—1¢) 2 (1 —1t)? 2
| Ayly = [Aglg + 5 01(Ag)" + mal(flg) : (1.22)
Com isso, por (1.11), (1.21) e (1.22), temos
20’2(142) = O'1<AZ)2 — |AZ|§
o 2 2n(1 - t) 2 (1 - t)2 2 2
= ou(dg)” + ————01(d4y)" + (n—27 o1(Ay)
a0 e (0
|A | n — I(Ag) (TL . 2)2 1(Ag)
B ( —t)n — >n—1)(1—t) L
- (TL — 2)2 01( 9)
Portanto,
t (B=tn-4)m-na-1
02(A,) = 02(Ay) + o1(Ay)*. (1.23)

2(n —2)2
Definigcao 1.16. Seja A : V — V uma aplicagao linear auto-adjunta, onde V é um espaco

com produto interno de dimensao n. A primeira transformacdao de Newton associada a A €
Tl(A) = 0'1(14) - A, (124)
onde I € a identidade em V.
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Para t € R definimos a transformacgao linear

51 (Tl(A)> 1. (1.25)

Lema 1.17. Se A: R — Hom(V,V), entdo
d
T 0a(A ZTl (A)ii(s), (1.26)

isto €, a primeira transformagdo de Newton surge a partir da diferenciacao de os.

Demonstracao. Sabemos que o9(A) = Z AiAj, onde \; sao os autovalores de A. Assim,
1<i<j<n
d
o) = Y (A;Aj + m;) SID IR YR PR
1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n
Faca

=D NN e Si= ) NN

1<j 1<j

Agora, desenvolvendo o somatério Sy, fixando cada i e variando j, temos

dDONN =N (ZA>+X <Z)\> -+A;_2<i Aj>+A;_1An

i<j j=2 Jj=n—1

2 n—2
= )\,1(0'1 —)\1)+/\/2 (0’1 —Z)%) +"'+/\;L72 (0’1 —ZAk>
k=1
A

n—1 2 n—2
() () (55)
i=1 k=1 k=1
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De forma anéloga ,em S5, fixando cada i e variando 7, obtemos

SN = N (zn: A;) + Ao (En: A;.> +o o Ao ( zn: A;) + A\
j=2 J=3

1<J j=n—1
Perceba que fazendo S; 4 S5, varios termos serao cancelados, a saber

Sl—|—52 = 0'1(14) Z)\;

)

= o,(A) ZX>+ Z)\X
)
)-

+ AL =MD XN =)+ A (AL =N )

= 01(A) ZX + oA, — AN — Zm;
=1

n

Z)\/\’

= 0'1(14) Z/\,

Logo,
d n n
T-02(A) = 81 + 8, = 01(4) (; A;> - ; AN,
ou seja,

d
£02(A) = 201 z]d _Z<A)U£(‘A>U

=¥ {(ol(A)L;j - (A>ij) %(A)ij]

]
d
= Z Ti(A) J
1]

]

Proposigao 1.18. Se os autovalores de A estio em Ty, entio Ti(A) é positivo definido.

Consequentemente, para t <1,

LH(A) = T1(A) + i _;

o <T1 (A)> I

também € positiva definida.
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Demonstragao. Para demonstragao, ver [2] e [10].

Agora, associaremos a AZ o tensor definido por

—

— 1
Al = —Al + 501(14;)9,

g9
— 1
onde Al = A} — Eal(Ag)g.
Vejamos o seguinte lema
Lema 1.19. Os tensores 1/4\2 e AZ satisfazem as sequintes iqualdades
i) 01(AD) = o1 (A});

i) 0a(AL) = oy(AL).

Demonstragao. i) Temos que,

—

— 1
Ag = _AE+EUI(A2)9
1

1

= —A; + g(ﬁ(Atg)g + EUl(AZ)g
2

= —A+ EUl(AZ)g‘

Assim,

0'1(1/43) = —O'l(Atg) + 20'1(142) = 0'1(142)
ii) Observe que, de (1.11) obtemos que
20’2(142) = 0'1(142)2 — |A§§

_ 1 2
— 01(A2)2_‘Atg+501(14;)g

= 0'1(142)2 - (‘Agﬁ + EUI(Atg)z + EUI(AZ>O-1(AZ>> .

Mas, note que
01(?) == 0'1(142) — 0'1(142) = 0.

g
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Com isso,

J— 1 2 I
20'2(14;) = 0'1(14;)2 — (| — AZ 3 + 50'1(/12)2 - EUl(A;)Ul(Aé))

_ 1 2
o (AL ‘_Ag—i-;al(/lg)g

Por 1), temos que 01(21\;) = 01(A}), logo

1 — 1,—
O-Q(A;) = 50’1(142)2 — §|Ag ;

= 0y(A7).
UJ

Proposicao 1.20. Se para alguma métrica Riemanniana g em M temos Ag e I'J, entdo

— AL+ oy (Al)g > 0 (1.27)
e
9
Al —a1(44)g > 0. (1.28)

Demonstracao. Como Atg € I';, pela Definicao 1.16 e pela Proposicao 1.18 temos que
Ti(A}) = 01(A))g — Al > 0. Ou seja,

Por outro lado, pelo Lema 1.19 al(ﬁ?g) = 01(A}), assim

Ty(A) = -4, +0y(Al)g
S (—A_g + %01(142)9) + o1 (AL)g
= A - %01(14;)9 +01(Ay)g
= A - %al(Ag)g +01(4)g
— A P20y

Como Al € I'y, entdo o1(Al)g > 0 e 05(A!)g > 0. Com isso, pelo Lema 1.19 obtemos
que 0'1(//1?9)9 >0e O'Q(le)g > (. Dessa forma, Zl?g € I';. Pela Proposigao 1.18 a primeira

transformagao de Newton Tl(;%) é positiva definida.
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Portanto,
n

— 9
Ty(AL) = A} + - o1(A4y)g > 0.

1.5 Métricas Conformes
Duas métricas Riemannianas g e ¢ em uma variedade diferenciavel M sao ditas conformes
se existe uma funcao positiva suave f : M — R tal que

9g=1rg.

O conjunto de todas as métricas conformes a uma métrica g é chamado de classe conforme

e é denotado por [g], isto é,

lg] = {§ =fg/ feC®M)é positiva}.

Note que se § € [g], entdo podemos escrever g = e*g, onde u € C°(M).

Sera necessario definir o seguinte funcional

/Rg dVy
M

Qlg) = g
(f, ™)

onde M é uma variedade diferenciavel fechada de dimensao n > 3. Restrito a uma classe

conforme, o funcional @) é limitado inferiormente. Assim, podemos definir

/ R; dV;
Y(M,[g]) := inf Q(g) = inf —M —. (1.29)

g€lgl g€lg] o
([, )
M

O ntmero Y (M, [g]) é chamado invariante de Yamabe.

E possivel mostrar que Y (M, [g]) > 0 se, e somente se, existe § € [g] tal que Ry > 0.

Resultado andlogo vale para o invariante negativo e nulo. Ver [18] para detalhes.
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Proposigao 1.21. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana n-dimensional. Se g = e~%g,

entao
Ricz = Ricg + (n — 2)Viu + (Agu)g — (n — 2)|Vgullg + (n — 2)du @ du (1.30)
e
R; = e%(RQ +2(n —1)(Agu) — (n— 1)(n — 2)|vgu|§>. (1.31)
Demonstragao. Ver [8] para demonstragao. O

Proposigao 1.22. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana n-dimensional. Se g = e~%g,

entao

1—t 21
A = Ay + Viut 2 (Agu)g + du® du — ——[Vuljg.

Demonstracao. Sabemos, por (1.17), que

1 tR;
t._ Ric- — 7 =
A T n—2 ( " 2(n—1)g>‘

Assim, pela Proposicao 1.21

1
Atg = — {Ricg + (n — Q)Vzu + (Ayu)g — (n — 2)|Vgu|§g + (n —2)du ® du
t 2~ 2
1 , 1 t
—— Ricy + Viu+ ——(Agu)g — [Vyulgg + du @ du S 1) —2) %
t t
(B + LVl
1 tR, 2 2
= — Ric, 20— 1)g + Vyu+ ——(Agu)g + du @ du — Vgulyg

1-—1¢ 2—1
Atg — Ag + Vzu + m(Agu)g +du ® du — T|Vgu|§g.

O

Vejamos a seguinte observagao importante que serd bastante utilizada no decorrer do
trabalho.
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Observagao 1.23. Seja g = e 24g. A inversa de § é dada por g~ = e*'g~t. Note que,

o1(AL) =try(Al) = g7 AL = e g AL = e Prg(Al) = e o1 (g AL). (1.32)
Além disso
AL = g Al AL = GG AL AL = AL, (1.33)
e dai
1
oa(Al) = S (on(a)? - |ALf2)
Ly _ U ~— —4u
_ 5(6 tug (g lAtg>2_€ 4 ]A;|§> (1.34)
= e Moy(g AL).

Por outro lado, fazendo o mesmo processo, trocando a métrica g por g, obtemos

(At) = trg(At) = g”At = % ZjAfj = 62“trg(AZ) = ™oy (g 1At) (1.35)

’Ag §= flwgklAtkAgz = 64“9”9Mf4tk/4 1= €4 |2 (1.36)

Assim,
1/, -
oA = (o5 Ap? - A2

1 — U
- 5(64%1(9 LALY? — et |Ag|g) (1.37)

Note também que se § = e~ g, entao
aVy = e™dVy, (1.38)

j& que, em coordenadas, dV, = y/detg;;dx.

1.6 Elipticidade e Estimativa Gradiente

Seja  C R™ um dominio limitado. Dado « € (0, 1), defina

VFu(r) — VFu(y
[ullcra@) = lullor@ +Sup’ ) " W)
THY |.T—y|

)
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onde x,y € L e
CH(Q) = {u € CX(Q): Jullrem < oo

Dada uma variedade Riemanniana (M, g) compacta, considere um nimero finito de cartas

coordenadas (U;, ¢;) tais que By(0) = ¢~ H(U;) e

MZU%@@»

Defina
HUHC’“’“(M) = Z |uo %Hck,a(Bl(o))-

Definigao 1.24. Sejam M wuma variedade Riemanniana, k € N e a € (0,1). Defina o

espaco de Holder em M como

CH* (M) = {u € C*(M); ||| e (ary < 00}

Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana fechada de dimensao n > 3. Nos proximos

capitulos estudaremos a seguinte equacao
oa(g AL = fret, (1.39)
onde § = e~?"g, para alguma fungao u € C*(M) e f € C°°(M). Considere o operador

Gt(U,) = O'Q(gilAg) — f2€4u. (140)

O operador linearizado de G em uma funcao u é definido como

LH(v) = % S:OGt(u + sv). (1.41)

Proposigao 1.25 (Propriedade de Elipticidade). Seja u € C*(M) uma solugdo de
aa(g7 A7) = fre™, (1.42)

para algum t < 1 onde g = e 2g. Assuma que Atg € I'S. Entao o operador linearizado em
u7

Lt C2 (M) — CO(M),

é inversivel, com o € (0,1).
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Demonstracao. Defina

Fy(u) = 0(g~ A7) — foe™. (1.43)

Seja u € C*(M) tal que Fy(u) = 0, com A% € T'y. Dado ¢ € C**(M) defina u, = u+ sg.
Dai
d

t
- | FE(u,
o) = | R
d 1 d
- £ Lty 2 2pfus 1.44
dS 8:00-2(.9 gs) dS s:O(f € )’ ( )
onde g, = e 2%g.
Por (1.37)
O'Q(Q_lAtg) = 6_4"02(At§).
Assim,
d 1 d
_ - Aé - 74115 At
ds s:OJQ(g gs) dsls= 0 ( )
d
—4u —4u
= —dpe Moy(AL) +e o 8:002(1435). (1.45)
Note que, por (1.26), temos
a4 ZT (AL ),
ds ls= 0 ! ZJdSs 0 9s /4

Da Proposicao 1.22; temos

d 1—t
ds _0<Ags) = (VQQO + oY 2(A<p)g — (2 = t){du,dp)g + du @ dp + dp ® du) . (1.46)
Portanto,
d t t 2 ]. —t
Tol o 5) = D T(Ag) | Ve + ——(Ap)g = (2= 1){du, dp)g
Z"j

+ du®d<,0+dg0®du) . (1.47)

ij
Para o segundo termo do lado direito de (1.44), temos

4 - (fRe*s) = 4f%ep. (1.48)



Combinando (1.44), (1.45), (1.47) e (1.48), concluimos que

i a d iy
L) = —dpeMoa(Ag) + e o] | oa(Af,) — 4f%!
—du 1t
= Z{Tl(Ag)ij <V2<p+—n_2(Ag0)g— (2 — t){du, dg)g
&3

+du®dgp+dgp®du) }—4g06_4 2(A ) 4%t
]

—4u 1—t - u u
ap> (R (T [ =50000) |-ttt - age
—4u t
+e Z{Tl(Ag)ij ((t—Z)(du, de)g + du®d<,0—|—dg0®du) }
i,j tj
i 1-
= e 4 Z {Tl(Atg)levaO + TLT

7:7‘7‘

ety {Tl(AE)z‘j ((t — ) {du, dp)g + du ® dp + dp @ du) }
ij

]

1—
= {ZTl i ViVie + —

ety {Tl(Afa)z‘j <(t — 2){du, dp)g + du® dp + dp ® du) }
ij

7:7j

T1 (Atg)w(swAQO} — 4(674110'2(14%) + f2€4u> @

201(T1(Ag))Ago} — 4(6_4“02(14';) + f264“>g0

1—1
= e Z {Tl(At)ijvw + ——0u(Ti(45)) ViV 5@'}
( _4u0'2(At§)+f2 4u>

Z{ﬂ <t—2)<du dp)g + du®dg0+dg0®du)l}

— —4u { (T1 ;al (T1 (AL ))@j) Vingo} - 4(6—4“02(,4;) + f264u><,0
+ e du Z {Tl(Ag)ij ((t —2)(du,dp)g + du® dp + dp & du)i}. (1.49)

Usando a defini¢ao de L em (1.25), podemos reescrever os termos principais da equagao
(1.49) e obter

Li(p) = ’4“2Lt )i ViVip — 4( ’4“02(14’;) - f264”)<p
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+e Z {Tl(Atg)ij ((t — 2)(du,dp)g + du® dp + de ® du>

]

}. (1.50)

ij

Para ¢ < 1, a Proposicao 1.18 implica que L*(A}) é positivo definido, e assim L' é eliptico.
Como os coeficientes de ¢ sao estritamentes negativos, temos que o operador linearizado em

u € inversivel no espago de Holder. O

Lema 1.26. Em coordenadas normais em p, temos em p que

Z(@iajglm + 20175 Jugtty, = 2 Z Ritjmuti,

l,m Ilm

onde Rijjm sao as componentes do tensor curvatura de Riemann de g.

Demonstragao. Lembre-se que por (1.1) temos

rk — 1gkm (agjm X OGim agij)
1) .

2 0x; Ox; Oz,
Veja que
g+ g T = %{ngglk(ajgrk + 0r gk — Okgjr) + " g™ (8; 9,k + Orgik — akgjr)}
- %{9T"‘glk5j9rk +9"" 9" 0rgik — 9" Ogse + 9" 9" 0 gri

+ ¢ g™ 0, gk — g”gm’“f‘?kgjr}-

Permutando r e k obtemos

™m r m 1 ™ m m T rm mr
g+ g T = 5{9 9%0,9m + 6" 9" Ohgjr — 97" 6" Ohgjr + 990, 1
+ ¢ g™ Ohgjr — g”gm’“akgjr}
= """ ;g (1.51)

Por outro lado, ¢ g, = 0. Diferenciando na direcio x; temos que
ajglmgmk + glmajgmk =0.
Multiplicando por ¢*" obtemos
ajglm(smT + glmgkrajgmk = 0.
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Ou seja,

ajglr — _glmgkrajgmk,

o que implica que

3j9lm = _glrgkmajgrk = —glkgrm i Qkr = _grmglkajgrk-

Assim, combinando (1.51) com (1.52) temos que

99" +Th.g™ + g™ =0.

Logo, diferenciando na dire¢ao x; temos, em p,

0 @@-glm + 87,1—‘27‘5”” + @F;”T(Sl’"

Isto é,
&@glm = —QI’ém — azF;’Z

Usando (1.53), temos que

> (@09 + 20w, = Y (=0T, — T + 2007 Yupuy,

I,m

Im
= 2) (AT — L} uty,
Im

= 2§ Riljmuluma
I,m

segue de (1.2) e do fato que em coordenadas normais em p tem-se que I'¥;(p) = 0.

Lema 1.27. Eziste uma constante § > 0 tal que para t € [4, 1],

1—1
> Ty, + n_9 > Twusui; > 3 zl: Tl Vgul*.

5,0 (VR

Demonstragao. Ver o Lema 4.1 de [13].
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Proposigao 1.28. Seja u; € C3(M) uma solugio de
oa(g AL) = fret (1.54)

para algum 6 < t < 1 com Afit € F;. Assuma que u; < 6, onde 6 € uma constante

independente de t. Entio ||V yutl|y00 < Co, onde Cy depende somente de (M, g) e 0.

Demonstragao. Considere a fungao h = |Vul?. Como M é compacta e h é continua, suponha

que o maximo de h ocorre em um ponto p € M. Tome um sistema de coordenadas normais

(21,22,...,2,) em p. Entao g;;(p) = di5, T (p) = 0 e 0igi;(p) = 0:9" (p) = 0.
Dessa forma, localmente, podemos escrever h como

h = ¢"™uwuy,. (1.55)

Diferenciando h na direcao z;, numa vizinhanca de p, temos

hi = 0i(g" ) = 039"ty + "0 (Wt
= 039" Wt + 29" Uit (1.56)

Uma vez que p é ponto de maximo de h, avaliando (1.56) em p, temos
0 = 0, Wt + 20wty

Como num sistema de coordenadas normais, as primeiras derivadas da métrica se anulam

em p, obtemos que

l

Em seguida, diferenciamos (1.56) na diregao z;, obtemos

hij = @-&-(glmulum) = 0; (@glmulum) + 0, <Zglmulium>
= ajaiglmulum + 8j (ulum)&glm -+ 2(9jglmulium

+ QQZmuliij + 29lmuh~umj.

Como p ¢é ponto de maximo, 9;0;(¢"™wu,,) é negativa semidefinida e temos, em p, que

0 > 8381 (glmulum) = 8jﬁiglmulum + 25lmulijum + 26lmuliumj
= @-&glmulum + 2 Z U5 UL + 2 Z U U -
l l
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Logo, em p, temos que

1
0 Z §8j81~glmulum + Z Ui Uy + Z U Uy (158)
l l

Recordamos da Proposi¢ao 1.18 que

L, =Ty +—ZTH i (1.59)

é positivo definido, onde T;; = (Tl(g_lAtg)>

i

Observe que em p temos que

g(V?h, L) ZVVhL

Por outro lado, como V?h é simétrica entdao existe uma base ortonormal em p de autove-
tores de V2h. Isto implica que todos os autovalores sao nao positivos, ja que V2h é negativo

semidefinido. Se ();) sao os autovalores de V?h, entao nesta base temos que

g(V?h, L) Z)\L

Mas como Lt é positivo definido, obtemos que L!, > 0 para todo i. Logo,

g(V?h,L) <0
Dai, por (1.58) e (1.59) obtemos
1
0> 3 Z Lﬁjﬁj&-glmulum + Z L%Ulijul + Z ijuliulj. (1.60)
1,7 1,9, 1,9,

Agora, diferenciaremos a equagao (1.39) afim de substituir o termo w;; por termos de

ordem mais baixa. Com respeito ao sistema de coordenadas normais, temos pela Proposicao
1.22 que

o1 ) 2 ¢
(AG)i = (AD)ij + uiy — u, T + —29 g — wThy)gij + uiuj — T(gpqupuq)gzj- (1.61)

Em seguida, diferencie (1.54) com respeito a x,,. Assim,

3m{02(14t§)} - am< f?&ﬂ).
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Pelo Lema 1.17 e por (1.61), obtemos
t r r -1 Kl r

+ 4" [Uklm = (U Ly + uﬁmle)}gij + g" (Ukz - Urr71;1>am9ij}

2—t
+ Uiy + Uilhjm — —5— [amgpqupuq + ¢" (upmug + upuqm)] Gij (1.62)

2—1
— Tgpqupuqamgij) — amf2e4u 4 4f2e4“um.

Avaliando (1.62) em p e usando (1.57), obtemos que

1—t
Z Tm( (AQ)ij + tijm — 14Ol + — Z (ukkm — uramFZO 8ij + 2uimuj>

= am fPet 42y, (1.63)

Note que os termos de terceira ordem da expressao acima sao
1—t
E T;] Uijm + g ukkm ij = E 7—Wijuijm + n—o9 E 7—wijaijuklwn
i?j i’j’k

= Z Ejuijm + % Z ﬂluiim
= Z ﬂjuwm + 71L— Z ﬂléljul]m

0,7,1

= Z L ijm. (1.64)

Usando (1.64) podemos reescrever (1.63) da seguinte forma
Z (ur(? Fkk>

> Lhugm + > Ty (am(Ag)U — 4, 0T —
i i k

= O f2e™ + 4f%eMu,,. (1.65)

Multiplicando (1.65) com wu,, e usando (1.57) temos a seguinte igualdade

1—1¢
Z ijumuijm —I— Z T%j <um8m(Az)2j — umuramfzj — n— 2 Z (urumamfzk> 51])
k

1’7]7m Z7]7m

= Up O f2e™ + 4 f2e™ | Vul?. (1.66)
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Substituindo (1.66) em (1.60), obtemos

E:Ltﬁﬁg Uﬂ%f%§:7%< U O (AL) 55 + 1t O I

z]m 1,J,m

1—-1 r o
+TL — 9 Z <urum8mfkk>6u> + Umamf2€4 + Z L;‘fjuh-ulj. (167)
k

i’j’l

Usando (1.59) e o Lema 1.26, obtemos

1
5 Z Lﬁj(‘?j@iglmuzum = Tij <Rz’ljmulum - 8IFZ'LUZUm>

2,3,

1—t
+T Z Thr04j <Riljmulum - alFZ-LUlUm>
k
= T (Riljmulum — wu, O

11 1—t
Z Rklkmulum ij T Z(ulumall“’;;)%) (168)

k

Com isso, substituindo (1.68) em (1.67) obtemos
1t .
0 > Z T3 p— Z Riemtm0s; + Ritjm Uit — UmOm (A, )i
ij !

. 1t
+Umamf2@4 + Z Tijuliulj + m Z Tuuijuij. (169)

i, 1,5,

Pelo Lema 1.27, temos

0 > Z ( ZRklkmulum51j+Rll]mulum uma (AZ>’L])

+ty, mfze4“+BZTu|Vgu| . (1.70)
l

Ou seja,

B Z ﬂl|vgu|4 Z TVZ] ( Z Rk‘lkmulumdz] Riljmulum + umam(AZ)zj)
l

— Uy, me 4u.
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Uma vez que |u;| < |V ul, para cada 1 <i < n e u; < §, obtemos
B> TulVyul* < C1|Vaul* + Co|Vul,
!

onde C e Cy dependem apenas de (M, g) e 0.

Como S > 0 e Ty é positiva definida, temos

]Vgu|4 < C“VQU’Z + C§|Vgu|.

cy Cy
Note que se |V, u| # 0, entao 1 < + .
q ‘ g |7"é = ’VgUP |Vgu’3

¢ limitada, pois caso contrario terfamos 1 < 0, o que é um absurdo.

Dessa forma, podemos ver que |V u|

Logo, ||V4ullg.00 < Co, onde Cy depende somente de (M, g) e 6.
Proposigao 1.29. Seja u; € C*(M) uma solugdo de
02(9_1Af;1) = fret

para algum § <t <1 tal que AL €T3, 8 <y <6 e||[Vuylgoo < Co. Entio para0 < a <1,
|luellg. 020 < Ca, onde Cy depende somente de (M, g).

Demonstragao. Ver [9], [12], [13], [16] e [19] para a demonstragao. O
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Capitulo 2

Deformacoes Conformes em
variedades de dimensao 3

Neste capitulo, trabalharemos apenas com variedade de dimensao 3 e temos como objetivo

principal provar o seguinte resultado de Catino e Djadli [3]

Teorema 2.1. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana fechada de dimensiao 3 com cur-

vatura escalar positiva. Se

3
o 12 dV 2 gV
/M|ng|g Vo < g/MRQ Wo.

entdao existe uma métrica g conforme a g tal que Ricy € sempre positivo.

A demonstracao deste teorema consiste em deformar a métrica g conformemente através

de solugoes para a equagao
oo(g Ay = fre™, (2.1)

. bt . , ~ o .
onde g = e g, Atg = Ricg — ZRgg e f é uma funcao suave positiva a ser escolhida. Usaremos

o método da continuidade para mostrar que esta equacao possui solucao para t = 3 e a

métrica correspondente a essa solugao tera Ricci positivo.

Assim, sob essa condigao no tensor de Ricci, um resultado de Hamilton [14] garante que
a variedade é difeomorfa a uma forma espacial esférica, ou seja, M admite uma métrica com

curvatura seccional constante.
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Corolario 2.2. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana fechada de dimensao 3 com cur-

vatura escalar positiva satisfazendo

, 3
/M|chg|§ dv, < é/MRg dv.

Entao M admite uma métrica com curvatura seccional constante.

Demonstracao. A demonstracao segue direto do Teorema 2.1 e do resultado de Hamilton

[14] para variedades Riemannianas de dimensao 3. O

2.1 Limite Superior

Proposigao 2.3. Seja u; € C?*(M) uma solugao de
oa(g7 AY) = fre™, (2.2)

para algum t € [0,3] com AL € 3. Entao uy <8, onde § depende somente de (M, g).

Demonstracao. Da desigualdade de Newton \/505/ ?< o1, temos
V3o 2 (g7 AL < (g1 AL).

Por (2.2),
V3fe < o(g7t AL,

para todo x € M.

Lembre-se que, da Proposicao 1.22, temos
t t 2 2—t 2
Ag = Ag + VgUt + (1 — t)(AgUt)g + dut X dut - T|V9ut|gg.
Como M ¢é compacta, seja p € M maximo de u, assim (V, u)(p) = 0. Logo, em p, temos

Dessa forma, no ponto p, obtemos

V3fer < o(gTtAL)
= Jl(AZ) + Agup + (3 — 3t)(Aguy)
= o1(A4)) + (4 = 3t)(Aguy)
< ai(4y),



pois 4 — 3t > 0 e (Ayuy)(p) < 0, uma vez que p € M ¢é maximo de u;. Com isso, como

f(p) >0,
a1(A})(p)

e2ut(p) <

T VBfp)
Note que, por (1.20), o1(A}) = (4 — 3t)o1(A4,) < (4 —30)01(Ay), V1 > 0. Assim,

e2u(p) < (4 —30)o1(Ay)(p)  (4—30)R,

V3£(p) 4V3f(p)

o que implica que

j& que a curvatura escalar R, é positiva.

Portanto, u; < 8, onde ¢ s6 depende de (M, g). O

2.2 Limite Inferior

Lema 2.4. Para uma métrica conforme § = e 2%g, temos a sequinte transformacdao conforme

1 1
/02(A§)6_4u dv, = /UQ(AQ) dvg+§/ Ry|Vgul? dvg—z/ IV gul; dV,
M M M M

1 1
+—/ AV, ul? dVg——/ Ay(V yu, V) dV,
2 S g 2 Ju

Demonstracao. Fazendo t =1 e n = 3 na Proposicao 1.22, obtemos
1
Ay =Ag+Viu+du® du— §|Vgu|§g. (2.3)
Com isso,
—2u N 2 3 2
e Mo(Ag) = o1(Ag) + Agu+ |v9u|g §|V9u|g
1
= o01(4y) + Aju— §|Vgu|§.
Dessa forma,
4 1
e Ul(Aé)Q = UI(A9)2 + (Agu)2 + Z|vgu|3 + 2(Agu)o1(Ay)
_’vguEUl(Ag) - Agu|Vgu|§
1 1
= o1(Ay)* + (Agu)? + Z|Vgu|;L + §(AQU)R9 (2.4)

1
_Z|V9u‘§R9 - Agu|vgu’§
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1 2
e ™A 2 = |Ag+ Viu+ du® du — §yvguy§g )
g

= A V2l + [Tl IVl 4204, Vi)
+ 2(A,, du @ du) — iyvgungg + 2(Viu, du ® du)
— |Vgu|3Agu — |Vgu|;L
= ]Ag|§ + |V3u|§ + nguy;} + 2(Ricy, V§u> - %RgAgu
+ 2Ric(V yu, Vu) — %|vgu|§Rg - }lwgu@Rg
+ 2Vau(Vgu, Vou) — |Vaul2Agu.

Logo,
3 1
e MAglG = Aglg + Vgulg + 5[Vl + 2(Ricy, Vou) — SRy Agu
3
+ 2Ric(Vyu, Vyu) — Z|Vgu|21%g +2Vou(Vgu, Vyu)
— [Vul2A u.

Dessa forma, por (1.11), (2.4) e (2.5), obtemos
2674u0'2<Ag) = 674u0'1 (Ag)z - 674u’A§|§
1 1
= 01<Ag)2 + (Agu>2 + Z|V9u|§ + §(AQU>R9
1
- Z|V9u‘2Rg — Agu|Vgul* — |Ay* — ]V§UI2
3 1
_ Z|Vgu|4 — 2(Ricy, Viu) + §R9Agu — 2Ric(Vyu, V, u)
3
+ Z|Vgu\2Rg — 2Vou(Vgu, Vyu) + [Vyul*Agu.
o 1 4 2 12
= 209(A4,) + (Agu)® — §|vgu|g + (Agu) Ry — |Vgu|

1
— 2(Ricy, Viu) — 2Ric(Vgu, Vgu) + 5|vguy2Rg
— 2V2u(Vgu, Vgu).

Dai,

" 1 | 1 1
e Moy(A) = oa(Ay) + §(Agu)2 - Z|Vgufé +5(Bgu)Ry — §!V§U|Q

1
— (Ricy, Viu) — Ric(Vgu, Vu) + Z|Vgu|2Rg
— Vau(Vgu, Vgu).
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1
Uma vez que Viu(Vgu, Vyu) = §(Vgu, V,|V,ul?), temos que

e 1
eTa3(Ag) = aa(Ay) +5((Bgu) = V2l = (T, V| Vyul?)

1 1
— Ric(Vgu, Vgu) — (Ricy, Viu) + é(Agu)Rg -

1|vgu|3

1
+ Z\Vgu\QRg.

Agora, defina

Note

obtemos

div G

Assim,

, 1 1 1 1
G = — Ric(Vgu,* )+ §Rgdu — §v§u(vgu, * ) + i(Agu)du - Q\Vgu\Qdu.

que, usando a segunda identidade contraida de Bianch e a Identidade de Ricci,

) 1 1 1 1
_ ﬂv&—gmﬂw%+§%Vﬂ—§fWWVNﬂ+§AﬂVﬂ—5WW@%@

- 9”( = ¢ (RyViViu + ViuViRy) + 5 (R ViViu + ViR)gV ju

1 1
5 g (V; ViuV,Viu+ ViuV,V,Vju) + Q(V,-Aguvju + AuV,;V u)
1
—5 (Vi Vul2v, u+|V MRAAY u))
= —(Ricy, Viu) — (VuVR)—i— RAu—l— <VUVR) |V§u|§

1
GV euA,Viu 4 = <V u, VyAgu) + §(Agu) - §(Vgu,vg\vgu\§)

wlr—tl\bl}—t

—=|Vul2Au

/\

1 1 1
—(Ricy, Viu) + §R9Agu - §|V§u\2 - §gklvku(VlAgu + g™ R,V u)

1 1 1 1

§<V u, VyAgu) + E(Agu)2 - §<VgU, V9|Vgu|2> - §|vgu|3Agu
1 1

= —(Ricy, Viu) + §Rg(Agu) — §|V§u|2 — §Rz’c(Vgu, Vu)

1 1 1
+ é(Agu)Q - §<Vgu, V9|Vgu|§> - Eyvgu@Agu'

1 1
e May(A;) = div G+ oq9(A,) — éRic(Vgu, Vgu) — 1|Vgu|3
1 1
+ Z‘Vgu‘zRg + Q\VguFAgu.
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Por outro lado, temos que
1. 1 1 9

—§ch(Vgu, Vou) = —QAQ(Vgu, Vgu) — §]V9u| R,.
Dessa forma,

—4u . 1 2 1 4

(& O'Q(Ag) = div G + O'Q(Ag) + g‘ng| Rg — Z|Vgu]g
1 1
+ §|Vgu|2Agu - EAQ(Vgu, Vyu).

Finalmente, integrando com respeito a métrica g e usando o fato que M é compacta sem

fronteira, obtemos

1 1
| et av, = [ o) vy g [ RISl avy - [Vl

1 1
+—/ AgulVgul? dvg——/ Ay(Vu, Vu) dV,.
2/ 2/

Lema 2.5. Se Ag € I'y, entdo temos a sequinte estimativa

1

3—2t
_/ Ag(Vgu, Vgu) dVy
2/m

1
/ R;3|VgulZe " dV, + Z/ AgulVul? dV,
M M

1
_Z/M|V9U|3 dVy,

onde g = e~2!g.

Demonstragio. Como A € I'S, pela Proposicao 1.20, obtemos —A% > —o1(A%)g. Por outro
lado,
Atg = Ag + (1 - t)O'l(Ag)g

Dessa forma,

o1(Ay) = o1(Ag) +3(1 —t)o1(4y)
= (4 - 3t)01(A§)

Asssim, —01(A4)g = —(4 —3t)o1(Ag)e*g. Com isso, —A% > —(4 — 3t)o1(Az)e>"g. Conse-
quentemente,
—Ag — (]_ — t)O'l(Ag)B_2ug > —(4 — St)Ul(Ag)e_ng.
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Logo,
Az < (3 —=2t)o1(Az)e *g.

1
Aplicando isto em V u e multiplicando a desigualdade por 5 obtemos

1 3 — 2t
543(Vgu, Vgu) < Tnggu@e—?u

Lembre que pela Proposigao 1.22, temos que
2—t
Al = AL+ V2u+ (1 = t)(Agu)g + du ® du — T|Vgu|§g

Assim,
1
Ay = A+ Viu+ du® du — §|Vgu|§g.

Aplicando em V ju, temos
Ay(Vgu,Vgu) = Ag(Vgu, Vyu) + Vou(Veu, Veu) + (du ® du)(Vgu, Vgu)
I Voulg(Vyu, V)
= Ay(Vgu, Vyu) + Viu(Vgu, Vyu) + %|Vgu|3.
Com isso, integrando (2.7) com respeito a dV,, obtemos

/Ag(vgu,vgu)dvg = /A(vuvu dV+/V2 u(Vgu, Vyu) dV,
M

/ [V gul, dV,.

Note que, combinando (2.6) e (2.7) temos que

1 1 1 3—
5Ag(vgu,vgu) + §v§u(vgu, V,u) + Zyvgu@ 3 S-2p 3| VaulZe 2"

Integrando com respeito a dV, obtemos

1

g

2 2

1
_Z/M|V9U|3 dVy.

Observe que,

/ Vou(Vyu, Vou) dV, = > / ViuV,;uV;V,u dV,
M T
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3—2t 1
_/ Ay (Vau,Vau) dV, < 3 / R§|Vgu|§6—2u dVg——/ V2u(V,u, Vyu) dV,
M M M

(2.9)



(2]

— _/ |V yul?Ayu dvg—/ Viu(Vgu, Vgu) dVy.
M M

Logo,
1
/ Viu(Vgu, Vyu) dVy = —5/ IV ul*Ayu dV,. (2.10)
M M
Agora, combinando (2.9) com (2.10), temos
1 3 2t .
5 MAg(Vgu, Vou)dV, < —— R 3| Vgul,e™™" dV, —I— |V ul?Ayu dV,

——/ |V uly dV.

Portanto, segue o resultado.

Lema 2.6. Se § = e~ g, entdo

1—1t
/ oo(Ag)e” ™ dVy > / 02(Ag) dVy — —/ Ré‘vgulze_% vy
M M 4 Ju
1 1
—Z/MAgu|Vgu|§ dV},%—Z/M|Vgu|3 avy.

Demonstracao. Da Proposicao 1.21, temos que
Rge™ " = Ry + 40qu — 2|V ul>.

Multiplicando ambos os lados por §|Vgu\§ e integrando com respeito a dV, temos

1
g/MRa!VgUB@% dVy =

1 1
5| RV Ve 5 [ AVl av,

1
_Z/M|Vgu|3 dVy.
Pelo Lema 2.4, obtemos

1
/az(Ag)e—‘*“ dv, = /ag(Ag) qu+§/ ngvguge—?u dV,
M M M

1
—§/MAg(Vgu, Vyu) dV.
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Usando o Lema 2.5,

1
/ oa(Agle™ dVy > / 02(Ag) dVy + < / Ry |V gulge™" av,
M M 8

3—2t . 1
e R | VoulZe ™" dV, — Z/ Agu|Vgul? dV,

/ |Vgu]4 dvj.

1—1
/ oa(Agle™ dVy = / 02(Ag) dVy — T/ Rg|Vgu|3e_2“ dv,
M o y

1 1
—Z/MAgu|Vgu|§ dVg—l—Z—l/M|Vgu\3 dvj,.

Portanto,

Lema 2.7. Seja A} € Iy, comt €0, %], dado € > 0 temos que

2 1
/ Rgefut d‘/g > _/ Rg|vgut|§€*2ut d‘/g — —2/ |V9Ut|3 dV,
M EJm € M

onde § = e2!yg.

Demonstragio. Como A% € I'y, temos por (1.9) e (1.19) que

4 -3t
O<O'1(Ag) = T Rg,

o que implica que Rz > 0.
2 2

b 1
Pela desigualdade ab < % + 5 coma = VERze ™ > 0 e b= —|Vul2 >0, temos

Ve
1
/ R;|Vgu e dV, < g / Rie *u dVy+ 5 / |V gul, dVy,
M M €Jm
ou seja,

3 duy 2w, 1
§A4R§6 4 d‘/g Z /MR§|Vgut|§e 2 d%— 2—€/M|Vgut|3 d‘/g

Logo,
2 1
/ Rie " dV, > —/ R;|V guy|2e 2" dvg——g/ |V gul, dVy,
M €Jm € Jm

para todo € > 0. Como
/ Rie~ " dV, = / Rl dVy,
M M

segue o resultado.
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Proposigao 2.8. Seja o € C™°(M) tal que para g = e *?g, tem-se que Vol(M,g) =1. Sep

€ um ponto onde ¢ atinge o minimo, temos que
e 3PP Vol(M, g) > 1
e eziste Cy dependendo somente de (M, g) tal que p(p) < Cy. Se [Vypl, < Ch, entdo
max ¢ < Cy’,

onde Cy' depende somente de (M,g). Além disso,
’ 2 -
o—Co <Y(M, [g])) < /M R2e™# V.

Demonstracao. Observe que

1 = Vol(M, §) = /

dV; = / e dV,
M M

pois dV; = e3¢ dV,. Assim,
1= / e dV, < max (6_3“0)/ v, = max (e3#) . Vol(M, g).
M M

Como ¢ atinge o minimo em p, max (e=3%) = =3 ¢ com isso
1 < e 3°WVol(M, g).
Vejamos que ¢(p) é limitada por uma constante que depende somente de (M, g). De fato,

*P) < Vol(M, g),

o que implica que
1
#p) < glog (Vol(M, g>>'

Basta tomar Cy = %log (VOI(M, g))

Agora, seja ¢ € M onde p(g) = maxy e seja « : [0,{] — M uma curva diferencidvel, onde
[ = diam(M), tal que «(0) = g e |&/(t)| = 1, para todo t € [0,]. Pelo Teorema do Valor
Médio, temos

(poa)(t) — (poa))

- = (poa)(c),para algum c € (0,1).
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Assim,

[ (poa)(t) = (poa)0) | = [(Vgp(ald)-a'(c) |1
< 1| Vgp(ale) -a/(o) |
< L[ Vgp(a(o) | -] a'(c) |
= 1| Vgp(alc)) |
< [-C.

Por outro lado, se ty € [0,1] é tal que a(ty) = p, entao

| (poa)te) = (poa)(0) ] = [wlp)—¢lq) |
L o(q) | = o) ] -

v

Logo,
[ o(a) | = lelp) | <1-C,

o que implica que
| p(q) | <1-Cit | wlp) | <G,

ou seja,

| (g) | < &,
onde p(¢) = max ¢.
Portanto,

max ¢ < Cy'.

/ . . _ / _ .
Dessa forma, e? < e’ o que implica que e < e7% e assim

e—CO’/ RZ dVj g/ Re™% dVj. (2.11)
M M

Usando a Desigualdade de Holder com p = ¢ =2, f =1 e g = Rj, obtemos

fomaa < ([, as) ([ 5 av)
M M M
= vol(M,g)%.(/ R? dvg>
M

- (o).
M
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Assim,

-

/ R; dVy < (/ R: dvg,> : (2.12)
M M

(f, )

1
3 1
e </ dV;;) = Vol(M, g)® = 1, temos que
M

%
Y(M,[g]) :=inf [ Rz dVz < [ Ry dV < R2dv; | |
My " y g
por (2.12). Logo,

Por outro lado, como

1
2

v(M,]g) < ( | = dvg) |

(Y(M, [g])>2§/MR§ dV.

Com isso, por (2.11), concluimos que

o que implica que

! 2 !
e~Co (Y(M, [g])) < e / R dV; < / R2e% dVj,
M M

[
Proposicao 2.9. Assuma que
[ IR av, <5 [ B av,
Entio existe § dependendo somente de (M, g) tal que se uy € C*(M) é solugao de
oa(g T AL) = fret, (2.13)
e se AL € T3 entdo u; > 9, onde t € [0,2/3] e g = e ?"g.
Demonstragao. Por (1.23)
02(AL) = 02(Ag) + (1 —)(5 — 3t)o1(A,)?, (2.14)
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Considere § = e ?“g. Por (1.37), (2.13) e (2.14), obtemos que

ehu 2 = oo(g  Ag) + (1 — ) (5 — 3t)or (g ' Ay)?
= e Moy(Ag) + e (1 —1)(5 — 3t)or(4y)?
= e (0a(Ag) + (1= 1)(5 — 3)n (45)?)

— i (@(Ag) +(1-96 -3 (RT)>

g (ag(Ag) + 1—16(1 — (5 3t)R§) |

Seja C' > 0 uma constante tal que C' > f2. Integrando com respeito a dVj, obtemos

C/ 64ut d‘/g Z / e4utf2 d‘/g
M M

1
— / oo(Az)e ™ dV, + —(1 —t)(5 — St)/ Rie " dV,
M M

16
1
— / oo(Az)e " dV, + 1—6(1 —t)(5— 3t)/ Rie "t dVj,
M M

Note que

onde Ps(t) é dado por

1 1 /7
Pit) = —(1-(-3)——[——t
) = 51-06-30 -5 (55-1)
= itQ—EtJrl
16 24" 20°

Como o coeficiente de t? ¢é positivo, o grafico de P(t) é uma parabola de concavidade
voltada para cima. J& que o discriminante é negativo nao existem raizes reais e segue que

Py(t) é positivo para todo t.

Assim,

1
C/ e4ut dVg > / 02(A§)674Ut d‘/g -+ (ﬂ (11 — t) + PQ(t)) / Rge*w dVg
M M 0 M

E, pelo o Lema 2.6, obtemos

1 7
4uy ‘r > A ‘f — = 2 —ut g
C/M6 W 2 /MUQ( o) Y (10 t)/MRge W
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1—1¢
+P2(t)/ Rge_“t dVz — —/ R§|Vgut|§e_2ut dv,
M 4 Ju

1 1
_Z/ A gy |V guy|? dvngZ/ IV gul,y dV.
M M

2 12
Usando a desigualdade, ab < % + 5 com a = VERzge™" > 0 e b=

NG

1
[ mlVpupe e av <5 [ me v+ o [ 9t av,
M 2y’ 2e Ju

temos

o que implica que

2 1
/ Rie ™ dv, > = / R;|V jue|*e " dV, — / IV yus|* dV,.
M g 5

Como P»(t) é positivo, temos

2P, (t
Py(t) / Rl dV, > 2(1) / R;|V ju|e gt dV,.
M € M
Mas, lembre-se que
/ Rie™ " dV, = / Rie™" dVj.
M M
Assim
0/ et qv, > /0 ) dV, + — ! (l—t)/ RZe™vt qV;
u A 24 \ 10 v g g
2P (t Py(t
+ j:()/ R3[|V juy|*e 2(1) gt dV,

1—1t
—T/MRg\Vgut\;e%t C“/g

1 1
_Z/ Agut|VQUt|§ d‘/g + Z_l:/ |Vgut|;l d‘/;]
M M

17
= 2(A,) dV, — —t Ze7u dV;
2P(t) 1—t
+( ff - 1 )/MR“Vg“tﬁe_Q“t vy

1
4/ A gty |V gy | dV+( )/ IV yu|* dV,.
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Sabemos pela Proposigao 1.21 que Rze 2"t = R, + 4A u; — 2|Vgut|§, com isso

1 /7
duq > A,) dV, L 2,-u g1
C/Me av, > /M 2(Ay) d +24(10 t)/MRge dv;

2P (t) 1—t
+ ( 2( ) o > / (Rg —+ 4Agut — Q‘Vgut‘z)yvgut’_z d‘/g
M

€ 4

——/Aut|Vut|2dV+(—— )/\Vut\4dV
:/M 02(Ag) dVy + o ( )/R?‘“tdv

2Ry(t) 1t
+< - )/Mnggutg dv,

8Pyt 1
+ (% (-t — Z) / Agtug| Vg2 dV,

3-2t  Py(t) 4Pyt
+( . i 1 )/|Vut|4dV

3
Como Py(t) > 0 podemos escolher € = T P5(t) > 0. Dessa forma,
8P (t) 1
— (1=t —-==0. 2.15
W ogp- ! (2.15)

Podemos concluir entao, com essa escolha, que
2P(t) 1—-t 1

— >
€ 4 16 — 0
e
3—2t Py(t) 4PR(t) Py(t) (5 —4t)?
_ _ _p _ >
4 e e 20| =5 52 ) =0

Pyt 5 — A4t ) 37 349

pois P(t) é positivo e 1 ) ( 352 )\ = 108 2 384 + m que é um polinémio em ¢

onde seu grafico tem concavidade voltada para cima e nao possui raizes reais.

Finalmente, lembrando que pela Proposicao 2.3, temos que existe § que nao dependente
de t tal que u; < 8. Logo, pela Proposigao 1.28 temos ||V u||4.00 < Co, com Cy dependendo
somente de (M, g) e, para algum C > 0 também dependendo somente de (M, g), obtemos a

seguinte estimativa

1 7
due g >/ Ay d — —_t/ 20-ut 1/
C’/Me Vy, > M()V+24 10 MRge f
1 7
> A)dV, + — | — —t inf R dV; | .
> [ vy (5-0) i (R i)
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Defina
I(M,q) := inf Rie=% 4V | .
(M g) g=e=2¢g,|Vgi|g<Co (/M 7 g)
Assim, para § = e g faga i(g / Rze’“" dVj;. Note que i(\g) = i(g), para todo A > 0,

constante, pois neste caso Ry, = A Ry, dVy, = )\%dVg e e=® = \2. Temos que

I(M.q) = inf R2e=% dV; | .
( ’g) g:e*%’g,Vol(Mg;:l e [Vgplg<Co (/J\; ge g)

Seja ¢ € C®(M) tal que [|V,¢0|l400 < Co, onde Cy é dada pela Proposigao 1.28, e se

g = e %¢g tem-se que Vol(M, ) = 1. Daf pela Proposicao 2.8 temos que
, 2
o~ Co (Y(M, [g])) < / Rge*@ dv.
M

) 2
Assim, e~ <Y(M, [g])) é cota inferior de / R2e~# dV;. Por outro lado I(M,g) é a
M

maior das cotas inferiores, logo

O (Y 1)) < 1(0.).

Isto prova que existe uma constante positiva C' = C'(M, g) dependendo somente de (M, g)

tal que )
oY lg)) < 10,9

Usando este controle inferior de 1(M, g), temos que

C/Me““t dVgZ/Mch(A ) v, + 214 (170 t) (v )"

Agora, defina

iy = /Maz(Ag) Wyt o (1—0 - t) (v )"

Afirmacgao 2.10. u; > C > 0, para alguma constante que depende somente da classe

conforme de g..

1 5
Primeiramente observe que 01(Ag) = 1_6R*‘27 ’A ‘2 ’RZC,Q 16R3
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Assim, por (1.11) obtemos que

1 5
oa(A,) = ( R§—|Rz’c|§+—R2)

16 1679
3 )
<§R§ - |ch|§> :

1 3 .
/ 02(Ag) dVy = 5/ (§R§ - |RZC|§) dVy,
M M

3
2/ o2(Ay) dng—/ R? dvg—/ |Ricl|2 dVy > 0,
M 8 M M

N|— N~

Dai,

o que implica que

3
pois / |Ric|§ Vv, < g/ Rz dVy, por hipdtese.
M M
1 /7 2 2] .,
Por outro lado, temos que 21\ 10 —t C(Y(M, [g])) > 0, para todo t € |0, 3| Ja que
o menor valor é assumido em 3

Portanto, a afirmagao estd provada.

Dessa forma,
e [ avy >
M

que implica em

4113){ uy > log iy — log (C’ <V01(M, g)))
Portanto,

1
max uy > Zlog,ut—C’(g). (2.16)

Agora, sejam p, ¢z € M e uma geodésica « : [0,1] — M tal que a(0) = p; e a(1) = ¢,
com |/(s)] =1, s € [0,1], onde w;(p;) = minu,; e uy(g;) = maxwu,. Assim, usando o fato de

que ||Vl g00 < Co, temos

mﬁx Uy — m]vl[n up = u(qe) — ue(py)

= w(a(l)) —u(a(0))
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_ /1;S(utoa)(s) ds

0

Vut( (s))-a'(s) ds

I
\\H

< \Vut s))| ds
< (M 9)-
Logo,
max u; — mj\}n u < C(M,g). (2.17)

Comparando as desigualdades (2.16) e (2.17), vermos que
>
Hjlvlln u + C(M,g) n}\z/}xut 1 log e — C(g),
o que implica que

m]\}n up > log e — (C(g) + C(M, g))

Agora, veja que

= [ wtay avs o (-0 e(vosi)

2
= M%? Vite |:5,§:|

Logo, log p; > log fi2, para todo t € [(5, %] Assim,

min w; > 410g/m —C=9.

Portanto, u; > 4, onde ¢ depende somente de (M, g). ]

2.3 Demonstracao do Teorema Principal

Para demonstrar o resultado principal, Teorema 2.1, usaremos o método da continuidade.

Observe que 03(A?) > 0 para § < 0 com |0 suficientemente grande, pois

)

6 .
Ag = Ricy 1
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tem autovalores positivos para esta escolha de 9, ja que R, > 0. Considere a equagao

oa(g™ Az,) = fre™, (2.18)

para t € [5,2/3], com f = 0;*(A3) > 0, onde §, = e~2ug.

Defina
2
S = {t € [5, 5]’ existe uma solugdo u; € C**(M) de (2.18) com Af € F;}

Afirmagao 2.11. § # (.

Claramente, com a escolha de f, v = 0 é uma solucao para t = §. Como Ag é definido

positivo, segue que Ul(Ag) >0e O'Q(Ag) > 0, o que implica que Ag €Tl'y. Logo d € S.

Afirmacao 2.12. S ¢ aberto.

Suponha que ty € S, entdo existe uy, solugao de (2.18). Pela Proposigao 1.25 o operador

linearizado em w,,

£ C2 (M) — (M),

¢ inversivel. Pelo Teorema da Fungao Implicita, temos que existe uma vizinhanca V;, de %
e uma fungdo continua h : Vi, — C%*(M) tal que h(ty) = w, e F(t,h(t)) = 0, para todo

t € Vi,. Além disso, a condigio A, € Iy é uma condicao aberta.

Logo, § é aberto e, como f € C*(M), pela teoria de regularidade eliptica segue que

Afirmacgao 2.13. S € fechado.

Seja (t,) € S uma sequéncia convergente, por exemplo para ty € [0,2/3], e considere as
correspondentes solucdes (uy,) em C%*(M) de (2.18). Pela Proposicao 2.3, existe ¢, inde-

pendente de ¢, tal que u; < 8. Assim, pela Proposicao 1.28 temos que sup|V,ui| < Cp, para
M

alguma constante Cy independente de t, e pela Proposicao 2.9 existe ¢, independente de t, tal
que u; > 9. Pela Proposicao 1.29, existe uma constante Cy que depende somente de (M, g)
tal que [Ju]|yc20 < Cy. Assim pelo Teorema de Arzela-Ascoli, existe uma subsequéncia, que
continuaremos denotando por (u,), que converge na norma C? para alguma funcao u, em

C?*(M). Como a convergéncia é na norma C?, segue que uy, ¢ solugao de (2.18).
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Vejamos que Atg(zo € I';. De fato, por (2.18) e pela Observacao 1.23 temos que
Pt = ouly ™ AY,) = (A ).
isto é,
oa(Ag ) > 0. (2.19)
Note que 205(A} ) = 01(AE,)? — | AL |?. Dai,
O'1<Atgt)2 = 20’2(14;) -+ |A§t‘2 > O,

para todo t € S. Logo, de (2.19) obtemos que

o1(A2 )2 > 0. (2.20)

Jto

Por outro lado, por continuidade temos que al(Agio) > 0, ja que limt, =ty e t, € S.

Portanto, por (2.20) segue que Ul(Atg‘iO) > 0.
Logo,
Ay €Ty
Com isso, temos que (t,) converge para to. Logo S é fechado.

Portanto & = [0,2/3].

o 2 .
A métrica g = e ? 3 g satisfaz UQ(AS) > 0 e Rz > 0. Finalmente, pela Proposicao 1.20,
temos que
2 1 2.
AZ + gal(Ag)g > 0,
ou seja,
R; R;
Ric; — 2+ -2 >0,
7 6 9 6 9
2 1
pois o1 (A7) = §R§. Portanto,

Rng > 0,

como queriamos demonstrar.
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2.4 Aplicacao

Nesta secao faremos uma aplicagao do Corolario 2.2 envolvendo hipersuperficies compactas

de dimenao 3 imersas em formas espaciais de dimensao 4, seguindo o que foi feito em [15].

Teorema 2.14. Se (M3, g) é uma hipersuperficie compacta de dimensao 3 numa forma
espacial F*(c) de dimensdo 4 e curvatura seccional ¢, tal que a curvatura escalar de M é

positiva e a sequnda forma fundamental de M, B, satisfaz
/ (3202 —12¢[BJ? — 213|B|4) dv, > 0 (2.21)
M

entao M ¢ difeomorfa a uma forma espacial esférica de dimensao 3. Em particular, se M ¢é

simplesmente conexa, entio M é difeomorfa a esfera S* de dimensdo 3.

Demonstragao. Escolha um sistema de coordenadas locais ortonormais {ej, es, €3,e4} em
F*(c) tal que restrita a M, os vetores {ey, €2, e3} sao tangentes a M. Entao, pela Proposigao

1.9, temos a equacao de Gauss

Rijii = Rijiu + (hikhji — hihjk), (2.22)

para 1 <1,j,k,1 <3, onde h;; é a segunda forma fundamental e R-jkl e I;jp sao os tensores
curvatura de Riemann de F(c) e M, respectivamente. Como F(c) ¢ uma forma espacial,

pela Proposicao 1.8, temos
Eijkl = (01 — dudji). (2.23)

Além disso, como a matriz (h;;)1<; j<s é simétrica, podemos escolher {ej, e2, €3} tal que
(hij)1<ij<s seja diagonal, isto é,

hi=0sei#jel<ij<3. (2.24)

Note que por (2.22), (2.23) e (2.24),
Rijkl = C((Sikfsjl — 5il5jk> + (hikhjl — hllh]k) (225)
Suponha que i # k. Dai, se ¢ = j ou k = j, entao R;;,; = 0. Caso contrario, ¢ # j, por

exemplo, entao também temos R;;,; = 0. Logo, quando @ # j temos que R;;;; = 0 para todo
Jj €{1,2,3}. Logo, o tensor de Ricci de M satisfaz

3
Ricm = Z Rijkj = 0, (226)

Jj=1

o1



parai £ kel <ik <3.
Agora vejamos que para i = k, temos que

C((Siiéjj — (5”(5]) + (h“h” — h”hﬁ) (227)

3 3
1

Ric;; = Rijij =
1

Jj= J

Com isso, quando j = 7 temos que R;j;; = 0. Logo, obtemos que

3
Ric; = Z Riji; = 2c+ hy Z hj;

J#1 J#1
3
= 2c+ h” < Z hjj — h”)
j=1

= 2c+ Hhy — h2, (2.28)

3
para cada ¢ fixado, onde H = Z hj; é a curvatura média de M. Portanto,
j=1

para cada i € {1,2,3}. Logo
Ricj; = A¢* + 4cHhy; — 4ch?, + H?hZ — 2HS, + hy;

para cada i € {1,2,3}. Assim, somando em i de 1 a 3 obtemos

3 3 3 3 3
> Ricl = 12¢* + 4cH? —4¢ Y hi+ H*Y hi —2H Y hi+ Y hi.
=1 =1 =1 =1

=1

Segue de (2.26) que o quadrado da norma do tensor de Ricci de M é dado por

3
|Ric|* = ZRicfk

ik=1
3
= Y Ric, (2.29)
i=1
Logo, obtemos que
3
|Ric]* = Z Ric,
i=1
3 3 3 3
= 127 +4cH? —4c) hL+ H?Y hE—2H Y B+ hi. (2.30)
i=1 i=1 i=1

=1
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Por (2.28) segue que a curvatura escalar de M é dada por

3
RQ:Z ’LCM—6C+HZh“—Zh2_6C+H2 Zhna
=1

o que implica que

2
Rg:<

i=1

3 2
6c + H? —Zhi)

= 36¢% + 12cH? — 12@Zh2 + HY — 2H2Zh

Assim, por (2.30) e

3 :
§R2 — |Ric|? =

g

3 3 2
2 2
i T E hy;
i=1 i=1 i=1

(2.32), obtemos

3 3 2
3 2 2 4 2 2 2
3 36¢% + 12¢H? — 12c¢ E hy; + H" —2H E_ hy; + E_l h;;

=1

3 3
—12¢° — 4cH? +4¢ ) b, szh +2H2h — > h
i=1

i=1

2
gc + CH2 thQ—i— H4 HQZh?ing(Zh?i)
, —
3
—1202—40H2+4c2h HZZh +2HZh — > h
i=1

=1
3 2 1 2 3 4 2 2
2 —cH* 4+ -H*| - Z¢c+-H h;
(2C TR ) (2”4 ; i
3 3 3 2 3
+2H h?i+—< h?i) — ) hi
4 V3 2 1 )2 <1 7 2) : 2
<+ |(—F=H +—=c| —|(zc+-H h;;
3 (2\/5 V6 27" 4 Zl i
3 3 3 2 3
3 2 4
+2HZhii+g(Zhﬁ) —Zhii
4 5 =5\
2 2
3¢ —(—c —H)Zh +2HZh —§<;hii) :

(2.31)

(2.32)



Logo,

3 .
/M <§R§ - ]ch@) dv,

4 1 - 3 3 5 3 2
> - Ze+ ZH? h2 4+ 92H 5 A h2
_/]\/[ [30 (2C+4 ); 7,7,+ Z_Zl i 8(2 zz)

=1

dv,. (2.33)

Para 1 <17 < 3, temos

|hiH| <

3
3
hii E h; §§ E h;,

o que implica que

3
ESLE
=1

3 3 2
< B3| Hhy| < ;(Z hi) : (2.34)
i=1 i

Pela Desigualdade de Holder, temos que
3 2 3
H? = (Z h) <3 hl. (2.35)
i=1 i=1

Usando (2.34) e (2.35), podemos reescrever (2.33) da seguinte forma

/ S e |Ric|? ) aV, >/ 2o (L +2123:h2 i:hQ 29 iiﬁ 2dV
L \8 1Clg o =/, 3¢ 5¢ T - i - i g - i g9

(2.36)

Por (2.24), o quadrado da norma da segunda forma fundamental de M é dado por

3 3
B =Y hi=> h. (2.37)
i=1

,j=1

Combinando (2.37) com (2.36), obtemos

S . 4, (1 21, N\,w 29 .,
- dv, — d > —c— | = —|B B|* — —|B|*|dV,(2.
s mav- [, = [ (S (Ger Zme )i - il av s
4 1 71
> —c* — —c|B|* — —=|B|") dV,. 2.
> [ (G- geme-Fer) ay, (239
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Observe que

4 1 71 1
/ ¢ — =c|B]* - —|B") dV, = _/ (32¢* — 12¢|B|* — 213|B|*) dV, >0,
v \3 2 8 24 [y

por hipdtese.

Portanto, M é uma variedade Riemanniana compacta de dimensao 3 com curvatura

escalar positiva tal que
3

g/MRf] dvgz/M|Rz'c|§ dv,.

Logo, pelo Teorema 2.1 e o Corolario 2.2, podemos concluir que M é difeomorfa a uma

forma espacial esférica. m
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Capitulo 3

Deformacoes Conformes em
variedades de dimensao 4

Neste capitulo iremos considerar (M*, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensao

4. Inicialmente defina um funcional 7 : M — R como

1 . 1
Falg) = / —=|Ricy|* + ZR> ) dV,
L\ 2 6

_ 4 / o2(A,)dV,, (3.1)

onde M é o conjunto de todas as métricas Riemannianas em M?* e A4, = % (Ricg — %Rgg) é

o tensor de Schouten.

Pela Proposigao 1.21 mostra-se que F» ¢ um invariante conforme, isto é,

Fa(elg) = Falg), (3.2)

pra toda f € C*°(M). Desta forma, podemos escrever

Fallg)) =4 / A, (3.3)

onde [g] é a classe conforme de g.

Neste capitulo, como iremos trabalhar com variedades de dimensao 4, definimos o seguinte
tensor
.1 , t
A, = 3 Ricy — gRgg . (3.4)
Observe que, com t = 1 temos o tensor de Schouten.
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Nosso principal interesse é provar o seguinte teorema

Teorema 3.1. Seja (M*,g) uma variedade Riemanniana fechada de dimensao 4 com cur-

vatura escalar constante positiva. Se

A(la) + 50— )2~ ) (YL ) >0, (35)

para algum toy < 1, entdo existe uma métrica conforme §g = e *'g com Rz > 0 e UQ(A%O) > 0.

Isso implica a desigualdade tensorial

(t() — 1)Rg§ < 2R’é0§ < (2 — to)Rgf] (36)

Um corolario imediato é aplicar o teorema para ty = 1.

Corolario 3.2. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana fechada de dimensao 4 com curva-

tura escalar constante positiva. Se Fo([g]) > 0, entao existe uma métrica conforme g = e~ g

com Rz >0 e ag(Ath) > 0. Em particular, o tensor de Ricci satisfaz
0< Rng < Rgg

Demonstracao. Perceba que se Fa([g]) > 0 a equagdo (3.5), do Teorema 3.1, em t; = 1

também é positiva. Logo, segue o resultado. O

3.1 Limite Superior

Proposigao 3.3. Seja uy € C*(M) uma solugao de
0_2(9—114;&%) — f2€4ut

para algum t € [6,1], onde §j = e~2*g. Entdo u, <6, onde § depende apenas de g.

4
Demonstracao. Da Desigualdade de Newton —a;/ ? < o1, temos que

V6

4
e = —=03* (g7 AL) < o (g AY).

4
— ag
NG

V6

Pela Proposigao 1.22, temos que
AL — At 9 1—1¢ A 2—1 9
g 9+Vgut+T( gut)g—kdut@dut—T\Vgut\g.
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Como M é compacta, seja p € M méaximo de u;, assim Vg ui(p) = 0 e (Ayu)(p) < 0 em p.

Logo,
1—t
AL = AL+ Viu + T(Agut)g.

Dessa forma, no ponto p, obtemos

S < g A
= UI(A;) + Agup + (2 = 2t)(Aguy)
= (A + (3 20)(Agu)
< o1(4y),

pois 3 —2t >0, ja que t < 1. Com isso, como f(p) > 0,
e2ut(p) < M
— 4f(p)
Note que, 01(A}) = (3 — 2t)o1(Ay) < (3 —20)01(Ay), para todo t > §. Assim,

V(3 — 20)01(4,) _ V(3 26)R,

e2ut(p) < _

4f(p)  24f(p)

o que implica que

5.

IN

u(p) <

Ly V6(3 —26)R,
2 %\ T2

Portanto, u; < 8, onde § s6 depende de (M, g). ]

3.2 Limite Inferior

Lema 3.4. Para toda métrica g’ € [g], temos
2
/ R vy > (Y(M, [g)))
M

Demonstracao. Usando a Desigualdade de Holder com p = ¢ =2, f =1 e h = Ry, obtemos

/Rg,dvg, < (/ dvg,> </ R, dvg/>
M M M
= (Vol(M,g’))2-(/ R? dvg,> :
M
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ou seja,

(/M Ry dVg’)% > (/M et - > Y(M, [g).

Vol(M, g')) :

Como g tem curvatura escalar positiva, segue que Y (M, [g]) > 0. Assim,

| R vy = (YOrla))

Proposicao 3.5. Assuma que para algum t € [0, 1],

Fllal) + (1= 02 - (YL [g]) = x> 0.

Se uy € C*(M) € uma solugao de
02(9_1‘4?%) = [Pl

satisfazendo || Vuylg0o < Co, onde g = e~

Cy e log A;.

Demonstragao. Temos por (1.23)
3
72(A5) = a(Ag) + 5 (1= D)2~ 1)(e1(4,))"

—2u¢

Considere §; = e *"tg. Por (1.37), (3.7) e (3.8), temos

_ 3 -
M fr = oa(97 A5) + (1= (2= oi(g Ag)°

_ 6_4u10'2(14gt) + 6—4utg(1 — t)(2 — t)m(Agt)z

= (o) + 21— (2~ )on(45)°)

— e (“zmg» #5000 (%’?2)

" <02(Agt) + 2—14(1 _H2— t)Rgt) |

29

(3.7)

g, entao u; > 0, onde § depende somente de g,

(3.8)



Seja C' > 0 uma constante tal que C' > f2. Integrando com respeito a dVj, obtemos

C / et dv,
M

pois et dV, = dVj,.

>

/ e4utf2 d‘/g
M

1
/ O'Q(Agt)e_4ut d‘/:q + ﬁ(l — t) (2 — t) / R§6_4ut dV;]
M M

1
/ 02(Ag,) d‘/ﬁﬂ(l—t)(z—t)/ R dVj,,
M M

Usando o Lema 3.4 e a invariancia conforme de JF,

C / et dv,
M

/M oo Ag, e~ dV, + 2%1(1 —t)(2-1t) (Y(M, [g]))2
+

;lfQ(g) ia —)(2—1) (Y(M, [g])>2
1) + ;0= 02 -0 (YO o))
1

ZL/\t > 0,

uma vez que A\; > 0, por hipdtese.

Com isso,

que implica que

ou seja,

Portanto,

C_e4maxut/ d‘/g 2 )\t>
M

log (64“‘&"’“ : C(VOI(M, g))) > log Ay,

4mj\z}x uy > log Ay — log (C (VOI(M, g)))

1
maxu; > Zlog/\t—C(g). (3.9)

Agora, sejam py, q; € M e uma geodésica « : [0,l] — M tal que a(0) = p; e a(1l) = g,

com |o/(s)| =1, s € [0,], onde u;(p;) = minu,; e u(q;) = maxuy. Assim, usando o fato que

||vut||g,oo < (Y, temos

max Uy — n}\/i[n u = u(q) — ue(py)
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< |Vu(a(s))| ds
< Cy=C(M)
Logo,
maxu; —minu, < C(M). (3.10)
M M
Comparando as desigualdades (3.9) e (3.10), podemos ver que
. 1
min v, + C(M,g) > Iax > Zlog A — C(g),
ou seja,
1
min u; > Zlog At — (C’(g) + C(M, g))
Portanto, u; > §, onde ¢ depende somente de g, C(g) + C(M, g) e log A;.
Em particular, observe que
NN = 1A+ o 0@ - (Y(L))
v g = gl g o1 ) 19
1
> =
> 7o)
1
= Z)\l, para todo t € [0, 1].
Logo, log \; > log 2L, para todo ¢ € [§,1]. Assim,
. 1. A
min u; > Zlogzl —C =9,
onde 0 depende somente de (M, g). O

3.3 Demonstracao do Teorema Principal

Finalmente, usando os resultados anteriores, podemos provar o Teorema 3.1. A demons-

tracao segue de forma analoga a demonstracao do Teorema 2.1, no capitulo anterior, sendo

o conjunto S estendido para t < 1.
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Note que 03(A?) > 0 para § < 0 com |d| suficientemente grande, pois
5 : 0
09(Ay) = Ricy — ZRgg
tem autovalores positivos para esta escolha de 9, ja que R, > 0. Considere a equagao
oa(g  AL,) = fret, (3.11)
_1)2 1) ~ _ _—2uy
para t € [0,1], com f = 0,/"(Aj) > 0, onde g, = e"*"g.
Defina

S = {t € [6,1]; existe uma solugao u; € C**(M) de (3.11) com A € F;}

Afirmagao 3.6. S # ().

Claramente, com a escolha de f, u = 0 é uma solucao para t = §. Como Ag é definido

positivo, segue que O’l(Ag) >0e ag(Ag) > 0, o que implica que Ag €I'J. Logod €S.

Afirmacgao 3.7. S ¢ aberto.

Suponha que ¢y € S, entédo existe uy, solugao de (3.11). Pela Proposigao 1.25 o operador
linearizado em w,,
Lo C*(M) = ¥ (M),
¢ inversivel. Pelo Teorema da Fungao Implicita, temos que existe uma vizinhanga V;, de ¢,

e uma fungao continua h : Vi, — C%*(M) tal que h(ty) = uy, e F(t,h(t)) = 0, para todo

t € Vi,. Além disso, a condicao Atgt € I'; é uma condigao aberta.

Logo, S é aberto e, como f € C*(M), pela teoria de regularidade eliptica segue que

Afirmacao 3.8. S ¢ fechado.

Seja (t,) € S uma sequéncia convergente, por exemplo para ty € [d, 1], e considere as
correspondentes solucdes (u;,) em C**(M) de (3.11). Pela Proposicio 3.3, existe 9, inde-
pendente de ¢, tal que u; < §. Assim, pela Proposicao 1.28 temos que sup|V,ui| < Cy, para
alguma constante Cy independente de ¢, e pela Proposicao 3.5 existe 4, iri\éependente de t, tal

que u; > 9. Pela Proposicao 1.29, existe uma constante Cy que depende somente de (M, g)
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tal que |[ugl|g 020 < Cs. Assim pelo Teorema de Arzela-Ascoli, existe uma subsequéncia, que
continuaremos denotando por (uy, ), que converge na norma C? para alguma fungio ug, em

C?(M). Como a convergéncia é na norma C?, segue que uy, é solugao de (3.11).
Vejamos que At@io € I';. De fato, por (3.11) e pela Observagao 1.23 temos que

Fetn = oolg7 AR, ) = e Moo (AR ),

isto é,
aa(Ag ) > 0. (3.12)
Note que 205(A} ) = 01(AE,)? — | AL |?. Dai,
O'1(Agt)2 = 20'2(14;) + |A%z|2 > O,
para todo t € S. Logo, de (3.12) obtemos que

o1(AL )2 > 0. (3.13)

Jto

Por outro lado, por continuidade temos que Ul(Ag(i(J) > 0, ja que limt, =ty e t, € S.

Portanto, por (3.13) segue que O’l(Ag(ZO) > 0.

Logo,

to +

Com isso, temos que (t,) converge para to. Logo S é fechado.
Portanto & = [0, 1].

A métrica §j = e~>"0 g satisfaz oy A

gto) >0e Rgto > 0.

Pela Proposicao 1.20 temos que

1
0< Atg + —O'1<Aé>§.

2 g
Assim
1 . t o 3—=2t _ _
0 < §RZC§ — ERgg —+ TR@Q
1. 3—3t _ .
= §RZC§ + TR@Q,
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ou seja,

2Ric; > (t — 1)R;3J. (3.14)

Por outro lado, também pela Proposigao 1.20, sabemos que

0< —Atg + Ul(Atg)g,

com 1sso
1 . t o 3=2t _ _
0 < —§RZC§ + ERgg + TR@Q
1 6— 3t
— ——Rics+ —""R.§
5 1c5 + D 39,
isto é,
2RiC§ < (2 — Zf)Rgf] (315)

Concluimos por (3.14) e (3.15) que
(t — 1)R§§ < 2RiC§ < (2 — t)Rgg,
onde t € [6,1].

Assim, concluimos a demonstracao.

3.4 Aplicacao

Nesta secao faremos uma aplicacao em variedades Riemannianas fechadas de dimensao 4

com curvatura escalar positiva. Ver [13] para mais detalhes.

Definicao 3.9. A Q-curvatura de Branson é definida por
1 n® —4n® + 16n — 16 _, 2

=—— A ——= _|Ric,|?. 1
Q= g R T 2 T el (3.16)
Definicao 3.10. O operador de Paneitz é definido por
—2)2 44 4 n—4
P,=A2 ) (n — —Ri . 1
o g+dzvg{<2(n_1)(n_2)Rgg n_Qchg>(Vg,*)}+ 5 Qyq (3.17)

Proposicao 3.11. Se
Ricy, < Ryg,

entdo P, > 0, e KerP, = {const.}.
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Demonstracao. Temos, pela Defini¢ao 3.10, com n = 4, que
2 . 2 .
Pyu = Aju + div, gRgg — 2Ricy | (Vyu,*) ¢ . (3.18)
Integrando por partes,

2
/ uPyu dV, = / ((Agu)2 + §R9|Vgu| — 2Ricy,(V,u, Vgu)) dv,. (3.19)
M M

Pela Férmula Integral de Bochner-Weitzenbock, Coroléario 1.15, temos que

[ @t vy = [ 192 V[ Rie, (9,09, dv, (3.20)

Ou seja,
0 :/ <|v§u|2+mcg(vgu, Vu) — (Agu)2> dV,. (3.21)
M

Substituindo (3.21) em (3.19), obtemos

1 4 2
/ uPyu dV, = / ( — §(A9u)2 + g(Agu)2 + gRg|Vgu| — 2Ricy,(V,u, Vgu)> dVy
M M

1 4 2 2
= /M < - E(Agu)z + §|V§u|2 + gRg|vgu| - gRicg(vg% Vg“)) dVy.

~ 1
Defina Viu = VZu — Z(Agu)g. Assim,

~ 1
V2l = V2l — (A2,
o que implica que
4

~ 4 1
SIV2ul? = 2 V2 = 2 (A,u)”

Dessa forma,
4dayg g 2 4
uPyu dV, = §|Vgu| + 3 (Rgg — chg> (Vyu,Vgu) | dV,
M M
4 ~
= /M V2ul? dv, (3.22)
pois Ric, < Ryg, por hipétese. Consequentemente, P, > 0.
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Suponha, por absurdo, que Pyu = 0, e que u nao ¢é constante. Assim,
4 72,,(2
0= [ wuPudVy>_ [ |Voul*dVy,
M 3 Jum

o que implica que ﬁgu =0.

1

Dessa forma, Vﬁu 1

(Ayu)g =0, ou seja,

g

1
Viu = Z(Agu)g.

Por [[20], Teorema A], g é homotética a S*, ou seja, existe uma constante positiva A > 0
tal que g = Agss, onde gss é a métrica canonica de S*. Assim, R, = 12\ e

Ricy = Ricy, = 3gs1 = 3A"lg = }leg. Logo,

3
—Ryg.

, 1
Ryg — Ricyg = Rgg — —Ryg9 = I

4

Dai, de (3.22) obtemos que

4 [ < 1
0 :/ uP,u dVy, = §/ IV2ul? dV, + 5Rg/ IV ul? dV,.
M M M

Logo Vg u = 0, o que ¢ um absurdo, pois supomos u nao constante.
Portanto, KerP, = {const.}. O

Teorema 3.12. Seja (M*, g) uma variedade Riemanniana fechada de dimensdo 4 com cur-

vatura escalar positica, Ry > 0. Se
1 2
| @ av,+5(varia) > o (5.25)
M

entdo o operador de Paneitz € nao-negativo, P, > 0, e Ker P, = {const.}. Portanto, por um

resultado em [4], existe uma métrica conforme g = e~ *'g com

Q5 = const.

Demonstracao. A Q-curvatura é dada por

1 1 1 . 1
Qo= —5ARy + (B — |Ricy|® = — AR, + 405(A,). (3:24)
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Integrando temos

| @vi=a [ m(a) av, = Flla),

Logo de (3.23), obtemos

1 2
Fallg) + 5 (Y (1. [g)) " > 0. (3.25)
Logo, podemos aplicar o Teorema 3.1 com t; = 0 para obter uma métrica conforme
g=eg,
Rng < Rgg

Pela Proposicao 3.11, concluimos que o operador de Paneitz P; é nao-negativo e KerP; =

{const.}.

Finalmente, por um resultado em [4], existe uma métrica conforme g = e~2*g com
Q7 = const,

7=

como queriamos demonstrar.
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